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ریاضͬ علوم دانشͺده شاهرود صنعتͬ دانشͽاه:
٨١ صفحات: تعداد ١٣٩٢ فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

ماتریس�های حلقه صفر، مقسوم�علیه�های گراف ناجابجایͬ، حلقه جابجایͬ، حلقه کلیدی: واژگان
بالامثلثͬ ماتریس�های حلقه مربعͬ،

چͺیده
در صفر مقسوم�علیه�های گراف اساسͬ خصوصیات و تعاریف معرفͬ به ابتدا نامه پایان این در
کسرهای حلقه و R جابجایͬ حلقه مͬ�دهیم نشان سپس مͬ�پردازیم. ناجابجایͬ حلقه و جابجایͬ حلقه�

دارند. یͺسانͬ کمر و قطر نتیجه در و هستند، یͺریخت گراف�های دارای ،Q(R) آن، کامل
مربعͬ ماتریس�های حلقه در صفر علیه�های مقسوم (جهت�دار) گراف� از خواصͬ بررسͬ به هم�چنین
روی صفر علیه�های مقسوم گراف قطر بین روابط مورد در بحث برای نتایج این از سپس مͬ�پردازیم،

مͬ�کنیم. استفاده Mn(R) مربعͬ ماتریس�های حلقه و R جابجایͬ حلقه
برای نتایج این از سپس .gr(Γ(R)) ≥ ۴ یا diam(Γ(R)) ≤ ٢ هنͽام چه مͬ�کنیم مشخص همچنین
R توانͬ سری�های حلقه ،R چندجمله�ای�های حلقه در صفر مقسوم�علیه�های گراف کمر و قطر بررسͬ

مͬ�پردازیم. M -مدول R توسط R حلقه توسیع و
بررسͬ مورد را جابجایͬ حلقه روی بالامثلثͬ ماتریس�های حلقه در صفر مقسوم�علیه�های گراف آخر، در

مͬ�دهیم. قرار
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೯دایا...١
نخورم حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به

دوست تو که آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و

مͬ�داری.

تو پای به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

امید برق که توست رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها

مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در

پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم

دریاب. دریاب، کرده�ام

از من، نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن

آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

فداکاری بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به

گستاخͬ بͬ�نمود، خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در

بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ،

کن. روزی

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



චاری... ণپاس໋�

اوست؛ از هست هرچه که را یͺتا خدای سپاس

برد؛ پایان به نمͬ�توان و کرد آغاز نمͬ�توان نامش و یاد بͬ که را او سپاس

فرمود. عطا ما به را معرفت و دانش و کسب توفیق که را عالم یͽانه بیͺران حمد و سپاس

هاشمͬ، ابراهیم دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه

را مقدسش وجود خدا، از بعد و عزیزم مادر مهربانͬ، و مهر خداوندگار دستان بر مͬ�زنم بوسه همچنین

مͬ�کنم. ستایش

پاণبان॑ی ೯ده
۱۳۹۲
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١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه

١



مقدمه ١.١

از استفاده با ͷب داد. نسبت گراف ͷی جابجایͬ و ی�ͷدار حلقه�ی ͷی به ١٩٨٨ سال در ١ͷب بار اولین

(١٩٩٩) لیوینͽستون٣ و اندرسون٢ بعدها آورد. به�دست را حلقه�ها از خواصجالبͬ گراف�ها، نظریه مفاهیم

دقیق، تعریف ͷی ارائه با را صفر مقسوم�علیه�های گراف نظریه جدی به�طور و شدند علاقه�مند موضوع این به

مقسوم�علیه�های گراف آنها کردند. پایه�گذاری حلقه�ای خواص با آن�ها کردن مقایسه و گرافͬ خواص بررسͬ

بین پلͬ واقع در صفر مقسوم�علیه�های گراف مفهوم دادند. نشان Γ(R) نماد با را R جابجایͬ حلقه صفر

حلقه�هاست. نظریه و گراف�ها نظریه

از مختلف تعریف چندین و داد گسترش ناجابجایͬ حلقه�های به را مفهوم این (٢٠٠٢) ردموند۴

لوکاس۶ ،(٢٠٠۵) همͺارانش و اکستل۵ اخیرا نمود. ارائه را ناجابجایͬ حلقه صفر مقسوم�علیه�های گراف

توانͬ سری�های حلقه و چندجمله�ای�ها حلقه در کمر٩ و قطر٨ مفهوم (٢٠٠٧) مولای٧ و اندرسون ،(٢٠٠۶)

دادند. قرار مطالعه مورد را جابجایͬ حلقه ͷی روی

،n× n ماتریس�های حلقه ،Mn(R) و ی�ͷدار و جابجایͬ حلقه ͷی R مͬ�کنیم فرض پایان�نامه، این در

صفر علیه�های مقسوم گراف و R صفر مقسوم�علیه�های گراف ترتیب به Γ(Mn(R)) و Γ(R) هم�چنین و

باشد. Mn(R)

استفاده پایان�نامه این در که جابجایͬ حلقه�های نظریه و گراف نظریه از تعاریفͬ و مفاهیم معرفͬ به حال

شده�اند. گرفته ،[٩] مرجع از قسمت این در رفته کار به گراف به مربوط تعاریف مͬ�پردازیم. شده�اند،
١Beck
٢Anderson
٣Livingston
۴Redmond
۵Axtell
۶Lucas
٧Mulay
٨Diameter
٩Girth



٣ گراف نظریه به مربوط مفاهیم .٢.١

گراف نظریه به مربوط مفاهیم ٢.١

V ×V از زیر�مجموعه�ای E و مجموعه ͷی V آن در که است (V,E)مرتب زوج ،Gگراف .١.٢.١ تعریف

گوییم. G گراف یال�های مجموعه را E و رئوس مجموعه را V مͬ�باشد،

باشد. موجود یالͬ y و x بین هرگاه گویند، مجاور را G در y و x رأس دو .٢.٢.١ تعریف

این�صورت در که ،E′ ⊆ E و V ′ ⊆ V اگر Gاست = (V,E)زیرگراف ͷیG′ = (V ′, E′) تعریف٣.٢.١.

برابر یال�هایش مجموعه و V ′ آن رأس�های مجموعه که G از زیرگرافͬ مͬ�دهیم. نمایش G′ ⊆ G نماد با

V ′ توسط شده القا زیرگراف را است واقع V ′ در آن�ها سر دو هر که باشد G از یال�هایͬ همه�ی مجموعه�ی

است. G القایͬ زیرگراف ͷی G[V ′] مͬ�گوئیم مͬ�شود. داده نمایش G[V ′] با و نامیده

،٠ ≤ i ≤ n هر برای آن در که (a٠, a١, ..., an) مانند متمایز رئوس از دنباله�ای Gگراف در .۴.٢.١ تعریف

نامیده دور ،a٠ = an شرط با (a٠, a١, ..., an) مسیر مͬ�نامیم. n طول به مسیری را مجاورند ai+١ و ai

مͬ�شود.

موجود G در مسیری ،G از b و a دلخواه رأس دو هر بین هرگاه گویند، همبند را G گراف .۵.٢.١ تعریف

نامند. ناهمبند را G این�صورت غیر در باشد.

مͬ�دهیم، نمایش d(a, b) با و نامیده b و a فاصله را b و aرأس دو بین مسیر کوتاه�ترین طول .۶.٢.١ تعریف

را ،G رأس دو بین فاصله بیشترین .d(a, b) = ∞ مͬ�نویسیم نباشد، موجود b و a بین مسیری اگر هم�چنین

مͬ�دهیم. نمایش diam(G) با و مͬ�نامیم G قطر

مͬ�دهیم. نمایش gr(G) با را آن و است گراف ͷی در دور کوتاه�ترین طول ،G گراف کمر .٧.٢.١ تعریف

.gr(G) = ∞ مͬ�نویسیم باشد، دور فاقد گرافͬ اگر

رأس n با کامل گراف گوییم. کامل گراف را باشد مجاور آن متمایز رأس دو هر که گرافͬ .٨.٢.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش Kn با را



۴ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه .١

به�طوری کرد افراز مجموعه زیر r به بتوان Gرا رأس�های هرگاه گوییم، -بخشͬ r گرافGرا تعریف٩.٢.١.

-بخشͬ r گراف ͷی را G -بخشͬ r گراف نباشد. یالͬ زیرمجموعه�ها این از ͷهیچ�ی رأس�های بین که

با کامل دوبخشͬ گراف باشند. مجاور یͺدیͽر با نباشند، بخش ͷی در که رأس دو هر هرگاه گوییم، کامل

مͬ�دهیم. نشان Km,n با را n و m اندازه�های با بخش�های

رأس�های بین و است مجاور رئوس بقیه با رأس ͷی آن در که است گرافͬ ستاره گراف .١٠.٢.١ تعریف

مͬ�نامیم. ستاره را K١,n گراف دیͽر عبارت به ندارد. وجود یالͬ دیͽر

.gr(K١,n) = ∞ ،n ≥ ١ هر برای و gr(Kn,m) = ۴ ،m,n ≥ ٢ اگر که است واضح تعریف بنابر

.diam(Km,n) = ٢ ،n ≥ ٢ یا m ≥ ٢ اگر و diam(K١,١) = ١ هم�چنین

کامل بخشͬ دو گراف پیوستن هم به از واقع در که است گرافͬ K
m,٣ .١١.٢.١ تعریف

گرفتن ͬͺی وسیله به G٢ = K١,m ستاره�ی گراف با G١ = Km,٣(= A∪B ; |A| = m, |B| = ٣)

مͬ�آید. دست به B از نقطه ͷی و G٢ مرکز

.gr(K١,٣
) = ∞ هم�چنین و gr(Km,٣

) = ۴ آن�گاه ،m ≥ ٢ اگر که است واضح تعریف بنابر

آن با که باشد داشته وجود دیͽر رأس ͷی فقط هرگاه گوییم، پایانͬ را گراف ͷی از رأسͬ .١٢.٢.١ تعریف

باشد. مجاور

جابجایͬ حلقه�های نظریه به مربوط مفاهیم ٣.١

-مدول R عنوان Mبه از هرگاه و ١R ̸= ٠ �که است ی�ͷدار و جابجایͬ حلقه�ای R همواره پایان�نامه، این در

است. یͺانͬ -مدولͬ R ،M مͬ�کنیم یاد

اگر است چپ صفر مقسوم�علیه ͷی a گوییم .a ∈ R و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض .١.٣.١ تعریف

مͬ�شود. تعریف راست صفر مقسوم�علیه مشابه طور به .ax = ٠ که باشد موجود x ∈ R ناصفر عنصر

مقسوم�علیه ͷی یا باشد چپ صفر مقسوم�علیه ͷی یا a هرگاه گوییم، صفر مقسوم�علیه ͷی را a ∈ R عنصر



۵ جابجایͬ حلقه�های نظریه به مربوط مفاهیم .٣.١

مقسوم�علیه ͷی هم a هرگاه گوییم، طرفه دو صفر مقسوم�علیه ͷی را a ∈ R عنصر هم�چنین راست. صفر

راست. صفر مقسوم�علیه ͷی هم و باشد چپ صفر

: مͬ�کنیم قرارداد A ⊆ R برای باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٢.٣.١ قرارداد

A∗ = A− {٠}.

مͬ�نویسیم نباشد، متناهͬ X اگر مͬ�دهیم. نمایش |X| با را X عناصر تعداد ،X مجموعه هر برای هم�چنین

.|X| = ∞

صفر مقسوم�علیه که را حلقه�ای و منظم، نباشد صفر مقسوم�علیه که را R حلقه از x عضو .٣.٣.١ تعریف

مͬ�نامیم. صحیح حوزه باشد نداشته ناصفر

اگر ،B و A ایده�آل دو هر برای و P ̸= R هرگاه گوییم، اول را R حلقه از P ایده�آل .۴.٣.١ تعریف

.B ⊆ P یا A ⊆ P آن�گاه ،AB ⊆ P

مͬ�دهیم. نمایش spec(R) با را R حلقه اول ایده�آل�های تمام مجموعه

وجود R و M بین سره ایده�آل هیچ هرگاه مͬ�نامیم، ماکسیمال را R حلقه از M سره ایده�آل .۵.٣.١ تعریف

گوییم. موضعͬ را باشد داشته ماکسیمال ایده�آل ͷی دقیقا که R جابجایͬ حلقه هر هم�چنین باشد. نداشته

شامل که را p مانند R از اولͬ ایده�آل باشد. R از سره�ای ایده�آل I و حلقه ͷی R کنیم فرض .۶.٣.١ تعریف

.I ⊆ q ⫋ p که نباشد موجود q مثل R از اولͬ ایده�آل هرگاه مͬ�نامیم، I مینیمال اول ایده�آل ͷی است، I

است. معروف R مینیمال اول ایده�آل به (٠) مینیمال اول ایده�آل هر

طبیعͬ عدد هرگاه نامند، پوچ�توان عنصر ͷی را a .a ∈ R و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض .٧.٣.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش nil(R) با را R پوچ�توان عناصر مجموعه .an = ٠ �که به�طوری باشد موجود n

عنصری ٠ ∈ R هم�چنین است. صفر مقسوم�علیه ͷی ،R حلقه در پوچ�توان عنصر هر که است واضح

است. پوچ�توان



۶ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه .١

.a٢ = a هرگاه نامند، خودتوان عنصر ͷی را a .a ∈ R و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض .٨.٣.١ تعریف

.a ̸= ١ و a ̸= ٠ هرگاه گوییم، نابدیهͬ را a خودتوان عنصر

e اگر ،R حلقه در هست. نیز خودتوان که است پوچ�توان عنصر تنها صفر حلقه، هر در که است واضح

است. صفر مقسوم�علیه ͷی e پس ،(١− e)e = ٠ چون باشد، نابدیهͬ خودتوان

باشد. پوچ�توان I عناصر تمام هرگاه گوییم، پوچ را R حلقه از I ایده�آل .٩.٣.١ تعریف

است. R جابجایͬ حلقه از پوچ ایده�آل ͷی nil(R) .١٠.٣.١ مثال

مͬ�دهیم. نمایش N(R) با و گوییم پوچ رادیͺال را پوچ ایده�آل�های تمام مجموع .١١.٣.١ تعریف

دیͽر عبارت به باشد. آن پوچ�توان عنصر تنها صفر هرگاه گوییم، یافته تقلیل را R حلقه .١٢.٣.١ تعریف

باشد. صفر برابر آن پوچ رادیͺال اگر است یافته تقلیل R جابجایͬ حلقه

که باشد موجود R از b مانند عضوی هرگاه گوییم، وارون�پذیر را R حلقه از a عنصر .١٣.٣.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش U(R) با را R وارون�پذیر عناصر مجموعه�ی .ab = ١

به و داده نمایش dimR با را R بعد باشد. ی�ͷدار و جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .١۴.٣.١ تعریف

: مͬ�کنیم تعریف زیر صورت

dimR = sup{n ∈ N ∪ {٠} | باشد. موجود n طول به اول ایده�آل�های از زنجیری }

مͬ�کنیم. تعریف ∞ برابر را R بعد نباشد متناهͬ زنجیر این اگر

که باشد موجود y ∈ R عنصر ،x ∈ R هر برای هرگاه گوییم، منظم نیومن فون را R حلقه .١۵.٣.١ تعریف

.x = x٢y

هستند. یافته تقلیل منظم، نیومن فون حلقه�های که است واضح



٧ جابجایͬ حلقه�های نظریه به مربوط مفاهیم .٣.١

وسیله به آن اصلͬ ایده�آل هر اگر فقط و اگر است منظم فون�نیومن R ی�ͷدار جابجایͬ حلقه .١۶.٣.١ لم

شود. تولید خودتوان عضو ͷی

واضح .a = a٢b که است موجود b ∈ R فرض طبق باشد، R حلقه از اصلͬ ایده�آل Ra اگر (⇐) برهان.

.Ra = Rab علاوه به و است خودتوان ab که است

دارد وجود R از b خودتوان فرضعنصر طبق باشد. R حلقه از دلخواهͬ عضو a ∈ R کنیم فرض (⇒)

یعنͬ a = rb٢ است، خودتوان b چون .b = r′a و a = rb که موجودند r, r′ ∈ R بنابراین .Ra = Rb که

شد یافت ای به�گونه r′′ := rr′٢ یعنͬ .a = a٢(rr′٢) اخیر عبارت در b جایͽذاری با مجددا ،a = r(r′a)b

است. منظم نیومن فون حلقه R بنابراین ،a = a٢r′′ که

و n مثبت صحیح عدد ،r ∈ R هر برای اگر است -منظم π ،R جابجایͬ حلقه گوییم .١٧.٣.١ تعریف

.r٢nx = rn �که به�قسمͬ باشند موجود x ∈ R عنصر

فون R حلقه� داد نشان مͬ�توان سادگͬ به است. -منظم π منظم، نیومن فون حلقه هر که است واضح

باشد. بعدی صفر و یافته تقلیل اگر تنها و اگر است منظم نیومن

معادلند. زیر گزاره�های این�صورت در باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض [٣.١ قضیه ،١٣] .١٨.٣.١ قضیه

است. منظم - π ،R .١

.rn+١y = rn �که به�قسمͬ دارد وجود n مثبت صحیح عدد و y ∈ R عنصر ͷی ،r ∈ R هر برای .٢

است. منظم نیومن فون حلقه ͷی R/N(R) .٣

است. صفر-بعدی R .۴

.y = rn−١x دهیم قرار کافیست (٢⇐ ١) برهان.

x = yn کافیست ،rn = rn+١y = rn(ry) = rn+١yry = rn+٢y٢ = ... = r٢nyn چون (١⇐ ٢)

کنیم. انتخاب



٨ مقدماتͬ مفاهیم و پژوهش پیشینه .١

آن متناظر n و y برای این�صورت در باشد. R/N(R) در آن باقیمانده r و r ∈ R کنیم فرض (٣⇐ ٢)

یافته تقلیل حلقه ͷی R/N(R) چون و (rny − rn−٢(١ = ٠ نتیجه در .rn+١y = rn داریم R/N(R) در

.r٢y = r مͬ�گیریم نتیجه روند این ادامه با .rny = rn−١ لذا است

برای این�صورت در .r−r٢x ∈ N(R) که مͬ�کنیم انتخاب طوری را x ∈ R ،r ∈ R هر برای (٢⇐ ٣)

(١− rx)n = ١− prx مͬ�نویسیم .٠ = (r− r٢x)n = rn(١− rx)n داریم nمثبت صحیح اعداد بعضͬ

.y = px مͬ�کنیم تعریف و

هستند. صفر-بعدی همزمان به�طور R/N(R) و R حلقه�های (۴⇔ ٣)

Q(R) نماد با را Rs = {a
b
| a ∈ R, b ∈ S} آن�گاه ،S = R − Z(R) اگر R حلقه در .١٩.٣.١ تعریف

تعریف زیر صورت به ضرب و جمع آن در که مͬ�نامیم R کامل کسرهای حلقه را آن و مͬ�دهیم نمایش

مͬ�شود:

.a
b
+

c

d
=

ad+ bc

bd
و a

b
� c
d
=

ac

bd

گوییم. R منظم عنصر ͷی را x ∈ R− Z(R) عنصر معمولا،

گزاره��های این�صورت در باشد. کامل کسرهای حلقه ͷی Q کنیم فرض [٣.٢ قضیه ،١٣] .٢٠.٣.١ قضیه

معادلند. زیر

است. -منظم π ،Q .١

پوچ�توان a(١− e) و یͺه a+(١− e) �که به�قسمͬ دارد وجود e ∈ Q خودتوان ͷی ،a ∈ Q هر برای .٢

است.

است. پوچ�توان ab و یͺه a+ b �که به�قسمͬ است موجود b ∈ Q عنصر ،a ∈ Q هر برای .٣

خودتوان e و یͺه r که ،an = re �که به�قسمͬ دارد وجود n مانند مثبتͬ صحیح عدد ،a ∈ Q هر برای .۴

است.



٩ جابجایͬ حلقه�های نظریه به مربوط مفاهیم .٣.١

آسانͬ به .a٢na′ = an که مͬ�کنیم انتخاب طوری را a′ ∈ Q باشد. Q در a کنیم فرض (٢ ⇐ ١) برهان.

علاوه، به هستند. Q در خودتوان عناصر ١− ana′ و ana′ که داد نشان مͬ�توان

[a(١− ana′)]n = an(١− ana′)n = an(١− ana′) = ٠.

نشان کافیست است. یͺه عنصر ͷی a + (١ − ana′) مͬ�دهیم نشان است. پوچ�توان a(١ − ana′) پس

نیست. Q از P اول ایده�آل هیچ به متعلق دهیم

در نمͬ�توانند (١ − ana′) و a دوی هر اما .a(١ − ana′) ∈ P آن�گاه باشد، Q اول ایده�آل ͷی P اگر

.a+ (١− ana′) /∈ P بنابراین .١ ∈ P آن�گاه باشند، P در اگر زیرا باشند P

است. واضح (٣⇐ ٢)

کند. صدق (٣) گزاره� شرایط در که مͬ�کنیم انتخاب طوری را b و باشد Q در a کنیم فرض (۴⇐ ٣)

،(ab)n = ٠ �که به�قسمͬ باشد مثبتͬ صحیح عدد n که an + bn ∈ P اگر و باشد Q از اولͬ ایده�آل P اگر

تناقض در ،a + b بودن منظم فرض با که هستند P در b و a بنابراین هستند. P به متعلق bn و an آن�گاه

هستند. نظر مورد عناصر e و r آن�گاه ،e = an/(an + bn) و r = an + bn اگر است.

و r ،n که an؛ = re آن�گاه ،a ∈ P٢ اگر باشند. Q اول ایده�آل�های P١ ⊆ P٢ کنیم فرض (١ ⇐ ۴)

.e ∈ P١ مͬ�شود نتیجه e(١ − e) = ٠ از و ١ − e /∈ P٢ عنصر هستند. (۴) گزاره در مذکور عناصر e

است. صفر-بعدی ،Q مͬ�دهد نشان که ،P١ = P٢ بنابراین

این�صورت در باشد. یافته تقلیل و کامل کسرهای Qیͷحلقه فرضکنیم [٣.٣ نتیجه ،١٣] .٢١.٣.١ نتیجه

معادلند. زیر گزاره�های

است. منظم نیومن فون Q .١

و است یͺه a + (١ − e) �که به�طوری است موجود e ∈ Q خودتوان عنصر ،a ∈ Q هر برای .٢

.a(١− e) = ٠
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.ab = ٠ و است یͺه a+ b �که به�طوری دارد وجود b ∈ Q عنصر ،a ∈ Q هر برای .٣

است. خودتوان e و است یͺه r �که به�طوری a = re داریم a ∈ Q هر برای .۴

است. میدان منظم، نیومن فون صحیح هرقلمرو .٢٢.٣.١ لم

موجود b ∈ R این�صورت در .٠ ̸= a ∈ R و باشد منظم نیومن فون صحیح قلمرو R کنیم فرض برهان.

پس .ab = ١ لذا ١− ab = ٠ است صحیح قلمرو R چون .a(١− ab) = ٠ بنابراین .a = a٢b که است

است. میدان R

را X پوچ�ساز باشد. R از زیرمجموعه�ای X کنیم فرض باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٢٣.٣.١ تعریف

: مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به مͬ�دهیم نشان ann(X) نماد با که

ann(X) = {a ∈ R | aX = ٠}.

در ann(x) که به�طوری باشد موجود x ∈ R و باشد جابجایͬ حلقه�ای R اگر [۶ قضیه ،١۵] .٢۴.٣.١ لم

است. اول ایده�آلͬ ann(x) آن�گاه باشد ماکسیمال پوچسازها بقیه بین

مͬ�دهیم نشان .ab ∈ ann(x) کنیم فرض و باشد ماکسیمال پوچسازها بین در ann(x) کنیم فرض برهان.

.b ∈ ann(x) یا a ∈ ann(x)

که عنصری هر زیرا ann(ax) ⊇ ann(x) داریم .ax ̸= ٠ این�صورت در .a /∈ ann(x) کنیم فرض

لذا است ماکسیمال پوچسازها بین در ann(x) که آنجائͬ از حال هست. نیز ax پوچساز باشد، x پوچساز

.b ∈ ann(x) لذا است ax پوچساز b چون .ann(ax) = ann(x) نتیجه در .ann(ax) ⊆ ann(x)

a ∈ R هر برای این�صورت در باشد. R جمعͬ زیرگروه ͷی X و باشد حلقه ͷی R فرضکنیم .٢۵.٣.١ لم

: داریم

[X : X ∩ annl(a)] = |Xa|.



١١ جابجایͬ حلقه�های نظریه به مربوط مفاهیم .٣.١

جمعͬ همریختͬ ͷی f وضوح به مͬ�گیریم. نظر در f(x) = xa ضابطه با را f : X −→ Xa تابع برهان.

.[X : X ∩ annl(a)] = |Xa| داریم پس Kerf = X ∩ ann(a) چون حال پوشاست.

: داریم a ∈ R هر برای این�صورت در باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٢۶.٣.١ نتیجه

[R : annl(a)] = |Ra|.

ناصفر -مدول R ͷی A کنیم فرض باشد. نوتری حلقه ͷی R کنیم فرض [٨٢ قضیه ،١۵] .٢٧.٣.١ قضیه

به�فردی منحصر ناصفر عنصر این�صورت در باشد. Z(A) در مشمول زیرحلقه ͷی نیز S و تولیدشده متناهیا

.Sa = ٠ �که به�طوری دارد وجود A در a مانند



٢ فصل

گراف در کمر و قطر همبندی،
صفر مقسوم�علیه�های

١٢



گرافمقسوم�علیه�های معرفͬ به آن در بخشاستکه سه شامل و مͬ�باشد [١٢] مرجع از برگرفته فصل این

اثبات و بیان مفاهیم این مورد در را نتایجͬ و قضایا و مͬ�پردازیم گراف کمر و قطر همبندی، حلقه�ها، صفر

مͬ�پردازیم. ناجابجایͬ و جابجایͬ حلقه�های درباره نیاز مورد نتایج و اصلͬ تعاریف به اول، بخش در مͬ�کنیم.

و مͬ�کنیم ثابت را مربعͬ ماتریس�های حلقه صفر مقسوم�علیه�های گراف درباره قضیه چندین دوم، بخش در

مͬ�پردازیم. Γ(R) قطر و Γ(Mn(R)) قطر رابطه بررسͬ به سوم، بخش در

حلقه�ها صفر مقسوم�علیه�های گراف ١.٢

: مͬ�کنیم تعریف هم�چنین مͬ�دهیم. نمایش Z(R) با را R صفر مقسوم�علیه�های مجموعه

Z∗(R) = Z(R)− {٠}.

و Zl(R) نماد با R حلقه�ی در را چپ صفر مقسوم�علیه�های مجموعه باشد، ناجابجایͬ R حلقه اگر

.Z(R) = Zl(R)∪Zr(R) هم�چنین نمایشمͬ�دهیم. Zr(R) نماد با را راست صفر مقسوم�علیه�های مجموعه

است. صفر مقسوم�علیه ͷی ٠ ∈ R عنصر ،R حلقه�ی هر در است ذکر قابل

مقسوم گراف ،Z(R) صفر مقسوم�علیه�های مجموعه با ،R ی�ͷدار و جابجایͬ حلقه برای .١.١.٢ تعریف

Z∗(R) = Z(R)−{٠}رئوس مجموعه با است گرافͬ و مͬ�شود داده نمایش Γ(R) Rبا حلقه صفر علیه�های

کوتاه�ترین طول ،b و a متمایز رأس دو بین فاصله .xy = ٠ اگر فقط و اگر مجاورند y و x متمایز رأس دو که

: مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را Γ قطر مͬ�دهیم. نمایش d(a, b) نماد با که است b و aرأس دو بین مسیر

diam(Γ) = sup{d(a, b) | a, b ∈ V (Γ)}.

باشد دور فاقد اگر و مͬ�دهیم نمایش gr(Γ) نماد با که است Γ در دور کوتاه�ترین طول ،Γ کمر هم�چنین

.gr(Γ) = ∞

مجموعه با Γ(R) جهت�دار صفر مقسوم�علیه�های گراف باشد، ناجابجایͬ حلقه ͷی R اگر .٢.١.٢ تعریف

تنها و اگر است y و x متمایز رئوس بین یال ͷی x → y که مͬ�کنیم تعریف این�صورت به Z∗(R) رئوس



١۴ صفر مقسوم�علیه�های گراف در کمر و قطر همبندی، .٢

همبند زمانͬ جهت�دار گراف ͷی .([١٨] شد، مطرح (٢٠٠٢) ردموند توسط تعریف (این .xy = ٠ اگر

طور به نیز قطر و فاصله باشد. داشته وجود آن متمایز رأس دو هر بین همبند جهت�دار مسیر ͷی که است

مͬ�شوند. تعریف مشابه

در رئوس با R ناجابجایͬ حلقه برای جهت بدون صفر مقسوم�علیه�های گراف را Γ(R) .٣.١.٢ تعریف

اگر دارد وجود آن�ها بین یال ͷی ،b و a متمایز رئوس برای که به�طوری مͬ�کنیم معرفͬ Z∗(R) مجموعه�ی

.ba = ٠ یا ab = ٠ اگر فقط و

همبند Γ(R) همواره این�صورت در .Z∗(R) ̸= ∅ و باشد جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .۴.١.٢ قضیه

.g(Γ(R)) ⩽ ۴ آن�گاه باشد، دور ͷی حداقل شامل Γ(R) اگر و diam(Γ(R)) ⩽ ٣ هم�چنین است،

باشند. متمایز x, y ∈ Z∗(R) کنیم فرض برهان.

این�صورت در است. ناصفر xy مͬ�کنیم فرض بنابراین .d(x, y) = ١ آن�گاه ،xy = ٠ اگر

.d(x, y) = ٢ بنابراین است؛ ٢ طول به مسیر ͷی x− xy − y آن�گاه ،x٢ = y٢ = ٠ اگر

،bx = ٠ اگر .by = ٠ که به�طوری است موجود b ∈ Z∗(R)−{x, y} آن�گاه ،y٢ ̸= ٠ و x٢ = ٠ اگر

است. ٢ طول به مسیر ͷی x− bx− y آن�گاه ،bx ̸= ٠ اگر و است ٢ طول به مسیر ͷی x− b− y آن�گاه

داریم. مشابه استدلالͬ ،x٢ ̸= ٠ و y٢ = ٠ که حالتͬ برای .d(x, y) = ٢ مورد هر در لذا

موجودند a, b ∈ Z∗(R) − {x, y} بنابراین باشند. ناصفر ͬͽهم y٢ و x٢ ،xy مͬ�کنیم فرض بنابراین

.ax = by = ٠ که به�طوری

این�صورت در .a ̸= b مͬ�کنیم فرض بنابراین است. ٢ طول به مسیری x− a− y آن�گاه ،a = b اگر

.d(x, y) ≤ ٣ لذا و است ٣ طول به مسیر ͷی x− a− b− y آن�گاه ،ab = ٠ اگر

حالت هر در لذا .d(x, y) = ٢ بنابراین است؛ ٢ طول به مسیر ͷی x − ab − y آن�گاه ،ab ̸= ٠ اگر

.diam(Γ(R)) ≤ ٣ نتیجه در و d(x, y) ≤ ٣

مͬ�کنیم ثابت باشد. دور ͷی حداقل شامل Γ(R) و باشد جابجایͬ حلقه�ای R کنیم فرض حال



١۵ حلقه�ها صفر مقسوم�علیه�های گراف .١.٢

.g(Γ(R)) ⩽ ۴

x١ − x٢ − x٣ − x۴ − x۵ − ...− xn − x١ هم�چنین ،g(Γ(R)) ⩾ ۵ مͬ�کنیم فرض خلف برهان با

پس g(Γ(R)) ⩾ ۵ چون متمایزند. دو به دو ها xi و n ⩾ ۵ لذا باشد. Γ(R) در طول کوتاه�ترین با دور ͷی

ͷی شامل x١ − x٢x۴ − x۵ − ...− xn − x١ گردش حال .x٢x۴ ̸= ٠ لذا نیستند، متصل به�هم x۴ و x٢

با که باشد.) ها xi از ͬͺی مساوی است ممͺن x٢x۴ ) بود خواهد Γ(R) در n − ٢ حداکثر طول به دور

مͬ�شود. ثابت حͺم لذا و است تناقض در n بودن مینیمم فرض

زیرا است دو و ͷی صفر، برابر ترتیب به Z۶ و Z٢ × Z٢ ،Z۴ قطر .۵.١.٢ مثال

است. آن ناصفر صفر مقسوم�علیه ٢ تنها زیرا است نقطه�ای ͷت Γ(R) آن�گاه ،R = Z۴ اگر

مͬ�دهند. را یال ͷی تشͺیل که مͬ�باشد (٠،١) و (١،٠) رأس دو شامل Γ(R) آن�گاه ،R = Z٢×Z٢ اگر

مͬ�باشد. ۴ و ٣ ،٢ رأس سه شامل Γ آن�گاه R = Z۶ اگر

زیرا است مثلث ͷی Γ(R) این�صورت در .R = Z٢[X,Y ]/(X٢, XY, Y ٢) کنیم فرض .۶.١.٢ مثال

..

x

.

y

.

x+ y

...

(gr(Γ(Z٢[X,Y ]/(X٢, XY, Y ٢))) = ٣) :١.٢ شͺل



١۶ صفر مقسوم�علیه�های گراف در کمر و قطر همبندی، .٢

زیرا است مربع ͷی Γ(R) این�صورت در .R = Z٣ × Z٣ کنیم فرض .٧.١.٢ مثال

..(٠,١) .

(٢,٠)

. (١,٠).

(٠,٢)

....

(gr(Z٣ × Z٣)) = ۴) :٢.٢ شͺل

R آن�گاه ،١ ≤ |Γ(R)| < ∞ اگر این�صورت در باشد. جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .٨.١.٢ قضیه

R اگر تنها و اگر دارد) رئوس متناهͬ تعداد (هم�چنین است متناهͬ گراف ͷی Γ(R) بنابراین است. متناهͬ

میدان و است متناهͬ R آن�گاه ،١ ≤ |Γ(R)| < ∞ اگر ویژه به باشد. صحیح حوزه یا متناهͬ حلقه ͷی

نیست.

x, y ∈ R ناصفر عناصر این�صورت در باشد. ناتهͬ و متناهͬ Γ(R)(= Z∗(R)) کنیم فرض برهان.

در .y ∈ I و I ⊂ Z(R) این�صورت در .I = ann(x) کنیم فرض .xy = ٠ که به�طوری موجودند

که است موجود i ∈ I ͷی این�صورت در باشد. نامتناهͬ R کنیم فرض .ry ∈ I ،r ∈ R هر برای حقیقت

ann(y) ⊂ Z(R) بنابراین .(r − s)y = ٠ ،r, s ∈ J هر برای است. نامتناهͬ J = {r ∈ R | ry = i}

R پس دارد. تناقض است، موجود صفر مقسوم�علیه متناهͬ تعداد که حقیقت این با لذا است نامتناهͬ

است. متناهͬ

است همبند Γ(R) این�صورت در .Z∗(R) ̸= ∅ و باشد ناجابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .٩.١.٢ قضیه

.diam(Γ(R)) ⩽ ٣ آن�گاه باشد، همبند Γ(R) اگر هم�چنین .Zl(R) = Zr(R) اگر فقط و اگر

.Zl(R) = Zr(R) کنیم فرض برهان.

.(y ̸= ٠ و x ̸= ٠ (لذا باشند Γ(R) متمایز رئوس y و x کنیم فرض



١٧ حلقه�ها صفر مقسوم�علیه�های گراف .١.٢

است. ١ طول به مسیر ͷی ،x → y آن�گاه ،xy = ٠ اگر : ١ حالت

است. ٢ طول به مسیر ͷی x → xy → y آن�گاه ،y٢ = ٠ و x٢ = ٠ ،xy ̸= ٠ اگر : ٢ حالت

که به�طوری است موجود b ∈ R − {x, y,٠} آن�گاه ،x٢ = ٠ و y٢ ̸= ٠ ،xy ̸= ٠ اگر : ٣ حالت

.by = ٠

است. ٢ طول به مسیر ͷی x → b → y آن�گاه ،xb = ٠ اگر حال

است. ٢ طول به مسیر ͷی x → xb → y آن�گاه ،xb ̸= ٠ اگر

که به�طوری است موجود a ∈ R − {x, y,٠} آن�گاه ،y٢ = ٠ و x٢ ̸= ٠ ،xy ̸= ٠ اگر : ۴ حالت

.xa = ٠

است. ٢ طول به مسیر ͷی x → a → y آن�گاه ،ay = ٠ اگر حال

است. ٢ طول به مسیر ͷی x → ay → y آن�گاه ،ay ̸= ٠ اگر

که به�طوری است موجود a ∈ R − {x, y,٠} آن�گاه ،y٢ ̸= ٠ و x٢ ̸= ٠ ،xy ̸= ٠ اگر : ۵ حالت

.by = ٠ که به�طوری است موجود b ∈ R− {x, y,٠} هم�چنین .xa = ٠

است. ٢ طول به مسیر ͷی x → a → y این�صورت در .a = b کنیم فرض : ١ فرعͬ حالت

به مسیر ͷی x → a → b → y آن�گاه ،ab = ٠ اگر این�صورت در .a ̸= b کنیم فرض : ٢ فرعͬ حالت

است. ٢ طول به مسیر ͷی x → ab → y آن�گاه ،ab ̸= ٠ اگر است. ٣ طول

.diam(Γ(R)) ⩽ ٣ و است همبند Γ(R) حالت هر در بنابراین

.Zr(R) = Zl(R) مͬ�کنیم ثابت باشد. همبند Γ(R) کنیم فرض برعͺس،

باشد، Γ(R) رأس تنها x اگر است. Γ(R) رأس ͷی x این�صورت در .٠ ̸= x ∈ Zr(R) کنیم فرض

گراف چون باشد. x از متمایز رأس ͷی y کنیم فرض حال .Zr(R) = Zl(R) = {x,٠} و x٢ = ٠ آن�گاه

در و xa١ = ٠ بنابراین دارد. وجود Γ(R) در x → a١ → ... → an → y مانند مسیر ͷی است، همبند

بنابراین .Zl(R) ⊆ Zr(R) که داد نشان مͬ�توان مشابه طور به .Zr(R) ⊆ Zl(R) پس .x ∈ Zl(R) نتیجه

.Zl(R) = Zr(R)



١٨ صفر مقسوم�علیه�های گراف در کمر و قطر همبندی، .٢

است، همبند Γ(R)این�صورت در .Z∗(R) ̸= ∅ و باشد ناجابجایͬ حلقه ͷی R فرضکنیم .١٠.١.٢ قضیه

.g(Γ(R)) ⩽ ۴ آن�گاه باشد، دور ͷی حداقل شامل Γ(R) اگر و diam(Γ(R)) ⩽ ٣ هم�چنین

باشند. Γ(R) متمایز رئوس y و x کنیم فرض برهان.

است. ١ طول به مسیر ͷی x− y آن�گاه ،yx = ٠ یا xy = ٠ اگر : ١ حالت

.yx ̸= ٠ و xy ̸= ٠ کنیم فرض

است. ٢ طول به مسیر ͷی x− xy − y آن�گاه ،x٢ = y٢ = ٠ اگر : ٢ حالت

یا by = ٠ که به�طوری است موجود b ∈ R − {x, y,٠} آن�گاه ،y٢ ̸= ٠ و x٢ = ٠ اگر : ٣ حالت

.yb = ٠

است. ٢ طول به مسیر ͷی x− b− y آن�گاه ،bx = ٠ یا xb = ٠ اگر حال

است. ٢ طول به مسیر ͷی x− bx− y آن�گاه ،bx ̸= ٠ و xb ̸= ٠ اگر

است. ٢ طول به مسیر ͷی x− xb− y آن�گاه ،by = ٠ و yb = ٠ اگر هم�چنین

خواهیم ٢ طول به مسیر ͷی ،٣ حالت مشابه استدلالͬ با آن�گاه ،y٢ = ٠ و x٢ ̸= ٠ اگر : ۴ حالت

داشت.

یا ax = ٠ که به�طوری دارند وجود a, b ∈ R − {x, y,٠} آن�گاه ،y٢ ̸= ٠ و x٢ ̸= ٠ اگر : ۵ حالت

.yb = ٠ یا by = ٠ و xa = ٠

است. ٢ طول به مسیر ͷی x− a− y این�صورت در .a = b کنیم فرض

است. ٣ طول به مسیر ͷی x− a− b− y آن�گاه ،ba = ٠ یا ab = ٠ اگر .a ̸= b کنیم فرض

.ba ̸= ٠ و ab ̸= ٠ ،a ̸= b مͬ�کنیم فرض بنابراین

.ya = ٠ یا ay = ٠ اگر است ٢ طول به مسیر ͷی x− a− y : ١ فرعͬ حالت

.by = ٠ و xa = ٠ اگر است ٢ طول به مسیر ͷی x− ab− y : ٢ فرعͬ حالت

.yb = ٠ و ax = ٠ اگر است ٢ طول به مسیر ͷی x− ba− y : ٣ فرعͬ حالت

.ay ̸= ٠ و yb = ٠ ،xa = ٠ اگر است ٣ طول به مسیر ͷی x− ay − b− y : ۴ فرعͬ حالت



١٩ حلقه�ها صفر مقسوم�علیه�های گراف .١.٢

بنابراین .ya ̸= ٠ و by = ٠ ،ax = ٠ اگر است ٣ طول به مسیر ͷی x− ya− b− y : ۵ فرعͬ حالت

.diam(Γ(R)) ⩽ ٣ و است همبند Γ(R)

.g(Γ(R)) ⩽ ۴ مͬ�کنیم ثابت باشد. دور ͷی شامل Γ(R) مͬ�کنیم فرض حال

فرض باشد. Γ(R) در طول کوتاه�ترین با دور ͷی x٠−x١−x٢− ...−xn−١−xn−x٠ کنیم فرض

این�صورت در .n ≥ ۴ کنیم فرض هم�چنین .g(Γ(R)) > ۴ کنیم

شدن کاسته بدون .xj ∈ I = annl(xj+١) ∩ annl(xj−١) که دارند وجود xj تعدادی : ١ حالت

آن�گاه ،y ̸= x١ که به�طوری باشد موجود y ∈ I∗ اگر .j = ١ کرد فرض مͬ�توان مسأله، کلیت از

این�صورت در .I = {٠, x١} مͬ�کنیم فرض بنابراین است. Γ(R) در دور ͷی x٠ − x١ − x٢ − y − x٠

بنابراین .x١x۴ ̸= ٠ و x۴x١ ̸= ٠ ،x١x٣ ̸= ٠ ،x٣x١ ̸= ٠ که مͬ�شویم متذکر .x۴x٣ = ٠ یا x٣x۴ = ٠

نتیجه x٣x۴ = ٠ از این�صورت در اما است. چپ ایده�آل ͷی I = {٠, x١} زیرا x٣x١ = x۴x١ = x١

.x٣x١ = x٣(x۴x١) = (x٣x۴)x١ = ٠ مͬ�شود

به این�صورت در که . x۴x١ = x۴(x٣x١) = (x۴x٣)x١ = ٠ مͬ�شود نتیجه x۴x٣ = ٠ از هم�چنین

مͬ�رسیم. تناقض

با این�صورت در .xj ∈ I = annr(xj+١) ∩ annr(xj−١) که دارند وجود xj تعدادی : ٢ حالت

مͬ�رسیم. تناقض به ١ حالت مشابه استدلالͬ

،j هر برای : ٣ حالت

.xj /∈ annl(xj+١) ∩ annl(xj−١) و xj /∈ annr(xj+١) ∩ annr(xj−١)

x٠ → x١ → ... → xn → x٠ صورت به Γ(R) در مسیری مسأله، کلیت از شدن کاسته بدون این�صورت در

هستند. ی�ͷطرفه یال�ها همه که به�طوری داریم

بنابراین .x٠xn /∈ {٠, x٠, xn} که باشیم داشته توجه .x٢٠ = x٢n = ٠ کنیم فرض : ١ فرعͬ حالت

است. Γ(R) در مسیر ͷی x٠ → x٠xn → xn → x٠



٢٠ صفر مقسوم�علیه�های گراف در کمر و قطر همبندی، .٢

.x٠xn−١ /∈ {٠, x٠, xn} که باشیم داشته توجه .x٢n ̸= ٠ و x٢٠ = ٠ کنیم فرض : ٢ فرعͬ حالت

است. Γ(R) در مسیر ͷی x٠ → x٠xn−١ → xn → x٠ بنابراین

بنابراین .x١xn /∈ {٠, x٠, xn} که باشیم داشته توجه .x٢n = ٠ و x٢٠ ̸= ٠ کنیم فرض : ٣ فرعͬ حالت

است. Γ(R) در مسیر ͷی x٠ → x١xn → xn → x٠

.x١xn−١ /∈ {٠, x٠, xn} که باشیم داشته توجه .x٢n ̸= ٠ و x٢٠ ̸= ٠ کنیم فرض : ۴ فرعͬ حالت

است. Γ(R) در مسیر ͷی x٠ → x١xn−١ → xn → x٠ بنابراین

پس رسیدیم تناقض به لذا نیست ۴ از بیشتر آن طول که بیابیم Γ(R) در دوری توانستیم حالت هر در

.g(Γ(R)) ≤ ۴

مربعͬ ماتریس�های صفر مقسوم�علیه�های گراف ٢.٢

دارد. ناصفر صفر مقسوم�علیه Mn(R) باشد، ناصفر صفر مقسوم�علیه�های فاقد R حلقه اگر حتͬ مͬ�دانیم

برای بنابراین نیست. صفر برابر AB که موجودند چنان A,B ∈ Z(Mn(R)) متمایز عناصر همواره هم�چنین

.diam(Γ(Mn(R))) ≥ ٢ ،R جابجایͬ حلقه هر

(جهت�دار) صفر علیه�های مقسوم گراف جابجایͬ، حلقه روی صفر مقسوم�علیه�های گراف برخلاف

صفر مقسوم�علیه�های گراف آیا که کنیم تعیین داریم قصد نیستند. همبند الزاما ناجابجایͬ حلقه�های در

این برای مفید و اساسͬ قضیه چند بیان به ابتدا هستند؟ همبند جابجایͬ، حلقه�های روی مربعͬ ماتریس�های

مͬ�پردازیم. [١١] مرجع از بخش

.det(A) ∈ Z(R) اگر فقط و اگر ،rk(A) < n این�صورت در .A ∈ Mn×n(R) کنیم فرض .١.٢.٢ قضیه

( است. A ماتریس رتبه نمایانͽر ،rk(A))

همͽن معادله این�صورت در .A ∈ Mm×n(R) کنیم فرض [ م�ͷکوی١ قضیه ،١١] .٢.٢.٢ قضیه

.rk(A) < n اگر تنها و اگر دارد غیربدیهͬ جواب ͷی ،AX = ٠
١McCoy



٢١ مربعͬ ماتریس�های صفر مقسوم�علیه�های گراف .٢.٢

.A ∈ Mn×n(R) کنیم فرض [ براون٢ ٩.١ قضیه ،١١] .٣.٢.٢ قضیه

.det(A) ∈ Z(R) اگر فقط و اگر است Mn×n(R) در چپ صفر مقسوم�علیه ͷی A ( الف

.det(A) ∈ Z(R) اگر فقط و اگر است Mn×n(R) در راست صفر مقسوم�علیه ͷی A ب)

مͬ�شود نتیجه م�ͷکوی قضیه از .rk(A) < n این�صورت در .det(A) ∈ Z(R) کنیم فرض الف) برهان.

در .B = (ξ|ξ|...|ξ) ∈ Mn×n(R) مͬ�دهیم قرار .Aξ = ٠ ،ξ ∈ Rn ناصفر بردارهای بعضͬ برای

در چپ صفر مقسوم�علیه ͷی A بنابراین .AB = (Aξ|...|Aξ) = (٠|...|٠) = ٠ و B ̸= ٠ این�صورت

است. Mn×n(R)

ͷی At مͬ�شود نتیجه det(A) ∈ Z(R) از (الف)، مشابه اثباتͬ با ،det(At) = detA چون ( ب

،B ∈ Mn×n(R) ناصفر ماتریس�های بعضͬ ازای به بنابراین است. Mn×n(R) در چپ صفر مقسوم�علیه

صفر مقسوم�علیه ͷی A پس .BtA = ٠ بنابراین .(BtA)t = AtB = ٠ و Bt ̸= ٠ پس .AtB = ٠

است. Mn×n(R) در راست

ͷی هم و راست صفر مقسوم�علیه ͷی هم A آن�گاه ،det(A) ∈ Z(R) اگر گفت مͬ�توان نتیجه در

است. Mn×n(R) در چپ صفر مقسوم�علیه

بعضͬ ازای به این�صورت در باشد. Mn×n(R) در چپ صفر مقسوم�علیه ͷی A کنیم فرض برعͺس،

ماتریس از ستونͬ افراز ͷی B = (ξ١|...|ξn) کنیم فرض .AB = ٠ ،B ∈ Mn×n(R) ناصفر ماتریس�های

: داریم هستند. ناصفر Rn در ξi بردارهای از تعدادی لذا است، ناصفر B چون باشد. B

٠ = AB = (Aξ١|...|Aξn) ⇒ ∀i : ١, ..., n ; Aξi = ٠.

نتیجه در و rk(A) < n م�ͷکوی، قضیه بنابر دارد. بدیهͬ غیر جواب ͷی AX = ٠ معادله ویژه، به

.det(A) ∈ Z(R)

بنابراین است. چپ صفر مقسوم�علیه ͷی At آن�گاه باشد، راست صفر مقسوم�علیه ͷی A اگر

det(At) = det(A) ∈ Z(R).

٢Brown



٢٢ صفر مقسوم�علیه�های گراف در کمر و قطر همبندی، .٢

مجموعه�ی همان چپMn×n(R)دقیقا صفر مقسوم�علیه�های مجموعه�ی که مͬ�شود نتیجه براون قضیه از

هستند. برابر Z(Mn×n(R)) با مجموعه�ها این از کدام هر است. Mn×n(R) راست صفر مقسوم�علیه�های

مقسوم�علیه ͷی A اگر تنها و اگر است چپ صفر مقسوم�علیه ͷی Aماتریس ،Mn×n(R) در دیͽر عبارت به

باشد. راست صفر

A ∈ Z(Mn×n(R))این�صورت در .A ∈ Mn×n(R) و باشد صحیح Rیͷحوزه فرضکنیم .۴.٢.٢ نتیجه

.det(A) = ٠ اگر تنها و اگر

و است همبند Γ(Mn(R)) این�صورت در باشد. جابجایͬ حلقه�ای R کنیم فرض .۵.٢.٢ قضیه

diam(Γ(Mn(R))) ≤ ٣.

است همبند R ناجابجایͬ حلقه از (جهت�دار) صفر مقسوم�علیه�های گراف ͷی ،٩.١.٢ قضیه بنابر برهان.

قضیه بنابر .diam(Γ(R)) ≤ ٣ آن�گاه باشد، همبند گراف اگر هم�چنین .Zl(R) = Zr(R) اگر تنها و اگر

است. برقرار حͺم لذا ،Zl(R) = Zr(R) براون،

این�صورت در .Z∗(R) ̸= ٠ و باشد جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .۶.٢.٢ گزاره

diam(Γ(R)) ≤ diam(Γ(Mn(R))).

.diam(Γ(R)) ≤ ٣ داریم ۴.١.٢ قضیه به توجه با برهان.

.diam(Γ(Mn(R))) ≥ ٢ ≥ diam(Γ(R)) آن�گاه ،diam(Γ(R)) = ٢ یا diam(Γ(R)) = ١ اگر

،ab = ٠ که به�طوری موجودند R در d و c, b, a متمایز ناصفر عناصر آن�گاه ،diam(Γ(R)) = ٣ اگر

و A = aIn ماتریس پس است. Γ(R) در d به a از مسیر کوتاه�ترین a − b − c − d و cd = ٠ ،bc = ٠

.AD ̸= ٠ که است بدیهͬ و هستند Z∗(Mn(R)) به متعلق D = dIn



٢٣ مربعͬ ماتریس�های صفر مقسوم�علیه�های گراف .٢.٢

.AC = CD = ٠ که به�قسمͬ باشد داشته وجود C = (cij) ∈ Z∗(Mn(R)) ماتریس کنیم فرض حال

.acij = dcij = ٠ ،i, j = ١, ..., n هر برای بنابراین .CD = dC = ٠ و AC = aC = ٠ این�صورت در

بنابراین .cij = ٠ ،i, j = ١, ..., n هر برای لذا بود صفر d و a مشترک صفر مقسوم�علیه تنها آنجاکه از

.diam(Γ(Mn(R))) ≥ ٣ = diam(Γ(R)) نتیجه در است. تناقض در C انتخاب با که C = ٠

داد خواهیم نشان ادامه در باشد. R کامل کسرهای حلقه Q(R) و جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض

درستͬ هم�چنین دارند. یͺسان کمر و قطر گراف، دو این نتیجه در و هستند ایزومورف Γ(Q(R)) و Γ(R)

مͬ�کنیم. بررسͬ Γ(Mn(Q(R))) و Γ(Mn(R)) برای را مشابه مطالبͬ

رئوس از ϕ : G → G′ دوسویͬ تابع ͷی اگر هستند، ایزومورف G′ و G گراف�های گوییم .٧.٢.٢ تعریف

باشند. مجاور G′ در ϕ(y) و ϕ(x) اگر تنها و اگر مجاورند G در y و x که به�طوری باشد داشته وجود

اگر تنها و اگر x ∼ y گوییم .x, y ∈ R و باشد جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .٨.٢.٢ تعریف

.ann(x) = ann(y)

Γ(R)(= Z∗(R)) روی هم�ارزی رابطه ͷی به و Rاست روی هم�ارزی رابطه ͷی∼ رابطه که است واضح

مͬ�شود. محدود

این�صورت در باشد. آن کامل کسرهای حلقه Q(R) و جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .٩.٢.٢ قضیه

هستند. ایزومورف Γ(R) و Γ(Q(R))

و Z∗(R) روی ٨.٢.٢ در شده تعریف هم�ارزی رابطه .Q = Q(R) و S = R− Z(R) کنیم فرض برهان.

مͬ�دانیم مͬ�دهیم. نمایش [a]Q و [a]R با را مربوطه هم�ارزی کلاس�های و ،∼Q و ∼R با ترتیب به را Z∗(Q)

و x, y ∈ Z∗(R) هر برای بنابراین .annQ(x/s) ∩ R = annR(x) و annQ(x/s) = annR(x)S که

.[x/s]Q∩R = [x]R و ([x]R)S = [x/١]Q ، (x ∼R y ⇔ x/s ∼Q y/s) ، x/s ∼Q x/t داریم s, t ∈ S

داریم فوق تساوی�های از استفاده با ،Z(Q) = Z(R)S چون



٢۴ صفر مقسوم�علیه�های گراف در کمر و قطر همبندی، .٢

Z∗(R) =
∪

α∈A[aα]R , Z∗(Q) =
∪

α∈A[aα/١]Q

هستند. مجزا اجتماع�ها هم�چنین .{aα}α∈A ⊂ R که به�طوری مͬ�باشد اندیس�گذار مجموعه ͷی A آن در که

.|[a]R| = |[a/١]Q| مͬ�دهیم نشان a ∈ Z∗(R) هر برای اکنون

فرض ” ⊇ ” اثبات برای است. واضح ” ⊆ ” شمول .[a]R| = |[a/١]Q داریم باشد متناهͬ [a]R اگر

[a]R و {snb|n ≥ ١} ⊂ [a]R چون .s ∈ S و b ∈ [a]R که x = b/s این�صورت در .x ∈ [a/١]Q مͬ�کنیم

پس snb = smb که موجودند n < m (زیرا .b = sib که به�طوری است موجود i ≥ ١ لذا است، متناهͬ

،b/s = sib/s = si−١b ∈ [a]R پس .(b = sm−nb نتیجه در b(١−sm−n) = ٠ لذا snb(١−sm−n) = ٠

.x = b/s ∈ [a]R لذا

به را ≈ هم�ارزی رابطه S روی .|[a]R| ≤ |[a/١]Q| وضوح به باشد، نامتناهͬ [a]R مͬ�کنیم فرض حال

،b ∈ [a]R هر برای اگر تنها و اگر ،s ≈ t بنابراین مͬ�کنیم. تعریف sa = ta اگر تنها و اگر s ≈ t صورت

تعریف خوش (b, [s]) 7→ b/s ضابطه با [a]R×S/ ≈→ [a/١]Q نͽاشت اخیر مطالب به توجه با .sb = tb

هم�چنین .|[a/١]Q| ≤ |[a]R||S/ ≈ | بنابراین پوشاست. تعریفش به توجه با نͽاشت این علاوه به است.

زیرا است ͷی به ͷی و تعریف خوش که مͬ�کنیم تعریف s 7→ sa ضابطه با را S/ ≈→ [a]R نͽاشت

t, s ∈ S , ta = sa ⇒ t ≈ s ⇒ [t] = [s].

نتیجه در و |[a]R|٢ = |[a]R| پس است نامتناهͬ [a]R چون .|S/ ≈ | ≤ |[a]R| بنابراین

|[a/١]Q| ≤ |[a]R|٢ = |[a]R|.

است. موجود φα : [aα] → [aα/١] دوسویͬ تابع α ∈ A هر برای پس .|[a/١]Q = |[a]R| لذا

مͬ�کنیم. تعریف φ(x) = φα(x) ضابطه با را φ : Z∗(R) → Z∗(Q) دوسویͬ تابع ،x ∈ [aα] اگر

به باشند. مجاور Γ(Q) در φ(y) و φ(x) اگر تنها و اگر مجاورند Γ(R) در y و x دهیم نشان کافیست

.y ∈ [b]R و x ∈ [a]R کنیم فرض .φ(x)φ(y) = ٠ اگر تنها و اگر xy = ٠ مͬ�دهیم نشان دیͽر عبارت



٢۵ مربعͬ ماتریس�های صفر مقسوم�علیه�های گراف .٢.٢

نشان کافیست باشند. φ تحت y و x تصاویر ترتیب به z ∈ [b/١]Q و w ∈ [a/١]Q کنیم فرض هم�چنین

که مͬ�دانیم .wz = ٠ اگر تنها و اگر xy = ٠ دهیم

. annQ(y) = annQ(b) = annQ(z) ، annQ(x) = annQ(a) = annQ(w)

بنابراین

xy = ٠⇔ y ∈ annQ(x) = annQ(w) ⇔ yw = ٠⇔ w ∈ annQ(y) = annQ(z) ⇔ wz = ٠.

هستند. ایزومورف گراف�های Γ(Q(R)) و Γ(R) رو این از

Γ(B) القایͬ گراف زیر ͷی Γ(A)این�صورت در باشد. B جابجایͬ حلقه از زیرحلقه ͷی A کنیم فرض

.g(Γ(A)) ≥ g(Γ(B)) که است بدیهͬ .Γ(A) ⊆ Γ(B) مͬ�نویسیم است.

مͬ�دهیم. ارائه زیر در را آن از دیͽری اثبات ولͬ است قبل قضیه از مستقیمͬ نتیجه بعدی لم

این�صورت در باشد. آن کامل کسرهای حلقه Q(R) و جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .١٠.٢.٢ لم

gr(Γ(Q(R))) = gr(Γ(R)) و diam(Γ(Q(R))) = diam(Γ(R))

.diam(Γ(R)) = ١ اگر فقط و اگر diam(Γ(Q)) = ١ که است واضح .Q = Q(R) مͬ�دهیم قرار برهان.

به�طوری a, b ∈ Z∗(R) کنیم فرض .diam(Γ(R)) ≥ ٢ این�صورت در .diam(Γ(Q)) = ٢ کنیم فرض

فرض .aq = ٠ = bq ،q ∈ Z∗(Q) − {a, b} بعضͬ ازای به� این�صورت در .ab ̸= ٠ و a ̸= b که

،d(a, b) = ٢ بنابراین .ac = ٠ = bc این�صورت در .t ∈ R − Z(R) و c ∈ R که q = c/t کنیم

آن�گاه ،diam(Γ(R)) = ٢ اگر داد، نشان مͬ�توان مشابه استدلالͬ با .diam(Γ(R)) = ٢ نتیجه در و

است. برقرار ۴.١.٢ قضیه به توجه با حͺم ترتیب بدین .diam(Γ(Q)) = ٢

.gr(Γ(Q)) ≤ gr(Γ(R)) که است واضح است، Γ(Q) گراف زیر ͷی Γ(R) چون

به�طوری دارند وجود q١, q٢, q٣ ∈ Q متمایز ناصفر عناصر این�صورت در .gr(Γ(Q)) = ٣ کنیم فرض

.t ∈ R − Z(R) و ai ∈ R که به�طوری qi = ai/t هر کنیم فرض .q١q٢ = q٢q٣ = q٣q١ = ٠ که



٢۶ صفر مقسوم�علیه�های گراف در کمر و قطر همبندی، .٢

ترتیب این به .a١a٢ = a٢a٣ = a٣a١ = ٠ که هستند R در متمایز عناصر a١, a٢, a٣ این�صورت در

،gr(Γ(Q)) = ۴ اگر مشابه، طور به .gr(Γ(R)) = ٣ بنابراین است؛ Γ(R) در مثلث ͷی a١−a٢−a٣−a١

.gr(Γ(R)) = ۴ آن�گاه

این�صورت در باشد. آن کامل کسرهای حلقه Q(R) و جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .١١.٢.٢ قضیه

.Γ(Mn(R)) ∼= Γ(Mn(Q(R)))

: مͬ�دهیم قرار .A ∈ Mn(R) و باشد جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض برهان.

.annR(A)
R = {X ∈ Mn(R) | AX = ٠} و annR(A)

L = {X ∈ Mn(R) | XA = ٠}

: مͬ�کنیم تعریف A,B ∈ Mn(R) برای

A ∼ B ⇔
(
annR(A)

L = annR(B)L و annR(A)
R = annR(B)R

)
محدود Z∗(Mn(R)) روی هم�ارزی رابطه ͷی به و است Mn(R) روی هم�ارزی رابطه ͷی ∼ رابطه

هم�ارزی رابطه�ی .Q = Q(R) مͬ�دهیم قرار است. Γ(Mn(R)) از رئوس مجموعه که به�طوری مͬ�شود

مربوط ارزی هم کلاس و ،∼Q و ∼R با ترتیب به را Z∗(Mn(Q)) و Z∗(Mn(R)) روی فوق شده تعریف

مͬ�دهیم. نمایش [A]Q و [A]R با را آن�ها به

نشان (aij/s) ∈ Mn(Q) ماتریس با را A/s آن�گاه ،s ∈ R − Z(R) و A = (aij) ∈ Mn(R) اگر

.s ∈ R−Z(R) و B ∈ Z(Mn(R)) که ،A = B/s اگر تنها و اگر A ∈ Z(Mn(Q)) که مͬ�دانیم مͬ�دهیم.

داریم

. Z∗(Mn(Q)) =
∪

λ∈Λ[Aλ/١]Q و Z∗(Mn(R)) =
∪

λ∈Λ[Aλ]R

با ∼Q و ∼R هم�ارزی کلاس�های مجموعه بین دوسویͬ تابع ͷی همچنین هستند. مجزا اجتماع دو هر

.|[A]R| = |[A/١]Q| داریم A ∈ Z∗(Mn(R)) هر برای و دارد وجود [Aλ]R 7→ [Aλ/١]Q ضابطه�ی

دارد. وجود λ ∈ Λ هر برای ϕλ : [Aλ]R → [Aλ/١]Q دوسویͬ تابع بنابراین



٢٧ مربعͬ ماتریس�های صفر مقسوم�علیه�های گراف .٢.٢

ϕ(X) = ϕλ(X) ضابطه با را ϕ : Z∗(Mn(R)) → Z∗(Mn(Q)) نͽاشت آن�گاه ،X ∈ [Aλ]R اگر

در مͬ�دهیم نشان است. دوسویͬ تابع ͷی Γ(Mn(Q)) به Γ(Mn(R)) از ϕ نͽاشت مͬ�کنیم. تعریف

و X ∈ [A]R کنیم فرض .ϕ(X)ϕ(Y ) = ٠ ،Z∗(Mn(Q)) در اگر فقط و اگر XY = ٠ ،Z∗(Mn(R))

داریم باشند. ϕ تحت Y و X تصاویر Z ∈ [B/١]Q و W ∈ [A/١]Q کنیم فرض هم�چنین .Y ∈ [B]R

. annQ(Y )L = annQ(B)L = annQ(Z)L و annQ(X)R = annQ(A)
R = annQ(W )R

بنابراین

XY = ٠⇔ Y ∈ annQ(X)R = annQ(W )R ⇔ WY = ٠

⇔ W ∈ annQ(Y )L = annQ(Z)L ⇔ WZ = ٠.

.Γ(Mn(R)) ∼= Γ(Mn(Q(R))) نتیجه در

این�صورت در باشد. آن کامل کسرهای حلقه Q(R) و جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .١٢.٢.٢ نتیجه

.diam(Γ(Mn(R))) = diam(Γ(Mn(Q(R))))

مͬ�شود. نتیجه قبل قضیه از اثبات برهان.

مͬ�رسانیم. پایان به Γ(Mn(R)) کمر درباره مقدماتͬ نتیجه ͷی ارائه با را بخش این

.g(Γ(Mn(R))) = ٣ این�صورت در باشد. جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .١٣.٢.٢ گزاره

کنیم فرض برهان.

A =


١ ١ ٠ . . . ٠
٠ ٠ ٠ . . . ٠
٠ ٠ ٠ . . . ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ . . . ٠

 ، B =


١ −١ ٠ . . . ٠
−١ ١ ٠ . . . ٠
٠ ٠ ٠ . . . ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ . . . ٠


و
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C =


٠ ١ ٠ . . . ٠
٠ ١ ٠ . . . ٠
٠ ٠ ٠ . . . ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ . . . ٠

 .

.AB = BC = CA = ٠ که به�طوری هستند Z(Mn(R)) متمایز ناصفر ماتریس�های C و B ،A

Γ(Mn(R)) و Γ(R) قطر بین رابطه ٣.٢

برای مربعͬ ماتریس�های حلقه� در صفر مقسوم�علیه�های گراف درباره آمده دست به نتایج به بخش این در

مͬ�کنیم. ثابت را زیر لم دو ابتدا مͬ�پردازیم. diam(Γ(R)) برحسب diam(Γ(Mn(R))) کردن مشخص

وارون�پذیر یا R عناصر اگر باشد، Z∗(Mn(R)) از عضوی A و جابجایͬ حلقه ͷی R فرضکنیم .١.٣.٢ لم

سطر درایه�ی هر که به�طوری دارد وجود P ∈ Mn(R) وارون�پذیر ماتریس آن�گاه باشند، صفر مقسوم�علیه یا و

است. صفر مقسوم�علیه (AP ماتریس ستون آخرین (یا PA ماتریس اول

مͬ�توانیم این�صورت، غیر در باشد؛ وارون�پذیر یͷعنصر شامل ماتریسAحداقل سطر هر فرضکنیم برهان.

دهیم. تغییر اول سطر به را است صفر مقسوم�علیه شامل فقط که را سطری مͺان

کردن ضرب با باشد. چپ سمت از A ماتریس سطر آخرین در وارون�پذیر عنصر اولین xn کنیم فرض

A١ ماتریس به را A ماتریس مͬ�توان سطرها، بقیه به آن کردن اضافه و R از مناسبͬ عنصر با سطر آخرین

داشته سطری A١ ماتریس اگر باشند. صفر xn جز به xn شامل ستون عناصر همه�ی که به�طوری کرد تبدیل

این�صورت غیر در مͬ�دهیم. تغییر اول سطر به را سطر آن مͺان باشد صفر مقسوم�علیه شامل فقط که باشد

A٢ ماتریس به را A١ مͬ�توان مشابه طور به باشد. n−١ سطر در وارون�پذیر عنصر ͷی xn−١ مͬ�کنیم فرض

باشند. صفر xn−١ و xn جز به xn−١ شامل ستون و xn شامل ستون درایه�های همه که به�طوری کرد تبدیل

است صفر مقسوم�علیه شامل فقط اول سطر که مͬ�رسیم Ak ماتریس ͷی به روند، این ادامه با

جز به� هستند صفر آن اول سطر درایه�های همه که مͬ�رسیم An−١ ماتریس به یا ،(١ ≤ k ≤ n − ١)

دهد. رخ حالت دو x١ عنصر برای است ممͺن البته ،x١ احتمالا
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مقسوم�علیه An−١ ماتریس اول سطر درایه�های تمام آن�گاه باشد، صفر مقسوم�علیه x١ اگر اول: حالت

است. حاصل نتیجه و هستند صفر

ͷی فقط An−١ سطر هر در چون و است وارون�پذیر آن�گاه نباشد، صفر مقسوم�علیه x١ اگر دوم: حالت

است. وارون�پذیر An−١ لذا دارد وجود وارون�پذیر ناصفر عنصر

PA اول سطر درایه هر که دارد وجود P وارون�پذیر ماتریس لذا است. صفر مقسوم�علیه ͷی x١ بنابراین

است. صفر مقسوم�علیه

ͷی R صفر مقسوم�علیه�های از متناهͬ مجموعه هر اگر باشد. جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .٢.٣.٢ لم

.diam(Γ(Mn(R))) = ٢ آن�گاه باشد، داشته ناصفر پوچساز

یا وارون�پذیرند کدام هر که است عناصری شامل تنها R از Q(R) کامل کسرهای حلقه که مͬ�دانیم برهان.

دهیم نشان کافیست لذا ،diam(Γ(Mn(R))) = diam(Γ(Mn(Q(R)))) چون هستند. صفر مقسوم�علیه

ͷی R صفر مقسوم�علیه�های از متناهͬ مجموعه هر فرض، طبق هم�چنین .diam(Γ(Mn(Q(R)))) = ٢

ناصفر پوچساز ͷی باید هم Q(R) صفر مقسوم�علیه�های از متناهͬ مجموعه هر لذا دارد، ناصفر پوچساز

ماتریس�های ،١.٣.٢ لم از استفاده با این�صورت در .A,B ∈ Z∗(Mn(Q(R))) کنیم فرض باشد. داشته

ماتریس سطر اولین و AP ماتریس ستون آخرین که به�طوری دارند وجود P,Q ∈ Mn(Q(R)) وارون�پذیر

آخر ستون صفر مقسوم�علیه�های مجموعه S کنیم فرض هستند. صفر مقسوم�علیه شامل کلͬ به�طور QB

پوچساز a کنیم فرض دارد. ناصفر پوچساز ͷی فرض طبق لذا باشد QB ماتریس اول سطر و AP ماتریس

: مͬ�دهیم قرار هم�چنین باشد. S ناصفر

C = P


٠ ٠ . . . ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ . . . ٠
a ٠ . . . ٠

Q.

،١٢.٢.٢ نتیجه بنابر .diam(Γ(Mn(Q(R)))) = ٢ لذا .AC = CB = ٠ و C ̸= ٠ این�صورت در

.diam(Γ(Mn(R))) = ٢
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.diam(Γ(Mn(F ))) = ٢ آن�گاه باشد، میدان ͷی F اگر .٣.٣.٢ نتیجه

داد. تعمیم نیز صحیح حوزه به را نتیجه این مͬ�توان

.diam(Γ(Mn(R))) = ٢ این�صورت در باشد. صحیح حوزه ͷی R کنیم فرض .۴.٣.٢ گزاره

داریم ٣.٣.٢ نتیجه و ١٢.٢.٢ نتیجه از استفاده با باشد. R حلقه کسرهای میدان Q(R) کنیم فرض برهان.

.diam(Γ(Mn(R))) = diam(Γ(Mn(Q(R)))) = ٢

یادآوری است. کامل آن�ها صفر مقسوم�علیه�های گراف که مͬ�پردازیم حلقه�هایͬ به مرحله، این در

مثال به�عنوان .xy = ٠ باشیم داشته x, y ∈ Z(R) هر برای اگر تنها و اگر است کامل Γ(R) که مͬ�کنیم

و مͬ�باشد (٠,١), (١,٠) آن ناصفر صفر مقسوم�علیه�های مجموعه مͬ�گیریم. نظر در را Z٢ × Z٢ حلقه

مͬ�باشد. رأسͬ دو کامل گراف حقیقت در و است یال ͷی شامل تنها حاصل گراف که است واضح

اگر تنها و اگر است کامل Γ(R) این�صورت در باشد. جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .۵.٣.٢ قضیه

.xy = ٠ ،x, y ∈ Z(R) هر برای یا R ∼= Z٢ × Z٢

است. واضح تعریف طبق (⇒) برهان.

مͬ�دهیم نشان .x٢ ̸= ٠ که به�طوری باشد موجود x ∈ Z(R) اما باشد کامل Γ(R) کنیم فرض (⇐)

متصل یͺدیͽر به x٢ و x پس است کامل Γ(R) چون این�صورت در نباشد. چنین این کنیم فرض .x٢ = x

.x+ x٢ ∈ Z(R) بنابراین x٢(x+ x٢) = ٠ و x٢ ̸= ٠ چون .x٣ = x٢x = ٠ لذا هستند.

پس x + x٢ ̸= x بنابراین است. تناقض ͷی که ،x٢ = x(x + x٢) = ٠ آن�گاه ،x + x٢ = x اگر

بنابراین است، صفر برابر x(x + x٢) مقدار است کامل Γ(R) چون ولͬ ،x٢ = x٢ + x٣ = x(x + x٢)

مͬ�توان بنابراین .R ∼= Rx ⊕ R(١ − x) نتیجه در .x٢ = x لذا است. تناقض ͷی هم باز که x٢ = ٠

هر برای پس است، کامل Γ(R) و (١,٠) ∈ Z(R) چون این�صورت در اما .R = R١ × R٢ کرد فرض

همین به .Rx ∼= Z٢ لذا c = ٠ یعنͬ ،(c,٠) = (١,٠)(c,٠) = (٠,٠) داریم ،١ ̸= c ∈ R١ = Rx

.R ∼= Z٢ × Z٢ بنابراین .R(١− x) ∼= Z٢ ترتیب
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حلقه آن و باشد کامل R حلقه صفر مقسوم�علیه�های گراف اگر که است این است توجه مورد که آنچه

برای به�خصوص مͬ�باشد، صفر y و x مانند Z(R) از عنصر دو هر حاصل�ضرب آن�گاه نباشد، Z٢ × Z٢

پس .Z(R)٢ = ٠ نتیجه در و هستند پوچ�توان Z(R) اعضای همه یعنͬ این ،x٢ = ٠ داریم x ∈ Z(R)

هم�چنین .x − y ∈ Z(R) لذا x(x − y) = ٠ چون ،x, y ∈ Z(R) هر برای زیرا است ایده�آل ͷی Z(R)

است. R اول ایده�آل ͷی Z(R) = nil(R) بنابراین .rx ∈ Z(R) که است واضح r ∈ R هر برای

کنیم فرض هم�چنین .R ≇ Z٢ × Z٢ که به�طوری باشد جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .۶.٣.٢ قضیه

.diam(Γ(Mn(R))) = ٢ این�صورت در .diam(Γ(R)) = ١

زیرا باشد صفر برابر xy بایستͬ ،x, y ∈ Z∗(R) هر برای لذا ،R ≇ Z٢ × Z٢ آنجائͬ�که از برهان.

دارد. ناصفر پوچساز ͷی R در صفر مقسوم�علیه�های از متناهͬ مجموعه هر بنابراین .diam(Γ(R)) = ١

.diam(Γ(Mn(R))) = ٢ داریم ٢.٣.٢ لم از لذا

از ͬͺی دقیقا این�صورت در .diam(Γ(R)) ≤ ٢ و باشد جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .٧.٣.٢ قضیه

است. برقرار زیر گزاره�های

است. R اول ایده�آل ͷی Z(R) .١

است. میدان ͷی Ki هر که به�طوری ،Q(R) = K١ ×K٢ .٢

منحصربه�فرد ماکسیمال ایده�آل ͷیQ اگر تنها و اگر است برقرار (١) گزاره .Q = Q(R) فرضکنیم برهان.

نباشد. R اول ایده�آل Z(R) فرضمͬ�کنیم هم�چنین .diam(Γ(R)) ≤ ٢ فرضمͬ�کنیم بنابراین باشد. داشته

M و M ⫋ M + N ⊆ Q چون دارند. وجود Q از N و M متمایز ماکسیمال ایده�آل�های این�صورت در

بنابراین و ،x+ y = ١ داریم y ∈ N و x ∈ M بعضͬ ازای به� بنابراین ،M +N = Q لذا است ماکسیمال

x+y = ١ طرفͬ از ،ty = ٠ و tx = ٠ آن�گاه ،t ∈ ann(x)∩ann(y) اگر زیرا ann(x)∩ann(y) = {٠}

Γ(Q(R)) و Γ(R) آنجائͬ�که از .ann(x) ∩ ann(y) = {٠} پس .t = ٠ نتیجه در و tx + ty = t لذا
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در و xy = ٠ باشیم داشته باید پس .diam(Γ(Q(R))) = diam(Γ(R)) ≤ ٢ داریم هستند، ایزومورف

زیرا هستند خودتوان y و x نتیجه

x+ y = ١ ⇒ x٢ + xy = x ⇒ x٢ = x.

این�صورت در باشد. Z∗(Q١) در عنصر ͷی c و باشد ناتهͬ Z∗(Q١) کنیم فرض .Q = Q١×Q٢ بنابراین

فرض با که است ٣ حداقل آن�ها بین فاصله که به�طوری هستند Z∗(Q) عناصر b = (١,٠) و a = (c,١)

صحیح حوزه ͷی باید Q١ نتیجه در باشد. تهͬ باید Z∗(Q١) بنابراین دارد. تناقض diam(Γ(Q)) ≤ ٢

Q(R) = K١ ×K٢ بنابراین است. میدان ͷی Q٢ مشابه طور به است. میدان ͷی Q١ حقیقت در باشد.

است. برقرار (٢) گزاره لذا است. میدان ͷی Ki هر که به�طوری

میدان ͷیKi هر که به�طوری ،Q(R) = K١×K٢ و باشد جابجایͬ حلقه ͷی R فرضکنیم .٨.٣.٢ قضیه

.diam(Γ(Mn(R))) = ٣ این�صورت در باشد.

صفر مقسوم�علیه ͷی (A١, A٢) هم�چنین، .Mn(K١×K٢) ∼= Mn(K١)×Mn(K٢) که مͬ�دانیم برهان.

.A٢ ∈ Z(Mn(K٢) یا A١ ∈ Z(Mn(K١)) اگر تنها و اگر است Z(Mn(K١)×Mn(K٢))

A١ که به�طوری باشند Mn(K١ ×K٢) از ماتریس�هایͬ B = (B١, B٢) و A = (A١, A٢) کنیم فرض

در که است ١ آن�ها ناصفر درایه تنها که هستند ماتریس�هایͬ B١ و A٢ و هستند همانͬ ماتریس�های B٢ و

A ماتریس دو هر .( مͬ�دهیم نشان را ماتریس این E١١ علامت با ) مͬ�شود ظاهر چپ سمت گوشه بالای

A١ که مͬ�شویم متذکر هم�چنین .AB ̸= ٠ و هستند صفر مقسوم�علیه Mn(K١)×Mn(K٢) حلقه در B و

.B١ ∈ Z∗(Mn(K١)) و A٢ ∈ Z∗(Mn(K٢)) و وارون�پذیرند B٢ و

،CB = ٠ و AC = ٠ که طوری باشد داشته وجود C = (C١, C٢) ∈ Z∗(Mn(K١)×Mn(K٢)) اگر

.diam(Γ(Mn(Q(R)))) = ٣ لذا و diam(Γ(Mn(Q(R)))) ≥ ٣ بنابراین .C٢ = ٠ C١و = ٠ باید آن�گاه

است. حاصل نتیجه پس ،diam(Γ(Mn(R))) = diam(Γ(Mn(Q(R)))) = ٣ چون
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ایده�آل ͷی Z(R) اگر .diam(Γ(R)) = ٢ که به�طوری باشد نوتری حلقه ͷی R کنیم فرض .٩.٣.٢ قضیه

.diam(Γ(Mn(R))) = ٢ آن�گاه باشد، R اول

با هم�چنین مͬ�شود. پوچ ،a مانند به�فرد منحصر عنصر ͷی توسط Z(R) ،٢٧.٣.١ قضیه به توجه با برهان.

.diam(Γ(Mn(R)) = ٢ داشت خواهیم ٢.٣.٢ لم از استفاده

اینͺه برای لازم شرط R بودن نوتری آن�گاه باشد، اول ایده�آل ͷی Z(R) و diam(Γ(R)) = ٢ اگر البته،

ایده�آل هر اگر است م�ͷکوی حلقه ͷی R که مͬ�کنیم یادآوری نیست. شود، ٢ برابر diam(Γ(Mn(R)))

باشد. داشته ناصفر پوچساز ͷی است، Z(R) در مشمول که R در شده تولید متناهیا

است. م�ͷکوی حلقه ͷی R[x] چندجمله�ای�های حلقه .١٠.٣.٢ قضیه

ایده�آل ͷی Z(R) نیز و diam(Γ(R)) = ٢ که به�طوری باشد م�ͷکوی حلقه ͷی R اگر .١١.٣.٢ گزاره

.diam(Γ(Mn(R))) = ٢ آن�گاه باشد، اول

توسط شده تولید ایده�آل ͷی I و R صفر مقسوم�علیه�های از متناهͬ مجموعه ͷی S کنیم فرض برهان.

با دارد. ناصفر پوچساز ͷی I بنابراین ،I ⊆ Z(R) لذا است ایده�آل ͷی Z(R) چون باشد. S عناصر

.diam(Γ(Mn(R))) = ٢ داریم ٢.٣.٢ لم از استفاده

R و باشد اول ایده�آل ͷی Z(R) ،diam(Γ(R)) = ٢ که باشد جابجایͬ حلقه ͷی R که هنͽامͬ

باقͬ نشده حل هم�چنان ،diam(Γ(Mn(R))) = ٢ هم باز این�صورت در آیا که سوال این نباشد، م�ͷکوی

است. مانده



٣ فصل

صفر مقسوم�علیه�های گراف از کاربردهایͬ

٣۴



مشخص را حلقه�هایͬ فصل، این در است. بخش ٣ شامل و مͬ�باشد [۵] مرجع از برگرفته فصل این

هم�چنین مͬ�باشند. دور فاقد یا چهار طول به کمری دارای آن�ها صفر مقسوم�علیه�های گراف که مͬ�کنیم

در دارند. دو مساوی یا کوچͺتر قطری آن�ها صفر مقسوم�علیه�های گراف که مͬ�کنیم مشخص را حلقه�هایͬ

اگر تنها و اگر است شده متمم منحصرا Γ(R) ،R یافته تقلیل حلقه ͷی برای مͬ�دهیم نشان ابتدا اول، بخش

Γ(R) ناصفر، پوچ�توان عناصر با R حلقه ͷی برای مͬ�دهیم نشان هم�چنین باشد. منظم نیومن فون Q(R)

یا ͷی دارای گرافͬ چنین علاوه به باشد. ستاره گراف ͷی Γ(R) اگر تنها و اگر است شده متمم منحصرا

متمم منحصرا نه (اما است شده متمم گرافͬ Γ(R) مͬ�دهیم نشان بالاخره است. نامتناهͬ یا است یال دو

از مͬ�باشد. Z٢[x]/(x٢) یا Z۴ حلقه B و صحیح حوزه D آن در که ،R ∼= D × B اگر تنها و اگر شده)

چهار طول به کمری دارای آن�ها صفر مقسوم�علیه�های گراف که حلقه�هایͬ کردن مشخص برای نتایج این

حلقه صفر مقسوم�علیه�های گراف کمر و قطر بررسͬ به دوم بخش در مͬ�کنیم. استفاده هستند دور فاقد یا

به سوم بخش در مͬ�پردازیم. M -مدول R توسط R حلقه توسیع و توانͬ سری�های حلقه چندجمله�ای�ها،

مͬ�پردازیم. M -مدول R توسط R حلقه توسیع برای صفر مقسوم�علیه�های گراف معرفͬ

حوزه R که است آن بر فرض همواره لذا است تهͬ گراف ͷی Γ(R) باشد، صحیح حوزه R که زمانͬ

نباشد. صحیح

شده متمم منحصرا و شده متمم گراف ١.٣

اگر a ≤ b گوییم ،G از b و a رئوس برای باشد. جهت�) (بدون گراف ͷی G کنیم فرض .١.١.٣ تعریف

باشد. مجاور نیز a با است مجاور b با که G از دیͽر رأس هر و نباشند مجاور b و a رئوس

نباشند مجاور b و a اگر تنها و اگر a ∼ b بنابراین .b ≤ a و a ≤ b هرگاه a ∼ b گوییم .٢.١.٣ تعریف

و اگر a ∼ b گوییم ،Γ(R) در a, b ∈ Z∗(R) برای دیͽر عبارت به باشند. داشته یͺسانͬ همسایه�های ولͬ

.ann(a)− {a} = ann(b)− {b} اگر تنها



٣۶ صفر مقسوم�علیه�های گراف از کاربردهایͬ .٣

b و a هرگاه ،a ⊥ b مͬ�نویسیم و هستند متعامد G گراف در b و a متمایز رئوس گوییم .٣.١.٣ تعریف

عبارت به باشد، مجاور b و a رأس دو هر با که باشد نداشته وجود c مانند دیͽری رأس هیچ و باشند مجاور

در a ⊥ b ،a, b ∈ Z∗(R) متمایز رئوس برای بنابراین نباشد. G در مثلث ͷی از بخشͬ a − b یال دیͽر،

و ab = ٠ اگر تنها و اگر Γ(R)

ann(a) ∩ ann(b) ⊂ {٠, a, b}.

a متمم ͷی (که G از b رأس ͷی ،G از a رأس هر برای اگر است شده متمم G گوئیم .۴.١.٣ تعریف

.a ⊥ b که به�طوری باشد موجود مͬ�شود) نامیده

،a ⊥ c و a ⊥ b هرگاه و باشد شده متمم G اگر گوییم، شده متمم منحصرا را G گراف .۵.١.٣ تعریف

.b ∼ c آن�گاه

هستند. شده متمم منحصرا ستاره، گراف�های .۶.١.٣ مثال

آن�گاه ،gr(Γ(R)) = ∞ یا gr(Γ(R)) = ۴ اگر این�صورت، در .|Γ(R)| ≥ ٢ کنیم فرض .٧.١.٣ قضیه

است. شده متمم Γ(R)

شده متمم (منحصرا) Γ(R) آن�گاه ،R = Z٢ × Z٢ × Z٢ اگر زیرا نیست. برقرار ٧.١.٣ قضیه عͺس

.gr(Γ(R)) = ٣ ولͬ است

..

(١,٠,٠)

.

(٠,١,٠)

.

(٠,١,١)

.

(١,١,٠)

.

(٠,٠,١)

.

(١,٠,١)

......

معادلند. زیر گزاره�های این�صورت در .a, b ∈ Z∗(R) و باشد جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .٨.١.٣ لم



٣٧ شده متمم منحصرا و شده متمم گراف .١.٣

(gr(Γ(Z٢ × Z٢ × Z٢)) = ٣) :١.٣ شͺل

.b٢ ̸= ٠ و a٢ ̸= ٠ ،a ⊥ b .١

است. R منظم عنصر ͷی a+ b و ab = ٠ .٢

ͷی a+ b دهیم نشان کافیست .ab = پس٠ a ⊥ b چون باشد. برقرار (١) کنیم فرض (٢⇐ ١) برهان.

.ac + bc = ٠ این�صورت در .(a + b)c = ٠ باشیم داشته c ∈ R برای کنیم فرض است. R منظم عنصر

بنابراین a ⊥ b چون .ya = yb = ٠ لذا ab = ٠ چون این�صورت در .y = ac = −bc مͬ�دهیم قرار

.y ∈ {٠, a, b}

y = b از مشابه، به�طور .a٢ ̸= ٠ کردیم فرض زیرا نیست ممͺن که a٢ = ay = ٠ آن�گاه ،y = a اگر

ac = bc = این�صورت٠ در باشد. y = ٠ باید پس مͬ�رسیم. تناقض به دوباره که ،b٢ = ٠ مͬ�گیریم نتیجه

.c ∈ {٠, a, b} لذا a ⊥ b چون و

نیز b٢ = ٠ آن�گاه ،c = b اگر مشابه، به�طور است. تناقض ͷی که a٢ = ac = ٠ آن�گاه ،c = a اگر

است. R منظم عنصر ͷی a+ b بنابراین .c = ٠ نتیجه در است. تناقض ͷی

.a ̸= b لذا است R منظم عنصر ͷی a+ b چون باشد. برقرار (٢) کنیم فرض (١⇐ ٢)

تناقض ͷی که a = ٠ پس است منظم a + b چون a(a + b) = a٢ + ab = ٠ آن�گاه ،a٢ = ٠ اگر

.b٢ ̸= ٠ مشابه به�طور و a٢ ̸= ٠ بنابراین است.

این�صورت در .ca = cb = ٠ باشیم داشته c ∈ R بعضͬ ازای به کنیم فرض .a ⊥ b مͬ�دهیم نشان حال

.a ⊥ b لذا ،ab = ٠ چون .c = پس٠ است R منظم عنصر a+ b چون و c(a+ b) = ٠

،a ⊥ c و a ⊥ b اگر .a, b, c ∈ Z∗(R) و باشد یافته تقلیل و جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .٩.١.٣ لم

باشد. شده متمم Γ(R) اگر تنها و اگر است شده متمم منحصرا Γ(R) بنابراین .b ∼ c آن�گاه

نیستند. مجاور c و b یعنͬ ،bc ̸= ٠ مͬ�دهیم نشان ابتدا .ab = ac = ٠ لذا a ⊥ c و a ⊥ b چون برهان.

از ͷهری لذا است یافته تقلیل R چون .c = b یا c = a نتیجه در a ⊥ c و a ⊥ b چون آن�گاه ،bc = ٠ اگر



٣٨ صفر مقسوم�علیه�های گراف از کاربردهایͬ .٣

.b = ٠ مشابه طریق به و a = ٠ لذا ،٠ = ac = a٢ چون ،c = a اگر زیرا مͬ�رسند تناقض به انتخاب�ها

.bc ̸= پس٠

(dc)a = d(ac) = این�صورت٠ در .db = ٠ باشیم داشته d ∈ Z∗(R) بعضͬ ازای به کنیم فرض حال

تقلیل R (چون است مجاور b و a دوی هر با dcرأس که مͬ�شود نتیجه dc ̸= ٠ از .(dc)b = (db)c = ٠ و

به�طور و c ≤ b بنابراین .dc = پس٠ a؛ ⊥ b زیرا ندارد امͺان این ولͬ ،(dc ̸= b یا dc ̸= a لذا است یافته

است. واضح لم آخر جمله .b ∼ c نتیجه در و b ≤ c مشابه

a = ue ،a ∈ Z∗(R) هر برای ،٢١.٣.١ نتیجه بنابر این�صورت در باشد. منظم نیومن فون R فرضکنیم

فون حلقه ͷی R اگر بنابراین .ue ⊥ (١ − e) که است واضح است. خودتوان e ∈ R و u ∈ U(R) که

حلقه ͷی زیرا است شده متمم منحصرا Γ(R) حقیقت در است. شده متمم Γ(R) آن�گاه باشد، منظم نیومن

مͬ�توان بنابراین بود. خواهد شده متمم منحصرا Γ(R) قبل، لم بنابر لذا است. یافته تقلیل منظم، نیومن فون

این عͺس باشد. منظم نیومن فون Q(R) اگر است شده متمم منحصرا Γ(R) ∼= Γ(Q(R)) که گرفت نتیجه

باشد. یافته تقلیل و جابجایͬ حلقه ͷی R که است برقرار زمانͬ نیز مطلب

معادلند: زیر گزاره�های این�صورت در باشد. یافته تقلیل و جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .١٠.١.٣ قضیه

است. منظم نیومن فون Q(R) .١

است. شده متمم منحصرا Γ(R) .٢

است. شده متمم Γ(R) .٣

قبلͬ، توضیحات با .a ∈ Z∗(R) کنیم فرض باشد. منظم نیومن فون Q(R) کنیم فرض (٢ ⇐ ١) برهان.

طوری را s ∈ R − Z(R) .a ⊥ b ،Γ(Q(R)) در که به�طوری است موجود ناصفر ضرورتا b ∈ Q(R)

و است شده متمم Γ(R) پس .a ⊥ sb ،Γ(R) در که مͬ�شود دیده آسانͬ به .sb ∈ R که مͬ�کنیم انتخاب

مͬ�باشد. شده متمم منحصرا Γ(R) لذا است یافته تقلیل R چون



٣٩ شده متمم منحصرا و شده متمم گراف .١.٣

است. برقرار گرافͬ هر برای (٣⇐ ٢)

موجود y ∈ Z∗(R) ͷی این�صورت در .x ∈ Z∗(R) کرد فرض مͬ�توان x؛ ∈ R کنیم فرض (١⇐ ٣)

،٨.١.٣ لم از استفاده با .y٢ ̸= ٠ و x٢ ̸= ٠ لذا است یافته تقلیل R چون .x ⊥ y که به�طوری است

است. یافته تقلیل نیز Q(R) نتیجه در است یافته تقلیل R چون است. R منظم عنصر ͷی x+ y و xy = ٠

مینیمال غیر اول ایده�آل هر مͬ�دهیم نشان کار این برای است. صفر-بعدی Q(R) دهیم نشان کافیست لذا

است. R منظم عنصر ͷی شامل Q مانند R

دارد وجود y ∈ R ͷی ،x ∈ Q − P برای باشند. R در متمایز اول ایده�آل�های P ⊂ Q کنیم فرض

شامل Q بنابراین .x+ y ∈ Qپس y ∈ P ⊂ Q لذا است R منظم عنصر ͷی x+ y و xy = ٠ که به�طوری

است. منظم نیومن فون Q(R) نتیجه در و است صفر-بعدی Q(R) لذا است R منظم عنصر ͷی

منحصرا Γ(R) داد، خواهیم نشان ١۶.١.٣ قضیه در باشد. داشته ناصفر پوچ�توان عنصر R کنیم فرض

ͷی Γ(R) ،nil(R) = {٠, x} که هنͽامͬ به�علاوه، باشد. ستاره گراف ͷی اگر تنها و اگر است شده متمم

بیان را کلیدی لم ͷی و مثال تعدادی ابتدا است. x مرکز با نامتناهͬ ستاره گراف ͷی اینͺه یا دارد، یال دو یا

مͬ�کنیم.

و nil(R) = {٠, x} این�صورت در .R = Z[x]/(٢x, x٢) = Z[x] کنیم فرض .١ .١١.١.٣ مثال

است. x مرکز با نامتناهͬ ستاره گراف ͷی Γ(R)

،nil(R) = {(٠,٠), این�صورت{(٠,٢) در .R = D×Z۴ و باشد صحیح حوزه ͷیD فرضکنیم .٢

زیرا بود نخواهد شده متمم منحصرا Γ(R) اگرچه، است. شده متمم Γ(R) که مͬ�شود ملاحظه آسانͬ به

ann((١,٠))− {(١,٠)} ̸= ann((١,٢))− {(١,٢)} اما ،(٠,٢) ⊥ (١,٢) و (٠,٢) ⊥ (١,٠)

اما است شده متمم Γ(R) آن�گاه ،R = D × Z٢[x]/(x٢) اگر مشابه، به�طور .(١,٠) ≁ (١,٢) لذا

نیست. شده متمم منحصرا

و |nil(R)| = ٢ ،|R| = ٨ آن�گاه ،B = Z٢[x]/(x٢) یا B = Z۴ که R = Z٢ × B اگر به�خصوص،



۴٠ صفر مقسوم�علیه�های گراف از کاربردهایͬ .٣

نیست. شده متمم منحصرا اما است شده متمم Γ(R)

n پوچ�توانͬ اندیس دارای x گوئیم باشد. R حلقه در پوچ�توان عنصر ͷی x کنیم فرض .١٢.١.٣ تعریف

.xn = ٠ که به�طوری باشد مثبتͬ صحیح عدد کوچͺترین n هرگاه است،

.nil(R) ̸= ٠ و باشد جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .١٣.١.٣ لم

،٠ ̸= x ∈ R از بعضͬ ازای به و |R| > ٩ یا |R| = ٩ ،|R| = ٨ آن�گاه باشد، شده متمم Γ(R) اگر .١

.nil(R) = {٠, x}

رأس ͷی ،R ناصفر پوچ�توان عنصر متمم هر آن�گاه ،|R| > ٩ و باشد شده متمم منحصرا Γ(R) اگر .٢

است. پایانͬ

اندیس دارای a ∈ nil(R) مͬ�کنیم فرض هم�چنین باشد، شده متمم Γ(R) کنیم فرض .١ برهان.

داریم این�صورت در باشد. a متمم ͷی y ∈ Z∗(R) کنیم فرض باشد. n ≥ ٣ پوچ�توانͬ

اگر زیرا ann(a) = {٠, an−١} لذا .y = an−١ بنابراین ،a ⊥ y چون ay؛ = ٠ = an−١a

an−١ و aهردوی با z لذا a ⊥ an−١ طرفͬ از و zan−١ = ٠ نتیجه در و za = ٠ آن�گاه ،z ∈ ann(a)

.ann(a) = {٠, an−پس{١ ندارد امͺان این و است مثلث ͷی از بخشͬ a−an−١ یعنͬ است مجاور

.ai ⊥ an−١ داریم ١ ≤ i ≤ n− ٢ هر برای مشابه، به�طور

اما است مجاور an−١ و an−٢ هردوی با an−٢ + an−١ این�صورت در .n > ٣ کنیم فرض حال

بنابراین مͬ�رسیم. تناقض به لذا an−٢ + an−١ /∈ {٠, an−٢, an−١} و an−٢ ⊥ an−١ که آنجا از

این در .n = ٣ باید آن�گاه باشد، داشته n ≥ ٣ پوچ�توانͬ اندیس با پوچ�توان عنصر ͷی R اگر

.a ⊥ a٢ و است a٢ و a عنصر هردو با مجاور z ∈ Ra٢ هر زیرا Ra٢ = {٠, a٢} حالت،

za؛ ∈ ann(a) = {٠, a٢} آن�گاه ،za٢ = ٠ (اگر .ann(a٢) = {٠, a, a٢, a + a٢} هم�چنین،

آن�گاه ،za = a٢ هنͽامͬ�که ،z = a٢ یا z = ٠ آن�گاه ،za = ٠ اگر .za = a٢ یا za = ٠ بنابراین

Z(R) = ann(a٢) چون |R| = ٨ ،(٢۶.٣.١) بنابر .(z = a+a٢ یا z = a بنابراین و (z−a)a = ٠



۴١ شده متمم منحصرا و شده متمم گراف .١.٣

در است متناهͬ نیز R پس است متناهͬ Γ(R)(= Z(R)∗) طرفͬ از است. R از ایده�آلͬ Z(R) پس

nil(R) = Z(R) = ann(a٢) و است موضعͬ Rپس مͬ�باشد R ماکسیمال ایده�آل تنها Z(R) نتیجه

است. a٢ آن مرکز که یال دو با است ستاره گراف ͷی Γ(R) و است آن ماکسیمال ایده�آل

فرضکنیم هم�چنین باشد. داشته ٢ برابر R ناصفر پوچ�توان عنصر هر پوچ�توان اندیس فرضکنیم حال

.(ry)y = ٠ = (ry)z ،r ∈ R هر برای باشد. داشته z ∈ Z(R)∗ مانند متممͬ ٠ ̸= y ∈ nil(R)

زیرا z = ٢y بایستͬ این�صورت در .٢y ̸= ٠ مͬ�کنیم فرض ابتدا .Ry ⊂ {٠, y, z} بنابراین

Ry = {٠, y,٢y} لذا .y ⊥ ٢y زیرا ann(y) = {٠, y,٢y} هم�چنین .٢y ∈ Ry ⊂ {٠, y, z}

است آن ماکسیمال ایده�آل Z(R) = nil(R) = ann(y) است، موضعͬ R نتیجه در .|R| = پس٩

است. یال ͷی با ستاره گراف ͷی Γ(R) و

با .|R| ̸= ٩ و باشد داشته ٢ برابر پوچ�توانͬ اندیس R ناصفر پوچ�توان عنصر هر کنیم فرض حال

ͷی z کنیم فرض .nil(R) = {٠, y} مͬ�دهیم نشان .٢y = ٠ باشیم داشته باید شد بیان بالا در آنچه

پوچ�توان اندیس با پوچ�توان y + z این�صورت در .z٢ = ٠ لذا باشد؛ R دیͽر ناصفر پوچ�توان عنصر

و y′ که به�طوری ،Rz ⊂ {٠, z, z′} و Ry ⊂ {٠, y, y′} قبل، توضیحات به توجه با مͬ�باشد. ٢ برابر

بنابراین .yz = y′ = z′ آن�گاه ،yz ̸= ٠ اگر زیرا yz = ٠ داریم هستند. z و y متمم�های ترتیب به z′

مͬ�رسیم. تناقض به که |R| = ٩ لذا و Ry = ann(y) = {٠, y, yz}

wy = y′ یا wy = y پس نیست. z یا y برابر w که است واضح باشد. y+z متمم ͷی w فرضکنیم

باشد، y ضریب ͷی y′ اگر علاوه، به است. y+ z و w عنصر دو هر مجاور y این�صورت غیر در زیرا

لذا است. تناقض ͷی که ،|R| = ٩ باشیم داشته بایستͬ دیدیم بالا در که مطالبͬ به توجه با آن�گاه

که w(y + z) = wy + wz = y + z ̸= ٠ این�صورت در اما .wz = z مشابه به�طور و wy = y

دارد. یͺتا ناصفر پوچ�توان عنصر ͷی R بنابراین مͬ�باشد. w ⊥ (y + z) با متناقض

یͺتا ناصفر پوچ�توان عنصر x کنیم فرض .|R| > ٩ و باشد شده متمم منحصرا Γ(R) کنیم فرض .٢
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باشد. x متمم ͷی y کنیم فرض هم�چنین باشد. شد، بیان (١) قسمت در که آنچه با مطابق R

x٢ = ٠ زیرا x(x + y) = ٠ که است واضح است. x متمم ͷی نیز x + y مͬ�دهیم نشان ابتدا

باشیم داشته w ∈ Z∗(R) بعضͬ ازای به کنیم فرض .x + y ∈ Z∗(R) نتیجه در x ⊥ y و

زیرا w = x یا w = y لذا و wy = ٠ این�صورت در .wx = ٠ = w(x + y) = wx + wy

و w = x بنابراین است. x بودن به�فرد منحصر با متناقض که y٢ = ٠ آن�گاه ،w = y اگر .x ⊥ y

لذا .x ⊥ (x + y) پس ندارد وجود باشد، مجاور (x + y) و x هردوی با که دیͽری رأس هیچ لذا

بعضͬ ازای به کنیم فرض است. پایانͬ رأس ͷی y مͬ�کنیم ثابت حال .x + y ∼ y فرض، بنابر

x + y ∼ y چون و y٢ ̸= ٠ زیرا z ̸= y این�صورت در .zy = ٠ باشیم داشته z ∈ Z∗(R) − {x}

x ⊥ y با این�صورت در اما ،zx = ٠ پس zy = ٠ چون بنابراین .z(x+ y) = ٠ تعریف، طبق لذا

است. پایانͬ رأس ͷی y پس باشد داشته وجود نمͬ�تواند -ی z چنین بنابراین است. تناقض در

آن�گاه ،|nil(R)| > ٢ و باشد شده متمم Γ(R) اگر که مͬ�دهد نشان (١) ١٣.١.٣ لم اثبات .١۴.١.٣ تذکر

حالت این در که |R| = ٩ یا است، یال دو با ستاره گراف ͷی و |nil(R)| = ۴ حالت این در که |R| = ٨

هر در زیرا هست نیز شده متمم منحصرا Γ(R) بنابراین است. یال ͷی با ستاره گراف ͷی و |nil(R)| = ٣

آن�گاه باشد، ناصفر nil(R) و شده متمم Γ(R) اگر موارد، بقیه در است. ستاره گراف ͷی Γ(R) حالت دو

.|nil(R)| = ٢

ͷی ann(x) این�صورت در .nil(R) = {٠, x} و باشد جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .١۵.١.٣ لم

ax = ٠ آن�گاه ،ab ∈ nil(R) باشیم داشته a, b ∈ R هر برای اگر به�خصوص، است. R ماکسیمال ایده�آل

.Z(R) = ann(x) آن�گاه باشد، R اول ایده�آل ͷی nil(R) = {٠, x} اگر علاوه به .bx = ٠ یا

این�صورت در .s /∈ ann(x) که باشد موجود s ∈ S نیز و باشد ann(x) شامل ایده�آلͬ S فرضکنیم برهان.

نتیجه در و ١ − s ∈ ann(x) پس (١ − s)x = ٠ لذا sx = x پس sx ∈ nil(R) که آنجا از .sx ̸= ٠
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است. ماکسیمال ann(x) که مͬ�دهد نشان مطلب این .١ ∈ S این�صورت در .١− s ∈ S

.ab = x یا ab = ٠ این�صورت در .ab ∈ nil(R) کنیم فرض حال

،٠ = bax = bx وضوح به ab = ٠ اگر حال .ax = x لذا ax ∈ nil(R) اینͺه به توجه با ،ax ̸= ٠ اگر

مͬ�کنیم فرض لذا نداریم. اثبات برای چیزی bx = ٠ اگر .ab = x یعنͬ ab ̸= ٠ کرد فرض مͬ�توان پس

متناقض x ∈ nil(R) با که ،x٢ = x نتیجه در ab = x چون و bax = bx = x لذا ax = x چون .bx = x

.bx = ٠ لذا است

شده متمم منحصرا Γ(R) اگر .nil(R) ̸= ٠ و باشد جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .١۶.١.٣ قضیه

با نامتناهͬ ستاره گراف ͷی Γ(R) اینͺه یا است، یال دو حداکثر با ستاره گراف ͷی Γ(R) آن�گاه باشد،

.nil(R) = {٠, x} که به�طوری است x مرکز

،|R| ≤ ٩ اگر باشد. ناصفر nil(R) فرضکنیم هم�چنین باشد. شده متمم منحصرا Γ(R) فرضکنیم برهان.

گراف ͷی Γ(R) حالت این در که ،|R| = ٨ یا ،(١۴.١.٣) تذکر و (١) (١٣.١.٣) لم به توجه با آن�گاه

بنابراین است. یال ͷی با ستاره گراف ͷی Γ(R) حالت این در که ،|R| = ٩ یا و است یال دو با ستاره

.nil(R) = {٠, x} داریم ،٠ ̸= x ∈ R بعضͬ ازای به ،(١) (١٣.١.٣) لم بنابر .|R| > ٩ مͬ�کنیم فرض

(١٣.١.٣) لم به توجه با باشد؛ x متمم ͷی c کنیم فرض است. نامتناهͬ Γ(R) مͬ�دهیم نشان ابتدا

است. x متمم ͷی نیز c٢ که مͬ�دهیم نشان حال .ann(c) = {٠, x} لذا است پایانͬ رأس ͷی c چون ،(٢)

که به�طوری دارد وجود y ∈ Z∗(R) − {c٢, x} مانند عنصر ͷی این�صورت در نباشد. این�طور کنیم فرض

.cy = x یا cy = ٠ لذا cy ∈ nil(R) مͬ�دهد نتیجه که (cy)٢ = c٢y٢ = ٠ لذا .xy = ٠ = c٢y

در اما .cy = x بنابراین است. y انتخاب با متناقض که y ∈ ann(c) = {٠, x} آن�گاه ،cy = ٠ اگر

تناقض به دوباره که y ∈ nil(R) = {٠, x}پس .y٢ ∈ ann(c) = nil(R) لذا .cy٢ = xy = این�صورت٠

بدین .ann(c٢) = {٠, x} = ann(c) نتیجه در و c٢ ⊥ x یعنͬ است x متمم نیز c٢ نتیجه در مͬ�رسیم.

لذا ،ann(ci) ⊂ ann(cj) ،١ ≤ i ≤ j هر برای که آنجا از .c٢n ⊥ x ،n ≥ ١ صحیح عدد هر برای ترتیب
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ها cn هم�چنین است، پایانͬ رأس ͷی cn هر پس .ann(cn) = {٠, x} داریم ،n ≥ ١ صحیح عدد هر برای

آنجائͬ از و ci(cj−i−١) = ٠ آن�گاه ،ci = cj باشیم داشته ١ ≤ i < j بعضͬ برای اگر زیرا متمایزند ͬͽهم

cj−i = ١+x ∈ U(R)این�صورت در اما .cj−i−١ = x نتیجه در ،c ∈ Z∗(R) و ann(ci) = ann(c) که

است. نامتناهͬ Γ(R) لذا است. c انتخاب با تناقض ͷی که c ∈ U(R) نتیجه در و x ∈ nil(R) زیرا

x متمم ͷی c کنیم فرض است. x مرکز با (نامتناهͬ) ستاره گراف ͷی Γ(R) که مͬ�دهیم نشان حال

.ann(c) = {٠, x} لذا است پایانͬ رأس ͷی c چون ،(٢) ١٣.١.٣ لم از استفاده باشد؛با

،(٢) ١٣.١.٣ لم از استفاده با این�صورت در نباشد. ستاره گراف ͷی Γ(R) کنیم فرض خلف) (برهان

کامل طور به {٠, x} پس نیست؛ x متمم a ولͬ ax = ٠ که دارد وجود چنان a ∈ Z∗(R) − {c, x} ͷی

c و y ،x ،a که مͬ�شویم متذکر .a ⊥ y y ∈ Z∗(R) بعضͬ ازای به فرض، به بنا دارد. قرار ann(a) در

و a(cy) = (ay)c = ٠ و cy ∈ Z(R) − {٠, a, c, x, y} که داد نشان مͬ�توان آسانͬ به متمایزند. ͬͽهم

مͬ�توان .z ⊥ cy که به�طوری دارد وجود z ∈ Z∗(R) مانند عنصری فرض، به بنا .x(cy) = (xc)y = ٠

و zx = ٠ = (cy)x این�صورت در .zx = ٠ دهیم نشان کافیست .z /∈ {٠, a, c, x, y, cy} که کرد بررسͬ

. مͬ�رسیم تناقض به که نیستند متعامد cy و z لذا

z ⊥ cy که آنجا از .zx = x لذا zx ∈ nil(R) = {٠, x} چون این�صورت در .zx ̸= ٠ مͬ�کنیم فرض

آن�گاه ،zy = ٠ اگر .ann(c) = {٠, x} زیرا zy = x یا zy = ٠ نتیجه در و (zy)c = z(cy) = ٠ لذا

از مشابه، طور به .a ⊥ y و ax = ٠ زیرا است تناقض ͷی مطلب این اما .xy = (zx)y = (zy)x = ٠

با متناقض دوباره که ،xy = (zx)y = ٠ نتیجه در و (zx)y = (zy)x = x٢ = ٠ مͬ�شود نتیجه zy = x

است. x مرکز با نامتناهͬ ستاره گراف ͷی Γ(R) بنابراین مͬ�باشد. a ⊥ y

اگر است شده متمم منحصرا Γ(R)این�صورت در باشد. جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .١٧.١.٣ نتیجه

باشد. ستاره گراف ͷی Γ(R) یا باشد منظم نیومن فون Q(R) اگر تنها و

حلقه�هایͬ برای ١۶.١.٣ قضیه از استفاده با و یافته تقلیل حلقه�های برای ١٠.١.٣ قضیه از استفاده با برهان.
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است. حاصل نتیجه ناصفر، پوچ�توان عناصر با

متمم منحصرا اما است شده متمم آن�ها Γ(R) که مͬ�پردازیم R جابجایͬ حلقه�های از دست آن به حال

فرم به کردیم) اشاره آن به نیز ١١.١.٣ مثال در که گونه (همان هایͬ حلقه چنین خصوص، به نیست، شده

در را زیر لم ابتدا .B ∼= Z٢[x]/(x٢) یا B ∼= Z۴ و است صحیح حوزه ͷی D آن در که هستند D × B

مͬ�کنیم. ثابت باره این

باشد جابجایͬ حلقه ͷی B و یافته تقلیل جابجایͬ حلقه ͷی A که ،R = A×B کنیم فرض .١٨.١.٣ لم

ͷی A اگر تنها و اگر نیست، شده متمم منحصرا اما است شده متمم Γ(R) این�صورت در .nil(B) ̸= ٠ و

.B ∼= Z٢[x]/(x٢) یا B ∼= Z۴ و صحیح حوزه

بنابر زیرا nil(B) = {٠, b} داریم نباشد. شده متمم منحصرا اما باشد شده متمم Γ(R) کنیم فرض برهان.

ابتدا .nil(A×B) = nil(A)×nil(B) که مͬ�دانیم .|nil(R)| = ٢ داریم ،١۴.١.٣ تذکر و (١) ١٣.١.٣ لم

،Bb = {٠, b} چون است. ایزمورف Z٢[x]/(x٢) با یا Z۴ با B این�صورت در .|B| = ۴ مͬ�دهیم نشان

.ann(b) = {٠, b} که دهیم نشان کافیست لذا

متممͬ هیچ y = (١, b) که مͬ�کنیم ادعا این�صورت در باشد. موجود a ∈ ann(b)−{٠, b} فرضکنیم

آن�گاه ،c = b اگر داشت. خواهد ٠ ̸= c ∈ B بعضͬ ازای به z = (٠, c) صورت به فرمͬ y متمم هر ندارد.

بود. خواهد مجاور z و y هردوی با (٠, b) آن�گاه ،c ̸= b اگر هم�چنین است. مجاور z و y هردوی با (٠, a)

.|B| = ۴ باشیم داشته بایستͬ پس مͬ�شود، ثابت ادعا درستͬ ترتیب بدین

یافته تقلیل A چون آن�گاه نباشد، چنین این اگر است. صحیح حوزه ͷی A که مͬ�دهیم نشان حال

که مͬ�کنیم ادعا این�صورت در .c ̸= d و cd = ٠ که به�طوری دارند وجود c, d ∈ A ناصفر عناصر است،

.s = b یا s = ٠ ،cr = ٠ که مͬ�باشد، z = (r, s) فرم به y متمم هر ندارد. متممͬ هیچ y = (c, b)

هر با (d, b) آن�گاه ،r = ٠ اگر که حالͬ در است؛ مجاور z و y دوی هر با (٠, b) آن�گاه ،r ̸= ٠ اگر

باشد. صحیح حوزه ͷی بایستͬ A ترتیب بدین است. مجاور z و y دوی
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پرداخته�ایم. قضیه این عͺس به (٢) ١١.١.٣ مثال در

منحصرا اما است شده متمم Γ(R) این�صورت در باشد. جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .١٩.١.٣ قضیه

،B = Z٢[x]/(x٢) یا B = Z۴ و صحیح حوزه ͷی D که D × B با R اگر تنها و اگر نیست، شده متمم

باشد. ایزومورف

بیان مذکور مثال در که فرمͬ همان به B و D که R = D × B اگر ،(٢) ١١.١.٣ مثال به توجه با برهان.

نیست. شده متمم منحصرا اما است شده متمم R آن�گاه باشند، شد

که مͬ�دهیم نشان ابتدا نباشد. شده متمم منحصرا اما باشد شده متمم Γ(R) کنیم فرض برعͺس،

داریم ،(١) ١۴.١.٣ تذکر و (١) ١٣.١.٣ لم بنابر دارد. نابدیهͬ خودتوان عنصر ͷی R/nil(R)

ͷی ،٩.١.٣ لم بنابر لذا نیست، شده متمم منحصرا اما است شده متمم Γ(R) چون .nil(R) = {٠, b}

دارد. وجود نیست، مجاور z با اما است y مجاور که w رأس ͷی و z و y متمایز متمم�های با a مانند رأس

.wz ̸= ٠ بنابراین

یا a٢ = ٠ بنابراین .wz = y یا wz = a لذا ،wz ̸= ٠ و a ⊥ y ،a(wz) = ٠ ،y(wz) = ٠ چون

.y = b یا a = b لذا و y٢ = ٠

،b ⊥ y چون .wy = ٠ زیرا vy = ٠ که است واضح .v = w٢ − w مͬ�دهیم قرار .a = b کنیم فرض

.vb = w٢b−wb = b− b = ٠ لذا و wb = b بنابراین wb ∈ nil(R) چون .wb ̸= ٠ باشیم داشته باید لذا

آن�گاه ،v = y اگر .v = b یا v = y یا v = ٠ باشیم داشته باید لذا b ⊥ y و vb = ٠ ،vy = ٠ چون

خودتوان w + nil(R) نتیجه در و w٢ − w = v ∈ nil(R) ترتیب بدین است. تناقض ͷی که y٢ = ٠

است. نظر مورد نابدیهͬ

بود. خواهد مشابه طور به اثبات v = z٢ − z دادن قرار با تنها ،y = b لذا و y٢ = ٠ که حالتͬ

فرض مͬ�توان بنابراین دارد. نابدیهͬ خودتوان ͷی R لذا و دارد نابدیهͬ خودتوان ͷی R/nil(R) بنابراین

A کرد فرض مͬ�توان پس ،nil(A× B) = nil(A)× nil(B) و |nil(R)| = ٢ چون .R = A× B کرد
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مͬ�شود. حاصل قبل لم از اثبات نتیجه در .nil(B) = {٠, b} و است یافته تقلیل

را هستند دور فاقد یا چهار طول به کمری دارای آن�ها صفر مقسوم�علیه�های گراف که را حلقه�هایͬ حال

مͬ�کنیم. مشخص

معادلند. زیر گزاره�های این�صورت در باشد. یافته تقلیل حلقه ͷی R کنیم فرض .٢٠.١.٣ قضیه

.g(Γ(R)) = ۴ .١

.|Ki| ≥ ٣ و است میدان ͷی Ki هر که به�طوری ،Q(R) = K١ ×K٢ .٢

.m,n ≥ ٢ با ،Γ(R) = Km,n .٣

،١٠.١.٣ قضیه بنابر است. شده متمم Γ(R) این�صورت در .g(Γ(R)) = ۴ کنیم فرض (٢ ⇐ ١) برهان.

بنابراین ندارد. نابدیهͬ صفر مقسوم�علیه میدان زیرا نیست میدان ͷی و است منظم نیومن فون Q = Q(R)

که به�قسمͬ باشند موجود ٠ ̸= x, y ∈ Q١ کنیم فرض .Q = Q١ ×Q٢ پس دارد نابدیهͬ خودتوان ͷی Q

باشد). y برابر نمͬ�تواند x لذا است یافته تقلیل Q نتیجه در و R که آنجا (از xy = ٠

g(Γ(Q)) = g(Γ(R)) = ۴ با که بود خواهد Γ(Q) در مثلث ͷی (x,٠)−(y,٠)−(٠,١)−(x,٠) لذا

است. میدان ͷی Q١ ،٢٢.٣.١ لم بنابر حقیقت در است، صحیح حوزه ͷی Q١ بنابراین است. تناقض در

حال هستند. میدان K٢ و K١ که Q = K١ × K٢ نتیجه در است. میدان ͷی نیز Q٢ مشابه، طور به

با که ،g(Γ(Q)) = ∞ پس است ستاره گراف ͷی Γ(Q) آن�گاه باشد، داشته عضو دو فقط K٢ یا K١ اگر

است. تناقض در g(Γ(Q)) = g(Γ(R)) = ۴

و m = |K١| − ١ که به�طوری Γ(K١ × K٢) = Km,n پس Γ(R) ∼= Γ(Q) که آنجا از (٣ ⇐ ٢)

.n = |K٢| − ١

است. بدیهͬ (١⇐ ٣)
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زیر گزاره�های این�صورت در .nil(R) ̸= ٠ و باشد جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .٢١.١.٣ قضیه

معادلند.

gr(Γ(R)) = ۴ .١

(بدین .B = Z٢[X]/(X٢) یا B = Z۴ و |D| ≥ ٣ با است صحیح حوزه ͷی D که ،R ∼= D×B .٢

(.Q(R) ∼= Q(D)×B ترتیب

Γ(R) = K
m,٣ ،m ≥ ٢ برای .٣

منحصرا Γ(R) اگر است. شده متمم Γ(R) این�صورت در .gr(Γ(R)) = ۴ کنیم فرض (٢ ⇐ ١) برهان.

که gr(Γ(R)) = ∞ نتیجه در و است ستاره گراف ͷی Γ(R) ،١۶.١.٣ قضیه بنابر آن�گاه باشد، شده متمم

ͷی D که R ∼= D×B ،١٩.١.٣ قضیه بنابر آن�گاه نباشد، شده متمم منحصرا Γ(R) اگر است. تناقض ͷی

البته .m = |D| − ١ که ،Γ(R) = K
m,٣ بنابراین .B = Z٢[X]/(X٢) یا B = Z۴ و است صحیح حوزه

،gr(Γ(R)) = ∞ نتیجه در و است ستاره یͷگراف Γ(R)این�صورت غیر در زیرا |D| ≥ ٣ باشیم داشته باید

مͬ�رسیم. تناقض به دوباره که

هستند. واضح هردو (١⇐ ٣) و (٣⇐ ٢)

معادلند. زیر گزاره�های این�صورت در باشد. یافته تقلیل جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .٢٢.١.٣ قضیه

.gr(Γ(R)) = ∞ و است ناتهͬ گراف ͷی Γ(R) .١

است. میدان ͷی K که ،Q(R) = Z٢ ×K .٢

.Γ(R) = K١,n ،n ≥ ١ هر برای .٣

تقلیل R زیرا |Γ(R)| ≥ ٢ این�صورت در .Γ(R) ̸= ∅ و gr(Γ(R)) = ∞ کنیم فرض (٢ ⇐ ١) برهان.

و K١ میدان هردو برای ،٢٠.١.٣ قضیه (٢⇐ ١) اثبات در است. شده متمم Γ(R) نتیجه در و است یافته
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از مجدد استفاده با آن�گاه باشند، داشته عضو سه حداقل میدان هردو اگر .Q(R) = K١ ×K٢ داریم K٢

K١ = Z٢ پس باشد داشته عضو دو بایستͬ K١ لذا است. تناقض ͷی که gr(Γ(R)) = ۴ ،٢٠.١.٣ قضیه

لذا n = |K| − ١ که ،Γ(Z٢ ×K) = K١,n و هستند ایزومورف Γ(Q(R)) و Γ(R) چون (٣ ⇐ ٢)

است. برقرار حͺم

است. بدیهͬ اثبات (١⇐ ٣)

زیر گزاره�های این�صورت در .nil(R) ̸= ٠ و باشد جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .٢٣.١.٣ قضیه

معادلند.

.gr(Γ(R)) = ∞ .١

است. ستاره گراف ͷی Γ(R) یا B = Z٢[X]/(X٢) یا B = Z۴ که R ∼= Z٢ ×B یا R ∼= B .٢

Γ(R) = K١,n ،n ≥ ١ بعضͬ برای یا Γ(R) = K
١,٣ یا است عضوی ͷت Γ(R) .٣

R ∼= Z٢[X]/(X٢) آن�گاه باشد، نقطه�ای ͷت Γ(R) اگر .gr(Γ(R)) = ∞ کنیم فرض (٢ ⇐ ١) برهان.

است. شده متمم Γ(R) این�صورت در باشد. داشته عضو دو حداقل Γ(R) کنیم فرض حال .R ∼= Z۴ یا

Γ(R) اگر است. ستاره گراف ͷی Γ(R) ،١۶.١.٣ قضیه بنابر آن�گاه باشد، شده متمم منحصرا Γ(R) اگر

R ∼= Z۴ و است صحیح Dیͷحوزه که R ∼= D×B ،١٩.١.٣ قضیه بنابر آن�گاه نباشد، شده متمم منحصرا

تناقض در فرض با که gr(Γ(R)) = ۴ ،٢١.١.٣ قضیه بنابر آن�گاه ،|D| ≥ ٣ اگر .R ∼= Z٢[X]/(X٢) یا

.D = Z٢ لذا |D|؛ = ٢ بنابراین است.

هستند. واضح هردو (١⇐ ٣) و (٣⇐ ٢)

آن ٢٣.١.٣ و ٢٢.١.٣ ،٢١.١.٣ ،٢٠.١.٣ قضایای بنابراین .Q(R) = R آن�گاه باشد، متناهͬ R اگر

موردی تنها اما .gr(Γ(R)) = ∞ یا gr(Γ(R)) = ۴ که مͬ�کنند مشخص را R متناهͬ حلقه�های از دسته

گراف ͷی Γ(R) و نیست یافته تقلیل R که است هنͽامͬ نپرداختیم آن به صریحا مذکور قضایای در که
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اگر .R ∼= Z٣[X]/(X٢) یا R ∼= Z٩ آن�گاه ،Γ(R) = K١,١ اگر .|Γ(R)| ≤ ٣ مورد، این در است. ستاره

.|Γ(R)| ≤ ٣ لذا .R ∼= Z۴[X]/(٢X,X٢−٢) یا R ∼= Z٢[X]/(X٣) ،R ∼= Z٨ آن�گاه ،Γ(R) = K١,٢

که R ∼= Z٢ ×D آن�گاه باشد، نامتناهͬ ستاره گراف ͷی Γ(R) اگر که مͬ�دهد نشان ،٢۴.١.٣ قضیه

.Z(R) = ann(x) که به�طوری nil(R) = {٠, x} یا است، صحیح حوزه ͷی D

بقیه با که است موجود Γ(R) از رأسͬ این�صورت در باشد. جابجایͬ حلقه�ای R فرضکنیم .٢۴.١.٣ قضیه

پوچساز ایده�آل ͷی Z(R) یا است، صحیح حوزه D که R ∼= Z٢ ×D اگر تنها و اگر است مجاور رئوس

است). اول نتیجه در (و است

باشد. مجاور دیͽر رئوس همه با که است Γ(R) از رأسͬ ٠ ̸= x ∈ Z(R) مͬ�کنیم فرض ابتدا (⇐) برهان.

این�صورت غیر در زیرا x /∈ ann(x) = I وضوح به نباشد. پوچساز ایده�آل ͷی Z(R) کنیم فرض همچنین

ایده�آل�های بین در I است، همسایه Γ(R) رئوس همه با x که آنجا از است. فرض برخلاف که Z(R) = I

لذا ،x٣ = x٢x = ٠ داریم x٢ ̸= x اگر مͬ�باشد. اول ،٢۴.٣.١ لم بنابر لذا است ماکسیمال پوچساز

کرد فرض مͬ�توان بنابراین .R = Rx ⊕ R(١ − x) پس x٢ = x بنابراین است. تناقض ͷی که x ∈ I

(c,٠) ،١ ̸= c ∈ R١ اگر است. مجاور R١ × R٢ دیͽر رئوس همه با (١,٠) بنابراین .R = R١ × R٢

اگر .R١ ∼= Z٢ بنابراین .c = ٠ لذا و (c,٠) = (c,٠)(١,٠) = (٠,٠) بنابراین مͬ�باشد صفر مقسوم�علیه

از صفری مقسوم�علیه (١, b) لذا است. موجود b ∈ Z(R٢) صفر غیر عنصر آن�گاه نباشد، صحیح حوزه R٢

است. صحیح حوزه R٢ پس است. تناقض که نیست مجاور (١,٠) با که است R

با که است Z(R) از عنصری (١,٠) آن�گاه باشد، صحیح حوزه ͷی D که R ∼= Z٢ × D اگر (⇒)

رئوس بقیه با x آن�گاه ،Z(R) = ann(x) ،x ∈ R ناصفر عنصر برای اگر است. مجاور Γ(R) رئوس همه

است. مجاور Γ(R)

،|nil(R)| = ٢ اگر .|nil(R)| ≤ ۴ و gr(Γ(R)) = ∞ باشد، ستاره گراف ͷی Γ(R) اگر .٢۵.١.٣ تذکر

یا R ∼= Z٣[X]/(X٢) آن�گاه ،|nil(R)| = ٣ اگر است. صحیح حوزه ͷی D که R ∼= Z٢ × D آن�گاه
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.R ∼= Z۴[X]/(٢X,X٢ − ٢) یا R ∼= Z٢[X]/(X٣) یا R ∼= Z٨ آن�گاه ،|nil(R)| = ۴ اگر و R ∼= Z٩

و باشد جابجایͬ حلقه ͷی R اگر کردیم ثابت ٧.٣.٢ قضیه در مͬ�پردازیم. diam(Γ(R)) به حال

است. برقرار زیر گزاره�های از ͬͺی دقیقا آن�گاه ،diam(Γ(R)) ≤ ٢

است. R اول ایده�آل ͷی Z(R) .١

است. میدان ͷی Ki هر که به�طوری ،Q(R) = K١ ×K٢ .٢

که به�طوری نیست صحیح حوزه که باشد یافته) (تقلیل جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .٢۶.١.٣ قضیه

در (و R ∼= Z٢ × Z٢ این�صورت در است. صحیح حوزه ͷی Di هر که باشد، D١ ×D٢ زیرحلقه ͷی R

.diam(Γ(R)) = ٢ یا (diam(Γ(R)) = ١ نتیجه

مͬ�کنیم فرض بنابراین .R ∼= Z٢ × Z٢ ،۵.٣.٢ قضیه بنابر آن�گاه ،diam(Γ(R)) = ١ اگر برهان.

در .xy ̸= ٠ که به�طوری باشند متمایزی عناصر x, y ∈ Z(R)∗ کنیم فرض .diam(Γ(R)) ≥ ٢

لذا است، یافته تقلیل نیز R و x ∈ Z(R)∗ چون .x, y ∈ D١ × {٠} که کرد فرض مͬ�توان این�صورت

بنابراین z؛ ∈ {٠} ×D٢ این�صورت در اما .xz = ٠ که به�طوری دارد وجود z ∈ Z(R)∗ − {x, y} ͷی

.diam(Γ(R)) = ٢ ترتیب بدین .d(x, y) = ٢ نتیجه در و xz = yz = ٠

یا Z۴ با ایزومورف R هم�چنین باشد، نقطه�ای ͷت Γ(R) اگر تنها و اگر diam(Γ(R)) = ٠ .٢٧.١.٣ لم

است. Z٢[X]/(X٢) با ایزومورف

،a٢ = ٠ لزوما پس Z(R) = {٠, a} چون باشد. R ناصفر صفر مقسوم�علیه تنها a کنیم فرض برهان.

طرفͬ از .x = a پس x ∈ {٠, a} آن�گاه ،ax = ٠ که به�طوری باشد موجود x ∈ R ناصفر عنصر اگر زیرا

.Ra = Ann(a) = {٠, a} پس هستند، صفر مقسوم�علیه ͬͽهم Ann(a) و Ra مجموعه اعضای چون

لذا است ی�ͷدار R چون .|R| = ۴ نتیجه در ،[R : Ann(a)] = |Ra| ،a ∈ R هر برای ،٢۵.٣.١ لم بنابر

تعریف (برای R ∼= Z٢[X]/(X٢) آن�گاه ،٢ = ٠ اگر .٢ ∈ {٠, a} وضوح به .R = {٠,١, a,١ + a}

.R ∼= Z۴ آن�گاه ،٢ = a اگر بفرستیم). x به را a کافیست یͺریختͬ
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باشد داشته مینیمال اول ایده�آل دو از بیش R اگر باشد. یافته تقلیل حلقه ͷی R کنیم فرض .٢٨.١.٣ قضیه

آن�گاه باشد، نداشته ناصفری پوچساز هیچ (a, b) که به�طوری� باشند موجود a, b ∈ Z(R) ناصفر عناصر و

.diam(Γ(R)) = ٣

و ab ̸= ٠ که به�طوری باشد b و a مانند صفر مقسوم�علیه�های از جفت ͷی شامل R کنیم فرض برهان.

بیش R کنیم فرض حال .diam(Γ(R)) = ٣ نتیجه در و d(a, b) = ٣ این�صورت در .(٠ : (a, b)) = (٠)

و ab = ٠ که به�طوری باشند موجود a, b ∈ Z(R) ناصفر عناصر و باشد داشته مینیمال اول ایده�آل دو از

شامل اما مͬ�شود شامل را b و a عنصر دو از ͬͺی حداقل R از مینیمال اول ایده�آل هر .(٠ : (a, b)) = (٠)

فرضکنیم مͬ�توانیم مسأله، کلیت از شدن کاسته بدون بنابراین .(٠ : (a, b)) = (٠) زیرا نیست عنصر هردو

فرض .b ∈ P \ (Q∪N) و a ∈ (Q∩N) \P که به�طوری موجودند N و Q ،P مینیمال اول اید�آل�های که

هیچ�کدام و ab = ٠ است، یافته Rتقلیل چون مͬ�گیریم. نظر در را b و a+bqجفت و q ∈ (Q∩P )\N کنیم

ایده�آلͬ (a, b) = (a + bq, b) دیͽر، عبارت به .٠ ̸= b٢q = b(a + bq) لذا نیست N در مشمول q و b از

.diam(Γ(R)) = ٣ نتیجه در و d(a+ bq, b) = ٣ بنابراین ندارد. ناصفری پوچساز هیچ که است

آن�گاه نباشد، ایده�آل ͷی Z(R) اگر باشد. یافته تقلیل حلقه ͷی R کنیم فرض .٢٩.١.٣ قضیه

باشد. داشته مینیمال اول ایده�آل دو دقیقا R اگر تنها و اگر diam(Γ(R)) ≤ ٢

که به�طوری موجودند a, b ∈ Z(R) عناصر این�صورت در نباشد. ایده�آل ͷی Z(R) کنیم فرض برهان.

R چون هم�چنین، ندارد. ناصفری پوچساز هیچ (a, b) ایده�آل نتیجه در و نیست صفر مقسوم�علیه a + b

اجتماع Z(R) علاوه، به باشد. داشته Q و P مانند مینیمال ایده�آل دو حداقل باید لذا است یافته تقلیل

قبل قضیه به توجه با آن�گاه باشد، داشته مینیمال ایده�آل دو از بیش R اگر است. R مینیمال اول ایده�آل�های

.diam(Γ(R)) = ٣ داریم

فرض مͬ�توانیم و Z(R) = P ∪ Q آن�گاه باشند، R مینیمال اول ایده�آل�های تنها Q و P اگر برعͺس،

فرض است. یافته تقلیل R زیرا ab ∈ P ∩ Q = (٠) که است واضح .b ∈ Q \ P و a ∈ P \ Q کنیم
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باشد، Q و P دوی هر در نمͬ�تواند ناصفری عنصر هیچ چون باشند. متمایزی عناصر r, s ∈ Z(R) کنیم

است. (r, s) ایده�آل شامل Q و P ایده�آل�های از ͬͺی دقیقا یا rs = ٠ لذا

ar = ٠ = as و P ⊇ (r, s) اگر br = ٠ = bs آن�گاه ،rs ̸= ٠ اگر .d(r, s) = ١ آن�گاه ،rs = ٠ اگر

.Q ⊇ (r, s) اگر

.diam(Γ(R)) ≤ ٢ نتیجه در .d(r, s) = ٢ آن�گاه ،rs ̸= ٠ اگر بنابراین

باشد، داشته مینیمال اول ایده�آل دو دقیقا و باشد یافته تقلیل حلقه ͷی R اگر ،٢٩.١.٣ قضیه به توجه با

باشد. ایده�آل ͷی نمͬ�تواند Z(R) آن�گاه

Γ(R[[x]]) و Γ(R[x]) کمر و قطر بررسͬ ٢.٣

سال در م�ͷکوی است. Γ(R[[x]]) از زیرگرافͬ Γ(R[x]) و Γ(R[x]) از زیرگرافͬ Γ(R) که مͬ�شویم متذکر

ناصفری عنصر اگر تنها و اگر است R[x] در صفر مقسوم�علیه ͷی f(x) چندجمله�ای که کرد ثابت ١٩۴٢

.rf(x) = ٠ که به�طوری باشد موجود R از r مانند

نشان اول، گام در مͬ�کنیم. مشخص gr(Γ(R)) برحسب را gr(Γ(R[[x]])) و gr(Γ(R[x])) ابتدا

هستند. دور ͷی شامل همواره Γ(R[[x]]) و Γ(R[x]) مͬ�دهیم

صحیح حوزه R اگر لذا باشد. صحیح حوزه R اگر تنها و اگر است تهͬ گراف Γ(R) که کردیم بیان قبلا

.gr(Γ(R)) = gr(Γ(R[x])) = gr(Γ(R[[x]])) = ∞ که است واضح آن�گاه باشد،

gr(Γ(R[x]))دراین�صورت نیست. صحیح حوزه ͷی که باشد جابجایͬ حلقه ͷی R فرضکنیم .١.٢.٣ لم

٣ طول به کمری فوق گراف�های آن�گاه نباشد، یافته تقلیل R اگر هستند. ۴ یا ٣ ͷهری ،gr(Γ(R[[x]])) و

دارند.

ͷی a − b − aX − bX − a آن�گاه ،ab = ٠ باشیم داشته a, b ∈ Z∗(R) متمایز عناصر برای اگر برهان.

آن�گاه نباشد)، یافته تقلیل R (یعنͬ a٢ = ٠ باشیم داشته a ∈ Z∗(R) هر برای اگر و است؛ ۴ طول به دور

بود. خواهد ٣ طول به دور ͷی a− aX − aX٢ − a
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باشد. جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .٢.٢.٣ قضیه

.gr(Γ(R)) = ∞ و باشد ناتهͬ Γ(R) کنیم فرض .١

.gr(Γ(R[X])) = gr(Γ(R[[X]])) = ۴ آن�گاه باشد، یافته تقلیل R اگر ( الف

.gr(Γ(R[X])) = gr(Γ(R[[X]])) = ٣ آن�گاه نباشد، یافته تقلیل R اگر ( ب

.gr(Γ(R[X])) = gr(Γ(R[[X]])) = ٣ آن�گاه ،gr(Γ(R)) = ٣ اگر .٢

.gr(Γ(R)) = ۴ کنیم فرض .٣

.gr(Γ(R[X])) = gr(Γ(R[[X]])) = ۴ آن�گاه باشد، یافته تقلیل R اگر ( الف

.gr(Γ(R[X])) = gr(Γ(R[[X]])) = ٣ آن�گاه نباشد، یافته تقلیل R اگر ( ب

.gr(Γ(R[X])) = gr(Γ(R[[X]])) = ٣ آن�گاه نباشد، یافته تقلیل R اگر که دیدیم ،١.٢.٣ لم در برهان.

هستند. برقرار (٣-ب) گزاره و (١-ب) گزاره لذا

است. برقرار حͺم لذا .Γ(R) ⊆ Γ(R[X]) ⊆ Γ(R[[X]]) زیرا است برقرار وضوح به (٢) گزاره

،Γ(R) ⊆ Γ(R[X]) چون .gr(Γ(R)) = ۴ مͬ�کنیم فرض ابتدا باشد. یافته تقلیل R کنیم فرض حال

لذا ،R ⊆ Q(R) = K١ × K٢ داریم ٢٠.١.٣ قضیه از هم�چنین .gr(Γ(R[X])) ≤ ۴ این�صورت در

هیچ شامل Γ(R[X]) ⊆ Γ(K١[X]×K٢[X]) بنابراین .R[X] ⊆ (K١ ×K٢)[X] ⊆ K١[X]×K٢[X]

(٣-الف) گزاره نتیجه در .gr(Γ(R[[X]])) = ۴ مشابه طور به و gr(Γ(R[X])) = ۴ لذا نیست مثلثͬ

است. برقرار

علاوه، به .gr(Γ(R[X])) ≤ ۴ داریم ١.٢.٣ لم از استفاده با .gr(Γ(R)) = ∞ کنیم فرض سرانجام،

R[X] ⊆ Z٢[X]×K[X] بنابراین است. میدان ͷی K که R ⊆ Q(R) = Z٢×K داریم ٢٢.١.٣ قضیه از

طور به و .gr(Γ(R[X])) = ۴ لذا نیست. مثلثͬ هیچ شامل Γ(R[X]) ⊆ Γ(Z٢[X]×K[X]) نتیجه در و

است. برقرار نیز (١-الف) گزاره بنابراین .gr(Γ(R[[X]])) = ۴ مشابه
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قرار بررسͬ مورد را توانͬ سری�های حلقه یا چندجمله�ایها حلقه صفر مقسوم�علیه�های گراف قطر حال

یͺسان کمر و قطر لذا ،Γ(R) ∼= Γ(Q(R)) چون .R[X] ⊆ Q(R)[X] ⊆ Q(R[X]) همواره مͬ�دهیم.

.diam(Γ(R[X])) = diam(Γ(Q(R)[X])) = diam(Γ(Q(R[X]))) پس دارند

و [١۶] ،diam(Γ(R)) ≤ diam(Γ(R[[X]])) و diam(Γ(R)) ≤ diam(Γ(R[X])) همواره هم�چنین

.diam(Γ(R)) = diam(Γ(R[X])) = diam(Γ(R[[X]])) آن�گاه ،diam(Γ(R)) = ٣ هرگاه بنابراین .[۶]

Γ(R[[X]]) و Γ(R[X]) بنابراین و R ∼= Z٢[Y ]/(Y ٢) یا R ∼= Z۴ آن�گاه ،diam(Γ(R)) = ٠ اگر و

،a ∈ Z∗(R) هر برای زیرا diam(Γ(R[X])) = diam(Γ(R[[X]])) = ١ و هستند کامل گراف�های دو هر

است. Γ(R[[X]]) و Γ(R[X]) در ١ طول به مسیر ͷی a− ax

اگر باشد. منظم نیومن فون Q(R) و باشد یافته) (تقلیل جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .٣.٢.٣ قضیه

این غیر در .١ = diam(Γ(R)) < diam(Γ(R[X])) = diam(Γ(R[[X]])) = ٢ آن�گاه ،R ∼= Z٢ × Z٢

ایده�آل دو دقیقا R اگر است ٢ (برابر .diam(Γ(R)) = diam(Γ(R[X])) = diam(Γ(R[[X]])) صورت

باشد.) داشته مینیمال اول ایده�آل سه حداقل R اگر است ٣ برابر و باشد، داشته مینیمال اول

اگر یافته�اند. تقلیل ͬͽهم R[[X]] و R[X] ،Rپس باشد. منظم نیومن فون Q = Q(R) کنیم فرض برهان.

R[X] ∼= Z٢[X]×Z٢[X] نتیجه در استو گرافکامل Γ(R) لذا ،diam(Γ(R)) = ١ آنͽاه ،R ∼= Z٢×Z٢

فرض حال .diam(Γ(R[X])) = diam(Γ(R[[X]])) = ٢ بنابراین .R[[X]] ∼= Z٢[[X]] × Z٢[[X]] و

پس است یافته تقلیل R و دارد مینیمال اول ایده�آل ٢ دقیقا R این�صورت در .diam(Γ(R)) = ٢ کنیم

بنابراین است. میدان ͷی Ki هر که Q = K١×K٢ ،٧.٣.٢ قضیه بنابر نتیجه در باشد ایده�آل ͷی نمͬ�تواند

،٢۶.١.٣ قضیه از استفاده با بنابراین .R[[X]] ⊆ K١[[X]] × K٢[[X]] و R[X] ⊆ K١[X] × K٢[X]

با آن�گاه باشد، داشته مینیمال اول ایده�آل سه حداقل R اگر .diam(Γ(R[X])) = diam(Γ(R[[X]])) = ٢

نتیجه در و diam(Γ(R)) = ٣ داریم ،٧.٣.٢ قضیه از استفاده

diam(Γ(R[X])) = diam(Γ(R[[X]])) = ٣.
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Γ(R(+)M) کمر و قطر بررسͬ ٣.٣

-مدول R توسط R حلقه توسیع از حاصل که حلقه�ای صفر مقسوم�علیه�های گراف کمر و قطر بخش این در

R کنیم فرض مͬ�کنیم. بیان را توسیع این ساختار اختصار به� ابتدا مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را است M

مͬ�دهیم: قرار باشد. (یͺانͬ) -مدول R ͷی M و جابجایͬ حلقه ͷی

R(+)M := {
(

a m
٠ a

)
| a ∈ R,m ∈ M}.

علامت با را R(+)M از عنصر هر مͬ�توان مͬ�شوند. تعریف طبیعͬ طور به R(+)M روی ضرب و جمع

مͬ�شوند: تعریف زیر صورت به R(+)M روی ضرب و جمع بنابراین داد نمایش نیز (a,m)

(a,m) + (b, n) = (a+ b,m+ n) , (a,m)(b, n) = (ab, an+ bm).

که داد خواهیم نشان زیر قضایای در بشناسیم. را R(+)M صفر مقسوم�علیه�های مجموعه است لازم

ann(M) = {r ∈ R | ∀m ∈ M, rm = ٠} که به�طوری Z(R(+)M) = (Z(R) ∪ Z(M))(+)M

در است، ناصفر M مͬ�کنیم فرض همواره .Z(M) = {r ∈ R | rm = ٠, ٠ ̸= m ∈ M بعضͬ برای } و

برای هم θ علامت از هم�چنین .{٠}(+)M ⊆ nil(R(+)M) زیرا بود نخواهد یافته تقلیل R(+)M نتیجه

مͬ�کنیم. استفاده M صفر زیرمدول� برای هم و M صفر عنصر

(a,m) ∈ Z(R(+)M) این�صورت در باشد. -مدول R ͷی M و حلقه ͷی R کنیم فرض .١.٣.٣ قضیه

.a ∈ Z(R) ∪ Z(M) اگر تنها و اگر

ناصفر عنصر این�صورت در .a ̸= ٠ کرد فرض مͬ�توان .(a,m) ∈ Z(R(+)M) کنیم فرض برهان.

،b = ٠ اگر .(a,m)(b, n) = (ab, bm + an) = (٠, θ) که مͬ�کنیم انتخاب طوری را (b, n) ∈ R(+)M

نتیجه در ab = ٠ چون آن�گاه ،b ̸= ٠ اگر و a؛ ∈ Z(M) نتیجه در و (a,m)(٠, n) = (٠, an) آن�گاه

.a ∈ Z(R)
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عنصر ،a ∈ Z(R) اگر .a ∈ Z(R) ∪ Z(M) کنیم فرض و (a,m) ∈ R(+)M کنیم فرض برعͺس،

.ab = ٠ که مͬ�کنیم انتخاب طوری را b ∈ R ناصفر

.(a,m) ∈ Z(R(+)M) نتیجه در و (a,m)(b, θ) = (٠, θ) آن�گاه ،b ∈ Ann(M) اگر

(a,m)(٠, bc) = (٠, θ) لذا .bc ̸= θ که مͬ�کنیم انتخاب طوری را c ∈ M عنصر ،b /∈ Ann(M) اگر

.(a,m) ∈ Z(R(+)M) نتیجه در و

.(a,m)(٠, c) = (٠, θ) لذا .ac = θ داریم c ∈ M ناصفر عناصر بعضͬ برای آن�گاه ،a ∈ Z(M) اگر

.(a,m) ∈ Z(R(+)M) نتیجه در

این�صورت در باشد. ناصفر -مدول R ͷی M و جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .٢.٣.٣ قضیه

و |D| ≥ ٣ و است صحیح حوزه ͷی D که ،R ∼= D × Z٢ اگر تنها و اگر gr(Γ(R(+)M)) = ۴

.(gr(Γ(R)) = ∞ (بنابراین .M ∼= Z٢

|D| ≥ ٣ و است صحیح حوزه ͷی D که S = R(+)M ∼= D × B = T ،٢١.١.٣ قضیه بنابر برهان.

باشد یافته تقلیل باید R پس |nil(S)|؛ = |nil(T )| = ٢ بنابراین .B = Z٢[X]/(X٢) یا B = Z۴ و

نتیجه در .C ∼= Z٢ که به�طوری nil(T ) = {٠} × C و nil(S) = {٠}(+)M لذا .M ∼= Z٢ و

.R ∼= R(+)M/{٠}(+)M ∼= D ×B/{٠} × C ∼= D × Z٢

φ(((d, a), b)) = (d, a+ bX) ضابطه�ی با φ : (D×Z٢)(+)Z٢ → D×Z٢[X]/(X٢) نͽاشت لذا

است. یͺریختͬ ͷی

این�صورت در باشد. ناصفر -مدول R ͷی M و جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .٣.٣.٣ قضیه

باشد. برقرار زیر گزاره�های از ͬͺی دقیقا اگر تنها و اگر ،gr(Γ(R(+)M)) = ∞

.M ∼= Z٣ و R ∼= Z٣ .١

.M ∼= Z٢ و باشد صحیح حوزه ͷی R یا R ∼= Z٢ × Z٢ .٢
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یا A ∼= B اگر تنها و اگر gr(Γ(A)) = ∞ ،٢٣.١.٣ قضیه بنابر .A = R(+)M مͬ�دهیم قرار برهان.

است. ستاره گراف ͷی Γ(A) یا ،B = Z٢[X]/(X٢) یا B = Z۴ که A ∼= Z٢ ×B

باشد. Z٢(+)Z٢ ∼= Z٢[X]/(X٢) باید A بنابراین |A|؛ = ۴ آن�گاه ،A ∼= B اگر

باشد. (Z٢ × Z٢)(+)Z٢ ∼= Z٢ × Z٢[X]/(X٢) باید A آن�گاه ،A ∼= Z٢ ×B اگر

فرض ابتدا .|nil(A)| ≤ ۴ ،٢۵.١.٣ تذکر به توجه با باشد. ستاره گراف ͷی Γ(A) کنیم فرض حال

است یافته تقلیل R یا است صحیح حوزه ͷی R و M ∼= Z٢ ،٢.٣.٣ قضیه بنابر .|nil(A)| = ٢ مͬ�کنیم

R ∼= Z٢ ×K ،٢٢.١.٣ قضیه بنابر دوم، مورد در .gr(Γ(R)) = ∞ که به�طوری نیست) صحیح حوزه (و

،|K| ≥ ٣ اگر کند. عمل (a, b)m = am با M روی R که کنیم فرض مͬ�توانیم است. میدان ͷی K که

Γ(A) در ۴ طول به دور ͷی ((٠,١),٠)− ((٠,٠),١)− ((٠, a),٠)− ((١,٠),٠)− ((٠,١),٠) آن�گاه

ͷی Γ(A) کردیم فرض زیرا است تناقض ͷی که gr(Γ(A)) ≤ ۴ بنابراین است. a ∈ K − {٠,١} برای

است. ستاره گراف

Z٣(+)Z٣ ∼= Z٣[X]/(X٢) باید A پس .A ∼= Z٣[X]/(X٢) یا A ∼= Z٩ آن�گاه ،|nil(A)| = ٣ اگر

باشد.

باشد. A ∼= Z۴[X]/(٢X,X٢ − ٢) یا A ∼= Z٢[X]/(X٣) ،A ∼= Z٨ آن�گاه ،|nil(A)| = ۴ اگر

،M از m٣ و m٢ ،m١ متمایز ناصفر عناصر برای آن�گاه ،|M | = ۴ (اگر M ∼= Z٢ و |R| = ۴ بنابراین

با که gr(Γ(A)) = ٣ لذا بود خواهد ٣ طول به دور ͷی ،(٠,m١) − (٠,m٢) − (٠,m٣) − (٠,m١)

که gr(Γ(A)) = ٣ مورد هر در و R ∼= Z٢[X]/(X٢) یا R ∼= Z۴ مورد، این در است). تناقض در فرض

مͬ�رسیم. تناقض به دوباره

که را مواردی A = R(+)M توسیع برای اثباتش، و ٣.٣.٣ قضیه از استفاده با الف) .۴.٣.٣ تذکر

است: زیر صورت به gr(Γ(A)) = ∞

.A = Z٢(+)Z٢ ∼= Z٢[X]/(X٢) اگر تنها و اگر است، نقطه ͷی Γ(A) .١
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.A = (Z٢ × Z٢)(+)Z٢ ∼= Z٢ × Z٢[X]/(X٢) اگر تنها و اگر ،Γ(A) = K
١,٣ .٢

.A = Z٣(+)Z٣ ∼= Z٣[X]/(X٢) اگر تنها و اگر ،Γ(A) = K١,١ .٣

است. نامتناهͬ صحیح حوزه ͷی R که A = R(+)Z٢ اگر تنها و اگر ،Γ(A) = K١,n ،n ≥ ٢ برای .۴

(بنابراین R/N ∼= Z٢ که به�طوری است N ماکسیمال ایده�آل با صحیح حوزه ͷی R آخر، مورد در

.R(+)Z٢ ∼= R[X]/(NX,X٢) و نیست) میدان و باشد نامتناهͬ باید R

آن�گاه باشد، یافته تقلیل R اگر باشد. نامتناهͬ جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض ،٢۴.١.٣ قضیه بنابر ب)

لذا .R ∼= D×Z٢ ،D نامتناهͬ صحیح دامنه�های از بعضͬ برای اگر تنها و اگر است، ستاره گراف ͷی Γ(R)

R ∼= D(+)Z٢ اگر تنها و اگر است ستاره گراف ͷیM -مدول R توسط R حلقه توسیع (الف)، به توجه با

است. نامتناهͬ صحیح حوزه ͷی D که

که مͬ�کنیم یادآوری مͬ�رسانیم. پایان به Γ(R(+)M) قطر درباره قضیه تعدادی ارائه با را بخش این

بنابراین و {٠}(+)M ⊆ nil(R(+)M) زیرا نیست یافته تقلیل R(+)M آن�گاه باشد، ناصفر M اگر

Z(R(+)M) = (Z(R)∪Z(M))(+)M که مͬ�شود نتیجه ٧.٣.٢ قضیه از لذا .diam(Γ(R(+)M)) ≤ ٢

.( است R ایده�آل ͷی Z(R) ∪ Z(M) بنابراین و ) است R(+)M ایده�آل ͷی

.R(+)M ∼= Z٢(+)Z٢ ∼= Z٢[X]/(X٢) اگر تنها و اگر ،diam(Γ(R(+)M)) = ٠ که است واضح

.diam(Γ(R(+)M)) ≤ ١ هنͽام چه مͬ�کنیم مشخص ابتدا

مͬ�کنیم. مشخص را Γ(R(+)M) بودن کامل برای M و R روی کافͬ و لازم شرط چیز هر از قبل

.(Z(R))٢ = ٠ اگر تنها و اگر است کامل Γ(R) آن�گاه ،R ≇ Z٢×Z٢ اگر کردیم ثابت ۵.٣.٢ قضیه در

کامل بنابراین .(Z(R(+)M))٢ ̸= ٠ اما (Z(R))٢ = ٠ است ممͺن که مͬ�دهیم نشان زیر مثال�های در

نیست. Γ(R(+)M) بودن کامل برای تضمینͬ Γ(R) بودن

اگر .diam(Γ(Z٩)) = ١ داریم مͬ�گیریم. نظر در را Z٩(+)Z٩ مدول، معمولͬ عمل تحت .۵.٣.٣ مثال



۶٠ صفر مقسوم�علیه�های گراف از کاربردهایͬ .٣

داریم ،r ∈ Z٩ − Z(Z٩) برای بنابراین .m = ٠ اگر تنها و اگر rm = ٠ آن�گاه ،r ∈ Z٩ − Z(Z٩)

.(r,m) /∈ Z(Z٩(+)Z٩)∗

بنابراین ،(٣,١)(٣,٣) ̸= ٠ و (٠,٣)(r,m) = ٠ داریم (r,m) ∈ Z(Z٩(+)Z٩)∗ هر برای حال

.diam(Γ(Z٩(+)Z٩)) = ٢

..

(٠,٣)

.

(٣,٣)

.

(٣,١)

..

(diam(Γ(Z٩(+)Z٩)) = ٢) :٢.٣ شͺل

.diam(Γ(R)) = ١ لذا ،Z∗(R) = {ax | a ∈ Z∗} چون .R = Z[x]/(x٢) کنیم فرض .۶.٣.٣ مثال

واضح .(٢,١), (٣,١) ∈ Z∗(R(+)M) داریم .(a+bx)m = am مͬ�کنیم تعریف Mو = Z۶ فرضکنیم

لذا .ann((٣,١)) = {(٠,٢), (٠,٠), (٠,۴)} که حالͬ در ،ann((٢,١)) = {(٠,٣), (٠,٠)} که است

.diam(Γ(R(+)M)) = پس٣ ،d((٢,١), (٣,١)) = ٣

..

(٠,٣)

.

(٠,٢)

.

(٢,١)

.

(٣,١)

...

(diam(Γ(Z[x]/(x٢)(+)Z۶)) = ٣) :٣.٣ شͺل

باشد. کامل گراف ͷی Γ(R(+)M) تا بͽیریم درنظر باید را زیر شرط سه



۶١ Γ(R(+)M) کمر و قطر بررسͬ .٣.٣

.(Z(R))٢ = ٠ .١

.m ∈ M∗ هر برای rm ̸= ٠ ،r ∈ R− Z(R) هر برای .٢

.rM = ٠ آن�گاه ،r ∈ Z∗(R) اگر .٣

است. Z(R) ⊆ ann(M) و Z(M) ⊆ Z(R) با معادل ترتیب به (٣) شرط و (٢) شرط

ندارند. را دوم شرط Z[x]/(x٢) حلقه ،۶.٣.٣ مثال در و سوم شرط Z٩ حلقه ،۵.٣.٣ مثال در

سه R(+)M اگر تنها و اگر است کامل Γ(R(+)M) این�صورت در .Γ(R) ̸= ∅ کنیم فرض .٧.٣.٣ قضیه

باشد. دارا را (٣) و (٢) ،(١) شرط

این�صورت در .m ∈ M∗ و r, s ∈ Z∗(R) کنیم فرض باشد. کامل Γ(R(+)M) کنیم فرض (⇐) برهان.

و rs = ٠ ،r, s ∈ Z∗(R) هر برای لذا .(r,m)(s,٠) = (٠,٠) بنابراین ,(r,m)؛ (s,٠) ∈ Z∗(R(+)M)

.Z(R)٢ = ٠

(r,٠) ∈ Z∗(R(+)M) آن�گاه ،rm = ٠ باشیم داشته m ∈ M∗ و r ∈ R−Z(R) بعضͬ ازای به اگر

لذا است کامل Γ(R(+)M) چون .a ∈ Z∗(R) مͬ�کنیم فرض بنابراین .(r,٠)(٠,m) = (٠,٠) زیرا

موجود m ∈ M∗ ͷی a ∈ Z∗(R) بعضͬ ازای به اگر حال است. تناقض ͷی که (r,٠)(a,٠) = (٠,٠)

که (a,٠)(٠,m) = (٠, am) ̸= (٠,٠) اما ،(a,٠), (٠,m) ∈ Z∗(R(+)M) آن�گاه ،am ̸= ٠ که باشد

رسیدیم. تناقض به دوباره

بنابراین باشند. برقرار (٣) و (٢) ،(١) شرط�های کنیم فرض (⇒)

Z∗(R(+)M) = {(٠,m) | m ∈ M∗} ∪ {(a, n) | a ∈ Z∗(R), n ∈ M}.

.(r,m)(s, n) = ٠ که است واضح آن�گاه ،r = s = ٠ اگر .(r,m), (s, n) ∈ Z∗(R(+)M) کنیم فرض

.(r,m)(٠, n) = (٠,٠) پس .rM = ٠ داریم (٣) شرط از آن�گاه ،r ∈ Z∗(R) و s = ٠ اگر



۶٢ صفر مقسوم�علیه�های گراف از کاربردهایͬ .٣

داریم (٣) شرط از استفاده با و rs = ٠ داریم (١) شرط از استفاده با آن�گاه ،r, s ∈ Z(R)∗ اگر

است. کامل Γ(R(+)M) لذا .(r,m)(s, n) = (٠,٠) بنابراین ،rM = sM = ٠

.(Z(R(+)M))٢ = ٠ اگر تنها و اگر است کامل Γ(R(+)M) .٨.٣.٣ نتیجه

مͬ�شود. نتیجه قبل قضیه از اثبات برهان.

عبارات این�صورت در باشد. ناصفر -مدول R ͷی M و جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .٩.٣.٣ قضیه

معادلند. زیر

است. کامل گراف ͷی Γ(R(+)M) .١

diam(Γ(R(+)M)) ≤ ١ .٢

.Z(R)٢ = {٠} و Z(R) = Z(M) = ann(M) .٣

.Z(R(+)M)٢ = {٠} .۴

است. واضح (٢⇐ ١) برهان.

و b ∈ Z∗(M) ،a ∈ Z∗(R) کنیم فرض .diam(Γ(R(+)M)) ≤ ١ کنیم فرض (٣⇐ ٢)

و متمایزند (a,٠), (b,m) ∈ (Z(R)∪Z(M))(+)M = Z(R(+)M) این�صورت در .٠ ̸= m ∈ M

مͬ�دهد نشان مطلب این .(٠,٠) = (a,٠)(b,m) = (ab, am) بنابراین هستند. مجاور Γ(R(+)M) در لذا

همواره ann(M) ⊆ Z(M) چون .Z(R)Z(M) = {٠} و Z(M) ⊆ Z(R) ،Z(R) ⊆ ann(M) که

.Z(R)٢ = {٠} و Z(R) = Z(M) = ann(M) لذا است، برقرار

داریم این�صورت در .Z(R)٢ = {٠} نیز و Z(R) = Z(M) = ann(M) کنیم فرض (۴ ⇐ ٣)

مͬ�دهد. نتیجه را Z(R(+)M)٢ = {٠} که Z(R(+)M) = (Z(R) ∪ Z(M))(+)M = Z(R)(+)M

است. واضح (١⇐ ۴)



۶٣ Γ(R(+)M) کمر و قطر بررسͬ .٣.٣

این�صورت در باشد. ناصفر -مدول R ͷی M و جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .١٠.٣.٣ قضیه

،x, y ∈ Z(R) ∪ Z(M) هر برای اگر تنها و اگر diam(Γ(R(+)M)) ≤ ٢

یا xz؛ = yz = ٠ که به�طوری باشد داشته وجود ٠ ̸= z ∈ ann(M) ͷی .١

.xm = ym = ٠ که باشد داشته وجود ٠ ̸= m ∈ M ͷی .٢

کنیم فرض هم�چنین .x, y ∈ Z(R) ∪ Z(M) کنیم فرض .diam(Γ(R(+)M)) ≤ ٢ کنیم فرض برهان.

.m = ٠ مͬ�شود نتیجه xm = ym = ٠ از ،m ∈ M برای این�صورت در نباشد. برقرار (٢) گزاره

در و xm = ٠ ،٠ ̸= m ∈ M بعضͬ ازای به این�صورت در .x ∈ Z(M) که مͬ�کنیم فرض ابتدا

مانند عنصری بنابراین نیستند؛ مجاور و متمایزند (x,m), (y,٠) ∈ Z∗(R(+)M) پس .ym ̸= ٠ نتیجه

لذا است. مجاور آن�ها دوی هر با که دارد وجود (z, b) ∈ Z∗(R(+)M)

.(٠,٠) = (y,٠)(z, b) = (yz, yb) و (٠,٠) = (x,m)(z, b) = (xz, xb+mz)

قبل توضیحات از .x(zn) = y(zn) = ٠ ،n ∈ M هر برای مͬ�شود نتیجه xz = yz = ٠ تساوی از

.z ∈ ann(M) بنابراین zn؛ = ٠ داریم

.z ̸= ٠ بنابراین b؛ = ٠ مͬ�شود نتیجه xb = yb = ٠ از ترتیب همین به

٠ ̸= m ∈ M هر و (y,m) و (x,٠) برای را بالا استدلال کافیست آن�گاه ،x ∈ Z(R) − Z(M) اگر

است. برقرار (١) گزاره بنابراین کنیم. تͺرار

کنیم فرض باشد. برقرار (٢) یا (١) گزاره ،x, y ∈ Z(R) ∪ Z(M) هر برای کنیم فرض برعͺس،

.x, y ∈ Z(R) ∪ Z(M) این�صورت در نباشند؛ مجاور و باشند متمایز (x, a), (y, b) ∈ Z∗(R(+)M)

دارد. وجود آن�ها دوی هر با مجاور (z,٠) مانند ناصفری عنصر آن�گاه باشد، برقرار (١) گزاره اگر

دارد. وجود آن�ها دوی هر با مجاور (٠,m) مانند ناصفر عنصر ͷی آن�گاه باشد، برقرار (٢) گزاره اگر

.diam(Γ(R(+)M) ≤ ٢ بنابراین

.diam(Γ(R(+)M)) ≤ ٢ اگر Z(M) ⊆ Z(R) یا Z(R) ⊆ Z(M) که مͬ�شویم متذکر



۶۴ صفر مقسوم�علیه�های گراف از کاربردهایͬ .٣

y ∈ Z(M) − Z(R) و x ∈ Z(R) − Z(M) .Z(M) ⊈ Z(R) و Z(R) ⊈ Z(M) کنیم فرض

١٠.٣.٣ قضیه (٢) و (١) گزاره�های از ͷهیچ�ی در x, y ∈ Z(R)∪Z(M)این�صورت در مͬ�کنیم. انتخاب

نمͬ�کند. صدق

شرط دو کردیم، اشاره آن�ها به قبلا که (٣) و (٢) ،(١) شرط�های اساس بر بخش، این پایانͬ قضایای در

مͬ�کنیم. بیان را diam(Γ(R(+)M)) = ٢ اینͺه برای کافͬ

آن�گاه نباشد، برقرار (١) شرط اما باشد برقرار (٣) شرط و (٢) شرط R(+)M در اگر .١١.٣.٣ قضیه

.diam(Γ(R(+)M)) = ٢

بعضͬ ازای به باشد. دارا را (٣) شرط نمͬ�تواند M -مدول Z٢ × Z٢ که مͬ�شویم متذکر ابتدا برهان.

چون .(١,٠).m = ٠M = (٠,١).m اما ((١,٠) + (٠,١)).m = (١,١).m = m ،m ∈ M∗

.diam(Γ(R(+)M)) > ١ نتیجه در و diam(R) > ١ باشیم داشته باید ،(Z(R))٢ ̸= ٠ و R ̸= Z٢×Z٢

هر برای ترتیب این به .(r,m)(٠, n) = ٠ داریم m,n ∈ M هر برای آن�گاه ،r ∈ Z∗(R) اگر

.diam(Γ(R(+)M)) = ٢ نتیجه در .d((r,m), (s, n)) ≤ ٢ داریم (r,m), (s, n) ∈ Z∗(R(+)M)

آن�گاه باشد، نداشته (٣) شرط اما باشد دارا را (٢) شرط و (١) شرط R(+)M اگر .١٢.٣.٣ قضیه

.diam(Γ(R(+)M)) = ٢

،m ∈ M∗ و a ∈ Z∗(R) بعضͬ برای باشد، داشته را (٢) و (١) شرط�های R(+)M کنیم فرض برهان.

داریم ،(r١, n١), (r٢, n٢) ∈ Z∗(R(+)M) هر برای .am ̸= ٠ داریم

(r١, n٠)(١, am) = (٠,٠) = (r٢, n٠)(٢, am).

.diam(Γ(R(+)M)) = ٢ نتیجه در ،(a,٠)(٠,m) ̸= (٠,٠) چون و diam(Γ(R(+)M)) ≤ ٢ لذا

کردیم. بیان را diam(Γ(R(+)M)) = ٢ که این برای کافͬ شرط دو ١٢.٣.٣ و ١١.٣.٣ قضایای در

اگر لذا هستند، معادل Z(R) ⊆ ann(M) و Z(M) ⊆ Z(R) با ترتیب به (٣) و (٢) شرط�های چون



۶۵ Γ(R(+)M) کمر و قطر بررسͬ .٣.٣

گزاره مطلب، (این .diam(Γ(R(+)M)) = ٢ آن�گاه ،Z(R)٢ ̸= {٠} و Z(R) = Z(M) = ann(M)

اگر diam(Γ(R(+)M)) = ٢ ،١٢.٣.٣ قضیه بنابر و مͬ�دهد) نتیجه را ١٠.٣.٣ قضیه (٢)

،Z(R)٢ = {٠} اگر که مͬ�شویم (متذکر Z(R)٢ = {٠} و Z(R) ⊈ ann(M) ،Z(R) = Z(M)

مͬ�دهد. نتیجه را ١٠.٣.٣ قضیه (١) گزاره مطلب این که (Z(R) ⊆ Z(M) آن�گاه



۴ فصل

حلقه�ی در صفر مقسوم�علیه�های گراف
حلقه�های روی بالامثلثͬ ماتریس�های

جابجایͬ

۶۶



حلقه�های روی بالامثلثͬ ماتریس�های حلقه در صفر مقسوم�علیه�های گراف بررسͬ به فصل این در

فرض همواره است. بخش ͷی شامل مͬ�باشد، [١٠] مرجع از برگرفته که فصل این بپردازیم. جابجایͬ

حلقه و n× n ماتریس�های حلقه ترتیب به Tn(R) و Mn(R) و ی�ͷدار و جابجایͬ حلقه ͷی R که مͬ�کنیم

به�طوری باشد واحد ماتریس Eij مͬ�کنیم فرض همچنین باشد. R حلقه روی n× n بالامثلثͬ ماتریس�های

است. ناصفرش درایه تنها که دارد قرار ١ عدد (i, j) مͺان در که

بالامثلثͬ ماتریس�های حلقه�ی در صفر مقسوم�علیه�های گراف ١.۴

کمر و قطر گراف، دو این نتیجه در و هستند ایزومورف Γ(Q(R)) و Γ(R) که دادیم نشان ٩.٢.٢ قضیه در

حال کردیم. بررسͬ Γ(Mn(Q(R))) و Γ(Mn(R)) برای را مشابه مطالبͬ درستͬ همچنین دارند. یͺسان

هستند. ایزومورف گراف�های نیز Γ(Tn(Q(R))) و Γ(Tn(R)) مͬ�دهیم نشان

این�صورت در باشد. آن کامل کسرهای حلقه Q(R) و جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .١.١.۴ قضیه

.Γ(Tn(Q(R))) ≃ Γ(Tn(R))

و باشد جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض مͬ�دهیم. ارائه ١١.٢.٢ قضیه اثبات به مشابه اثباتͬ برهان.

: مͬ�دهیم قرار .A ∈ Tn(R)

. annR(A)
R = {X ∈ Tn(R) | AX = ٠} و annR(A)

L = {X ∈ Tn(R) | XA = ٠}

: مͬ�کنیم تعریف A,B ∈ Tn(R) برای

A ∼ B ⇔
(

annR(A)
L = annR(B)L و annR(A)R = annR(B)R

)
Z(Tn(R)) روی هم�ارزی رابطه ͷی به و است Tn(R) روی هم�ارزی رابطه ͷی ∼ رابطه�ی که است واضح

است. Γ(Tn(R)) از رئوس مجموعه که به�طوری مͬ�شود محدود

و Z(Tn(R)) روی فوق شده تعریف هم�ارزی رابطه�ی .Q = Q(R) و S = R − Z(R) مͬ�دهیم قرار

مͬ�دهیم. نمایش [A]Q و [A]R با را آن�ها به مربوط ارزی هم کلاس و ،∼Q و ∼R با ترتیب به را Z(Tn(Q))



۶٨ جابجایͬ حلقه�های روی بالامثلثͬ ماتریس�های حلقه�ی در صفر مقسوم�علیه�های گراف .۴

مͬ�دهیم. نشان (aij/s) ∈ Tn(Q) ماتریس با را A/s ،s ∈ R − Z(R) و A = (aij) ∈ Tn(R) اگر

چون .s ∈ R−Z(R) و B ∈ Z(Tn(R)) ازای به ،A = B/s اگر تنها و اگر A ∈ Z(Tn(Q)) که مͬ�دانیم

: داریم لذا (aij/s) ∼Q (aij/t) ،s, t ∈ S هر برای

. Z∗(Tn(Q)) =
∪

λ∈Λ[Aλ/١]Q و Z∗(Tn(R)) =
∪

λ∈Λ[Aλ]R

دارد. وجود [Aλ]R 7→ [Aλ/١]Q ضابطه�ی با ∼Q و ∼R هم�ارزی کلاس�های مجموعه بین دوسویͬ تابع ͷی

داد نشان مͬ�توان و هستند مجزا اجتماع دو هر

∀A ∈ Z∗(Tn(R)) ; |[A]R| = |[A/١]Q|.

هر برای ϕλ : [Aλ]R → [Aλ/١]Q دوسویͬ تابع بنابراین مͬ�باشد. ٩.٢.٢ قضیه اثبات نظیر دقیقا آن اثبات

دارد. وجود λ ∈ Λ

تعریف ϕ(X) = ϕλ(X) ضابطه با را ϕ : Z∗(Tn(R)) → Z∗(Tn(Q)) نͽاشت ،X ∈ [Aλ]R اگر

،Z∗(Tn(R)) در مͬ�دهیم نشان است. دوسویͬ ͷی Γ(Tn(Q)) به Γ(Tn(R)) از ϕ نͽاشت مͬ�کنیم.

.ϕ(X)ϕ(Y ) = ٠ ،Z∗(Tn(Q)) در اگر فقط و اگر XY = ٠

X تصاویر Z ∈ [B/١]Q و W ∈ [A/١]Q کنیم فرض همچنین .Y ∈ [B]R و X ∈ [A]R کنیم فرض

شویم متذکر است لازم باشند. ϕ تحت Y و

. annQ(Y )L = annQ(B)L = annQ(Z)L و annQ(X)R = annQ(A)
R = annQ(W )R

بنابراین

XY = ٠⇔ Y ∈ annQ(X)R = annQ(W )R ⇔ WY = ٠

⇔ W ∈ annQ(Y )L = annQ(Z)L ⇔ WZ = ٠.

.Γ(Tn(R)) ≃ Γ(Tn(Q(R))) نتیجه در



۶٩ بالامثلثͬ ماتریس�های حلقه�ی در صفر مقسوم�علیه�های گراف .١.۴

گرافمقسوم�علیه�های جابجایͬ، حلقه�های برخلافگرافمقسوم�علیه�هایصفر که شدیم متذکر دوم فصل در

جابجایͬ حلقه هر برای Γ(Mn(R)) کردیم ثابت همچنین نیستند. همبند الزاما ناجابجایͬ حلقه�های صفر

است. برقرار نیز Γ(Tn(R)) برای مطلب این مͬ�دهیم نشان حال است. همبند R

و است همبند Γ(Tn(R)) این�صورت در باشد. جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .٢.١.۴ قضیه

diam(Γ(Tn(R))) ≤ ٣.

اگر تنها و اگر است همبند R ناجابجایͬ حلقه از صفر مقسوم�علیه گراف ͷی داریم، ٩.١.٢ قضیه از برهان.

.diam(Γ(R)) ≤ ٣ آنͽاه باشد، همبند گراف اگر همچنین .Zl(R) = Zr(R)

و است همبند Γ(Tn(Q(R))) که مͬ�دهد نشان تساوی این ،Γ(Tn(R)) ≃ Γ(Tn(Q(R))) چون

A ماتریس که مͬ�کنیم یادآوری مͬ�کنیم. ثابت Γ(Tn(Q(R))) برای را قضیه .diam(Γ(Tn(Q(R)))) ≤ ٣

.det(A) ∈ Z(R) اگر تنها و اگر Mn(R)است در راست صفر مقسوم�علیه ͷی یا چپ صفر مقسوم�علیه ͷی

دهیم نشان کافیست هستند. صفر مقسوم�علیه یا وارون�پذیرند یا Q(R) عناصر که مͬ�شویم متذکر همچنین

.Zl(Tn(Q(R))) = Zr(Tn(Q(R)))

،i ∈ ١,٢, ..., n بعضͬ ازای به لذا ،a١١a٢٢...ann ∈ Z(Q(R)) داریم ،A ∈ Zl(Tn(Q(R))) برای

.a١١b = ٠ که به�طوری یافت b ∈ Q(R)∗ مͬ�توان آنͽاه ،a١١ ∈ Z(Q(R)) اگر .aii ∈ Z(Q(R)) داریم

نتیجه در است جابجایͬ R چون .AB = a١١b = ٠ این�صورت در .B = bE١١ مͬ�دهیم قرار

.A ∈ Zr(Tn(Q(R)))

،ak+١,k+١ ∈ Z(Q(R)) و a١١, a٢٢, ..., akk ∈ U(Q(R)) باشیم داشته k < n بعضͬ ازای به اگر

مقدماتͬ سطری اعمال از استفاده با .ak+١,k+١b = ٠ که به�طوری دارد وجود b ∈ Q(R)∗ بعضͬ آنͽاه

که به�طوری یافت Tn(Q(R)) در P١, P٢, ..., Ps مانند وارون�پذیر ماتریس� تعدادی مͬ�توان ماتریس�ها،



٧٠ جابجایͬ حلقه�های روی بالامثلثͬ ماتریس�های حلقه�ی در صفر مقسوم�علیه�های گراف .۴

AP١P٢...Ps =



a١١ ٠ . . . ٠ ٠ . . . ٠
a٢٢ . . . ٠ ٠ . . . ٠

. . . ... ... . . .
...

akk ٠ . . . ٠
ak+١,k+١ . . . ∗

. . . ...
ann


.

.P١P٢...PsC ̸= ٠ و AP١P٢...PsC = ٠ کرد بررسͬ مͬ�توان آسانͬ به لذا ،C = bE(k+١)n ̸= ٠ دستͽاه

و است همبند Γ(Tn(Q(R))) نتیجه در .A ∈ Zr(Tn(Q(R))) بنابراین

diam(Γ(Tn(Q(R)))) = diam(Γ(Tn(R))) ≤ ٣.

است. صفر مقسوم�علیه شامل Tn(R) نباشد، صفر مقسوم�علیه شامل R اگر حتͬ که دید مͬ�توان خوبͬ به

جابجایͬ حلقه هر برای بنابراین .AB ̸= ٠ که به�طوری یافت Z∗(Tn(R)) در متمایز A,B همواره مͬ�توان

.diam(Γ(Tn(R))) ≥ ٢ ،R

diam(Γ(R)) ≤ diam(Γ(Tn(R)))این�صورت در باشد. جابجایͬ حلقه ͷی R فرضکنیم .٣.١.۴ گزاره

مͬ�کنیم. تعریف ϕ(a) = aE١١ ضابطه با ϕ : Z∗(R)→Z∗(Tn(R)) نͽاشت a ∈ Z∗(R) هر برای برهان.

تنها و اگر ab = ٠ که کرد بررسͬ مͬ�توان راحتͬ به� است. Γ(Tn(R)) به Γ(R) از دوسویͬ ͷی ϕ نͽاشت

است، همبند Γ(R) که آنجا از است. ایزومورف Γ(Tn(R)) از زیرگرافͬ با Γ(R) لذا .ϕ(a)ϕ(b) = ٠ اگر

.diam(Γ(R)) ≤ diam(Γ(Tn(R))) گرفت نتیجه مͬ�توان

(a, b) ،a, b ∈ Z(R) هر برای کنیم فرض همچنین باشد. جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .۴.١.۴ قضیه

.diam(Γ(Tn(R))) = ٢ این�صورت در باشد. داشته ناصفر پوچساز ͷی

دهیم نشان کافیست لذا پایاست، گراف ͷی قطر و Γ(Tn(R)) ≃ Γ(Tn(Q(R))) که آنجا از برهان.

.diam(Γ(Tn(Q(R)))) = ٢



٧١ بالامثلثͬ ماتریس�های حلقه�ی در صفر مقسوم�علیه�های گراف .١.۴

،det(A) = a١١a٢٢...ann ∈ Z(Q(R)) ،A = (aij), B = (bij) ∈ Z∗(Tn(Q(R))) هر برای

که به�طوری دارند وجود i, j ∈ ١,٢, ..., n بعضͬ لذا .det(B) = b١١b٢٢...bnn ∈ Z(Q(R)) همچنین

برای همچنین .ajj ∈ U(Q(R)) و ass ∈ Z(Q(R)) کنیم فرض j < s هر برای .aii, bjj ∈ Z(Q(R))

.bjj ∈ U(Q(R)) و btt ∈ Z(Q(R)) کنیم فرض j > t هر

که بیابیم طوری را P١, ..., Pr, Q١, ..., Ql ∈ U(Tn(Q(R))) تعدادی مͬ�توان بنابراین

AP١P٢...Pr =



a١١ ٠ . . . ٠ ٠ . . . ٠
a٢٢ . . . ٠ ٠ . . . ٠

. . . ... ... . . .
...

as−١,s−١ ٠ . . . ٠
as,s . . . ∗

. . . ...
ann



Q١Q٢...QlB =



b١١ . . . b١t . . . . . . b١n
. . . ... ...

btt ٠ . . . ٠
. . . ...

. . . ...
bnn


.

.assc = bttc = ٠ که به�طوری دارد وجود c ∈ Q(R) ناصفر عنصر ،ass, btt ∈ Z(Q(R)) برای فرض، به بنا

نتیجه در و ٠ ̸= P١P٢...PrCQ١Q٢...Ql ∈ Z(Tn(Q(R))) این�صورت در ،C = cEst مͬ�دهیم قرار

است. حاصل نتیجه لذا است، Γ(Q(R)) در B به A از مسیر ͷی A → C → B

.diam(Γ(Tn(R))) = ٢ آنͽاه باشد، صحیح حوزه ͷی R اگر .۵.١.۴ نتیجه

این�صورت در باشد. جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .۶.١.۴ گزاره

gr(Γ(Tn(R))) = gr(Γ(Tn(R))) = ٣.

کنیم فرض .gr(Γ(Tn(R))) = ٣ دهیم نشان کافیست برهان.



٧٢ جابجایͬ حلقه�های روی بالامثلثͬ ماتریس�های حلقه�ی در صفر مقسوم�علیه�های گراف .۴

A =


١ −١ ٠ . . . ٠
٠ ٠ ٠ . . . ٠
٠ ٠ ٠ . . . ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ . . . ٠

 ، B =


٠ ١ ٠ . . . ٠
٠ ١ ٠ . . . ٠
٠ ٠ ٠ . . . ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ . . . ٠


و

C =


٠ ١ ٠ . . . ٠
٠ ٠ ٠ . . . ٠
٠ ٠ ٠ . . . ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ . . . ٠

 .

بنابراین .AB = BC = CA = ٠ که به�طوری هستند Z∗(Tn(R)) در متمایز ماتریس�های C و B ، A که

است. حاصل نتیجه لذا است، ٣ طول به جهت�دار دور ͷی A → B → C → A
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complemented . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده متمم



٧۶ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

finite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متناهͬ

adjacent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجاور
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uniquely complemented . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده متمم منحصرا
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Abstract
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