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 تقدیر و تشکر:  

   

سپاس سزاوار پروردگار عالمیان است که روشنی عقل و آگاهی را بر زشتی جهل برتری داد. اینک   

نامه ام را به اتمام رسانده ام برخود لازم می دانم از که با یاری خدای خوب و مهربانم نگارش پایان 

زحمات بزرگوارانی که با راهنمایی های خود سهم عظیمی در تدوین این پایان نامه داشته اند 

 صمیمانه تشکر و قدردانی نمایم.

اینجانب مراتب تشکر و سپاس فراوان خود را از استاد محترم آقای دکتر حجت احسنی طهرانی که   

 زحمت فرموده و راهنمایی این پایان نامه را پذیرفتند ابراز می دارم.قبول 

و همچنین از کلیه اساتید بزرگوار و دوستانی که به نحوی اینجانب را در مسیر این پایان نامه یاری   

 نموده اند تشکر می کنم، از خداوند بزرگ آرزوی موفقیت و سربلندی برای همه این عزیزان دارم. 
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اینجانب عصمت بابامحمدی دانشجوی دوره کارشناسی ارشد رشته ریاضی کاربردی دانشککده علکوم ریاضکی 

دانشگاه صنعتی شاهرود نویسنده پایان نامه کنترل سیستم های توسکی  یافتکه خ کی و پایکداری آن تحکت 

 حجت احسنی طهرانی متعهد می شوم.راهنمائیجناب آقای دکتر 

 .تحقیقات در این پایان نامه توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار است 

 .در استفاده از نتایج پژوهشهای محققان دیگر به مرج  مورد استفاده استناد شده است 

  دریافت هیچ نوع مدرک یا امتیازی در هیچ جا ارائه نشده است.م الب مندرج در پایان نامه تاکنون توسط خود یا فرد دیگری برای 

   و یکا « دانشگاه صنعتی شکاهرود » کلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد و مقالات مستخرج با نام

 «Shahrood  University  of  Technology  ».به چاپ خواهد رسید 

  رعایکت  پایکان نامکهکه در به دست آمدن نتایح اصلی پایان نامه تأثیرگذار بوده اند در مقالات مسکتخرج از حقوق معنوی تمام افرادی

 می گردد.

  در کلیه مراحل انجام این پایان نامه ، در مواردی که از موجود زنده ) یا بافتهای آنها ( استفاده شکده اسکت ضکوابط و اصکول اخ قکی

 رعایت شده است.

 جام این پایان نامه، در مواردی که به حوزه اط عات شخصی افراد دسترسی یافته یا استفاده شده است اصل در کلیه مراحل ان

                                                                                                                                                                     رازداری ، ضوابط و اصول اخ ق انسانی رعایت شده است .

 تاریخ                                                                

 امضای دانشجو                                                                         

 

 

 

 

 

 

 *  متن این صفحه نیز باید در ابتدای نسخه های تکثیر شده پایان نامه وجود داشته باشد .
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 مالکیت نتایج و حق نشر

 اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج، کتاب، برنامه های رایانه ای، نرم افزار ها و  کلیه حقوق معنوی این

تجهیزات ساخته شده است ( متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد. این م لب باید به نحو مقتضی در 

 تولیدات علمی مربوطه ذکر شود.

  مرج  مجاز نمی باشداستفاده از اط عات و نتایج موجود در پایان نامه بدون ذکر. 
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 چکیده

مکی سیستم های توسی  یافته مورد بررسی قرار پذیری و پایداری  کنترل پذیری، مشاهدهدر این پایان نامه 

های فشرده ای را معرفکی مکی کنکیم ککه مکنظم بکودن  صورتبا استفاده از تبدی ت هم ارز متعامد  .گیرید

را مکورد  مشکاهده پکذیری و کنتکرل پکذیری آن ،سیستم را مشخص می کند و از روی منظم بودن سیسکتم

 .بررسی قرار می دهیم

با اسکتفاده  لذا می باشد از سیستم توسی  یافته آسان تر بسیار استاندارداز آنجا که کار کردن با یک سیستم 

 . تبدیل می کنیم استانداردرا به یک سیستم  توسی  یافته سیستماز پس خورد حالت مشتق و گزاره ای 

همچنین در این پایان نامه روشی جدید برای محاسبه ماتریس پس خورد حالت پارامتر خ ی با اسکتفاده از 

د، سپس ماتریس پس خورد حالت با کمترین نرم به گونکه ای تعیکین مکی تبدی ت تشابهی معرفی می گرد

 گردد که سیستم پایدار بماند.

منظم بودن، مشاهده پکذیری، کنتکرل پکذیری،  پس خورد حالت، سیستم های توسی  یافته، کلمات کلیدی:

 .، تبدی ت تشابهی، فرم همدم برداریپایداری
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 پیشگفتار

بازنمایی سیستم های پویا باعث به وجود آمدن مدل های توسی  یافته گردیده است. همچنین یک سیسکتم 

ل فضای حالت تعمیم یافته می باشد و به سیستم های تکین، سیستم فرم خاص از یک مدتوسی  یافته یک 

های ضمنی، سیستم های فضای حالت تعمیم یافته، سیستم های دیفرانسیل جبکری نیکز نسکبت داده مکی 

اغلب در  ها این نوع سیستم .مسأله بررسی سیستم های توسی  یافته سالها مورد توجه قرار گرفته است شود.

مکانیکی، مدارهای الکتریکی، مهندسی شیمی، ، سیستم های سیستم های متنوعی مانند سیستم های توانی

در اینجا ما به بررسی این سیستم ها و تحلیل پایداری و و... م رح می شوند.  ، روباتسیستم های چند بدنه

 کنترل پذیری آنها می پردازیم.

ابتدا در دامنه ی نوع از شرایط عملی شان به وجود آمدند و سیستم های توسی  یافته ب ور طبیعی در یک ت

اشخاصی  م رح شده اند. سپس در دو زمان پیوسته و گسسته توسط (2371) "2ن بروکروز" وسیعی توسط

رار قک م العکهمورد  (2373و2378) "1ورجس"(، 2377و2376) "9کامپ بل"، (2377) "1برگر ئنلو" از قبیل

گرفتند. همچنین مثال های کاربردی زیادی از مدل های توسی  یافته که نشان از برتری این سیستم ها بود 

( 2383) "5دای"فرم مربعی این سیستم ها با تحقیقکات   از طرفی ( م رح شدند.2377) "برگر ئنلو"توسط 

به حالت مربعکی  " 8مهرمان و 7، کانکر6بایرز"( حالت غیرمربعی توسط 2337بدست آمدند و بعدها در سال )

 "3سی ویکلک"پس خورد حالت توسکط  سیستم های توسی  یافته با در ادامه م العه بر روی تقلیل داده شد.

( انجام گرفت. پس خورد حالت مشتق و گزاره ای توسط خیلی از مولف ها مورد 2389) "23کوب" ( و2381)

 "21انک ژو  22دوآن" م سکازی توسکی  یافتکه توسکطپایداری و منظ می توان م العه قرار گرفت، برای نمونه

، کنترل غیر (2331) "25جین "، کنترل پس خوردی سیستم های تکین (1331) "21و لین 29کو"و  (1339)
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کنترل سیستم های پیوسته زمانی -H∞(، 1331) "1و هابت لر 2بوکاز"خ ی با خ ی سازی دقیق پس خورد 

. را اشکاره ککرد (1337) "دوآن " PD(، طراحکی ناررهکای 1331) "1شکاکدو  9فریکدمن"با حالکت تکاخیری 

و  5بانس جرست نر"همچنین برخی از اهداف این نوع پس خوردها و کاربردهای آن با تخصیص ق ب توسط 

و در انتهکا هکم از جملکه کارهکای اخیکر انجکام شکده روی  ( م رح شدند.2333و2331) "6و نیکولز مهرمان

( در زمینکه ی تجزیکه پایکداری 1333) "8و زهکای 7اگزیکو"ی توان بکه کارهکای سیستم های توسی  یافته م

 سیستم های توسی  یافته کلیدی اشاره کرد.

  در این پایان نامه ما فقط حالت مربعی این سیستم ها را درنظر می گیریم.

فصل اول این پایان نامه شامل برخی مفاهیم اولیه از جبرخ ی و کنترل است که در فصل های بعدی به آنها 

نیاز داریم. در فصل دوم به معرفی سیستم های توسی  یافته و تعاریف اولیه ی کنترل برای این نوع سیستم 

در فصل سوم یک سیسکتم توسکی  ها می پردازیم و دو مثال کاربردی از این سیستم ها را م رح می کنیم. 

می کنیم و کنترل پذیری و مشاهده پذیری آن را مورد تجزیه و تحلیکل قکرار مکی یافته با خروجی را م رح 

. در فصل چهارم به بیان یک سیسکتم توسکی  و با استفاده از آنها پایداری سیستم را بررسی می کنیم دهیم

آن را مینکیمم  حالکت کاری جدید، نرم ماتریس پس خکوردیافته با پس خورد حالت مشتق می پردازیم و با 

 بهرا می کنیم. در فصل پنجم که اصلی ترین فصل این پایان نامه و کار جدید ما می باشد، پس خورد حالت 

برای یک سیستم توسی  یافته تعریف می کنیم و پایداری این نوع سیسکتم هکا را بکا  ،مشتق و گزاره ای فرم

 فصل آخر خ صه و نتایج این تحقیق را بیان می کنیم. شان می دهیم. در انتها،ف شده نپس خورد تعری
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 فصل اول 2

 تعاریف و پیش نیازها
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 می کنیم. وریرا یادآدر این فصل برخی مفاهیم اولیه از جبرخ ی و کنترل 

 ماتریس ها 2-2

در این بخش برخی ویژگی های طیفی اصلی از ماتریس ها را یادآوری می کنیم و همچنکین برخکی تجزیکه 

 .[29] های مهم ماتریسی را شرح می دهیم

 مقادیر ویژه، بردارهای ویژه و زیرفضاهای ناوردا 2-2-2

𝑛یک ماتریس  𝐴فرض کنیم  :2-2تعریف  × 𝑛 .ریشه های چند جمله ای مجموعه باشد  

𝑃(𝜆) ≔ det(𝐴 − 𝜆𝐼), 

نامیده می شود و اغلب با نماد  Aماتریس  2طیف سوم است،رم 𝐴را که به چند جمله ای مشخصه ی ماتریس 

𝛬(𝐴)  نشان داده می شود. یک عضو از 𝛬(𝐴) ماتریس 1ر ویژه یدامق𝐴 عبکارت دیگکر. بکه گفته می شود ،𝜆 

𝑥اگر بردار غیر صفر  فقط، اگر و است 𝐴یک مقدار ویژه ی ماتریس  ∈ ℝ𝑛 موجود باشد ب وری که 

𝐴𝑥 = 𝜆𝑥, 

 گوییم. 𝜆  یمتنارر با مقدار ویژه  9را بردار ویژه ی 𝑥بردار 

ℒ(. زیر فضای 1)زیر فضای ناوردا :1-2تعریف  ⊂ ℝ𝑛  زیر فضای ناوردای ماتریس𝐴𝜖ℝ𝑛×𝑛  نامیده مکی شکود

 اگر

𝐴ℒ ⊂ ℒ. 

 را پدید می آورد. 𝐴یک زیرفضای ناوردا از  𝐴هر مجموعه ترکیبی از بردارهای ویژه ماتریس  :2-2نکته 

𝑚یک ماتریس  𝐴فرض کنید  :9-2تعریف  × 𝑛  سک ر( هکای  سکتون توسکطباشد. زیر فضای تولیکد شکده(

 می گوییم. Aرا فضای ستونی )س ری(  Aماتریس 

  بعد فضای ستونیA ماتریس 5را رتبه یA .می نامیم 

  ماتریسA تقل خ ی باشند.ستونی)س ری( می نامیم، هرگاه ستون)س ر(هایش مس 6را رتبه کامل 

  ماتریسA .را رتبه کامل می نامیم، هرگاه یا رتبه کامل س ری یا رتبه کامل ستونی باشد 

                                                      
2 Spectrum 
1 Eigenvalue 
9 Eigenvector 
1 Invariant Subspace 

5 Rank 
6 Full Rank 



9 

 

 ماتریس های خاص 2-2-1

 )معکوس پذیر( گوییم، هرگاه داشته باشیم: 2را نامنفرد 𝐴𝜖ℝ𝑛×𝑛ماتریس )ماتریس نامنفرد(.  :4-2تعریف 

𝑑𝑒𝑡 (𝐴) ≠ 0, 

𝑛یک ماتریس  Aفرض کنیم  :2-2قضیه  × 𝑛 باشد. آنگاه شرایط زیر هم ارزند: 

2- , det (𝐴) ≠ 0 

1- , 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 𝑛 

𝑖به ازای هر  -9 = 1,2, … , 𝑛 ،𝜆𝑖 ≠  است. 𝐴 یک مقدار ویژه ی ماتریس 𝜆𝑖، که 0

را بالا مثلثی گویند هرگاه عناصکر زیکر ق کر آن صکفر  𝐴 یماتریس مربع )ماتریس بالا مثلثی(. :5-2تعریف 

 یعنی ،باشد

𝑎𝑖𝑗 = 0 ,       𝑖 > 𝑗 

از انجام یک عمکل  𝐴را مقدماتی نامند هرگاه  𝑛از مرتبه  𝐴 یماتریس مربع )ماتریس مقدماتی(. :6-2تعریف 

 حاصل شده باشد. 𝐼𝑛س ری مقدماتی بر روی 

را متشکابه گکوییم، هرگکاه مکاتریس  𝐵𝜖ℝ𝑛×𝑛و  𝐴𝜖ℝ𝑛×𝑛دو مکاتریس )ماتریس های متشابه(.  :7-2تعریف 

 در آن موجود باشد که 𝑇𝜖ℝ𝑛×𝑛نامنفرد 

𝑇−1𝐴𝑇 = 𝐵. 

𝐴𝑡را متعامد گوییم هرگاه  𝐴)ماتریس متعامد(. ماتریس مربعی  :8-2تعریف  = 𝐴−1  . 

هایی  )ماتریس های بلوکی(. یک ماتریس را می توان با رسم خ وط افقی و عمودی به ماتریس :3-2تعریف 

 به این ماتریس افراز شده ماتریس بلکوکی مکی د افراز نمود.نتر که زیرماتریس نامیده می شو با مراتب پایین

 گوییم.

 برخی تجزیه های ماتریسی 2-2-9

می تواند به فکرم کانونیککال  با یک تغییر اساسی 𝐴𝜖ℝ𝑛×𝑛(. هر ماتریس 1فرم کانونیکال جردن) :1-2قضیه 

𝑇ماتریس ناتکین  تبدیل شود. جردن ∈ ℂ𝑛×𝑛 وجود دارد ب وری که 

                                                      
2 Nonsingular 
1 Jordan Canonical Form 
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(2-2) 𝐽 ≔ 𝑇−1𝐴𝑇 = [

𝐽1  0 
 𝐽2  
  ⋱

 

0 𝐽𝑟

], 

𝐽𝑘زیرماتریس های  در آن که ∈ ℝ
𝑛𝑘×𝑛𝑘 از فرم 

(2-1) 𝐽𝑘 = 

[
 
 
 
 
𝜆𝑘 1  
 𝜆𝑘 ⋱ 
  ⋱

0 

 0
1
𝜆𝑘]
 
 
 
 

,          𝑘 = 1,2,… , 𝑟 

 می باشند.

بکا  ،کن است ساختار ویژه ی کامل آن راهر شودمبه فرم کانونیکال جردن م 𝐴 با تبدیل ماتریس :1-2نکته 

وجود  (1-2)-(2-2)زیرا یک محاسبه پایای عددی از  بدحالت باشد 𝑇، امکان دارد ماتریس تبدیل این وجود

 .ندارد

𝐴(. فکرض کنیکد SVD 2)تجزیه مقدار تکین :9-2قضیه  ∈ ℝ𝑚×𝑛  بکا𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐴) = 𝑟 آنگکاه مکاتریس هکای .

𝑈متعامد  ∈ ℝ𝑚×𝑚  و𝑉 ∈ ℝ𝑛×𝑛 :وجود دارند ب وری که 

(2-9) 𝐴 = 𝑈 [
𝛴 0
0 0

] 𝑉𝑇 , 

𝛴 در آن که = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜎1, 𝜎2, … , 𝜎𝑟) مقادیر تکین با 𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ ⋯ ≥ 𝜎𝑟 > تجزیه مقدار  (9-2). تجزیه  0

 نامیده می شود. SVDتکین یا مختصرا 

𝐴(. هر ماتریس QR)تجزیه : 4-2قضیه  ∈ ℝ𝑚×𝑛  می تواند بفرم 

𝐴 = 𝑄𝑅, 

𝑄شود، که در آن  هتجزی ∈ ℝ𝑚×𝑚  متعامد و𝑅 ∈ ℝ𝑚×𝑛 .بالا مثلثی می باشد 

𝐴(. فرض کنید 1)تجزیه شور حقیقی :5-2قضیه  ∈ 𝑅𝑛×𝑛 آنگاه ماتریس متعامد ،𝑄 وری  که وجود دارد ب  

(2-1) 𝑄𝑇𝐴𝑄 = [

𝑅11 𝑅12
 𝑅22

 𝑅1𝑘
   ⋮

  
  0

⋱ ⋮
 𝑅𝑘𝑘

], 

𝑅𝑖𝑖در فرم شبه بالا مثلثی است و هر بلوک   , 𝑖 = 1,2, … , 𝑘 ، با یک مقدار ویژه ی حقیقی از  2×2یاA  1×1و یا 

                                                      
2 Singular Value Decomposition 
1 Real Schur Decomposition 
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 می باشد. Aبا زوج مقادیر ویژه ی مختلط 

 مدادهای ماتریس 2-1

بیکان مکی  اینجا دارند را درما تعمیمی از ماتریس ها را که نقش مهمی در تحلیل سیستم های توسی  یافته 

  .[29] کنیم

,𝐴). یک زوج از ماتریس های (2)مداد ماتریس :21-2تعریف  𝐸)  با𝐴, 𝐸 ∈ ℝ𝑚×𝑛،  مداد ماتریس نامیکده مکی

𝐴ما مکداد مکاتریس را توسکط  عریف مداد ماتریس وجود دارد. در اینجاروش های زیادی برای تشود.  − 𝜆𝐸 

 تعریف می کنیم.

,𝐴 فرض کنیم )طیف، مقدار ویژه، بردار ویژه(. :22-2تعریف  𝐸 ∈ ℝ𝑛×𝑛 ریشکه هکای چنکد  مجموعکه د.نباش

  مشخصه جمله ای

𝑃(𝜆) ≔ det(𝐴 − 𝜆𝐸), 

𝐴طیف مداد ماتریس  − 𝜆𝐸  طیف را با نماد  .نامیده می شود𝛬(𝐴, 𝐸)  نشان می دهیم. یک عضو از 𝛬(𝐴, 𝐸) 

𝐴)تعمیم یافته(  ر ویژه یدامق − 𝜆𝐸 به عبارت دیگر ، گفته می شود .λ  مکدادیکک مقکدار ویکژه ی 𝐴 − 𝜆𝐸 

𝑥اگر بردار غیر صفر  فقط، اگر و است ∈ ℝ𝑛 موجود باشد ب وری که 

𝐴𝑥 = 𝜆𝐸𝑥, 

 .می نامیم λ  )تعمیم یافته( یمتنارر با مقدار ویژه )تعمیم یافته(  را بردار ویژه ی 𝑥بردار 

𝐴(. فرض کنیم 9تکینیا  1)مداد ماتریس منظم :21-2تعریف  − 𝜆𝐸  یک مداد ماتریس مربعکی باشکد. مکداد

𝜆 ماتریس منظم گفته می شود اگر ∈ ℂ  موجود باشد ب وری که𝑑𝑒𝑡 (𝐴 − 𝜆𝐸) ≠ . در غیر این صورت مداد 0

 .ماتریس تکین گفته می شود

𝐴در مکداد  𝐸توجه کنید که ماتریس  :9-2نکته  − 𝜆𝐸  تککین باشکد. در ایکن صکورت طیکف ممککن اسکت

𝛬(𝐴, 𝐸)  است.شامل مقادیر ویژه ی نامتناهی 

  :2-2مثال 

i)  زیر را در نظر بگیرید: 3×3مداد ماتریس 

                                                      
2 Matrix pencil 

1 Regular 
9 Singular 
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𝐴 = [
1 0 0
0 6 0
0 0 1

]  ,        𝐸 = [
1 2 −2
0 3 1
0 0 0

], 

,𝛬(𝐴 اسبه ی ساده مقادیر ویژه بصورتبا یک مح 𝐸) =  بدست می آید. {∞,1,2}

ii) دیگری را در نظر می گیریم: 3×3 مداد ماتریس 

𝐴 = [
1 0 0
0 6 0
0 0 0

] ,        𝐸 = [
1 2 −2
0 3 1
0 0 0

], 

𝜆 می بینیم که برای همه ∈ ℂ  ،det(𝐴 − λ𝐸) = ,𝛬(𝐴بنابراین  0 𝐸) = ℂ،  بکدین معنکی اسکت ککه

 مداد ماتریس تکین است.

 .حال به یک تعمیمی از زیرفضاهای ناوردا برای ماتریس ها می رسیم

,𝐴 فرض کنیم)زیر فضای تقلیل یافته(.  :29-2تعریف  𝐸 ∈ ℝ𝑛×𝑛 زیر فضای  د.نباش𝒰 ⊂ ℝ𝑛 یک زیرفضای ،

𝐴تقلیل یافته مداد ماتریس  − λ𝐸 اگر زیر فضای دیگکری  گفته می شود𝒱 ⊂ ℝ𝑛  از همکان بعکد𝒰  موجکود

 ب وریکه باشد

𝐴𝒰 ⊂ 𝒱,    𝐸𝒰 ⊂ 𝒱, 

 یا ب ور هم ارز 

𝐴𝒰 + 𝐸𝒰 = 𝒱. 

مشابه با حالت ماتریسی، هر مجموعه ترکیب شده از بردارهای ویژه تعمیم یافتکه مکداد مکاتریس  :4-2نکته 

𝐴 − 𝜆𝐸  یک زیرفضای تقلیل یافته از𝐴 − 𝜆𝐸 .را تولید می کند 

 برخی تجزیه های پایه ای از مدادهای ماتریس 2-1-2

𝐴 . هر مداد منظم([15] 2)تبدیل به فرم کانونیکال وایرشتراس :6-2قضیه  − 𝜆𝐸 نونیکال می تواند به فرم کا

𝑊,𝑇عبارت دیگر ماتریس های ناتکین وایرشتراس تبدیل شود، به  ∈ ℂ𝑛×𝑛 :وجود دارند ب وری که 

(2-5) 𝐴 = 𝑊 [
𝐽 0
0 𝐼𝑛∞

] 𝑇 ,        𝐸 = 𝑊 [
𝐼𝑛𝑓 0

0 𝑁
]𝑇, 

ماتریسی پوچ تکوان بکا  𝑁و ماتریس در فرم کانونیکال جردن  Nو  m ،Jماتریس همانی از رتبه  𝐼m در آن که

𝐴بعدهای زیرفضاهای تقلیل یافته  ∞𝑛و  𝑛𝑓همچنین  می باشند. 𝑣اندیس پوچ توانی  − 𝜆𝐸  متنارر با مقادیر

 ویژه ی به ترتیب متناهی و نامتناهی می باشند.

                                                      
2 FormWeierstras Canonical  
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ویکژه ی  ممکن است دوباره همه ی سکاختاربا تبدیل مداد ماتریس به فرم کانونیکال وایرشتراس  :5-2نکته 

𝐽آن راهر شود. در خصوص جزئیات تجزیه، مداد ماتریس به دو زیر مداد،  − 𝜆𝐼𝑛𝑓  ککه شکامل همکه مقکادیر

∞𝐼𝑛ویژه متناهی و زیر مداد  − 𝜆𝑁  که شامل همه مقادیر ویژه ی نامتناهی مداد𝐴 − 𝜆𝐸  می باشکند تبکدیل

ردنی اسکت ککه بکا روش هکای پایکای وایرشتراس شامل بلوک های جمی شود. در هر صورت فرم کانونیکال 

 عددی محاسبه آن ممکن است.

𝐴  فرض کنکیم)تجزیه شور حقیقی تعمیم یافته(.  :7-2قضیه  − 𝜆𝐸 ∈ ℝ𝑛×𝑛  مکداد مفکروض باشکد، آنگکاه

,𝑄ماتریس های متعامد  𝑍 ∈ ℝ𝑛×𝑛 وجود دارند که 

𝑄𝑇(𝐴 − 𝜆𝐸)𝑍 = 𝑆 − 𝜆𝑇, 

 شبه بالا مثلثی است. 𝑆 بالا مثلثی و 𝑇 در آن که

 تعاریف و پیش نیازهای کنترل 2-9

 کنترل خ ی، معادلات حالتدر مبحث 

(2-6) 𝑥̇(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐵(𝑡)𝑢(𝑡), 

(2-7) 𝑦(𝑡) = 𝐶(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐷(𝑡)𝑢(𝑡), 

𝑥متغیر زمان،  𝑡توصیف کننده ی سیستم های چند متغیره ای هستند که در آن ها  ∈ ℝ𝑛×1 2بردار حالکت ،

𝑢 ∈ ℝ𝑚×1  بککردار ورودی و𝑦 ∈ ℝ𝑝×1  مککاتریس هککای اسککتبککردار خروجککی .𝐶(𝑡) ، 𝐵(𝑡) ، 𝐴(𝑡)  و𝐷(𝑡)  را

𝑝 ماتریس های سیستم می نامیم که به ترتیب دارای ابعاد × 𝑛 ،𝑛 ×𝑚 ،𝑛 × 𝑛  و𝑝 ×𝑚 .می باشند 

, 𝑥𝑛(𝑡)مجموعه مقادیر  :24-2تعریف  … , 𝑥2(𝑡) , 𝑥1(𝑡)  را حالت سیستم می گوییم اگر در لحظه ی𝑡 = 𝑡0 ،

𝑡این مقادیر معین باشند و به ازای  ≥ 𝑡0 ورودی های سیستم نیز معلوم باشند، درهر لحظه ی دیگر ،𝑡 ≥ 𝑡0، 

 این مجموعه مشخص می گردد.

آنگکاه سیسکتم را یکک  ثابت باشند (7-2)و  (6-2)اگر همه ی ماتریس های سیستم معادلات  :25-2تعریف 

 گوییم. 1کنترل ناوردای زمانیسیستم 

زمانی گوییم. -خ ی پیوسته را یک سیستم (7-2)و  (6-2)سیستم کنترلی مجموعه معادلات  :26-2تعریف 

𝑥̇(𝑡) ،𝑥(𝑡جای چنانچه در این سیستم ب +  زمانی می نامیم.-گسسته قرار دهیم، سیستم را (1

                                                      
2 State vector 
1 Time invariant 
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زمانی و ناوردای زمانی می -سیستم های مورد بحث در این پایان نامه، خ ی، چند متغیره، پیوسته قرارداد:

 باشند.

 کنترل پذیری  2-9-2

 سیستم خ ی ناوردای زمانی :27-2تعریف 

(2-8) 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡), 

𝑡را به ازای  ≥ 𝑡0 با حالت اولیه ،𝑥(𝑡0) = 𝑥0 .هرگاه ورودی  در نظر می گیریم𝑢(𝑡)  ککه𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1] حالکت ،

. اگر تمام کنترل پذیر گوییم 𝑡0را در زمان  𝑥0منتقل نماید، حالت  به حالت تعادل 𝑡1را در زمان  𝑥0اولیه ی 

 کنترل پکذیر گکوییم. کنترل پذیر یا ب ور ساده سیستم را کام کنترل پذیر باشند،  𝑡0به ازای هر  𝑥0مقادیر 

حالتی است که در صورت نبود ورودی و اغتشاش، خروجکی در  ت تعادل برای یک سیستم کنترل خ یحال

 آن حالت باقی بماند.

اگکر و تنهکا اگکر بکرای  گکوییم، 2کنتکرل پکذیر "را کام  (8-2)سیستم خ ی ناوردای زمانی  :28-2تعریف 

 ماتریس کنترل پذیری 

𝑄 = [𝐵|𝐴𝐵|𝐴2𝐵|… |𝐴𝑛−1𝐵]𝑛×𝑚𝑛, 

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑄)داشته باشیم  = 𝑛. 

𝑚اگر سیستم فقط دارای یک ورودی باشد یعنی  = ، شرط لازم و کافی برای کنترل پذیری سیسکتم ایکن 1

 نامنفرد باشد. 𝑄است که ماتریس 

که در آن ها هدف،  قرار گیرد اهمیتی اساسی دارد. زیرا باید مسائلی مورد م العه کنترل پذیری یک سیستم

به حالت تعادل می باشد، که این عمل بایکد بکا مینکیمم ککردن  سیستم از یک حالت اولیه ی دلخواهانتقال 

 ککام  همچنین،وجکود جکواب اسکت.لازم شرط  انجام شود. در نتیجه کنترل پذیریشاخص رفتاری معینی 

 رل می باشند.قابل کنت معناست که تمام ورودی های سیستم به اینکنترل پذیری 

 مشاهده پذیری 2-9-1

 سیستم خ ی ناوردای  :23-2تعریف 

(2-3) 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢,   

                                                      
2 Controllable 
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𝑦 = 𝐶𝑥 

𝑛ترتیب ماتریس های ب 𝐶 ،𝐵 ،𝐴را که در آن  ×𝑚 ،𝑛 × 𝑛  و𝑝 × 𝑛 در نظر می گیریم. اگکر بتکوان  می باشند

𝑡0در فاصله زمکانی محکدود  𝑦(𝑡)را با مشاهده  𝑥(𝑡0)هر حالت  ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1  تعیکین ککرد، سیسکتم را ککام" 

است که هر تغییکر حکالتی سکرانجام بکر تمکام مشاهده پذیر  "گوییم. بنابراین سیستمی کام  2مشاهده پذیر

 د.درایه های بردار خروجی تأثیر بگذار

رای ماتریس مشاهده ب م، اگر وتنها اگرمشاهده پذیر گویی "را کام  (3-2)شده  تعریف سیستم :11-2تعریف 

 پذیری

𝐸 = [𝐶𝑇|𝐴𝑇𝐶𝑇|… |(𝐴𝑇)𝑛−1𝐶𝑇]𝑛×𝑛𝑝 

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐸) ،داشته باشیم = 𝑛. 

 در مشکل کنترل پکس خکورد حالکت ست زیرابسیار مهم ا هده پذیری نیز همچون کنترل پذیریمفهوم مشا

این برای ساختن سیگنال برخی از متغیر های حالت در دسترس مستقیم قرار ندارند، بنابراین است که  عمل

تنها زمکانی ممککن  ا تخمین زد. تخمین متغیرهای حالتباید این متغیرهای خارج از دسترس ر های کنترل

 .مشاهده پذیر باشد "است که سیستم کام 

 ری سیستم های کنترلپایدا 2-9-9

م لازم اسکت. برای پکیش بینکی رفتکار دینکامیکی سیسکتدر طراحی سیستم کنترل، شناخت اجزای سیستم 

ک سیستم کنتکرل خ کی های کنترل، پایداری م لق است. یمهمترین مشخصه ی رفتار دینامیکی سیستم 

به حالت تعکادل خکود  د به آنشرط اولیه ی جدیدر صورتی پایدار است که هنگام اعمال یک  ناوردای زمانی

حالتی اسکت ککه در صکورت نبکود ورودی و اغتشکاش،  ت تعادل برای یک سیستم کنترل خ یبرگردد. حال

 خروجی در آن حالت باقی بماند.

هرگکاه نوسکانات خروجکی بکرای همیشکه ادامکه یابکد و در  نترل خ ی را پایدار بحرانی گوییمیک سیستم ک

 اعمال یک شرط اولیه ی جدید به آن، خروجی ب ور بیکران واگرا شود. صورتی ناپایدار است که هنگام

 حال به بررسی مفهوم ریاضی پایداری در سیستم های کنترل می پردازیم.

 با بردار ورودی (8-2) سیستم کنترل خ ی ناوردای زمانی

                                                      
2 Observable 
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 (2-23) 𝑢(𝑡) = 𝐾𝑥(𝑡), 

در  انتخاب شده است، در نظر می گیریم. 𝑥(𝑡)متناسب با بردار حالت  𝑢(𝑡)موسوم به قانون کنترل که در آن 

𝐾صورت سیستم کنترل را یک سیستم کنترل با پس خورد حالکت و  این ∈ ℝ𝑚×𝑛 خکورد  را مکاتریس پکس

 گوییم. 2حالت

 انتخاب شود یعنی: 𝑦(𝑡)متناسب با بردار خروجی  𝑢(𝑡)چنانچه 

(2-22) 𝑢(𝑡) = 𝐾𝑦(𝑡), 

𝐾آن گاه، سیستم کنترل را یک سیستم کنترل با پس خکورد خروجکی و  ∈ ℝ𝑚×𝑝 خکورد  را مکاتریس پکس

 گوییم. 1خروجی

 :راب ه ی زیر بدست می آید (23-2) و (8-2) معادلاتبا ترکیب 

 (2-21) 𝑥̇(𝑡) = (𝐴 + 𝐵𝐾)𝑥(𝑡). 

را ماتریس حلقه باز و مقادیر ویژه ی آن را مقادیر ویژه ی سیستم حلقه باز گکوییم.  𝐴در این راب ه ماتریس 

𝐴همچنین ماتریس  + 𝐵𝐾  را ماتریس سیستم حلقه بسته و مقادیر ویژه آن را مقادیر ویژه ی حلقه بسته می

  نامیم.

-تاثیر ندارد را سیستم های کنترل حلقکه در آنها خروجی بر عملکرد کنترلسیستم هایی که  :12-2تعریف 

باز هسکتند. چکرا  -سیستم های حلقه که بر اساس زمانبندی کار می کنندیم. همه ی سیستم هایی باز گوی

 های راهنمایی یک نمونه از این سیستم ها می باشند.

سیستم های کنترل پس خوردی را عموما سیستم های کنترل حلقه بسته می نامیم. منظکور  :11-2تعریف 

 استفاده از پس خورد برای کاهش خ ا و رسیدن به پایداری است. ،از کنترل حلقه بسته

𝑛یک ماتریس  𝐴فرض کنیم : 8-2قضیه  × 𝑛  باشد. به ازای هر بکردار حالکت اولیکه ی𝑥0 سیسکتم خ کی ،

 ناوردای زمانی

𝑥̇(t) = 𝐴𝑥(𝑡),        𝑥(𝑡0) = 𝑥0 

 یک جواب منحصر به فرد به صورت،دارای 

𝑥(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡𝑥0, 

                                                      
2 State Feedback Matrix 
1 Output Feedback Matrix 
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 .می باشد

جواب سیستم حلقه بسته را به صورت زیکر بدسکت  𝑥0با استفاده از این قضیه و انتخاب بردار حالت اولیه ی 

 می آوریم

𝑥(𝑡) = 𝑒(𝐴+𝐵𝐾)𝑡𝑥0. 

 :داریم آنگاه در سمت چپ صفحه مختلط قرار گیرندچنانچه تمام مقادیر ویژه ی حلقه بسته 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = 𝑥0 𝑙𝑖𝑚
𝑡→∞

𝑒(𝐴+𝐵𝐾)𝑡 = 0, 

صورتی به حالت تعادل برده می شود که قسکمت این راب ه بیان می کند که با گذر زمان هر حالت اولیه در 

بنابراین شرط لازم و کافی برای پایکداری یکک  حلقه بسته منفی باشند. ماتریس حقیقی تمام مقادیر ویژه ی

، به گونه ای است که همه مقادیر ویکژه مکاتریس 𝐾 سیستم خ ی پیوسته زمانی ، وجود ماتریس پس خورد

 قرار گیرند.حلقه بسته در سمت چپ صفحه مختلط 

یک سیستم  را (23-2) و (8-2)توصیف شده توسط مجموعه معادلات سیستم کنترل خ ی  :19-2تعریف 

منفی باشد. در صورتی  حلقه بسته ماتریس پایدار مجانبی می نامیم هر گاه قسمت حقیقی همه مقادیر ویژه

که قسمت حقیقی همه مقادیر ویژه منفی یا صفر باشد سیستم را پایدار و در غیر این دو صکورت سیسکتم را 

 .نامیمناپایدار 

تعریف شده توسکط مجموعکه  برای سیستم کنترل خ ی ،𝐾 خورد مساله یافتن ماتریس پس :14-2تعریف 

 .یمگوی 2ا مساله تخصیص مقادیر ویژهبه گونه ای که سیستم پایدار مجانبی باشد ر (23-2) و (8-2)معادلات 

  

                                                      
2 Eigenvalue assignment 
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 فصل دوم 1

 مقدمه ای بر سیستم های توسیع یافته
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 همقدم 1-2

را در بکر دارد. از عددی، ثلث سکتون تحقیکق  مشابه سازیدر طبعیت و بخش های مهندسی، مدل سازی و 

، برنامه های خیلی پیچیده را نمی توان ب ور تحلیلی با دست انجام داد. فقط حل یک معادلکه جزئکی طرفی

و در حقیقت قابل اجرا نیسکت. از  بر استاغلب پر هزینه  و زمان  ، حتی امتحانشمشخص را در نظر بگیرید

روش های ریاضی و برنامکه  ر جامعه علمی خیلی مهم بوده است.سازی د این رو در سال های گذشته مشابه

نظر به اینکه بدون اینها مدل سازی غیر قابل  تکمیل می کند،های حل عددی، مدل سازی را با سرعت زیاد 

تصور است. غالبا، دینامیک های سیستم های مدل شده به کمک معادلات دیفرانسیل نشان داده می شکوند. 

وانند به فرم معادلات دیفرانسیل جزئی باشند اما ما در اینجا فقط بکا حالکت سکاده ای از معکادلات آنها می ت

کلنجار می رویم. گاهی وقت ها، محدودیت های جبکری، سیسکتم را از  () با ضریب ثابتدیفرانسیل معمولی 

ر بگیرید. این آونک  خیلی حالت های ممکن دست یافتنی باز می دارد. برای نمونه یک آون  ساده را در نظ

به حرکت روی یک دایره واداشته شده است، بنابراین نمی تواند به هر مکان ممکن در فضکا دسترسکی پیکدا 

 جبری )یا سیستم های توسی  یافته( -کند. کار ما در این چارچوب صحبت کردن از معادلات دیفرانسیل

𝐸𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡), 

جبری با حل معادلات دیفرانسیل معمولی -عادلات دیفرانسیلاست. ب ور معمول تحلیل م Eبا ماتریس تکین 

خیلی تفاوت دارد. از این گذشته شخصی که مشابه سازی را انجکام مکی دهکد، در بهینکه سکازی یکا کنتکرل 

لازم  را بکا حالکت 𝑢تمایل دارد خواص یک سیستم مشخص را کسب کند. در این روش مکا کنتکرل سیستم 

 یعنی: ،بدست می آوریم

𝐸𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡). 

نیم بکا اسکتفاده از را نمی دانیم، اما مکی تکوا 𝑥متغیرهای حالت داخلی  حاصل از تقریبا اغلب ما همه مقادیر 

 برخی مقادیر را بدست آوریم، بنابراین داریم: اط عات سیستم

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡), 

یافته مکی توانکد بکه صکورت یکک توسی  همچنین، یک سیستم بردار خروجی تعریف می شود.  𝑦 که در آن

( تفسیر شود، که یک ورودی را می گیرد و نسبت به دستور مشخصی که به آن داده می 2-1شکل ) دستگاه

 شود یک خروجی به ما می دهد.
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 از یک سیستم توسی  یافته دستگاهتفسیر  :2-1شکل 

در بخش بعد برخی کاربردهای سیستم های توسی  یافته را توصیف می کنیم. ابتدا در یکک روش مسکتقیم، 

 معادلات را برای یک مدار الکتریکی مدل سازی می کنیم و سپس مختصرا کنترل روبات را شرح می دهیم.

 مثال و کاربردها دو 1-1

 مدل سازی یك مدار الکتریکی 1-1-2

اهمیت سیستم های توسی  یافته را با یک مثال، که مدل سازی مدارهای الکتریکی را  هدف از مدل سازی:

𝑢𝑉(𝑡). آن شامل یک منب  ولتاژ با [19] را در نظر بگیرید 1-1شکل دهد شرح می دهیم. مدار نشان می  =

𝑢1(𝑡)  و یک منب  شدت جریان𝑖𝐼(𝑡) = 𝑖6(𝑡) ارت ، به عبکمی باشد که من بق بر ورودی های سیستم است

. بنابراین مدار شکامل یرات مناسب توسط کاربر انتخاب شوددر یک دامنه تغی دیگر این پارامترها ممکن است

و یک مبدل خودکار  R، یک مقاومت با مقاومت C، یک خازن با ررفیت Lیک سیم پیچ با ضریب خودالقایی 

𝑇ایده آل  =
𝑁1

𝑁2
هکدف از مکدل  .می باشد با نسبت ب ور متنارر عددی از چرخش نخستین و چرخش دومی 

، ماننکد ولتکاژ در منبک  شکدت مدار ها و شدت جریان های همه ق عات الکتریکی، بدست آوردن ولتاژسازی

 است. 𝑖𝑉و شدت جریان در منب  ولتاژ  𝑢𝐼جریان 

 

 مدار مثال با شدت جریان ها و ولتاژ ها روی هر ق عه: 1-1شکل 

را ولتاژ یک ق عه خاص از مدار مثال  فیزیک را برآورد می کنیم، سپسقوانین ابتدا  :2ترکیب کنندهقوانین 

 :[19و  11] می بندیم. راب ه های زیر را داریم

                                                      
2 Component Laws 
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(1-2) 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝑢1(𝑡) = 𝑢𝑉(𝑡) ,        

𝑢2(𝑡) = 𝐿.
𝑑

𝑑𝑡
𝑖2(𝑡)  ,

 𝑖3(𝑡) = 𝐶.
𝑑

𝑑𝑡
𝑢3(𝑡)  ,

𝑢5(𝑡) = 𝑇. 𝑢4(𝑡)  ,    

𝑖4(𝑡) = 𝑇. 𝑖5(𝑡)        

𝑖6(𝑡) = 𝑖𝐼(𝑡)  ,          

𝑢7(𝑡) = 𝑅. 𝑖7(𝑡) .     

 

م. برای این منظور مکا ابتکدا برخکی بعدا ما راب ه ی بین ق عات را بیان می کنی: 2کاربرد قوانین کیرشهف

 مفاهیم را تعریف می کنیم.

 مفاهیم مرتبط با شبکه های الکتریکی(برخی ) :2-1تعریف 

i) های الکتریکی است.ولد، هر اتصال از م1الکتریکی یک شبکه 

ii) ای ت قی شبکه را بهکم وصکل مکی از یک شبکه، یک نق ه است که خط های بین مولده 9یک گره

 و بصورت یک نق ه نمایش داده می شود. کند

iii) آن عبارت است از قسکمتی از است و  دو گره از شبکه، مسیر شدت جریان مستقیم بین 1یک شاخه

 و بصورت یک خط نمایش داده می شود. یکی و قسمتی از مولد با گره دیگریک گره با مولد الکتر

iv) عبکارت اسکت از یکک تعکدادی دلخکواه از  که ، یک اتصال بسته داخل شبکه است5یک دور یا شبکه

 شاخه های مرتبط بهم.

v) از شبکه الکتریکی، یک زیر مدار است، که از حذف شاخه های مدار اولیه ساخته  6یک مجموعه برش

 می شود.

در تمام شبکه از فرضیه ی نظریه الکتریکی استفاده می کنیم. بدین معنی که برای مثال اتصکال  :2-1نکته 

ارند و عکس العملی بین شاخه های مجاور یکا مولکدهای بکدون اتصکال بین مولدهامانند گره ها، مقاومتی ند

 وجود ندارد.

برای این منظور ما نیاز داریم ماتریس وقکوع  حال می توانیم بررسی شدت جریان های شبکه را شروع کنیم.

 [.19] شبکه را که چگونگی اتصال مولدهای مدار را بیان می کند تعریف کنیم

                                                      
2 Kirchhoff's Laws 
1 Electrical Network 

9 Node 
1 Branch 

5 Loop or Mesh 
6 Set-Cut 
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𝐴(. ماتریس وقوع 2)ماتریس وقوع :1-1تعریف  = (𝑎𝑖𝑗)  مدار الکتریکی ساختاری به صورت زیر داردj  امین

 iشاخه شروع شده در گره 

𝑎𝑖𝑗 =

{
 
 

 
      1 ∶  𝑖 امین شاخه  شروع شده درگره 𝑗

−1 ∶  𝑖 امین شاخه  تمام شده درگره 𝑗

0  ∶                  در غیر این صورت     

 

 می توانیم قضیه بنیادی مهندسی زیر را بکار بریم. اکنون

جم  جبری پیمایش شدت جریان هر مجموعکه بکرش از (. KCL 1: )قانون شدت جریان کیرشهف2-1قضیه 

 .شودشبکه در هر زمان ثابت بایستی صفر 

 ارج شده از هر گره مدار، صفر استن های خی شدت جریاحالت خاص: جم  جبر

𝐴. 𝐼(𝑡) = 0, 

 .𝐼(𝑡)و بردار شدت جریان های شاخه  𝐴با ماتریس وقوع 

با یک شدت جریان وارد شکده  را 9-1شکل برای مثال گره  :2-1مثال 

𝑖𝑎(𝑡)  و دو شدت جریان خارج شده𝑖𝑐(𝑡) و 𝑖𝑏(𝑡)  بکا در نظر بگیرید. را

 داریم: KCLاستفاده از 

 −𝑖𝑎(𝑡) + 𝑖𝑏(𝑡) + 𝑖𝑐(𝑡) = 0. 

 بدست می آوریم: ،لبه مدار مثا KCLبا اعمال 

 

(1-1) 
[
 
 
 
 
1       1      0        0       0        0        0
0   − 1    1        1        0       0        0
0
0
−1

0 0 0
0 0 0
0 −1 −1

1 1 0
0 −1 1
−1 0 −1]

 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑖1(𝑡)
𝑖2(𝑡)
𝑖3(𝑡)
𝑖4(𝑡)
𝑖5(𝑡)
𝑖6(𝑡)
𝑖7(𝑡)]

 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
0
0
0
0
0]
 
 
 
 

. 

 به آسانی مشاهده می شود که س رهای ماتریس وقوع در 

را حکذف کنکیم و یکک  𝐴 ماتریس ب ور خ ی وابسته اند، بنابراین برای مثال می توانیم آخرین س ر (1-1)

 بدست آوریم. 𝐴̃ سیستم خ ی از معادلات با ماتریس وقوع تحویل یافته

                                                      
2 Incidence Matrix 
1 Kirchhoff's Current Law 

 KCL مثال برای: 9-1شکل 

 



27 

 

(1-9) [

1  1   0 0  0  0  0
0
0
0

−1 1 1
0 0 0
0 0 0

0 0 0
1 1 0
0 −1 1

]

⏟                  
≔𝐴̃

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑖1(𝑡)
𝑖2(𝑡)
𝑖3(𝑡)
𝑖4(𝑡)
𝑖5(𝑡)
𝑖6(𝑡)
𝑖7(𝑡)]

 
 
 
 
 
 
 

= [

0
0
0
0

]. 

 در گام بعد، ولتاژ شبکه مثال مان را تحلیل می کنیم. از قانون زیر استفاده می کنیم.

جم  جبری ولتاژهای داخل هر مدار از شبکه در هر زمان ثابکت  .(KVL 2)قانون ولتاژ کیرشهف :1-1قضیه 

 بایستی برابر صفر باشد. این اغلب برای بدست آوردن راب ه بین ولتاژ شاخه و ولتاژ گره استفاده می شود.

(1-1) AT. 𝑢(𝑡) = 𝑈(𝑡), 

 .𝑢(𝑡)و بردار متنارر با ولتاژ گره  𝑈(𝑡)، بردار متنارر با ولتاژ شاخه 𝐴با ماتریس وقوع 

𝑢𝑐، بکا دو ولتکاژ 1-1شککل دور مثال  :1-1مثال  در جهکت  𝑢𝑏 و 

𝑢𝑎ولتککاژ و دو ولتککاژ  . را در نظککر بگیریککد در عکککس جهککت 𝑢𝑑 و 

 داریم: و برقرار است KVL بنابراین

 
−𝑢𝑎(𝑡) + 𝑢𝑏(𝑡) + 𝑢𝑐(𝑡) − 𝑢𝑑(𝑡) = 0. 

 

 

 

با بدست آوردن راب ه بین ولتاژهای شاخه و ولتاژهای گره می توانیم ولتاژهای شاخه را بصورت دیفرانسیلی 

 بیان کنیم. از ولتاژ های گره

شککل بکرای  رزیک فرمول نویسی هکم ا. را در نظر می گیریم 1-1شکل دوری مشابه دور مثال  :9-1مثال 

به تنکارر گکره  و بیان ولتاژهای هر شاخه بصورت دیفرانسیلی از پتانسیل های گره،  KVLبا استفاده از  1-5

  :می باشدهای وارد شده و خارج شده به صورت زیر 

                                                      
2 Kirchhoff's Voltage Law 

 KVLمثال برای  :1-1شکل 
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𝑢𝑎(𝑡) = 𝑒𝑤(𝑡) − 𝑒𝑧(𝑡) , 

 𝑢𝑏(𝑡) = 𝑒𝑤(𝑡) − 𝑒𝑥(𝑡) , 

𝑢𝑐(𝑡) = 𝑒𝑥(𝑡) − 𝑒𝑦(𝑡) , 

𝑢𝑑(𝑡) = 𝑒𝑧(𝑡) − 𝑒𝑦(𝑡). 

 

 

𝑖)به هر گره اکنون ما  = 1,… ,5)، 𝑖  مدار مثال مان یک پتانسیل گره𝑒𝑖(𝑡)  اختصاص می دهکیم بکا تحلیکل

𝑢𝑗(𝑡)  ،𝑗ساختار شبکه، نتایج زیر را بکرای بیکان ولتکاژ هکای شکاخه  = 1,… از  یتوسکط دیفرانسکیل هکای 7,

 پتانسیل های گره بدست می آوریم:

(1-5) 

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑢1(𝑡)
𝑢2(𝑡)
𝑢3(𝑡)
𝑢4(𝑡)
𝑢5(𝑡)
𝑢6(𝑡)
𝑢7(𝑡)]

 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
1 0
1 −1
0 1
0 1

0 0 −1
0  0  0
0   0  −1
0   0  −1

0 0
0 0
0 0

1  0 −1
1 −1 0
0 1 −1]

 
 
 
 
 
 

⏟              
≔𝐴𝑇

[
 
 
 
 
𝑒1(𝑡)
𝑒2(𝑡)
𝑒3(𝑡)
𝑒4(𝑡)
𝑒5(𝑡)]

 
 
 
 

. 

 .می شود (5-1) معادله باهم ارز  (1-1) معادله ،مثالدر  :1-1نکته 

وقتی فقط دیفرانسیل های پتانسیل ها یکتا هستند اما پتانسیل ها خودشان یکتا نیستند، مناسب اسکت ککه 

 ایط مکافر در نظر بگیریم. برای شریکی را بعنوان گره مرج  انتخاب کنیم و مجموعه پتانسیل های آنها را ص

𝑒5(𝑡)مجموعه  = رمان، سیسکتم مرج  است. در مفروضکات مکدا یک گره 5ن بدین معنی است که گره . ای0

 به صورت ماتریس سیستم زیر بدست می آوریمرا  𝐴̃𝑇 تحویل یافته معادلات

(1-6) 

[
 
 
 
 
 
 
 
𝑢1(𝑡)
𝑢2(𝑡)
𝑢3(𝑡)
𝑢4(𝑡)
𝑢5(𝑡)
𝑢6(𝑡)
𝑢7(𝑡)]

 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
1 0 0
1 −1 0
0 1 0

0
0
0

 0   1   0 
 0  0  1
0   0   1
0  0  0

0
0
−1
1 ]
 
 
 
 
 
 

⏟            
≔𝐴̃𝑇

[

𝑒1(𝑡)
𝑒2(𝑡)
𝑒3(𝑡)
𝑒4(𝑡)

]. 

معادلات خ ی و دو سیستم  (2-1) ترکیب کننده با استفاده از قوانین یستم توسیع یافته:ساختاری از س

. نظکر با استفاده از جایگزینی حذف کنکیمرا  شدت جریان هامی توانیم همه ولتاژها و برخی  (6-1)و  (1-9)

  زیر بصورت . معادله[19] فقط نتایج را بیان می کنیمبرای تشریح تقریبا زیاد است  دلاتامع به اینکه تعداد

)فرمول  KVLمثال برای : 5-1شکل 

 سازی معادلات(
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(1-7) 

[
 
 
 
 
 
 
0 0
0 𝐶
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

0 0
0 0
0 0
0 0
𝐿 0
0 0
0 0

0
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 
 

⏟                
𝐸 [

 
 
 
 
 
 
 
 
𝑒̇1
𝑒̇2
𝑒̇3
𝑒̇4.
𝑖2.
𝑖5.
𝑖1 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

⏟
𝑥̇

=

[
 
 
 
 
 
 
0 0
0 0
0 0
0 0
1 0
0 𝑇
1 0

0    0
0   0
0    0
  0 𝑅−1

−1  0
−1  0
 0    0

−1 0
 1 −𝑇
 0 1
0  0
𝐿   0
0  0
 0   0

−1
0
0
0
0
0
0 ]
 
 
 
 
 
 

⏟                      
𝐴

[
 
 
 
 
 
 
𝑒1
𝑒2
𝑒3
𝑒4
𝑖2
𝑖5
𝑖1 ]
 
 
 
 
 
 

⏟
𝑥

 

       +

[
 
 
 
 
 
 
0 0
0 𝐶
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0]

 
 
 
 
 
 

⏟    
𝐵

[
𝑢𝑉(𝑡)
𝑖𝐼(𝑡)

]
⏟    

𝑢

, 

 𝑢بکه ورودی سیسکتم  𝑥بکردار توسکی  یافتکه که رفتار  بیان می کنداست. این معادله معادله حالت سیستم 

داریکم. حکال بکه  "حقیقی"تکین است، بنابراین ما یک سیستم توسی  یافته  𝐸وابسته است. توجه کنید که 

 که عبارت است ازنیاز داریم،  yیک معادله برای بردار خروجی 

(1-8) [
𝑖𝑉(𝑡)
𝑢𝐼(𝑡)

]
⏟    

𝑦

= [
0 0 0    0 0 0 1
0 0 1 −1 0 0 0

]
⏟                  

𝐶

[
 
 
 
 
 
 
𝑒1
𝑒2
𝑒3
𝑒4
𝑖2
𝑖5
𝑖1 ]
 
 
 
 
 
 

⏟
𝑥

, 

به بکردار  𝑢𝐼(𝑡)و ولتاژ در منب  شدت جریان  𝑖𝑉(𝑡)بیان می کند که شدت جریان در منب  ولتاژ  ادلهاین مع

در ادامکه اینهکا را در  م یک سیستم توسی  یافته را دارند.، فر(8-1)و  (7-1)بستگی دارد. معادلات  𝑥حالت 

 .لی معمولی بررسی می کنیمخی صورتیک 

 کنترل روبات 1-1-1

از بکی نظمکی  یکان مکی کنکیم. اغلکب ورودی سیسکتمب را [13و 1]اکنون مختصرا کاربردی از قضیه کنترل

این بدین معنی است که ورودی به دو قسمت تقسیم می شکود. بنکابراین بکه جکای  .احتمالی برخوردار است

𝐵𝑢(𝑡) قرار می هیم 

𝐵1𝑤(𝑡) + 𝐵2𝑢(𝑡), 

ورودی است که ممکن است شامل اغتشاش، خ اهای خ ی سکازی و دینامیکک هکای غیکر  𝑤(𝑡) در آن که

مدل سازی باشد. ب ور مشابه می توانیم خروجی را هم به دو قسمت تفکیک کنیم. به عبکارت دیگکر بجکای 
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𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑦(𝑡) قرار می دهیم 

𝑧(𝑡) = 𝐶1𝑥(𝑡) + 𝐷11𝑤(𝑡) + 𝐷12𝑢(𝑡),  

𝑦(𝑡) = 𝐶2𝑥(𝑡) + 𝐷21𝑤(𝑡) + 𝐷22𝑢(𝑡),  

حکال ورودی هکای کنتکرل را معنی یک خروجی تنظیم شده یا یک خ ای تخمینی را دارد.  𝑧(𝑡) در آن که

توسط خروجی های سنجیده سیستم، که ب ور دینامیکی تحت تأثیر رفتار سیستم قرار گرفته اند تعیین می 

انجام می شکود ککه یکک  6-1شکل ه در کنیم. این کار توسط کنترل گر دینامیکی به صورت نشان داده شد

 :فرم زیر است سیستم توسی  یافته به

𝐸̂𝑥̇(𝑡) = 𝐴̂𝑥(𝑡) + 𝐵̂𝑦(𝑡),  

𝑢(𝑡) = 𝐶̂𝑥(𝑡) + 𝐷̂𝑦(𝑡). 

 

 

 ته و کنترل گرنمودار حلقه بسته ی یک سیستم توسی  یاف :6-1شکل 

سیستم حلقه بسته ی حاصکل از سیسکتم  در آن، که است گرکنترل روبات، پیدا کردن یک کنترل هدف از 

 :خروجی است دارای ویژگی های زیر باشد 𝑧 ورودی و 𝑤که  6-1شکل  اولیه و کنترل گر

i) به عبارت دیگر ،ر داخلی پایا باشدسیستم کنترل نشده ب و 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→∞

[𝑥(𝑡) 𝑥(𝑡)]𝑇 = 0              ∀𝑤(𝑡) ≡ 0. 

ii) "از منظکورناشی از کوچکترین آشفتگی ممکن، کوچک باشکد.  آن برای بدترین حالت مؤثر "2اندازه 

نرم مکی باشکد. ایکن عبکارات را -∞𝐿نرم متنارر با تاب  انتقال است که یک حالت خاص -∞𝐻، اندازه

 تعریف می کنیم.  ب ور صریح در آینده

                                                      
2 Size 
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 تعاریف پایه ای برای سیستم های توسیع یافته 1-9

  به صورت را (LTI) 2اوردای زمانی خ یدر این پایان نامه ما سیستم توسی  یافته ن

(1-3) 
𝐸𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡),  

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡), 

𝑡برای زمان های پیوسته  ∈ ℝ یا 

(1-23) 
𝐸𝑥(𝑡 + 1) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡),  

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡), 

𝑡برای زمان های گسسته  ∈ ℤ  در نظر می گیریم که در آن , 𝐶 ∈ ℝ𝑝×𝑛 , 𝐵 ∈ ℝ𝑚×𝑛 , 𝐸, 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 

𝑦(𝑡) ∈ ℝ𝑝و 𝑢(𝑡) ∈ ℝ𝑚, 𝑥(𝑡) ∈ ℝ𝑛, 𝐷 ∈ ℝ𝑝×𝑚  توجه کنید که ماتریس .E .مجاز است تکین باشد 

 را در نظر بگیرید LTI یک سیستم توسی  یافته :[22] 9-1تعریف 

 ب ور متنارر معادلات حالت، و دومی ها معادلات خروجکی یکا نکارر (23-1)و  (3-1)معادلات اول  -2

 نامیده می شوند.

 بردارها به صورت زیر نامگذاری می شوند: -1

  𝑥(𝑡) بردار توسی  یافته 

 𝑢(𝑡)  بردار کنترل یا ورودی 

 𝑦(𝑡)  بردار خروجی 

 یس های موجود در سیستم به صورت زیر تعریف می شوندماتر -9

 𝐸   ماتریس توسی  یافته 

 𝐴   ماتریس حالت 

  𝐵  ماتریس کنترل یا ورودی 

 𝐶  و𝐷 خروجی های ماتریس 

 ، رتبه سیستم توسی  یافته نامیده می شود.𝑥(𝑡)عدد متغیر توسی  یافته، یعنی طول  -1

𝐴در فرم کانونیکال وایرشتراس مداد ماتریس  𝑁اندیس پوچ توانی ماتریس  -5 − 𝜆𝐸 اندیس جبری )یا ،

 فقط اندیس( نامیده می شود.

;𝐸)تایی -5گاهی وقت ها شایسته است که سیستم بالا را به صورت یک  𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷)  نشان دهیم. توجه کنید

                                                      
2 Invariant-Linear Tim 
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ر معادلات دیفرانسکیلی یکا می تواند تکین باشد، باز هم ممکن است سیستم ها در کنا 𝐸از آنجا که ماتریس 

 تفاضلی شامل معادلات جبری نیز باشند.

;𝐸)دو سیستم  (.[23] (r.s.e)2)هم ارزی سیستم محدود : 4-1تعریف  𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷) و (𝐸̃; 𝐴̃, 𝐵̃, 𝐶̃, 𝐷̃)  هم ارز

 مکاتریس وخروجی شان مساوی باشد، یعدد ورود که رتبه،ن، اگر ع وه بر اینامیده می شوند سیستم محدود

𝐷̃ که  دگونه ای وجود داشته باشنه ب 𝑄و  𝑃 ناتکین های = 𝐷 و 𝐶̃ = 𝐶𝑄 , 𝐵̃ = 𝑃𝐵, 𝐴̃ = 𝑃𝐴𝑄 , 𝐸̃ = 𝑃𝐸𝑄. 

باز هم یک تبکدیل  Qو  Pاز طریق ماتریس های ناتکین  r.s.eیک تغییر و تبدیل بین دو سیستم : 9-1نکته 

 فضای حالت تعمیم یافته نامیده می شود.

مشکابه   انتقکال تم هم ارز سیستم محدود، تکابسنشان می دهیم که دو سی در بخش های بعدی :4-1نکته 

 است. یکسانو بدین ترتیب رفتارشان  دارند

 یک ویژگی خیلی مهم سیستم های دینامیکی پایداری مجانبی آنها است.

ب کور مجکانبی پایکدار  (23-1)یکا  (3-1)(. سیستم توسی  یافته [15و  23]1)پایداری مجانبی :5-1تعریف 

𝑙𝑖𝑚است اگر 
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = 𝐸𝑥̇(𝑡)از سیستم کنترل نشده ی  𝑥همه جواب های  برای 0 = 𝐴𝑥(𝑡) ب ور متنارر یا 

𝐸𝑥(𝑡 + 1) = 𝐴𝑥(𝑡) . 

پایداری مجانبی همچنین می تواند توسط شروط معینی که بایستی برای مداد ماتریس حفظ شوند نیز بیان 

 می شود.

 :ارزندهم  ر)شروط هم ارز برای پایداری مجانبی(. شروط زی :[17] 9-1قضیه 

i)  مجانبا پایدار است (23-1)یا  (3-1)سیستم توسی  یافته. 

ii) در حالت پیوسته زمانی، همه مقادیر ویژه متناهی 𝐴 − 𝜆𝐸  صکفحه مخکتلط در نیم صفحه باز چکپ

,𝛬(𝐴 قرار داشته باشند به عبارت دیگر 𝐸) ⊂ ℂ− ≔ {𝑧 ∈ ℂ: 𝑅𝑒(𝑧) < ، ؛ در حالت گسسته زمکانی{0

𝐴همه مقادیر ویژه متناهی  − 𝜆𝐸  روی قرص واحد قرار داشته باشند، بکه عبکارت دیگکر𝛬(𝐴, 𝐸) ⊂

𝐷1
0(0) ≔ {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧| < 1}. 

 حل یك سیستم توسیع یافته 1-4

یافته برخی فرمول ها و اخت ف عمکده بکا سیسکتم هکای در این بخش برای مسیر حل سیستم های توسی  

. [16] نیکاز داریکم در بخش بعد به مفکاهیم کنتکرل پکذیری و مشکاهده پکذیری ،بیان می کنیم استاندارد را

                                                      
2 Restricted System Equivalence 
1 Asymptotic Stability 
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انجکام مکی در نظر می گیریم، و تبدیل فضای حالت تعمکیم یافتکه را طکوری را  (3-1)سیستم توسی  یافته 

𝐴دهیم که مداد ماتریس  − 𝜆𝐸  را ببینید(. با اسکتفاده  6-2)قضیه به فرم کانونیکال وایرشتراس تبدیل شود

 :بدست می آوریم r.s.eیک سیستم  1-1تعریف از 

(1-22) 

𝑥̇1(𝑡) = 𝐽𝑥1(𝑡) + 𝐵1𝑢(𝑡), 

 𝑁𝑥̇2(𝑡) = 𝑥2(𝑡) + 𝐵2𝑢(𝑡), 

𝑦(𝑡) = 𝐶1𝑥1(𝑡) + 𝐶2𝑥2(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡), 

 می باشد، و 𝜈پوچ توان با اندیس پوچ توانی  𝑁در فرم کانونیکال جردن هستند و  𝑁و  𝐽 در آن که

[
𝑥1(𝑡)
𝑥2(𝑡)

] = 𝑄−1𝑥(𝑡) ,      [
𝐵1
𝐵2
] = 𝑃𝐵  ,    [𝐶1 𝐶2] = 𝐶𝑄, 

 به دو زیر سیستم تبدیل می شود (22-1). سیستم 𝑄و  𝑃با ماتریس تبدیل 

(1-21) 
𝑥̇1(𝑡) = 𝐽𝑥1(𝑡) + 𝐵1𝑢(𝑡), 

𝑦1(𝑡) = 𝐶1𝑥1(𝑡), 

 و

(1-29) 
𝑁𝑥̇2(𝑡) = 𝑥2(𝑡) + 𝐵2𝑢(𝑡), 

𝑦2(𝑡) = 𝐶2𝑥2(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡), 

یکک  (21-1)زیکر سیسکتم کنکد  .نامیکده مکی شکوند (22-1) معادله سری  که به ترتیب زیر سیستم کند و

یکک  𝑢(𝑡)و هر ورودی ق عه وار پیوسته  𝑥1(0)سیستم استاندارد است از این رو، به ازای هر مقدار اولیه ی 

 دارد: به صورت زیر جواب منحصر بفرد

(1-21) 𝑥1(𝑡) = 𝑒
𝑦𝑡𝑥1(0) + ∫ 𝑒

𝑦(𝑡−𝜏)𝐵1𝑢(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0
. 

ق عه ، ب ور  𝑢بدست می آوریم. فرض کنید  را ، یک صورت از ساختار دیفرانسیل آنبرای زیر سیستم سری 

، 𝑡به  نسبت (29-1)ب ور پیوسته مشتق پذیری دو طرف راب ه  ،پذیر باشد. با فرض بار مشتق 𝑣 وار پیوسته

 :[23، بدست می آوریم ]𝑁وهمچنین ضرب دو طرف از چپ در ماتریس 

(1-25) 

 𝑁𝑥̇2(𝑡) = 𝑥2(𝑡) + 𝐵2𝑢(𝑡), 

 𝑁2𝑥̈2(𝑡) = 𝑁𝑥̇2(𝑡) + 𝑁𝐵2𝑢̇(𝑡), 

⋮ 

 𝑁𝑣𝑥2
(𝑣)(𝑡) = 𝑁𝑣−1𝑥2

(𝑣−1)(𝑡) + 𝑁𝑣−1𝐵2𝑢
(𝑣−1)(𝑡), 
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𝑁𝑣 داریم Nبا توجه به پوچ توانی  = دسکت ه بک به صورت زیر حلی از زیر سیستم سری و راب ه بازگشتی،  0

 :آیدمی 

(1-26) 𝑥2(𝑡) = −∑ 𝑁𝑖𝐵2𝑢
(𝑖)(𝑡)𝑣−1

𝑖=0 . 

0روی بکازه ی  نشان دهنده یک اثر تراکمکی 𝑥1(𝑡)می بینیم که  (26-1)و  (21-1)با مقایسه  ≤ 𝜏 ≤ 𝑡در ، 

می باشد. بر اساس  𝑡و مشتق های آن در لحظه های ثابتی از زمان  𝑢فقط مبتنی بر مقادیر  𝑥2(𝑡)حالی که 

 به ترتیب زیر سیستم کند و سری  نامیده می شوند. (29-1)و  (21-1)همین ویژگی ها سیستم های 

حکل زیکر  مکی دانکیم ککه مشابه است.کام  نیز  (23-1)حل سیستم های گسسته زمانی از فرم : 5-1نکته 

 [.22به صورت زیر می باشد ] 𝑥1(0)سیستم کند با مقدار اولیه 

𝑥1(𝑡) = 𝐽
𝑡𝑥1(0) +∑𝐽𝑡−1−𝑖𝐵1𝑢(𝑖)

𝑡−1

𝑖=0

. 

را بکه ترتیکب بکا  (25-1)در  𝑢(𝑡)و  𝑥2(𝑡)مکین مشکتق -iمجبوریم  برای محاسبه جواب زیر سیستم سری 

𝑥2(𝑡 + 𝑢(𝑡و  (1 +  . داریم:جایگزین کنیم (1

𝑥2(𝑡) = −∑𝑁𝑖𝐵2𝑢(𝑡 + 𝑖)

𝑣−1

𝑖=0

, 

𝑖به ورودی های بعدی وابسته است، اگر برای هر  در زمان مفروض 𝑥2(𝑡)در این روش حل  > 0، 𝑁𝑖𝐵2 ≠ 0 

فقکط  tاگر حل در زمان توسی  یافته اصلی غیر سببی نامیده می شود. در غیر این صورت،  آنگاه زیر سیستم

 به ورودی های قبلی وابسته باشد سیستم سببی نامیده می شود.

 کنترل پذیری و مشاهده پذیری یك سیستم توسیع یافته  1-5

سیسکتم هکای توسکی   ش قصد داریم برخی قوانین مهم پیرامون کنترل پذیری و مشاهده پذیریدر این بخ

با توجه به اینکه ما فقط کنترل پذیری و مشاهده پذیری کامل را نیاز داریم، در ادامکه  یافته را معرفی کنیم.

و همچنکین یکک مقدمکه [ 16] یک منب  خوب برای این کار در این بخش فقط به توصیف آنها می پردازیم.

 می تواند یافت شود. [23ر ]جزئی د

کنترل پذیر( گفته مکی شکود، اگکر -C) 2کنترل پذیر کامل (3-1). سیستم کنترل پذیری(-C) :6-1تعریف 

𝑤برای هر  ∈ ℝ𝑛  و شرط اولیه𝑥(0) ∈ ℝ𝑛  و هر زمان مفروض𝑡1 >  مشتق ق عه وار پیوسکته 𝑣 لکنتر ، 0

𝑢ی ا ∈ 𝒞𝑝
𝑣  وجود داشته باشد ب وری که𝑥(𝑡1) = 𝑤 . 

                                                      
2 Completely Controllable 
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کنتکرل پکذیری یکک سیسکتم -Cدر م ابقت با سیستم های استاندارد، می توانیم شرایط هم ارزی را بکرای 

 فرموله کنیم:

 زیر هم ارزند: گزاره هایکنترل پذیری(. -C)شرایط هم ارزی برای  :[23]4-1قضیه 

i)  (3-1)سیستم C-کنترل پذیر است؛ 

ii)   هر دو زیر سیستم کند وسریC-کنترل پذیرند؛ 

iii) 𝑟𝑎𝑛𝑘[𝑠𝐸 − 𝐴 𝐵] = 𝑛  برای هر𝑠 ∈ ℂ  و𝑟𝑎𝑛𝑘[𝐸 𝐵] = 𝑛. ∎ 

فقط اگکر بکه ازای هکر  کنترل پذیر است اگر و-C (3-1) می توان نشان داد که زیر سیستم کند: 6-1نکته 

𝑠 ∈ ℂ  ،𝑟𝑎𝑛𝑘[𝑠𝐸 − 𝐴 𝐵] = 𝑛 زیککر سیسککتم سککری  آن ، وC-فقککط اگککر کنتککرل پککذیر اسککت اگککر و 

𝑟𝑎𝑛𝑘[𝐸 𝐵] = 𝑛 . C-نیز گفتکه مکی  "2ینهایتکنترل پذیری در ب"اغلب  زیر سیستم سری  یکنترل پذیر

 [.23] شود

 مشاهده پذیر( گفته می شود، اگر-C) 1مشاهده پذیرکامل (3-1)مشاهده پذیری(. سیستم -C) :7-1تعریف 

𝑦(𝑡)  ،0و  𝑢(𝑡)بتواند ب ور منحصر بفرد از  𝑥(0)شرط اولیه ی  ≤ 𝑡 <  تعیین شود. ∞

 همچنین شروط هم ارز برای این ویژگی در قضیه بعدخ صه می شوند.

 (. گزاره های زیر هم ارزند:مشاهده پذیری -C)شرایط هم ارزی برای  :[23]5-1قضیه 

i)  (3-1)سیستم C-مشاهده پذیر است؛ 

ii)   هر دو زیر سیستم کند وسریC-مشاهده پذیرند؛ 

iii) 𝑟𝑎𝑛𝑘 [
𝑠𝐸 − 𝐴
𝐶

] = 𝑛  برای هر𝑠 ∈ ℂ  و𝑟𝑎𝑛𝑘 [
𝐸
𝐶
] = 𝑛. ∎ 

فقط اگر بکه ازای هکر  است اگر و مشاهده پذیر-C (3-1) که زیر سیستم کندمی توان نشان داد  :7-1نکته 

𝑠 ∈ ℂ  ،𝑟𝑎𝑛𝑘 [
𝑠𝐸 − 𝐴
𝐶

] = 𝑛 زیر سیستم سری  آن ، وC-فقط اگر است اگر و مشاهده پذیر 𝑟𝑎𝑛𝑘 [
𝐸
𝐶
] = 𝑛. 

C-[10]نیز گفته می شود  "9مشاهده پذیری در بینهایت"اغلب  ی زیر سیستم سری مشاهده پذیر.  

در نظر گرفته مکی شکود، شکرط مشکتق  (23-1)وقتی سیستم به صورت گسسته زمانی از فرم  : 8-1نکته 

کنتکرل  tه در زمان مشکخص مفکروض در مقابل مجبوریم فرض کنیم کحذف می شود.  6-1تعریف پذیری 

𝑢(𝑡 + 𝑖)  قب  برای𝑖 = 1,… , 𝑣 − مشخص شده است. حکم های دیگر بدون محدودیت برای سیستم های  1

 گسسته زمانی به خوبی حفظ می شوند.

                                                      
2 Controllability At Infinity 
1 Completely Observable 
9 Observability At Infinity 
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 دامنه فراوانی تحلیلات 1-6

میکان اغلب بررسی یک سیستم توسی  یافته در دامنه فراوانی خیلی معمول اسکت. ایکن رونکد مخصوصکا در 

 .[16 و 23] مهندس ها خیلی عمومیت دارد

 تبدیلات لاپلاس و تابع انتقال 1-6-2

 ر نظر می گیریم.ردای زمانی خ ی و پیوسته زمانی دمجددا ابتد سیستم توسی  یافته را به صورت ناو

𝑓:ℝ(. فرض کنید 2)تبدی ت لاپ س: 8-1تعریف  → ℝ𝑛   تاب  مفروض باشد. تکاب𝐿{𝑓}:ℝ → ℝ𝑛  ککه بکه

 صورت 

𝐿{𝑓}(𝑠) = ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡,
∞

0

 

 نامیده می شود، اگر این انتگرال وجود داشته باشد. 𝑓لاپ س تعریف می شود تبدیل 

 بیان می کنیم: ند،که مستقیما از تعریف نتیجه می شودر ادامه دو ویژگی از تبدی ت لاپ س را 

ℎاگر  -2 = 𝛼𝑓 + 𝛽𝑔  آنگاه𝐿{ℎ} = 𝛼𝐿{𝑓} + 𝛽𝐿{𝑔}  برای تاب  دلخواه𝑔 , 𝑓  و ثابت های𝛼, 𝛽 ∈ ℂ. 

𝑔یک تاب  مشتق پذیر باشد و  fاگر  -1 = 𝑓′  آنگاه𝐿{𝑔}(𝑠) = 𝑠𝑓 − 𝑓(𝑏) . 

𝑌و تعریکف  (3-1)از سیستم توسکی  یافتکه  𝑦و  𝑢 ،𝑥استفاده از تبدی ت لاپ س به هر یک از بردارهای  ≔

𝐿{𝑦} , 𝑈 ≔ 𝐿{𝑢} , 𝑋 ≔ 𝐿{𝑥}  :بدست می آوریم 

(1-27) 
𝑠𝐸𝑋(𝑠) − 𝐸𝑥(0) = 𝐴𝑋(𝑠) + 𝐵𝑈(𝑠), 

 𝑌(𝑠) = 𝐶𝑋(𝑠) + 𝐷𝑈(𝑠). 

𝐴یس با فرض منظم بودن مداد ماتر − 𝜆𝐸 می توانیم X  حذف کنیم و بدست آوریم: (27-1)را از 

𝑌(𝑠) = 𝐶(𝑠𝐸 − 𝐴)−1(𝐸𝑥(0) + 𝐵𝑈(𝑠)) + 𝐷𝑈(𝑠). 

𝐸𝑥(0)با در نظر گرفتن  = 𝑥(0)به عبارت دیگر  0 ∈ 𝑘𝑒𝑟𝐸 :راب ه ورودی خروجی زیر را بدست می آوریم 

𝑌(𝑠) = (𝐶(𝑠𝐸 − 𝐴)−1𝐵 + 𝐷)𝑈(𝑠). 

 (. تاب  1)تاب  انتقال :3-1تعریف 

𝐺(𝑠) ≔ 𝐶(𝑠𝐸 − 𝐴)−1𝐵 + 𝐷 

                                                      
2 TransformLaplace  
1 Transfer Function 
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 نامیده می شود. (3-1)تاب  انتقال سیستم توسی  یافته 

تعبیر فیزیکی یک دنباله را دارد. در اینجا اغلکب  𝑤برآورد می شود. وقتی  𝑖𝑤اغلب تاب  انتقال در مقدارهای 

 .[16] از لم زیر استفاده می کنیم

;𝐸) )پایایی تکاب  انتقکال(. فکرض کنیکد :2-1لم  𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷) → (𝑃𝐸𝑄;𝑃𝐴𝑄, 𝑃𝐵, 𝐶𝑄, 𝐷) ∶= (𝐸̃; 𝐴̃, 𝐵̃, 𝐶̃, 𝐷̃) 

;𝐸)تعمیمی از تبدیل فضای حالت باشد. آنگاه سیستم های  𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷)  و(𝐸̃; 𝐴̃, 𝐵̃, 𝐶̃, 𝐷̃)   تاب  انتقال مشابه

 شابه دارند.تواب  انتقال م r.s.eدارند. به تعبیری دیگر، دو سیستم 

 روابط زیر برای تواب  انتقال متنارر برقرارند: اثبات:

𝐺̃(𝑠) ∶= 𝐶̃(𝑠𝐸̃ − 𝐴̃)
−1
𝐵̃ + 𝐷 

           = 𝐶𝑄(𝑃(𝑠𝐸 − 𝐴)𝑄)−1𝑃𝐵 + 𝐷 

           = 𝐶𝑄𝑄−1(𝑠𝐸 − 𝐴)−1𝑃−1𝑃𝐵 + 𝐷 

           = 𝐶(𝑠𝐸 − 𝐴)−1𝐵 + 𝐷 = 𝐺(𝑠). 

∎ 

یک ویژگی خاص سیستم های توسی  یافته این است که حتی اگر ق ب هکا روی محکور موهکومی نباشکند، 

 .کراندار نباشد 𝑖𝑅ممکن است تاب  انتقال روی 

 تاب  انتقال زیر را در نظر بگیرید: : 4-1مثال 

𝐺(𝑠) = [1 1 1] (𝑠 [
1 0 0
0 0 1
0 0 0

] − [
1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

]) [
1
1
1
] 

          = [1 1 1] [

1

𝑠 − 1
0 0

0 1 −𝑠
0 0 1

] [
1
1
1
] = −𝑠 + 2 +

1

𝑠 − 1
, 

limبه آسانی مشاهده می کنیم که 
𝑤→∞

|𝐺(𝑖𝑤)| = ∞ . 

 این تعریف زیر را درپی دارد.

limسره نامیده می شود، اگکر  𝐺)تاب  انتقال اکیدا سره/ناسره(. تاب  انتقال  :21-1تعریف 
𝑤→∞

‖𝐺(𝑖𝑤)‖ < و  ∞

limاکیدا سره است اگر 
𝑤→∞

‖𝐺(𝑖𝑤)‖ = .‖به ازای هر نرم ماتریسی القایی  0 . در غیر اینصورت ناسره نامیکده  ‖

 .[16] می شود

امتحکان سکره یکا ناسکره بکودن یکک سیسکتم توسکی  یافتکه مفکروض بنابراین با داشتن یک روش عکددی، 
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(𝐸; 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷) امکان پذیر است .. 

 به صورت زیر تعریف می شود ∞F ،𝐿ماتریس  براینرم(. -∞𝐿) :22-1تعریف 

‖𝐹‖𝐿∞ = 𝑒𝑠𝑠 sup
𝑤∈ℝ

𝜎𝑚𝑎𝑥(𝐹(𝑖𝑤)) 

𝑒𝑠𝑠 supاسکت و  Mماکزیمم مقکدار تککین مکاتریس  𝜎𝑚𝑎𝑥(𝑀)ب وری که 
𝑡∈𝑁

ℎ(𝑡)   سکوپریمم اساسکی تکابh 

 می باشد. Nبرآورده شده روی مجموعه 
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 فصل سوم 9

 تخصیص پس خورد برای سیستم های

 توسیع یافته منظم 
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 مقدمه 9-2

معرفی سیستم های دینامیکی باعث به وجود آمدن مدل های توسی  یافته نکاوردای زمکانی خ کی )فضکای 

 حالت تعمیم یافته( از فرم

 (9-2) 𝐸𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢,  

 (9-1) 𝑦 = 𝐶𝑥.  

,𝐸 در آن کهمی باشد،  𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 ، 𝐵 ∈ ℝ𝑛×𝑚 ، 𝐶 ∈ ℝ𝑝×𝑛 ، 𝑥 ∈ ℝ𝑛 ، 𝑢 ∈ ℝ𝑚 ،y ∈ ℝP   و𝑥̇ = 𝑑𝑥/𝑑𝑡 . 

,𝐸) به صورت (1-9)– (2-9) از فرمیک سیستم توسی  یافته  برای سهولت در نماد گذاری، 𝐴, 𝐵, 𝐶)  تعریکف

 می شود.

 صورتمشتق به گزاره ای و سیستم را از نوع خروجی پس خورد ما کنترل 

𝑢 = 𝐹𝑦 + 𝐺𝑦̇ + 𝑣 = 𝐹𝐶𝑥 + 𝐺𝐶𝑥̇ + 𝑣, 

,𝐹 در آن که 𝐺 ∈ ℝ𝑚×𝑝 . :با سیستم حلقه بسته داده شده داریم 

 (9-9) (𝐸 + 𝐵𝐺𝐶)𝑥̇ = (𝐴 + 𝐵𝐹𝐶)𝑥 + 𝐵𝑣. 

 F=0حالت خاص  ،،کنترل پس خورد خروجی مشتق G=0کنترل پس خورد خروجی گزاره ای، حالت خاص 

 می باشد. C=0و کنترل پس خورد حالت مستقیم 

𝛼𝐸پاسخ یک سیستم توسی  یافته می تواند در قالب ساختار ویژه ی مکداد ماتریسکی  − 𝛽𝐴  .توصکیف شکود

𝑑𝑒𝑡(𝛼𝐸منظم گفته می شوند اگر  (1-9)-(2-9)مداد و سیستم متنارر  − 𝛽𝐴) ≠ ,𝛼)برای  0 𝛽) ∈ ℂ2. 

ای مکنظم یکک همه سیستم ه 𝑥(𝑡0)به اندازه کافی هموار وشرایط اولیه سازگار  𝑢(t)برای همه کنترل های 

 . [99و  23، 6] جواب قابل قبول دارند

,𝛼)، مقادیر ویژه تعمیم یافته زوجی از برای مدادهای منظم 𝛽) ∈ ℂ2\{(0,0)} در آن هستند که  𝑑𝑒𝑡(𝛼𝐸 −

𝛽𝐴) ≠ 𝛽اگر .  0 ≠ 𝜆آنگاه زوج معرف مقدار ویژه متناهی 0 = 𝛼/𝛽   و اگر𝛽 = ,𝛼)آنگاه 0 𝛽)   معکرف یکک

 مقدار ویژه نامتناهی است.

و مکاتریس  S∞(M)را توسکط  Mستونی فضای پوچ راست مکاتریس  ،یکامتعامد ،ماتریس مولد :2-9تعریف 

 نمایش می دهیم. T∞(M)را با  Mمولد یکامتعامد ستونی فضای پوچ چپ ماتریس 

 توجه کنید که تعیین این ماتریس ها یکتا نیست هر چند م ابق فضاها هستند.
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 برای مدادهای منظم جواب معادلات سیستم می تواند در قالب فرم کانونیکال وایرشتراس  توصیف شود. 

اسکت. بکه  فرم کانونیککال وایرشکتراسدر  N اندیس توان پوچ ماتریس پوچ توان ،اندیس مداد  :1-9تعریف 

𝑁𝑣−1است اگر  𝑣عبارت دیگر مداد از اندیس  ≠ 𝑁𝑣و  0 = نامنفرد باشد مکداد از  Eبر طبق قرارداد، اگر . 0

 است اگر وفقط اگر دقیقا 2و از اندیس حداکثر  اندیس صفر گفته می شود. یک سیستم توسی  یافته، منظم

𝑞 = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐸) .مقدار ویژه متناهی داشته باشد 

اگر یک سیستم توسی  یافته توسط پس خورد بتواند به یک سیسکتم حلقکه بسکته مکنظم بکا  :9-9تعریف 

سیستمی را توصکیف منظم پذیری، گفته می شود.  2تبدیل شود آنگاه سیستم، منظم پذیر 2داکثر اندیس ح

 می کند که با استفاده از پس خورد بتواند منظم شود.

 مداد را بیان می کند. 2بودن و اندیس لم زیر خصوصیات مهم منظم 

 عبارات زیر هم ارزند: :[28]2-9لم 

𝛼𝐸مداد  .2 − 𝛽𝐴  است. 2منظم و از اندیس حداکثر 

1. 𝑟𝑎𝑛𝑘 ([
𝐸

𝑇∞
𝑇(𝐸)𝐴

]) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐸 + 𝑇∞(𝐸)𝑇∞
𝑇(𝐸)𝐴) = 𝑛 

9. 𝑟𝑎𝑛𝑘([𝐸, 𝐴𝑆∞(𝐸)]) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐸 + 𝐴𝑆∞(𝐸)𝑆∞
𝑇 (𝐸)) = 𝑛 

1. 𝑇∞
𝑇(𝐸)𝐴𝑆∞(𝐸) .ناتکین است 

 اگر .5

𝑈𝑇𝐸𝑉 = (
𝑟 𝑛 − 𝑟
[𝑈1 𝑈2]

)
𝑇

𝐸 (
𝑟 𝑛 − 𝑟
[𝑉1 𝑉2]

) = [
𝛴𝑟 0
0 0

] 

,𝑈با ماتریس متعامد ) Eتجزیه مقدار تکین  𝑉𝜖𝑅𝑛×𝑛  و ماتریس ق ری نکا تککین𝛴𝑟𝜖𝑅
𝑟×𝑟 ) باشکد 

𝑛)آنگاه ماتریس  − 𝑟) × (𝑛 − 𝑟)  ،𝐴22 = 𝑈2
𝑇𝐴𝑉2 .ناتکین است∎ 

 دو مثال :  9-1

مثال های کاربردی زیادی از دو سیستم توسی  یافته گسسته زمانی و پیوسته زمانی وجود دارد . در اینجا دو 

که معرف روبکات خودککار تمیکز  1نمونه مدل را بیان می کنیم. اولی مدلی از یک دست ماشینی چند پیونده

  است. [23]گری یک مدل از مدار الکتریکی سادهودی [21]کردن پنجره هاست

را در نظر  (2-9شکل شینی متحرک سه پیونده دو بعدی )یک مدل خ ی ساده شده ی دست ما :2-9مثال 

 بگیرید

                                                      
2 Regularizable 
1 link constrained manipulator-Multi 
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 دست ماشینی سیال سه پیونده: 2-9شکل 

 معادلات لاگرانژین حرکت به صورت زیر فرض شده است

𝑀(𝛳)𝛳̈ + 𝐶(𝛳, 𝛳̇) + 𝐺(𝛳) = 𝑢 + 𝐹𝑇𝜇, 

𝜓(𝛳) = 0. 

𝜃که در آن  = [

𝛳1
𝛳2
𝛳3

  𝑀𝜖ℝ3×3بردار کنترل گشتاورهای اتصالات است، 𝑢𝜖ℝ3بردار جابجایی های اتصالات و  [

هم به  𝜓بردار ثقل )جاذبه زمین( می باشد تاب  محدودیت  𝐺𝜖ℝ3بردار گریز از مرکز و  𝐶𝜖ℝ3ماتریس جرم و 

 زیر فرض شده است. صورت

𝜓(𝛳) = [
𝑙1 𝑐𝑜𝑠(𝛳1) + 𝑙2𝑐𝑜𝑠(𝛳1 + 𝛳2) + 𝑙3𝑐𝑜𝑠(𝛳1 + 𝛳2 + 𝛳3)𝑙3 − 𝑙

𝛳1 + 𝛳2 + 𝛳3
] . 

𝐹 = 𝜕𝜓/𝜕𝛳  ،𝜇𝜖ℝ2  معرف ضریب لاگرانژ و𝐹𝑇𝜇  نیروی محدودیت تعمیم یافته می باشد. بازنویسی سیستم

 در دستگاه مختصات دکارتی و بازدهی خ ی مدل به صورت

𝑀0𝛿𝑧̇̇ + 𝐷0𝛿𝑧̇ + 𝐾0𝛿𝑧 = 𝑆0𝛿𝑢 + 𝐹0
𝑇𝛿𝜇, 

𝐹0𝛿𝑧 = 0. 

 .[21] بدست می آید

𝑥حال فرض کنید  = [
𝛿𝑧
𝛿𝑧̇
𝛿𝜇
𝑢و   [ = 𝛿𝑢یک سیستم توسی  یافته به شکل ، 
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[
𝐼3 0 0
0 𝑀0 0
0 0 0

] 𝑥̇ = [

0 𝐼3 0

−𝐾0 −𝐷0 𝐹0
𝑇

𝐹0 0 0
] 𝑥 + [

0
𝑆0
0
]𝑢. 

 به دست می آید.

𝑦سرانجام می توان خروجی  = 𝐶𝑥 .را به سیستم اضافه کرد  

 (.1-9شکل ساده است ) RLCاین مثال یک مدار الکتریکی  :1-9مثال 

 

 یک مدار الکتریکی ساده :1-9شکل 

به ترتیب مقاومت، ضریب خودالقکایی و ررفیکت الکتریککی  Cو  R، L ورودی کنترل است، 𝑉𝑆(𝑡)منب  ولتاژ 

 𝑣𝑅(𝑡)  ،𝑣L(t)  ،𝑣C(t)توسکط )توان( می باشند. به تنارر ولتاژ های کاهش یافته به ترتیب تعریف می شوند 

 آوریم.ف معادله مدار زیر را بدست می ههم شدت جریان می باشد. با توجه به قوانین کیرش Iو 

[

𝐿 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

]

[
 
 
 
𝐼(̇𝑡)
𝑣𝐿̇(𝑡)
𝑣𝐶̇(𝑡)
𝑣𝑅̇(𝑡)]

 
 
 

= [

0 1 0 0
1/𝐶 0 0 0
−𝑅 0 0 1
  0   1 1 1

] [

𝐼(𝑡)
𝑣𝐿(𝑡)
𝑣𝐶(𝑡)
𝑣𝑅(𝑡)

] + [

0
0
0
−1

]𝑣𝑆(𝑡). 

 است.اگر ولتاژ خازن را خروجی فرض کنیم، معادله خروجی به صورت زیر 

𝑌(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) = [0 0 1 0]𝑥(𝑡). 

 شرط های کنترل پذیری و مشاهده پذیری 9-9

 را در نظر بگیریدط زیر ومفروض است، شر (1-9)و (2-9)سیستم توسی  یافته 

 (9-1) 

𝐶0:   𝑟𝑎𝑛𝑘[𝛼𝐸 − 𝛽𝐴, 𝐵] = 𝑛 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 (𝛼, 𝛽) ∈ ℂ2, 

𝐶1:   𝑟𝑎𝑛𝑘[𝜆𝐸 − 𝐴, 𝐵] = 𝑛 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝜆 ∈ ℂ , 

𝐶2:   𝑟𝑎𝑛𝑘[𝐸, 𝐴𝑆∞(𝐸), 𝐵] = 𝑛. 

  مشخص می کند.را  امنظم هستند، این شروط کنترل پذیری آنه که برای سیستم هایی
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𝛼𝐸اگر  − 𝛽𝐴  یک مداد منظم باشد آنگاه سه تایی(𝐸, 𝐴, 𝐵) ککام   و ب ور متنکارر سیسکتم توسکی  یافتکه

. یک سیسکتم توسکی  یافتکه در برقرار باشد 𝐶0 و فقط اگر ، اگرگفته می شودکنترل پذیر -Cکنترل پذیر یا 

 صدق می کند، به عبارت دیگر کام  کنترل پذیر است تنها اگر 𝐶0شرط 

(9-5) 𝑟𝑎𝑛𝑘[𝐸, 𝐵] = 𝑛.  

را در زمان  𝑥0یک کنترل قابل قبول وجود داشته باشد که  𝑥𝑓 و 𝑥0اگر برای هر حالت اولیه و نهایی مفروض   

. بنابراین می توان انتظار داشت سیستم هکایی انتقال دهد کنترل پذیری کامل بدست می آید 𝑥𝑓متناهی به 

 که کام  کنترل پذیرند، ویژگی های مشابهی با سیستم های استاندارد داشته باشند.

𝛼𝐸اگر  − 𝛽𝐴 د آنگاه سه تایی یک مداد منظم باش(𝐸, 𝐴, 𝐵)  کنتکرل و ب ور متنارر سیسکتم توسکی  یافتکه

اگر سیسکتم در یکک . برقرار باشند 𝐶2و  𝐶1اگر و فقط اگرشروط  گفته می شود،کنترل پذیر -Sپذیر قوی یا 

,𝑟𝑎𝑛𝑘[𝐸از بعد  ℝ𝑛زیرفضای  𝐵] جواب(.)فضای  کام  کنترل پذیر باشد کنترل پذیری قوی بدست می آید 

بدست  𝐶0از شرط  𝐶1کنترل پذیری را در بر دارد. به وضوح شرط -Sکنترل پذیری -Cما ارهار می کنیم که 

𝛽می آید، برای هر  ≠ 𝜆و  0 = 𝛼 𝛽⁄.  شرط𝐶2  بدست می آید ولی ضعیف است. (5-9)نیز از شرط 

کنند کنترل پذیر در بی نهایکت یکا کنتکرل پکذیر ضکربه ای می صدق  𝐶2 شرط سیستم های منظمی که در

نامیده می شوند. این سیستم ها توسط یک پس خورد خ ی مناسب می توانند از حالکت اغتششکاش خکارج 

است که سیستم های منظم از اندیس حکداکثر را  2-9لم به طور بسته مربوط به شرط دوم  𝐶2شوند. شرط 

 کنترل پذیر در بی نهایت است. 2مشخص می کند. یک سیستم منظم از اندیس حداکثر 

 بیان می کنیم: را به صورت شروط زیر سیستم های توسی  یافته مشاهده پذیری

 (9-6) 

𝑂0:  𝑟𝑎𝑛𝑘 [
𝛼𝐸 − 𝛽𝐴

𝐶
] = 𝑛 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 (𝛼, 𝛽)𝜖ℂ2, 

𝑂1:  𝑟𝑎𝑛𝑘 [
𝜆𝐸 − 𝐴
𝐶

] = 𝑛 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝜆𝜖ℂ, 

𝑂2:  𝑟𝑎𝑛𝑘 [
𝐸

𝑇∞
𝑇(𝐸)𝐴
𝐶

] = 𝑛. 

𝛼𝐸اگر  − 𝛽𝐴  یک مداد منظم باشد آنگاه سه تایی(𝐸, 𝐴, 𝐵) ککام  و ب ور متنکارر سیسکتم توسکی  یافتکه ،

برقرار باشد. یک سیستم توسی  یافتکه در  𝑂0مشاهده پذیر گفته می شود، اگر و فقط اگر -Cمشاهده پذیر یا 

 صدق می کند، به عبارت دیگر کام  مشاهده پذیر است تنها اگر 𝑂0شرط 
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(9-7) 𝑟𝑎𝑛𝑘 [
𝐸
𝐶
] = 𝑛. 

𝛼𝐸اگر  − 𝛽𝐴  یک مداد منظم باشد آنگاه سه تایی(𝐸, 𝐴, 𝐵)  مشکاهده و ب ور متنارر سیستم توسکی  یافتکه

در آن برقکرار  𝑂2برقرار باشد. یک سیستم منظم ککه شکرط  𝑂2و  𝑂1مشاهده پذیر است اگر -Sپذیر قوی یا 

 باشد مشاهده پذیر در بی نهایت یا مشاهده پذیر ضربه ای گفته می شود.

 مشاهده پذیری را در بر دارد.-Sمشاهده پذیری -Cبه وضوح 

نسبت به تبدی ت هم ارز سیستم و نسبت به پکس خکورد حالکت و  (6-9)-(1-9)توجه کنید که شرط های 

صکدق کنکد آنگکاه بکرای هکر  𝐶2یکا   𝐶0،𝐶1 طوبه عبارت دیگکر اگکر سیسکتم در شکر .خروجی پایدار هستند

 𝑊𝜖ℝ𝑚×𝑚و 𝑉𝜖ℝ𝑛×𝑛 ، 𝑈𝜖ℝ𝑛×𝑛 نامنفرد و برای هر𝐹𝜖ℝ𝑚×𝑝  سیستم(𝐸̃, Ã, 𝐵̃, 𝐶̃) با تعریف 

(9-8) 

𝐸̃ = 𝑈𝐸𝑉,    𝐴̃ = 𝑈𝐴𝑉,          𝐵̃ = 𝑈𝐵𝑊,

یا
𝐸̃ = 𝐸,          𝐴̃ = 𝐴 + 𝐵𝐹,      𝐵̃ = 𝐵,      

یا
𝐸̃ = 𝐸,          𝐴̃ = 𝐴 + 𝐵𝐹𝐶,    𝐵̃ = 𝐵,     }

  
 

  
 

  

 𝐶1 ،𝐶0 و𝑂1 ،𝑂0برقرار است. شروط  𝑂1 ،𝑂0 و 𝑂2خواص مشابه برای می کند. صدق 𝐶2یا   𝐶0،𝐶1 شروطنیز در 

 پس خورد حالت و خروجی از فرم نسبت به تبدی ت 𝐺𝜖ℝ𝑚×𝑝برای هر 

 

𝐸̃ = 𝐸 + 𝐵𝐺,    𝐴̃ = 𝐴,          𝐵̃ = 𝐵, 

 یا                            

𝐸̃ = 𝐸 + 𝐵𝐺𝐶,    𝐴̃ = 𝐴,          𝐵̃ = 𝐵, 

 نسبت به پس خورد مشتق پایدار نباشد، مثال زیکر ایکن 𝐶2پایدار هستند. توجه کنید که ممکن است شرط 

 موضوع را نشان می دهد.

 سیستم زیر را در نظر بگیرید: :9-9 مثال

 𝑬 = [
𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎

] ,           𝑨 = [
𝟎 𝟎 𝟏
𝟎 𝟎 𝟎
𝟏 𝟎 𝟎

] ,            𝑩 = [
𝟏 𝟎
𝟎 𝟏
𝟎 𝟎

] ,           𝑪 = [
𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 −𝟏 𝟎

], 

,𝐸] در آن که 𝐴𝑆∞(𝐸), 𝐵] وسیستم منظم است، بنابراین کنترل پذیر در بینهایت اسکت. بکا پکس رتبه کامل 

𝐺خورد  = 𝐼 :بدست می آوریم 
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 𝐸 + 𝐵𝐺𝐶 = [
1 0 0
0 0 0
0 0 0

],          𝑆∞(𝐸 + 𝐵𝐺𝐶) = [
0 0
1 0
0 1

], 

 و

 𝑟𝑎𝑛𝑘[𝐸 + 𝐵𝐺𝐶, 𝐴𝑆∞(𝐸 + 𝐵𝐺𝐶), 𝐵] = 2, 

 نسبت به پس خورد مشتق پایدار نیست. 𝐶2پس شرط 

 هم نسبت به پس خورد مشتق پایدار نیست. 𝑂2یک مثال مشابه نشان میدهد که شرط 

مکی  در این بخش ما حالت هایی را که منجر به کنترل پذیری و مشاهده پذیری سیستم های توسی  یافتکه

در مجموع برقراری  م وکنترل پذیری و مشاهده پذیری مستلزم منظم بودن سیست د را معرفی می کنیم.نشو

 می باشد. در اینجا منظم بودن سیستم حلقه بسته مفروض است. (6-9) و (1-9)شرط های 

تحان می کنیم که هدف از سیستم و طکرح پکس خکورد آن را ای را ام 2های فشرده صورتدر بخش بعد ما 

 تصریح می کند.

های فشرده توسط الگوریتم های معتبر عددی قابکل محاسکبه  صورتکانونیکال وایرشتراس،  صورتبرخ ف 

 اند.

 های فشرده: صورت 9-4

های کانونیکال و فشکرده ککه ویژگکی  صورتمی تواند جهت ساده سازی سیستم به  (8-9)تبدی ت هم ارز 

های فشرده نسکبت  صورت. این بخش، استفاده شود های کنترل پذیری و مشاهده پذیری را تصریح می کند

امتحان اینکه  باها را  چگونگی استفاده از این صورت بخش بعدی دهد. م ارز متعامد را نشان مبه تبدی ت ه

همچنین پکس  آیا سیستم می تواند منظم شود و همچنین چگونگی مینیمم سازی اندیس را نشان می دهد.

 .دست آیندبهای فشرده  هم می توانند از صورت خورد های منظم ساز

یا فرم پلککانی  [29]ت به هم ارزی یکانی یس ها، نسبشور برای ماتر صورتما صورت های فشرده ای شبیه 

آنهکا  راهر می شوند. یپایدار مسائل مربوط بهدر  بیشترهای فشرده  این نوع صورت را پیدا می کنیم. [92]

گرد کردن پایکا هسکتند، محاسکبه  یمی توانند با استفاده از الگوریتم هایی که به طور عددی در جهت خ ا

همان چیزی است که با استفاده از حساب دقیکق یکک اخکت ل کوچکک  ،فشرده محاسبه شده صورتشوند. 

 خ ای گرد کردن سیستم اولیه بدست می آید.

                                                      
2 Condensed Forms 
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برای سادگی فرض مکی کنکیم ککه ها  را بیان می کنیم. در همه این صورت فشرده از این نوع صورتما سه 

𝐶𝑇و 𝐵 اشد آنگاه با معرفی بردارهای ورودی، خروجی جدید بکه رتبه ستونی کامل اند. اگر این حالت برقرار نب

 آسانی می توان این حالت را ایجاد کرد.

تعریکف مکی  بعدیرا ماتریس صفر از هر  Oفرد میباشد و همچنین نامن j×j نماد ماتریس ق ری 𝛴𝑗در اینجا  

 کنیم.

، E ،A زیر ماتریس های تبدیل شده یما با استفاده از یک دنباله محدود، از تجزیه مقدار تکین و تعیین رتبه 

B وC،  اثبات ها را به طور واضح به الگوریتم های عددی انتقال می دهیم و روش های پایای عکددی را بکرای

 محاسبه فرم های فشرده بدست می آوریم.

 ین یکیر ماتریس ها بدست آورند. اای زایستی بعدهای ماتریس را از رتبه هعددی باز این رو، الگوریتم های 

رتبه ناقص، ممککن اسکت رتبکه آن را تغییکر برنامه متفاوت است، زیرا اخت لات کوچک دلخواه یک ماتریس 

دهد. هر عدم اطمینان از اط عات، هر خ ای گرد کردن، ممکن است رتبه را پیچیده و مبهم کنکد. یکک راه 

𝑀𝜖ℝ𝑚×𝑛 ،𝑚خیلی م مئن تعیین رتبه ماتریس  ≥ 𝑛   این است که با استفاده از یک روش عددی م مکئن

𝜎1مقادیر تکین  ≥ 𝜎2 ≥ ⋯ ≥ 𝜎𝑛 ≥ در نتیجکه تعکداد مقکادیر تککین ناصکفر، رتبکه  ،[25]محاسبه شوند  0

 )عددی( ماتریس می باشد.

 . [1] معرفی شده است قضیه زیر فرم فشرده اول در

,𝐸فرض کنید  :[1] 2-9قضیه  𝐴𝜖ℝ𝑛×𝑛  ،𝐵𝜖ℝ𝑛×𝑚  و𝐶𝜖ℝ𝑝×𝑛 ب وری که B  وC رتبه سکتونی و  به ترتیب

,𝑈س ری کامل اند. آنگاه ماتریس های متعامد  𝑉𝜖ℝ𝑛×𝑛  ،𝑊𝜖ℝ𝑚×𝑚  و𝑌𝜖ℝ𝑝×𝑝 در آن د کهنوجود دار: 
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 (9-3) 𝑈𝑇𝐸𝑉 =

 
𝑡1

𝑛 − 𝑡1

𝑡1 𝑛 − 𝑡1

[
𝛴𝑡1    0    

0   0   
]
, 

 (9-23) 𝑈𝑇𝐵𝑊 =

 
 
𝑡1
𝑡2
𝑡3

𝑛 − 𝑡1 − 𝑡2 − 𝑡3
 

𝑘1 𝑘2

[

𝐵11
𝐵21
𝐵31

𝐵12
0
0

0 0

]
, 

 (9-22) 𝑌𝑇𝐶𝑉 =

 
𝑙1
𝑙2

𝑡1   𝑠2   𝑡5  𝑛 − 𝑡1 − 𝑠2 − 𝑡5

[
𝐶11 𝐶12 𝐶13             0             
𝐶21 0    0                 0            

] ,
 

 (9-21) 𝑈𝑇𝐴𝑉 =

 
𝑡1
𝑡2
𝑡3 
𝑡4
𝑡5
𝑡6

𝑡1    𝑠2    𝑡5   𝑡4   𝑡3   𝑠6

[
 
 
 
 
 
 
𝐴11 𝐴12 𝐴13 𝐴14 𝐴15 𝐴16
𝐴21 𝐴22 𝐴23 𝐴24 0    0  

𝐴31 𝐴32 𝐴33 𝐴34 𝛴𝑡3   0  

𝐴41 𝐴42 𝐴43  𝛴𝑡4    0    0   

𝐴51   0    𝛴𝑡5    0     0     0    

𝐴61   0     0     0     0     0    ]
 
 
 
 
 
 

, 

  س ری کامل می باشند و ماتریس های رتبه 𝐶21رتبه ستونی کامل و  𝐵12 ماتریس

[
𝐵21
𝐵31

]𝜖𝐶𝑘1×𝑘1         , [𝐶12 𝐶13]𝜖𝐶
𝑙1×𝑙1 

𝑘1و به ترتیب از بعد  مربعی و غیر تکین اند = 𝑡2 + 𝑡3  و𝑙1 = 𝑠2 + 𝑡5  .می باشند 

و تعداد س رها یا ستون های، س ر یا ستون بلکوک متنکارر مکاتریس  صحیح نامنفی اند 𝑙𝑗و  𝑡𝑗 ،𝑠j ،𝑘jاینجا 

تنارری اسکت تعریف می شوند. یک مقدار صفر، یکی از این عددهای صحیح مربوط به س ر یاستون بلوک م

 .که راهر نشده است

 ∎.داده شده است Aدر پیوست  مبه صورت الگوریت اثبات:

 را مشخص می کند. 9نتیجه زیر است که حالت های معرفی شده در بخش  قضیه،یک التزام مستقیم از این 

,𝐸)سیستم  :2-9نتیجه  𝐴, 𝐵, 𝐶)  را در نظر بگیرید: 9-9قضیه از  (21-9)-(3-9فشرده ) صورتدر 

,𝐸)زوج  .2 𝐴)  ست اگکر و فقکط اگکر ا 2منظم و از اندیس حداکثرs6 = 𝑡6 = 𝐴22و  0 − 𝐴24𝛴𝑡4
−1𝐴42 

 .نامنفرد باشد

𝑡6برقرار است اگر و فقط اگر  𝐶2حالت  .1 = 0 . 

𝑠6برقرار است اگر و فقط اگر  𝑂2حالت  .9 = 0 . 
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1. 𝑟𝑎𝑛𝑘 [𝐸, 𝐵] = 𝑡1 + 𝑡2 + 𝑡3 و بنابراین 𝑟𝑎𝑛𝑘 [𝐸, 𝐵] = 𝑛  اگر و فقط اگر𝑡4 = t5 = t6 = 0 . 

5. 𝑟𝑎𝑛𝑘 [
𝐸
𝐶
] = 𝑡1 + 𝑠2 + 𝑡5  بنابراینو 𝑟𝑎𝑛𝑘 [

𝐸
𝐶
] = 𝑛  اگر و فقط اگر𝑡4 = t3 = s6 = 0 . 

6. 𝑟𝑎𝑛𝑘 [
𝐸 𝐵
𝐶 0

] = 𝑡1 + 𝑡2 + 𝑠2 + 𝑡3 + 𝑡5 +min (𝑙2, 𝑘2) . 

 ر می دهیمراق 2برای اثبات  اثبات:

𝐴̂22 =

𝑡2
𝑡3
𝑡4
𝑡5
𝑡6 [
 
 
 
 
𝐴22 𝐴23 𝐴24 0   0

𝐴32 𝐴33 𝐴34 𝛴𝑡3 0

𝐴42 𝐴43 𝛴𝑡4  0   0

0 𝛴𝑡5   0   0   0

0 0   0   0   0]
 
 
 
 

 ,       𝐴̂12 =

𝑡2
𝑡3
𝑡4
𝑡5
𝑡6 [
 
 
 
 
𝐴21
𝐴31
𝐴41
𝐴51
𝐴61]

 
 
 
 

,  

 𝐴̂21 = 𝑡1[𝐴12 𝐴13 𝐴14 𝐴15 𝐴16]. 

 در این صورت داریم

𝑈𝑇𝐴𝑉 =
𝑡1

𝑛 − 𝑡1
[
𝐴11 𝐴̂12
𝐴̂21 𝐴̂22

], 

 بدست می آوریم 

[𝐸, 𝐴𝑆∞(𝐸)] = [
𝛴𝑡1 0 𝐴̂12

0 0 𝐴̂22
],    [

𝐸
𝑇∞
𝑇𝐴
] = [

𝛴𝑡1 0

0 0
𝐴̂21 𝐴̂22

]. 

𝑠6حال فرض می کنیم که  = 𝑡6 = 𝛼𝐸ناتکین باشد در این صورت  𝐴̂22و  0 − 𝛽𝐴  هم ارز می شود با 

𝛼 [
𝛴𝑡1 0

0 0
] − 𝛽 [𝐴11 − 𝐴̂12𝐴̂22

−1𝐴̂21 0
0 𝐼

], 

 است. 2که به وضوح منظم و از اندیس حداکثر 

𝛼𝐸، حال اگر برعکس − 𝛽𝐴  باشد آنگکاه  2مداد منظم و از اندیس حداکثر𝛼𝐸 − 𝛽𝐴  مکی توانکد بکه صکورت

 فشرده کانونیکال زیر بازنویسی شود

𝛼 [
𝐼 0
0 0

] − 𝛽 [
𝐽 0
0 𝐼

], 

,𝐸]و به راحتی اثبات می شود که  𝐴𝑆∞(𝐸)] = 𝑛 𝑟𝑎𝑛𝑘  و این وقتی امکان پذیر است که𝐴̂22 .ناتکین باشد 

 ∎[.1واضح است ] (21-9)-(3-9)بقیه ی گزاره ها از صورت فشرده 

را بدسکت مکی آوریکم و سکپس  Eابتدا تجزیکه مقکدار تککین  (21-9)-(3-9)های فشرده  در ساخت صورت
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بنکابراین  ،مشکخص مکی شکوند 𝐴𝑆∞(𝐸)و  𝑆∞(𝐸)مرحله  ماتریس های باقیمانده را اص ح می کنیم. در این

شوند. اگر منظم سازی ضروری  به آسانی در مراحل کار شناسایی می 2سیستم های منظم با اندیس حداکثر 

منظم ساز ایجاد کرد. برای پس خورد مشکتق مناسکب تکر یک پس خورد گزاره ای ب فاصله می توان  ،باشد

 را به یک مجموعه از مؤلفه ها که در چپ ثابت انکد و Eسپس  شروع کنیم Cو  Bاست با تجزیه مقدار تکین 

یک مجموعه از مؤلفه هایی که این مجموعه می تواند مقادیر دلخواهی توسط پس خورد مشتق باشد تفکیک 

 فشرده زیر را در پی دارد: صورتمی کنیم. این 

,𝐸فرض کنید  :1-9قضیه  𝐴𝜖ℝ𝑛×𝑛  ،𝐵𝜖ℝ𝑛×𝑚 ، 𝐶𝜖ℝ𝑝×𝑛 ، B  وC رتبه ستونی و س ری کامل  ترتیبنیز ب

,𝑈. آنگاه ماتریس های متعامد باشند 𝑉𝜖ℝ𝑛×𝑛  ،𝑊𝜖ℝ𝑚×𝑚  و𝑌𝜖ℝ𝑝×𝑝 که:د ب ورینوجود دار 

(9-29) 𝑈𝑇𝐸𝑉 = 𝐸̃ =

 
𝑡̃1
𝑡̃2
𝑡̃3
𝑡̃4
𝑡̃5
𝑡̃6

𝑠̃1 𝑡̃4     𝑡̃3     𝑡̃2 𝑡̃5 𝑠̃6

[
 
 
 
 
 
 𝐸̃11
𝐸̃21
𝐸̃31
0
0
0

𝐸̃12
𝐸̃22
𝐸̃32
𝛴𝑡̃4
0
0

𝐸̃13
𝐸̃23
𝛴𝑡̃3
0
0
0

0
𝛴𝑡̃2
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 
 

 , 

(9-21) 𝑈𝑇𝐵𝑊 = 𝐵̃ =

 
𝑡̃1
𝑡̃2

𝑛 − 𝑡̃1 − 𝑡̃2

𝑚

[
𝐵̃1
𝐵̃2
0

] , 

(9-25) 𝑌𝑇𝐶𝑉 = 𝐶̃ = 𝑝
𝑠̃1 𝑡̃4 𝑛 − 𝑠̃1 − 𝑡̃4
[𝐶̃1 𝐶̃2            0         ]

 

 , 

(9-26) 𝑈𝑇𝐴𝑉 = 𝐴̃ =

 
𝑡̃1
𝑡̃2
𝑡̃3
𝑡̃4
𝑡̃5
𝑡̃6

𝑠̃1 𝑡̃4     𝑡̃3     𝑡̃2 𝑡̃5 𝑠̃6

[
 
 
 
 
 
 
𝐴̃11
𝐴̃21
𝐴̃31
𝐴̃41
𝐴̃51
𝐴̃61

𝐴̃12
𝐴̃22
𝐴̃32
𝐴̃42
𝐴̃52
𝐴̃62

𝐴̃13
𝐴̃23
𝐴̃33
𝐴̃43
𝐴̃53
𝐴̃63

𝐴̃14
𝐴̃24
𝐴̃34
𝐴̃44
𝐴̃54
𝐴̃64

𝐴̃15
𝐴̃25
𝐴̃35
𝐴̃45
𝛴𝑡̃5
0

𝐴̃16
𝐴̃26
𝐴̃36
𝐴̃46
0
0 ]
 
 
 
 
 
 

 , 

𝑡̃1 در آن که + 𝑡̃2 = 𝑚  و𝑠̃1 + 𝑡̃4=p  و ماتریس های[
𝐵̃1
𝐵̃2
]و  [

𝐶̃1
𝐶̃2
 .نامنفردندمربعی و  [

 ∎ .[1] بدست می آید 2-9قضیه با یک تغییر ساده از اثبات صورت فشرده  اثبات:

 را مشخص می کند. سیستموضعیت های کنترل پذیری و مشاهده پذیری  زیرنتیجه مستقیم 

,𝐸)سیستم  :1-9نتیجه  𝐴, 𝐵, 𝐶)  را در نظر بگیرید خواص زیر را داریم: 1-9قضیه فشرده  صورتدر 
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2. 𝑟𝑎𝑛𝑘 [𝐸, 𝐵] = 𝑡̃1 + 𝑡̃2 + 𝑡̃3 + 𝑡̃4  و بنابراین𝑟𝑎𝑛𝑘 [𝐸, 𝐵] = 𝑛  اگر و فقط اگر𝑡̃6 = 𝑡̃5 = 0 . 

1. 𝑟𝑎𝑛𝑘 [
𝐸
𝐶
] = 𝑠̃1 + 𝑡̃2 + 𝑡̃3 + 𝑡̃4  و بنابراین𝑟𝑎𝑛𝑘 [

𝐸
𝐶
] = 𝑛  اگر و فقط اگر𝑠̃6 = 𝑡̃5 = 0 . 

9. 𝑟𝑎𝑛𝑘 [
𝐸 𝐵
𝐶 0

] = 𝑠̃1 + 𝑡̃2 + 𝑡̃3 + 𝑡̃4 . 

𝑡̃6اگر  .1 =  برقرار است. 𝐶2، آنگاه  0

𝑠̃6اگر  .5 =  .برقرار است 𝑂2، آنگاه  0

 ∎.[1] واضح است (26-9)-(29-9)فشرده  از صورتاثبات : 

برای سیسکتم هکای ب الگوریتم های تخصیص ق رفی می کنیم ابتدا در مقاله فشرده بعدی که ما مع صورت

 شکد بکاتتوسط چندین مؤلف اثو ب فاصله )ب ور مستقیم(  [12]معرفی شده است  2̎میمینایز ̎   یافتهیتوس

که همه خواص کنترل پکذیری در آن  ب وریهای فشرده قبلی است،  صورتمتفاوت از  صورت. این [3و  5]

که اندیس بزرگی دارند اما کنترل پذیر یا مشاهده پکذیر  هایی راهر نشده است. از این رو، درتفکیک سیستم

 .در بینهایت نیستند استفاده می شود

,𝐸فرض کنید :9-9قضیه  𝐴𝜖ℝ𝑛×𝑛  ،𝐵𝜖ℝ𝑛×𝑚  و𝐶𝜖ℝ𝑝×𝑛 ب کوری ککه B  وC رتبکه سکتونی و  بکه ترتیکب

,𝑈. آنگاه ماتریس های متعامد باشندس ری کامل  𝑉𝜖ℝ𝑛×𝑛  ،𝑊𝜖ℝ𝑚×𝑚  و𝑌𝜖ℝ𝑝×𝑝 که:ورید ب نوجود دار 

(9-27) 

𝑈𝑇𝐸𝑉 =

 
𝑡̂1
𝑡̂2
𝑡̂3
𝑡̂4

𝑡̂1    𝑡̂2   𝑡̂3   𝑡̂4

[

𝐸11
0
𝐸31
0

0
0
𝐸32
0

0
0
𝐸33
0

𝐸14
𝐸24
𝐸34
𝐸44

]
 , 

 

𝑈𝑇𝐴𝑉 =

 
𝑡̂1
𝑡̂2
𝑡̂3
𝑡̂4

𝑡̂1    𝑡̂2   𝑡̂3   𝑡̂4

[

𝐴11
𝐴21
𝐴31
0

𝐴12
𝐴22
𝐴32
0

0
0
𝐴33
0

𝐴14
𝐴24
𝐴34
𝐴44

]
, 

 

𝑈TB =

 
𝑡̂1
𝑡̂2
𝑡̂3
𝑡̂4

m

[

B1
B2
B3
0

]

 

,           𝐶𝑉 = 𝑝
𝑡̂1 𝑡̂2 𝑡̂3  𝑡̂4
[𝐶1 𝐶2 0 𝐶4]

 

, 

 با خواص زیر

                                                      
2 Miminis 
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2. 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐸11) = 𝑡̂1 ، 

1. 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐶2) = 𝑡̂2 ، 

9. 𝐴33 پایین مثلثی بلوکی است، 

1. 𝐸33  پایین مثلثی بلوکی، با بلوک های ق ری صفر ، افراز شده م ابق با𝐴33 می باشد، 

5. 𝐴44 ،بالا مثلثی بلوکی است 

6. 𝐸44  بالا مثلثی بلوکی، با بلوک های ق ری صفر ، افراز شده م ابق با𝐴44 ،می باشد 

 صدق می کندو 𝐶2در  (27-9)زیر سیستم بدست آمده توسط حذف آخرین س رو ستون بلوکی  .7

صکدق مکی  𝑂2و  𝐶2در  (27-9)زیر سیستم بدست آمده توسط حذف دو س رو ستون بلوکی آخکر  .8

 .کند

 ∎ .[5] بدست می آید 2-9قضیه با یک تغییر ساده از اثبات صورت فشرده  اثبات:

وتی از سیسکتم را تصکریح مکی تفاویژگی های م 9-9و  1- 9 ،2-9قضیه فشرده از  صورتمی بینیم که سه 

 د.نکن

لازم  شکروط اسکت و 2می دهد که چه سیستمی منظم و از اندیس حداکثر  نشان 9-9قضیه فشرده  صورت

. بیکان مکی کنکدشروط ککافی را  فقط 1-9قضیه فشرده  صورت .را بیان می کند 𝑂2و  𝐶2برای حفظ  کافیو

 مثال زیر نشان می دهد که این شرط ها ضروری نیستند.

 فرض کنید :4-9مثال 

𝐸 = [
0 0
0 0

]  ,        𝐴 = [
0 1
1 0

]   ,        𝐵 = [
1
0
]   ,       𝐶 = [1 0]. 

𝑠̃6 بکا (26-9)-(29-9)فشرده  صورتاین سیستم در  = 𝑡̃6 =  ود هکر 𝑂2و  𝐶2مکی باشکد. بکا ایکن وجکود  1

 برقرارند.

معرفی شده می تواند استفاده شود جهت اینکه آیا سیستم می توانکد  صورتنشان می دهد که سه  5بخش 

شود یا نه. چنکین پکس  2منظم ساخته شود و یا با استفاده از پس خورد گزاره ای یا مشتق منظم با اندیس 

قضکیه در  (21-9)-(3-9)فشکرده  صکورتفشرده ساخته شود.  صورتخورد منظم سازی منبعد می تواند از 

 2چگونه سیستم می تواند توسط پس خورد گزاره ای به یک سیستم مکنظم از انکدیس  نشان می دهد 9-2

نشان می دهد چگونه یک سیستم منظم با اندیس  1-9قضیه از  (26-9)-(29-9)فشرده  صورتتبدیل شود. 

𝑢(𝑡)ز فرم توسط پس خورد گزاره ای و مشتق ا 2 = 𝐺𝑦̇(𝑡) + 𝐹𝑦(𝑡)  ب وری که رتبه های سیسکتم حلقکه(

 9-9قضکیه از  (27-9)فشکرده  صکورتسکرانجام  باشند( می تواند بدست آیکد. دسترسقابل  E+BGCبسته 
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شکد( و چگونکه انکدیس نبا 2نشان می دهد که چگونه سیستم می تواند منظم ساخته شود )اما لزوما اندیس 

 است. کاهشقابل 

تحلیل است، اما از دو  قابل 9-9قضیه شوند، از  2که نمی توانند منظم یا اندیس  فتار سیستم هاییبنابراین ر

 فشرده دیگر نه. صورت

توسکط  نمی تواند که همه ویژگی ها ، اما این موضوعفشرده مزیت و معایب هایی دارند صورتهر یک از سه 

اسکتفاده از  بنابراین .مشکل اصلی این صورت های فشرده است شود صورت فشرده منحصر به فرد راهریک 

هکای فشکرده یکا  ، تضکعیف قکوی صکورته اط عات بیشتری را بیان می کنکدتبدی ت هم ارز غیرمتعامد ک

بنکابراین همیشکه . تبدی ت هم ارز متعامد گاهی وقکت هکا بدوضک  هسکتند. [23] کانونیکال را در پی دارد

 های فشرده یا کانونیکال در یک روش پایای عددی ممکن نیست. محاسبه ی چنین صورت

را بکرای دسکت ماشکینی سکیال سکه  (26-9)-(29-9)و  (21-9)-(3-9)های فشرده  صورتما ب ور عددی 

محاسکبه ککردیم. )لیسکت آنهکا در  1-9مثکال مکدار الکتریککی  و 2-9مثال پیونده با معلومات داده شده در 

 (.Bپیوست 

عددی توسط تبدی ت هکم ارز متعامکد حقیقکی پایای فشرده، که در یک روش  صورتدر این بخش چندین 

، مشکاهده پکذیری و رل پذیری. از این فرم های فشرده می توانیم کنتمحاسبه شده است را معرفی می کنیم

 دیگر ویژگی های سیستم را بررسی کنیم. در بخش بعد منظم سازی را از طریق پس خورد بررسی می کنیم.

 منظم سازی 9-5

باشند. اگکر  2ممکن است سیستم های منظمی داشته باشیم که از اندیس حداکثر  کردیم،اشاره  2در بخش 

بکودن  2را محاسبه کنیم، آنگکاه مکی تکوانیم مکنظم و انکدیس حکداکثر  (21-9)-(3-9)های فشرده  صورت

، مکی تکوانیم 2لب برای حصول منظم بودن و انکدیس اغ سیستم را بررسی کنیم. در حالتی که منظم نباشد،

عد را بدست آوریم. در این بخش چگونگی منظم سکازی یک کنترل پس خورد پیدا کنیم، سپس شرایط مسا

 م توسط پس خورد را بررسی می کنیم.سیست
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 پس خورد گزاره ای  9-5-2

,𝐸)سیستم  :[1] 4-9قضیه  𝐴, 𝐵, 𝐶) مکاتریس یکک  را در نظر بگیرید. (1-9)-(2-9) فرم داده شده در𝐹 ∈

ℝ𝑚×𝑝  وجود دارد ب وری که مداد𝛼𝐸 − 𝛽(𝐴 + 𝐵𝐹𝐶)  است اگکر و فقکط اگکر  2منظم و از اندیس حداکثر

 برقرار باشند. 𝑂2و  𝐶2شروط 

𝐹ماتریس یک  فرض می کنیم اثبات : ∈ ℝ𝑚×𝑝  وجود داشته باشد ب وری ککه مکداد𝛼𝐸 − 𝛽(𝐴 + 𝐵𝐹𝐶) 

باشد به عبارت دیگر فقط از پس خورد گزاره ای استفاده شود آنگاه فضای پکوچ  2منظم و از اندیس حداکثر 

 تغییر نمی کنند بنابراین 𝑇∞(𝐸)و  𝑆∞(𝐸)یعنی  Eچپ و راست 

𝑟𝑎𝑛𝑘[𝐸, 𝐴𝑆∞(𝐸), 𝐵] = 𝑟𝑎𝑛𝑘[𝐸, (𝐴 + 𝐵𝐹𝐶)𝑆∞(𝐸), 𝐵] = 

𝑟𝑎𝑛𝑘 [
𝐸

𝑇∞
𝑇(𝐸)𝐴
𝐶

] = 𝑟𝑎𝑛𝑘 [
𝐸

𝑇∞
𝑇(𝐸)(𝐴 + 𝐵𝐹𝐶)

𝐶
] = 𝑛 

 ∎.است و برعکس برقرار 𝑂2و  𝐶2شروط بنابراین 

 2شروط لازم وکافی جهت اینکه سیستم توسط پس خورد خروجی گزاره ای منظم و از انکدیس  ،1-9قضیه 

یکک نمونکه از ایکن نکوع  2-9مثال این شرط ها حفظ نمی شوند.  عملساخته شود را می دهد، اما اغلب در 

می تواند منظم و از توسط پس خورد (. یک سؤال طبیعی این است که آیا سیستم را ببینید B)پیوست  است

 استفاده می کنیم. 9-9قضیه اینجا از  هر اندیسی ساخته شود؟

,𝐸)فرض کنید  :5-9قضیه  𝐴, 𝐵, 𝐶)  باشکد. سیسکتم توسکط پکس  9-9قضکیه از  (27-9)فشرده  صورتدر

وجود دارد ب وری که مکداد  Fخورد خروجی گزاره ای منظم ساخته می شود، یعنی یک ماتریس پس خورد 

𝛼𝐸 − 𝛽(𝐴 + 𝐵𝐹𝐶)  اگر و فقط اگر  استمنظم𝐴33  و𝐴44 ناتکین باشند. 

 ∎ .آمده است [3و  5] اثبات در اثبات:

بتوان تعیین کرد که آیا سیستم توسط پس خورد گکزاره ای  (27-9)ممکن است مستقیما از  توجه کنید که

می توانیم منظم سازی و اندیس حداکثر  (26-9)-(29-9)یا  (21-9)-(3-9)می تواند منظم ساخته شود. از 

به طور باز منظم سازی سیستم با انکدیس  (26-9)-(29-9)یا  (21-9)-(3-9)سیستم را امتحان کنیم اما  2

اجرا توسکط یس قابل این است که مینیمم اند (27-9)فشرده  صورتبزرگتر را آشکار نمی کند. مزیت دیگر 

 [.5] را نمایش می دهد سیستم

,𝐸)سیستم  :6-9قضیه  𝐴, 𝐵, 𝐶)  اگکر  ،را در نظر بگیرید 9-9قضیه از  (27-9)فشرده  صورتدر𝐴33  و𝐴44 

𝛼𝐸وجود دارد ب وری که مداد  𝐹𝜖ℝ𝑚×𝑝 . آنگاه پس خورد خروجی گزاره ایباشندناتکین  − 𝛽(𝐴 + 𝐵𝐹𝐶) 
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 پوچ توانو اندیس مداد مساوی با ماکزیمم اندیس منظم 

(9-28) 𝜃 = (

 
𝑡̂2
𝑡̂3

𝑡̂2 𝑡̂3

[
0 0
𝐸32 𝐸33

]
) 

 است. 𝐸44و اندیس پوچ توان 

ناتکین است واضح است که اندیس مساوی با ماکزیمم اندیس پکوچ  𝐴44اکیدا بالا مثلثی و  𝐸44چون  اثبات:

 توان  است و اندیسی از

𝛼 [

𝐸11 0 0

0 0 0

𝐸31 𝐸32 𝐸33

] − 𝛽([

𝐴11 𝐴12 0

𝐴21 𝐴22 0

𝐴31 𝐴32 𝐴33

] + [

𝐵1
𝐵2
𝐵3

] 𝐹[𝐶1 𝐶2 0]) 

 ∎برابر است. 𝜃[ نشان داده شده است که با اندیس مفروض 5که اندیس معادله بالا در ]

,𝐸)فرض کنید  :7-9قضیه  𝐴, 𝐵, 𝐶)  باشد: 9-9قضیه از  (27-9)فشرده  صورتدر 

(9-23) 

[

𝐸11
0
𝐸31
0

0
0
𝐸32
0

0
0
𝐸33
0

𝐸14
𝐸24
𝐸34
𝐸44

] [

𝑥̇1
𝑥̇2
𝑥̇3
𝑥̇4

] = [

𝐴11
𝐴21
𝐴31
0

𝐴12
𝐴22
𝐴32
0

0
0
𝐴33
0

𝐴14
𝐴24
𝐴34
𝐴44

] [

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

] + [

𝐵1
𝐵2
𝐵3
0

]𝑢, 

𝑦 = [𝐶1 𝐶2 0 𝐶4] [

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

]. 

اگر این سیستم بتواند توسط یک پس خورد خروجی گزاره ای منظم ساخته شود و اگکر شکرط هکای اولیکه 

 در خروجی مشاهده نشود 𝑥3مقید به صفر است و ممکن است رفتار تکانشی  𝑥4پایدار باشند آنگاه 

 ∎ .آمده است [5] اثبات: اثبات در

بینهایکت از یک زیر سیستم که کنترل پذیر و مشکاهده پکذیر در نتیجه می شود که هر سیستم قابل تنظیم 

ر می باشکند یعنکی حالکت صف مقید به رتبه مناسب، در یک سیستم هم است و اجزای جواب )حالت ها( که

، باضافه حالت هایی که ممکن است رفتار تکانشی داشکته شرکت نمی کنند متحرک های سیست هایی که در

باشند اما در خروجی مشاهده نشوند تشکیل می شود. حالت هایی که مقید با صفر می باشند مکی تواننکد از 

های محدود غیرقابکل م حظکه  حالتسیستم های مورد نظر با  از سیستم حذف شوند، و از یک نق ه عملی

 اجتناب می شود.

بنابراین توجه کنید، نتایجی که ما بررسی کردیم نسبت به اخت ل خ اهای روش، مانند خ اهای گردکردن 
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مقید به صفر است اما یک اخت ل یا تکاب  بکدون  𝑥4 (23-9)در محاسبات عددی خیلی حساس هستند. در 

  ایجاد نمو تکانشی کند. 𝑥4وجود باعث شود ممکن است  ،مدل اجباری

 پس خورد گزاره ای و مشتق  9-5-1

اشاره شکد ککه پس خورد گزاره ای باشد سرو کار دارند، اما در بالا حالتی که  فقط با 7-9 و 5-9قضیه های 

چون پس خورد مشکتق  و منظم بودن سیستم را تغییر دهد. پس خورد مشتق هم ممکن است استفاده شود

𝑢(𝑡) = 𝐺𝑦̇(𝑡) + 𝑣(𝑡)  یک سیستم حلقه بسته با مداد(𝐸 + 𝐵𝐺𝐶, 𝐴)  خواهد داشت می بینکیم ککه فضکای

ویژگکی هکایی از سیسکتم  این ممکن است از طرفی. ممکن است تغییر کند Eاز  ∞𝑆 و ∞𝑇پوچ چپ و راست 

𝐸همچنین رتبه  را تغییر دهد. 𝑂2و  C2مث   + 𝐵𝐺𝐶  ممکن است بیشتر یا کمتر از رتبهE  شود. اگر سیستم

𝑁باشکد آنگکاه در حکل گسسکته سیسکتم اصکلی  2حلقه بسته منظم با انکدیس  = و سیسکتم بکه انکدازه  0

𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐸 + 𝐵𝐺𝐶)  معادله دیفرانسیل و𝑛 − 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐸 + 𝐵𝐺𝐶)  معادله جبری برمی گردد. در تبدی ت ممکن

است تمایل به داشتن معادلات دیفرانسیل بیشتر یا کمتر باشد. برای حالت پس خورد خروجی برد ککاملی از 

𝐸رتبه های ممکن  + 𝐵𝐺𝐶 .توسط نتیجه زیر داده شده است 

 rداده شده باشد. اگکر  (1-9)-(2-9)از فرم  (E,A,B,C)فرض کنید سیستم توسی  یافته خ ی : [3] 1-9لم 

 در راب ه زیر صدق کند

(9-13) 
𝑟𝑎𝑛𝑘[𝐸, 𝐵] + 𝑟𝑎𝑛𝑘 [

𝐸
𝐶
] − 𝑟𝑎𝑛𝑘 [

𝐸 𝐵
𝐶 0

]

≤ 𝑟 ≤ 𝑚𝑖𝑛 (𝑟𝑎𝑛𝑘[𝐸, 𝐵], 𝑟𝑎𝑛𝑘 [
𝐸
𝐶
]) 

𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐸وجود دارد ب وری که  𝐺𝜖𝑅𝑚×𝑛آنگاه یک ماتریس پس خورد  + 𝐵𝐺𝐶) = 𝑟. ∎ 

 1-9و  2-9 قابل دستیابی اند. نتایج (26-9)-(29-9)و  (21-9)-(3-9)فشرده  صورتاز  (13-9)رتبه ها در 

 را ببینید.

توانکد مکنظم و از  مشخص شد که حال می توانیم بپرسیم که آیا سیستم مکی Eبا وجود رتبه های احتمالی 

𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐸برای هر  2اندیس حداکثر  + 𝐵𝐺𝐶) = 𝑟  تعجب آور نیسکت ککه  ساخته شود. (13-9) هم ابق راب

ممکن اسکت خیلکی از آزادی هکای کوچکک را در  ،2موردنظر منظم جواب نه است. در برخی حالات اندیس 

 انتخاب پس خورد از دست بدهد.

 فرض کنید سیستم داده شده توسط :5-9مثال 
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 𝐸 = [
1 0
0 0

] ,     𝐴 = [
0 1
1 0

] ,    𝐵 = [
1
0
] ,    𝐶 = [1 0]. 

𝐸)مداد  + 𝐵𝐺𝐶, 𝐴 + 𝐵𝐹𝐶 )  و است 1منظم با اندیس 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐸 + 𝐵𝐺𝐶) = ها بجز  Gو  Fبرای تمام  1

𝐺 = 𝐺. برای [1−] = [−1] ،𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐸 + 𝐵𝐺𝐶) = 𝐸)مداد  Fو برای هر  0 + 𝐵𝐺𝐶, 𝐴 + 𝐵𝐹𝐶 ) از و  منظم

 است. 2اندیس 

𝐸با بدست آوردن یک شناخت کامل از رتبه های قابل انجام  + 𝐵𝐺𝐶  در سیستم های حلقه بسکته ای ککه ،

 یم.هستند مجبوریم برخی نمادهای دیگر را معرفی کن 2منظم و از اندیس حداکثر 

 :فرض کنید

(9-12) 

𝑇𝑏 = 𝑇∞ ([𝐸, 𝐴𝑆∞ [
𝐸
𝐶
] , 𝐵]) ,  

𝑆𝑏 = 𝑆∞ ([
𝐸

(𝑇∞[𝐸, 𝐵])
𝑇𝐴

𝑐
]) , 

 :و فرض کنید

(9-11) 
𝑇𝑎 = 𝑇∞(𝐸𝑆∞(𝐶)) ,  

𝑆𝑎 = 𝑆∞((𝑇∞(𝐵))
𝑇𝐸) . , 

 (26-9)-(29-9)فشرده  صورتبا اینکه شکل این ماتریس ها پیچیده نشان داده شده است، آنها به آسانی از 

 .بدست می آیند

,𝐸)فرض کنید سیستم توسی  یافته خ ی  :[1] 8-9قضیه  𝐴, 𝐵, 𝐶)  داده شده باشکد.  (1-9)-(2-9)از فرم

 هم ارزی های زیر را داریم:

i)  ماتریس های پس خورد𝐹, 𝐺𝜖ℝ𝑚×𝑛  وجود دارنکد ککه مکداد حلقکه بسکته(𝐸 + 𝐵𝐺𝐶, 𝐴 + 𝐵𝐹𝐶 ) 

 است. 2منظم و از اندیس حداکثر 

ii) 𝑇𝑎
𝑇𝐴𝑆𝑏  رتبه ستونی کامل و𝑇𝑏

𝑇𝐴𝑆𝑎 .رتبه س ری کامل دارند 

𝐸)بع وه اگر مداد حلقه بسته  + 𝐵𝐺𝐶, 𝐴 + 𝐵𝐹𝐶 )  باشد آنگاه  2حداکثر منظم و از اندیس 
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(9-19) 

𝑟𝑎𝑛𝑘[𝐸, 𝐵] + 𝑟𝑎𝑛𝑘 [
𝐸
𝐶
] − 𝑟𝑎𝑛𝑘 [

𝐸 𝐵
𝐶 0

]

≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐸 + 𝐵𝐺𝐶)

≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘[𝐸, 𝐵] − 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑇𝑎
𝑇𝐴𝑆𝑏)

= 𝑟𝑎𝑛𝑘 [
𝐸
𝐶
] − 𝑟𝑎𝑛𝑘𝑇𝑏

𝑇𝐴𝑆𝑎  

 را نشان می دهد. 8-9قضیه مثال زیر 

 سیستم زیر را در نظر بگیرید: :6-9مثال 

𝐸 = 0   ,    𝐴 = [
0 0 1
0 0 0
1 0 0

]    ,    𝐵 = 𝐶𝑇 [
1 0
0 1
0 0

]. 

𝑡̃1بکا  (26-9)-(29-9)این سیستم هم اکنون در فرم فشکرده  = 𝑠̃1 = 2  ،𝑡̃6 = 𝑠̃6 = 𝑡̃2و  1 = 𝑡̃3 = 𝑡̃4 =

𝑡̃5 = 𝐸ی از رتبه های بردمی باشد. 0 + 𝐵𝐺𝐶  بدون توجه به منظم بودن و انکدیس  1-9لم طبق حالت های

 صورتب

0 ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐸 + 𝐵𝐺𝐶) ≤ 2, 

 صورتب (19-9)بردی از رتبه های و 

0 ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐸 + 𝐵𝐺𝐶) ≤ 1, 

 .می باشد

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐸لقه بسته با هر کدام از حسیستم  8-9قضیه بنابراین طبق  + 𝐵𝐺𝐶) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐸 یکا 0 + 𝐵𝐺𝐶) = 1 

است. برای مثکال  ی این موضوع به راحتی قابل بررسیدرست شود. 2می تواند منجر به منظم بودن با اندیس 

 و  G=0با انتخاب 

𝐹 = [
0 0 0
0 1 0
0 0 0

] 

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐸با  2یک سیستم حلقه بسته منظم، اندیس  + 𝐵𝐺𝐶) =   داریم و انتخاب  0

𝐺 = [
0 0 0
0 1 0
0 0 0

] 

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐸با  2یک سیستم حلقه بسته منظم، اندیس  F=0و  + 𝐵𝐺𝐶) =  خواهیم داشت. 1

rank(Eبا  2، ممکن است مداد حلقه بسته منظم، اندیس 8-9قضیه همچنین برطبق  + BGC) = بدست  2

rank(Eمی باشد. برای مثال، اگر  1برابر  (13-9)بردی از آید علی رغم این حقیقت که  + BGC) = آنگاه  2
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S∞(E + BGC) = [
0
0
1
F ،(Eو بدون توجه به انتخاب  [ + BGC, (A + BFC)S∞(E + BGC) )  کامل نیست، رتبه

 بدست آید. 2سیستم حلقه بسته نمی تواند منظم با اندیس  1-9قضیه بر طبق  چون یک س ر صفر دارد.

متفاوت است. اول  2خورد سیستم منظم و اندیس حداکثر هنوز به صراحت با ساختار ماتریس های پس 

شوند. دوم، تولید ماتریس های پس  بررسیدارد که بایستی  وجودزیادی  های آزادی Gو  Fازهمه در انتخاب 

نیست. همچنین مهم است که نتیجه، به طور قوی سیستم حلقه  ممکنخورد در یک روش پایای عددی 

 باشد. 2بسته ای از اندیس حداکثر 
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 فصل چهارم 4

 طرحی از کنترل پس خورد حالت مشتق برای

 سیستم های توسیع یافته 
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 برنامهشرح  4-2

 سیستم توسی  یافته ی خ ی کنترل پذیر زیر را درنظر بگیرید:

(1-2) 𝐸𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡)              𝑥(0) = 0, 

𝐸 در آن که ∈ ℝ𝑛×𝑛  و𝑥(𝑡) ∈ ℝ𝑛  بردار حالت و𝑢(𝑡) ∈ ℝ𝑚 1فرض کنید که  ،بردار ورودی کنترل باشد ≤

𝑚 ≤ 𝑛  ،وهمچنین𝐴ϵℝn×n  و𝐵 ∈ ℝ𝑛×𝑚 .حال کنترل پس خورد حالت  ماتریس های ناوردای زمانی باشند

 مشتق را به فرم زیر در نظر می گیریم:

(1-1) 𝑢(𝑡) = −𝐾𝑑𝑥̇(𝑡), 

با استفاده از روش های پس خورد حالکت اسکت  ،𝐾dحالت مشتق  پس خورد پس هدف برنامه بدست آوردن

ب ککور دلخککواه مککی باشککند و از مجموعککه ی  (1-1)و  (2-1)کککه ق ککب هککای سیسککتم کنتککرل شککده ی 

{λ1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛} که در آن انتخاب شده اند 𝜆𝑖 ∈ ℂ  و برای𝑖 = 1,2, . . . , 𝑛، 𝜆𝑖 ≠ حلقکه بسکته  این سیستم . 0

د. انگیزه ی م رح کردن این بحث، مزایای استفاده از پس خورد حالکت ی کنونی یک عملکرد قابل قبول دار

 2تخصیص ق باین روش اجاز ه ی استفاده از طر ح های  ،مشتق به جای استفاده از پس خورد حالت است

 :بگیریددرنظر مفروضات زیر را  . ([93و  13و  8]) می دهدالت را برای پس خورد ح

A) , 𝑟𝑎𝑛𝑘[𝐸|𝐵] = 𝑛 

B) , 𝑟𝑎𝑛𝑘[𝐴] = 𝑛 

C) . 𝑟𝑎𝑛𝑘[𝐵] = 𝑚 

 :([21و  9]) وجود دارد که 𝐾𝑑برقرار باشد آنگاه  (A)مشخص است  که اگر پیش فرض 

(1-9) 𝑟𝑎𝑛𝑘[𝐸 + 𝐵𝐾𝑑] = 𝑛 

 .[2] دنرتبه کامل می باش های ماتریس 𝐵و  𝐴د که نبدین معنی می باش (C) و (Bپیش فرض )

مکی توانکد بکه صکورت  (2-1)که سیسکتم گیریم  نتیجه می (1-1)از  صدق می کند، (9-1)در که  𝐾𝑑برای 

 سیستم خ ی زیر باز نویسی شود:

(1-1) 𝐸𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) − 𝐵𝐾𝑑𝑥̇(𝑡),  

(1-5) 𝑥̇(𝑡) = (𝐸 + 𝐵𝐾𝑑)
−1𝐴𝑥(𝑡). 

                                                      
2 plasement-pole 



51 

 

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴)متوجه می شویم که اگر  (5-1)از  < 𝑛  ناپایکدار  (1-1) و (2-1)باشد آنگاه سیستم کنترل شده ی

می شوند، زیرا حداقل یک ق ب آن برابر صفر می باشد. برنامه ی پایداری برای سیستم های توسکی  یافتکه 

م بودنش هم پیچیده تر از سیستم های استاندارد می باشد زیرا در این سیستم ها نه فقط پایداری بلکه منظ

 .([91و  9])ضروری است 

 پس خوردحالت مشتق ازطرح استفاده  4-1

𝑧ماتریس  :2-4لم  ∈ ℝ𝑛×𝑛  را با𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑧) = 𝑛  ومقادیر ویژه ای برابر با𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 آنگکاه  .در نظر بگیرید

𝜆1برابراند با  𝑍−1مقادیر ویژه ی 
−1, 𝜆2

−1, … , 𝜆𝑛
−1. 

𝜆برای هر مقدار ویژه ی  اثبات: ∈ {𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛}  ازZ  یک بردار ویژه ی𝑣 :وجود دارد که 

(1-6) 𝑧𝑣 = 𝜆𝑣, 

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑍)فرض شده  = 𝑛  پس𝜆 ≠  :داریم (6-1) بنابراین از  0

(1-7) 𝜈 = 𝑍−1𝜆𝜈  ⇒   𝜆−1𝜈 = 𝑍−1𝜈, 

 است. 𝑍−1یک مقدارویژه ی   𝜆−1وبنابراین 

𝜆:2-4نکته  = 𝑎 + 𝑗𝑏   رایک مقدار ویژه یZ  2-1لم از   در نظر بگیرید آنگاه 

𝜆−1 = (𝑎 + 𝑗𝑏)−1 =
𝑎

𝑎2 + 𝑏2
− 𝑗

𝑏

𝑎2 + 𝑏2
 

هرویتکز  Zهم ع متند. پس اگر  𝜆−1و λبنابرین توجه کنید که قسمت حقیقی  است. 𝑍−1یک مقدار ویژه ی

 نیز هرویتز است. 𝑍−1باشد )قسمت حقیقی تمامی مقادیر ویژه ی آن صفر باشد( آنگاه 

 اکنون نتیجه ی اصلی این بخش را م رح می کنیم:

 : تعریف می کنیمماتریس های زیر را  :2-4قضیه 

(1-8) 𝑁 = 𝐴−1𝐸 ,         𝑀 = −𝐴−1𝐵, 

بهره ی پس خورد حکالتی باشکد ککه  𝐾dکنترل پذیر باشند. و فرض کنید  (𝑁,𝑀)وفرض می کنیم که زوج 

𝜆1}مجموعه 
−1, 𝜆2

−1, … , 𝜆𝑛
 ق ب های سیستم حلقه بسته ی زیر باشند {1−

(1-3) 𝑧̇(𝑡) = 𝑁𝑧(𝑡) + 𝑀𝑤(𝑡), 
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(1-23) 𝑤(𝑡) = −𝐾𝑑𝑧(𝑡), 

𝜆𝑖 در آن که ∈ ℂ وλ𝑖 ≠ 𝑖برای 0 = 1,2, . . . , 𝑛   پکس خکوردآنگاه بکرای   ور دلخواه انتخاب شده اند.بو 𝐾d ،

,𝜆1}مجموعه ی  𝜆2, … , 𝜆𝑛}  (1-1)بکا پکس خکورد حالکت مشکتق  (2-1)ق ب هایی از سیستم کنترل پذیر 

 نیز پایدار است. (9-1)هستند و همچنین شرط 

می تکوان یافکت ککه سیسکتم  𝐾dکنترل پذیر باشند آنگاه یک پس خورد حالت  (𝑁,𝑀)فرض کنید اثبات: 

 به دست می آوریم: (23-1)و  (3-1)کنترل پذیر باقی بماند. از مفروضات 

(1-22) 𝑧̇(𝑡) = (𝑁 −𝑀𝐾𝑑)𝑧(𝑡), 

𝜆1و همچنین ق ب ها برابرانکد بکا 
−1, 𝜆2

−1, … , 𝜆𝑛
𝑁حکال از  . 1− = 𝐴−1𝐸 ،𝑀 = −𝐴−1𝐵  و𝜆𝑖 ≠ 𝑖بکرای  0 =

1,2, . . . , 𝑛  : داریم 

(1-21) (𝑁 −𝑀𝐾𝑑)
−1 = [𝐴−1(𝐸 + 𝐵𝐾𝑑)]

−1 

(1-29)                               = (𝐸 + 𝐵𝐾𝑑)
−1𝐴, 

,𝜆1، نتیجه می شود 2-1لم و  (22-1)پس از  𝜆2, … , 𝜆𝑛  مقادیر ویژه ای  از(𝐸 + 𝐵𝐾𝑑)
−1𝐴  اسکت بنکابراین

تلفیق شده  (1-1) و (2-1)برقرار بوده و این ق ب ها، ق ب هایی از  پس خورد حالت مشتق سیستم  (1-9)

 می باشند. (5-1)در 

 مثال ها 4-9

 نهاد شده با استفاده از مدل سازی در مثال های زیر نشان داده شده است.روش های پیش کارایی

 [8] یک نمونه مدار الکتریکی، می تواند توسط سیستم توسی  یافته ی خ ی زیر تعریف شود :2-4مثال 

(1-21) [
0 1
0 0

] [
𝑥̇1(𝑡)

𝑥̇2(𝑡)
] = [

1 0
0 1

] [
𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)
] + [

0
1
] 𝑢, 

 پتانسیل یک خازن است. در این سیستم داریم: 𝑥2شدت جریان و  𝑥1 در آن که

(1-25) 𝐸 = [
0 1
0 0

] ,           𝐴 = [
1 0
0 1

] ,           𝐵 = [
0
1
]. 

 بکا پکس خکورد حالکت (21-1) در این مثال ق ب های حلقه بسته ی مناسب برای کنترل پکذیری سیسکتم

 هستند: (1-1)

𝜆1 = −2 + 1𝑖 ,         𝜆2 = −2 − 1𝑖, 
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 داریم: (8-1)و از B ، A و C با مفروضات 

(1-26) 𝑁 = [
0 1
0 0

] ,          𝑀 = [
0
−1
], 

 کنترل پذیرند. (𝑁,𝑀)و

داده  𝑀و  𝑁بکا  (3-1) و (8-1)برای سیستم حلقه بسته ی جدید با پس خورد حالت  ، ق ب ها2-4قضیه  از

 هستند: (26-1) شده در

𝜆1
−1 = −0.40 − 0.20𝑖,           𝜆2

−1 = −0.40 + 0.20𝑖. 

 برابر خواهد بود با: 𝐾𝑑متلب ماتریس پس خورد بنابراین با استفاده از نرم افزار 

(1-27) 𝐾d = [0.20 −0.80], 

𝑥(0)با شکرط اولیکه  (5-1)نتایج شبیه سازی سیستم کنترل شده ی  1-1و  2-1 های شکل = [0 1]𝑇  را

 نشان می دهند. در این مثال قوت وسادگی روش پیشنهاد شده را می توان مشاهده کرد.

 

𝑥0 ( برای2-1مثال پاسخ گذرای سیستم کنترل شده ) :2-1شکل   = [1 0]𝑇.  
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𝑥0 ( برای2-1مثال ورودی کنترل سیستم کنترل شده ) :1-1شکل  = [1 0]
𝑇. 

 است. توصیف شدهتوسط معادله زیر توسی  یافته خ ی  MIیک سیستم  :1-4مثال 

(1-28) [
0 0
1 0

] [
𝑥̇1(t)
𝑥̇2(t)

] = [
−0.800 0.020
−0.020 0

] [
𝑥1(t)
𝑥2(t)

] + [
0.050 1
0.001 0

] 𝑢(𝑡), 

𝑢(𝑡)که  ب وری = [𝑢1(𝑡) 𝑢2(𝑡)]
𝑇 . 

𝑢(𝑡)با قانون کنترل  مناسبق ب های  = −𝐾𝑑𝑥̇(𝑡) :برای سیستم حلقه بسته داده شده برابرند با 

𝜆1 = −2+ 1𝑖,     𝜆2 = −2 − 1𝑖,  

در نظر  ار Cو  A ،B مفروضات کنترل پذیر است. (1-1)با صدق قانون  (28-1)مشاهده می شود که سیستم 

 داریم: (8-1)بگیرید، از 

(1-23) N= [
−50 0
−2000 0

] ,         𝑀 = [
0.050 0
−0.500 −50

], 

 کنترل پذیرند. (𝑁,𝑀)و

مفکروض در  M ,Nو  (22-1)، ق ب های سیستم حلقه بسته ی جدیکد بکا پکس خکورد حالکت 2-4قضیه از 

 برابرند با: (1-23)

𝜆1
−1 = −0.40 − 0.20𝑖,        𝜆2

−1 = −0.40 + 0.20𝑖, 

 به صورت زیر خواهد بود: 𝐾𝑑ماتریس پس خورد  نرم افزار متلببنابراین با این پارامترها و با استفاده 
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(1-13) 𝐾𝑑 = [
−992.0000 4.0000
49.9240 −0.0480

]. 

، توصکیف (1-1)نتایج شبیه سازی از سیستم کنترل پذیر با پس خورد حالت مشتق  1-1و  9-1شکل های 

𝑥0شرط اولیه  و (5-1)با استفاده از   (13-1) و (28-1)شده توسط  = [1 0]𝑇 د.نرا نشان می ده 

 

 

𝑥0( برای 1-1پاسخ گذرای سیستم کنترل شده )مثال : 9-1شکل  = [1 0]
𝑇. 

 

𝑥0( برای 1-1سیستم کنترل شده )مثال کنترل  ورودی: 1-1شکل  = [1 0]
𝑇. 

𝐸در این مثال :9-4مثال  = 𝐼   در فکرم فضکای حالکت  (2-1)در نظر گرفته شکده اسکت بنکابراین سیسکتم

𝑑𝑒𝑡(𝐸)استاندارد می باشد. تحقیقات نشان داده است برای حالتی که  ≠  روش پیشنهادی قابل قبول است. 0



57 

 

ارتعاشی کنتکرل  ل ساده از فنررا در نظر بگیرید. آن یک مد 5-1سیستم مکانیکی نشان داده شده در شکل 

مکی باشکد. در ایکن حالکت مکدل شکامل دو کنتکرل ورودی  𝑚1 و 𝑚2، در جهت تقلیل نوسکانات جکرم شده

𝑢2(t) و 𝑢1(𝑡) د.می باش 

 

 ( چند متغیره میراMIسیستم جرم و فنر ): 5-1شکل 

 :[7] این سیستم توسط معادلات زیر توصیف می شود

(1-12) {
𝑚1𝑦̈1(𝑡) + 𝑏1(𝑦̇1(𝑡) − 𝑦̇2(𝑡)) + 𝑘1𝑦1(𝑡) = 𝑢1(𝑡),

𝑚2𝑦̈2(𝑡) + 𝑏2(𝑦̇2(𝑡) − 𝑦̇1(𝑡)) + 𝑘2𝑦2(𝑡) = 𝑢2(𝑡),
   

بردارهای حالت فرض شکده  (2-1)در معادله  نشان داده شده است، 5-1شکل فرم فضای حالت مکانیکی در 

𝑥(𝑡) = [𝑥1(𝑡) 𝑥2(𝑡) 𝑥3(𝑡) 𝑥4(𝑡)]
𝑇 در آن که 

 𝑥1(𝑡) = 𝑦1(𝑡) ,  𝑥2(𝑡) = 𝑦̇1(𝑡) ,  𝑥3(𝑡) = 𝑦2(𝑡) , 𝑥4(𝑡) = 𝑦̇2(𝑡) و𝑢(𝑡) = [𝑢1(𝑡) 𝑢2(𝑡)]
𝑇  و 

(1-11) 𝐸 = [

1 0 0 0
0 1 0 0
0
0

0
0

1 0
0 1

] , 𝐴 =

[
 
 
 
 
 
 

0 1 0 0
−𝑘1
𝑚1

−𝑏1
𝑚1

0
𝑏1
𝑚1

0 0 0 1

0
𝑏1
𝑚2

−𝑘2
𝑚2

−𝑏1
𝑚2

]
 
 
 
 
 
 

 , 𝐵 =

[
 
 
 
 
 
0 0
1

𝑚1
0

0 0

0
1

𝑚2]
 
 
 
 
 

  

𝑚1: کنیکدفکرض  ،برای یکک شکبیه سکازی دیجیتکالی از سیسکتم کنتکرل = 10𝑘𝑔  و𝑚2 = 30𝑘𝑔 و𝑘1 =

2.5𝑘𝑁/𝑚 و 𝑘2 = 1.5𝑘𝑁/𝑚  و𝑏1 = 30𝑁𝑠/𝑚 . برای سیسکتم  مناسب ق ب های حلقه بسته در این مثال

 زیر در نظر بگیرید: را به صورت کنترل شده

𝜆1 = −10    ,    𝜆2 = −15     ,    𝜆3,4 = −2± 10𝑖, 
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 داریم: (8-1)با این پارامترها و از 

(1-19) 

𝑁 = [

−0.0120
1.0000

−0.0040   0.0120
         0                0

0
0

0.0200
0

         
0               −0.0200
0                   1.0000

−0.0200
0

], 

𝑀 = [

0.4000 × 10−3 0
0 0
0
0

0.6667 × 10−3

0

], 

 کنترل پذیرند. (𝑁,𝑀) و

, 𝑀و (22-1)، ق ب ها برای سیستم حلقه بسته جدید با پکس خکورد حالکت 2-1قضیه از  𝑁   داده شکده در

 برابرند با: (1-19)

λ1
−1 = −0.1000 ,       𝜆2

−1 = −0.0667,     𝜆3,4
−1 = −0.0192 ± 0.0962𝑖 

 را به صورت زیر داریم: 𝐾𝑑متلب ماتریس پس خورد ات پس با این پارامترها و با استفاده از دستور

(1-11) K𝑑 = [
178.9532 −6.4647 323.3542 19.8478
−79.6370 −11.4321 152.3204 −26.1863

]. 

توصیف شده  (1-1) پذیر با پس خورد حالت مشتقنتایج شبیه سازی سیستم کنترل  7-1و  6-1های شکل 

𝑥(0)می آیند را با شرط اولیه  به دست (5-1)که از  (19-1)و  (11-1)توسط  = [0.1 0 0.1 0]𝑇  نشان

 می دهد.

 

𝑥(0)( برای 9-1مثال پاسخ گذرای سیستم کنترل شده ) :6-1شکل  = [0.1 0 0.1 0]𝑇. 
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𝑥(0)( برای 9-1مثال ورودی کنترل سیستم کنترل شده ) :7-1شکل  = [0.1 0 0.1 0]𝑇. 

 

 فرم استاندارد اشلون-ناورداهای کرونکر–ذیری پکنترل  4-4

 .در این بخش، تبدیل فضای یک سیستم توسی  یافته را توسط یک عملگر خ ی متشابه بررسی خواهیم کرد

ذیر سیستم به دست می آید. پستون مستقل خ ی ماتریس کنترل  nاز  ی است کهاین عملگر خ ی ماتریس

ذیر توسی  یافته به نام ناورداهای کرونکر به دسکت مکی آوریکم ککه پو اعداد صحیحی، برای سیستم کنترل 

در فضای حالت جدید، بسته به ناورداهای کرونکر و اخت ف بکین  (8-1)تعریف شده در  Nو Mماتریس های 

 آنها شکل خاصی خواهند داشت.

کرد و همچنین فرم استاندارد اشلون بکرای در این راب ه، ناورداهای کرونکر منظم و نامنظم را بحث خواهیم 

 ی و هم به صورت عددی بحث خواهد شد.یرذپهم از روی تعریف ماتریس کنترل  (N,M)زوج 

𝑛یک ماتریس مربعی  Nفرض بر این است که ماتریس  × 𝑛  وM  یک ماتریس مربعی𝑛 ×𝑚  است، کهN  می

𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑀،فرض خواهیم کرد که  Mتواند ماتریس منفرد نیز باشد ولی در مورد ماتریس  = 𝑚.  همچنین فرض

𝑚که د شد خواه ≤ 𝑛. 

 تبدیل فضای حالت به کمك یك تبدیل تشابهی 4-4-2

عضکو  𝑧(𝑡)و  اسکتتعریف شده  ℝ𝑛بر فضای  که یک ماتریس تبدیل خ ی تشابهی باشد، Tفرض می کنیم 

 .باشندمی  (8-1) به صورت تعریف شده در Nو  Mباشد که  دلخواهی از فضای حالت سیستم زیر

𝑧̇(𝑡) = 𝑁𝑧(𝑡) + 𝑀𝑤(𝑡), 
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باشد،  𝑧̂(𝑡)تبدیل شود و بردار حالت در فضای حالت تبدیل یافته  𝑇−1فرض می کنیم حالت سیستم توسط 

 یعنی:

(1-15) 𝑧̂(𝑡)= 𝑇−1𝑧(𝑡), 

 خواهیم داشت: (8-1)و جایگذاری آن در راب ه  (15-1)از راب ه  𝑧(𝑡)با محاسبه 

(1-16) ż(𝑡) = 𝑁𝑇𝑧̂(𝑡) + 𝑀𝑤(𝑡), 

 داشت:خواهیم  𝑇−1با ضرب طرفین راب ه در

(1-17) ż̂(t) = 𝑇−1𝑁𝑇𝑧̂(𝑡) + 𝑇−1𝑀𝑤(𝑡), 

عوض شده  𝑇−1𝑀با  Mو  𝑇−1𝑁𝑇با  Nاست با این تفاوت که  (8-1)معادله ای از نوع معادله  (17-1)معادله 

 است. قرار می دهیم:

𝑇−1𝑁𝑇 = 𝑁̂,              𝑇−1𝑀 = 𝑀̂ 

 به این ترتیب معادله حالت زیر را در فضای تبدیل یافته به دست می آوریم:

(1-18) ż̂(t) = 𝑁̂𝑧̂(𝑡) + 𝑀̂𝑤(𝑡). 

مکی تکوان در  (15-1)ادل باشد با توجه به راب که اگر هدف، کنترل حالت سیستم و رساندن آن به حالت تع

نیکز ککه بکردار  z(t)را به تعادل رساند. در این صورت بدیهی اسکت ککه  𝑧̂(𝑡)فضای حالت جدید بردار حالت 

با حل  (𝑀,𝑁)حالت در فضای اولیه است به تعادل خواهد رسید. با این بیان حل مسئله مورد نظر ما با زوج 

,𝑀̂)همان مسئله با زوج  𝑁̂) .هم ارز می باشد 

ذیری به صورت منحصر به فرد به دست می آوریکم. در اینصکورت زوج پرا از روی ماتریس کنترل  Tماتریس 

(𝑀̂, 𝑁̂)  که از روی(𝑀,𝑁)  وT  به دست می آید منحصر به فرد تعیین می شود. این فکرم و(𝑀,𝑁)  را فکرم

 استاندارد اشلون می نامند.

  Tطریقه بدست آوردن ماتریس تبدیل  4-4-1

𝓂فرض می کنیم 
1
,𝓂

2
, … ,𝓂

𝑚
باشند، با این قرار داد مکی  Mام ماتریس mبه ترتیب ستون های اول تا  

 را به صورت زیر نشان داد: 𝑄توان ماتریس 

(1-13) 𝑄 = [𝑀,𝑁𝑀,… ,𝑁𝑛−1𝑀], 
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𝑄̅ = [𝓂
1
, … ,𝓂

𝑚
, 𝑁𝓂

1
, … , 𝑁𝓂

𝑚
, … , 𝑁𝑛−1𝓂

1
, … , 𝑁𝑛−1𝓂

𝑚
], 

را طوری بکه دسکت آورد  𝑄 ستون از اولین ستون های nاز آنجا که سیستم کنترل پذیر است، پس می توان 

س ر  nرا در یک بلوک مست یلی که  𝑄آسان تر، ستون های ماتریس که مستقل خ ی باشند. برای نمایش 

 ستون دارد، به صورت زیر نمایش می دهیم: mو 

(1-93) 𝑄 =

[
 
 
 
 
 𝑁

0𝓂
1

𝑁1𝓂
1

𝑁0𝓂
2
 

𝑁1𝓂
2
 

…  𝑁0𝓂
𝑚

…  𝑁1𝓂
𝑚

⋮ ⋮ ⋮      ⋮    

𝑁𝑛−1𝓂
1
𝑁𝑛−1𝓂

2 … 𝑁𝑛−1𝓂
𝑚]
 
 
 
 
 

, 

ℝکه هر عضو واق  در بلوک یک بردار از فضای 
𝑛  به  (93-1)می باشد. به دست آوردن ماتریس از روی بلوک

 صورت زیر خواهد بود:

به طرف راست و پایین بردارهایی که با بردارهای ماقبکل وابسکته  (93-1)با شروع از گوشه چپ بالای بلوک 

خ ی اند، از بلوک حذف می کنیم و اگر برداری حذف شد، همه بردارهای واق  در زیر آن نیز از بلوک حذف 

باشد  nهیم که تعداد بردارهای مستقل خ ی به دست آمده برابر می شوند و این عمل را تا جایی ادامه می د

 nبردار بدست آمده را از بلوک حذف مکی کنکیم. اگکر ایکن  nو در این حالت همه بردارهای باقیمانده غیر از 

معکوس پذیر خواهد بود و تبدیل مورد  Tقرار دهیم، آنگاه  Tبردار مستقل خ ی را مرتباً ستون های ماتریس 

 به دست می آید. نظر ما

. شونددر فرآیند فوق، وقتی عضوی از بلوک حذف می شود، گفتیم که ب فاصله عناصر زیر آن نیز باید حذف 

 ل این کار در گزاره زیر آمده است.دلی

نیکز  𝐴𝑗𝑏𝑖 با بردارهای ماقبل خودش وابسکته خ کی باشکد، آنگکاه بردارهکای 𝐴𝑘𝑏𝑖اگر بردار  :2-4-4گزاره  

 باشد. kهر عدد صحیح بزرگتر از  jاگر  ترکیب خ ی از بردارهای ماقبل خود هستند،

 دوباره در نظر می گیریم و سه س ر متوال از آنرا به صورت زیر می نویسیم:را  (93-1)بلوک اثبات: 

𝐴𝑘−1𝑏1, … , 𝐴
𝑘−1𝑏𝑖−1, 𝐴

𝑘−1𝑏𝑖, 𝐴
𝑘−1𝑏𝑖+1, … , 𝐴

𝑘−1𝑏𝑚 

𝐴𝑘𝑏1, … , 𝐴
𝑘𝑏𝑖−1, 𝐴

𝑘𝑏𝑖, 𝐴
𝑘𝑏𝑖+1, … , 𝐴

𝑘𝑏𝑚 

𝐴𝑘+1𝑏1, … , 𝐴
𝑘+1𝑏𝑖−1, 𝐴

𝑘+1𝑏𝑖, 𝐴
𝑘+1𝑏𝑖+1, … , 𝐴

𝑘+1𝑏𝑚, 

 توان نوشت: طبق فرض می

𝐴𝑘𝑏𝑖 = [(𝑐0,1𝐴
0𝑏1 + 𝑐0,2𝐴

0𝑏2 +⋯+ 𝑐0,𝑚𝐴
0𝑏𝑚) 
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           +(𝑐1,1𝐴
1𝑏1 + 𝑐1,2𝐴

1𝑏2 +⋯+ 𝑐1,𝑚𝐴
1𝑏𝑚) 

               … 

           +(𝑐𝑘−1,1𝐴
𝑘−1𝑏1 + 𝑐𝑘−1,2𝐴

𝑘−1𝑏2 +⋯+ 𝑐𝑘,𝑚𝐴
𝑘−1𝑏𝑚) 

           +(𝑐𝑘,1𝐴
𝑘𝑏1 + 𝑐𝑘,2𝐴

𝑘𝑏2 +⋯+ 𝑐𝑘,𝑚𝐴
𝑘𝑏𝑚)], 

 ضرب می کنیم: Aحال طرفین این راب ه را در 

𝐴𝑘+1𝑏𝑖 = [(𝑐0,1𝐴
1𝑏1 + 𝑐0,2𝐴

1𝑏2 +⋯+ 𝑐0,𝑚𝐴
1𝑏𝑚) 

           +(𝑐1,1𝐴
2𝑏1 + 𝑐1,2𝐴

2𝑏2 +⋯+ 𝑐1,𝑚𝐴
2𝑏𝑚) 

               … 

           +(𝑐𝑘−1,1𝐴
𝑘𝑏1 + 𝑐𝑘−1,2𝐴

𝑘𝑏2 +⋯+ 𝑐𝑘,𝑚𝐴
𝑘𝑏𝑚) 

           +(𝑐𝑘,1𝐴
𝑘+1𝑏1 + 𝑐𝑘,2𝐴

𝑘+1𝑏2 +⋯+ 𝑐𝑘,𝑚𝐴
𝑘+1𝑏𝑚)], 

به صورت یک ترکیب خ کی از بردارهکای ماقبکل خکود  𝐴𝑘+1𝑏𝑖این راب ه به وضوح نشان می دهد که بردار 

 ∎است و باید از بلوک حذف گردد.

𝑁𝑗𝓂به همین روش می توان نشان داد که باید همه بردارهای 
𝑖

𝑗که در آن   > 𝑘  حکذف  (93-1)از بلکوک

 بلوک باقیمانده یعنی بلوکی که فرایند فوق روی آن اعمال شده است، به صورت زیر خواهد بود: گردند،

𝑁0𝓂
1
   𝑁0𝓂

2
  …   𝑁0𝓂

𝑖
  …  𝑁0𝓂

𝑚
 

⋮ 

𝑁𝑝1−1𝓂
1
    𝑁𝑝2−1𝓂

2
   …   𝑁𝑝𝑖−1𝓂

𝑖
  …  𝑁𝑝𝑚−1𝓂

𝑚
, 

 .است nکه تعداد بردارهای واق  در این بلوک 

 رناورداهای کرونک 4-4-9

مربوط می  𝑝𝑖است عددی صحیح مانند  Mدر بخش قبلی به هر ستون از بلوک که متنارر ستونی از ماتریس 

 شود که در راب ه زیر صدق می کند:

∀𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 ,      1 ≤ 𝑝𝑖 ≤ 𝑛. 

ام بلوک است، پس تعداد کل بردارهای واق  در ستون هکای iتعداد بردارهای باقیمانده در ستون  𝑝𝑖از طرفی 

 بلوک برابر است با

𝑝1 + 𝑝2 +⋯+ 𝑝𝑚, 
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 است، لذا: nو از طرفی این تعداد برابر 

(1-92) 𝑛 = 𝑝1 + 𝑝2 +⋯+ 𝑝𝑚. 

 دست آمده است.ب (2371-2ب ه توسط )پوپوفکه این را 

 تعریف می کنیم:

(1-91) 𝑣 = max{𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑚}. 

𝑣  را اندیس کنترل پذیری سیستم می نامند، زیرا هر بردار غیر صفری از فضای حالت را می توان در حداکثر

𝑣  که ماتریس حلقه بسته صفر شود.(  . )یعنی کوچکترین توانی[25]رساندتکرار به حالت تعادل 

𝓂𝑖 ; 𝑖که برای هر یک از ستون های  𝑝𝑖اعداد  :2-4تعریف  = 0,1, … ,𝑚  از ماتریسM  مربکوط مکی شکوند

 نامیده می شوند. (M,N)ناورداهای کرونکر زوج 

 حالت از ناورداهای کرونکر را بحث می کنیم: در زیر دو

 همگی با هم برابر باشند: (M,N)الف: وقتی که ناورداهای کرونکر زوج 

(1-99) 𝑝1 = 𝑝2 = … = 𝑝𝑚 = 𝑣 =
𝑛

𝑚
, 

 .[25]آنگاه ماتریس پس خورد حالت منحصر بفرد خواهد بود

س خکورد ند، آنگاه ماتریس حالکت و مکاتریس پکبا هم برابر نباش (M,N)ب: وقتی که ناورداهای کرونکر زوج 

 حالت منحصر بفرد نخواهند بود.

 ناورداهای کرونکر منظم و نامنظم 4-4-4

را منظم می نامند، هرگاه اخت ف بکین مکاکزیمم و  (M,N)ناورداهای کرونکر زوج کنترل پذیر  :1-4تعریف 

 یمم آنها حداکثر برابر واحد باشدمین

𝑝𝑚𝑎𝑥 − 𝑝𝑚𝑖𝑛 ≤ 1. 

. م حظه می [25]منظم نباشند، آنگاه آنها را نامنظم می نامند (M,N)ناورداهای کرونکر زوج کنترل پذیر  اگر

 اصی از ناورداهای کرونکر منظم می باشد.شود که حالتی که ناورداهای کرونکر با هم برابرند، حالت خ

                                                      
2 popof 
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 ناورداهای کرونکر منظم و فرم استاندارد اشلون 4-4-5

ناورداهای کرونکر منظم باشد. مکی تکوان در صکورت لکزوم  (M,N) می کنیم که برای زوج کنترل پذیر فرض

یکک مکاتریس   𝑃𝑚×𝑚ککه  MPرا با ماتریس  Mرا جابجا کرد و یا ب ور معادل ماتریس  Mستونهای ماتریس 

 در راب ه زیر صدق کنند  (𝑀𝑃,𝑁)جایگشتی است، جایگزین ساخت تا ناورداهای کرونکر زوج 

(1-91) 𝑝̅1 ≥ 𝑝̅2 ≥ ⋯ ≥ 𝑝̅𝑚, 

هکا 𝑝̅𝑖فکرض شکوند، آنگکاه  (MP,N)ها ناورداهای کرونکر زوج 𝑝̅𝑖 و (M,N)ها ناورداهای کرونکر زوج 𝑝𝑖که اگر 

هکا بکه 𝑝𝑖را مکی تکوان از روی  Pها هستند، با این تفاوت که ترتیب آنها عوض شده است و ماتریس 𝑝𝑖همان 

 صورت زیر به دست آورد:

 را به صورت زیر با هم عوض می کنیم: 𝐼𝑚ستون های ماتریس 

 ام آن عوض می شود.kبا ستون  𝐼𝑚ام jعوض شود، آنگاه ستون  𝑝𝑘با عدد  𝑝𝑗اگر عدد 

 وهنگامی که این اعداد جابجا شدند و به صورت مرتب:

𝑝𝑖1 ≥ 𝑝𝑖2 ≥ ⋯ ≥ 𝑝𝑖𝑚, 

 به دست آمده است و قرار می دهیم: Pدر آمدند، آنگاه ماتریس 

𝑝̅1 = 𝑝𝑖1, 𝑝̅2 = 𝑝𝑖2, ⋯ , 𝑝̅𝑚 = 𝑝𝑖𝑚, 

,𝑝̅1که اعداد صحیح  𝑝̅2, … , 𝑝̅𝑚  ناورداهای کرونکر زوج(MP,N) د.خواهند بو 

 نیز کنترل پذیر است و برعکس. (MP,N)کنترل پذیر باشد، آنگاه زوج  (M,N)اگر زوج  : 1-4-4گزاره  

 (MP,N)ماتریس کنترل پکذیری زوج  𝑄̅باشد و  (M,N)ماتریس کنترل پذیر زوج  𝑄می دانیم که اگر  اثبات:

 باشد آنگاه

𝑄 = [𝑀,𝑁𝑀,… ,𝑁𝑛−1𝑀], 

𝑄̅ = [𝑀𝑃,𝑁𝑀𝑃,… ,𝑁𝑛−1𝑀𝑃], 

هکای  با این تفاوت که ستون است 𝑄همان  𝑄̅یک ماتریس جایگشت است، پس می توان گفت که  Pو چون 

 ∎است و برعکس. nبرابر  نیز 𝑄̅باشد، آنگاه رتبه  nبرابر  𝑄آن جابجا شده است و اگر رتبه 

 برابر است. (𝑀𝑃,𝑁)با اندیس کنترل پذیری زوج  (M,N)زوج اندیس کنترل پذیری  : 9-4-4گزاره  
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 با توجه به راب ه  اثبات:

max{𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑚}=max{𝑝̅1, 𝑝̅2, … , 𝑝̅𝑚}, 

 ∎بدیهی است.

 ماتریس معکوس پذیری باشد و  𝑃𝑚×𝑚اگر  :4-4-4گزاره  

𝐹0 ∈ {𝐹|(𝑁 +𝑀𝐹)
𝑣 = 0}, 

 آنگاه

𝑃−1𝐹0 ∈ {𝐹|(𝑁 +𝑀𝑃𝐹)
𝑣 = 0}, 

 است(. mماتریس جایگشتی از مرتبه  Pعدد صحیح نامنفی دلخواه و  𝑣و برعکس )

 م کهفرض می کنی اثبات:

(𝑁 +𝑀𝐹0)
𝑣 = 0, 

 پس می توان نوشت

(𝑁 +𝑀𝑃𝑃−1𝐹0)
𝑣 = 0, 

 و از اینجا نتیجه می شود که

𝑃−1𝐹0 ∈ {𝐹|(𝑁 +𝑀𝑃𝐹)
𝑣 = 0}. 

 ∎عکس آن نیز به آسانی ثابت می شود.

با حل همان  (M,N)بهینه زمانی سیستم به روش پس خورد حالت برای زوج  کنترل حل مسئله :2-4نتیجه 

 باشد.ذیر ماتریس معکوس پ Pمعادل است، هرگاه  (MP,N)مسئله برای زوج 

,𝑝1با این نتیجه گیری و برای سادگی در نوشکتن فکرض مکی کنکیم ککه  𝑝2,⋯ , 𝑝𝑚  ناورداهکای زوج(M,N) 

 هستند که مرتب شده اند، یعنی:

𝑝1 ≥ 𝑝2 ≥ ⋯ ≥ 𝑝𝑚, 

 و فرض می کنیم که

(1-95) 𝑝1 = 𝑝2 = ⋯ = 𝑝𝑟 = 𝑞 + 1, 

(1-96) 𝑝𝑟+1 = 𝑝𝑟+2 = ⋯ = 𝑝𝑚 = 𝑞. 
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(1-97) 𝑚 − 𝑟 = 𝑠, 

 هستند. qتای دیگر برابر sو  q+1تا از ناورداهای کرونکر برابر 𝑟یعنی 

 می توان نوشت:

𝑝1 + 𝑝2 +⋯+ 𝑝𝑚 = 𝑟(𝑞 + 1) + 𝑠𝑞 = (𝑟 + 𝑠)𝑞 + 𝑟 = 𝑛, 

𝑟و نیز می دانیم که  ≤ 𝑚. 

𝑟اگر  = 𝑚  آنگاه𝑠 =  است و داریم: 0

𝑟𝑞 + 𝑟 = 𝑚(𝑞 + 1) = 𝑛. 

 اندیس کنترل پذیری برابر است با:

(1-98) 𝑣 = 𝑞 + 1 = 𝑛 𝑚⁄ = [𝑛 𝑚⁄ ], 

 که حالت خاصی است که همه ناورداهای کرونکر با هم برابرند.

𝑟اگر  < 𝑚 :آنگاه خواهیم داشت 

𝑛 = 𝑚𝑞 + 𝑟, 

 ودر نتیجه:

𝑞 = [𝑛 𝑚⁄ ], 

 و اندیس کنترل پذیری در این حالت برابر است با:

(1-93) 𝑣 = [𝑛 𝑚⁄ ] + 1. 

,𝑇−1𝑁𝑇در این قسمت می خواهیم ساختار ماتریس هکای  𝑇−1𝑀,𝑇 مکنظم  را در مکورد ناورداهکای کرونککر

 بررسی کنیم.

سکتون  n+mسک ر و  nتشکیل می دهیم. ایکن مکاتریس دارای  (𝑀,𝑁)را برای زوج  [𝑀,𝑁]ماتریس افزوده 

 است.

 به صورت زیر خواهد بود: Tمی دانیم که ماتریس 

(1-13) 𝑇 = [𝓂1, … ,𝓂𝑚, … , 𝑁
𝑞−1𝓂𝑟+1, … , 𝑁

𝑞−1𝓂𝑟+𝑠, 𝑁
𝑞𝓂1, … , 𝑁

𝑞𝓂𝑟], 
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 را به دست آوردیم، داریم: [𝑇−1𝑀,𝑇−1𝑁𝑇]اگر ماتریس 

(1-12) 𝑁𝑇 = [𝑁𝓂1, … , 𝑁𝓂𝑚, … , 𝑁
𝑞𝓂𝑟+1, … , 𝑁

𝑞𝓂𝑟+𝑠, 𝑁
𝑞+1𝓂1, … , 𝑁

𝑞+1𝓂𝑟], 

 [𝑇−1𝑀,𝑇−1𝑁𝑇]

= [𝓂1, … ,𝓂𝑚, 𝑁𝓂1, … , 𝑁𝓂𝑚, … , 𝑁
𝑞𝓂𝑟+1, … , 𝑁

𝑞𝓂𝑟+𝑠, 𝑁
𝑞+1𝓂1, … , 𝑁

𝑞+1𝓂𝑟], 

(1-11) [𝑇−1𝑀,𝑇−1𝑁𝑇] = 𝑇−1[𝑇, 𝑁𝑞𝓂𝑟+1, … , 𝑁
𝑞𝓂𝑟+𝑠, 𝑁

𝑞+1𝓂1, … , 𝑁
𝑞+1𝓂𝑟], 

[𝑇−1𝑀,𝑇−1𝑁𝑇] = [𝐼𝑛, 𝑇
−1𝑁𝑞𝓂𝑟+1, … , 𝑇

−1𝑁𝑞𝓂𝑟+𝑠, 𝑇
−1𝑁𝑞+1𝓂1, … , 𝑇

−1𝑁𝑞+1𝓂𝑟]. 

دارای سکاختار  [𝑇−1𝑀,𝑇−1𝑁𝑇]در حالتیکه ناورداهای کرونکر منظم هستند م حظه می شود که مکاتریس 

 [𝑇−1𝑀,𝑇−1𝑁𝑇]سکتون اول مکاتریس  nبکه ترتیکب در  𝐼𝑛خاصی است و در واق  ستونهای ماتریس همانی 

 راهر می شوند.

 ناورداهای کرونکر نامنظم و فرم استاندارد اشلون 4-4-6

نامنظم باشند، نمی تکوان فکرم اسکتاندارد اشکلون را  (M,N)در حالتی که ناورداهای کرونکر زوج کنترل پذیر 

در  𝐼𝑛حالکت، سکتون هکای باشد. در این  (11-1)به فرم  [𝑇−1𝑀,𝑇−1𝑁𝑇]طوری به دست آورد که ماتریس 

 به طور پراکنده راهر خواهند شد. [𝑇−1𝑀,𝑇−1𝑁𝑇]ماتریس 

 بدست آوردن فرم استاندارد اشلون به روش عددی 4-4-7

 تبدیل خ ی معکوس پذیر دلخواه باشد. Sکنترل پذیر باشند و  (M,N)زوج فرض کنیم که 

,𝑆−1𝑀)با ناورداهای کرونکر زوج  (M,N)ناورداهای کرونکر زوج  اولاً : 𝑆−1𝑁𝑆) :برابر هستند زیرا 

 به صورت زیر باشد (M,N)اگر ماتریس کنترل پذیر زوج 

𝑄 = [𝑀,𝑁𝑀,… ,𝑁𝑛−1𝑀], 

,𝑆−1𝑀)آنگاه ماتریس کنترل پذیر زوج  𝑆−1𝑁𝑆) :به صورت زیر خواهد بود 

𝑄 = [𝑆−1𝑀, (𝑆−1𝑁𝑆)𝑆−1𝑀,… , (𝑆−1𝑁𝑆)𝑛−1𝑆−1𝑀] 

    = [𝑆−1𝑀, (𝑆−1𝑁𝑆)𝑆−1𝑀,… , ((𝑆−1𝑁𝑆)… (𝑆−1𝑁𝑆))⏟              
𝑛−1

𝑆−1𝑀] 

    = [𝑆−1𝑀, 𝑆−1𝑁𝑀,… , 𝑆−1𝑁𝑛−1𝑀] 

    = 𝑆−1[𝑀,𝑁𝑀,… ,𝑁𝑛−1𝑀] 

     = 𝑆−1𝑄. 
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,𝑆−1𝑀)م حظه می شود که ماتریس کنترل پذیر زوج  𝑆−1𝑁𝑆)  با𝑆−1𝑄  برابر اسکت و چکون𝑆−1  معککوس

فرق نمی  𝑆−1𝑄ل مستقل خ ی از ستون اوnبا تعیین  𝑄ستون اول مستقل خ ی از  nپذیر است، لذا تعیین 

 برابر خواهند بود.ناورداهای کرونکر  که ابت می شودث به این ترتیب کند.

ستون از اولین ستون های  nنشان دهیم و  Tرا با  𝑄ستون از اولین ستون های مستقل خ ی از  nاگر  ثانیاً :

 نشان دهیم، بدیهی است که: 𝑇𝑠را با  𝑆−1𝑄مستقل خ ی از 

𝑇𝑠 = 𝑆
−1𝑇, 

خواهد بود،  Tهمان  Sباشد، آنگاه  nماتریس همانی مرتبه  𝑇𝑠را طوری به دست آوریم که ماتریس  Sحال اگر 

ستون مسکتقل خ کی از اولکین  nدست آوریم که وقتی ب Sبه بیان دیگر، اگر ماتریس معکوس پذیری مانند 

,𝑆−1𝑀)ستون های ماتریس کنترل پذیری زوج  𝑆−1𝑁𝑆) ب می کنیم این را انتخاn  ستون به ترتیب همانn 

 باشند، آنگاه خواهیم داشت: 𝐼𝑛ستون 

𝑆 = 𝑇 

 و ع وه بر این فرم استاندارد اشلون نیز به دست آمده است، زیرا:

𝑆−1𝑀 = 𝑇−1𝑀  ,         𝑆−1𝑁𝑆 = 𝑇−1𝑁𝑇,  

 دست می آوریم.مقدماتی ببی از ماتریس های را به صورت حاصلضر Sروش کار، به اینصورت خواهد بود که 

  (M,N)عملیات سطری و ستونی مقدماتی روی زوج  4-4-8

 اعمال شود: (M,N)روی ماتریس  فرض می کنیم که عمل س ری زیر -الف

 ام آن جابجا کنیمjرا با س ر  (M,N)ام ماتریس iس ر 

ضرب می  [𝑀,𝑁]در اینصورت در واق  یک ماتریس مقدماتی که معکوس پذیر می باشد، از چپ در ماتریس 

𝑃1شود. اگر این ماتریس را 
 بنامیم، ماتریس حاصل عبارت است از: 1−

𝑃1
−1[𝑀,𝑁] = [𝑃1

−1𝑀,𝑃1
−1𝑁], 

𝑃1ستونی زیر را روی ماتریس اگر ب فاصله عمل 
−1𝑁 :اعمال کنیم 

𝑃1ام ماتریس iستون 
−1𝑁  را با ستونjام آن جابجا کنیم 

𝑃1است، از راست در  𝑃1در اینصورت در واق  یک ماتریس مقدماتی که همان 
−1𝑁  ضرب می شود و مکاتریس

 حاصل عبارتست از:
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𝑃1
−1𝑁𝑃1, 

و ب فاصله با عمل ستونی متنارر آن روی مکاتریس  [𝑀,𝑁]به این ترتیب با یک عمل س ری مقدماتی روی 

 ماتریس زیر بدست می آید: Nتغییر یافته 

[𝑃1
−1𝑀,𝑃1

−1𝑁𝑃]. 

 اعمال شود: [𝑀,𝑁]فرض کنید که عمل س ری مقدماتی زیر روی ماتریس  -ب

 ضرب شود aام آن در عدد غیر صفر iس ر 

𝑃2ضرب می شکود ککه اگکر آن را  [𝑀,𝑁]در واق  یک ماتریس معکوس پذیر از چپ در 
بنکامیم، مکاتریس  1−

 حاصل عبارت است از:

𝑃2
−1[𝑀,𝑁] = [𝑃2

−1𝑀,𝑃2
−1𝑁], 

𝑃2اگر ب فاصله عمل ستونی زیر را روی ماتریس 
−1𝑁 :اعمال کنیم 

 ضرب کنیم 𝑎−1آن را در  امiستون 

𝑃2است، از راست در  𝑃2در واق  یک ماتریس معکوس پذیر که همان 
−1𝑁  ضرب می شود و مکاتریس حاصکل

 عبارتست از:

𝑃2
−1𝑁𝑃2, 

و ب فاصله با عمل ستونی متنارر آن روی مکاتریس  [𝑀,𝑁]به این ترتیب با یک عمل س ری مقدماتی روی 

 ماتریس زیر بدست می آید: Nتغییر یافته 

[𝑃2
−1𝑀,𝑃2

−1𝑁𝑃]. 

 اعمال شود: [𝑀,𝑁]فرض کنید که عمل س ری زیر روی ماتریس  -ج

 ام جایگزین میکنیمjجم  می کنیم و حاصل را در س ر  آن امjبا س ر  ،ضرب کرده a ام آن را درعددiس ر 

𝑃3ضرب می شکود ککه اگکر آن را  [𝑀,𝑁]ر واق  یک ماتریس معکوس پذیر از چپ در د
بنکامیم، مکاتریس  1−

 حاصل عبارت است از:

𝑃3
−1[𝑀,𝑁] = [𝑃3

−1𝑀,𝑃3
−1𝑁], 

𝑃3اگر ب فاصله عمل ستونی زیر را روی ماتریس 
−1𝑁 :اعمال کنیم 
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𝑃3ماتریس  امjستون 
−1𝑁  در−𝑎  ضرب کرده و با ستونi ام آن جم  می کنیم و حاصل را در ستونi ام

 جایگزین می کنیم

𝑃3است، از راست در  𝑃3در واق  یک ماتریس معکوس پذیر که همان 
−1𝑁  ضرب می شود و مکاتریس حاصکل

 عبارتست از:

𝑃3
−1𝑁𝑃3 

ییکر و ب فاصله با عمل سکتونی متنکارر آن روی مکاتریس تغ [𝑀,𝑁]به این ترتیب با یک عمل س ری روی 

  ماتریس زیر بدست می آید: Nیافته 

[𝑃3
−1𝑀,𝑃3

−1𝑁𝑃] 

,𝑃1بیان شدند یعنکی مکاتریس هکای « ج»و« ب»،«الف»ماتریس هایی که در بندهای  𝑃2, 𝑃3  مکاتریس هکای

 مقدماتی هستند، یعنی از روی ماتریس های همانی تنها با یک عمل مقدماتی به دست آمده اند.

دنباله ای متناهی از عملیات س ری و ستونی که در بندهای  (𝑀,𝑁)حال فرض کنید که برای زوج مفروض 

توضیح داده شدند، موجود باشند که با اعمال این عملیات به طور متوالی روی سک رهای « ج»و« ب»،«الف»

بکه ترتیکب  Nو Mافتکه به روشی که توضیح داده شد، ماتریس های تغییر ی Nو ستون های  [𝑀,𝑁]ماتریس 

 باشند: (11-1)و  (19-1)دارای فرم 

(1-19) 𝑀 =

[
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(1-11) 𝑁 =
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 , 

 نشانگر عناصری از ماتریس است که احتمالاً غیر صفر هستند. 𝘹ع مت 
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,𝑃1با دنباله متناهی از عملیات س ری و سکتونی مقکدماتی   (𝑀,𝑁)فرض کنید که زوج  𝑃2, … , 𝑃𝑘  بکه فکرم

 در آمده اند. در اینصورت این دو ماتریس را می توان به ترتیب به صورت: (11-1)و  (1-19)

𝑃𝑘
−1…𝑃2

−1𝑃1
−1𝑀 = 𝑀̂ , 

𝑃𝑘
−1…𝑃2

−1𝑃1
−1𝑁𝑃1𝑃2…𝑃𝑘 = 𝑁 ,̂ 

 نوشت.

 اکنون با نامگذاری

𝑃1𝑃2…𝑃𝑘 = 𝑆 , 

 بدیهی است که خواهیم داشت:

𝑃𝑘
−1…𝑃2

−1𝑃1
−1 = 𝑆−1 , 

𝑆−1𝑀 = 𝑀̂ , 

𝑆−1𝑁𝑆 = 𝑁̂ , 

حاصلضربی از ماتریس های مقدماتی اسکت و مکی  Sمی باشد و  (11-1)به فرم  𝑁̂و  (19-1)به فرم  𝑀̂پس 

 به این صورت عمل کرد: 𝑆−1و  Sتوان برای به دست آوردن 

به طور متوالی اعمال  𝐼𝑛اعمال کرده و عملیات س ری را نیز جداگانه روی  𝐼𝑛عملیات ستونی را متوالیاً روی 

به دست آمده است،  𝐼𝑛ات ستونی روی به دست آمدند، ماتریسی که با اعمال عملی N و Mمی کنیم و وقتی 

 خواهد بود. 𝑆−1به دست آمده است، ماتریس  𝐼𝑛و ماتریسی که با عملیات س ری روی  Sماتریس 

را ارائکه خکواهیم ککرد. در ایکن  𝑆−1𝑁𝑆و  𝑆−1𝑀و  𝑆−1و  Sدر انتهای این بخش الگوریتم بکه دسکت آوردن 

یس های دست می آوریم و همزمان با آن ماترپایین مثلثی است به  را که ماتریس 𝑆0الگوریتم ابتدا ماتریس 

𝑆0
𝑆0و  1−

−1𝑀  و𝑆0
−1𝑁𝑆0 و سپس از روی زوج  به دست می آیند(𝑆0

−1𝑀, 𝑆0
−1𝑁𝑆0)  ماتریس بالا مثلثی𝑆1  را

𝑆1دست می آوریم و همزمان با آن ماتریس های ب
𝑆1و  1−

−1𝑆0
−1𝑀  و𝑆1

−1𝑆0
−1𝑁𝑆0𝑆1  کافی آیندبه دست می ،

 است قرار دهیم:

𝑆 = 𝑆0𝑆1 ,     𝑆
−1 = 𝑆1

−1𝑆0
−1  

𝑆0وردن مکاتریس هکای آمزیت این روش در این است که ب فاصله پس از بکه دسکت 
𝑆0و  1−

−1𝑀  و𝑆0
−1𝑁𝑆0 

قسمت بعکدی  (𝑀,𝑁)بررسی می شود و در صورت کنترل پذیر بودن زوج  (𝑀,𝑁)شرط کنترل پذیری زوج 

𝑆1الگوریتم که مربوط به محاسبه 
𝑆1و  1−

−1𝑆0
−1𝑀  و𝑆1

−1𝑆0
−1𝑁𝑆0𝑆1 .می شود اجرا خواهد شد 
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 الگوریتم )الف(

𝐻قرار دهید:  = [𝑀,𝑁]  و 𝑋 = 𝑌 = 𝐼𝑛:و شروع کنید 

𝑖 گام اول : قرار دهید  = 1  ; 

𝑗 گام دوم : قرار دهید  = 1  ; 

𝑀گام سوم : قرار دهید  = 𝑚𝑎𝑥{|𝐻𝑘,𝑗||𝑘 = 𝑖, … , 𝑛} 

𝑀اگر    = |𝐻𝑘,𝑗|  قرار دهید𝑘 = 𝑘   

𝑀گام چهارم : اگر  = 𝑗آنگاه  0 = 𝑗 + 1 ; 

 در غیر اینصورت برو به گام ششم  

𝑗گام پنجم : اگر  ≤ 𝑛 +𝑚 برو به گام سوم  

 در غیر اینصورت برو به پایان  

𝑘0گام ششم : اگر  ≠ 𝑖 آنگاه 

  𝑅𝑜𝑤(𝑖)
 
↔𝑅𝑜𝑤(𝑘0)                                on H and X 

  𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑖)
 
↔𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑘0)                      on Y 

  𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑖 + 𝑚)
 
↔𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑘0 +𝑚)        on H 

𝐻𝑖,𝑗گام هفتم : اگر  ≠  آنگاه 1

  𝑅𝑜𝑤(𝑖)
 
↔𝑅𝑜𝑤(𝑖) 𝐻𝑖,𝑗⁄                                   on H and X 

  𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑖)
 
↔𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑖) × 𝐻𝑖,𝑗                      on Y 

  𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑖 + 𝑚)
 
↔𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑖)(𝑖 + 𝑚)𝐻𝑖,𝑗        on H 

𝑖گام هشتم : اگر  < 𝑛  آنگاه 

𝑘برای  = 𝑖 + 1,… , 𝑛 

  𝑅𝑜𝑤(𝑘)
 
↔𝑅𝑜𝑤(𝑘) − 𝐻𝑘,𝑗 × 𝑅𝑜𝑤(𝑖)                                      on H and X 

  𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑖)
 
↔𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑖) + 𝐻𝑘,𝑗 × 𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑘)                        on Y 

  𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑖 + 𝑚)
 
↔𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑖 + 𝑚)𝐻𝑘,𝑗 × 𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑘 +𝑚)       on H 

j گام نهم : = j + 1 ; i = i + 1 ; 

𝑖گام دهم : اگر  ≤ 𝑛 +𝑚 برو به گام سوم 
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 پایان.  

𝐻از اجرای الگوریتم )الف( ماتریس های  دبع = [𝑆0
−1𝑀, 𝑆0

−1𝑁]  و𝑋 = 𝑆0
𝑌و  1− = 𝑆0  .به دسکت مکی آینکد

 فرض کنید عناصر محوری در فرآیند الگوریتم )الف( به ترتیب در محلهای:

(𝑖(1), 𝑗(1), ), … , (𝑖(𝑛0), 𝑗(𝑛0)) 

𝑛0)قرار گرفته باشند  Hاز ماتریس  ≤ 𝑛) . 

𝐻ورت زیر روی ماتریس های اکنون الگوریتم )ب( را به ص = [𝑆0
−1𝑀, 𝑆0

−1𝑁𝑆0]  و𝑋 = 𝑆0
𝑌و  1− = 𝑆0  اجکرا

 می کنیم.

 الگوریتم )ب( 

𝑖برای  = 𝑖(2), … , 𝑖(𝑛0) 

𝑗برای        = 𝑗(2), … , 𝑗(𝑛0) 

 انجام بده  

𝑘برای              = 𝑖 − 1,… ,1 

  𝑅𝑜𝑤(𝑘)
 
↔𝑅𝑜𝑤(𝑘) − 𝐻𝑖,𝑗 × 𝑅𝑜𝑤(𝑖)                                       on H and X 

  𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑖)
 
↔𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑖) + 𝐻𝑖,𝑗 × 𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑘)                        on Y 

  𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑖 + 𝑚)
 
↔𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑖 + 𝑚)𝐻𝑖,𝑗 × 𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑘 +𝑚)       on H 

   

𝐻بعد از اجکرای الگکوریتم مکاتریس هکای  = [𝑆1
−1𝑆0

−1𝑀, 𝑆1
−1𝑆0

−1𝑁𝑆0𝑆1]  و𝑋 = 𝑆1
−1𝑆0

𝑌و  1− = 𝑆0𝑆1  بکه

𝑆به همراه مکاتریس هکای  (𝑀,𝑁)دست می آیند و به این ترتیب فرم استاندارد اشلون برای زوج  = 𝑆0𝑆1  و

𝑆−1 = 𝑆1
−1𝑆0

 محاسبه می شود. 1−

 ز اجرای الگوریتم )الف( دو حالت زیر را ممکن است داشته باشیم:ابعد 

𝑆0ماتریس  -2حالت 
−1𝑁𝑆0  که همانn  آخر ماتریس ستونH  است دارای عناصر واحد محکوری )عناصکری

که به عنوان عناصر محوری در الگوریتم بوده اند( در روی ق ر اصلی یکا بکالای آن باشکد. در اینصکورت زوج 

(𝑀,𝑁) .کنترل پذیر نیست و قسمت بعدی حل مسئله را دنبال می کنیم 

𝑆0عناصر واحد محوری در زیر ق ر اصلی ماتریس  -1حالت 
−1𝑁𝑆0  واق  شوند، در این صکورت زوج(𝑀,𝑁) 

را به دسکت  (𝑀,𝑁)کنترل پذیر است و الگوریتم )ب( را روی آن اجرا می کنیم تا فرم استاندارد اشلون زوج 
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ستون آخر ماتریس  راهر شکوند، نتیجکه مکی گیکریم ککه  n-mآوریم. اگر در این حالت س رهای صفری در 

ارای رتبه کامل نیست که می توان با محاسبه ماتریس کنترل پذیری بکرای ماتریس کنترل پذیری سیستم د

𝑆0)زوج 
−1𝑀, 𝑆0

−1𝑁𝑆0)  این واقعیت را نشان داد. وقتی که زوج(𝑀,𝑁)  کنترل پذیر باشد، ماتریس𝑁′𝑛×𝑛  را

𝑆0از روی ماتریس 
−1𝑁𝑆0 :به صورت زیر به دست می آوریم 

𝑆0را به جز عناصری که در محل متنارر با عناصر محوری ماتریس  ′𝑁صر همه عنا
−1𝑁𝑆0  قکرار دارنکد، برابکر

𝑆0که در محل متنارر با عناصر محوری ماتریس  ′𝑁صفر گرفته و درایه هایی از 
−1𝑁𝑆0  قرار دارند، برابر واحد

 قرار می دهیم.

𝑆0)محاسبه ناورداهای کرونکر زوج 
−1𝑀,𝑁′) اهد بود. به ایکن ترتیکب مکی تکوانیم ناورداهکای خیلی ساده خو

𝑆0)که با ناورداهای کرونکر زوج  (𝑀,𝑁)کرونکر زوج 
−1𝑀,𝑁′)  برابر هستند بکه دسکت آوریکم. اگکر𝑁′  دارای

س ر آخر باشد، آنگاه ناورداهای کرونکر قابل تعریف نبوده و در نتیجه قابل  n-mس ر یا س رهای صفری در 

را نیز نمی توان تعیین کرد، به ایکن علکت  (𝑀,𝑁)اندیس کنترل پذیری زوج  ،اینصورتمحاسبه نیستند. در 

 تعریف می کنیم. ′𝑁را اندیس پوچ توانی ماتریس  (𝑀,𝑁)اندیس کنترل پذیری زوج 

 تبدیلات تشابهی فضای حالت  4-5

را که محاسبه ماتریس پس خورد برای این فرم به آسانی امکان  (𝑀,𝑁)، ابتدا صورت خاصی از در این بخش

را برای این فرم بیان می کنیم و سپس پذیر است بیان می کنیم و قاعده به دست آوردن ماتریس پس خورد 

که به فرم دلخواه باشد، توضیح می دهیم. این فرم  (𝑀,𝑁)به دست آوردن این فرم را برای زوج کنترل پذیر 

قابکل محاسکبه  (𝑀,𝑁)که آن را فرم همدم برداری می نامند از روی فکرم اسکتاندارد اشکلون زوج  (𝑀,𝑁)از 

خود به فرم استاندارد اشلون باشد و بالاخره قاعده ای  (𝑀,𝑁)پس فرض خواهیم کرد که زوج مفروض  است.

 ل محاسبه باشد.به دست می آوریم که به کمک آن ماتریس پس خورد به صورت پارامتری به سادگی قاب

 فرم همدم برداری 4-5-2

 دارای ساختاری به صورت زیر باشد: (𝑀,𝑁)اگر زوج 

(1-15) 𝑀 = [
𝑀0
0
]  ,                    𝑁 = [

𝐺0
𝐺1
], 

𝑚یک ماتریس  𝑀0که در آن  ×𝑚  بالا مثلثکی و معککوس پکذیر اسکت و𝐺0 دلخکواه مکاتریس 𝑚 × 𝑛  و𝐺1 

𝑛)ماتریس  −𝑚) × 𝑛 :است که دارای خصوصیات زیر است 

 برابر صفر است. 𝐺1آخرین ستون  -2
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 هستند. 𝐼𝑛−𝑚ستون هایی از ماتریس  𝐺1بقیه ستون های  -1

,𝑒1اگر  -9 𝑒2, … , 𝑒𝑛−𝑚  به ترتیب ستون های اول تا𝑛 −𝑚 ماتریس 𝐼𝑛−𝑚  باشند، آنگاه این بردارها بکه

𝑗وند، یعنی اگر شراهر می  𝐺1ترتیب اندیسشان در ستون های  > 𝑖  باشد، آنگاه𝑒𝑗  قبل از𝑒𝑖  در𝐺1 

 راهر نشود.

بکه فکرم  (𝑀,𝑁)دارای ساختاری به صورتی که توضیح داده شده باشند، آنگاه می گویند که زوج  M و N اگر

 با این مفروضات اگر قرار دهیم:. [25همدم برداری هستند ]

(1-16) 𝐹𝑑 = −𝑀0
−1𝐺0 , 

𝑁آنگاه به راحتی می توان نشان داد که ماتریس  +𝑀𝐹𝑑 :پوچ توان است 

(1-17) 
𝑁 +𝑀𝐹𝑑 = [

𝐺0
𝐺1
] + [

𝑀0
0
] (−𝑀0

−1𝐺0) 

                  = [
𝐺0
𝐺1
] + [

−𝐺0
0
] = [

0
𝐺1
] . 

راهر نشکوند، نشکان خکواهیم داد ککه مکاتریس کنتکرل  𝐺1در ماتریس  𝐼𝑛−𝑚در صورتیکه همه ستون های 

 کنترل پذیر است. (𝑀,𝑁)دارای رتبه کامل نیست، در حالیکه زوج  (𝑀,𝑁)پذیری زوج 

 زوج های هم ارز 4-5-1

 تعریف می کنیم. (𝑀,𝑁)زوج های راب ه ای به صورت زیر بین مجموعه 

,𝑀1)زوج  𝑁1)  با زوج(𝑀2, 𝑁2)  در راب ه است، اگر ماتریس معکوس پذیری مانندS :موجود باشد که 

𝑀2 = 𝑆
−1𝑀1 ,          𝑁2 = 𝑆

−1𝑁1𝑆 , 

 در اینصورت قرار می دهیم:

(𝑀1, 𝑁1)~(𝑀2, 𝑁2). 

 است.به آسانی می توان نشان داد که این راب ه یک راب ه هم ارزی 

اگر مسئله تعیین ماتریس پس خورد حالت برای یکی از اعضای یک ک س هم ارزی حل شکود، آنگکاه بکرای 

کوچکترین عدد صحیح نامنفی باشد که راب ه زیکر برقکرار  𝑣همه اعضای آن ک س حل شده است، زیرا اگر 

 باشد:

(𝑁1 +𝑀1𝐹𝑑 1)
𝑣 = 0, 
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 ماتریس معکوس پذیری باشد که: Sو 

𝑆−1𝑀1 = 𝑀2 ;              𝑆
−1𝑁1𝑆 = 𝑁2, 

 آنگاه خواهیم داشت:

(𝑆−1)𝑣(𝑁1 +𝑀1𝐹𝑑 1)
𝑣𝑆𝑣 = 0, 

(𝑆−1(𝑁1 +𝑀1𝐹𝑑 1)𝑆)
𝑣 = 0, 

(𝑆−1𝑁1𝑆 + 𝑆
−1𝑀1𝐹𝑑 1𝑆)

𝑣 = 0, 

(𝑁2 +𝑀2𝐹𝑑 1𝑆)
𝑣 = 0, 

 قرار دهیم:کافی است 

𝐹𝑑 2 = 𝐹𝑑 1𝑆, 

 می شود کهم حظه 

(𝑁2 +𝑀2𝐹𝑑 2)
𝑣 = 0. 

 ریبه دست آوردن فرم همدم بردا 4-5-9

 Wکه کنترل پذیر باشد اعمال مکی کنکیم ککه  (𝑀,𝑁)را برای زوج داده شده  Wدر این بخش تبدیل خ ی 

باشد. این تبدیل را از روی  (15-1)دارای ساختاری به صورت  (𝑊−1𝑀,𝑊−1𝑁𝑊)معکوس پذیر بوده و زوج 

به دست می آوریم، یعنی ابتدا برای زوج داده شده فرم استاندارد اشلون را  (𝑀,𝑁)فرم استاندارد اشلون زوج 

,𝑀̂)به دست می آوریم و آنرا با  𝑁̂) کردیم نشان می دهیم و سکپس از  همان ور که در بخش های قبل بیان

,𝑀̂)روی زوج  𝑁̂)  فرم همدم برداری را به دست می آوریم. فرم استاندارد اشلون زوج(𝑀,𝑁)  (19-1)در که 

 نشان داده شده است را در نظر می گیریم. (11-1)و 

,M̂]و عملیات س ری مقکدماتی روی  𝑁̂اکنون با دنباله ای از عملیات ستونی مقدماتی روی  N̂]  فکرم همکدم

 به دست می آوریم که به ترتیب این عملیات در زیر توضیح داده شده است: (𝑀,𝑁)برداری رابرای زوج 

رککاهر شککده انککد، بککه ترتیککب در سککتون هککای  𝑁̂کککه در  𝐼𝑛فککرض کنیککد کککه سککتون هککای مککاتریس 

𝑗(1), 𝑗(2), … , 𝑗(𝑛0 −𝑚)  از𝑁̂  قرار بگیرند، یعنی ستونj(k)  از ماتریس𝑁̂  برابر با𝑒𝑚+𝑘 با این فکرض باشد ،

𝑗(1), 𝑗(2), … , 𝑗(𝑛0 −𝑚) :اعداد صحیح مثبتی هستند که در راب ه زیر صدق می کنند 

𝑗(1) ≤ 𝑗(2) ≤ ⋯ ≤ 𝑗(𝑛0 −𝑚) ≤ 𝑛 − 1 

𝑛0تعداد عناصری که در  −𝑚  س ر آخرN  احتمالاً غیر صفر هستند )غیر از عناصر واحد در ستون هکایی از
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N ککککه شکککماره ایکککن سکککتون هکککا𝑗(1), 𝑗(2), … , 𝑗(𝑛0 −𝑚) د هسکککتند(می تکککوان بکککا اسکککتفاده از اعکککدا

𝑗(1), 𝑗(2), … , 𝑗(𝑛0 −𝑚) صورت زیر شمرد:ب 

𝑎 = (𝑛 − 𝑗(1)) + (𝑛 − 𝑗(2)) + ⋯+ (𝑛 − 𝑗(𝑛0 −𝑚)) 

𝑎 = (𝑛0 −𝑚)𝑛 − 𝑗(1) − 𝑗(2) − ⋯− 𝑗(𝑛0 −𝑚)  

 صورت زیر اعمال می کنیم:ب M و Nاکنون الگوریتم زیر را روی ماتریس های 

for  𝑖 = 𝑗(1), 𝑗(2), … , 𝑗(𝑛0 −𝑚) 

      for 𝑘 = 𝑛, 𝑛 − 1,… , 𝑖 + 1 

            𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑘) − 𝑁̂𝑖,𝑘𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑖)
 
↔𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑘)         on 𝑁̂ 

            𝑅𝑜𝑤(𝑖) + 𝑁̂𝑖,𝑘𝑅𝑜𝑤(𝑘)
 
↔𝑅𝑜𝑤(𝑖)                     on [𝑀̂, 𝑁̂] 

,𝑀̂)تجاوز نمی کند، می توانیم زوج  aس ری وستونی مقدماتی که تعداد آنها از تحت این عملیات  𝑁̂)  را به

 فرم همدم برداری تبدیل کنیم.

 نتیجه شود: 𝐼𝑛با عمل ستونی زیر از  Dدر الگوریتم فوق اگر ماتریس مقدماتی 

𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑘) + 𝑐 × 𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑖)
 
↔𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑘)           on 𝐼𝑛 

 معکوس پذیر است و معکوس آن به صورت زیر به دست می آید: Dآنگاه 

𝑅𝑜𝑤(𝑖) − 𝑐𝑅𝑜𝑤(𝑘)
 
↔𝑅𝑜𝑤(𝑖)              on 𝐼𝑛 

 پس ماتریس های به دست آمده از اجرای الگوریتم عبارتند از:

𝑆−1𝑀̂ ,        𝑆−1𝑁̂𝑆, 

به دست آورد.  𝐼𝑛و عملیات ستونی روی  𝐼𝑛را نیز می توان با عملیات س ری روی  𝑆−1و  Sکه ماتریس های 

,𝑀̂)در واق  بعد از اجرای الگوریتم فوق روی زوج  𝑁̂) ت زیر است:ماتریس به دست آمده به صور 

[𝑆−1𝑇−1𝑀, 𝑆−1𝑇−1𝑁𝑇𝑆], 

 فرض: با . اکنونفرض شده است (𝑀,𝑁)فرم استاندارد اشلون زوج  [𝑇−1𝑀,𝑇−1𝑁𝑇]که در آن 

(1-18) 𝑇 = 𝑇𝑆, 

 در فرم همدم برداری خواهد بود و برای سادگی قرار می دهیم: (𝑇−1𝑀,𝑇−1𝑁𝑇)زوج 
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(1-13) 𝑇−1𝑁𝑇 = 𝑁̃ ,             𝑇−1𝑀 = 𝑀̃, 

,𝑀̃)به این ترتیب زوج  𝑁̃) هم ارز با زوج (𝑀,𝑁) .بوده و در فرم همدم برداری است 

(1-53) 𝑁̃ = [
𝐺̃0

𝐼𝑛−𝑚, 0𝑛−𝑚,𝑚
]   ,         𝑀̃ = [

𝑀0
0𝑛−𝑚,𝑚

]. 

که موجب به دست آمدن فرم های همدم برداری مختلفی می گردد این است که  Sخصوصیت مهم ماتریس 

، زیرا می توانیم عناصر محوری را در عملیات منحصر بفرد است Sدر حالت کلی نمی توان گفت که ماتریس 

س ری و ستونی تغییر دهیم و عناصر دیگری را به عنوان عناصکر محکوری بکه ککار ببکریم و مکاتریس هکای 

معکوس پذیر مختلفی به دست آوریم که  به فرم همدم برداری باشد. این تغییر دادن عناصر محکوری باعکث 

تلفی می گردد که در نتیجکه مکاتریس هکای پکس خکورد حالکت به دست آمدن فرم های همدم برداری مخ

 می توان به دست آورد. (𝑀,𝑁)مختلفی را برای زوج 

به سیستم  (𝑀,𝑁)با این مفروضات ماتریس پس خورد حالتی که مقادیر ویژه صفر را برای زوج تبدیل یافته 

 تخصیص می دهد به صورت

(1-52) 𝑤(𝑡) = −𝑀0
−1𝐺0𝑧̃(𝑡) = 𝐹̃𝑑𝑧̃(𝑡), 

 به صورت: (𝑀,𝑁)در نتیجه ماتریس پس خورد حالت اولیه برای زوج می باشد و 

(1-51) 𝐹𝑑 = 𝐹̃𝑑𝑇
−1, 

𝛤̃ماتریس حلقه بسته تبدیل یافته  است. = 𝑁̃ + 𝑀̃𝐹̃𝑑  به شکل یک فرم جردن فشرده با مقادیر ویژه صفر به

 صورت زیر می باشد

(1-59) 𝛤̃ = [
0𝑚,𝑛

𝐼𝑛−𝑚 0𝑛−𝑚,𝑚
]. 

 تخصیص مقادیر ویژه به وسیله ماتریس پس خورد حالت 4-6

 یعنی (3-1)معادله حالت سیستم را به فرم 

𝑧̇(𝑡) = 𝑁𝑧(𝑡) + 𝑀𝑤(𝑡) 

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑀)در نظر می گیکریم. و فکرض مکی کنکیم  (23-1)با کنترل ورودی  = 𝑚  ،(𝑚 ≤ 𝑛)  و ناورداهکای

𝑝1 کرونکر منظم و مرتب باشند: ≥ 𝑝2 ≥ ⋯ ≥ 𝑝𝑚 . 

به گونه ای است که مقادیر  𝐾𝑑در این بخش هدف از کنترل سیستم یافتن ماتریس پس خورد حالت مشتق 

𝛤ویژه ی ماتریس حلقه بسته  = 𝑁 +𝑀𝐾𝑑 ، در مجموعه از پیش تعریف شکده𝛬 = {𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛}  موسکوم

ها یا حقیقی اند و یا به صکورت زوج هکای مکزدوج مخکتلط 𝜆𝑖به طیف مقادیر ویژه باشند با این خاصیت که 
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 راهر می شوند، این مسئله را تخصیص مقادیر ویژه می گوئیم.

، ابتدا فرم همدم برداری معادله حالکت و همچنکین پکس خکورد اولیکه 𝐾𝑑جهت محاسبه ماتریس پس خورد 

𝐹̃𝑑 = −𝑀0
−1𝐺0 ریم و در نتیجه ماتریس حلقه بسته را به دست می آو𝛤̃ صورت زیر می باشد.ب 

𝛤̃ = 𝑁̃ + 𝑀̃𝐹̃𝑑 = [
0

𝐼𝑛−𝑚 0]
, 

𝐷 حال ماتریس ق ری  = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛}:را در نظر می گیریم. تعریف می کنیم 

(1-51) 𝑁𝜆 = (𝑁̃ + 𝑀̃𝐹̃𝑑) + 𝐷, 

می باشد، حال با استفاده از عملیات تشکابهی سکتونی  𝛬همان طیف  𝑁𝜆واضح است که مقادیر ویژه ماتریس 

 به صورت زیر به دست می آوریم: 𝑁̃𝜆را به فرم همدم برداری  𝑁𝜆مقدماتی و س ری مقدماتی نظیر، 

(1-55) 𝑁̃𝜆 = [
𝐺̃𝜆

𝐼𝑛−𝑚 0𝑛−𝑚,𝑚
], 

𝑚زیر ماتریس  𝐺̃𝜆که در آن   × 𝑛  از𝑁̃𝜆  می باشد. واضح است که𝑁̃𝜆  مجموعه ای از مقادیر ویژه ی از پیش

 قرار دارد. 𝑁̃تعریف شده را در بر دارد و در فرم کانونیکال مشابهی با 

 که منجر به تخصیص مقادیر ویژه می شود عبارت است از حالتیبنابراین ماتریس پس خورد 

(1-56) 𝐾𝑑 = 𝐹𝑑 +𝑀0
−1𝐺̃𝜆𝑇

−1. 

های متفاوتی بکه دسکت 𝐺𝜆باعث می شود  Dدر ماتریس ق ری  ها𝜆𝑖باید توجه داشت که ترتیب قرار گرفتن 

 آیند.

 خورد با استفاده از گرافپارامتر سازی ماتریس پس  4-7

بکه روشکی  (𝑀,𝑁)را برای زوج کنترل پذیر  Fدر این بخش می خواهیم پارامتری سازی ماتریس پس خورد 

که مبتنی بر نظریه گراف است انجام دهیم. در بخش های قبل روش به دست آوردن فرم همکدم بکرداری را 

ا توجه به این که مشکلی برای به دست آوردن فرم شرح دادیم. در این بخش ب (𝑀,𝑁)برای زوج کنترل پذیر 

در فکرم همکدم بکرداری باشکد و  (𝑀,𝑁)وجود ندارد فرض مکی کنکیم ککه زوج  (𝑀,𝑁) همدم برداری زوج

 ماتریس پس خورد پارامتری را به دست می آوریم.

 𝑵+𝑴𝑭𝒅گراف مربوط به ماتریس  4-7-2

 رت دیگربه فرم همدم برداری باشند به عبا (𝑀,𝑁)فرض کنید 

𝑁̃ = [
𝐺̃0

𝐼𝑛−𝑚, 0𝑛−𝑚,𝑚
]   ,         𝑀̃ = [

𝑀0
0𝑛−𝑚,𝑚

], 
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به دست آورد، ککه مقکادیر ویکژه ی  (23-1)و (3-1)را از سیستم  𝐾𝑑می توان به آسانی ماتریس پس خورد 

𝜆1
−1, 𝜆2

−1, … , 𝜆𝑛
,𝑀̃توجه به ساختار  را به سیستم اختصاص دهد. با 1− 𝑁̃  و نحوه ی بدست آوردن𝐾̃𝑑  م حظه

𝛤̃می شود که درایه های ماتریس  = 𝑁̃ + 𝑀̃𝑘̃𝑑 روشی ساده برای محل یابی پارامترها،  .صفر ویا یک هستند

، قابل اجرا به فرم جردن فشرده می باشد. بنابراین، تبدیلی از بردارهای [9] (STG) 2روش گراف تبدیل حالت

می باشد را در نظر بگیرید، این تبکدیل یکک گکراف  𝛤̃واحد را که به عنوان ورودی های ماتریس حلقه بسته 

معرفی می کند. پارامترهای آزاد به صورت یال هایی که رئوس را به یکدیگر متصکل مکی کننکد تعیکین مکی 

پکس مکی  ، ب وری که هیچ دو مسیری روی هم من بق نشوند و یا با یکدیگر اشتراکی نداشته باشکند.شوند

به انضمام بردار صفر تشکیل  ℝ𝑛توان گرافی را برای آن متنارر کرد که رئوس آن را بردارهای پایه استاندارد 

نگاشکته شکود  𝑒jبکه بکردار  𝛤̃سکط تو 𝑒i اگکر در نظر می گیکریم، 𝑒jبه  𝑒iدهند. در گراف مربوط یالی از  می

𝛤̃𝑒𝑖یعنی = 𝑒𝑗  اگر و𝑖 + 𝑚 > 𝑛  آنگاه𝛤̃𝑒𝑖 = 0 . 

𝑁گرافی که بدین صورت برای ماتریس  +𝑀𝐾𝑑  بدست می آید را با𝑔𝑝  نشان خواهیم داد. چکون𝑁 +𝑀𝐾𝑑 

مسیری به صفر وجود دارد و ع وه بر ایکن در  𝑔𝑝پوچ توان است می توان نشان داد که از دو رأس غیر صفر 

𝑔𝑝 .هیچ طوقه و دوری وجود ندارد 

است و می توان نتایج زیر با صفر  𝑒iفاصله ماکزیمم رأس 𝑘𝑖 را مربوط ساخت که 𝑘𝑖 عدد  𝑒iمی توان برای هر

 :راحتی بدست آوردرا ب

 عددی صحیح است که در راب ه زیر صدق می کند𝑘𝑖 هر  (2

1 ≤ 𝑘𝑖 ≤ 𝑛. 

𝑁اندیس پوچ توانی  (1 +𝑀𝐾𝑑  برابر است با 

𝜈 = 𝑚𝑎𝑥{ 𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑛 }. 

,𝑒1به هیچ یک از رئوس  𝑔𝑝در گراف  (9 𝑒2, … , 𝑒𝑛 .یالی منتهی نمی شود 

𝑁اندیس پوچ توانی  (1 +𝑀𝐾𝑑 برابر است با 

𝜈 = 𝑚𝑎𝑥{ 𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑚 }, 

 یا

𝜈 = 𝑚𝑎𝑥{ 𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑚 } ≥  𝜈 = 𝑚𝑎𝑥{ 𝑘1, 𝑘2, … , 𝑘𝑛 }. 

                                                      
2 state transition graph 
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 : 𝒈𝒑اضافه کردن یال به  4-7-1

برابر است و باید شرایط زیر برای آن  𝐺0با بعد  𝐺𝛼در نظر می گیریم که بعد  سمتیرا به  𝐺𝛼ابتدا ماتریس 

 برقرار باشد:

 را صفر در نظر می گیریم 𝐺𝛼در ابتدا تمام درایه های  .2

(1-57) 
𝐺𝛼 = [

0 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 0

]

𝑚×𝑛

. 

 ابتدای هر یال ورودی هاست. .1

 این یالها ایجاد یک دور در گراف ننمایند. .9

 یالها روی هم قرار نگیرند. .1

 در صورت اهمیت اندیس پوچ توانی یالها به گونه ای اضافه شوند که طول مسیر تغییر نکند. .5

 قرار می دهیم. 𝑔𝑖𝑗را پارامتر  𝐺𝛼ام jام وستون iیک یال اضافه گردید درایه س ر  𝑒𝑗به  𝑒𝑖حال اگر از  .6

ای را انتخاب می کنیم که تعداد پارامتر بیشتری دارد. پس  𝐺𝛼اگر اندیس پوچ توانی مهم نباشد ماتریس 

 داریم

(1-58) 𝐹̃𝛼 = 𝑀0
−1𝐺𝛼, 

 پارامتری برابر خواهد بود باحال ماتریس پس خورد حالت 

(1-53) 𝐹 = 𝐾𝑑 + 𝐹𝛼 , 

 در آن که

(1-63) 𝐹𝛼 = 𝑀0
−1𝐺𝛼𝑇

−1, 

𝑚یک ماتریس  𝐺𝛼و × 𝑛 .شامل فقط پارامترهای آزاد است 

 فشرده سیستم حلقه بسته با مقادیر صفر زیر را در نظر بگیرید:فرم جردن  :مثال

𝛤̃ = [

0
0
1

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 1 0 0

], 

 گراف تبدیل حالت متنارر است با:
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 گراف تبدیل حالت:  8-1شکل 

𝛤̃𝑒1که در آن  = 𝑒3  ،𝛤̃𝑒2 = 𝑒4  و𝛤̃𝑒3 = 𝛤̃𝑒4 = یالی متصل کنیم ودر   𝑒4س رأ به 𝑒1رأس . حال اگر از  0

قکرار  𝑔23پکارامتر  𝐺𝛼در مکاتریس  متصل کنیم و 𝑒3س را به رأ 𝑒2رأس ، همچنین،  𝑔14پارامتر  𝐺𝛼ماتریس 

در یکک مکاتریس  𝑒2به  𝑒1دهیم، اندیس پوچ توانی ماتریس حلقه بسته پایدار باقی می ماند. معهذا، از رأس 

قرار دهیم در این صورت اندیس پوچ تکوانی مکاتریس حلقکه  𝑒1  ،𝑔21به  𝑒2و یا از  𝑔12پارامتر  𝐺𝛼دیگری از 

بسته یکی افزایش می یابد. بایستی تأکید شود که برای کنترل بهینه زمانی سیستم توسی  یافته اسکتاندارد، 

می باشد. اما برای  𝑔23 و 𝑔14فقط شامل  𝐺𝛼بایستی پایدار بماند، از این رو فرم پارامتری  𝑣اندیس پوچ توانی 

 مجاز هستند. 𝐺𝛼تخصیص مقدار ویژه وقتی اندیس پوچ توانی بی اهمیت است، فرم های پارامتری دیگر 

 الگوریتم برای ماتریس پس خورد حالت با مینیمم نرم فروبنیوس 4-8

 ماتریس پس خورد پارامتری مفروض 

𝐹 = 𝐾𝑑 +𝑀0
−1𝐺𝛼𝑇

−1, 

 Hکه توسط  یر صفر آن، یعنی فقط پارامترهاییشامل مؤلفه های غ 𝐺𝛼را در نظر بگیرید. یک زیر ماتریس از 

𝑔𝑠𝑟  ،𝑝متنارر با  ℎ𝑝𝑞با مولفه های  ∈ {𝑠, 𝑠 + 1,… ,𝑚}  و𝑞 ∈ {𝑟, 𝑟 + 1,… , 𝑛}  تعریف شکده انکد را در نظکر

𝑀0بگیریککد. آنگککاه از عبککارت 
−1𝐺𝛼𝑇

𝑀0ام از s، سککتون واضککح اسککت کککه 1−
 𝑇−1ام  از مککاتریس 𝑟و سکک ر  1−

𝑘 𝑖𝑗  ،(𝑖را تولیککد مککی کنککد کککه مککی توانککد بککه مؤلفککه هککای متنککارر  𝐺𝛼پارامترهککای غیککر صککفر ی از  =

1,2,… ,𝑚و 𝑗 = 1,2, … , 𝑛)  اضافه شود. برای سهولت فرض می کنیم که، سکتون هکایی از𝑀0
 𝑔𝑠𝑟ککه بکه  1−

و پارامترهای غیرصفر  Yتبدیل می شود در ماتریس  𝑔𝑠𝑟که به  𝑇−1، س رهای Vتبدیل می شود در ماتریس 

 :عبارت است از 𝐹ذخیره شوند. از این رو ماتریس پس خورد حالت پارامتری  Hدر ماتریس  𝐺𝛼مؤثر 

𝐹 = 𝐾𝑑 + 𝑉𝐻𝑌, 

 :به صورت زیر بدست می آید 𝐹 ماتریس نرم فروبینیوسیکه 
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‖𝐹‖2 =∑∑𝐹 𝑖𝑗

2𝑛

𝑗=1

=∑∑(𝑘𝑑 𝑖𝑗 + 𝑣𝑖𝑠ℎ𝑠𝑟𝑦𝑟𝑗)
2

2𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

, 

𝑟در مینیمم نرم، برای هر  ≤ 𝑛 , 𝑠 ≤ 𝑛 :بایستی داشته باشیم 

𝜕‖𝐹‖2

𝜕ℎ𝑠𝑟
= 0,  

 برابر است با hsrنسبت به  𝐹‖2‖مشتق 

𝑉𝑇𝐾𝑑𝑌
𝑇 + 𝑉𝑇𝑉𝐻𝑌𝑌𝑇 = 0, 

 بنابراین، با تعریف

𝑃 = 𝑉𝑇𝑉, 

𝑄 = 𝑌𝑌𝑇 , 

𝐶 = 𝑉𝑇𝐾𝑑𝑌
𝑇 , 

 و بنابراین

𝐻 = −𝑃−1𝐶𝑄−1. 

م رح شده است، و به روشنی در مثال هکا مکورد [ 25]در ادامه الگوریتمی ارائه می شود که توسط کرباسی 

 استفاده قرار می گیرد.

 الگوریتم 4-8-2

، مینیمم کردن نکرم مکاتریس بهکره ی H، ذخیره کردن در ماتریس 𝑔𝑟𝑠بدست آوردن پارامترهای  موضوع :

 کنترل شده.

𝐾𝑑 ،𝑀0ورد اولیکه ، ماتریس پس خ(𝑁,𝑀)زوج  ورودی:
−1، 𝑇−1  ککه مکی توانکد توسکط الگکوریتم مفکروض

 بدست آید. [26و  25]کرباسی و بل 

تعیین محل شده اند، ستون  𝑟و  sبر حسب پارامترهایی که توسط  𝐺𝛼تعیین س رها و ستون های  گام اول:

𝑀0های 
سکازگارند در  𝑔𝑠𝑟 را ککه بکا سکتون هکای  𝑇−1و س رهای  Vسازگارند در  𝑔𝑠𝑟 با س رهایرا که  1−

 .ذخیره شوند Yماتریس 

𝑉𝑇𝑉 ،𝑌𝑌𝑇 ،𝑉𝑇𝐾𝑑𝑌بدست آوردن  گام دوم:
𝑇  که به ترتیب درP ،𝑄  وC .ذخیره می شوند 
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 بدست آوردن گام سوم:

𝐻 = −𝑃−1𝐶𝑄−1, 

هستند( در مکان های مشخص شکده  𝑔𝑟𝑠)که  𝐺𝛼هستند( در  ℎ𝑝𝑞)که  Hو قرار دادن مؤلفه های مربوط به 

 به عنوان پارامترهای در نظر گرفته شده. 2گام

 بدست آوردن گام چهارم:

𝐹𝛼 = 𝑀0
−1𝐺𝛼𝑇

−1. 

 خروجی گام پنجم:

𝐹 = 𝐾𝑑 + 𝐹𝛼 , 

 .است ماتریس بهینه کنترل شده با مینیمم نرم

 مثال 4-3

 سیستم توسی  یافته خ ی زیر را در نظر بگیرید:

(1-62) 
[

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

]

[
 
 
 
𝑥̇1(𝑡)

𝑥̇2(𝑡)

𝑥̇3(𝑡)

𝑥̇4(𝑡)]
 
 
 
= [

1 0 −1
0 −1  0
2    1  0
1   0  1

1
0
0
1

] [

𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)

𝑥3(𝑡)
] + [

  0 0  1
  0.5 0  0
−0.5 1  0
     1   1   0

] 𝑢(𝑡),  

 در این سیستم داریم:

𝐸 = [

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

] ,           𝐴 = [

1 0 −1
0 −1  0
2    1  0
1   0  1

1
0
0
1

] ,           𝐵 = [

  0 0  1
  0.5 0  0
−0.5 1  0
     1   1   0

], 

 هستند: (23-1) و (1-1)در این مثال ق ب های حلقه بسته ی مناسب برای کنترل پذیری سیستم های 

𝜆1 = −4  ,         𝜆2 = −2 ,      𝜆3,4 = −2 ∓ 2𝑖 

 (8-1)و از  Bو  Aپیروی می کند. بکا مفروضکات  (1-1)از راهنمایی کنترلی  (62-1)توجه کنید که سیستم 

 داریم:

𝑁 = [

  0    0.5    0.5   0
  0    −1     0   0
−0.5     0    0   0
0.5  −0.5 −0.5 0

] ,         𝑀 = [

0 −0.5 0
0.5 0 0
−0.5 −0.5 0.5
−0.5    0 −0.5

], 

 کنترل پذیرند. (𝑀,𝑁)و
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داده  Mو  Nبا  (23-1) و (3-1)ق ب ها برای سیستم حلقه بسته ی جدید با پس خورد حالت  ،2-1قضیه از 

 هستند: (8-1) شده در

𝜆1
−1 = −0.25,          𝜆2

−1 = −0.5,            𝜆3,4
−1 = −0.25 ± 0.25𝑖 

 :برابر خواهد بود با 𝐾𝑑ماتریس بهره ی پس خورد در نتیجه 

𝐾𝑑 = [
0 1.5 − 0.5𝑖 0 − 0.25𝑖 0 − 0.25𝑖
0.5 1          1               0      

1.25 + 0.25𝑖 0 −0.250.25𝑖 0.25 − 0.25𝑖
], 

 می باشد. 185382که نرم آن 

 از طرفی داریم:

𝛤̃ = [

0 0 0
0 0  0
0 0 0
1 0 0

0
0
0
0

], 

 و در نتیجه گراف ماتریس حلقه بسته به شکل زیر می باشد.

 

 گراف ماتریس حلقه بسته :3-1شکل 

 را به صورت زیر در نظر می گیریم: 𝐺𝛼 ستحال چون اندیس پوچ توانی مهم نی

(1-61) 
𝐺𝛼 = [

0 0 0   0
0 0 0    0
𝑔31 𝑔32 0 𝑔34

], 

 پس داریم:

𝐻𝑠𝑟 = [ℎ31 ℎ32 ℎ34], 

𝑉 = [
−0.5
0
1
] ,        𝑌 = [

0 3 1   0
−2 0 0   0
1 −2 −1 −1

], 
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𝑃 = 1.25 ,      𝑄 = [
10 0 −7
0 4 −2
−7 −2 7

] ,      𝐶 = [2.5 + 1.125𝑖 −2.5 + 0.5𝑖 2.75 − 0.75𝑖], 

 در نتیجه بدست می آوریم:

𝐻 = [0.3273 − 0.2364𝑖 0.5909 − 0.2045𝑖 0.1818 − 0.2091], 

 پس خواهیم داشت:

(1-69) 
𝐹𝛼 = [

0.5 − 0.9999𝑖 −0.3092 + 0.1455𝑖 −0.0727 + 0.01364𝑖 0.0909 − 0.1046𝑖
0 0   0                                0

−1 + 0.1999𝑖 0.6183 + 0.2910𝑖 −0.1455 − 0.0273𝑖 0.1818 + 0.2091𝑖
], 

 

 ماتریس پس خورد پارامتری عبارت است از:

(1-61) 
𝐹 = [

0.5 − 0.9999𝑖 1.1909 − 0.3545𝑖 −0.0727 + 0.01364𝑖 0.0909 − 0.1046𝑖
0.5 1   1                                0

0.25 − 0.0501𝑖 0.6183 + 0.2910𝑖 −0.1045 − 0.2227𝑖 0.0682 + 0.0409𝑖
], 

 

 . 283863 ،برابر خواهد بود باF که در نتیجه نرم 

م حظه می شود که نرم ماتریس پس خورد پارامتری کمتر از نرم ماتریس پکس خکورد شکد. توجکه داشکته 

 د کاهش قابل توجه تری خواهد داشت.کنترل پذیری نرم ماتریس پس خورباشید که با افزودن اندیس 
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 فصل پنجم 5

ه ای برای طرحی از کنترل پس خورد حالت مشتق و گزار

 سیستم های توسیع یافته

 

  



88 

 

 مقدمه 5-2

  یافته معرفی می کنیم و با یکک در این فصل پس خورد حالت مشتق و گزاره ای را برای یک سیستم توسی

 پایداری این روش را نشان می دهیم. مثال

 شرح مسئله 5-1

 سیستم توسی  یافته ی خ ی کنترل پذیر زیر را درنظر بگیرید:

(5-2) 𝐸𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡)         𝑥(0) = 0, 

𝐸 در آن که ∈ ℝ𝑛×𝑛  و𝑥(𝑡) ∈ ℝ𝑛 و  2بردار حالت𝑢(𝑡) ∈ ℝ𝑚 باشد فکرض کنیکد ککه  1بردار ورودی کنترل

1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛  ،وهمچنین𝐴 ∈ ℝn×n  و𝐵 ∈ ℝ𝑛×𝑚 .حال کنترل پس خورد  ماتریس های ناوردای زمانی باشند

 حالت مشتق و گزاره ای را به فرم زیر در نظر می گیریم:

(5-1) 𝑢(𝑡) = 𝐾𝑑𝑥̇(𝑡) + 𝐾𝑝𝑥(𝑡), 

ماتریس پس خورد حالتی است که مقادیر ویژه ی غیر صفر و پایدار را به سیستم حلقه بسکته  𝐾𝑝که در آن 

 ی معادله ی

(5-9) 𝑥̇(t)= 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡)  
𝑢(𝑡) = 𝐾𝑝𝑥(𝑡) 

با استفاده از روش های پکس خکورد حالکت  ،𝐾dاختصاص دهد. پس هدف برنامه بدست آوردن حالت مشتق 

ب ککور دلخککواه مککی باشککند و از مجموعککه  (1-5)و  (2-5)اسککت کککه ق ککب هککای سیسککتم کنتککرل شککده ی 

,𝜆1}ی 𝜆2, … , 𝜆𝑛}  انتخاب شده اند که𝜆𝑖 ∈ ℂ  و𝜆𝑖 ≠ 𝑖برای  0 = 1,2, . . . , 𝑛 که این سیستم حلقه بسکته ی ،

 کنونی یک عملکرد قابل قبول دارد.

  :مفروضات زیر را در نظر بگیرید

 𝑟𝑎𝑛𝑘[𝐸|𝐵] = 𝑛; 

𝑟𝑎𝑛𝑘[𝐵] = 𝑚;  

                              وجود دارد که: 𝐾d برقرار باشد آنگاه Aاگر پیش فرض  :[9] 2-5نکته 

(5-1) 𝑟𝑎𝑛𝑘[𝐸 − 𝐵𝐾𝑑] = 𝑛. 

 می تواند به صورت سیستم خ کی (2-5)که سیستم  گیریمنتیجه می  (1-5)از  (1-5)صادق در  𝐾d برای  

 زیر باز نویسی شود: استاندارد

                                                      
2 State vector 
1 Control input vector 
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(5-5) 𝐸𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵 (𝐾𝑑𝑥̇(𝑡) + 𝐾𝑝𝑥(𝑡)), 

(5-6)  𝑥̇(𝑡) =  (𝐸 − 𝐵 𝐾𝑑)
−1 (𝐴 + 𝐵𝐾𝑝)𝑥(𝑡); 

بگونه ای باشد که مقادیر ویژه ی صفر را بکه سیسکتم حلقکه بسکته ی  𝐾𝑝متوجه می شویم که اگر (6-5)از 

ناپایدار می شوند، زیرا حداقل یک ق کب  (1-5) و (2-5)آنگاه سیستم کنترل شده ی  اختصاص دهد (5-9)

ن برابر صفر می باشد. برنامه ی پایداری بکرای سیسکتم هکای توسکی  یافتکه پیچیکده تکر از سیسکتم هکای آ

 .[9] تاری بلکه منظم بودنش هم ضروری اساستاندارد می باشد زیرا در این سیستم ها نه فقط پاید

 طرح کنترل پس خورد حالت مشتق و گزاره ای با استفاده از پس خورد حالت 5-9

  ;را م رح می کنیم فصلاکنون نتیجه ی اصلی این 

  ماتریس های زیر را تعریف می کنیم : :2-5قضیه 

(5-7) 𝑁 = (𝐴 + 𝐵𝐾𝑝)
−1 𝐸            ,          𝑀 = −(𝐴 + 𝐵𝐾𝑝)

−1 𝐵  

پس خورد حالتی باشکد ککه مجموعکه  𝐾d فرض کنیدکنترل پذیر باشند.  (𝑁,𝑀)فرض می کنیم که زوج  و

 {𝜆1
−1, 𝜆2

−1, . . . , 𝜆𝑛
 :دهای سیستم حلقه بسته ی زیر باشن ق ب {1−

(5-8) 𝑧̇(𝑡) = 𝑁𝑧(𝑡) + 𝑀𝑤(𝑡) 
 

(5-3) 𝑤(𝑡) = 𝐾d𝑧(𝑡) 
 

𝜆𝑖 که  ب وری ∊ ℂو 𝜆𝑖 ≠ 𝑖برای  0 = 1,2, . . . , 𝑛 پس خورد دلخواه تخصیص داده شده اند. آنگاه برای  ب ور 

𝐾d  مجموعه {𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛} و گزاره ای  با پس خوردحالت مشتق (2-5) ق ب هایی از سیستم کنترل پذیر

  برقرار است. (1-5)هستند وهمچنین شرط  (5-1)

بکا  (8-5) ککه سیسکتم وجود دارد 𝐾𝑑کنترل پذیر باشند آنگاه پس خورد حالت  (𝑁,𝑀)فرض کنید اثبات: 

 فرض شده توسطکنترل پذیر باقی بماند.  (3-5)پس خورد حالت 

(5-23) 𝑧̇(𝑡) = (𝑁 +𝑀𝐾𝑑)𝑧(𝑡), 
 

𝜆1ق ب ها برابراند با 
−1, 𝜆2

−1 , . . . , 𝜆𝑛
𝑁حال از .   1− = (𝐴 + 𝐵𝐾𝑝)

−1 𝐸 و 𝑀 = −(𝐴 + 𝐵𝐾𝑝)
−1 𝐵 و𝜆𝑖 ≠ 0 

𝑖برای  = 1,2, . . . , 𝑛  : داریم 

(5-22) (𝑁 +𝑀𝐾𝑑) 
−1  =  ((𝐴 + 𝐵𝐾𝑝)

−1 (E −  B𝐾𝑑) )
−1

 

(5-21)                          = (𝐸 −  𝐵𝐾𝑑)
−1 (𝐴 + 𝐵𝐾𝑝), 

,𝜆1، نتیجه می شود 2-1لم و  (23-5)از  𝜆2, . . . , 𝜆𝑛 از  مقادیر ویکژه ای (𝐸 −  𝐵𝐾𝑑)
−1 (𝐴 + 𝐵𝐾𝑝)  هسکتند

 (1-5)وپکس خکورد حالکت مشکتق  (2-5)برقرار بوده و این ق ب ها، ق ب هایی از  سیستم  (9-5)بنابراین 
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 ∎می باشند. (6-5)تلفیق شده در 

 مثال 5-4

  کارایی از طرح های روش های پیشنهاد شده با استفاده از مدل سازی:

 [9] یک نمونه مدار الکتریکی، می تواند توسط سیستم توسی  یافته ی خ ی زیر تعریف شود مثال:

(5-29) [
0 1
0 0

] [
𝑥̇1(t)

𝑥̇2(t)
] = [

1 0
0 1

] [
𝑥1(t)

𝑥2(t)
] + [

0
1
] 𝑢(𝑡),  

 پتانسیل یک خازن است. در این سیستم داریم: 𝑥2شدت جریان و  𝑥1 در آن که

𝐸 = [
0 1
0 0

] ,           𝐴 = [
1 0
0 1

] ,           𝐵 = [
0
1
], 

 هستند: (29-5) و (1-5)در این مثال ق ب های حلقه بسته ی مناسب برای کنترل پذیری سیستم های 

𝜆1 = −2 + 1𝑖        , 𝜆2 = −2 − 1𝑖,  

 بدست می آید: 𝐾𝑝دیر ویژه، ابا استفاده از نرم افزار متلب با این مق

𝐾𝑝 = [1 −2 − i] 

 (7-5)و از  Bو  Aپیروی می کند. بکا مفروضکات  (1-5)از راهنمایی کنترلی  (29-5)توجه کنید که سیستم 

 داریم:

(5-21) 𝑁 = [
0 1
0 0.5 − 0.5𝑖

] ,       𝑀 = [
0

0.5 − 0.5𝑖
] , 

 کنترل پذیرند. (𝑁,𝑀)و

داده  𝑀و   𝑁با (3-5) و (8-5)برای سیستم حلقه بسته ی جدید با پس خورد حالت  ، ق ب ها2-5قضیه از 

 :عبارتند از (7-5) شده در

𝜆1
−1 = −0.40 − 0.20𝑖 ,            𝜆2

−1 = −0.40 + 0.20𝑖,  

 برابر خواهد بود با: 𝐾𝑑متلب ماتریس بهره ی پس خورد  نرم افزاربنابراین با استفاده از  

(5-25) 𝐾𝑑 = [0.2 − 0.2𝑖 −1.8 − 0.8𝑖]. 

𝑥(0)با شکرط اولیکه  (5-5)نتایج شبیه سازی سیستم کنترل شده ی  1-5و  2-5 های شکل = [0 1]𝑇  را

 نشان می دهند. در این مثال قوت وسادگی روش پیشنهاد شده را می توان مشاهده کرد.
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𝑥0برای  ،(2گذرای سیستم کنترل شده )مثال  پاسخ :2-5شکل  = [1 0]
𝑇. 

 

𝑥0برای  ،(1سیستم کنترل شده )مثال ورودی کنترل  :1-5شکل  = [1 0]
𝑇 . 

 

 مقایسه و مزیت های استفاده از این روش 5-5

این امکان را می دهد تکا سیسکتم توسکی  همان ور که گفتیم استفاده از روش پس خورد حالت مشتق به ما 

اما مزیت استفاده از پس خورد حالت مشتق و گزاره ای بجای  کنیم. با یک سیستم استاندارد هم ارز یافته را
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. به مثال زیر توجکه یستن Aبودن  2در این است که ، اینجا لزومی به رتبه کامل [2]پس خورد حالت مشتق 

 کنید.

 توسی  یافته زیر در نظر می گیریم:ثال قبل را به صورت سیستم مدار الکتریکی م :1مثال 

(5-26) [
0 1
0 0

] [
𝑥̇1(t)

𝑥̇2(t)
] = [

1 0
0 0

] [
𝑥1(t)

𝑥2(t)
] + [

0
1
] 𝑢(𝑡), 

 در این سیستم داریم:

(5-27) 𝐸 = [
0 1
0 0

] ,           𝐴 = [
1 0
0 0

] ,           𝐵 = [
0
1
].  

ق کب هکای حلقکه بسکته ی مناسکب بکرای  رتبه کامل نیست A در این مثالهمان ور که م حظه می شود 

 هستند: (26-5) و (1-5)کنترل پذیری سیستم های 

𝜆1 = −1 + 1𝑖 ,         𝜆2 = −1 − 1𝑖,  

 بدست می آید: 𝐾𝑝دیر ویژه، ابا استفاده از نرم افزار متلب با این مق

𝐾𝑝 = [1 −2 − i]. 

 (7-5)و از  Bو  Aپیروی می کند. بکا مفروضکات  (1-5)از راهنمایی کنترلی  (26-5)توجه کنید که سیستم 

 داریم:

(5-28) 𝑁 = [
0 1
0 0

]         , 𝑀 = [
0
−1
]  

 کنترل پذیرند. (𝑀,𝑁) و

 𝑀و  𝑁بکا  (3-5) و (8-5)، ق ب هایی برای سیستم حلقه بسته ی جدید با پس خورد حالت (2-5قضیه از 

 هستند: (7-5) داده شده در

𝜆1
−1 = −0.50 − 0.50𝑖 ,            𝜆2

−1 = −0.50 + 0.50𝑖,  

 برابر خواهد بود با: 𝐾𝑑متلب ماتریس بهره ی پس خورد  نرم افزاربنابراین با استفاده از  

(5-23) 𝐾𝑑 = [0.50 1]. 

 

𝑥(0)با شکرط اولیکه  (5-5)نتایج شبیه سازی سیستم کنترل شده ی  1-5و  9-5 های شکل = [0 1]𝑇  را

 نشان می دهند.

                                                      
2 Full rank 
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𝑥0برای  ،(1گذرای سیستم کنترل شده )مثال  پاسخ : 9-5شکل  = [1 0]
𝑇. 

  

 

𝑥0برای  ،(1سیستم کنترل شده )مثال ورودی کنترل  : 1-5شکل  = [1 0]
𝑇 . 
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 فصل ششم 6

 خلاصه و نتایج

 خلاصه 6-2

مکورد بررسکی حالت در این پایان نامه سیستم های توسی  یافته در دو بخش مجزای، خروجی و پس خورد 

گکزاره -در ابتدا بررسی های انجام شده روی سیستم توسی  یافته با خروجی گزاره ای، و مشکق قرار گرفتند.

مشکتق  حالکتای را م رح کردیم، در ادامه با ایده گرفتن از این طرح ها کارهای جدیدی روی پکس خکورد 

 وگزاره ای انجام دادیم.

کار جدیدی که ما در اینجا انجام دادیم، از پس خورد حالت مشتق معرفی شده استفاده کردیم و پس از 

تبدیل سیستم توسی  یافته به یک سیستم استاندارد، تبدی ت تشابهی را برای یک سیستم توسی  یافته 

ا محاسبه نمودیم و در م رح کردیم. در ادامه با بکارگیری نظریه گراف ماتریس پس خورد حالت پارامتری ر

نتیجه توانستیم نرم ماتریس پس خورد یک سیستم توسی  یافته را کاهش دهیم. همچنین در این پایان نامه 

روشی جدید جهت آنالیز و کنترل سیستم های توسی  یافته با استفاده از پس خورد حالت مشتق و گزاره ای 

فته مورد بررسی قرار گرفت. همچنین جهت تکمیل معرفی شد. در این روش پایداری سیستم های توسی  یا

 روش های معرفی شده، مثال هایی ارائه گردید.

 ه گیرییجنت 6-1

سیستم های توسی  یافته در بسیاری از برنامه های کاربردی، کنترل پذیری و پایداری ایکن  با توجه به وجود

 زه یوشکی جدیکد و بسکط آن در حکودر این پایان نامکه بکا اسکتفاده از ر سیستم ها بسیار قابل توجه است.

تبدی ت تشابهی، کمینه سازی نرم ماتریس پس خورد حالت یک سیستم توسی  یافته را م رح نمودیم، که 

 خواهد بود. ی واردههمان ور که می دانید، مزیت آن کم کردن هزینه ها

ق و گکزاره ای م کرح که در آن پس خورد حالت مشکت ،ه گردیدئارا همچنین در این پایان نامه روشی جدید

با استفاده از این روش می توان سیستم توسی  یافته را به راحتی به یکک سیسکتم اسکتاندارد معمکولی  شد.

تبدیل کرد. از آنجا که کارکردن با یک سیستم استاندارد و همچنکین بررسکی پایکداری آن بسکیار آسکانتر از 

روش های دیگر را بیان می کند. در نتیجه استفاده حالت توسی  یافته آن می باشد، خود امتیاز این روش بر 

همان ور که دیدید در این روش لزومی  ع وه بر سهولت، پر دقت و مقاوم نیز می باشد. از طرفی از این روش،
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 .برتری دارد نیز نداریم، و از این جهت بر روش پس خورد حالت مشتق Aبه رتبه کامل بودن 

 پیشنهادات 6-9

در ایکن  دهرح ش ، مسئله ی تعمیم تمامی مباحث ماینجا می توان به آن اشاره کرد راولین مسئله ای که د

پایان نامه به سیستم های دو بعدی توسی  یافته می باشد و می توان با تکنیک هکای م کرح شکده در ایکن 

،  ت تشکابهیحلیل قرار داد. و اما مسائل دیگر، در اینجکا مکا تبکدیپایان نامه، پایداری آنها را مورد تجزیه و ت

پارامتری خ ی و مسأله ی کمینه نرم را فقط بر روی سیستم های توسی  یافته با حالت ماتریس پس خورد 

در پس خورد حالت مشتق م رح کردیم، از طرفی پس خورد حالت مشکتق و گکزاره ای را معرفکی ککردیم. 

پارامتری خ ی و مسأله ی کمینه نرم بکر روی  حالت ، ماتریس پس خوردنتیجه مسئله ی تبدی ت تشابهی

و گزاره ای قابل بحث و بررسی است. و در ادامه مبحثی  سیستم های توسی  یافته با پس خورد حالت مشتق

که به چشم می آید، بحث ماتریس پس خورد حالت پارامتری غیر خ ی می باشد که بر روی سیستم توسی  

 خورد حالت مشتق و گزاره ای قابل بررسی بنظر می آید.یافته با پس خورد حالت مشتق یا پس 

اما اصلی ترین موضوعی که قابل بحث و بررسی می باشد بیان این موضکوع اسکت ککه، حکال ککه توانسکتیم 

گکزاره ای بکا یکک سیسکتم -سیستم توسی  یافته را با استفاده از یک پس خورد حالت مشکتق و یکا مشکتق

ان سیستم هایی که از روی سیستم استاندارد م رح شده اند را به صورت ، پس می تواستاندارد هم ارز کنیم

توسی  یافته مورد تجزیه و تحلیل قرار داد و پایداری آنها را بررسی کرد. برای نمونه سیستم هکای تکأخیری 

 .قابل بحث و بررسی می باشندستم های هم زمان توسی  یافته توسی  یافته و همچنین سی
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 Aپیوست  7

 رای فصل سومضمیمه ب

 فشرده صورتالگوریتم 

,𝐸ماتریس های  :ورودی 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 ، 𝐵 ∈ ℝ𝑛×𝑚  و𝐶 ∈ ℝ𝑝×𝑛 

,𝑈مککاتریس هککای واحککد  خروجییی: 𝑉 ∈ ℝ𝑛×𝑛 ، 𝑊 ∈ ℝ𝑚×𝑚  و𝑌 ∈ ℝ𝑝×𝑛  ب ککوری کککه𝑈𝑇𝐸𝑉  ،𝑈𝑇𝐴𝑉  ،

𝑈𝑇𝐵𝑊  و𝑌𝑇𝐶𝑉  فشرده باشند. صورتدر 

𝑈قرار دهید:  ≔ 𝐼𝑛  ،𝑉 ≔ 𝐼𝑛  ،𝑊 ≔ 𝐼𝑚  و𝑌 ≔ 𝐼𝑝 . 

𝐸به صورت  SVDیک  گام اول: = 𝑈𝐸 [
𝛴𝐸 0
0 0

] 𝑉𝐸
𝑇  با𝛴𝐸 ناتکین انجام دهید و قرار دهید 

𝐸 ≔ 𝑈𝐸
𝑇𝐴𝑉𝐸 = [

𝛴𝐸 0
0 0

]   ، 𝐴 ≔ 𝑈𝐸
𝑇𝐴𝑉𝐸 = [

𝐴11
1 𝐴12

1

𝐴21
1 𝐴22

1 ]   ، 𝐵 ≔ 𝑈𝐸
𝑇𝐵 = [

𝐵1
1

𝐵2
1] و    𝐶 ≔ 𝐶𝑉𝐸 = [𝐶1

1 𝐶2
1] 

V ≔ VVE  ,           U ≔ UUE. 

 انجام دهیدهای زیر را  SVD گام دوم:

𝐵2
1 = 𝑈𝐵 [

𝛴𝐵 0
0 0

]𝑉𝐵 و       𝐶2
1 = 𝑈𝐶 [

𝛴𝐶 0
0 0

]𝑉𝐶 . 

 ناتکین و قرار دهید 𝛴𝐶و  𝛴𝐵با 

𝐸 ≔ [
𝐼𝑡1 0

0 𝑈𝐵
𝑇] 𝐸 [

𝐼𝑡1 0

0 𝑉𝐶
] = [

𝛴𝐸 0 0
0 0 0
0 0 0

] ,   𝐴 ≔ [
𝐼𝑡1 0

0 𝑈𝐵
𝑇]𝐴 [

𝐼𝑡1 0

0 𝑉𝐶
] = [

𝐴11
2 𝐴12

2 𝐴13
2

𝐴21
2 𝐴22

2 𝐴23
2

𝐴31
2 𝐴32

2 𝐴33
2

] , 

𝐵 ≔ [
𝐼𝑡1 0

0 𝑈𝐵
𝑇]𝐵𝑉𝐶 = [

𝐵11
2 𝐵12

2

𝛴𝐵 0
0 0

]  ,       𝐶 ≔ 𝑈𝐵
𝑇𝐶 [

𝐼𝑡1 0

0 𝑉𝐶
] = [

𝐶11
2 𝛴𝐶 0

𝐶21
2 0 0

]  , 

𝑌 ≔ 𝑌𝑈𝐶 ,    𝑈 ≔ 𝑈 [
𝐼𝑡1 0

0 𝑈𝐵
] ,      𝑉 ≔ 𝑉 [

𝐼𝑡1 0

0 𝑉𝐶
]  ,      𝑊 ≔ 𝑊𝑉𝐵. 

 های زیر را انجام دهید SVDگام سوم: 

𝐵12
2 = 𝑈12 [

𝛴12 0
0 0

]𝑉12
𝑇 و       𝐶21

2 = 𝑈21 [
𝛴21 0
0 0

] 𝑉21
𝑇  

 ناتکین و قرار دهید 𝛴21و  𝛴12با 
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𝐵 ≔ 𝐵 [
𝐼𝑘1 0

0 𝑉12
] = [

𝐵11
3 𝐵12

3

𝛴𝐵 0
0 0

    
0
0
0
] ,       𝑊 = 𝑊 [

𝐼𝑘1 0

0 𝑉12
],  

𝐶 ≔ [
𝐼𝑙1 0

0 𝑈21
𝑇 ] = [

𝐶11
3 𝛴𝐶 0

𝐶21
3 0 0
0 0 0

] ,           𝑌 = 𝑌 [
𝐼𝑙1 0

0 𝑈21
 ]. 

 زیر را انجام دهیدSVD  گام چهارم:

𝐴33
2 = 𝑈𝐴 [

𝛴44 0
0 0

] VA
T,     

 ناتکین و قرار دهید 𝛴44با 

𝐸 ≔ [

𝐼𝑡1 0 0

0 𝐼𝑘1 0

0 0 𝑈𝐴
𝑇

] 𝐸 [

𝐼𝑡1 0 0

0 𝐼𝑙1 0

0 0 𝑉𝐴

] = [

𝛴𝐸 0 0 0
 0  0
 0  0

0 0
0 0

 0  0 0 0

]  ,   

 𝐴 ≔ [

𝐼𝑡1 0 0

0 𝐼𝑘1 0

0 0 UA
T

] 𝐴 [

𝐼𝑡1 0 0

0 𝐼𝑙1 0

0 0 𝑉𝐴

] =

[
 
 
 
 
𝐴11
3 𝐴12

3 𝐴13
3 𝐴14

3

𝐴21
3 𝐴22

3 𝐴23
3

𝐴31
3 𝐴32

3 𝛴44
𝐴41
3 𝐴42

3 0

𝐴24
3

0
0 ]
 
 
 
 

, 

B ≔ [

𝐼𝑡1 0 0

0 𝐼𝑘1 0

0 0 UA
T

]𝐵 = [

B11
3 B12

3 0
ΣB 0 0
0
0

0
0

0
0

] ,      U ≔ U [

𝐼𝑡1 0 0

0 𝐼𝑘1 0

0 0 𝑈𝐴

] , 

𝐶 ≔ 𝐶 [

𝐼𝑡1 0 0

0 𝐼𝑙1 0

0 0 𝑉𝐴

] = [
𝐶11
3 𝛴𝐶 0

𝐶21
3 0 0
0 0 0

] ,         𝑉 ≔ 𝑉 [

𝐼𝑡1 0 0

0 𝐼𝑙1 0

0 0 𝑉𝐴

]. 

 های زیر را انجام دهید SVD گام پنجم:

𝐴42
3 = 𝑈42 [

0 𝛴53
0 0

]V42
T و       𝐴24

3 = 𝑈24 [
0 0
𝛴35 0

] V24
T , 

 سرانجام فرمی به توسط تبدی ت زیر بدست آورید:ناتکین و  𝛴35و  𝛴53با 

𝐸 ≔

[
 
 
 
𝐼𝑡1 0 0   0

 0 U24
T

 0  0

0  0
𝐼𝑘1 0

0   0  0 U42
T ]
 
 
 

𝐸

[
 
 
 
𝐼𝑡1 0 0   0

 0 𝑉42
 0  0

0  0
𝐼𝑡4 0

0   0  0 𝑉24]
 
 
 
,   

 𝐴 ≔

[
 
 
 
𝐼𝑡1 0 0   0

 0 U24
T

 0  0

0  0
𝐼𝑘1 0

0   0  0 U42
T ]
 
 
 

𝐴

[
 
 
 
𝐼𝑡1 0 0   0

 0 𝑉42
 0  0

0  0
𝐼𝑡4 0

0   0  0 𝑉24]
 
 
 
, 
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𝐵 ≔

[
 
 
 
𝐼𝑡1 0 0   0

 0 𝑈24
𝑇

 0  0

0  0
𝐼𝑘1 0

0   0  0 𝑈42
𝑇 ]
 
 
 

𝐵,     𝐶 ≔ 𝐶

[
 
 
 
𝐼𝑡1 0 0   0

 0 𝑉42
 0  0

0  0
𝐼𝑡4 0

0   0  0 𝑉24]
 
 
 
, 

𝑈 ≔ 𝑈

[
 
 
 
𝐼𝑡1 0 0   0

 0 𝑈24
𝑇

 0  0

0  0
𝐼𝑘1 0

0   0  0 𝑈42
𝑇 ]
 
 
 

,         𝑉 ≔ 𝑉

[
 
 
 
𝐼𝑡1 0 0   0

 0 𝑉42
 0  0

0  0
𝐼𝑡4 0

0   0  0 𝑉24]
 
 
 
.  
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 Bپیوست  8

 ضمیمه برای فصل سوم

 1-9 و 2-9مثال برای سیستم توسی  یافته  5-9و  9-9فشرده قضیه های  در این پیوست به صراحت صورت

𝜇نشان داده شده اند. محاسبات توسط متلب با دقت ماشینی  = 2.22 ×  انجام گرفته است. 10−6

B.2 2-9مثال فشرده برای  صورت: 

در متغییرهای طبیعی مدل شده به یک سیستم توسی  یافته از  2-9مثال  دست ماشینی متحرک سه پیونده

 ب وری که  (1-9)-(2-9)فرم 

𝐸 =

[
 
 
 
 
 
 
1
0
0
0
0
0
0
0

0
1
0
0
0
0
0
0

0
0
1
0
0
0
0
0

0
0
0

18.7532
−7.9449
7.9449
0
0

0
0
0

−7.9449
31.8182
−26.8182

0
0

0
0
0

7.9449
−26.8182
26.8182

0
0

0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 
 

   , 

𝐴 =

[
 
 
 
 
 
 

0
0
0

−67.4894
−69.8124
69.8123

1
0

0
0
0

−69.2393
−1.6862
1.6862
0
0

0
0
0

69.2393
1.6862
68.2707

0
1

1
0
0

1.5214
−3.2206
3.2206
0
0

0
1
0

1.5517
−3.2847
3.2847
0
0

0
0
1

−1.5517
3.2847
−3.2847

0
0

0
0
0
1
0
0
0
0

0
0
0
0
0
1
0
0]
 
 
 
 
 
 

   , 

𝐵 =

[
 
 
 
 
 
 

0
0
0

−0.2166
0.4585
−0.4585

0
0

0
0
0

−0.0338
−0.8452
0.8452
0
0

0
0
0

0.5547
0.3866
0.6134
0
0 ]

 
 
 
 
 
 

   , 

 و

𝐶 = [
0 1 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 1 0
0 0 1

0 0
0 0
0 0

]  . 

B.2.2  (21-9)-(3-9)فشرده  صورت :2-9مثال 

 ، به صورت (21-9)-(3-9)، 9-9قضیه فشرده  صورت



233 

 

 𝑘1 = 0 , 𝑙2 = 3, 𝑙1 = 0, 𝑡6 = 𝑠6 = 2, 𝑠2 = 𝑡2 = 𝑡3 = 𝑡4 = 𝑡5 = 0 , 𝑡1 = 𝑘2و  6 = افراز شکده اسکت.  3

 ماتریس های تبدیل هستند

𝑈𝑇𝐸𝑉 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(59.3556,15.6697,2.3643,1,1,1,0,0) , 

𝑈𝑇𝐴𝑉

=

[
 
 
 
 
 
 
−5.3776
0.2935
0.2134
0.2665
−0.7108
0.6509
0
0

−6.4410
0.3515
0.2556
−0.9631
−0.2224
0.1514
0
0

0.5521
−0.0301
−0.0219
0.0371
−0.6673
−0.7439

0
0

77.0846
91.0970
−7.8515

0
0
0
1
0

−16.1536
67.3167
−2.6995

0
0
0
0
0

61.6916
−56.7237
−49.3394

0
0
0
0
1

0.2665
−0.9631
0.0371
0
0
0
0
0

0.6509
0.1514
−0.7439

0
0
0
0
0 ]

 
 
 
 
 
 

   , 

𝑈𝑇𝐵𝑊 =

[
 
 
 
 
 
 
−1.3567
−0.1524
0.2314
0
0
0
0
0

−0.0429
−0.6033
−0.6491

0
0
0
0
0

0.0314
−0.1172
0.1068
0
0
0
0
0 ]

 
 
 
 
 
 

   , 

 و

𝑌𝑇𝐶𝑉 = [
0.9638 0.2663 −0.0103
0.0000 0.0007 0.0183
0.0000 −0.0385 −0.9991

0 0 0
0 0.9998 0
0 0.0183 0

0 0
0 0
0 0

]  . 

 تبدی ت هم ارز متعامد هستند

𝑈 =

[
 
 
 
 
 
 

0
0
0

0.2665
−0.7108
0.6509
0
0

0
0
0

−0.9631
−0.2224
0.1514
0
0

0
0
0

0.0371
−0.6673
−0.7439

0
0

1
0
0
0
0
0
0
0

0
1
0
0
0
0
0
0

0
0
1
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
1
0

0
0
0
0
0
0
0
1]
 
 
 
 
 
 

   , 

𝑉 =

[
 
 
 
 
 
 

0
0
0

0.2665
−0.7108
0.6509
0
0

0
0
0

−0.9631
−0.2224
0.1514
0
0

0
0
0

0.0371
−0.6673
−0.7439

0
0

1
0
0
0
0
0
0
0

0
1
0
0
0
0
0
0

0
0
1
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
1
0

0
0
0
0
0
0
0
1]
 
 
 
 
 
 

   , 

𝑊 = [
0.4829 −0.0137 −0.8755
−0.8437 −0.2750 −0.4611
−0.2345 0.9614 −0.1443

]    , 

 و
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𝑌 = [
0 0.9998 0.0183

−0.7375 −0.0124 0.6752
0.6754 −0.0135 0.7374

]   . 

,𝑠6چون  𝑡6 ≠  .O2برای این سیستم برقراراست نه  C2، اثبات می شود که نه  0

B.1.2  (26-9)-(29-9)فشرده  صورت:  2-9مثال 

𝑡̃5به صورت  5-9قضیه فشرده  صورت = 0, 𝑡̃4 = 1, 𝑡̃2 = 1, 𝑠̃1 = 𝑠̃6 = 𝑡̃1 = 𝑡̃3 = 𝑡̃6 = افراز شده اسکت.   2

 ماتریس های تبدیل هستند

𝑈𝑇𝐸𝑉 =

[
 
 
 
 
 
 
5.5655
−6.7080
41.4580

0
0
0
0
0

−2.1964
4.6188
−38.4109

0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
1
0
0

0
0
0
1
0
0
0
0

0
0
0
0
1
0
0
0

0
0

21.8615
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 
 

   , 

𝑈𝑇𝐴𝑉

=

[
 
 
 
 
 
 
−3.0583
−3.3107
−5.2583
0.7162
0

0.6979
0
0

−0.0397
−0.0430
−0.0683
−0.6979

0
0.7162
0
0

−25.5347
−27.6423
58.1691

0
0
0
0
0

−33.0776
37.0934
83.5929

0
0
0
0
−1

81.0042
87.6899
−7.1513

0
0
0
−1
0

2.1205
2.2956
3.6459
0
1
0
0
0

0.3487
0.3775
−0.8578

0
0
0
0
0

0.1078
−0.9254
−0.3634

0
0
0
0
0 ]

 
 
 
 
 
 

   , 

𝑈𝑇𝐵𝑊 =

[
 
 
 
 
 
 
0.8754
0.5975
0.8911
0
0
0
0
0

−0.3828
0.7860
−0.1509

0
0
0
0
0

−0.1040
−0.0275
0.1206
0
0
0
0
0 ]

 
 
 
 
 
 

   , 

 و

𝑌𝑇𝐶𝑉 = [
1 0 0
0 0.6979 0.7162
0 −0.7162 0.6979

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0
0 0
0 0

]  . 

 ماتریس های تبدی ت متعامد هستند
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𝑈 =

[
 
 
 
 
 
 

0
0
0

0.3487
0.9310
0.1078
0
0

0
0
0

0.3775
−0.0342
−0.9254

0
0

0
0
0

−0.8578
0.3634
−0.3634

0
0

0
0
−1
0
0
0
0
0

−1
0
0
0
0
0
0
0

0
−1
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
1
0

0
0
0
0
0
0
0
1]
 
 
 
 
 
 

   , 

𝑉 =

[
 
 
 
 
 
 

0
0
0
0

0.6979
−0.7162

0
0

0
0
0
0

0.7162
0.6979
0
0

0
1
0
0
0
0
0
0

0
0
−1
0
0
0
0
0

−1
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
−1
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
1
0

0
0
0
0
0
0
0
1]
 
 
 
 
 
 

   , 

𝑊 = [
0.4829 −0.0137 −0.8755
−0.8437 −0.2750 −0.4611
−0.2345 0.9614 −0.1443

]    , 

 . Y=Iو 

 1مشاهده پذیری در بینهایت بگیریم، چون شرط های  و ی درباره کنترل پذیریما نمی توانیم هیچ نتیجه ا

 فقط شرط های کافی هستند. 6-9در نتیجه   5و

𝑟𝑎𝑛𝑘[𝐸بکه ترتیکب بدسکت مکی آوریکم ککه  6-9و  1-9یج اهکای فشکرده توسکط نتک صورتاز  𝐵] = 6  ،

𝑟𝑎𝑛𝑘 [
𝐸
𝐶
] = 𝑟𝑎𝑛𝑘و  6 [

𝐸 𝐵
𝐶 0

] = E . بنابراین دامنه تغییرات برای 8 + BGC  4هسکت  21-9در لم ≤ 𝑟 ≤

6. 

سکاخته شکود،  2میبینیم که سیستم توسط پس خورد نمی تواند منظم و از اندیس حداکثر  29-9از قضیه 

𝑇𝑎  5-9فشرده قضیه  صورتچون در 
𝑇𝐴𝑆𝑏  و𝑇𝑏

𝑇𝐴𝑆𝑎 1×1  و هر دو رتبه صفر دارند. بااین وجود، بکرای ایکن

می تواند با حذف قسکمتی از سیسکتم ککه  [5]فرآیند تقلیل از  7-9یه سیستم با استفاده از فرم فشرده قض

 کنترل پذیر و مشاهده پذیر در بی نهایت نیست بدست آید.

B.1  1-9مثال های فشرده برای  صورت 

 (1-9)-(2-9)در متغییرهای طبیعی، مدل شده به یک سیستم توسی  یافته از فرم  1-9مثال  مدار الکتریکی

  در آن که

𝐸 = [

1.1 0 0 0
0
0

0 1
0 0

0
0

0 0 0 0

] ,    𝐴 = [

0 1 0 0
104

−2
0 0
0 0

0
1

0 1 1 1

] ,   𝐵 = [

0
0
0
−1

] ,   𝐶 = [0 0 1 0]; 
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B.2.1  (21-9)-(3-9)فشرده  صورت:  1-9مثال 

 ، به صورت(21-9)-(3-9) ،9-9قضیه فشرده  صورت

 𝑘1 = 1 , 𝑙2 = 1, 𝑙1 = 0, 𝑡5 = 𝑠6 = 𝑡6 = 0, 𝑡3 = 𝑡4 = 1, 𝑠2 = 𝑡2 = 0 , 𝑡1 = 𝑘2و  2 = افراز شده است.  0

 ماتریس های تبدیل هستند

𝑈𝑇𝐸𝑉 = [

1.1 0 0 0
0
0

1 0
0 0

0
0

0 0 0 0

] ,       𝑈𝑇𝐴𝑉 = [

0
104

−2

1 0 1
0 0 0
−1 −1 1

0  0    1     0

],   

 𝑈𝑇𝐵𝑊 = [

0
0
0
−1

],        𝑌𝑇𝐶𝑉 = [0 0 1 0]; 

 ماتریس های تبدیل متعامد هستند

𝑈 = [

1 0 0 0
0
0

1 0
0 0

0
1

0 0 1 0

] ,      𝑉 = [

1
0
0

0 0 0
0 0 1
1 0 0

0 0 1 0

],    

𝑊و  = 𝑌 =  برقرارند. O2و  C2. نتیجه می شود که شرط های [1]

B.1.1  (26-9)-(29-9)فشرده  صورت:  1-9مثال 

𝑡̃2 بکه صکورت  5-9قضیه فشرده  صورت = 𝑡̃6 = 𝑠̃1 = 0, 𝑡̃1 = 𝑡̃3 = 𝑡̃4 = 𝑡̃5 = 𝑠̃6 = افکراز شکده اسکت.   1

 ماتریس های تبدیل هستند

𝑈𝑇𝐸𝑉 = [

0 0
0 1.1
1 0
0 0

0 0
0 0
0 0
0 0

],    𝑈𝑇𝐴𝑉 = [

−1
0
0

1 1 −1
0 1  0

−104 0  0
0 −2    1     0

],   

 𝑈𝑇𝐵𝑊 = [

1
0
0
0

] ,   𝑌𝑇𝐶𝑉 = [1 0 0 0]. 

 ماتریس های تبدیل متعامد هستند
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𝑈 = [

0 −1 0 0
0
0

0 1
0 0

0
−1

−1 0 0 0

] ,      𝑉 = [

0
0
1

−1 0 0
0 0 1
0 0 0

0 0 −1 0

] ,   

𝑊 و = 𝑌 = [1]. 

𝑟𝑎𝑛𝑘[𝐸بککه ترتیککب بدسککت مککی آوریککم کککه  1-9 و 2-9نتیجککه فشککرده توسککط  صککورتاز دو  𝐵] = 3  ،

𝑟𝑎𝑛𝑘 [
𝐸
𝐶
] = 𝑟𝑎𝑛𝑘و  2 [

𝐸 𝐵
𝐶 0

] = 𝐸ممکن برای . بنابراین تنها رتبه 3 + 𝐵𝐺𝐶   است. 1-9 و 2-9لم در 

سکاخته شکود،  2بینیم که سیستم توسط پس خورد می تواند منظم و از انکدیس حکداکثر  می 8-9قضیه از 

𝑇𝑎  5-9قضیه فشرده  صورتچون در 
𝑇𝐴𝑆𝑏  و𝑇𝑏

𝑇𝐴𝑆𝑎 و س ری کامل دارند.یب رتبه ستونی به ترت 
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 Cپیوست  3

 کدهای متلب

 در این پیوست کدهای استفاده شده در این پایان نامه را بیان می کنیم.

        % program for assigning eigenvalues,eigen.m 
        % ***************************************** 
       % D=[-1 0 0 0 0 ;0 -2  1 0 0 ;0 -1 -2 0 0; 0 0 0 -3 1 ;0 0 0 -1 -3] 
        D=[]; 
       for j=1:n 
                    landa(j)=input (['Enter landa(',int2str(j),')=']); 
                     end 
         %landa=[ 0   0   0  ]                     

  
        for i=1:n 
               D(i,i)=  landa(i);  
           end 
       % D 
        %if c==0 
               Acap=A1; 
               Bcap=B1; 
               newF=Fp ; 
        %end 
        ac=Acap+Bcap*F1; 
        ac1=ac+D; 
        bc1=Bcap*bo; 

  
        Qc=[bc1 ac1]; 
%A=[0.95 0.49 0.46;0.23 0.89 0.02;0.61 0.76 0.82] 
        % The vector companion form 
        for  i=n:-1:m+1 
                 for  k=1:r 
                          if Qc(i,k)==1 
                                   for j=k+1:r 
                                         t=Qc(i,j); 
                                         Qc(:,j)=Qc(:,j)-t*Qc(:,k); 
                                         Qc(k-m,:)=Qc(k-m,:)+t*Qc(j-m,:); 
                                  end 
                                  break 
                            end 
                    end 
        end 
        G2=Qc(1:m,m+1:r); 
        glanda=Qc(:,m+1:r); 
        Fc=bo*G2*T1; 
        disp('      The feedback matrix which gives the desired 

eigenvalues') 
        disp('      

*******************************************************') 
        Kp=newF+Fc 
%        disp('        with the closed-loop matrix ') 
 %       disp('        *************************** ') 
        gamac=A+B*Kp; 
        disp('        checking the eigen values ') 
        disp('        ************************* ') 
        v=eig(gamac)' 
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        [u1,v1]=eig(gamac); 
        c2=cond(u1) 
        disp('       Frobenius norm of feedback matrix ') 
        disp('       ********************************* ') 
        Normkp=norm(Kp,'fro') 
%       disp('              frobenious norm of closed-loop matrix ') 
 %      disp('              ************************************* ') 
  %     Normgama=norm(gamac,'fro') 

  

  
%       End of program for eigen 
_ 

 

        % Algorithm to obtain the kronecker invariants 
        % ******************************************** 
        [n,m]=size(B);p=[]; 
        P1=[];p1(m)=0; 
        l=1; j=m+1; 
               for i=1:m, 
                       p(i)=1;p1(i)=0; 
               end 
               for i=m+1:n, 
                       k=j-m*l; 
                       check_k 
                       if Q(i,j)==1, 
                               check_p1 
                               else 
                                       p1(k)=1; 
                                       for j=i+1:n+m 
                                               k=j-m*l; 
                                               check_k 
                                               if Q(i,j)==1, 
                                                       check_p1 
                                                       break 
                                               else 
                                                        p1(k)=1; 
                                               end 
                                      end 
                             end 
                             j=j+1; 
                    end 
        disp('         These are the kronecker invariants ') 
        disp('         ********************************** ') 
      p 
_ 

 

%               o1.m 
%       Swap i-th row with k-th row 
        if i~=k 
                Q([i,k],:)=Q([k,i],:); 
                T1([i,k],:)=T1([k,i],:); 
                Q(:,[i+m,k+m])=Q(:,[k+m,i+m]); 
        end 

 

%                       o2.m 
%       Divide the pivot row 
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        t=Q(i,j); 
%       if t~=0 
                Q(i,:)=Q(i,:)/t; 
                Q(:,i+m)=Q(:,i+m)*t; 
                T1(i,:)=T1(i,:)/t; 
%       end 
_ 

 

%                               o3.m 
%       Subtract multiples of the pivot row 

  
        if i~=n 
                for k=i+1:n 
                        t=Q(k,i); 
                        if t~=0 
                                Q(k,:)=Q(k,:)-t*Q(i,:); 
                                Q(:,i+m)=Q(:,i+m)+t*Q(:,k+m); 
                                T1(k,:)=T1(k,:)-t*T1(i,:); 
                        end 
                 end 
        end 
_ 

 

% Given an n by m matrix B , an n by n matrix A 
% This program obtains : 
% (1)- The Standard form 
% (2)- The primary vector companion form 
% (3)- The feedback matrix F 
% (4)- The transformation matrix T 
% (5)- The Kronecker invariants 
% ************************************************** 
% 
t0=cputime; 
        disp('          This is the given plant matrix A')        %line 1 
        disp('          ********************************')        %line 2 
                  A                                               %line 3 
        disp('          This is the given input matrix B')        %line 4 
        disp('          ********************************')        %line 5 
                  B                                               %line 6 
        [n,m]=size(B);                                            %line 7 
        r=n+m; 
        Q=[B,A]; 
        T1=eye(n);                                                %line 10 
        % The Echelon form of Q 
        % ---------------------- 
        i=1;j=1; tol=1e-6; 
        while ( i<=n ) & ( j<=r ) 
               [q,k]=max(abs(Q(i:n,j))) ; k=k+i-1; 
               if  (q<=tol) 
                       Q(i:n,j)=zeros(n-i+1,1); 
                       j=j+1; 
               else 
                      % perform the similarity operations 
                      % swap i-th row with k-th row: 

  
                        o1 
                      % divide the pivot row 
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                         o2 
                      % subtract multiples of the pivot row 

  
                          o3 
               i=i+1 ; 
               j=j+1; 
              end 
       end 
       % ********************************************** 
       % Now compute the Standard echelon form        ! 
       % ---------------------------------------------- 
       s=1; 
       while s < n 
               i=s+1 ; 
               for j=i:r 
                       if Q(i,j)~=0 
                               for k=1:s 
                                       if Q(k,j)~=0 
                                            t=Q(k,j); 
                                            Q(k,:)=Q(k,:)-t*Q(i,:); 
                                            T1(k,:)=T1(k,:)-t*T1(i,:); 
                                            Q(:,i+m)=Q(:,i+m)+t*Q(:,k+m); 
                                      end 
                               end 
                       break 
                      end 
               end 
           s=s+1; 
       end 
       % ***************************************************************** 
%        choice=input(' do you want the kronecker invariants displayed,y/n 

%','s') 
  %      if choice=='y' 
               kronk3 
   %     end 
       % ***************************************************************** 
       % The vector companion form 
       for i=n:-1:m+1 
                for  k=i:r 
                         if Q(i,k)==1 
                                 for  j=k+1:r 
                                          t=Q(i,j); 
                                          Q(:,j)=Q(:,j)-t*Q(:,k); 
                                          Q(k-m,:)=Q(k-m,:)+t*Q(j-m,:); 
                                          T1(k-m,:)=T1(k-m,:)+t*T1(j-m,:); 
                                       end 
                                       break 
                                end 
                         end 
         end 
        % *************************************************************** 
   % choice=input('do you want the prim. vec comp form displayed,y/n%','s') 
   %     if  choice=='y' 
    %    disp('    The standard Vector Companion form ') 
     %   disp('    ********************************** ') 
                   Q 
      %  end 
        % .................................................... 
        disp('          This is the transformation matrix,T1') 
        disp('          ************************************') 
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                                T1 
         %                       disp(' press any key to continue') 
        % **************************************************** 
       % pause 
        % The Feed-back matrix , F 
        B1=Q(:,[1:m]);A1=Q(:,[m+1:r]) 
        B0=Q(1:m,1:m);bo=inv(B0) 
        G=Q(1:m,m+1:r);F1=-bo*G;G0=G; 
        Fp=F1*T1; 
        % ************************************************************** 
        disp('        This is the primdry feedback law ') 
        disp('        ******************************** ') 

  
        Fp 
        % ************************************************************** 
        %disp('        The closed loop matrix A+B*F ') 
        %disp('        **************************** ') 
        gama=A+B*Fp  
        % ************************************************************** 
        %choice=input('   do you want to check the resultfeed,y/n ','s') 
        %if choice=='y' 
         %     g=gama^p(1); 
          %    for i=1:n 
           %           for j=1:n 
            %                  if abs(g(i,j))<tol 
             %                         g(i,j)=0; 
              %                  end 
               %           end 
                %  end 
        %end 
        %fprintf('       This is g=(A+B*F)^%g',p(1)) 
        %disp('         **************************') 
        %g 
        % ************************************************************** 
        % generating parametric feed-back laws 
         %       q=fix(n/m); 
          %      if p(1)==q 
           %              disp('         The feed-back law is unique ! ') 
            %             disp('         ***************************** ') 
             %            disp('         The kronecker invariants are all 

equal ') 
             %disp('         ************************************** ') 
              %     else 
               %          allfeeds 
                %   end 
        % ************************************************************** 
t1=cputime-t0 
_ 
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Abstract 

In this thesis, we will be study controllability, observability and stability of  descriptor systems. By 

using orthogonal equivalence transformations, we will introduce condensed forms, that will show the 

regularity of  the system, and the from this regularity, we will study the controllability and 

observability of  it. 

Because working with a standard system is much easier than the descriptor system, so by using the 

derivation state feedback and proposition the descriptor system is changed into a standard system. 

In this thesis a new method for calculation the linear parameter state feedback matrix is introduction 

by using the similarity transformations. Then state feedback matrix with minimum norm will be 

determined in such a way that the system remain stable. 

Descriptor systems, state feedback, regularization, controllability, Observability, stability, similarity 

transformations, vector companion form. 
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