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روشهسته با بازگشتی

اسحقͬ احسان دانشجو:

راهنما: اساتید
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باغیشنͬ حسین دکتر
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احسان نام: اسحقͬ دانشجو: خانوادگͬ نام

هسته روش با بازگشتͬ داده�های برای بقا تحلیل نیمه�پارامتری مدل�های عنوان:

باغیشنͬ حسین دکتر و شاهسونͬ داود دکتر راهنما: اساتید

ریاضͬ آمار گرایش: آمار رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

ریاضͬ علوم دانشͺده شاهرود دانشͽاه دانشͽاه:
١٢٣ صفحات: تعداد ١٣٩٢ شهریور فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

نیمه�پارامتری مدل سازگاری، بازگشتͬ، داده�های مجانبͬ، توزیع هسته، تابع کلیدی: واژگان
همͽرایͬ. نرخ بقا،

چͺیده
و منعطف بقا بازگشتͬ داده�های مدل�بندی برای که بقا، نیمه�پارامتری مدل�های از برخͬ در
مدل�ها، این در مͬ�باشند. زمان به وابسته و پویا مدل، در موجود متغیرهای ضرایب هستند، مفید
برای عددی تقریبͬ روش�های از بایستͬ و نمͬ�آیند به�دست دقیق و بسته صورت به برآوردگرها
ناممͺن را آن�ها توزیع آوردن به�دست برآوردگرها، این پیچیده شͺل نمود. استفاده آن�ها محاسبه
برآوردگرها ویژگͬ�های بررسͬ برای توزیع�ها مجانبͬ نظریه از معمولا، موارد این در مͬ�سازد.
به آن، پارامترهای برآورد تشریح به مدل�ها، این معرفͬ ضمن پایان�نامه این در مͬ�شود. استفاده
را برآوردگرها توزیع بودن مجانبͬ نرمال و سازگاری پرداخته، هسته روش و تیلور بسط ͷکم
جامع، سازی شبیه مطالعه ͷی از استفاده با را برآورد روش و مدل سپسعملͺرد مͬ�دهیم. نشان
به واردشده شوک�های به مربوط داده�های تحلیل با را مدل کاربرد پایان، در و مͬ�کنیم ارزیابͬ

مͬ�دهیم. نشان مشهد، شهر بیمارستان�های از ͬͺی در قلبͬ بیماران



ৎقدم৮ଘدروماభم



චاری ণپاس໋�
کرد. عطا را پایان�نامه این انجام قدرت من به که هستم شاکر را خداوند

دکتر و شاهسونͬ داود دکتر آقایان جناب محترم، راهنمای اساتید بͬ�دریغ زحمات از ابتدا، در

این نͽارش در مرا خود راهنمایͬ�های با تحقیق، انجام طͬ در و راه ابتدای از که باغیشنͬ حسین

دکتر آقایان جناب داور، محترم اساتید از که مͬ�دانم لازم خود بر مͬ�کنم. تشͺر نمودند، یاری اثر

شاهرود، دانشͽاه آمار گروه فرهیخته اساتید تمام از همچنین و روزبه، مهدی دکتر و نزاکتͬ احمد

نمایم. قدردانͬ و تشͺر آرشͬ، محمد دکتر آقای جناب و اقبال دکتر خانم سرکار

راهنمای پیوسته که فداکارم و دلسوز عزیز، بسیار مادر و پدر زحمات از که مͬ�دانم خود وظیفه

همواره که خواهرم و برادران از همچنین آورم. عمل به قدردانͬ بوده�اند، مشͺلات و سختͬ�ها در من

مͬ�کنم. سپاس�گذاری صمیمانه بوده�اند، من پشتیبان

میعاد کبیر، کرمͬ حمید آقایان گران�مایه�ام، همͺلاسͬ�های و دوستان خدمت بͬ�دریغ سپاس با

داده�اند. یاری مشفقانه و صمیمانه مرا که برآبادی پیمان و یعقوبͬ علͬ گواهͬ، محمد ولͬ�پور،

تشͺر دانشͺده، آموزش محترم مسئولین و ریاضͬ دانشͺده آمار دانشجویان تمامͬ از پایان در

مͬ�نمایم. قدردانͬ و

ෙ७ور۱۳۹۲اࣹساناਏ࡛।ی



نامه پایان متن از مستخرج مقالات فهرست

برآوردگرهای همͽرایͬ نرخ و “سازگاری ،(١٣٩٢) د. شاهسونͬ، و ح. باغیشنͬ، ا.، اسحقͬ،

ص تصادفͬ، فرآیندهای و احتمال سمینار نهمین بازگشتͬ”، داده�های برای بقا نیمه�پارامتری مدل

زاهدان. ،۵

داده�های برای بقا نیمه�پارامتری “مدل�های ،(١٣٩٢) د. شاهسونͬ، و ح. باغیشنͬ، ا.، اسحقͬ،

داوری. تحت آماری، علوم مجله بازگشتͬ”،



ج

پیش�گفتار

از ͬͺی مͬ�شوند. تقسیم ناپارامتری و نیمه�پارامتری پارامتری، کلͬ دسته سه به آماری مدل�های

از علوم اکثر در گسترده�ای و ویژه� اهمیت که است رگرسیون مدل آماری، مدل�های پرکاربردترین

بین رابطه� درآوردن الͽو به یا بیان برای مدل�ها این دارد. زیست محیط و مهندسͬ ،ͬͺپزش جمله

مͬ�گیرند. قرار استفاده مورد تبیینͬ یا پیشͽو متغیرهای مجموعه و پاسخ متغیر

چنین رخداد چون دهد. رخ زمان طول در بار ͷی از بیش است ممͺن پیشامد ͷی طبیعت، در

بدهد. آینده در آنان وقوع از روشنͬ درک مͬ�تواند آن�ها مطالعه هستند، وابسته هم به پیشامدهایͬ

تاثیر ͬͽونͽچ از گاهͬ آ مͬ�دهیم، قرار بررسͬ مورد زمان طول در را پیشامدهایͬ چنین که آن�جا از

است ممͺن عوامل این از برخͬ است. حیاتͬ زمان طول در پیشامدها این رخداد در موثر عوامل

بنابراین باشند. داشته پیشامد آن وقوع بر زمان از فارغ اثری دیͽر برخͬ و زمان با متناسب تاثیری

است، زمان از مستقل و به وابسته اثرات شامل که مدلͬ گرفتن نظر در با که مͬ�رسد نظر به منطقͬ

را رگرسیونͬ نیمه�پارامتری مدل راستا، همین در باشیم. داشته پیشامد آن وقوع از دقیق�تری مطالعه

خواهیم معرفͬ بقا بازگشتͬ داده�های مدل�بندی برای زمان از مستقل و به وابسته ضرایب از ترکیبͬ با

مͬ�کنیم: بیان را زیر مطالب فصل، ۵ در منظور بدین کرد.

را بقا مدل�های از تاریخچه�ای سپس مͬ�کنیم. مطرح را نیاز مورد تعاریف ابتدا اول، فصل در •

برآورد برای معادله�هایͬ با همراه را نظر مورد بقای نیمه�پارامتری مدل نهایت در و کرده ذکر

مͬ�کنیم. ارایه ضرایب،

مجانبͬ نرمال و همͽرایͬ نرخ سازگاری، شامل برآوردگرها مجانبͬ ویژگͬ�های دوم، فصل در •

مͬ�کنیم. اثبات و بیان (٢.١.٢ (قضیه کلͬ قضیه ͷی قالب در را بودن

برآوردگرهای عملͺرد مثال، دو قالب در جامع، شبیه�سازی مطالعه ͷی ارایه با سوم، فصل در •

مͬ�کنیم. ارزیابͬ را برآوردگرها این مجانبͬ ویژگͬ�های همچنین و اول فصل در معرفͬ�شده

استفاده همواری پارامتر ͷی از زمان، به وابسته ضرایب همه کردن هموار برای فصل این در



چ

مͬ�شود.

زمان به وابسته ضریب هر برای که زمانͬ را برآوردگرها مجانبͬ ویژگͬ�های چهارم، فصل در •

با را ویژگͬ�ها این و مͬ�کنیم بررسͬ مͬ�شود، گرفته نظر در متفاوت همواری پارامتر ͷی

مͬ�دهیم. قرار ارزیابͬ مورد شبیه�سازی

برازش مشهد قائم بیمارستان قلبͬ بیماران داده�های روی بر را پیشنهادی مدل پنجم، فصل در •

رهیافت دو هر از فصل، این در زمان به وابسته ضرایب برآوردهای کردن هموار برای مͬ�دهیم.

مͬ�کنیم. استفاده متفاوت همواری پارامتر و یͺسان همواری پارامتر

مواردی و * علامت با است، شده ارایه نویسنده خود توسط برهان که را مواردی پایان�نامه، این در

داده�ایم. نمایش ** نماد با هستند، نویسنده از دو هر برهان و قضیه که را



مطالب فهرست

خ تصاویر فهرست

١ مقدماتͬ تعاریف ١

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بقا داده�های انواع ٢.١

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطر معرض در زمان�های ١.٢.١

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حاشیه�ای و شرطͬ مدل�های ٣.١

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بقا نیمه�پارامتری مدل ۴.١

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل معرفͬ ١.۴.١

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مدل برازش ٢.۴.١

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هسته هموارساز ٣.۴.١

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفͬ ترتیب�های و ترتیب�ها ۵.١

٢٢ برآوردگرها مجانبͬ ویژگͬ�های ٢

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . نرمال مجانبͬ توزیع و همͽرایͬ نرخ سازگاری، ١.٢

۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . رگرسیونͬ ضرایب زمان به ͬͽوابست آزمون ٢.٢

۵۴ برآوردگرها عملͺرد ارزیابͬ ٣

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه�سازی مطالعه ١.٣

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول مثال ١.١.٣

ح



خ مطالب فهرست

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم مثال ٢.١.٣

٧٨ همواری** پارامتر چندین با مدل برازش ۴

٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴

٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمادها و تعاریف ٢.۴

٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجانبͬ ویژگͬ�های ٣.۴

٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبیه�سازی مطالعه ۴.۴

٩١ قلبͬ بیماران به واردشده شوک�های مدل: کاربرد ۵

٩١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۵

٩٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مطالعه اهمیت ٢.۵

٩۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داده�ها معرفͬ ٣.۵

٩۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داده�ها تحلیل و مدل برازش ۴.۵

٩٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تحقیق آینده برای پیشنهادات ۵.۵

٩٩ تعریف�ها و نمادها آ�

١٠٧ سوم فصل اول مثال اجرای برای R برنامه کد ب

١١٨ مراجع



تصاویر فهرست

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͷی نوع سانسور ١.١

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͷی نوع فزاینده سانسور ٢.١

پهنای با اپانچنیͺوف هسته با (١.٣) مدل در تجمعͬ رگرسیونͬ ضرایب نمودار ١.٣

۵٨ . . . . . . . . . . . . n = ٢٠٠ برای ب) n = ١٠٠ برای آ) :h = ٠٫ ۴ نوار

نوار پهنای با نرمال هسته با (١.٣) مدل در تجمعͬ رگرسیونͬ ضرایب نمودار ٢.٣

۵٩ . . . . . . . . . . . . . . n = ٢٠٠ برای ب) n = ١٠٠ برای آ) :h = ٠٫ ۴

هسته با (١.٣) مدل در تجمعͬ رگرسیونͬ ضرایب برآورد برای پوشش نرخ ٣.٣

۶٠ . . n = ٢٠٠ برای ب) n = ١٠٠ برای آ) :h = ٠٫ ۴ نوار پهنای با اپانچنیͺوف

نرمال هسته با (١.٣) مدل در تجمعͬ رگرسیونͬ ضرایب برآورد برای پوشش نرخ ۴.٣

۶٠ . . . . . . . . n = ٢٠٠ برای ب) n = ١٠٠ برای آ) :h = ٠٫ ۴ نوار پهنای با

هسته با استانداردشده تجمعͬ رگرسیونͬ ضرایب برآورد چͽالͬ نمودارهای ۵.٣

د) هشتادم ج) چهلم ب) هشتم آ) زمان�های: در (١.٣) مدل در اپانچنیͺوف

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صدم

مدل در استانداردشده زمان از مستقل رگرسیونͬ ضریب به متعلق نمودارهای ۶.٣

۶٢ . . . چندک-چندک نمودار ب) چͽالͬ نمودار آ) اپانچنیͺوف: هسته با (١.٣)

اپانچنیͺوف هسته با تجمعͬ ضرایبرگرسیونͬ نمودارهایچندک-چندکبرآورد ٧.٣

۶٣ . . . . . صدم د) هشتادم ج) چهلم ب) هشتم آ) زمان�های: در (١.٣) مدل در

د



ذ تصاویر فهرست

نرمال هسته با استانداردشده تجمعͬ ضرایبرگرسیونͬ برآورد چͽالͬ نمودارهای ٨.٣

۶٣ . . . . صدم د) هشتادم ج) چهلم ب) هشتم آ) زمان�های: در (١.٣) مدل در

مدل در استانداردشده زمان از مستقل رگرسیونͬ ضریب به متعلق نمودارهای ٩.٣

۶۴ . . . . . . چندک-چندک نمودار ب) چͽالͬ نمودار آ) نرمال: هسته با (١.٣)

در نرمال هسته با تجمعͬ رگرسیونͬ ضرایب برآورد چندک-چندک نمودارهای ١٠.٣

۶۴ . . . . . . صدم د) هشتادم ج) چهلم ب) هشتم آ) زمان�های: در (١.٣) مدل

مدل در B٠١(t) =
∫ τ

٠ ٠٫ ۵ cos(٢t− ١٫ ٧۵)dt رگرسیونͬ ضریب برآورد نمودار ١١.٣

۶٧ . . . . . n = ٢٠٠ برای ب) n = ١٠٠ برای آ) اپانچنیͺوف: هسته با (٢.٣)

(٢.٣) مدل در B٠٢(t) =
∫ τ

٠ ٠٫ ٧(
√
t− ١)dt رگرسیونͬ ضریب برآورد نمودار ١٢.٣

۶٧ . . . . . . . . . n = ٢٠٠ برای ب) n = ١٠٠ برای آ) اپانچنیͺوف: هسته با

مدل در B٠١(t) =
∫ τ

٠ ٠٫ ۵ cos(٢t− ١٫ ٧۵)dt رگرسیونͬ ضریب برآورد نمودار ١٣.٣

۶٨ . . . . . . . . n = ٢٠٠ برای ب) n = ١٠٠ برای آ) نرمال: هسته با (٢.٣)

(٢.٣) مدل در B٠٢(t) =
∫ τ

٠ ٠٫ ٧(
√
t− ١)dt رگرسیونͬ ضریب برآورد نمودار ١۴.٣

۶٨ . . . . . . . . . . . n = ٢٠٠ برای ب) n = ١٠٠ برای آ) نرمال: هسته با

B٠١(t) =
∫ τ

٠ ٠٫ ۵ cos(٢t− رگرسیونͬ ضریب برآورد برای پوشش نرخ نمودار ١۵.٣

برای ب) n = ١٠٠ برای آ) اپانچنیͺوف: هسته با (٢.٣) مدل در ١٫ ٧۵)dt

۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n = ٢٠٠

B٠٢(t) =
∫ τ

٠ ٠٫ ٧(
√
t−١)dt رگرسیونͬ ضریب برآورد برای پوشش نرخ نمودار ١۶.٣

٧٠ . . n = ٢٠٠ برای ب) n = ١٠٠ برای آ) اپانچنیͺوف: هسته با (٢.٣) مدل در

B٠١(t) =
∫ τ

٠ ٠٫ ۵ cos(٢t− رگرسیونͬ ضریب برآورد برای پوشش نرخ نمودار ١٧.٣

٧٠ n = ٢٠٠ برای ب) n = ١٠٠ برای آ) نرمال: هسته با (٢.٣) مدل در ١٫ ٧۵)dt

B٠٢(t) =
∫ τ

٠ ٠٫ ٧(
√
t−١)dt رگرسیونͬ ضریب برآورد برای پوشش نرخ نمودار ١٨.٣

٧١ . . . . n = ٢٠٠ برای ب) n = ١٠٠ برای آ) نرمال: هسته با (٢.٣) مدل در
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اپانچنیͺوف هسته (t)B٠١با استانداردشده ضریبرگرسیونͬ برآورد نمودارهایچͽالͬ ١٩.٣

٧٢ . . . . . صدم د) هشتادم ج) چهلم ب) هشتم آ) زمان�های: در (٢.٣) مدل در

هسته با B٠١(t) رگرسیونͬ ضریب برآورد به متعلق چندک-چندک نمودارهای ٢٠.٣

٧٢ صدم د) هشتادم ج) چهلم ب) هشتم آ) زمان�های: در (٢.٣) مدل در اپانچنیͺوف

اپانچنیͺوف هسته (t)B٠٢با استانداردشده ضریبرگرسیونͬ برآورد نمودارهایچͽالͬ ٢١.٣

٧٣ . . . . . صدم د) هشتادم ج) چهلم ب) هشتم آ) زمان�های: در (٢.٣) مدل در

هسته با B٠٢(t) رگرسیونͬ ضریب برآورد به متعلق چندک-چندک نمودارهای ٢٢.٣

٧٣ صدم د) هشتادم ج) چهلم ب) هشتم آ) زمان�های: در (٢.٣) مدل در اپانچنیͺوف

مدل در استانداردشده زمان از مستقل رگرسیونͬ ضریب به متعلق نمودارهای ٢٣.٣

٧۴ . . . چندک-چندک نمودار ب) چͽالͬ نمودار آ) اپانچنیͺوف: هسته با (٢.٣)

نرمال هسته با B٠١(t) استانداردشده رگرسیونͬ ضریب برآورد چͽالͬ نمودارهای ٢۴.٣

٧۴ . . . . . صدم د) هشتادم ج) چهلم ب) هشتم آ) زمان�های: در (٢.٣) مدل در

هسته با B٠١(t) رگرسیونͬ ضریب برآورد به متعلق چندک-چندک نمودارهای ٢۵.٣

٧۵ . . صدم د) هشتادم ج) چهلم ب) هشتم آ) زمان�های: در (٢.٣) مدل در نرمال

نرمال هسته با B٠٢(t) استانداردشده رگرسیونͬ ضریب برآورد چͽالͬ نمودارهای ٢۶.٣

٧۵ . . . . . صدم د) هشتادم ج) چهلم ب) هشتم آ) زمان�های: در (٢.٣) مدل در

هسته با B٠٢(t) رگرسیونͬ ضریب برآورد به متعلق چندک-چندک نمودارهای ٢٧.٣

٧۶ . . صدم د) هشتادم ج) چهلم ب) هشتم آ) زمان�های: در (٢.٣) مدل در نرمال

مدل در استانداردشده زمان از مستقل رگرسیونͬ ضریب به متعلق نمودارهای ٢٨.٣

٧۶ . . . . . . چندک-چندک نمودار ب) چͽالͬ نمودار آ) نرمال: هسته با (٢.٣)

B١(·) آ) ضرایب برآورد برای (٢.٣) مدل در تجمعͬ رگرسیونͬ ضرایب نمودار ١.۴

٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .B٢(·) ب)
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نوارهای پهنای (آ) (·)B٢با برآورد برای (٢.٣) مدل در پوششتجربͬ نرخ نمودار ٢.۴

٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . متفاوت. نوارهای پهنای (ب) یͺسان،

(آ) با B١(·) ضرایب برآورد برای (٢.٣) مدل در تجربͬ پوشش نرخ نمودار ٣.۴

٨٩ . . . . . . . . . . . متفاوت. نوارهای پهنای (ب) یͺسان، نوارهای پهنای

هسته با استانداردشده Bضریب(·)٢ برآورد چندک-چندک و چͽالͬ نمودارهای ۴.۴

پهنای ج) و آ از: استفاده با صدم زمانͬ نقطه در (٢.٣) مدل در اپانچنیͺوف

٩٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . یͺسان. نوار پهنای د) و ب متفاوت، نوار

ضرایب (ب) β٠(t) رگرسیونͬ ضرایب (آ) :(١.۵) مدل به مربوط نمودارهای ١.۵

٩۶ . . . . . . . . . . . یͺسان. همواری پارامترهای با B٠(t) تجمعͬ رگرسیونͬ

ضرایب (ب) β٠(t) رگرسیونͬ ضرایب (آ) :(١.۵) مدل به مربوط نمودارهای ٢.۵

٩۶ . . . . . . . . . . متفاوت. همواری پارامترهای با B٠(t) تجمعͬ رگرسیونͬ
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١ فصل

مقدماتͬ تعاریف

مقدمه ١.١

آن وقوع به منجر که هستیم متغیرهایͬ یا عوامل اندازه�گیری نیازمند پیشامد، ͷی وقوع بررسͬ برای

با است ممͺن باشد، جاده�ها در تصادفات تعداد نظر مورد پیشامد اگر مثال برای مͬ�شوند. پیشامد

نماید. توجیه را دو این بین رابطه که کنیم ایجاد مدلͬ خودروها، تعداد مانند متغیری اندازه�گیری

زمانͬ بازه ͷی طول در بار چندین تحقیق، نوع حسب بر نظر مورد متغیر اندازه�گیری اوقات گاهͬ

و (مارتینوسن مͬ�شود نامیده طولͬ داده ͷی آمده، به�وجود داده حالت این در که مͬ�شود انجام

معمولا مͬ�شوند، انجام ͬͺپزش یا مهندسͬ مانند علومͬ در که مطالعاتͬ از برخͬ .(٢٠٠۶ شیͺه،

مͬ�شوند. اندازه�گیری بازه این طول در نظر مورد متغیرهای و مͬ�گیرند صورت زمانͬ بازه ͷی در

فشار هفته هر اندازه�گیری نمونه، برای داریم. سروکار طولͬ داده�های با غالبا علوم، این در بنابراین

کارخانه ͷی برق نوسانات بررسͬ یا سͺته، خطر نرخ برآورد برای سال ͷی مدت به بیماران خون

هستند. دست این از مثال�هایͬ خراب�شده، دستͽاه�های تعداد برآورد برای سال ٢ مدت به

هستند نظر مورد واقعه، رخداد زمان که مͬ�شویم مواجه پیشامدهایͬ با علوم این در اوقات گاهͬ

که پیشامدها این بررسͬ مͬ�دهند. رخ بار ͷی از بیش زمانͬ، بازه ͷی طول در و بقا١) (داده�های

است. برخوردار بسزایͬ اهمیت از مͬ�شوند، نامیده (٢٠٠٧ لااولاس، و (کوک بازگشت٢ͬ پیشامدهای

(١٩٩٧ همیلتون، و (ترنیو کیستͬ فیبروز به مبتلا بیماران در تنفسͬ مشͺلات تͺرار مثال، برای
١Survival data
٢Recurrent events
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به�وجود را بازگشتͬ پیشامدهای ،(١٩٩٧ لاگاکوس، و (لͬ ایدزی بیماران متوالͬ عفونت�های و

داده�های به هستند. بازگشتͬ پیشامدهای مثال�های دیͽر بیماری، عود و قلبͬ سͺته مͬ�آورند.

بازگشتͬ، داده�های طبیعͬ ویژگͬ�های از ͬͺی مͬ�گویند. بازگشتͬ داده�های پیشامدها، این از حاصل

نمͬ�توان معمولا که است این بازگشتͬ، داده�های ویژگͬ�های دیͽر از است. داده�ها این بودن ترتیبͬ

برای که شخصͬ مثال عنوان به گرفت. نظر در هم از مستقل را فرد ͷی برای متفاوت رخدادهای

بود. خواهد دوم حمله رخداد برای بیشتری خطر معرض در مͬ�شود، قلبͬ حمله دچار بار اولین

زمان�های گرفتن نظر در با یا را پیشامدها نرخ محققان از بسیاری داده�ها، نوع این تحلیل برای

کاکس٣ مدل از استفاده با رخداد زمان�های تمام از استفاده با یا پیشامد اولین مشاهده تا رخداد

روش�ها، این در زیرا هستند ناکارآمد معمول، روش�های این�گونه .(٢٠١١ (وینͺه، مͬ�کنند برآورد

مربوط اطلاعات و مͬ�گیرند قرار استفاده مورد داده�ها در موجود اطلاعات از بخش�هایͬ تنها

نظر در نمͬ�دهند، رخ نظر مورد پیشامد مطالعه مدت طول در آن�ها برای که آزمودنͬ�هایͬ به

مͬ�گیرند، قرار استفاده مورد کامل داده�های تنها که رهیافتͬ چنین با بنابراین نمͬ�شوند. گرفته

سانسور۴، مفهوم از استفاده منظور، این برای .(٢٠١١ (وینͺه، مͬ�یابیم دست اریب برآوردهایͬ به

پیچیده�تری رهیافت�های به دقیق�تر، برآوردهایͬ به دستیابͬ برای بنابراین مͬ�کند. مرتفع را مشͺل این

نام به مدل�هایͬ از استفاده با ناکامل، داده�های انواع دیͽر و سانسورشده داده�های با کار داریم. نیاز

متغیر از تعریفͬ ابتدا منظور، بدین .(٢٠٠۶ شیͺه، و (مارتینوسن مͬ�شود آسان بسیار شدت۵ مدل

مͬ�کنیم. معرفͬ را سانسورشده و کامل داده�های سپس و کرده ارایه بقا داده�های و

اگر تنها و اگر مͬ�گیریم، نظر در بقا تصادفͬ متغیر را Y تصادفͬ متغیر بقا متغیر .١ تعریف

.Y ∈ [٠,+∞)

بقا تصادفͬ متغیر از اگر گوییم، بقا داده�های را y١, y٢, . . . , yn داده�های بقا داده�های .٢ تعریف

یا ͬͺانیͺم) ͬͺفیزی مولفه ͷی شͺست زمان نامنفͬ، مقادیر این معمولا باشند. شده مشاهده Y

است ممͺن هستند. (... و انسان حیوان، بیمار، (سلول، زنده واحد ͷی مرگ زمان یا (ͬͺتریͺال
٣Cox model
۴Censor
۵Intensity model
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باشد. نداشته زمان با ارتباطͬ هیچ دارد امͺان حتͬ یا باشد مهارت ͷی یادگیری زمان متغیر، این

موارد، برخͬ در باشد. خاصͬ وضعیت در بیمه شرکت ͷی پرداختͬ مبلغ مͬ�تواند متغیر مثال، برای

تنها و دارد ادامه هنوز بیماری دیͽر موارد در است. معلوم او پرداختͬ کل مبلغ و �یافته بهبود بیمار

.(١٣٨٧ (میلر، است معلوم زمان آن تا پرداختͬ مبلغ

بقا داده�های انواع ٢.١

مͬ�شوند: تقسیم کلͬ بخش دو به بقا داده�های

مطالعه، پایان در یا از قبل و مͬ�شود مطالعه وارد که است آزمایشͬ واحد به مربوط داده کامل: داده

مͬ�دهد. رخ وی برای مطلوب پیشامد

پیشامد ندادن رخ از تنها محقق آماری، مطالعه ͷی پایان در اگر راست: از سانسورشده داده

است افتاده اتفاق راست سانسور مطالعه این در باشد، مطلع آزمایشͬ واحدهای برخͬ در مطلوب

مطلوب) پیشامد رخداد (زمان عمر طول از محقق حالت، این در .(٢٠٠۶ شیͺه، و (مارتینوسن

داشته بقا هنوز آزمایش پایان در مطالعه مورد واحد که مͬ�داند را این تنها و است بͬ�اطلاع واحد

و دو، نوع تعمیم�یافته، ͷی نوع ،ͷی نوع فزاینده ،ͷی نوع سانسور انواع به سانسور این است.

ͷی نوع فزاینده و ͷی نوع سانسورهای از تعاریفͬ بخش، این در مͬ�شود. تقسیم دو نوع فزاینده

کنید. مراجعه (١٣٩١) نادری به سانسورها سایر تعاریف از گاهͬ آ برای مͬ�دهیم. ارایه

ͷی نوع سانسور طرح راست، سانسور نوع ابتدایͬ�ترین و ساده�ترین ͷی نوع سانسور .٣ تعریف

مشخص را زمان ͷآزمایشی پایان برای محقق آن در که مͬ�شود شامل را مطالعاتͬ طرح، این است.

واحدهای از برخͬ در مطلوب پیشامد تعیین�شده، زمان اتمام از پس که است ممͺن بنابراین مͬ�کند.

کرده�اند، تجربه را مطلوب پیشامد که واحدهایͬ عمر طول این�صورت در باشد. نداده رخ آزمایشͬ

مورد پیشامد رخداد زمان که معنͬ این به مͬ�گردند. سانسور عمرها طول سایر و مͬ�شود مشاهده

مشخص�شده زمان این مͬ�گردد. ثبت آزمایش دوره� طول با برابر سانسورشده واحدهای برای نظر

افراد از ͷی هر برای مͬ�تواند که مͬ�گویند سانسور نقطه� یا زمان اصطلاح، در را مطالعه پایان برای

باشد. متفاوت
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با هستند، بستری بیمارستان ͷی در که خاص بیمارانͬ روی آزمایشͬ کنید فرض مثال، برای

آزمایش جدید درمانͬ روش ͷی بیماران روی بر مطالعه، این در مͬ�گیرد. انجام افراد از ثابتͬ تعداد

مایل محقق زمانͬ، و اقتصادی ملاحظات دلیل به گردد. مشاهده بهبودی آن�ها در این�که تا مͬ�شود

است ممͺن زمانͬ، دوره این پایان در دهد. ادامه ماه) ٣ مشخص(مثلا زمان ͷی تا را آزمایش است

وجود دیͽری محدودیت و شرط هیچ اگر حال باشند. نداشته را بهبودی شرایط بیماران از برخͬ

سانسورشده) (مشاهدات است نشده مشاهده بهبودی آن�ها در که افرادی همه برای باشد، نداشته

نتایج آن�ها اساس بر تحلیل�گر و شد خواهد ثبت ماه) ٣) مطالعه دوره� طول با برابر بهبودی زمان

مͬ�کند. اعلام را آزمایش

ͷکوچ حروف با را آن مقادیر و لاتین بزرگ حروف با را تصادفͬ متغیر آمار در کلͬ، طور به

زمان بودن تصادفͬ یا ثابت دلیل به سانسور، طرح�های برای قرارداد این مͬ�دهیم. نشان متناظرش

عمر طول تصادفͬ متغیر نشان�دهنده Y که مͬ�کنیم فرض حالت این در مͬ�کند. فرق کمͬ سانسور،

و اگر است، معلوم آزمایشͬ واحد ͷی برای Y دقیق مقدار باشد. ثابت راست سانسور زمان C و

پایان در نظر مورد واحد باشد، بزرگتر C از که صورتͬ در و باشد C مساوی یا کوچͺتر Y اگر تنها

سانسور C در اصطلاح در بنابراین، است. نͺرده تجربه را مطلوب پیشامد یا داشته بقا هنوز آزمایش

با را آزمایش از حاصل داده�های مͬ�توان ساده�سازی، منظور به تعریف این بیان با حال است. شده

این�که حسب بر δ و است عمر طول متغیر T آن در که داد نمایش (T, δ) تصادفͬ متغیرهای جفت

T و مͬ�گیرد را ٠ و ١ مقادیر ترتیب به باشد، سانسورشده یا مشاهده نظر مورد واحد عمر طول

باشد؛ شده سانسور اگر است، C و باشد شده مشاهده فرد، عمر طول اگر است، Y مقدار با برابر

.T = min{Y,C} یعنͬ

انجام از هدف مͬ�شود. خورانده سرطان�زا داروی موش�ها از بزرگͬ گروه به آزمایشͽاهͬ در .۴ مثال

مطالعه شروع زمان از راستا، این در است. بوده موش�ها بقای روی سرطان اثر بررسͬ آزمایش، این

از ͷی هر سانسور)، (زمان آزمایش خاتمه برای مشخص�شده قبل از زمان یا موش�ها مرگ زمان تا

تعیین�شده زمان پایان از بعد که واحدهایͬ مطالعه، این در حال مͬ�گیرند. قرار ارزیابͬ مورد موش�ها

شͺل در که همانطور مͬ�شوند. گرفته نظر در سانسورشده مشاهده� عنوان به مانده�اند، باقͬ زنده



۵ بقا داده�های انواع .٢.١

مشاهده ٣ و ٢ موش�های عمر طول تنها که مͬ�شود دیده وضوح به موضوع این دارید، توجه ١.١

شده�اند. سانسور دیͽر واحد دو و شده�اند

ͷی نوع سانسور :١.١ شͺل

آزمایشͬ واحدهای از ͷی هر اگر ،ͷی نوع سانسور تعمیم با ͷی نوع فزاینده سانسور .۵ تعریف

مͬ�شود. تعریف ͷی نوع فزاینده سانسور طرح باشند، داشته متفاوت سانسوری زمان

موش�ها)، قبل مثال (در آزمایشͬ واحدهای از ͷی هر که است آن روش این اصلͬ مزیت

نوع این ٢.١ شͺل مͬ�دهند. پژوهش�گر به خود حیات طبیعͬ سیر با رابطه در را مناسبͬ اطلاعات

مͬ�دهد نشان را سانسور

معرضخطر در زمان�های ١.٢.١

I(·) کنید فرض بͽیرید. نظر در مͬ�دهند، رخ [τ٠, τ ] بازه در که را آزمودنͬ ͷی پیشامدهای

تابع .I(A) = ٠ این�صورت غیر در باشد، برقرار A اگر I(A) = ١ که باشد نشان�گری تابع

آزمودنͬ�هایͬ تعیین منظور به و دارد نام خطر۶ معرض در نشان�گر تابع ،Y (t) = I(τ٠ ≤ t ≤ τ)

۶At risk



۶ مقدماتͬ تعاریف .١

ͷی نوع فزاینده سانسور :٢.١ شͺل

سانسور زمان اوقات گاهͬ τ زمان مͬ�دهد. رخ آن�ها برای پیشامد مشخص�شده، بازه در که است

قرار مطالعه تحت آزمودنͬ، که است معنͬ این به Y (t) = ١ نتیجه در مͬ�شود. گرفته نظر در هم

است. t زمان در پیشامد وقوع خطر معرض در و دارد

حاشیه�ای و شرطͬ مدل�های ٣.١

که مͬ�شود استفاده حاشیه�ای و شرطͬ مدل نوع دو از معمول طور به بازگشتͬ، داده�های تحلیل برای

بͽیرید نظر در فرد ͷی برای را T١, T٢, . . . رخداد های زمان مͬ�پردازیم. آن�ها توضیح به ادامه در

پیشینه٧ دارای فرآیند ͷی باشیم. داشته را C راست از سانسور زمان فرد، این برای کنید فرض و

فرض بͽیرید. نظر در وی برای را خون، فشار نظیر ،X(t) = {x(u), ٠ ≤ u < t} صورت به

t زمان تا برآوردشده و مشاهده�شده شͺست�های تعداد نشان�دهنده ترتیب به ،Ñ(t) و N(t) کنید

رابطه ͬͽونͽچ و وجود آید، به�وجود داده�ها تحلیل در است ممͺن که سوال�هایͬ از ͬͺی باشند.

رابطه درباره است ممͺن سوال�ها دیͽر، موارد در است. X(t) پیشینه با بازگشتͬ پیشامدهای تعداد

،Λ شرطͬ، مدل ͷی در شدت فرآیند بنابراین باشد. پیشامدها پیشینه با بازگشتͬ پیشامدهای تعداد
٧History



٧ حاشیه�ای و شرطͬ مدل�های .٣.١

:(١٩٨١ همͺاران، و (پرینتس مͬ�شود تعریف زیر صورت به

Λ(t) = E{Ñ(t)|Ñ(u), {٠ ≤ u < t}, X(t)}. (١.١)

ͷی مقابل، در است. وابسته شخص قبلͬ پیشامد و متغیر پیشینه به (١.١) شدت که شود توجه

:(١٩٨١ همͺاران، و (پرینتس مͬ�شود تعریف زیر صورت به حاشیه�ای شدت فرآیند

Λ(t) = E{Ñ(t)|X(t)}.

اصلͬ هدف اگر دارد. ͬͽبست متغیر پیشینه به تنها t زمان در حاشیه�ای شدت مقدار دیͽر عبارت به

پیشامدها پیشینه از استفاده به لزومͬ آن�گاه باشد، پیشامدها تعداد بر تبیینͬ متغیر تاثیر تعیین تنها

هدف، که پایان�نامه این در بنابراین کرد. استفاده نظر مورد متغیر پیشینه از تنها مͬ�توان و نیست

از است، بازگشتͬ رخدادهای روی بر متغیرها زمان از مستقل و زمان به وابسته تاثیرهای تعیین

مͬ�کنیم. استفاده حاشیه�ای مدل�های

معرفͬ مختصر طور به را شرطͬ و حاشیه�ای مدل چند مخاطره، تابع از تعریفͬ ارایه از پس

مͬ�کنیم.

تعداد یا نرخ است، معروف نیز میر٩ و مرگ شدت به که مخاطره٨، تابع مخاطره تابع .۶ تعریف

زمان تا مطالعه تحت مورد بودن) (سالم بودن زنده شرط با ،(y, y +∆y) لحظه در را میر و مرگ

نیز را ͷی از بزرگ�تر مقادیر مواقع بعضͬ زیرا نیست احتمال تابع ͷی تابع این مͬ�دهد. نشان y

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به و داده نشان h با را تابع این مͬ�کند. اختیار

h(y) = lim
∆y→٠

P (y < Y < y +∆y|Y > y)

∆y
,

گفت مͬ�توان y زمان تا واحد بودن زنده فرض با مͬ�باشد. بقا تصادفͬ متغیر Y آن در که

h(y) = lim
∆y→٠

P (y < Y < y +∆y)

∆y
.

ͬͽوابست توصیف برای بقا تحلیل در گسترده طور به شرطͬ، مخاطره تابع رگرسیونͬ مدل�های

نسبͬ مخاطره مدل� .(٢٠٠۴ (یه، مͬ�گیرند قرار استفاده مورد تبیینͬ متغیرهای به بقا زمان�های

برای شرطͬ مخاطره تابع آن در که مدل�هاست این معروف�ترین از ͬͺی ،(١٩٧٢ کاکس١٠(کاکس،
٨Hazard function
٩Force of mortality
١٠Cox proportional hazard model



٨ مقدماتͬ تعاریف .١

مͬ�شود: مدل�بندی زیر صورت به مطالعه تحت مورد iامین

hxi
(t) = hi(t|Xi) = h٠(t) exp

{
XT

i β
}
. (٢.١)

،(X = ٠ با شخصͬ برای مخاطره (تابع مجهول پایه�ای١١ مخاطره تابع h٠(t) ، (٢.١) رابطه در

Xi = (Xi١, . . . , Xip)
T ; (i = ١, ٢, . . . , n)، و رگرسیونͬ پارامترهای بردار β = (β١, . . . , βp)

T

متناسب١٢ مخاطره�ای مدل به موسوم (٢.١) مدل است. iام فرد برای مشاهده�شده متغیرهای بردار

به (Xi,Xj) مطالعه تحت مورد دو برای مخاطره نسبت که است آن نام�گذاری این دلیل و است

یعنͬ ندارد، ͬͽبست t مقدار
hXi

(t)

hXj
(t)

=
h٠(t) exp

{
XT

i β
}

h٠(t) exp
{
XT

j β
} =

exp
{
XT

i β
}

exp
{
XT

j β
} .

فهم�تر قابل بازگشتͬ، داده�های برای پیشامدها رخدادهای تعداد یا میانͽین مدل�بندی عمل، در

فرد این�که درک زیرا .(٢٠١١ همͺاران، و (سان است داده�ها این�گونه برای خطر نرخ مدل�بندی از

سͺته�های برای فرد که خطری نرخ تا است آسان�تر مͬ�کند، تجربه را دیͽر سͺته چند متوسط طور به

اندرسن باشیم. داشته پیشامدها تعداد برای مدلͬ که است بهتر بنابراین مͬ�باشد. متوجه�اش بعدی

در با را (١٩٧٨) آلن شمارشͬ فرآیند ایده کاکس، مدل در بنیادی کار ͷی با (١٩٨٢) گیل و

فرآیند راست، از سانسور حالت در بردند. کار به iام، فرد برای Ni(t) شمارشͬ فرآیند گرفتن نظر

بیان زیر صورت به است، فرد iامین عمر طول Ti آن در که ،Ni(t) = I(Ti ≤ t; δi = ١) شمارشͬ

:(٢٠٠۶ شیͺه، و (مارتینوسن مͬ�شود

Ni(t) =

∫ t

٠
λi(s)ds+Mi(t),

نامیده شدت مدل λi(·) و iام، آزمودنͬ برای رخدادها شمارش برآورد در مدل خطای Mi(t) که

صورت به و شده

λi(t) = Yi(t)hi(t|Xi),

نیست برخوردار مناسبͬ عملͺرد از مدل این .Yi(t) = I(Ti ≥ t) که طوری به مͬ�شود، تعریف

مناسب بنابراین یابند. کاهش مشخص، زمانͬ بازه ͷی طول در خطرها از برخͬ است ممͺن زیرا
١١Baseline hazard function
١٢Proportional hazard model



٩ حاشیه�ای و شرطͬ مدل�های .٣.١

توسعه نیازمند (٢.١) کاکس مدل نتیجه، در کنیم. مدل وارد را زمان به وابسته اثرات که است

زمان به وابسته ضرایب با کاکس مدل منظور، بدین است. متفاوت موقعیت�های در استفاده برای

:(١٩٩٩ لین، و (فیشر مͬ�شود بیان زیر صورت به

hi(t|Xi(t)) = h٠(t) exp{Xi(t)
Tβ(t)},

متغیرها بردار مولفه اولین دادن قرار با مͬ�کنند. تغییر زمان طول در متغیرها هم و اثرات هم که

مͬ�شود: نوشته زیر صورت به زمان به وابسته اثرات با کاکس مخاطره مدل ،١ برابر

hi(t|Xi(t)) = exp{log(h٠(t))} exp{Xi(t)
Tβ(t)}

= exp
{(

١ Xi١(t) . . . Xip(t)
)(
log(h٠(t)) β١(t) . . . βp(t)

)T}
= exp{Xi(t)

Tβ(t)}.

صورت به مͬ�توان را کاکس شدت مدل بنابراین

λi(t) = Yi(t) exp{Xi(t)
Tβ(t)},

است. t زمان در پایه�ای مخاطره تابع لͽاریتم ،β(t) مولفه اولین ،β٠(t) که طوری به نوشت،

صورت به که است آلن١٣ افزایشͬ مخاطره رگرسیونͬ مدل مخاطره، تابع رگرسیونͬ مدل دیͽر

:(١٩٨٩ (آلن، مͬ�شود تعریف زیر

hi(t|Xi(t)) = XT
i β.

مدل ساخت برای مشابه استدلالͬ با و باشند زمان به وابسته مͬ�توانند اثرات و متغیرها مدل، این در

صورت به آلن شدت مدل کاکس، شدت

λi(t) = Yi(t)XT
i β,

به مͬ�توان کاکس، مدل�های و آلن افزایشͬ مخاطره مدل از استفاده با به�علاوه مͬ�شود. تعریف

زیر شدت مدل (١٩٩۵) یین و لین .(٢٠٠۶ شیͺه، و (مارتینوسن یافت دست منعطف�تری نتایج

گرفتند: نظر در را

λ(t) = Y (t)[g(XT (t))α+ h٠(t)h(ZT (t))β],

١٣Aalen’s additive hazard model



١٠ مقدماتͬ تعاریف .١

بردار (α,β) بعدی، q + p متغیرهای بردار (X(t),Z(t)) خطر، نشان�گر تابع Y (t) که طوری به

h(·) تابع دو هستند. t زمان در نامعلوم پایه�ای مخاطره تابع h٠(t) و بعدی q+p رگرسیونͬ ضرایب

است زمان به وابسته پایه�ای مخاطره تنها که است آن مدل، این مشͺل فرضمͬ�شوند. معلوم g(·) و

در زمان به وابسته اثرات اگر نمͬ�شوند. گرفته نظر در زمان به وابسته اثرات با داده�ها بنابراین و

زمان با اثرات، از برخͬ است ممͺن واقع در زیرا مͬ�شود منعطف�تر مدل باشند، داشته حضور مدل

صورت به شدتͬ مدل و داده ارتقا را یین و لین مدل ،(٢٠٠٢) شیͺه و مارتینسون �کنند. تغییر

آوردند: به�دست زیر

λ(t) = Y (t)[XT (t)α(t) + ρ(t)h٠(t) exp{ZT (t)β}],

زمان، به وابسته رگرسیونͬ ضرایب بعدی q بردار α(t) خطر، نشان�گر توابع ρ(t) و Y (t) آن در که

بعدی p ضرایب بردار β همچنین و هستند t زمان در ρ(t) خطر برای پایه�ای مخاطره تابع h٠(t) و

شیͺه است. h(x) = exp(x) و g(x) = x با (١٩٩۵) یین و لین مدل از تعمیمͬ مدل این است.

به مͬ�شود نامیده کاکس-آلن که را شدتͬ مدل و دادند ارایه را دیͽری ترکیب ،(٢٠٠٢) زان و

صورت

λ(t) = Y (t)[XT (t)α(t)] exp{ZT (t)β},

(١٩٨٢) گیل و اندرسن است. t زمان در متغیرها بردار (XT (t),ZT (t)) آن در که آوردند به�دست

فرض کردند. ایجاد بازگشتͬ داده�های برای را کاکس نوع از شدتͬ تابع با شمارشͬ فرآیند مدل

σ تبیینͬ، متغیرهای بعدی p بردار X(·) ،[٠, t] بازه در پیشامدها رخدادهای تعداد N∗(t) کنید

،λX(·) و باشند [t, t + dt] ͷکوچ بازه در رخدادها تعداد dN∗(t) و سیͽما-جبر١۴، نشان�دهنده

باشد: زیر صورت به سیͽما-جبر همراه N∗(t) شدت تابع

E{dN∗(t)|σ(N∗(s),X(s); s ∈ [٠, t])} = λX(t)dt.

مͬ�شود: نوشته زیر صورت به اندرسن-گیل١۵ شدت مدل آن�گاه

λX(t) = exp{βT
٠X(t)}λ٠(t), (٣.١)

١۴Sigma-algebra
١۵Andersen-Gill intensity model



١١ بقا نیمه�پارامتری مدل .۴.١

مدل است. بعدی p رگرسیونͬ ضرایب بردار β٠ و مجهول پیوسته تابع ͷی λ٠(·) که طوری به

است: زیر فرض دو دارای ،(٣.١)

.E{dN∗(t)|σ(N∗(s),X(s), s ∈ [٠, t])} = E{dN∗(t)|X(t)} (١

.E{dN∗(t)|X(t)} = exp{βT
٠X(t)}λ٠(t)dt (٢

این آن�ها استدلال بͽیریم. نظر در ثابت را ١ فرض که کردند پیشنهاد (٢٠٠٠) همͺاران و لین

طرفͬ از و نمͬ�آیند به�دست زمان به وابسته متغیرهای با تنها بازگشتͬ پیشامدهای ͬͽوابست که بود

آن�ها گرفتند. نظر در را ٢ فرض تنها آن�ها بنابراین کند. تایید را فرض این که ندارد وجود روشͬ

کردند: ایجاد را زیر مدل ،dµX(t) = E{dN∗(t)|X(t)} گرفتن نظر در با

dµX(t) = exp{βT
٠X(t)}dµ٠(t).

از مستقل ضرایب مدل، این در است. متغیرها (·)Xبردار و مجهول پیوسته تابع µ٠(·) مدل این در

بنابراین کنند. تغییر زمان با است ممͺن رگرسیونͬ پارامترهای واقعیت، در که حالͬ در هستند زمان

در است. مهم بازگشتͬ، پیشامدهای رخداد زمان�های در متغیرها موقتͬ اثرات سنجش و شناخت

اهمیت از زمان، از مستقل و به وابسته تبیینͬ متغیرهای ترکیب با مدل�هایͬ گرفتن نظر در نتیجه،

به وابسته پارامترهای دو هر از متاثر پیشامدها معمولا واقعیت، در زیرا است. برخوردار بالایͬ

استنباط�های به ترکیبͬ، چنین با مدلͬ گرفتن نظر در با گفت مͬ�توان هستند. زمان از مستقل و

یافت. خواهیم دسترسͬ معقول�تری

گرفتن نظر در با را (٢٠٠٠) همͺاران و لین مدل پایان�نامه، این در ذکرشده، مطالب به توجه با

.(٢٠١١ همͺاران، و (سان مͬ�کنیم مطالعه زمان از مستقل و به وابسته ضرایب

بقا نیمه�پارامتری مدل ۴.١

تعداد N∗
i (t) کنید فرض مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد زمان طول در را نفر n مدل، ساخت برای

(·)Ziبردارهای (·)Xiو همچنین مͬ�دهد. رخ iام فرد برای [٠, t] بازه طول در که باشد پیشامدهایͬ

بررسͬ مورد زمانͬ بازه کاربردها، اکثر در باشند. iام فرد برای بعدی q و p ترتیب به فرآیندهایͬ



١٢ مقدماتͬ تعاریف .١

طور به N∗
i (t) این�رو، از شوند. سانسور پیشامدها از برخͬ است ممͺن بنابراین و است محدود

مشاهده قابل فرآیند آن�گاه کنیم، تعریف سانسور زمان عنوان به را Ci اگر نمͬ�شود. مشاهده کامل

مͬ�کنیم فرض .a ∧ b = min(a, b) که طوری به مͬ�شود تعریف Ni(t) = N∗
i (t ∧ Ci) صورت به

به را خطر نشان�گر تابع مͬ�باشند. هم از مستقل N∗
i (·) و Ci ،Zi(·) و Xi(·) داشتن شرط با

صورت به مشاهده�شده داده مجموعه نتیجه، در مͬ�کنیم. تعریف Yi(t) = I(Ci ≥ t) صورت

مͬ�باشد. {Ni(·), Yi(·),Xi(·),Zi(·)}, i = ١, . . . , n

مدل معرفͬ ١.۴.١

زیر صورت به زمان، از مستقل و به وابسته ضرایب از ترکیبͬ با را حاشیه�ای نرخ رگرسیونͬ مدل

مͬ�کنیم: تعریف

E{dN∗
i (t)|Xi(t),Zi(t)} = exp{β٠(t)

TXi(t) + γT
٠Zi(t)}dµ٠(t), (۴.١)

ضرایب بعدی q بردار γ٠ زمان، به وابسته رگرسیونͬ ضرایب بعدی p بردار β٠(·) که طوری به

این بودن نیمه�پارامتری اطلاق دلیل است. پایه�ای میانͽین تابع µ٠(·) و زمان از مستقل رگرسیونͬ

مͬ�دهند تشͺیل را مدل پارامتری بخش ثابت اثرات عنوان به زمان، از مستقل اثرات که است آن مدل

فرض هستند. مدل ناپارامتری قسمت و ندارند مشخصͬ پارامتری شͺل زمان، به وابسته توابع اما

کنید

N(t) = (N١(t), . . . , Nn(t))
T ,

X(t) = (X١(t), . . . ,Xn(t))
T ,

Z(t) = (Z١(t), . . . ,Zn(t))
T ,

مͬ�کنیم تعریف .N٠(t) = n−١∑n
i=١ Ni(t) و

Mi(t) = Ni(t)−
∫ t

٠
Yi(s) exp{β٠(s)

TXi(s)+γT
٠Zi(s)}dµ٠(s), i = ١, . . . , n. (۵.١)

،(۵.١) رابطه اول جمله که طوری به هستند صفر میانͽین با فرآیندهایͬ Mi(t)ها ،(۴.١) مدل تحت

برای مͬ�کنیم. برآورد مدل به�وسیله که است رخدادهایͬ تعداد دوم جمله و واقعͬ رخدادهای تعداد
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داریم (۴.١) مدل از استفاده با Mi(t) میانͽین بودن صفر اثبات

Mi(t) = Ni(t)−
∫ t

٠
Yi(s)E{dN∗

i (s)|Xi(s),Zi(s)}.

این در که Yi(t) = I(Ci ≥ t) = ١ پس مͬ�دهیم، قرار مطالعه مورد سانسور زمان تا را افراد چون

داریم و Ni(t) = N∗
i (t ∧ Ci) = N∗

i (t) صورت

E(Mi(t)) = E(Ni(t))− E

(
E

∫ t

٠
dN∗

i (s)|Xi(s),Zi(s)

)
= E(Ni(t))− E(N∗

i (t))

= E(Ni(t))− E(Ni(t)) = ٠. (۶.١)

مدل برازش ٢.۴.١

نوشت: زیر صورت به نرخ�ها تفاضل صورت به مͬ�توان را خطا کنید دقت ابتدا

dMi(t) = dNi(t)− Yi(t) exp{β٠(t)
TXi(t) + γT

٠Zi(t)}dµ٠(t).

داریم ،
∑n

i=١ dMi(t) = ٠ به توجه با طرفͬ از
n∑

i=١
[dNi(t)− Yi(t) exp{β٠(t)

TXi(t) + γT
٠Zi(t)}dµ٠(t)] = ٠, ٠ ≤ t ≤ τ,

نتیجه در .P (Ci ≥ τ) > ٠ که طوری به است تعیین�شده�ای مقدار τ آن در که

dµ٠(t) =

∑n
i=١ dNi(t)∑n

i=١ Yi(t) exp{β٠(t)
TXi(t) + γT

٠Zi(t)}
.

در ،S٠(t;β٠(t),γ٠) و ϕi(t;β٠(t),γ٠) تعریف به توجه با و n بر مخرج و صورت تقسیم با

داریم آ، پیوست

dµ٠(t) =
dN٠(t)

١
n

∑n
i=١ ϕi(t;β٠(t),γ٠)

= S٠(t;β٠(t),γ٠)
−١dN٠(t). (٧.١)

مͬ�شود: محاسبه زیر صورت به µ٠(t) برآوردگر ،γ و β(t) مقادیر داشتن با بنابراین

µ̂٠(t;β(t),γ) = µ̂٠(t) =

∫ t

٠
S٠(t;β(t),γ)

−١dN٠(t). (٨.١)

زگر، و لیان) تعمیم�یافته١۶ برآوردیاب معادله�های از استفاده با ،γ٠ و β٠(t) برآورد برای
١۶Generalized estimating equations
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داریم: را زیر برآوردیاب معادله�های ،µ̂٠(t;β٠(t),γ٠) از استفاده با و (١٩٨۶

X(t)T [dN(t)− ϕ(t;β(t),γ)S٠(t;β(t),γ)
−١dN٠(t)] = ٠, ٠ ≤ t ≤ τ,∫ τ

٠
Z(t)T [dN(t)− ϕ(t;β(t),γ)S٠(t;β(t),γ)

−١dN٠(t)] = ٠, (٩.١)

کدام هر (٩.١) معادله�های .ϕ(t;β(t),γ) = (ϕ١(t;β(t),γ), . . . , ϕn(t;β(t),γ))
T که طوری به

پس یابیم. دست برآوردگرها از بسته�ای صورت به نمͬ�توانیم بنابراین و هستند مجهول دو با معادله�ای

تیلور بسط وسیله به آ) پیوست به شود (رجوع نیوتون-رافسون نظیر عددی روش�های بردن کار به با

،(βl(t),γl) جاری برآورد حول آ) پیوست به شود (رجوع ϕ(t;β(t),γ)S٠(t;β(t),γ)
−١ تابع

نیوتن-رافسون، الͽوریتم از استفاده با آوریم. به�دست β٠(t) و γ٠ برای برآوردهایͬ مͬ�توانیم

:(٢٠١١ همͺاران، و (سان مͬ�شوند تعریف زیر صورت به کننده به�هنͽام معادله�های

{βl+١(t)− βl(t)}Sl
٠(t)

−١dN٠(t)

=n−١El
xx(t)

−١{X(t)−X̄ l(t)}T [dN(t)

−Φl(t){Z(t)−Z̄ l(t)}(γ l+١−γ l)Sl
٠(t)

−١dN٠(t)], (١٠.١)

n−١
∫ τ

٠
{Z(t)− Z̄ l(t)}TdN(t)−

∫ τ

٠
El

zx(t){βl+١(t)− βl(t)}Sl
٠(t)

−١dN٠(t)

=

∫ τ

٠
El

zz(t)(γ
l+١−γ l)Sl

٠(t)
−١dN٠(t), (١١.١)

،X̄ l(t) ،Φl(t) ،m = xx, xz, zz ازای به ،El
m(t) = Em(t;β

l(t),γ l) صورت�های آن�ها، در که

در (١٠.١) رابطه دادن قرار با شده�اند. تعریف آ پیوست در Sl
٠(t) = S٠(t;β

l(t),γ l) و Z̄ l(t)

داریم (١١.١)

n−١
∫ τ

٠
{Z(t)− Z̄ l(t)}TdN(t)

−n−١
∫ τ

٠
El

zx(t)E
l
xx(t)

−١{X(t)− X̄ l(t)}T [dN(t)−Φl(t){Z(t)−Z̄ l(t)}(γl+١−γl)

×Sl
٠(t)

−١dN٠(t)]

=

∫ τ

٠
El

zz(t)(γ
l+١−γ l)Sl

٠(t)
−١dN٠(t).
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داریم نتیجه در

n−١ ({Z(t)− Z̄ l(t)}T − El
zx(t)E

l
xx(t)

−١{X(t)− X̄ l(t)}TdN(t)
)

=

∫ τ

٠
[El

zz(t)− El
zx(t)E

l
xx(t)

−١El
zx(t)

T ](γ l+١−γ l)Sl
٠(t)

−١dN٠(t). (١٢.١)

مͬ�کنیم تعریف و

A(τ ;β(t),γ) =

∫ τ

٠
[El

zz(t)− El
zx(t)E

l
xx(t)

−١El
zx(t)

T ]Sl
٠(t)

−١dN٠(t),

تͺراری رابطه به ،γ l+١ اساس بر (١٢.١) معادله حل با .Al(τ) = A(τ ;βl(t),γl) که طوری به

که طوری به مͬ�رسیم γ l+١ = Ψr(γ
l)

Ψr(γ
l) = γ l +

Al(τ)−١

n

∫ τ

٠
[{Z(t)− Z̄ l(t)}T −El

zx(t)E
l
xx(t)

−١{X(t)− X̄ l(t)}TdN(t)].

(١٣.١)

ناهمواری باعث t هر ازای به معادله تͺرار ،(١٠.١) معادله از استفاده با β٠(t) برآورد برای

هموارساز از بنابراین برود. بین از برآوردگر سازگاری است ممͺن حتͬ و مͬ�شود β(t) منحنͬ

است. شده استفاده هسته١٧ هموارساز از پایان�نامه این در که مͬ�کنیم استفاده

هسته هموارساز ٣.۴.١

جداگانه برازش با دامنه�اش، در f(X) تابع هر برآورد در که است رگرسیونͬ روش�های از ͬͺی هسته

روش این در مͬ�کند. ایجاد انعطافͬ قابل برآوردهای ،x٠ نقطه هر در ساده اما متفاوت مدل�هایͬ

استفاده (x٠ ͬͽهمسای) x٠ نقطه ͷنزدی نقاط از تنها ساده، مدل�های از کدام هر برازش برای

به مͬ�توان x٠ نقطه ͬͽهمسای هر در که مدلͬ ساده�ترین .(٢٠٠٩ همͺاران، و (هستͬ مͬ�شود

برازش خط ،ͬͽهمسای هر در مدلͬ چنین گرفتن نظر در با است. مشاهدات میانͽین برد، کار

منحنͬ همسایͽͬ�ها، تمام قراردادن هم کنار با نتیجه در و شد خواهد افقͬ محور موازی شده داده

در ͬͽهمسای نقاط همه برای مساوی وزن�هایͬ مدل، این در مͬ�شود. ایجاد ناهمواری و ناپیوسته

بیشتری اهمیت ،x٠ به ͷنزدی نقطه�های دقیق�تر، برآورد منظور به که صورتͬ در مͬ�شود گرفته نظر

نقاط فاصله با متناسب وزن�هایͬ که است مناسب پس دارند. مدل ساخت در دورتر نقاط به نسبت
١٧Kernel smoother
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نادارایا هسته موزون متوسط منظور بدین شود. گرفته نظر در ،x٠ نظر، مورد نقطه با ͬͽهمسای

،(١٩۶۴)١٨ (١٩۶۴)-واتسون

f̂(x٠) =
N∑
i=١

wif(xi),

مͬ�گیریم نظر در هستند، x٠ نقطه از نقاط فاصله با متناسب که wi =
Kh(x٠,xi)∑N
i=١ Kh(x٠,xi)

وزن�های با را

که طوری به
N∑
i=١

wi = ١,

و

Kh(x٠, x) = D

(
|x− x٠|

h

)
,

پهنای یا همواری١٩ پارامتر h تابع، این در مͬ�شود. نامیده هسته یا وزن تابع که است فاصله از تابعͬ

بزرگ، h انتخاب با مͬ�کند. تعیین را ͬͽهمسای ناحیه عرض مقدار، این مͬ�شود. نامیده نوار٢٠

همواری کوچ�ͷتر، h گرفتن نظر در با و بیشتر همواری باعث و شده بیشتر ͬͽهمسای نقاط تعداد

تعریف زیر صورت به است، معروف اپانچنیͺوف٢١ هسته به که توابع این از ͬͺی مͬ�شود. کمتر

مͬ�شود:

D(t) =
٣
۴(١ − t٢)I(|t| ≤ ١),

وزن تابع با نرمال هسته به مͬ�توان معروف، هسته�های دیͽر از است. نشان�گر تابع ،I(·) آن در که

D(t) =
١√
٢π

e−
t٢
٢ ,

مͬ�شود. هموار حاصل منحنͬ وزن�ها، شͺل�گیری در تغییر این با کرد. اشاره

هسته برآوردگرهای ترتیب به λl
٠(t) و βl(t) همچنین .µl

٠(t) = µ̂٠(t;β
l,γ l) کنید فرض

و β٠(t)

λ٠(t) =
d

dt
µ٠(t), (١۴.١)

١٨Nadaraya-Watson kernel weighted average
١٩Smoothing parameter
٢٠Bandwidth
٢١Epanechnikov
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مͬ�شوند: محاسبه زیر صورت به هموار برآوردگرهای این باشند. h نوار پهنای با

βl(t) =

∫
K
(
u−t
h

)∫
K
(
u−t
h

)
du

βl(u)du.

داریم ،v = u−t
h
متغیر تغیر با

βl(t) =

∫
K
(
u−t
h

)∫
hK (v) dv

βl(u)du.

بنابراین .
∫
K(u)du = ١ ،٢ فصل در (C۴) شرط به توجه با

βl(t) =

∫
h−١K

(
u− t

h

)
βl(u)du. (١۵.١)

نوشت مͬ�توان مشابه اثباتͬ با

λl
٠(t) =

∫
h−١K

(
u− t

h

)
λl

٠(u)du, (١۶.١)

به توجه با کنید). ملاحظه را (C۴) (شرط است فشرده دامنه با متقارن هسته تابع K(·) آن در که

داریم ،dN٠(t)
Sl٠(t)

جای به (١٠.١) رابطه در λl
٠(t)dt دادن قرار با ،(٧.١) رابطه

βl+١(t)λl
٠(t)dt− βl(t)λl

٠(t)dt

=n−١El
xx(t)

−١{X(t)−X̄ l(t)}T[dN(t)−Φl(t){Z(t)−Z̄ l(t)}(γ l+١−γ l)Sl
٠(t)

−١dN٠(t)].

استفاده جای به که کردند پیشنهاد ،(٢٠٠۴) مارتینسون و شیͺه و (٢٠٠٢) شیͺه و مارتینسون

نتایج به منجر که کنیم استفاده B٠(t) =
∫ t

٠ β٠(s)ds تجمعͬ رگرسیونͬ ضرایب از ،β٠(t) از

Bl+١(t) = تͺراری رابطه به انتͽرال�گیری، و λl
٠(t) بر طرفین تقسیم با بنابراین مͬ�شود. پایدارتری

که طوری به مͬ�یابیم، دست Ψb(Bl)(t)

Ψb(Bl)(t) =

∫ t

٠
βl(u)du+ n−١

∫ t

٠
λl

٠(u)
−١El

xx(u)
−١{X(u)−X̄ l(u)}T

× [dN(u)−Φl(u){Z(u)−Z̄ l(u)}(γl+١−γl)Sl
٠(u)

−١dN٠(u)]. (١٧.١)

به�هنͽام γ٠ و B٠(t) برآوردگرهای ،(١٧.١) و (١٣.١) تͺراری معادله�های از متوالͬ استفاده با

ͷی از کمتر متوالͬ، مرحله دو در برآوردها بین اختلاف که مͬ�یابند ادامه جایͬ تا مراحل مͬ�شوند.

شود. ،١٠−۶ مثلا ،ͷکوچ مشخص آستانه
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تصادفͬ ترتیب�های و ترتیب�ها ۵.١

توصیف برای نمادها رایج�ترین ،o و O غیرتصادفͬ ترتیب و op و Op تصادفͬ ترتیب نمادهای

است لازم ابتدا بحث، این به ورود برای هستند. غیرتصادفͬ و تصادفͬ کمیت�های مجانبͬ مرتبه

دهیم. ارایه احتمال در همͽرایͬ از تعریفͬ تا

مͬ�نویسیم و گوییم �Y به همͽرا احتمال در را Yn تصادفͬ متغیرهای دنباله (٢٠٠۵ (گات، تعریف٧.

اگر ،Yn
P−→ Y

lim
n→∞

P [|Yn − Y | < ε] = ١.

تعریف زیر در کدام، هر مناسب نمادهای همراه به را غیرتصادفͬ و تصادفͬ ترتیب�های حال

مͬ�کنیم.

ثابت�های از دنباله�ای و {Xn} تصادفͬ متغیرهای از دنباله ͷی (١٩٩٨ وارت، در (ون .٨ تعریف

آن�گاه ،n → ∞ وقتͬ اگر ،Xn = op(an) گوییم بͽیرید. نظر در را {an}
Xn

an

P−→ ٠.

ثابت�های از دنباله�ای و {Xn} تصادفͬ متغیرهای از دنباله ͷی (١٩٩٨ وارت، در (ون .٩ تعریف

وجود n٠(ε) و K(ε) > ٠ ،ε > ٠ هر برای اگر ،Xn = Op(an) گوییم بͽیرید. نظر در را {an}

،n > n٠(ε) مقادیر همه ازای به که طوری به باشند، داشته

P

(∣∣∣∣Xn

an

∣∣∣∣ ≤ K(ε)

)
> ١ − ε.

گوییم بͽیرید. نظر در را {bn} و {an}ثابت اعداد از دنباله دو (١٩٩٨ وارت، در (ون .١٠ تعریف

هرگاه ،bn = o(an)

lim
n→∞

|bn/an| = ٠.

گوییم بͽیرید. نظر در را {bn} و {an}ثابت اعداد از دنباله دو (١٩٩٨ وارت، در (ون .١١ تعریف

طوری به باشند، داشته وجود N(ε) مثبت صحیح عدد و K(ε) > ٠ ،ε > ٠ هرگاه ،bn = O(an)



١٩ تصادفͬ ترتیب�های و ترتیب�ها .۵.١

k = max(a, b) و هستند حقیقͬ اعداد b و a :١.١ جدول
سطر ضرب جمع ترکیب

١ o(na)o(nb) = o(na+b) o(na) + o(nb) = o(nk) Op(O(na)) = Op(n
a)

٢ O(na)O(nb) = O(na+b) O(na) +O(nb) = O(nk) Op(Op(n
a)) = Op(n

a)
٣ O(na)o(nb) = o(na+b) O(na) + o(nb) = O(nk) O(O(na)) = O(na)
۴ op(n

a)op(n
b) = op(n

a+b) op(n
a) + op(n

b) = op(n
k) O(Op(n

a)) = Op(n
a)

۵ Op(n
a)Op(n

b) = Op(n
a+b) Op(n

a) +Op(n
b) = Op(n

k) op(Op(n
a)) = op(n

a)
۶ Op(n

a)op(n
b) = op(n

a+b) Op(n
a) + op(n

b) = Op(n
k) o(Op(n

a)) = op(n
a)

٧ op(n
a)o(nb) = op(n

a+b) Op(n
a) +O(nb) = Op(n

k) Op(op(n
a)) = Op(n

a)
٨ Op(n

a)o(nb) = op(n
a+b) O(na) + op(n

b) = Op(n
k) ·

٩ O(na)op(n
b) = op(n

a+b) · ·
١٠ O(na)Op(n

b) = Op(n
a+b) · ·

،n ≥ N(ε) برای که

|bn| < K(ε)|an|.

و O(an) ،op(an) ،Op(an) ترتیب�های ،c حقیقͬ ثابت هر برای بالا، تعاریف از استفاده با

Xn = همچنین هستند. cano(١) و canO(١) ،canop(١) ،canOp(١) با معادل ترتیب به o(an)

برقراری معنͬ به لزوما Xn = Op(n
c+١) اما مͬ�دهد، نتیجه را Xn = Op(n

c+١) برقراری ،Op(n
c)

نشان ١.١ جدول در غیرتصادفͬ و تصادفͬ ترتیب�های ویژگͬ�های از برخͬ نیست. Xn = Op(n
c)

برهان بقیه، برای و نموده اثبات را ͬͺی جدول، ستون�های از ͷی هر از نمونه عنوان به شده�اند. داده

داریم ترکیب ستون از سطر سومین برای نمونه، عنوان به دارد. وجود مشابهͬ

an = O(O(na)).

داریم ،O نماد تعریف به بنا ،bn = O(na) کنیم فرض اگر ∣∣∣∣بنابراین bnna

∣∣∣∣ < M. (١٨.١)

نوشت مͬ�توان ،an = O(bn) به توجه anbn∣∣∣∣با
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣an/na

bn/na

∣∣∣∣ < M ′. (١٩.١)

ترتیب تعریف همان این که ،
∣∣an
na

∣∣ < MM ′ = M ′′ ،(١٩.١) و (١٨.١) به توجه با طرفͬ از



٢٠ مقدماتͬ تعاریف .١

نتیجه در مͬ�باشد. O(·) تصادفͬ

an = O(na).

پس ،cn = O(na) مͬ�کنیم فرض جمع، ستون از هشتم سطر ∣∣∣برای cn
na

∣∣∣ < M.

�صورت این در ،dn = op(n
b) کنیم فرض اگر همچنین

P

(∣∣∣∣dnnb

∣∣∣∣ < ε

)
> ١ − ε.

گفت مͬ�توان ∣∣∣بنابراین en
nk

∣∣∣ = ∣∣∣∣cn + dn
nk

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ cnna
+

dn
nb

∣∣∣∣ < ∣∣∣ cnna

∣∣∣+ ∣∣∣∣dnnb

∣∣∣∣ = M + ε = M ′,

یعنͬ این و

en = cn + dn = Op(n
k).

مͬ�کنیم فرض ضرب، ستون از پنجم سطر برای

fn = Op(n
a), gn = Op(n

b).

گفت مͬ�توان تصادفͬ ترتیب�های تعریف به بنا طرفͬ ∣∣∣∣از in
na+b

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣fn.gnna+b

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣fnna

∣∣∣∣ . ∣∣∣gnnb

∣∣∣ < M.M ′ = M ′′,

بنابراین

in = Op(n
a+b).

هر برای آن�گاه ،a > ٠ که طوری به Xn = Op(n
a) اگر (op و Op بین *(رابطه .١.۵.١ قضیه

گفت مͬ�توان t > ٠

Xn = op(n
a+t).

داریم ٩ تعریف به توجه با برهان.

P

(∣∣∣∣Xn

na

∣∣∣∣ ≤ M

)
> ١ − ε.



٢١ تصادفͬ ترتیب�های و ترتیب�ها .۵.١

داریم nt بر پرانتز داخل نامساوی طرفین تقسیم با

P

(∣∣∣∣ Xn

na+t

∣∣∣∣ ≤ M

nt

)
> ١ − ε.

خواهد ͷکوچ بسیار M
nt مقدار بͬ�نهایت، سمت به n افزایش با ،M مقدار بودن متناهͬ به توجه با

گفت مͬ�توان بنابراین شد.

P

(∣∣∣∣ Xn

na+t

∣∣∣∣ ≤ ε

)
> ١ − ε.

،٨ تعریف به توجه با و

Xn = op(n
a+t).



٢ فصل

برآوردگرها مجانبͬ ویژگͬ�های

مورد را ،γ (·)Bو بقا، نیمه�پارامتری مدل پارامترهای برآوردگرهای مجانبͬ ویژگͬ�های فصل، این در

نرمال با مجانبͬ هم�توزیعͬ و همͽرایͬ، نرخ سازگاری، شامل ویژگͬ�ها این مͬ�دهیم. قرار بررسͬ

مͬ�باشیم. ویژگͬ�ها این برقراری برای لازم نظم شرایط معرفͬ نیازمند ابتدا منظور، بدین مͬ�باشند.

مͬ�باشند: زیر شرح به شرایط این

هستند. مشتق�پذیر بار سه و t ∈ [٠, τ ] از پیوسته توابعͬ ،β٠(t) و µ٠(t) (C١)

تابع که معناست بدان و مͬ�باشد مفید ،β٠(t) اولیه مقدار گرفتن نظر در برای شرط این

خوش�رفتار ویژگͬ ͷی شرط این واقع در هستند. هموار توابعͬ ،β٠(t) ضرایب و µ٠(t)

مͬ�کند. فرض واقعͬ ضرایب برای

این از خارج مقادیری بنابراین هستند. [٠, τ ] بازه در کران�دار متغیرهایͬ ،Zi(t) و Xi(t) (C٢)

آن در که واقعͬ دنیای ماهیت با شرط این نمͬ�گیریم. نظر در را بͬ�نهایت همچنین و بازه

دارد. تطابق کاملا هستند کران�دار معمولا تبیینͬ متغیرهای

هستند. t ∈ [٠, τ ] ازای به نامنفرد ماتریس�هایͬ آ) پیوست به کنید (رجوع exx(t) و a(τ) (C٣)

است. الزامͬ محاسبات برای شرط این برقراری

پهنای با صفر به نسبت متقارن و فشرده دامنه�ای با متقارن و پیوسته هسته� تابع ͷی ،K(·) (C۴)

٢٢



٢٣ نرمال مجانبͬ توزیع و همͽرایͬ نرخ سازگاری، .١.٢

داریم ١
٨ < α < ١

۴ ازای به و
∫
K(u)du = ١ که طوری به است h نوار

h = O(n−α).

برآوردگرهاست. همͽرایͬ نرخ محاسبه و اثباتسازگاری برای اساسͬ شرط�های از ͬͺی شرط، این

K(·) برای مطرح�شده شرایط با نیز مͬ�گیریم نظر در پایان�نامه این در که هسته�ای توابع

دارند. همخوانͬ

مͬ�باشد. پیوسته یͺنواخت طور به (t,β,γ) ∈ [٠, τ ] × B × Θ ازای به ،sj(t;β,γ) (C۵)

ازای به β٠(t) برای ͬͽهمسای ͷی شامل که است Rp از فشرده مجموعه�ای B همچنین

نیز j اندیس است. γ٠ شامل و Rq از فشرده مجموعه�ای ،Θ و است t ∈ [٠, τ ] مقادیر

مͬ�کند. اختیار را z یا x صفر، مقادیر

که طوری به هستند، B٠(t) و γ٠ اولیه مقادیر ترتیب به B̂(t) و γ̂ (C۶)

sup
٠≤t≤τ

∥B̂(t)−B٠(t)∥ = Op(n
− ١

٢ ),

∥γ̂ − γ٠∥ = Op(n
− ١

٢ ).

برای پارامترها برآورد روند در انتخاب�شده اولیه مقادیر که مͬ�کند بیان واقع در شرط، این

در بیان�شده مشابه مدل�های در که تحقیقاتͬ در هستند. سازگار متناظرشان، واقعͬ مقادیر

است. شده بیان فرض این ،(٢٠٠٢) شیͺه و مارتینوسن جمله از است، شده انجام اول فصل

و نیست ساده چندان اولیه�ای مقادیر چنین انتخاب عمل در مͬ�رسد به�نظر حال، این با اما

است. شده معرفͬ که است سختͬ شرط�های از ͬͺی این

نرمال مجانبͬ توزیع و همͽرایͬ نرخ سازگاری، ١.٢

قضیه و (۶.١.٢ تا ١.١.٢ (لم�های لم چند ابتدا برآوردگرها، مجانبͬ ویژگͬ�های بررسͬ برای اکنون

به�دست برآوردگرهای مجانبͬ ویژگͬ�های سپس نموده، اثبات و بیان بخش این در را نیاز مورد

مͬ�دهیم. قرار ارزیابͬ مورد (۵١ تا ٣٣ (صفحه�های ٢.١.٢ قضیه مختلف قسمت�های در را آمده

هستند. دسترس در آ پیوست در نشده�اند، تعریف که فصل این در استفاده مورد کمیت�های



٢۴ برآوردگرها مجانبͬ ویژگͬ�های .٢

داریم نیاز ابتدا ،β٠(·) واقعͬ مقدار به β̂(·) زمان به وابسته ضرایب همͽرایͬ نرخ محاسبه برای

کنیم. اثبات و بیان را ٢.١.٢ لم که

داریم تیلور بسط و (C۴) و (C١) شرایط تحت * .١.١.٢ لم

sup
٠≤t≤τ

∥β̄٠(t)− β٠(t)∥ = O(h٢),

آن در که

β̄٠(t) =

∫ ١
h
K

(
u− t

h

)
dB٠(u).

برهان.

β̄٠(t)− β٠(t) =

∫
h−١K

(
u− t

h

)
dB٠(u)− β٠(t)

=

∫
h−١K

(
u− t

h

)
β٠(u)du− β٠(t). (١.٢)

متغیر تغییر با (١.٢) رابطه در

v =
u− t

h
,

مͬ�شود نتیجه ،(C۴) شرط و

β̄٠(t)− β٠(t) =

∫
K(v)β٠(vh+ t)dv − β٠(t)

=

∫
K(v)β٠(vh+ t)dv − β٠(t)

∫
K(v)dv

=

∫
K(v)(β٠(vh+ t)− β٠(t))dv. (٢.٢)

از عبارتست v = ٠ دلخواه نقطه در β٠(vh+ t) تیلور بسط اما

β٠(vh+ t) = β٠(t) + hvβ
′

٠(t) +
h٢v٢

٢ β
′′

٠(t) +O(h٢v٢)

= β٠(t) + hvβ
′

٠(t) +
h٢v٢

٢ β
′′

٠(t) +O(h٢ (u− t)٢

h٢ )

= β٠(t) + hvβ
′

٠(t) +
h٢v٢

٢ β
′′

٠(t) +O(١). (٣.٢)

داشت خواهیم (C۴) شرط از استفاده و (٢.٢) در (٣.٢) دادن قرار با

β̄٠(t)− β٠(t) =

∫
K(v)

[
hvβ

′

٠(t) +
h٢v٢

٢ β
′′

٠(t) +O(١)
]
dv = O(h٢). (۴.٢)



٢۵ نرمال مجانبͬ توزیع و همͽرایͬ نرخ سازگاری، .١.٢

بنابراین است، برقرار t مقادیر کلیه ازای به (۴.٢) رابطه که آن�جا از

sup
٠≤t≤τ

∥β̄٠(t)− β٠(t)∥ = O(h٢). (۵.٢)

نوشت مͬ�توان ،(C۴) شرط از استفاده با * .٢.١.٢ لم

β̂(t)− β̄٠(t) = Op(h
−١∥B̂−B∥),

آن در که

∥B̂−B∥ = sup
٠≤t≤τ

∥B̂(t)−B٠(t)∥.

نوشت مͬ�توان برهان.

β̂(t)− β٠(t) =

∫ ١
h
K

(
u− t

h

)
dB̂(u) + β̄٠(t)− β̄٠(t)− β٠(t)

=

∫ ١
h
K

(
u− t

h

)
dB̂(u)−

∫ ١
h
K

(
u− t

h

)
dB٠(u) + {β̄٠(t)− β٠(t)}

=

∫ ١
h
K

(
u− t

h

)
d{B̂(u)−B٠(u)}+ {β̄٠(t)− β٠(t)}. (۶.٢)

نوشت: زیر صورت به مͬ�توان را (۶.٢) تساوی جمله اولین ،(C۴) شرط از استفاده با

β̂(t)− β̄٠(t) =

∫ ١
h
K

(
u− t

h

)
d{B̂(u)−B٠(u)}

≤ M

h

∫
d{B̂(u)−B٠(u)}

≤ M

h

(
sup

٠≤t≤τ
∥B̂(t)−B٠(t)∥

)
=

M

h
∥B̂−B٠∥, (٧.٢)

نتیجه در است. متناهͬ ثابت مقدار ͷی M آن در که

β̂(t)− β̄٠(t) = Op(h
−١∥B̂−B٠∥). (٨.٢)

بنابراین است، برقرار [٠, τ ] بازه در t مقدار هر برای (٨.٢) رابطه چون

sup
٠≤t≤τ

∥β̂(t)− β̄٠(t)∥ = Op(h
−١∥B̂−B٠∥). (٩.٢)



٢۶ برآوردگرها مجانبͬ ویژگͬ�های .٢

نوار پهنای مورد در را مطالبͬ تا داریم نیاز ابتدا بعدی، نیاز مورد قضیه�های و لم�ها طرح از قبل

داریم (C۴) شرط به توجه با کنیم. بیان h

h = O(n−α);
١
٨ < α <

١
۴ ,

ازای به پس است کران�دار h
n−α مقدار −α پایین کران ازای به چون ،−١

۴ < −α < −١
٨ آنجاکه از

پایین کران ،O(n−α) نماد در که است متداول همین، برای بود. خواهد کران�دار نیز آن بالای کران

یعنͬ مͬ�شود، گرفته نظر در آن برای

h = O(n− ١
۴ ).

نوشت مͬ�توان همچنین

h٢ = O(n− ١
٢ ). (١٠.٢)

که است واضح ،(C۴) شرط بر بنا طرفͬ از

h−١ = O(n
١
٨ ). (١١.٢)

رابطه ،(١٠.٢) تساوی به توجه با زمان، به وابسته ضرایب همͽرایͬ نرخ محاسبه برای اکنون

کنیم: بازنویسͬ زیر صورت به مͬ�توانیم را (۵.٢)

sup
٠≤t≤τ

∥β̄٠(t)− β٠(t)∥ = O(n− ١
٢ ). (١٢.٢)

،(٩.٢) روابط از استفاده با همچنین و (۶.٢) رابطه تساوی آخرین در مثلث نامساوی بردن کار به با

داریم ،(١٢.٢) و (١١.٢)

sup
٠≤t≤τ

∥∥∥β̂(t)− β٠(t)
∥∥∥ ≤ sup

٠≤t≤τ

∥∥∥β̂(t)− β̄٠(t)
∥∥∥+ sup

٠≤t≤τ

∥∥β̄٠(t)− β٠(t)
∥∥

= Op

(
h−١∥B̂−B∥

)
+O(n− ١

٢ )

= Op(O(n
١
٨ )Op(n

− ١
٢ )) +O(n− ١

٢ )

= Op(Op(n
− ٣

٨ )) +O(n− ١
٢ ) = Op(n

− ٣
٨ ) +O(n− ١

٢ )

= Op(n
− ٣

٨ )

= op(n
− ٣

٨+ε)

= op(n
− ١

۴ ), (١٣.٢)



٢٧ نرمال مجانبͬ توزیع و همͽرایͬ نرخ سازگاری، .١.٢

است. برقرار ε = ١
٨ انتخاب با (١٣.٢) تساوی ،ε مقدار بودن دلخواه و ١.۵.١ قضیه به توجه با

بررسͬ برای مͬ�باشند، زمان از توابعͬ مدل میانͽین و زمان به وابسته ضرایب که آن�جا از

و ٣.١.٢ لم دو و ١.١.٢ قضیه داریم. نیاز تابعͬ فضاهای در مرکزی حد قضیه به آن�ها ویژگͬ�های

مͬ�کنند. بیان نظر، مورد کمیت�های برای را قضیه این از استفاده نحوه ،۴.١.٢

(لدوکس باناخ فضای در مرکزی حد قضیه از استفاده با (٢٠٠۵ همͺاران، و (تیان .١.١.٢ قضیه

داریم (١٩٩١ تالاگراند، و

sup
t∈[٠,τ ],β∈B,γ∈Θ

∥Sj(t;β,γ)− sj(t;β,γ)∥ = Op(n
− ١

٢ ). j = ٠, x, z. (١۴.٢)

داریم ،γ̂ و β̂(·) آمده به�دست برآوردگرهای ازای به * .٣.١.٢ لم

sup
t∈[٠,τ ]

∥Sj(t; β̂, γ̂)− Sj(t;β٠,γ٠)∥ = op(n
− ١

۴ ). j = ٠, x, z. (١۵.٢)

داد. ارایه مͬ�توان مشابهͬ اثبات ،j = x, z برای مͬ�کنیم. اثبات j = ٠ برای را تساوی برهان.

داریم ابتدا در

S٠(t; β̂, γ̂)− S٠(t;β٠,γ٠) =
١
n

n∑
i=١

ϕi(t; β̂, γ̂)−
١
n

n∑
i=١

ϕi(t;β٠,γ٠). (١۶.٢)

بسط از منظور این برای بزنیم. تقریب برآوردشده، ضرایب در را ϕ(t) تابع تا داریم نیاز اثبات برای

از است عبارت (β̂(t), γ̂) در
∑n

i=١ ϕi(t;β٠,γ٠) تیلور بسط مͬ�کنیم. استفاده تیلور

n∑
i=١

ϕi(t;β٠,γ٠) =
n∑

i=١
ϕi(t;β٠,γ٠)

∣∣∣
β٠(t)=β̂,γ٠=γ̂

+
(
ϕ(t;β٠,γ٠)

TX(t),ϕ(t;β٠,γ٠)
TZ(t)

) ∣∣∣
β٠(t)=β̂,γ٠=γ̂

×
(
β٠(t)− β̂(t),γ٠ − γ̂

)T
+Op(∥β٠(t)− β̂(t)∥٢) +Op(∥γ٠ − γ̂∥٢), (١٧.٢)

مͬ�باشند. Z(t) = (Z١(t), . . . ,Zn(t))
T و X(t) = (X١(t), . . . ,Xn(t))

T که طوری به

صورت به مͬ�توانیم را (١۶.٢) رابطه ،(١٧.٢) تیلور بسط از استفاده با

S٠(t; β̂, γ̂)− S٠(t;β٠,γ٠) =
١
n

n∑
i=١

ϕi(t; β̂, γ̂)−
١
n

n∑
i=١

ϕi(t; β̂, γ̂)
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−١
n
Op(∥β٠(t)− β̂(t)∥)− ١

n
Op(∥γ٠ − γ̂∥)

=
١
n
Op(∥β̂(t)− β٠(t)∥) +

١
n
Op(∥γ̂ − γ(١٨.٢),(∥٠

و (١٣.٢) به توجه با است، برقرار t مقادیر کلیه ازای به (١٨.٢) رابطه که آن�جایͬ از بنویسیم.

گفت مͬ�توان ،(C۶)

sup
t∈[٠,τ ]

∥S٠(t; β̂, γ̂)− S٠(t;β٠,γ٠)∥ =
١
n
Op(op(n

− ١
۴ )) +

١
n
Op(Op(n

− ١
٢ ))

= Op(n
− ۵

۴ ) +Op(n
− ٣

٢ ) = Op(n
− ۵

۴ )

= op(n
− ۵

۴+ε), (١٩.٢)

داریم ε = ١ انتخاب با ،ε مقدار بودن دلخواه و ١.۵.١ قضیه به توجه با

sup
t∈[٠,τ ]

∥S٠(t; β̂, γ̂)− S٠(t;β٠,γ٠)∥ = op(n
− ١

۴ ).

داریم ،γ̂ و β̂(·) آمده به�دست برآوردگر�های ازای به * .۴.١.٢ لم

sup
t∈[٠,τ ]

∥Sj(t; β̂, γ̂)− sj(t;β٠,γ٠)∥ = op(n
− ١

۴ ). j = ٠, x, z. (٢٠.٢)

مͬ�گیریم نظر در را زیر تساوی ابتدا اثبات، برای برهان.

Sj(t; β̂, γ̂)−sj(t;β٠,γ٠) = {Sj(t; β̂, γ̂)−Sj(t;β٠,γ٠)}−{Sj(t;β٠,γ٠)−sj(t;β٠,γ٠)}.

داریم (١٩.٢) دوم تساوی و (١۴.٢) رابطه از استفاده با ،j = ٠ حالت برای

sup
t∈[٠,τ ]

∥S٠(t; β̂, γ̂)− s٠(t;β٠,γ٠)∥ = Op(n
− ۵

۴ ) +Op(n
− ١

٢ ) = Op(n
− ١

٢ )

= op(n
− ١

٢+ε),

داریم ،١.۵.١ قضیه از استفاده با ε = ١
۴ انتخاب با

sup
t∈[٠,τ ]

∥S٠(t; β̂, γ̂)− s٠(t;β٠,γ٠)∥ = op(n
− ١

۴ ).

مͬ�شود. اثبات مشابه طور به فوق رابطه نیز j = x, z برای
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مͬ�شود ثابت مشابه طریقͬ به ،Em(t; β̂, γ̂) خصوص در همچنین

sup
t∈[٠,τ ]

∥Em(t; β̂, γ̂)− em(t;β٠,γ٠)∥ = op(n
− ١

۴ ), (٢١.٢)

باشد. zz یا zx ،xx ،z ،x مͬ�تواند m آن، در که

نیاز a(τ) مقدار به Â(τ) همͽرایͬ نرخ به زمان، از مستقل ضرایب ویژگͬ�های بررسͬ برای

داریم.

واقع در همͽراست. a(τ) مقدار به Â(τ) آمده، به�دست برآوردگرهای از استفاده با * .۵.١.٢ لم

Â(τ)− a(τ) = op(n
− ١

۴ ). (٢٢.٢)

نوشت مͬ�توان a(τ) و Â(τ) تعاریف به توجه با برهان.

Â(τ)− a(τ) =

∫ τ

٠

[
Êzz(t)− Êzx(t)Êxx(t)

−١Êzx(t)
T
]
dµ̂٠(t)

−
∫ τ

٠

[
ezz(t)− ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
]
dµ̂٠(t)

=

∫ τ

٠

[
Êzz(t)− Êzx(t)Êxx(t)

−١Êzx(t)
T
]
dµ̂٠(t)

−
∫ τ

٠

[
ezz(t)− ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
]
dµ٠(t)

+

∫ τ

٠

[
ezz(t)− ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
]
dµ̂٠(t)

−
∫ τ

٠

[
ezz(t)− ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
]
dµ̂٠(t)

=

∫ τ

٠

[
Êzz(t)− Êzx(t)Êxx(t)

−١Êzx(t)
T − ezz(t)

+ezx(t)exx(t)
−١ezx(t)

T
]
dµ̂٠(t)

+

∫ τ

٠

[
ezz(t)− ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
]
dµ̂٠(t)

−
∫ τ

٠

[
ezz(t)− ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
]
dµ٠(t). (٢٣.٢)

مͬ�گیریم نظر در را زیر تساوی

dN٠(t) =
١
n

n∑
i=١

dMi(t) +
١
n

n∑
i=١

ϕi(t)dµ٠(t). (٢۴.٢)

نوشت: زیر صورت به مͬ�توان را (٢٣.٢) رابطه دوم جمله ،(٢۴.٢) تساوی از استفاده با

∫ τ

٠

[
ezz(t)− ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
]
dµ̂٠(t)
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=

∫ τ

٠

[
ezz(t)− ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
] dN٠(t)

Ŝ٠(t)

=
١
n

n∑
i=١

∫ τ

٠

[
ezz(t)− ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
] dMi(t)

Ŝ٠(t)

+
١
n

n∑
i=١

∫ τ

٠

[
ezz(t)− ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
]
ϕi(t)

dµ٠(t)

Ŝ٠(t)
. (٢۵.٢)

نوشت: مͬ�توان زیر صورت به را (٢۵.٢) رابطه ،(١٧.٢) تساوی ،ϕi(t) تیلور بسط از استفاده ∫با τ

٠

[
ezz(t)− ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
]
dµ̂٠(t)

=
١
n

n∑
i=١

∫ τ

٠

[
ezz(t)− ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
] dMi(t)

Ŝ٠(t)

+

∫ τ

٠

[
ezz(t)− ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
] (١

n

n∑
i=١

ϕ̂i(t)︸ ︷︷ ︸
Ŝ٠(t)

)dµ٠(t)

Ŝ٠(t)

+
١
n

∫ τ

٠

[
ezz(t)− ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
] {

ϕ̂(t)T
[
X(t)

(
β٠(t)− β̂(t)

)
+ Z(t)(γ٠ − γ̂)

]
+Op(∥β̂(t)− β٠(t)∥٢) +Op(∥γ̂ − γ٢∥٠)

}dµ٠(t)

Ŝ٠(t)

=
١
n

n∑
i=١

∫ τ

٠

[
ezz(t)− ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
] dMi(t)

Ŝ٠(t)

+

∫ τ

٠

[
ezz(t)− ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
]
dµ٠(t)

+
١
n

∫ τ

٠

[
ezz(t)− ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
] {

ϕ̂(t)T
[
X(t)

(
β٠(t)− β̂(t)

)
+ Z(t)(γ٠ − γ̂)

]
+Op(∥β̂(t)− β٠(t)∥٢) +Op(∥γ̂ − γ٢∥٠)

}dµ٠(t)

Ŝ٠(t)
. (٢۶.٢)

داریم مͬ�دهیم، قرار (٢٣.٢) رابطه در را (٢۶.٢) آخر تساوی

Â(τ)− a(τ) =

∫ τ

٠

[
Êzz(t)− Êzx(t)Êxx(t)

−١Êzx(t)
T

−ezz(t) + ezx(t)exx(t)
−١ezx(t)

T
]dN٠(t)

Ŝ٠(t)

+
١
n

n∑
i=١

∫ τ

٠

[
ezz(t)− ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
] dMi(t)

Ŝ٠(t)

+

∫ τ

٠

[
ezz(t)− ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
]
dµ٠(t)

+
١
n

∫ τ

٠

[
ezz(t)−ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
]{

ϕ̂(t)T
[
X(t)(β٠(t)−β̂(t))
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+Z(t)(γ٠ − γ̂)
]}dµ٠(t)

Ŝ٠(t)

+
١
n

∫ τ

٠

[
ezz(t)−ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
]
Op(∥β̂(t)−β٠(t)∥٢)

dµ٠(t)

Ŝ٠(t)

+
١
n

∫ τ

٠

[
ezz(t)− ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
]
Op(∥γ̂ − γ٢∥٠)

dµ٠(t)

Ŝ٠(t)

−
∫ τ

٠

[
ezz(t)− ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
]
dµ٠(t). (٢٧.٢)

(٢١.٢) ،(٢٠.٢) ،(١٣.٢) روابط از استفاده با کران�داری و همͽرایͬ نرخ محاسبه برای همچنین

نوشت مͬ�توان (C۶) شرط و

∫ τ

٠

[
Êzz(t)− Êzx(t)Êxx(t)

−١Êzx(t)
T − ezz(t) + ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
] dN٠(t)

Ŝ٠(t)

=
[
op(n

− ١
۴ )− op(n

− ١
۴ )op(n

− ١
۴ )op(n

− ١
۴ )
] [ ١

s٠(t)
+ op(n

− ١
۴ )

]
= op(n

− ١
۴ )− op(n

− ١
٢ )

= op(n
− ١

۴ ). (٢٨.٢)

١
n

n∑
i=١

∫ τ

٠

[
ezz(t)− ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
] dMi(t)

Ŝ٠(t)

=
١
n
Op(١)

[
١

s٠(t)
+ op(n

− ١
۴ )

]
= Op(n

−١). (٢٩.٢)

١
n

∫ τ

٠

[
ezz(t)− ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
]
ϕ̂(t)T

[
X(t)(β٠(t)− β̂(t))

] dµ٠(t)

Ŝ٠(t)

=
١
n
op(n

− ١
۴ )

[
١

s٠(t)
+ op(n

− ١
۴ )

]
= op(n

− ۵
۴ ). (٣٠.٢)

١
n

∫ τ

٠

[
ezz(t)− ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
]
ϕ̂(t)T

[
Z(t)(γ٠ − γ̂)

]dµ٠(t)

Ŝ٠(t)

=
١
n
Op(n

− ١
٢ )

[
١

s٠(t)
+ op(n

− ١
۴ )

]
= Op(n

− ٣
٢ ). (٣١.٢)
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١
n

∫ τ

٠

[
ezz(t)− ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
]
Op(∥β̂(t)− β٠(t)∥٢)

dµ٠(t)

Ŝ٠(t)

=
١
n
Op(∥β̂(t)− β٠(t)∥٢)

[
١

s٠(t)
+ op(n

− ١
۴ )

]
= Op(n

− ٣
٢ ). (٣٢.٢)

١
n

∫ τ

٠

[
ezz(t)− ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
]
Op(∥γ̂ − γ٢∥٠)

dµ٠(t)

Ŝ٠(t)

=
١
n
Op(∥γ̂ − γ٢∥٠)

[
١

s٠(t)
+ op(n

− ١
۴ )

]
= Op(n

−٢). (٣٣.٢)

داریم (٢٧.٢) رابطه در (٣٣.٢)-(٢٨.٢) تساوی�های دادن قرار با نهایت در

Â(τ)− a(τ) = op(n
− ١

۴ ) +Op(n
−١) + op(n

− ۵
۴ ) +Op(n

− ٣
٢ ) +Op(n

− ٣
٢ ) +Op(n

−٢)

= op(n
− ١

۴ ).

به باشند کران�دار تابع�های از دنباله دو gn و fn کنید فرض (٢٠٠٠ همͺاران، و لین ) .۶.١.٢ لم

،τ ثابت مقدار برای که قسمͬ

است. پیوسته [٠, τ ] بازه در f که sup٠≤t≤τ |fn(t)− f(t)| → ٠ .١

یͺنواست. [٠, τ ] بازه روی {gn} .٢

آن�گاه است. کران�دار تابعͬ g که sup٠≤t≤τ |gn(t)− g(t)| → ٠ .٣

sup
٠≤t≤τ

|
∫ t

٠
fn(s)dgn(s)−

∫ t

٠
f(s)dg(s)| → ٠,

sup
٠≤t≤τ

|
∫ t

٠
gn(s)dfn(s)−

∫ t

٠
g(s)df(s)| → ٠.

قضیه�های و لم�ها از استفاده با قضیه این مͬ�کنیم. اثبات و بیان را فصل این اصلͬ قضیه اکنون

مͬ�دهد. نشان را µ̂(·) و B̂(·) ،γ̂ برای مطرح�شده مجانبͬ ویژگͬ�های فصل، این در بیان�شده
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معادله�های ریشه�های شدند، تعریف اول فصل در Ψb(B)(t)که و Ψr(γ) برای * .٢.١.٢ قضیه

که طوری به ،B̃(t) و γ̃ با برابرند ترتیب به Ψb(B)(t) = B(t) و Ψr(γ) = γ

الف)

sup
٠≤t≤τ

∥B̃(t)−B٠(t)∥ = Op(n
− ١

٢ ),

∥γ̃ − γ٠∥ = Op(n
− ١

٢ ),

.∥v∥ = (vTv)
١
٢ آن در که

که است کوواریانسͬ ماتریس و صفر میانͽین با نرمال مجانبͬ توزیع دارای n
١
٢ (γ̂ − γ٠) ب)

که طوری به مͬ�شود. برآورد Σ̂ = n−١∑n
i=١ ξ̂i(τ)ξ̂i(τ)

T سازگار برآوردگر توسط

ξ̂i(τ) = Â(τ)−١
∫ τ

٠
[{Zi(t)−Êz(t)}T −Êzx(t)Êxx(t)

−١{Xi(t)−Êx(t)}T ]dM̂i(t).

Γb(s, t) کوواریانس تابع و صفر میانͽین با نرمال فرآیند ͷی به n ١
٢ (B̂(t)−B٠(t)) فرآیند پ)

به مͬ�شود. برآورد Γ̂b(s, t) = n−١∑n
i=١ η̂i(s)η̂i(t)

T برآوردگر توسط که است همͽرا

که طوری

η̂i(t)=

∫ t

٠
λ̂٠(u)

−١Êxx(u)
−١{Xi(u)−Êx(u)}dM̂i(u)−

∫ t

٠
Êxx(u)

−١Êzx(u)
Tduξ̂i(τ).

فرآیند ت)

n
١
٢{µ̂٠(t)− µ٠(t) +

١
٢ν١h

٢
∫ t

٠
ex(u)Tβ

′′

٠(u)dµ٠(u)}

توسط که است همͽرا Γu(s, t) کوواریانس تابع و صفر میانͽین با نرمال فرآیند ͷی به

β
′′

٠(t) که طوری به مͬ�شود. برآورد Γ̂u(s, t) = n−١∑n
i=١ φ̂i(s)φ̂i(t)

T سازگار برآوردگر

Ex(t;β٠(t),γ٠) حد ex(t) و ν١ =
∫
u٢K(u)du ،ν٠ =

∫
K(u)٢du ،β٠(t) دوم مشتق

همچنین است.

φ̂i(t) =

∫ t

٠

dM̂i(u)

Ŝ٠(u)
−
∫ t

٠
Êx(u)

T λ̂٠(u)dη̂i(t)−
∫ t

٠
Êz(u)

Tdµ̂٠(u)ξ̂i(τ).

داریم: نیاز زیر رابطه به قسمت این اثبات برای الف) برهان.

dN(t) = dM(t) + ϕ(t)dµ٠(t). (٣۴.٢)
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مͬ�دهیم قرار زیر تساوی در را (٣۴.٢) رابطه حال

Ψr(γ̂) = γ̂+
Â(τ)−١

n

∫ τ

٠

[{
Z(t)− Z̃(t)

}T

− Êzx(t)Êxx(t)
−١
{
X(t)− X̃(t)

}T
]
dN(t).

داشت خواهیم بنابراین

Ψr(γ̂) = γ̂ +
Â(τ)−١

n

∫ τ

٠

[{
Z(t)−Z̃(t)

}T

− Êzx(t)Êxx(t)
−١
{
X(t)−X̃(t)

}T
]
dM(t)

+
Â(τ)−١

n

∫ τ

٠

[{
Z(t)−Z̃(t)

}T

− Êzx(t)Êxx(t)
−١
{
X(t)−X̃(t)

}T
]
ϕ(t)dµ٠(t),

(٣۵.٢)

.M(t) = (M١(t), . . . ,Mn(t))
T و X̃(t) = X̄(t; β̂, γ̂) ،Z̃(t) = Z̄(t; β̂, γ̂) که

با است معادل (٣۵.٢) راست سمت دوم جمله ،(٢٢.٢) و (٢١.٢) به توجه با

n−١a(τ)−١
∫ τ

٠

[
{Z(t)− z̄(t)}T − ezx(t)exx(t)

−١ {X(t)− x̄(t)}T
]
dM(t) + op(n

− ١
٢ ).

(٣۶.٢)

مͬ�نویسیم: (β̂(t), γ̂) در را ϕ(t) تیلور بسط ابتدا اثبات، ادامه برای

ϕ(t;β٠(t),γ٠) = ϕ(t;β٠(t),γ٠)
∣∣∣
β٠(t)=β̂(t),γ٠=γ̂

+(ϕ١(t)X١(t), . . . , ϕn(t)Xn(t))
T
∣∣∣
β٠(t)=β̂(t),γ٠=γ̂

(β٠(t)− β̂(t))

+(ϕ١(t)Z١(t), . . . , ϕn(t)Zn(t))
T
∣∣∣
β٠(t)=β̂(t),γ٠=γ̂

(γ٠ − γ̂)

+Op

(
∥β̂(t)− β٠(t)∥٢

)
+Op

(
∥γ̂ − γ٢∥٠)

= ϕ̂(t;β٠(t),γ٠) + Φ̂(t)X(t)(β٠(t)−β̂(t)) + Φ̂(t)Z(t)(γ٠−γ̂)

+Φ̂(t)(X̃(t)− X̃(t))(β٠(t)−β̂(t))

+Φ̂(t)(Z̃(t)− Z̃(t))(γ٠−γ̂)

+Op

(
∥β̂(t)− β٠(t)∥٢

)
+Op

(
∥γ̂ − γ٢∥٠)

= O(١)+Φ̂(t)(X(t)−X̃(t))(β٠(t)−β̂(t))+Φ̂(t)(Z(t)−Z̃(t))(γ٠−γ̂)

+Op

(
∥β̂(t)− β٠(t)∥

)
+Op (∥γ̂ − γ٠∥)

+Op

(
∥β̂(t)− β٠(t)∥٢

)
+Op

(
∥γ̂ − γ٢∥٠)

= Φ̂(t)(X(t)−X̃(t))(β٠(t)−β̂(t)) + Φ̂(t)(Z(t)−Z̃(t))(γ٠−γ̂)
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+Op

(
∥β̂(t)− β٠(t)∥

)
+Op (∥γ̂ − γ٠∥) . (٣٧.٢)

به را (٣۵.٢) رابطه سوم جمله ،(C۶) شرط و (١٣.٢) رابطه ، (٣٧.٢) تیلور بسط از استفاده با

داریم: زیر صورت

n−١Â(τ)−١
{∫ τ

٠

[{
Z(t)− Z̃(t)

}T

− Êzx(t)Êxx(t)
−١
{
X(t)− X̃(t)

}T
]
Φ̂(t)

×
[{

X(t)− X̃(t)
}
(β٠(t)− β̂(t)) +

{
Z(t)− Z̃(t)

}
(γ٠ − γ̂)

]
dµ٠(t)

+Op

(
∥β̂(t)− β٠(t)∥

)
+Op (∥γ̂ − γ٠∥)

}
= n−١Â(τ)−١

{∫ τ

٠

{
Z(t)−Z̃(t)

}T

Φ̂(t)
{
X(t)−X̃(t)

}
︸ ︷︷ ︸

nÊzx(t)

(β٠(t)−β̂(t))dµ٠(t)

+

∫ τ

٠

{
Z(t)− Z̃(t)

}T

Φ̂(t)
{
Z(t)− Z̃(t)

}
︸ ︷︷ ︸

nÊzz(t)

(γ٠ − γ̂)dµ٠(t)

−
∫ τ

٠
Êzx(t)Êxx(t)

−١
{
X(t)−X̃(t)

}T

Φ̂(t)
{
X(t)−X̃(t)

}
︸ ︷︷ ︸

nÊxx(t)

(β٠(t)−β̂(t))dµ٠(t)

−
∫ τ

٠
Êzx(t)Êxx(t)

−١
{
X(t)−X̃(t)

}T

Φ̂(t)
{
Z(t)−Z̃(t)

}
︸ ︷︷ ︸

nÊT
zx(t)

(γ٠−γ̂)dµ٠(t)

+Op

(
∥β̂(t)− β٠(t)∥

)
+Op (∥γ̂ − γ٠∥)

}
= n−١Â(τ)−١

{
n

∫ τ

٠
Êzx(t)(β٠(t)− β̂(t))dµ٠(t) + n

∫ τ

٠
Êzz(t)(γ٠ − γ̂)dµ٠(t)

−n

∫ τ

٠
Êzx(t)(β٠(t)−β̂(t))dµ٠(t)−n

∫ τ

٠
Êzx(t)Êxx(t)

−١Êzx(t)
T(γ٠−γ̂)dµ٠(t)

+Op

(
∥β̂(t)− β٠(t)∥

)
+Op (∥γ̂ − γ٠∥)

}
= Â(τ)−١

{[∫ τ

٠
{Êzz(t)− Êzx(t)Êxx(t)

−١Êzx(t)
T}dµ٠(t)

]
(γ٠ − γ̂)

+n−١Op

(
∥β̂(t)− β٠(t)∥

)
+ n−١Op (∥γ̂ − γ٠∥)

}
= Â(τ)−١

{[∫ τ

٠
{Êzz(t)− Êzx(t)Êxx(t)

−١Êzx(t)
T}dµ٠(t)

]
(γ٠ − γ̂)

+Op(n
− ۵

۴ ) +Op(n
− ٣

٢ )

}
= Â(τ)−١

{[∫ τ

٠
{Êzz(t)− Êzx(t)Êxx(t)

−١Êzx(t)
T}dµ٠(t)

]
(γ٠ − γ̂)

+op(n
− ۵

۴+ε)

}
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= Â(τ)−١
{[∫ τ

٠
{Êzz(t)− Êzx(t)Êxx(t)

−١Êzx(t)
T}dµ٠(t)

]
(γ٠ − γ̂)

+op(n
− ١

٢ )

}
. (٣٨.٢)

طرفͬ از است. برقرار (٣٨.٢) رابطه ،ε = ٣
۴ انتخاب با

∫ τ

٠
{Êzz(t)− Êzx(t)Êxx(t)

−١Êzx(t)
T}dµ٠(t)− a(τ)

=

∫ τ

٠

{{
Êzz(t)−ezz(t)

}
−
{
Êzx(t)Êxx(t)

−١Êzx(t)
T−ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T
}}

dµ٠(t)

= op(n
− ١

۴ ) + op(n
− ١

۴ )op(n
− ١

۴ )op(n
− ١

۴ )

= op(n
− ١

۴ ). (٣٩.٢)

با است معادل (٣٨.٢) رابطه آخر تساوی ،(٣٩.٢) و (٢٢.٢) روابط از استفاده با بنابراین

Â(τ)−١
{[∫ τ

٠
Êzz(t)− Êzx(t)Êxx(t)

−١Êzx(t)
Tdµ٠(t)

]
(γ٠ − γ̂) + op(n

− ١
٢ )

}
= (a(τ)−١ + op(n

− ١
۴ ))

{[
a(τ) + op(n

− ١
۴ )

]
(γ٠ − γ̂) + op(n

− ١
٢ )

}
= (γ٠ − γ̂) + a(τ)−١op(n

− ١
۴ )(γ٠ − γ̂) + op(n

− ١
۴ )a(τ)(γ٠ − γ̂)

+ op(n
− ١

۴ )op(n
− ١

۴ )(γ٠ − γ̂) + a(τ)−١op(n
− ١

٢ ) + op(n
− ١

۴ )op(n
− ١

٢ )

= (γ٠ − γ̂) + op(n
− ٣

۴ ) + op(n
− ٣

۴ ) + op(n
−١) + op(n

− ١
٢ ) + op(n

− ٣
۴ )

= γ٠ − γ̂ + op(n
− ١

٢ ). (۴٠.٢)

داریم ،(٣۵.٢) رابطه در (۴٠.٢) و (٣۶.٢) روابط جایͽذاری با

Ψr(γ̂) = γ̂ + γ٠ − γ̂ + op(n
− ١

٢ )

+n−١a(τ)−١
∫ τ

٠

[
{Z(t)−z̄(t)}T− ezx(t)exx(t)

−١{X(t)−x̄(t)}T
]
dM(t)

+op(n
− ١

٢ )

= γ٠+n−١a(τ)−١
∫ τ

٠

[
{Z(t)−z̄(t)}T− ezx(t)exx(t)

−١{X(t)−x̄(t)}T
]
dM(t)

+op(n
− ١

٢ ) (۴١.٢)

= γ٠ +O(n−١) + op(n
− ١

٢ ).
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داریم بنابراین

∥γ̃ − γ٠∥ = Op(n
− ١

٢ ). (۴٢.٢)

قرار پ قسمت اثبات خلال در B٠(·) ضریب برای اثبات است. تمام γ پارامتر برای الف اثبات و

دارد.

اثباتب:

مͬ�نویسیم زیر صورت به را (۴١.٢) تساوی ابتدا

Ψr(γ̂) = γ٠+n−١a(τ)−١
∫ τ

٠
[{Z١(t)−ez(t)},{Z٢(t)−ez(t)},. . . , {Zn(t)−ez(t)}]

−ezx(t)exx(t)
−١ [{X١(t)− ex(t)} , {X٢(t)− ex(t)} , . . . , {Xn(t)− ex(t)}]

×(dM١(t), dM٢(t), . . . , dMn(t))
T + op(n

− ١
٢ )

= γ٠+n−١a(τ)−١
[{∫ τ

٠
{Z١(t)−ez(t)}−ezx(t)exx(t)

−١{X١(t)−ex(t)}
}
dM١(t)

+

{∫ τ

٠
{Z٢(t)− ez(t)} − ezx(t)exx(t)

−١ {X٢(t)− ex(t)}
}
dM٢(t)

+. . .+

{∫ τ

٠
{Zn(t)−ez(t)}−ezx(t)exx(t)

−١{Xn(t)−ex(t)}
}
dMn(t)

]
+op(n

− ١
٢ )

= γ٠+n−١a(τ)−١
n∑

i=١

{∫ τ

٠
{Zi(t)−ez(t)}−ezx(t)exx(t)

−١{Xi(t)−ex(t)}
}
dMi(t)

+op(n
− ١

٢ )

= γ٠ + n−١
n∑

i=١
ξi(τ) + op(n

− ١
٢ ),

آن در که

ξi(τ) = a(τ)−١
∫ τ

٠
[{Zi(t)− ez(t)}T − ezx(t)exx(t)

−١{Xi(t)− ex(t)}T ]dMi(t).

بنابراین

Ψr(γ̂) = γ٠ + n−١
n∑

i=١
ξi(τ) + op(n

− ١
٢ ).

نتیجه در

γ̃ − γ٠ = n−١
n∑

i=١
ξi(τ) + op(n

− ١
٢ ), (۴٣.٢)
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حال مͬ�شود. محسوب زمان از مستقل ضریب برای نهایͬ برآوردگر آمده، به�دست γ̃ که طوری به

مͬ�کنیم. محاسبه زیر صورت به را توزیع گشتاورهای برآوردگر، مجانبͬ توزیع آوردن به�دست برای

داریم ،(۶.١) و (۴٣.٢) روابط از استفاده با ریاضͬ امید محاسبه برای ابتدا

E(n
١
٢ (γ̃−γ٠)|Xi(t),Zi(t))

= E(n− ١
٢

n∑
i=١

ξi(τ)|Xi(t),Zi(t))=n− ١
٢

n∑
i=١

E(ξi(τ)|Xi(t),Zi(t))

=n− ١
٢

n∑
i=١

E(a(τ)−١
∫ τ

٠
{Zi(t)−ez(t)}−ezx(t)exx(t)

−١

×{Xi(t)−ex(t)}dMi(t)|Xi(t),Zi(t))

= n− ١
٢

n∑
i=١

a(τ)−١ {Zi(t)− ez(t)} − ezx(t)exx(t)
−١ {Xi(t)− ex(t)}E(

∫ τ

٠
dMi(t))

= n− ١
٢

n∑
i=١

a(τ)−١ {Zi(t)− ez(t)} − ezx(t)exx(t)
−١ {Xi(t)− ex(t)}E(Mi(τ)) = ٠.

(۴۴.٢)

مͬ�دانیم ابتدا واریانس محاسبه برای

V ar(n
١
٢ (γ̃ − γ٠)|Xi(t),Zi(t))= n−١V ar(

n∑
i=١

ξi(τ)|Xi(t),Zi(t))

= n−١
n∑

i=١
V ar(ξi(τ)|Xi(t),Zi(t))

+ ٢
n∑
i

n∑
j

Cov
(
ξi(τ)ξj(τ)|Xi(t),Zi(t),Xj(t),Zj(t)

)
, (۴۵.٢)

که طوری به

Cov(ξi(τ)ξj(τ)|Xi(t),Zi(t),Xj(t),Zj(t))

=E(ξi(τ)ξj(τ)|Xi(t),Zi(t),Xj(t),Zj(t))

−E(ξi(τ)|Xi(t),Zi(t),Xj(t),Zj(t))E(ξj(τ)|Xi(t),Zi(t),Xj(t),Zj(t)).

(۴۶.٢)
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داریم (۴۴.٢) رابطه مشابه

E(ξi(τ)|Xi(t),Zi(t),Xj(t),Zj(t)) = E(ξj(τ)|Xi(t),Zi(t),Xj(t),Zj(t)) = ٠.
(۴٧.٢)

مͬ�گیریم نظر در زیر صورت به را b و a خلاصه�سازی، برای این�جا در

a = a(τ)−١ {Zi(t)− ez(t)} − ezx(t)exx(t)
−١ {Xi(t)− ex(t)} ,

b = a(τ)−١ {Zj(t)− ez(t)} − ezx(t)exx(t)
−١ {Xj(t)− ex(t)} .

نوشت مͬ�توان (۴۴.٢) رابطه مانند بنابراین

E(ξi(τ)ξj(τ)|Xi(t),Zi(t),Xj(t),Zj(t))

= E(

∫
adMi(t)

∫
bdMj(t)|Xi(t),Zi(t),Xj(t),Zj(t))

= abE(

∫
dMi(t)

∫
dMj(t))

= abE(Mi(t)Mj(t)). (۴٨.٢)

داریم jام، و iام افراد برای پیشامدها تعداد استقلال و پیشنهادی مدل ،Mi(t) تعریف به بنا

E(Mi(t)Mj(t)) = E(Ni(t)Nj(t))

−E(Ni(t)

∫
Yj(t) exp

{
β٠(t)

TXj(t) + γT
٠Zj(t)

}
dµ٠(t))

−E(Nj(t)

∫
Yi(t) exp

{
β٠(t)

TXi(t) + γT
٠Zi(t)

}
dµ٠(t))

+E
(∫

Yi(t) exp
{
β٠(t)

TXi(t) + γT
٠Zi(t)

}
dµ٠(t)

×
∫

Yj(t) exp
{
β٠(t)

TXj(t) + γT
٠Zj(t)

}
dµ٠(t)

)
= E(Ni(t)Nj(t))− E(Ni(t))E(

∫
Yj(t)dN

∗
j (t))

−E(Nj(t))E(

∫
Yi(t)dN

∗
i (t))

−E(

∫
Yj(t)dN

∗
j (t))E(

∫
Yi(t)dN

∗
i (t)). (۴٩.٢)

گفت مͬ�توان ،Yi(t) = I(Ci ≥ t) = ١ که حالتͬ در

Ni(t) = N∗
i (t ∧ Ci) = N∗

i (t), (۵٠.٢)
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.Nj(t) = N∗
j (t) مشابه طور به و

نوشت: زیر صورت به مͬ�توان را (۴٩.٢) رابطه تساوی آخرین ،(۵٠.٢) تساوی به بنا بنابراین

E(Mi(t)Mj(t)) = E(Ni(t)Nj(t))− E(Ni(t))E(N∗
j (t))− E(Nj(t))E(N∗

i (t))

+E(N∗
i (t))E(N∗

j (t))

= Cov(Ni(t), Nj(t)).

داریم jام، و iام افراد برای رخدادها تعداد استقلال بنابر که

E(Mi(t)Mj(t)) = Cov(Ni(t), Nj(t)) = ٠. (۵١.٢)

نوشت: زیر صورت به مͬ�توان را (۴٨.٢) رابطه ،(۵١.٢) از استفاده با بنابراین

E(ξi(τ)ξj(τ)|Xi(t),Zi(t),Xj(t),Zj(t)) = ٠. (۵٢.٢)

است: بازنویسͬ قابل زیر صورت به (۴۶.٢) رابطه ،(۴٧.٢) و (۵٢.٢) روابط به توجه با نتیجه در

Cov(ξi(τ)ξj(τ)|Xi(t),Zi(t),Xj(t),Zj(t)) = ٠. (۵٣.٢)

مͬ�نویسیم: زیر صورت به را (۴۵.٢) رابطه ξiها، هم�توزیعͬ و (۵٣.٢) رابطه از استفاده با سرانجام

V ar(n
١
٢ (γ̃ − γ٠)) = n−١

n∑
i=١

V ar(ξi(τ))

= n−١
n∑

i=١
V ar(ξi(τ)) =

١
n
.n.V ar(ξi(τ))

= V ar(ξi(τ)) = E(ξi(τ)ξi(τ)
T ) = Σ. (۵۴.٢)

با نرمال تصادفͬ بردار به همͽرا توزیع در n ١
٢ (γ̃ − γ٠) چندمتغیره، مرکزی حد قضیه به توجه با

بزرگ اعداد قانون از استفاده با است. Σ = E{ξi(τ)ξi(τ)T}کوواریانس ماتریس و صفر میانͽین

است. تمام ب اثبات و Σ برای سازگار برآوردگری Σ̂ = ١
n

∑n
i=١ ξ̂i(τ)ξ̂i(τ)

T

مͬ�گیریم. نظر در ،γ̃ زمان، از مستقل پارامتر نهایͬ برآوردگر همان را γ̂ فصل، این ادامه در
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اثباتپ:

نمایش برای مͬ�شود. اثبات پ ادامه در و ارایه B٠(·) ضریب برای الف اثبات ابتدا بخش این در

برآوردگر λ̂(t)) دهیم نشان را sup٠≤t≤τ

∣∣∣λ̂٠(t)− λ٠(t)
∣∣∣ = op(n

− ١
۴ ) رابطه داریم نیاز الف برقراری

داریم ابتدا منظور، این برای است). آمده اول فصل در برآوردگر این تعریف که مͬ�باشد λ(t) هموار

λ̂٠(t)− λ٠(t) =

∫ ١
h
K

(
u− t

h

)
dN٠(u)

S٠(u;β٠,γ٠)
− λ٠(t)

+

∫ ١
h
K

(
u− t

h

)(
١

Ŝ٠(u)
− ١
S٠(u; ,β٠,γ٠)

)
dN٠(u).(۵۵.٢)

نوشت توان مͬ ،(C۴) شرط و (١۶.١) رابطه از استفاده با ،(١٣.٢) رابطه اثبات روند ∫∣∣∣∣مشابه ١
h
K

(
u− t

h

)
dN٠(u)

S٠(u;β٠,γ٠)
− λ٠(t)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ ١
h
K

(
u− t

h

)
dN٠(u)

S٠(u;β٠,γ٠)
−
∫ ١

h
K

(
u− t

h

)
dµ٠(u)

∣∣∣∣
≤ M

h

∣∣∣∣∫ dN٠(u)

S٠(u;β٠,γ٠)
−
∫

dµ٠(u)

∣∣∣∣
≤ M

h
|µ̂٠(t)− µ٠(t)| .

گرفتن نظر در با

A = sup
٠≤t≤τ

∣∣∣∣∫ ١
h
K

(
u− t

h

)
dN٠(u)

S٠(u;β٠,γ٠)
− λ٠(t)

∣∣∣∣ ≤ M

h
sup

٠≤t≤τ
|µ̂٠(t)− µ٠(t)| ,

داشت خواهیم

P

(
A

١
h
sup٠≤t≤τ |µ̂٠(t)− µ٠(t)|

≤ M

)
→ ١,

با است معادل که

A = Op

(
١
h

sup
٠≤t≤τ

|µ̂٠(t)− µ٠(t)|
)

= Op(O(n− ١
۴ )Op(n

−ε)) = Op(Op(n
− ١

۴−ε))

= Op(n
− ١

۴−ε) = op(n
− ١

۴ ). (۵۶.٢)

داریم (١٩٧٣) روزنبلات و بیͺل (٣ · ١) قضیه و (١۵.٢) از استفاده با نتیجه در

sup
٠≤t≤τ

∣∣∣∣∣
∫ ١

h
K

(
u− t

h

)(
١

Ŝ٠(u)
− ١

S٠(u; ,β٠,γ٠)

)
dN٠(u)

∣∣∣∣∣
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≤ sup
٠≤t≤τ

∣∣∣∣∣ ١
Ŝ٠(u)

− ١
S٠(u; ,β٠,γ٠)

∣∣∣∣∣ sup
٠≤t≤τ

∣∣∣∣∫ ١
h
K

(
u− t

h

)
dN٠(u)

∣∣∣∣=op(n
− ١

۴ ).

(۵٧.٢)

گرفت نتیجه مͬ�توان (۵۵.٢) رابطه همچنین و (۵٧.٢) و (۵۶.٢) روابط به توجه با بنابراین

sup
٠≤t≤τ

∣∣∣λ̂٠(t)− λ٠(t)
∣∣∣ = op(n

− ١
۴ ). (۵٨.٢)

رابطه برهان مشابه برهانͬ روند زمان، به وابسته ضریب برای الف، قسمت اثبات منظور به

و دارند ناچیزی اختلاف پایانͬ متوالͬ مرحله دو در γ برآوردهای که آن�جایͬ از داریم. (۴١.٢)

نوشت: زیر صورت به مͬ�توان را (١٧.١) رابطه هستند، کردن صرف�نظر قابل

Ψb(B̂)(t) =

∫ t

٠
β̂(u)du+

١
n

∫ t

٠
λ̂٠(u)

−١Êxx(u)
−١
{
X(u)− X̃(u)

}T

dN(u).

نظر در با و (۴٢.٢) ،(١٣.٢) ،(۵٨.٢) ،(٣۴.٢) رابطه�های ،(٣٧.٢) تیلور بسط از استفاده با

داشت خواهیم ،ε = ١
۴ گرفتن

Ψb(B̂)(t) =

∫ t

٠
β̂(u)du+

١
n

∫ t

٠
λ̂٠(u)

−١Êxx(u)
−١
{
X(u)− X̃(u)

}T

dM(u)

+
١
n

{∫ t

٠
λ̂٠(u)

−١Êxx(u)
−١
{
X(u)− X̃(u)

}T

Φ̂(u)

×
[{

X(u)−X̃(u)
}(

β٠(u)−β̂(u)
)
+
{
Z(u)−Z̃(u)

}
(γ٠−γ̂)

]
dµ٠(u)

+Op

(
∥β̂(t)− β٠(t)∥

)
+Op (∥γ̂ − γ٠∥)

}
=

∫ t

٠
β̂(u)du+

١
n

∫ t

٠
λ̂٠(u)

−١Êxx(u)
−١
{
X(u)− X̃(u)

}T

dM(u)

+
١
n

∫ t

٠
λ̂٠(u)

−١Êxx(u)
−١
{
X(u)− X̃(u)

}T

Φ̂(u)
{
X(u)− X̃(u)

}
︸ ︷︷ ︸

nÊxx(u)

×(β٠(u)− β̂(u))dµ٠(u)

+
١
n

∫ t

٠
λ̂٠(u)

−١Êxx(u)
−١
{
X(u)− X̃(u)

}T

Φ̂(u)
{
Z(u)− Z̃(u)

}
︸ ︷︷ ︸

nÊzx(u)T

× (γ٠ − γ̂) dµ٠(u) + op(n
− ۵

۴+ε)

=

∫ t

٠
β̂(u)du+

١
n

∫ t

٠
(λ٠(u)

−١ + op(n
− ١

۴ ))(exx(u)
−١ + op(n

− ١
۴ ))

×
{
{X(u)− x̄(u)}T + op(n

− ١
۴ )
}
dM(u)



۴٣ نرمال مجانبͬ توزیع و همͽرایͬ نرخ سازگاری، .١.٢

+

∫ t

٠
(λ٠(u)

−١ + op(n
− ١

۴ ))(β٠(u)− β̂(u))dµ٠(u)

−
∫ t

٠
(λ٠(u)

−١ + op(n
− ١

۴ ))(exx(u)
−١ + op(n

− ١
۴ ))

×(ezx(u)
T + op(n

− ١
۴ ))dµ٠(u)(γ̂ − γ٠) + op(n

−١)

=

∫ t

٠
β̂(u)du+

١
n

∫ t

٠
λ٠(u)

−١exx(u)
−١ {X(u)− x̄(u)}T dM(u)

+

∫ t

٠
λ٠(u)

−١(β٠(u)− β̂(u))dµ٠(u)

−
∫ t

٠
λ٠(u)

−١exx(u)
−١ezx(u)

Tdµ٠(u)(γ̂ − γ٠)

+op(n
− ۵

۴ ) + op(n
− ١

٢ ) + op(n
− ٣

۴ ) + op(n
−١).

داریم (١۴.١) رابطه از استفاده با بالا، تساوی در

Ψb(B̂)(t) =

∫ t

٠
β̂(u)du+

١
n

∫ t

٠
λ٠(u)

−١exx(u)
−١ {X(u)− x̄(u)}T dM(u)

+

∫ t

٠
β٠(u)du−

∫ t

٠
β̂(u)du

−
∫ t

٠
λ٠(u)

−١exx(u)
−١ezx(u)

Tdµ٠(u)(γ̂ − γ٠) + op(n
− ١

٢ )

= B٠(u) +
١
n

∫ t

٠
λ٠(u)

−١exx(u)
−١ {X(u)− x̄(u)}T dM(u)

+

∫ t

٠
λ٠(u)

−١exx(u)
−١ezx(u)

Tdµ٠(u)(γ̂ − γ٠) + op(n
− ١

٢ ).

نتیجه در

B̃(t)−B٠(t) = n−١
∫ t

٠
λ٠(u)

−١exx(u)
−١ {X(u)− x̄(u)}T dM(u)

−
∫ t

٠
λ٠(u)

−١exx(u)
−١ezx(u)

Tdµ٠(u)(γ̂ − γ٠) + op(n
− ١

٢ ),

تبدیل زیر صورت به (۴٣.٢) به توجه با فوق رابطه مͬ�باشد. B٠(t) نهایͬ برآوردگر ،B̃(t) که

مͬ�شود:

B̃(t)−B٠(t) = n−١
∫ t

٠
λ٠(u)

−١exx(u)
−١ {X(u)− x̄(u)}T dM(u)

−
∫ t

٠
λ٠(u)

−١exx(u)
−١ezx(u)

Tdµ٠(u)

(
n−١

n∑
i=١

ξi(τ)+op(n
− ١

٢ )

)
+op(n

− ١
٢ )
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= n−١
∫ t

٠
λ٠(u)

−١exx(u)
−١ {X(u)− x̄(u)}T dM(u)

−n−١
∫ t

٠
λ٠(u)

−١exx(u)
−١ezx(u)

Tdµ٠(u)
n∑

i=١
ξi(τ) + op(n

− ١
٢ )

= O(n−١) +O(n−١) + op(n
− ١

٢ )

= Op(n
− ١

٢ ). (۵٩.٢)

داریم است، برقرار (۵٩.٢) رابطه دلخواه t ازای به چون

sup
٠≤t≤τ

∥B̃(t)−B٠(t)∥ = Op(n
− ١

٢ ), (۶٠.٢)

است. تمام B̃(t) برای الف اثبات و

مͬ�نویسیم: زیر صورت به را (۵٩.٢) دوم تساوی اول جمله ابتدا پ، اثبات منظور به حال

n−١
∫ t

٠
λ٠(u)

−١exx(u)
−١[{X١(u)− ex(u)},{X٢(u)− ex(u)},. . . , {Xn(u)− ex(u)}]

× (dM١(t), dM٢(t), . . . , dMn(t))
T

= n−١
{∫ t

٠
λ٠(u)

−١exx(u)
−١{X١(u)− ex(u)}dM١(u)

+

∫ t

٠
λ٠(u)

−١exx(u)
−١{X٢(u)− ex(u)}dM٢(u)

+ . . .+

∫ t

٠
λ٠(u)

−١exx(u)
−١{Xn(u)− ex(u)}dMn(u)

}
.

نوشت مͬ�توان نهایت در پس

B̃(t)−B٠(t) = n−١
n∑

i=١

(∫ t

٠
λ٠(u)

−١exx(u)
−١{Xi(u)− ex(u)}dMi(u)

−
∫ t

٠
exx(u)

−١ezx(u)
Tduξi(τ)

)
+ op(n

− ١
٢ )

= n−١
n∑

i=١
ηi(t) + op(n

− ١
٢ ), (۶١.٢)

آن در که

ηi(t) =

∫ t

٠
λ٠(u)

−١exx(u)
−١{Xi(u)− ex(u)}dMi(u)−

∫ t

٠
exx(u)

−١ezx(u)
Tduξi(τ).

n
١
٢ (B̃(t) − B٠(t)) چندمتغیره، مرکزی حد قضیه از استفاده با ب، قسمت اثبات مشابه اثباتͬ با

توجه با که مͬ�شود همͽرا Γb(s, t)کوواریانس تابع و صفر میانͽین با نرمال فرآیند ͷی به توزیع در
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کوواریانس تابع برای سازگار برآوردگری Γ̂b(s, t) =
١
n

∑n
i=١ η̂i(s)η̂i(t)

T بزرگ، اعداد قانون به

است. تمام پ اثبات و است

در ،B̃(t) نهایͬ، برآوردگر برابر را ،B̂(t) اولیه، برآوردگر ادامه، در نیز زمان به وابسته ضرایب برای

مͬ�گیریم. نظر

اثباتت:

مͬ�گیریم نظر در را زیر رابطه ابتدا قسمت، این اثبات برای

µ̂٠(t)− µ٠(t) =
{
µ̂٠(t)− µ̂٠(t; β̄,γ٠)

}
+
{
µ̂٠(t; β̄,γ٠)− µ٠(t)

}
. (۶٢.٢)

داریم ،(٢٠.٢) مشابه همچنین

sup
٠≤t≤τ

∥S٠(t; β̄٠,γ٠)− s٠(t)∥ = op(n
− ١

۴ ). (۶٣.٢)

نوشت: زیر صورت به مͬ�توان را (۶٢.٢) رابطه راست سمت جمله اولین

µ̂٠(t; β̄,γ٠)− µ̂٠(t) =

∫ t

٠

dN٠(u)

S٠(u; β̄٠,γ٠)
−
∫ t

٠

dN٠(u)

Ŝ٠(u)

=

∫ t

٠

Ŝ٠(u)− S٠(u; β̄٠,γ٠)

S٠(u; β̄٠,γ٠)Ŝ٠(u)
dN٠(u)

=

∫ t

٠

١
n

∑n
i=١ ϕi(u; β̂, γ̂)− ١

n

∑n
i=١ ϕi(u; β̄٠,γ٠)

S٠(u; β̄٠,γ٠)Ŝ٠(u)
dN٠(u).

(۶۴.٢)

مͬ�نویسیم: (β̂(t), γ̂) در را ϕi(t; β̄٠,γ٠) تیلور بسط حال

ϕi(u; β̄٠,γ٠) = ϕi(u; β̄٠,γ٠)
∣∣∣
β̄٠(t)=β̂(t),γ٠=γ̂

+
(
ϕi(u; β̄٠,γ٠)Xi(u)

T , ϕi(u; β̄٠,γ٠)Zi(u)
T
) ∣∣∣

β̄٠(t)=β̂(t),γ٠=γ̂

×
(
β̄٠(t)−β̂(t),γ٠−γ̂

)T
+Op(∥β̂(t)−β̄٠(t)∥٢)+Op(∥γ̂−γ٢∥٠)

= ϕi(u; β̂, γ̂) + ϕi(u; β̂, γ̂)Xi(u)
T (β̄٠(t)− β̂(t))

+ϕi(u; β̂, γ̂)Zi(u)
T (γ٠−γ̂)+Op(∥β̂(t)−β̄٠(t)∥٢)+Op(∥γ̂ − γ٢∥٠)

= ϕi(u; β̂, γ̂)− ϕi(u; β̂, γ̂)Xi(u)
T (β̂(t)− β̄٠(t))
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−ϕi(u; β̂, γ̂)Zi(u)
T(γ̂−γ٠)+Op(∥β̂(t)−β̄٠(t)∥٢)+Op(∥γ̂−γ٢∥٠).

(۶۵.٢)

مͬ�دهیم: قرار را (۶۵.٢) رابطه ،(۶۴.٢) رابطه در ϕi(u; β̄٠,γ٠) جای به اکنون

µ̂٠(t; β̄,γ٠)− µ̂٠(t) =

∫ t

٠

١
n

∑n
i=١ ϕi(u; β̂, γ̂)− ١

n

∑n
i=١ ϕi(u; β̂, γ̂)

S٠(u; β̄٠,γ٠)Ŝ٠(u)
dN٠(u)

+

∫ t

٠

١
n

∑n
i=١ ϕ̂i(u)Xi(u)

T (β̂(u)− β̄٠(u))

S٠(u; β̄٠,γ٠)Ŝ٠(u)
dN٠(u)

+

∫ t

٠

١
n

∑n
i=١ ϕ̂i(u)Zi(u)

T (γ̂ − γ٠)

S٠(u; β̄٠,γ٠)Ŝ٠(u)
dN٠(u)

+Op(∥β̂ − β̄٢∥٠) +Op(∥γ̂ − γ٢∥٠). (۶۶.٢)

داریم ،(۶٠.٢) و (١١.٢) ،(٨.٢) رابطه به توجه با طرفͬ از

β̂(t)− β̄٠(t) = Op(h
−١∥B̂−B٠∥) = Op(n

− ٣
۴ ). (۶٧.٢)

بنویسیم: زیر صورت به مͬ�توانیم (۶٧.٢) و (۴٢.٢) از استفاده با را (۶۶.٢) رابطه نتیجه در

µ̂٠(t; β̄,γ٠)− µ̂٠(t) =

∫ t

٠

Ŝx(u)
T (β̂(u)− β̄٠(u)) + Ŝz(u)

T (γ̂ − γ٠)

S٠(u; β̄٠,γ٠)Ŝ٠(u)
dN٠(u)

+Op(n
− ٣

٢ ) +Op(n
−١)

=

∫ t

٠

Êx(u)
T (β̂(u)− β̄٠(u)) + Êz(u)

T (γ̂ − γ٠)

S٠(u; β̄٠,γ٠)
dN٠(u)

+Op(n
−١).

نوشت: زیر صورت به مͬ�توان (۶٧.٢) و (۴٢.٢) ،(٢١.٢) روابط به توجه با را فوق تساوی حال

µ̂٠(t; β̄,γ٠)− µ̂٠(t) =

∫ t

٠

(ex(u)T + op(n
− ١

۴ ))(β̂(u)− β̄٠(u))

S٠(u; β̄٠,γ٠)
dN٠(u)

+

∫ t

٠

(ez(u)T + op(n
− ١

۴ ))(γ̂ − γ٠)

S٠(u; β̄٠,γ٠)
dN٠(u)

+Op(n
−١)

=

∫ t

٠

ex(u)T (β̂(u)− β̄٠(u)) + ez(u)T (γ̂ − γ٠)

S٠(u; β̄٠,γ٠)
dN٠(u)

+Op(n
−١) + op(n

− ١
۴ )Op(n

− ٣
۴ ) + op(n

− ١
۴ )Op(n

− ١
٢ )

=

∫ t

٠

ex(u)T (β̂(u)− β̄٠(u)) + ez(u)T (γ̂ − γ٠)

S٠(u; β̄٠,γ٠)
dN٠(u)
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+Op(n
−١) + op(n

−١) + op(n
− ٣

۴ )

=

∫ t

٠
ex(u)T (β̂(u)− β̄٠(u))dµ٠(u)+

∫ t

٠
ez(u)T (γ̂ − γ٠)dµ٠(u)

+Op(n
− ٣

۴ )

=

∫ t

٠
ex(u)T (β̂(u)− β̄٠(u))dµ٠(u)+

∫ t

٠
ez(u)T (γ̂ − γ٠)dµ٠(u)

+op(n
− ٣

۴+ε)

=

∫ t

٠
ex(u)T (β̂(u)− β̄٠(u))dµ٠(u)+

∫ t

٠
ez(u)T (γ̂ − γ٠)dµ٠(u)

+op(n
− ١

٢ ). (۶٨.٢)

جمله ،(٧.٢) رابطه اول تساوی از استفاده با همچنین است. برقرار فوق رابطه ،ε = ١
۴ انتخاب با

نوشت: زیر صورت به مͬ�توان را (۶٨.٢) رابطه تساوی آخرین ∫اول t

٠
ex(u)T

[∫
h−١K

(
s− u

h

)
d{B̂(s)−B٠(s)}

]
dµ٠(u).

مͬ�آید: در زیر صورت به فوق رابطه ،(١۴.١) تساوی و انتͽرال�ها ترتیب تغییر ∫با t

٠

[∫
ex(u)Th−١K

(
s− u

h

)
λ٠(u)du

]
d{B̂(s)−B٠(s)}.

گفت مͬ�توان ،(٢٠٠۵) همͺاران و تیان (٨ · ۵) رابطه� از استفاده با نهایت ∫در t

٠
ex(u)T (β̂(u)− β̄٠(u))dµ٠(u)

=

∫ t

٠
ex(s)Tλ٠(s)d{B̂(s)−B٠(s)}+ op(n

− ١
٢ ). (۶٩.٢)

بنویسیم: زیر صورت به مͬ�توانیم را (۶٨.٢) تساوی (۶٩.٢) از استفاده با

µ̂٠(t; β̄,γ٠)− µ̂٠(t) =

∫ t

٠
ex(s)Tλ٠(s)d{B̂(s)−B٠(s)}+

∫ t

٠
ez(u)T (γ̂ − γ٠)dµ٠(u)

+ op(n
− ١

٢ ). (٧٠.٢)

را (۶٢.٢) تساوی دوم جمله حال شد. (٧٠.٢) رابطه با مساوی (۶٢.٢) رابطه اول جمله

بنویسیم: زیر صورت به مͬ�توانیم

µ̂٠(t; β̄٠,γ٠)− µ٠(t) =

∫ t

٠

dN٠(u)

S٠(u; β̄٠,γ٠)
− µ٠(t) =

١
n

n∑
i=١

∫ t

٠

dNi(u)

S٠(u; β̄٠,γ٠)
− µ٠(t).
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نوشت مͬ�توان dNi(t) = dMi(t) + ϕi(t;β٠,γ٠)dµ٠(t) رابطه به توجه با

µ̂٠(t; β̄٠,γ٠)− µ٠(t)

=
١
n

n∑
i=١

∫ t

٠

[dNi(u)− ϕi(u;β٠,γ٠)dµ٠(u)]

S٠(u; β̄٠,γ٠)
+

١
n

n∑
i=١

∫ t

٠

[ϕi(u;β٠,γ٠)dµ٠(u)]

S٠(u; β̄٠,γ٠)

−µ٠(t)

=
١
n

n∑
i=١

∫ t

٠

dMi(u)

S٠(u; β̄٠,γ٠)
+

١
n

n∑
i=١

∫ t

٠

[ϕi(u;β٠,γ٠)dµ٠(u)]

S٠(u; β̄٠,γ٠)
− µ٠(t)

=
١
n

n∑
i=١

∫ t

٠

dMi(u)

S٠(u; β̄٠,γ٠)
+

∫ t

٠

[
S٠(u;β٠,γ٠)

S٠(u; β̄٠,γ٠)
− ١
]
dµ٠(u). (٧١.٢)

آخر تساوی دوم جمله که داد نشان مͬ�توان ،(۶٧.٢) رابطه و (۶۵.٢) تیلور بسط بͺارگیری با

با است برابر (٧١.٢)

∫ t

٠

[
S٠(u;β٠,γ٠)

S٠(u; β̄٠,γ٠)
− ١
]
dµ٠(t)

=

∫ t

٠

[
S٠(u;β٠,γ٠)− S٠(u; β̄٠,γ٠)

S٠(u; β̄٠,γ٠)

]
dµ٠(t)

=

∫ t

٠

S٠(u;β٠,γ٠)− S٠(u; β̄٠,γ٠)
∣∣∣
β̄٠(u)=β٠(u)

S٠(u; β̄٠,γ٠)
dµ٠(t)

−
∫ t

٠

١
n

∑n
i=١ ϕi(u; β̄٠,γ٠)Xi(t)

T
∣∣∣
β̄٠(u)=β٠(u)

(β̄٠(u)− β٠(u))

S٠(u; β̄٠,γ٠)
dµ٠(u)

+
١
n
Op(∥β̄٠(u)− β٠(u)∥٢)

= −
∫ t

٠

Sx(u;β٠,γ٠)
T (β̄٠(u)− β٠(u))

S٠(u; β̄٠,γ٠)
dµ٠(u) + op(n

− ١
٢ ). (٧٢.٢)

معادل (٧٢.٢) آخر تساوی ،١.۵.١ قضیه و (۶٧.٢) ،(۶٣.٢) ،(١۴.٢) روابط به توجه با نتیجه در

با است

−
∫ t

٠

Sx(u;β٠,γ٠)
T (β̄٠(u)− β٠(u))

S٠(u; β̄٠,γ٠)
dµ٠(u) + op(n

− ١
٢ )

= −
∫ t

٠

(
١

s٠(u)
+ op(n

− ١
۴ )

)
(sx(u)T + op(n

− ١
۴ ))(β̄٠(u)− β٠(u))dµ٠(u)

+op(n
− ١

٢ )

= −
∫ t

٠

(sx(u)T
s٠(u)

+ op(n
− ١

۴ ) + op(n
− ١

۴ ) + op(n
− ١

٢ )

)
(β̄٠(u)− β٠(u))dµ٠(u)

+op(n
− ١

٢ )
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= −
∫ t

٠

sx(u)T (β̄٠(u)− β٠(u))

s٠(u)
dµ٠(u) + op(n

− ١
۴ )O(n− ١

٢ ) + op(n
− ١

٢ )

= −
∫ t

٠
ex(u)T (β̄٠(u)− β٠(u))dµ٠(u) + op(n

− ١
٢ )

= −
∫ t

٠
ex(u)T

[∫
h−١K

(
s− u

h

)
dB٠(s)−β٠(u)

]
dµ٠(u)+op(n

− ١
٢ ). (٧٣.٢)

زیر تساوی و (C۴) شرط ، s−u
h

= v متغیر تغییر با

β٠(u) = β٠(u)

∫
K(v)dv =

∫
β٠(u)K(v)dv,

مͬ�شود: حاصل زیر صورت به (٧٣.٢) معادله

−
∫ t

٠

Sx(u;β٠,γ٠)
T (β̄٠(u)− β٠(u))

S٠(u; β̄٠,γ٠)
dµ٠(u) + op(n

− ١
٢ )

= −
∫ t

٠
ex(u)T

[∫
K(v)β٠(vh+ u)dv−

∫
β٠(u)K(v)dv

]
dµ٠(u)+op(n

− ١
٢ ).

(٧۴.٢)

مͬ�شود: تبدیل زیر صورت به (٧۴.٢) رابطه ،(٣.٢) تساوی از استفاده با حال

−
∫ t

٠

Sx(u;β٠,γ٠)
T (β̄٠(u)− β٠(u))

S٠(u; β̄٠,γ٠)
dµ٠(u) + op(n

− ١
٢ )

= −
∫ t

٠
ex(u)T

[∫
K(v)(β٠(u)+hvβ

′

٠(u)+
h٢v٢

٢ β
′′

٠(u)+O(١)−β٠(u))dv

]
dµ٠(u)

+op(n
− ١

٢ )

= −h

∫ t

٠
ex(u)Tβ

′

٠(u)

[∫
vK(v)dv

]
dµ٠(u)

−h٢

٢

∫
ex(u)Tβ

′′

٠(u)

[∫
v٢K(v)dv

]
dµ٠(u)

+O(١)
∫ t

٠
ex(u)T

[∫
K(v)dv

]
dµ٠(u) + op(n

− ١
٢ )

= −h

∫ t

٠
ex(u)Tβ

′

٠(u)

[∫
vK(v)dv

]
dµ٠(u)

−h٢

٢

∫
ex(u)Tβ

′′

٠(u)

[∫
v٢K(v)dv

]
dµ٠(u)

+O(١) + op(n
− ١

٢ ).

داریم: را زیر تساوی نتیجه در و است صفر برابر
∫
vK(v)dv ، (C۴) شرط به توجه با

−
∫ t

٠

Sx(u;β٠,γ٠)
T (β̄٠(u)− β٠(u))

S٠(u; β̄٠,γ٠)
dµ٠(u) + op(n

− ١
٢ )
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= −h٢

٢

∫
ex(u)Tβ

′′

٠(u)

[∫
v٢K(v)dv

]
dµ٠(u) + op(n

− ١
٢ )

= −١
٢ν١h

٢
∫ t

٠
ex(u)Tβ

′′

٠(u)dµ٠(u) + op(n
− ١

٢ ). (٧۵.٢)

داریم (٧٢.٢) در (٧۵.٢) جایͽذاری با ∫بنابراین t

٠

[
S٠(u;β٠,γ٠)

S٠(u; β̄٠,γ٠)
− ١
]
dµ٠(t) = −١

٢ν١h
٢
∫ t

٠
ex(u)Tβ

′′

٠(u)dµ٠(u) + op(n
− ١

٢ ).

(٧۶.٢)

مͬ�رسیم: زیر رابطه به (٧١.٢) در (٧۶.٢) بͺاربردن با نتیجه در

µ̂٠(t; β̄٠,γ٠)− µ٠(t)

=
١
n

n∑
i=١

∫ t

٠

dMi(u)

S٠(u; β̄٠,γ٠)
− ١

٢ν١h
٢
∫ t

٠
ex(u)Tβ

′′

٠(u)dµ٠(u) + op(n
− ١

٢ ).

(٧٧.٢)

داریم (۶٢.٢) رابطه در (٧٧.٢) و (٧٠.٢) جایͽذاری با و (۶٣.٢) از استفاده با نهایت در

µ̂٠(t)− µ٠(t) =
{
µ̂٠(t)− µ̂٠(t; β̄,γ٠)

}
+
{
µ̂٠(t; β̄,γ٠)− µ٠(t)

}
=

١
n

n∑
i=١

∫ t

٠

dMi(u)

S٠(u; β̄٠,γ٠)
− ١

٢ν١h
٢
∫ t

٠
ex(u)Tβ

′′

٠(u)dµ٠(u) + op(n
− ١

٢ )

−
∫ t

٠
ex(u)Tλ٠(u)d

{
B̂(u)−B٠(u)

}
−
∫ t

٠
ez(u)T (γ̂ − γ٠)dµ٠(u)

+op(n
− ١

٢ )

=
١
n

n∑
i=١

∫ t

٠

((
١

s٠(u)
+ op(n

− ١
۴ )

)
dMi(u)

)
−١

٢ν١h
٢
∫ t

٠
ex(u)Tβ

′′

٠(u)dµ٠(u)

−
∫ t

٠
ex(u)Tλ٠(u)d

{
B̂(u)−B٠(u)

}
−
∫ t

٠
ez(u)Tdµ٠(u)(γ̂ − γ٠)

+op(n
− ١

٢ ). (٧٨.٢)

داریم (٧٨.٢) در (۴٣.٢) و (۶١.٢) دادن قرار با

µ̂٠(t)− µ٠(t) =
١
n

n∑
i=١

∫ t

٠

dMi(u)

s٠(u)
+ op(n

− ۵
۴ )− ١

٢ν١h
٢
∫ t

٠
ex(u)Tβ

′′

٠(u)dµ٠(u)

−١
n

n∑
i=١

∫ t

٠
ex(u)Tλ٠(u)dηi(t) + op(n

− ١
٢ )
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−١
n

n∑
i=١

∫ t

٠
ez(u)Tdµ٠(u)ξi(τ) + op(n

− ١
٢ )

+op(n
− ١

٢ ).

نتیجه در

n
١
٢

{
µ̂٠(t)− µ٠(t) +

١
٢ν١h

٢
∫ t

٠
ex(u)Tβ

′′

٠(u)dµ٠(u)

}
= n− ١

٢

n∑
i=١

∫ t

٠

dMi(u)

s٠(u)
− n− ١

٢

n∑
i=١

∫ t

٠
ex(u)Tλ٠(u)dηi(t)

−n− ١
٢

n∑
i=١

∫ t

٠
ez(u)Tdµ٠(u)ξi(τ) + op(١). (٧٩.٢)

مͬ�دهیم قرار

φi(t) =

∫ t

٠

dMi(u)

s٠(u)
−
∫ t

٠
ex(u)Tλ٠(u)dηi(t)−

∫ t

٠
ez(u)Tdµ٠(u)ξi(τ).

بنابراین

n
١
٢

{
µ̂٠(t)− µ٠(t) +

١
٢ν١h

٢
∫ t

٠
ex(u)Tβ

′′

٠(u)dµ٠(u)

}
= n− ١

٢

n∑
i=١

φi(t) + op(١).

n
١
٢

{
µ̂٠(t)− µ٠(t) +

١
٢ν١h

٢ ∫ t

٠ ex(u)Tβ
′′

٠(u)dµ٠(u)
}
مرکزی، حد قضیه از استفاده با نهایت در

قانون از استفاده با که است همͽرا Γu(s, t)کوواریانس تابع و صفر میانͽین با نرمال فرآیند ͷی به

است. کوواریانس تابع برای سازگار برآوردگری Γ̂u(s, t) =
١
n

∑n
i=١ φ̂i(s)φ̂i(t) بزرگ، اعداد

آن اریبͬ و است µ٠(·) برای اریب برآوردگری µ̂٠(·) ،٢.١.٢ قضیه ت قسمت به توجه با .١ نتیجه

با است برابر

bµ٠(t) =
١
٢ν١h

٢
∫ t

٠
ex(u)Tβ

′′

٠(u)dµ٠(u).

با مͬ�باشد. مهم ما نظر مورد بحث در ،µ٠(·) میانͽین تابع برای سازگار برآوردگری داشتن

که آن�جا از اما است، µ٠(·) برای اریب برآوردگری µ̂٠(·) برآوردگر اگرچه ،١ مهم نتیجه به توجه

نمونه، حجم افزایش با ،(C١) شرط همچنین و ex(·) و ν١ تعاریف به توجه با و ،h = O(n−α)

µ٠(·) برای سازگار برآوردگری µ̂٠(·) گرفت نتیجه مͬ�توان بنابراین مͬ�کند. میل صفر به اریبͬ این

مͬ�باشد.
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رگرسیونͬ ضرایب زمان به ͬͽوابست آزمون ٢.٢

ͷکدامی و زمان به وابسته رگرسیونͬ اثرات کدام دهیم تشخیص که است مهم بسیار عمل، در

برای معقول�تر و مناسب�تر مدل ͷی به مͬ�توان دسته�بندی، این�گونه با هستند. زمان از مستقل

مدل(١.۴) در را β٠(t) ضریب بودن زمان به وابسته منظور، این برای یافت. دست داده�ها تحلیل

که طوری� به کنیم آزمون را H٠ : β٠j(t) ≡ β٠j فرضیه مͬ�توانیم بنابراین مͬ�دهیم. قرار آزمون مورد

مͬ�کنیم تعریف است. تبیینͬ متغیر jامین رگرسیونͬ ضریب ،β٠j(t)

V (t) = B٠j(t)−B٠j(τ)t/τ,

و

V̂ (t) = B̂j(t)− B̂j(τ)t/τ,

،H٠ فرضیه تحت هستند. B̂(t) و B٠(t) عضوهای jامین ترتیب به B̂j(t) و B٠j(t) آن�ها در که

داریم

V (t) =

∫ t

٠
β٠j(u)du− t

τ

∫ τ

٠
β٠j(u)du

= β٠j(t− ٠)− t

τ
β٠j(τ − ٠)

= tβ٠j − tβ٠j = ٠.

بنابراین مͬ�شود. صفر V (t) ،H٠ فرضیه تحت ،V̂ (t) و V (t) صورت به توابعͬ انتخاب با پس

که است آن از حاکͬ باشد، ͷنزدی صفر، یعنͬ ،V (t) تابع به V̂ (t) تابع فرضیه، این تحت اگر

برازش نیͺویͬ برای که آزمون�هایͬ از مͬ�توان رو، این از است. زمان از مستقل ،β̂(t) عضو jامین

آزمون� آماره از: عبارتند کرد، معرفͬ مͬ�توان که آزمونͬ آماره دو برد. بهره مͬ�روند، به�کار توزیع�ها

.(١٩٨۶ (استفنز، میسز٢ کرامر-ون آزمون آماره و (١٣٨٧ (بهبودیان، کلموگروف-اسمیرنوف١

صورت به F (x) تجمعͬ توزیع تابع برای کلموگروف-اسمیرنوف آزمون آماره

D = sup
x

|Fn(x)− F (x)|,

١Kolmogorov-Smirnov
٢Cramer-von Mises
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میسز کرامر-ون آزمون آماره مͬ�باشد. مشاهده n برای تجربͬ توزیع تابع ،Fn(x) که طوری به است

صورت به نیز

w٢ =

∫ ∞

−∞
[Fn(x)− F (x)]٢dF (x),

V̂ (t) و V (t) آن�جایͬ�که از و شده�اند ساخته توزیع توابع مقایسه برای آزمون دو این شود. تعریفمͬ

از استفاده با بنابراین کنیم. استفاده آزمون دو این مشابه رهیافتͬ از بایستͬ نمͬ�باشند، توزیع توابع

F٢ میسز کرامر-ون نوع از و F١ کلموگروف-اسمیرنوف نوع از آزمونͬ آماره ،n ١
٢ (V̂ (t)− V (t))

مͬ�سازیم: زیر صورت به H٠ فرضیه تحت را

F١ = sup
٠≤t≤τ

|n
١
٢ V̂ (t)|,

F٢ =

∫ τ

٠
nV̂ (t)٢dt.

گفت مͬ�توان ،٢.١.٢ قضیه پ قسمت به توجه با

n
١
٢{V̂ (t)− V (t)} = n

١
٢{B̂j(t)− B̂j(τ)

t

τ
−
(
B٠j(t)−B٠j(τ)

t

τ

)
}

= n
١
٢{B̂j(t)−B٠j(t)−

(
B̂j(τ)

t

τ
−B٠j(τ)

t

τ

)
}

= n− ١
٢

n∑
i=١

ηij(t)− n− ١
٢

n∑
i=١

ηij(τ)
t

τ
,

است: زیر صفر میانͽین با نرمال فرآیند با معادل نتیجه در که

Ŵ (t) = n− ١
٢

n∑
i=١

{η̂ij(t)− η̂ij(τ)
t

τ
},

آن از استفاده و پیچیده Ŵ (t) کوواریانس تابع ساختار است. η̂i عضو jامین ،η̂ij(t) آن در که

که دادند نشان (٢٠٠٠) همͺاران و لین منظور، بدین .(٢٠١١ همͺاران، و (سان مͬ�باشد مشͺل

شود: برآورد زیر صفر میانͽین با نرمال فرآیند با مͬ�تواند ،Ŵ (t) فرآیند توزیع

W̃ (t) = n− ١
٢

n∑
i=١

{η̂ij(t)− η̂ij(τ)
t

τ
}Gi,

و F١ توزیع�های بنابراین مͬ�باشند. مستقل استاندارد نرمال متغیرهای (G١, . . . , Gn) که طوری به

مͬ�شوند. زده تقریب F̃٢ =
∫ τ

٠ W̃ (t)٢dt و F̃١ = sup٠≤t≤τ |W̃ (t)| با ترتیب به ،F٢

کرد. بررسͬ را ضرایب بودن زمان به وابسته مͬ�توان p-مقدار، مبنای بر



٣ فصل

برآوردگرها عملͺرد ارزیابͬ

اول فصل در ارایه�شده برآوردگرهای عملͺرد جامع، شبیه�سازی مطالعه ͷی اجرای با فصل این در

مدل�هایͬ با را شبیه�سازی�ها مثال، دو این در کردیم. بررسͬ مثال، دو قالب در کوچ�ͷنمونه، در را

در پایان�نامه، این در را شبیه�سازی�ها تمام کردیم. اجرا (٢٠١١) همͺاران و سان مدل�های مشابه

دادیم. انجام (٢٠١٣) R-3.0.1 افزار نرم محیط

شبیه�سازی مطالعه ١.٣

مͬ�پردازیم. کدام هر توضیح به ادامه در که گرفتیم نظر در مختلفرا مدل دو شبیه�سازی، مطالعه برای

اول مثال ١.١.٣

حاشیه�ای نرخ مدل با پواسن فرآیند ͷی از رخداد زمان�های ،i = ١, . . . , n ازای به مثال، این در

E{dN∗
i (t)|Xi(t), Zi(t)} = exp{−٠٫ ۵+٠٫ ۵ cos(٢t−١٫ ٧۵)Xi(t)+٠٫ ۵Zi(t)}dt, (١.٣)

توزیع از Ci سانسور زمان�های .Zi ∼ ber(٠٫ ۵) و Xi ∼ N(٠, ١) که طوری به شدند، تولید

برای داریم. افراد برای را بازگشتͬ پیشامد ٣ تقریبا متوسط طور به و شدند تولید U(٢, یͺنواخت(۵

چندین از استفاده با و گرفتیم نظر در را (n = ۵٠, ١٠٠, ٢٠٠) نمونه حجم سه شبیه�سازی، انجام

شبیه�سازی نتایج ترتیب به ٢.٣ و ١.٣ جداول کردیم. بررسͬ را متفاوتͬ همواری�های نوار، پهنای

از مستقل رگرسیونͬ پارامتر برآورد و ،B(·) زمان، به وابسته تجمعͬ رگرسیونͬ ضریب برآورد برای



۵۵ شبیه�سازی مطالعه .١.٣

(زمان τ = ۴٫ ۵ گرفتن نظر در با و اپانچنیͺوف و نرمال هسته دو ازای به (١.٣) مدل در ،γ زمان،

مͬ�دهند. نشان را پایانͬ)

برای را خطاها٢ دوم توان جمع�بسته میانͽین و دوم١ توان جمع�بسته اریبͬ مقادیر ،١.٣ جدول

نشان اپانچنیͺوف و نرمال هسته دو با (١.٣) مدل در B٠(·) تجمعͬ رگرسیونͬ ضریب برآورد

صورت�های به مقدار دو این مͬ�دهد.

ISB =

∫ t

٠
(E(B̂(s))−B٠(s))

٢ds,

و

MISE = E(

∫ t

٠
(B̂(s)−B٠(s))

٢)ds,

بسیار پیشنهادی برآوردگر که مͬ�دهند نشان ،MISE و ISB ͷکوچ مقادیر مͬ�شوند. محاسبه

همچنین مͬ�دهد. ارایه تجمعͬ رگرسیونͬ ضریب از نااریب برآوردی تقریبا و مͬ�کند عمل خوب

اریبͬ شامل ،٢.٣ جدول است. شده هم بهتر پیشنهادی برآوردگر عملͺرد نمونه حجم افزایش با

استاندارد خطاهای نمونه�ای میانͽین واقعͬ)، مقدار منهای γ̂ برآوردهای نمونه�ای (میانͽین (Bias)

٩۵ سطح با تجربͬ پوشش نرخ و (SSE) γ̂ نمونه�ای استاندارد خطای ،(SEE) γ̂ شده برآورد

شده�اند. محاسبه شبیه�سازی�شده داده مجموعه ۵٠٠ مبنای بر که مͬ�باشد (CP ) γ٠ برای درصد

نمونه حجم افزایش با تجربͬ پوشش نرخ مقادیر هستند. برآوردگر نااریبͬ از حاکͬ اریبͬ مقادیر

نتایج این که شده کمتر برآوردگر خطای همچنین شده�اند. نزدی�ͷتر ٠٫ ٩۵ مقدار به ٢٠٠ تا ۵٠ از

مربوط نتایج مقایسه با مͬ�باشد. سازگاری) و مجانبͬ (نرمال برآوردگر مجانبͬ ویژگͬ�های بر تاییدی

روش که مͬ�شود مشاهده است. یͺسان تقریبا آن�ها عملͺرد که گرفت نتیجه مͬ�توان هسته، دو به

بسیار متفاوت پهناهای با نوارهایͬ همچنین و متفاوت نمونه حجم�های ازای به پیشنهادشده برآورد

است. کرده عمل خوب

١Integrated Squared Bias
٢Mean Integrated Squared Error
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مدل در B̂(·) زمان به وابسته تجمعͬ رگرسیونͬ ضریب برآورد برای شبیه�سازی نتایج :١.٣ جدول
اپانچنیͺوف و نرمال هسته دو با (١.٣)

اپانچنیͺوف هسته نرمال هسته
n h ISB MISE ISB MISE

۵٠ ٠٫ ۴ ٠٫ ٠٠١١ ٠٫ ٢۶٣٧ ٠٫ ٠٠٠۵ ٠٫ ٢۴٠٨
٠٫ ۵ ٠٫ ٠٠١۵ ٠٫ ٢۴۴۶ ٠٫ ٠٠١۶ ٠٫ ٢١٩٨
٠٫ ۶ ٠٫ ٠٠٣٢ ٠٫ ٢۵۵۴ ٠٫ ٠٠٣٨ ٠٫ ٢٠۶٢
٠٫ ٧ ٠٫ ٠٠٣١ ٠٫ ٢٢٩٢ ٠٫ ٠٠۶٢ ٠٫ ٢۵٣٨

١٠٠ ٠٫ ۴ ٠٫ ٠٠٠٣ ٠٫ ١٠٨۴ ٠٫ ٠٠٠۶ ٠٫ ١٠٩٢
٠٫ ۵ ٠٫ ٠٠١٠ ٠٫ ٠٩۶۵ ٠٫ ٠٠١٨ ٠٫ ١٢٧۵
٠٫ ۶ ٠٫ ٠٠١٣ ٠٫ ١٠١٩ ٠٫ ٠٠٣١ ٠٫ ١١۵۶
٠٫ ٧ ٠٫ ٠٠٢٧ ٠٫ ٠٩٩٨ ٠٫ ٠٠۵٨ ٠٫ ١١۴٢

٢٠٠ ٠٫ ۴ ٠٫ ٠٠١۶ ٠٫ ٠۵٨٩ ٠٫ ٠٠٠٩ ٠٫ ٠۵٠٩
٠٫ ۵ ٠٫ ٠٠٠٨ ٠٫ ٠۵٠۵ ٠٫ ٠٠١۵ ٠٫ ٠۴٩۶
٠٫ ۶ ٠٫ ٠٠٢٧ ٠٫ ٠۵٢٩ ٠٫ ٠٠٣٠ ٠٫ ٠۵۴۶
٠٫ ٧ ٠٫ ٠٠٢۶ ٠٫ ٠۴٩٣ ٠٫ ٠٠۵۵ ٠٫ ٠۵۵٩
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برآوردها مجانبͬ، استاندارد خطاهای و ،B̂(t) ،B٠(t) برآوردگر نقطه�ای عملͺرد بررسͬ برای

،k = ١, . . . , ١٠٠ ،tk = ٠٫ ٠۵ + ٠٫ ٠۴k نقطه� ١٠٠ در B̂(t) برای را تجربͬ پوشش نرخ�های و

n = ١٠٠, ٢٠٠ نمونه حجم دو برای تجربͬ پوشش نرخ�های و برآوردها نمودارهای کردیم. محاسبه

به نرمال هسته از استفاده با و ٣.٣ و ١.٣ شͺل�های در ترتیب به اپانچنیͺوف هسته از استفاده با

(آ) نمودارهای در ،٢.٣ و ١.٣ شͺل�های� در شده�اند. داده نمایش ۴.٣ و ٢.٣ شͺل�های در ترتیب

نظر در h = ٠٫ ۴ و n = ٢٠٠ (ب) نمودارهای در و ،h = ٠٫ ۴ نوار پهنای و n = ١٠٠ نمونه حجم

B٠(t) =
∫ t

٠ ٠٫ ۵ cos(٢s− واقعͬ تجمعͬ رگرسیونͬ تابع نشان�دهنده توپر، منحنͬ شده�اند. گرفته

شͺل��ها، این به توجه با است. تͺرار ۵٠٠ در B̂(t) برآوردهای میانͽین خط�چین، منحنͬ و ١٫ ٧۵)ds

سازگاری از حاکͬ که مͬ�شوند نزدی�ͷتر واقعͬ نمودار به برآورد نمودارهای نمونه، حجم افزایش با

به مرزها در نرمال هسته که مͬ�شود دیده هسته، دو از حاصل برآوردهای مقایسه با است. برآوردگر

اپانچنیͺوف هسته به نسبت بیشتری اریبͬ نواحͬ این در و نمͬ�کند عمل اپانچنیͺوف هسته خوبͬ

نوار پهنای و n = ١٠٠ نمونه حجم برای (آ) نمودارهای نیز ۴.٣ و ٣.٣ شͺل�های در دارد.
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(ب)

نوار پهنای با اپانچنیͺوف هسته با (١.٣) مدل در تجمعͬ رگرسیونͬ ضرایب نمودار :١.٣ شͺل
n = ٢٠٠ برای ب) n = ١٠٠ برای آ) :h = ٠٫ ۴
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(آ)
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(ب)

:h = ٠٫ ۴ نوار پهنای با نرمال هسته با (١.٣) مدل در تجمعͬ رگرسیونͬ ضرایب نمودار :٢.٣ شͺل
n = ٢٠٠ برای ب) n = ١٠٠ برای آ)

مقادیر شͺل�ها، به توجه با شده�اند. رسم h = ٠٫ ۴ و n = ٢٠٠ برای (ب) نمودارهای و h = ٠٫ ۴

همچنین هستند. ͷنزدی ٠٫ ٩۵ اسمͬ مقدار به و شده�اند واقع اطمینان نوار در تجربͬ پوشش نرخ

که مͬ�دهند ارایه ٠٫ ٩۵ سطح در B̂(t)تغییرات از خوبͬ بسیار توصیف مجانبͬ استاندارد خطاهای

اپانچنیͺوف هسته از حاصل نتایج مقایسه با باشد. اعتماد قابل مͬ�تواند برآورد روش مͬ�دهند، نشان

اطمینان نوار در نرمال هسته به نسبت اپانچنیͺوف هسته از استفاده با بیشتری نقاط نرمال، هسته و

گرفته�اند. قرار

بررسͬ برای مͬ�باشند. نرمال B̂(·) و γ̂ برآوردگرهای مجانبͬ توزیع مرکزی، حد قضیه به توجه با

با را آن�ها استانداردشده مقادیر چندک-چندک٣ و چͽالͬ نمودارهای برآوردگرها، این بودن نرمال

شͺل کردیم. رسم نرمال و اپانچنیͺوف هسته دو و ٠٫ ۴ نوار پهنای ،٢٠٠ نمونه حجم از استفاده

زمانͬ نقطه ۴ در را شده استاندارد زمان به وابسته تجمعͬ رگرسیونͬ ضریب چͽالͬ�های ،۵.٣

تͺرار ۵٠٠ از حاصل چͽالͬ�های ترتیب به د، و ج ب، الف، نمودارهای مͬ�دهد. نشان متفاوت
٣quantile-quantile
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اپانچنیͺوف هسته با (١.٣) مدل در تجمعͬ رگرسیونͬ ضرایب برآورد برای پوشش نرخ :٣.٣ شͺل
n = ٢٠٠ برای ب) n = ١٠٠ برای آ) :h = ٠٫ ۴ نوار پهنای با
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با نرمال هسته با (١.٣) مدل در تجمعͬ رگرسیونͬ ضرایب برآورد برای پوشش نرخ :۴.٣ شͺل
n = ٢٠٠ برای ب) n = ١٠٠ برای آ) :h = ٠٫ ۴ نوار پهنای
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این در مͬ�باشند. اپانچنیͺوف هسته از استفاده با ١٠٠ و ٨٠ ،۴٠ ،٨ زمان�های در ،B̂(t) برآورد

توزیع�های شده، رسم منحنͬ�های به توجه با و است استاندارد نرمال چͽالͬ خط�چین، نمودار شͺل

نرمال که مͬ�باشند ͷنزدی خیلͬ استاندارد نرمال توزیع به B̂(t) و γ̂ استانداردشده برآوردگرهای

شͺل چندک-چندک، نمودارهای در نتیجه این مͬ�دهد. نشان را برآوردگرها توزیع بودن مجانبͬ

در که است برقرار مشابهͬ نتیجه نیز γ̂ استانداردشده برآوردگر برای مͬ�باشد. مشهود نیز ،٧.٣
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اپانچنیͺوف هسته با استانداردشده تجمعͬ رگرسیونͬ ضرایب برآورد چͽالͬ نمودارهای :۵.٣ شͺل
صدم د) هشتادم ج) چهلم ب) هشتم آ) زمان�های: در (١.٣) مدل در

در که یافتیم دست مشابهͬ نتایج به نرمال هسته از استفاده با است. شده� داده نشان ۶.٣ شͺل

شده�اند. گزارش ١٠.٣ تا ٨.٣ شͺل�های

دوم مثال ٢.١.٣

زمان به وابسته پارامترهای تعداد که مͬ�کنیم بررسͬ حالتͬ در را پیشنهادی مدل عملͺرد اکنون

در را زیر مدل منظور، این برای است. غیرسینوسͬ و سینوسͬ شͺل�های از ترکیبͬ و یافته افزایش
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گرفتیم: نظر

E{dN∗
i (t)|Xi(t), Zi} = exp{−٠٫ ۵ + ٠٫ ۵ cos(٢t− ١٫ ٧۵)Xi١(t)

+٠٫ ٧(
√
t− ١)Xi٢(t) + ٠٫ ۵Zi(t)}dt. (٢.٣)

مانند را متغیرها سایر و کردیم تولید استاندارد نرمال توزیع از را X٢ و X١ متغیرهای مدل، این در

معروف هسته دو از استفاده اریبͬ، مقادیر و ٣.٣ جدول به توجه با گرفتیم. نظر در اول مثال

مدل قدرت که کرده�اند ایجاد زمان از مستقل پارامتر برای نااریب برآوردهایͬ اپانچنیͺوف، و نرمال

وابسته متغیر ͷی از بیش که هنͽامͬ زمان از مستقل پارامتر برآورد برای را معرفͬ�شده نیمه�پارامتری

که شده کوچ�ͷتر خطاها نمونه، حجم افزایش با پارامتر، این برای مͬ�دهد. نشان داریم، زمان به

٠٫ ٩۵ اسمͬ مقدار به تجربͬ پوشش نرخ مقادیر همچنین مͬ�باشد. برآوردگر سازگاری بر تاییدی

و ISB ͷکوچ مقادیر مͬ�دهد. نشان را γ̂ برآوردگر بودن مجانبͬ نرمال که مͬ�شوند نزدی�ͷتر

در برآورد روش بودن کارآمد از حاکͬ ،۴.٣ جدول در زمان به وابسته متغیر دو هر برای MISE

است ممͺن واقعیت در زیرا است، برخوردار بسزایͬ اهمیت از نتیجه این است. پیشنهادی مدل

بالایͬ کارایͬ از عمل در مدل این بنابراین و باشند متغیر ͷی از بیش زمان به وابسته متغیرهای

دو هر برای را خطا شدن ͷکوچ نمونه، حجم افزایش نیز، برآوردگر این برای است. برخوردار

را برآوردگر سازگاری که دارد پͬ در نرمال و اپانچنیͺوف هسته دو ازای به زمان به وابسته پارامتر

با را تجمعͬ رگرسیونͬ ضرایب برآورد نمودار هم مثال این برای اول، مثال مشابه مͬ�دهد. نشان
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(ب)

با (١.٣) مدل در استانداردشده زمان از مستقل رگرسیونͬ ضریب به متعلق نمودارهای :۶.٣ شͺل
چندک-چندک نمودار ب) چͽالͬ نمودار آ) اپانچنیͺوف: هسته
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در اپانچنیͺوف هسته با تجمعͬ رگرسیونͬ ضرایب برآورد چندک-چندک نمودارهای :٧.٣ شͺل
صدم د) هشتادم ج) چهلم ب) هشتم آ) زمان�های: در (١.٣) مدل
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در نرمال هسته با استانداردشده تجمعͬ رگرسیونͬ ضرایب برآورد چͽالͬ نمودارهای :٨.٣ شͺل
صدم د) هشتادم ج) چهلم ب) هشتم آ) زمان�های: در (١.٣) مدل
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با (١.٣) مدل در استانداردشده زمان از مستقل رگرسیونͬ ضریب به متعلق نمودارهای :٩.٣ شͺل
چندک-چندک نمودار ب) چͽالͬ نمودار آ) نرمال: هسته
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مدل در نرمال هسته با تجمعͬ رگرسیونͬ ضرایب برآورد چندک-چندک نمودارهای :١٠.٣ شͺل
صدم د) هشتادم ج) چهلم ب) هشتم آ) زمان�های: در (١.٣)

از بیش با مدلͬ در کردیم. رسم h = ٠٫ ۴ نوار پهنای و نرمال و اپانچنیͺوف هسته دو از استفاده

است گونه�ای به اریبͬ مقادیر این هم باز اما دارند بیشتری اریبͬ برآوردها زمان، به وابسته متغیر ͷی

١٢.٣ شͺل�های همچنین و ١٣.٣ و ١١.٣ شͺل�های مقایسه با کرد. چشم�پوشͬ آن�ها از مͬ�توان که

برآوردهای و مͬ�کند عمل بهتر اپانچنیͺوف هسته هم حالت این در که مͬ�شود مشاهده ،١۴.٣ و

هستند. نزدی�ͷتر واقعͬ منحنͬ به آن از حاصل
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(٢.٣) مدل در B٠١(t) =
∫ τ

٠ ٠٫ ۵ cos(٢t−١٫ ٧۵)dt رگرسیونͬ ضریب برآورد نمودار :١١.٣ شͺل
n = ٢٠٠ برای ب) n = ١٠٠ برای آ) اپانچنیͺوف: هسته با
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با (٢.٣) مدل در B٠٢(t) =
∫ τ

٠ ٠٫ ٧(
√
t − ١)dt رگرسیونͬ ضریب برآورد نمودار :١٢.٣ شͺل

n = ٢٠٠ برای ب) n = ١٠٠ برای آ) اپانچنیͺوف: هسته
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(٢.٣) مدل در B٠١(t) =
∫ τ

٠ ٠٫ ۵ cos(٢t−١٫ ٧۵)dt رگرسیونͬ ضریب برآورد نمودار :١٣.٣ شͺل
n = ٢٠٠ برای ب) n = ١٠٠ برای آ) نرمال: هسته با
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با (٢.٣) مدل در B٠٢(t) =
∫ τ

٠ ٠٫ ٧(
√
t − ١)dt رگرسیونͬ ضریب برآورد نمودار :١۴.٣ شͺل

n = ٢٠٠ برای ب) n = ١٠٠ برای آ) نرمال: هسته



۶٩ شبیه�سازی مطالعه .١.٣

،h = ٠٫ ۴ نوار پهنای ازای به زمان به وابسته تجمعͬ ضرایب برای نیز را پوشش نرخ نمودارهای

(آ) نمودارهای به توجه با کردیم. رسم نرمال و اپانچنیͺوف هسته دو و ٢٠٠ و ١٠٠ نمونه حجم دو

اپانچنیͺوف، هسته از استفاده با ١۶.٣ و ١۵.٣ شͺل�های در n = ١٠٠ نمونه حجم برای شده رسم

،B̂٠١(t) ،B٠١(t) =
∫ τ

٠ ٠٫ ۵ cos(٢t−١/٧۵)dt برآوردگرهای برای یͺسانͬ تقریبا پوشش نرخ�های

نرخ مقادیر ،n = ٢٠٠ به نمونه حجم افزایش با داریم. ،B̂٠٢(t) ،B٠٢(t) =
∫ τ

٠ ٠٫ ٧(
√
t−١)dt و

نوار در بیشتری نقاط و شدند نزدی�ͷتر ٠٫ ٩۵ اسمͬ مقدار به برآوردگر دو هر برای تجربͬ پوشش

گرفتند. قرار اطمینان
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B٠١(t) =
∫ τ

٠ ٠٫ ۵ cos(٢t − رگرسیونͬ ضریب برآورد برای پوشش نرخ نمودار :١۵.٣ شͺل
n = ٢٠٠ برای ب) n = ١٠٠ برای آ) اپانچنیͺوف: هسته با (٢.٣) مدل در ١٫ ٧۵)dt

نتایج ،١٨.٣ و ١٧.٣ شͺل�های در نرمال هسته برای پوشش نرخ�های نمودارهای به توجه با

افزایش با هسته، دو برای پوشش نرخ�های مقادیر مقایسه با آمدند. به�دست نرمال هسته برای مشابهͬ

بر علاوه نتیجه این مͬ�گیرند. قرار اطمینان نوار در پوشش نرخ�های از بیشتری نقاط نمونه، حجم

بزرگ نمونه حجم�های در را نتایج بر هسته�ها اندک تاثیر برآوردگرها، بودن مجانبͬ نرمال و سازگاری

مͬ�دهد. نشان
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در B٠٢(t) =
∫ τ

٠ ٠٫ ٧(
√
t− ١)dt رگرسیونͬ ضریب برآورد برای پوشش نرخ نمودار :١۶.٣ شͺل
n = ٢٠٠ برای ب) n = ١٠٠ برای آ) اپانچنیͺوف: هسته با (٢.٣) مدل
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B٠١(t) =
∫ τ

٠ ٠٫ ۵ cos(٢t − رگرسیونͬ ضریب برآورد برای پوشش نرخ نمودار :١٧.٣ شͺل
n = ٢٠٠ برای ب) n = ١٠٠ برای آ) نرمال: هسته با (٢.٣) مدل در ١٫ ٧۵)dt
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در B٠٢(t) =
∫ τ

٠ ٠٫ ٧(
√
t− ١)dt رگرسیونͬ ضریب برآورد برای پوشش نرخ نمودار :١٨.٣ شͺل

n = ٢٠٠ برای ب) n = ١٠٠ برای آ) نرمال: هسته با (٢.٣) مدل

زمان به وابسته ضریب دو هر برای را چندک-چندک و چͽالͬ نمودارهای نیز، مدل این برای

نمودارهای به توجه با کردیم. رسم ١٠٠ و ٨٠ ،۴٠ ،٨ زمانͬ نقاط در n = ٢٠٠ با استانداردشده

برای ،٢٢.٣ و ٢٠.٣ شͺل�های در چندک-چندک نمودارهای و ٢١.٣ و ١٩.٣ شͺل�های در چͽالͬ

و B̂٠١(t) برآوردگرهای اپانچنیͺوف، هسته ازای به استانداردشده زمان به وابسته ضریب دو هر

با زمان به وابسته ضریب دو این برای مشابهͬ نتایج مͬ�باشند. نرمال مجانبͬ توزیع دارای B̂٠٢(t)

شͺل�های و چͽالͬ توابع برای ٢۶.٣ و ٢۴.٣ شͺل�های در که آوردیم به�دست نرمال هسته از استفاده

مدل در نیز زمان از مستقل ضریب برای آمده�اند. چندک-چندک نمودارهای برای ٢٧.٣ و ٢۵.٣

نرمال ،٢٨.٣ و ٢٣.٣ شͺل�های به توجه با هسته دو هر از استفاده با برآوردگر مجانبͬ توزیع ،(٢.٣)

مͬ�باشد. ٢ فصل نتایج برای تاییدی و مͬ�باشد

مجانبͬ ویژگͬ�های برقراری دادن نشان بر علاوه نمودارها، و جداول ارایه با فصل این در

از استفاده با کردیم. مقایسه نیز را نرمال و اپانچنیͺوف هسته دو کوچ�ͷنمونه، در برآوردگرها

نمونه حجم در نرمال هسته به نسبت بهتری عملͺرد اپانچنیͺوف هسته مثال، دو هر در نمودارها
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اپانچنیͺوف هسته (t)B٠١با استانداردشده رگرسیونͬ ضریب برآورد چͽالͬ نمودارهای :١٩.٣ شͺل
صدم د) هشتادم ج) چهلم ب) هشتم آ) زمان�های: در (٢.٣) مدل در
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QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal
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QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal
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QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal

(د)

هسته با B٠١(t) رگرسیونͬ ضریب برآورد به متعلق چندک-چندک نمودارهای :٢٠.٣ شͺل
صدم د) هشتادم ج) چهلم ب) هشتم آ) زمان�های: در (٢.٣) مدل در اپانچنیͺوف



٧٣ شبیه�سازی مطالعه .١.٣

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

(آ)
−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

(ب)

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

(ج)
−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

(د)

اپانچنیͺوف هسته (t)B٠٢با استانداردشده رگرسیونͬ ضریب برآورد چͽالͬ نمودارهای :٢١.٣ شͺل
صدم د) هشتادم ج) چهلم ب) هشتم آ) زمان�های: در (٢.٣) مدل در

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4
−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

Standard Normal Quantiles

Q
u

a
n

ti
le

s
 o

f 
In

p
u

t 
S

a
m

p
le

QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal
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٧۴ برآوردگرها عملͺرد ارزیابͬ .٣
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٧۵ شبیه�سازی مطالعه .١.٣
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(٢.٣) مدل در استانداردشده زمان از مستقل رگرسیونͬ ضریب به متعلق نمودارهای :٢٨.٣ شͺل
چندک-چندک نمودار ب) چͽالͬ نمودار آ) نرمال: هسته با



٧٧ شبیه�سازی مطالعه .١.٣

با همچنین دارند. یͺسانͬ تقریبا عملͺرد بزرگ، نمونه حجم در هسته دو این اما دارد ͷکوچ

نوار پهناهای از حاصل نتایج بین تفاوتͬ نرمال، و اپانچنیͺوف هسته دو برای جداول نتایج به توجه

مͬ�کند. تغییر بهبود جهت در نمونه حجم افزایش با تنها مدل، عملͺرد و ندارد وجود مختلف

واردشده شوک�های روی بر پیشنهادی مدل برازش به مربوط که ۵ فصل در توضیحات، این با

از حجم، این در اپانچنیͺوف هسته برتری و داده�ها ͷکوچ حجم به توجه با است، قلبͬ بیماران به

شود. مطلوبͬ همواری باعث که مͬ�کنیم انتخاب نواری پهنای و کرده استفاده هسته این



۴ فصل

همواری** پارامتر چندین با مدل برازش

است. شده انجام پایان�نامه نویسنده توسط و بوده جدید نظری نتایج تمام فصل، این در

مقدمه ١.۴

نداشته یͺسانͬ ناهمواری است ممͺن زمان به وابسته رگرسیونͬ پارامترهای تمام این�که به توجه با

بͽیریم. نظر در متفاوتͬ همواری پارامتر رگرسیونͬ، ضریب هر برای که است منطقͬ بنابراین باشند،

به وابسته ضرایب تمام برای آن در که را ١ فصل در معرفͬ�شده مدل برازش روش منظور، این برای

ضریب هر برآورد برای که مͬ�دهیم تعمیم حالتͬ به مͬ�گیرد، نظر در یͺسان همواری پارامتر ͷی زمان

به�ویژه باشد، مهم خیلͬ مͬ�تواند عمل در تعمیم این شود. استفاده متفاوت همواری پارامتر ͷی از

تعاریف، برخͬ ارایه از پس .(١٩٩٩ ،زان و (فان باشند زیاد زمان به وابسته اثرات تعداد که زمانͬ

را ویژگͬ�ها این شبیه�سازی مطالعه ͷی انجام با و کرده بررسͬ را برآوردگرها مجانبͬ ویژگͬ�های

مͬ�دهیم. قرار ارزیابͬ مورد

تشابه دلیل به و مͬ�کنیم استفاده ١ فصل در رفته به�کار برآورد روش و مدل از فصل این در

مͬ�کنیم. خودداری یͺسان موارد اثبات از برهان�ها، از برخͬ

٧٨



٧٩ نمادها و تعاریف .٢.۴

نمادها و تعاریف ٢.۴

کردیم: معرفͬ را زیر حاشیه�ای مدل ،١ درفصل

E{dN∗
i (t)|Xi(t),Zi(t)} = exp{β٠(t)

TXi(t) + γT
٠Zi(t)}dµ٠(t),

ضرایب از ͷی هر کردن هموار برای فصل این در .β٠(t) = (β٠١(t), . . . , β٠p(t))
T که طوری به

به�جای ابتدا در بنابراین مͬ�کنیم. استفاده hj متفاوت همواری پارامتر از ،j = ١, . . . , p ،β٠j(t)

مͬ��کنیم: ایجاد زیر صورت به نوارها پهنای از قطری ماتریسͬ نوار، پهنای ͷی تعریف

H =

h١ . . . ٠
... . . . ...
٠ · · · hp

 .

صورت به را هسته طرفͬ از

K =


K
(

u−t
h١

)
. . . ٠

... . . . ...
٠ · · · K

(
u−t
hp

)
 ,

مͬ�کنیم. تعریف

مͬ�شوند: تبدیل زیر صورت به ترتیب به (١۶.١) و (١۵.١) روابط بنابراین

βl(t) =

∫
H−١KdBl(u), (١.۴)

و

λl
٠(t) =

∫
H−١Kdµl

٠(u), (٢.۴)

پهناهای با نوارهایͬ از استفاده با λl
٠(t) هموارشده مقادیر از قطری ماتریسͬ ،λl

٠(t) که طوری به

آن برای گرفته�شده نظر در نوار پهنای با متناسب زمان به وابسته ضریب هر پس است. متفاوت

مͬ�شود. هموار ضریب،

شرط به را ٢ فصل در (C۴) شرط حالت، این در برآوردگرها مجانبͬ ویژگͬ�های بررسͬ برای

مͬ�دهیم. تغییر (C٧)



٨٠ همواری** پارامتر چندین با مدل برازش .۴

نسبت متقارن و فشرده دامنه با متقارن و پیوسته هسته توابع K١(·), . . . , Kp(·) کنید فرض (C٧)

که طوری به هستند، h١, . . . , hp ترتیب به نوارهای پهنای با صفر ∫به
Kdw =

∫ K (w١) . . . ٠
... . . . ...
٠ · · · K (wp)

 dw =


∫
K(w١)dw١

...∫
K(wp)dwp

 = 1p,

داریم ،١
٨ < αj <

١
۴ که j هر ازای به .w = (w١, . . . , wp)

T و است ١ بعدی p بردار 1p که

h١ = O(n−α١), . . . , hp = O(n−αp).

داریم (C٧) از تصادفͬ، ترتیب�های تعریف به توجه با

nα١h١ < M, . . . , nαphp < M.

داشت خواهیم ،α = min{α١, . . . , αp} انتخاب با بنابراین

nαh١ < M, . . . , nαhp < M.

بنابراین

h١ = O(n−α), . . . , hp = O(n−α).

نرخ کندترین با نواری پهنای h واقع در مͬ�شود. α برابر آن αj که مͬ�کنیم تعریف hj برابر نیز را h

نوار پهنای کندترین واقع در و کران�دار نوارها پهنای تمام ،α انتخاب این با است. ٠ به همͽرایͬ

مͬ�شود. گرفته نظر در

مجانبͬ ویژگͬ�های ٣.۴

و لم�ها ،٢ فصل مشابه برآوردگرها، نرمال مجانبͬ توزیع و همͽرایͬ نرخ سازگاری، اثبات برای

مͬ�کنیم. اثبات و بیان را یافته�اند تغییر جدید برآوردیابͬ معادله�های با متناسب که قضیه�هایͬ

داریم تیلور بسط و (C٧) و (C١) شرایط تحت .١.٣.۴ لم

sup
٠≤t≤τ

∥β̄٠(t)− β٠(t)∥ = O(h٢),

آن در که

β̄٠(t) =

∫
H−١KdB٠(u).



٨١ مجانبͬ ویژگͬ�های .٣.۴

مͬ�کنیم فرض ابتدا اثبات برای برهان.

u؛ = u١ = · · · = up .١

u؛ = (u١, . . . , up)
T .٢

(u)B٠؛ = (B٠١(u١), . . . ,B٠p(up))
T .٣

.Ku =


K
(

u١−t
h١

)
. . . ٠

... . . . ...
٠ · · · K

(
up−t

hp

)
 .۴

نوشت مͬ�توان بنابراین

β̄٠(t) =

∫
H−١KudB٠(u).

پس

β̄٠(t)− β٠(t) =

∫
H−١KudB٠(u)− β٠(t)

=

∫
H−١Ku

β٠١(u١) . . . ٠
... . . . ...
٠ · · · β٠p(up)


du١

...
dup

− β٠(t)

=

∫
H−١Ku

β٠١(u١) . . . ٠
... . . . ...
٠ · · · β٠p(up)

 du− β٠(t). (٣.۴)

مͬ�دهیم: انجام را زیر متغیرهای تغییر ،(٣.۴) رابطه در

v١ =
u١ − t

h١
, . . . , vp =

up − t

hp

,

داریم ،(C٧) شرط بردن کار به با بنابراین .v = (v١, . . . , vp)
T مͬ�کنیم تعریف و

β̄٠(t)−β٠(t)=

∫
H−١

K(v١) . . . ٠
... . . . ...
٠ . . . K(vp)


β٠١(v١h١+t) . . . ٠

... . . . ...
٠ · · · β٠p(vphp+t)


Hdv−β٠(t)

=

∫ K(v١) . . . ٠
... . . . ...
٠ . . . K(vp)


β٠١(v١h١+t) . . . ٠

... . . . ...
٠ · · · β٠p(vphp+t)

 dv

−β٠(t)



٨٢ همواری** پارامتر چندین با مدل برازش .۴

=

∫ K(v١) . . . ٠
... . . . ...
٠ . . . K(vp)


β٠١(v١h١+t) . . . ٠

... . . . ...
٠ · · · β٠p(vphp+t)

 dv

−
∫ K(v١) . . . ٠

... . . . ...
٠ . . . K(vp)

 dv · β٠(t)

=

∫ K(v١) . . . ٠
... . . . ...
٠ . . . K(vp)


(β٠١(v١h١ + t)− β٠١(t))dv١

...
(β٠p(vphp + t)− β٠p(t))dvp


=

∫ K(v١) . . . ٠
... . . . ...
٠ . . . K(vp)

 (B − β٠(t)) · dv,

(۴.۴)

است. درایه در درایه ضرب نمایانͽر ”·“ و B = (β٠١(v١h١+t), . . . , β٠p(vphp+t))
T که طوری به

از عبارتست v١ = ٠, . . . , vp = ٠ نقاط در B تیلور بسط اما

B = β٠(t) +H

β
′

٠١(t)v١
...

β
′
٠p(t)vp

+
H٢

٢

β
′′

٠١(t)v
٢
١...

β
′′
٠p(t)v

٢
p

+O((H٢)

v٢
١...
v٢
p

)

= β٠(t) +H

β
′

٠١(t)...
β

′
٠p(t)

 · v+
H٢

٢

β
′′

٠١(t)...
β

′′
٠p(t)

 · v٢ +O((H٢)


(u١−t)٢

h٢
١...

(up−t)٢

h٢
p

)

= β٠(t) +Hβ
′

٠(t) · v+
H٢

٢ β
′′

٠(t) · v٢ +O(

(u١ − t)٢

...
(up − t)٢

)

= β٠(t) +Hβ
′

٠(t) · v+
H٢

٢ β
′′

٠(t) · v٢ +O(١), (۵.۴)

و v٢ = (v٢
١, . . . , v

٢
p)

T که طوری به

H٢ =

h٢
١ . . . ٠
... . . . ...
٠ · · · h٢

p

 .

داریم ،(C٧) شرط به توجه با همچنین و (۴.۴) در (۵.۴) رابطه دادن قرار با ،(۵.٢) رابطه مشابه

sup
٠≤t≤τ

∥β̄٠(t)− β٠(t)∥ = O(h٢). (۶.۴)



٨٣ مجانبͬ ویژگͬ�های .٣.۴

نوشت مͬ�توان ،(C٧) شرط برقراری با .٢.٣.۴ لم

β̂(t)− β̄٠(t) = Op(h
−١∥B̂−B∥),

آن در که

∥B̂−B∥ = sup
٠≤t≤τ

∥B̂(t)−B٠(t)∥.

نوشت مͬ�توان ،β̄٠(t) و β̂(t) تعاریف به توجه با برهان.

β̂(t)− β٠(t) =

∫
H−١KdB̂(u) + β̄٠(t)− β̄٠(t)− β٠(t)

=

∫
H−١KdB̂(u)−

∫
H−١KdB٠(u) + {β̄٠(t)− β٠(t)}

=

∫
H−١Kd{B̂(u)−B٠(u)}+ {β̄٠(t)− β٠(t)}. (٧.۴)

نوشت: زیر صورت به مͬ�توان را (٧.۴) تساوی جمله اولین ،(C٧) شرط از استفاده با

β̂(t)− β̄٠(t) =

∫
H−١Kd{B̂(u)−B٠(u)}

≤MH−١Ip

∫
d{B̂(u)−B٠(u)}

≤MH−١Ip

(
sup

٠≤t≤τ
∥B̂(t)−B٠(t)∥

)
=MH−١Ip∥B̂−B٠∥,(٨.۴)

گرفتن نظر در با نتیجه در است. p بعد با همانͬ ماتریس Ip و متناهͬ مقداری M که طوری به

داریم همͽرایͬ، نرخ کندترین با نواری پهنای

β̂(t)− β̄٠(t) = Op(h
−١∥B̂−B٠∥). (٩.۴)

روابط از استفاده با و (٧.۴) تساوی در مثلث نامساوی بردن کار به با ،(١٣.٢) رابطه مشابه

داریم ،(C٧) و (C۶) شرط دو و (٩.۴) و (۶.۴)

sup
٠≤t≤τ

∥β̂(t)− β٠(t)∥ ≤Op(h
−١∥B̂−B٠∥) +O(h٢)

= op(n
− ١

۴ ). (١٠.۴)
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مشابه β٠(t) به β̂(t) همͽرایͬ نرخ همͽرایͬ، سرعت کندترین با نواری پهنای گرفتن نظر در با

مͬ�شود. یͺسان نوار پهنای با حالتͬ

اثبات برای

∥γ̃ − γ٠∥ = Op(n
− ١

٢ ),

اثبات حالت، این در رابطه این برای که آن�جایͬ از و شد ذکر ٢ فصل در که داریم روابطͬ به نیاز

حالت این در همچنین مͬ�کنیم. پرهیز آن�ها ذکر از است، یͺسان نوار پهنای با حالتͬ مشابه آن�ها

است کوواریانسͬ ماتریس و صفر میانͽین با مجانبͬ نرمال توزیع دارای n ١
٢ (γ̃−γ٠)گفت مͬ�توان

γ̂ اولیه برآوردگر ،٢ فصل مانند ادامه، در مͬ�شود. برآورد Σ̂ = n−١∑n
i=١ ξ̂i(τ)ξ̂i(τ)

T توسط که

مͬ�کنیم. فرض ،γ̃ نهایͬ، برآوردگر برابر را

رابطه اثبات برای

sup
٠≤t≤τ

∥B̃(t)−B٠(t)∥ = Op(n
− ١

٢ ),

مͬ�کنیم. اثبات و بیان را زیر لم ابتدا

داریم: همͽرایͬ نرخ کندترین با نواری پهنای ازای به .٣.٣.۴ لم

sup
٠≤t≤τ

∥λ̂٠(t)1p − λ٠(t)1p∥ = op(n
− ١

۴ ).

داریم ،(٧.١) و (٢.۴) روابط به توجه با برهان.

λ̂٠(t)1p − λ٠(t)1p =

(∫
H−١K dN٠(u)

S٠(u;β٠,γ٠)

)
1p − λ٠(t)1p

+

(∫
H−١K

(
١

Ŝ٠(u)
− ١
S٠(u;β٠,γ٠)

)
dN٠(u)

)
1p.(١١.۴)

نوشت مͬ�توان ،(C٧) شرط و (٢.۴) رابطه به توجه با ،(١٠.۴) رابطه برای برهان روند ∫)مشابه
H−١K dN٠(u)

S٠(u;β٠,γ٠)
1p − λ٠(t)1p

)
=

(∫
H−١K dN٠(u)

S٠(u;β٠,γ٠)

)
1p

−
(∫

H−١Kdµ٠(u)

)
1p

≤MH−١1p

(∫
dN٠(u)

S٠(u;β٠,γ٠)
−
∫
dµ٠(u)

)
≤MH−١1p (µ̂٠(t)− µ٠(t)) .
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داریم همͽرایͬ نرخ کندترین با نواری پهنای گرفتن نظر در با

A = sup
٠≤t≤τ

∥∥∥∥∫ H−١K dN٠(u)

S٠(u;β٠,γ٠)
1p − λ٠(t)1p

∥∥∥∥≤ h−١M sup
٠≤t≤τ

∥µ̂٠(t)− µ٠(t)∥ .

بنابراین

P

(
hA

sup٠≤t≤τ ∥µ̂٠(t)− µ٠(t)∥
≤ M

)
→ ١.

داریم ،(۵۶.٢) رابطه مشابه نتیجه در

A = O(h−١ sup
٠≤t≤τ

∥µ̂٠(t)− µ٠(t)∥) = op(n
− ١

۴ ). (١٢.۴)

گفت مͬ�توان ،(۵٧.٢) رابطه مشابه اثباتͬ با همچنین

sup
٠≤t≤τ

∥∥∥∥∥
∫

H−١K
(

١
Ŝ٠(u)

− ١
S٠(u;β٠,γ٠)

)
dN٠(u)1p

∥∥∥∥∥ = op(n
− ١

۴ ). (١٣.۴)

نوشت مͬ�توان ،(١٣.۴) و (١٢.۴) روابط از استفاده با نهایت در

sup
٠≤t≤τ

∥∥∥λ̂٠(t)1p − λ٠(t)1p

∥∥∥ = op(n
− ١

۴ ). (١۴.۴)

راحتͬ به شرایط، بقیه بودن ثابت با و ٢ فصل روابط در λ٠(t) ماتریس دادن قرار با اکنون

داد نشان مͬ�توان

sup
٠≤t≤τ

∥B̃(t)−B٠(t)∥ = Op(n
− ١

٢ ),

است کوواریانسͬ تابع و صفر میانͽین با نرمال مجانبͬ توزیع دارای n ١
٢ (B̃(t)−B٠(t)) همچنین و

ادامه اثبات منظور به مͬ�شود. برآورد Γ̂b(s, t) =
١
n

∑n
i=١ η̂i(s)η̂i(t)

T سازگار برآوردگر توسط که

مͬ�گیریم. نظر در ،B̃(t) نهایͬ برآوردگر با برابر را B̂(t) برآوردگر قضیه،

همواری، پارامتر چند تعمیم�یافته حالت در ٢.١.٢ قضیه (ت) بخش اثبات برای نهایت در و

مͬ�گیریم: نظر در را زیر رابطه ابتدا

µ̂٠(t)− µ٠(t) =
{
µ̂٠(t)− µ̂٠(t; β̄,γ٠)

}
+
{
µ̂٠(t; β̄,γ٠)− µ٠(t)

}
. (١۵.۴)

گفت مͬ�توان ٢ فصل مشابه روندی با

µ̂٠(t; β̄,γ٠)− µ̂٠(t) =

∫ t

٠
ex(u)T (β̂(u)− β̄٠(u))dµ٠(u)+

∫ t

٠
ez(u)T (γ̂ − γ٠)dµ٠(u)
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+op(n
− ١

٢ ). (١۶.۴)

صورت به مͬ�توان را (١۶.۴) رابطه تساوی آخرین اول جمله ،(٨.۴) رابطه اول تساوی از استفاده با

∫ t

٠
ex(u)T

[∫
H−١Kd{B̂(s)−B٠(s)}

]
dµ٠(u), (١٧.۴)

تبدیل زیر صورت به (١٧.۴) رابطه ،(١۴.١) رابطه از استفاده و انتͽرال�ها ترتیب تغییر با نوشت.

∫مͬ�شود: t

٠

[∫
ex(u)TH−١Kλ٠(u)du

]
d{B̂(s)−B٠(s)}.

نوشت مͬ�توان (٢٠٠۵) همͺاران و تیان (٨ · ۵) رابطه بردن کار به با نهایت ∫در t

٠
ex(u)T (β̂(u)− β̄٠(u))dµ٠(u) =

∫ t

٠
ex(s)Tλ٠(s)d{B̂(s)−B٠(s)}+ op(n

− ١
٢ ).

(١٨.۴)

رابطه با معادل (١۶.۴) رابطه ،(١٨.۴) رابطه از استفاده با

µ̂٠(t; β̄,γ٠)− µ̂٠(t) =

∫ t

٠
ex(s)Tλ٠(s)d{B̂(s)−B٠(s)}+

∫ t

٠
ez(u)T (γ̂ − γ٠)dµ٠(u)

+op(n
− ١

٢ ), (١٩.۴)

مͬ�گیریم نتیجه ٢ فصل اثبات مشابه است.

µ̂٠(t; β̄٠,γ٠)− µ٠(t) =
١
n

n∑
i=١

∫ t

٠

dMi(u)

S٠(u; β̄٠,γ٠)

−١
٢

∫ t

٠
ex(u)T

(∫
H٢Kβ

′′

٠(u).v٢.dv
)
dµ٠(u) + op(n

− ١
٢ ).

(٢٠.۴)

داریم (٧٩.٢) رابطه مانند (١۵.۴) در (٢٠.۴) و (١٩.۴) روابط جایͽذاری با

n
١
٢

{
µ̂٠(t)− µ٠(t) +

١
٢

∫ t

٠
ex(u)T

(∫
H٢Kβ

′′

٠(u).v٢.dv
)
dµ٠(t)

}
= n− ١

٢

n∑
i=١

∫ t

٠

dMi(u)

s٠(u)
− n− ١

٢

n∑
i=١

∫ t

٠
ex(u)Tλ٠(u)dηi(t)

−n− ١
٢

n∑
i=١

∫ t

٠
ez(u)Tdµ٠(u)ξi(τ) + op(١). (٢١.۴)
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داریم شد، ارایه ٢ فصل در φi(t) از که تعریفͬ با بنابراین

n
١
٢

{
µ̂٠(t)− µ٠(t) +

١
٢

∫ t

٠
ex(u)T

(∫
H٢Kβ

′′

٠(u).v٢.dv
)
dµ٠(t)

}
= n− ١

٢

n∑
i=١

φi(t)

+op(١).

چندمتغیره، مرکزی حد قضیه از استفاده با

n
١
٢

{
µ̂٠(t)− µ٠(t) +

١
٢

∫ t

٠
ex(u)T

(∫
H٢Kβ

′′

٠(u).v٢.dv
)
dµ٠(t)

}
,

برآوردگر دارای که همͽراست Γu(s, t) کوواریانس تابع و صفر میانͽین با نرمال فرآیند ͷی به

است. Γ̂u(s, t) =
١
n

∑n
i=١ φ̂i(s)φ̂i(t) سازگار

شبیه�سازی مطالعه ۴.۴

و متفاوت نوارهای پهنای از استفاده با زمان به وابسته ضرایب برآورد عملͺرد ارزیابͬ منظور به

کردیم استفاده ،٣ فصل در رفته به�کار ،(٢.٣) مدل از یͺسان، نوارهای پهنای با حالتͬ با مقایسه

مبنای بر و ٢٠٠ نمونه حجم با را شبیه�سازی� دادیم. انجام ذکرشده حالت دو در را شبیه�سازی و

١.۴ جدول در را آن گزارش که دادیم انجام اپانچنیͺوف هسته و شبیه�سازی�شده داده مجموعه ۵٠٠

دوم توان جمع�بسته اریبͬ مقادیر ترتیب MISE١به و ISB١ جدول، این در که طوری به آورده�ایم.

(٢.٣) مدل در زمان به وابسته تجمعͬ رگرسیونͬ ضریب برآورد برای شبیه�سازی نتایج :١.۴ جدول
برازش روش دو با

n h١ h٢ ISB١ ISB٢ MISE١ MISE٢
٢٠٠ ٠٫ ۵ ٠٫ ٢ ٠٫ ٠٠٣٣ ٠٫ ٠١٣٢ ٠٫ ١۴٠٧ ٠٫ ١٧٧۵

٠٫ ۵ ٠٫ ۵ ٠٫ ٠٠٣١ ٠٫ ٠٣٢٠ ٠٫ ١٣٩۴ ٠٫ ١٧٧۵

همچنین و B١(t) =
∫

٠٫ ۵ cos(٢u−١٫ ٧۵)duضریب برای خطاها دوم توان جمع�بسته میانͽین و

که همانطور هستند. B٢(t) =
∫

٠٫ ٧(√u− ١)du ضریب برای مذکور مقادیر ،MISE٢ ISB٢و

نتیجه در و کوچͺتر اریبͬ ،Bضریب(·)٢ به مربوط نوار پهنای کاهش با مͬ�شود، مشاهده جدول در

نظر در اهمیت از حاکͬ نتیجه این است. نͺرده تغییر نیز خطا آن�که ضمن مͬ�شود دقیق�تر برآورد

٣ فصل در آن�چه مشابه مͬ�باشد. زمان به وابسته ضرایب برآورد برای متفاوت نوارهای پهنای گرفتن



٨٨ همواری** پارامتر چندین با مدل برازش .۴

پوشش نرخ�های و (١.۴ (شͺل تجمعͬ رگرسیونͬ ضرایب نمودارهای نیز فصل این در دادیم، انجام

دو از استفاده با ضریب برآورد خط�چین منحنͬ ،١.۴ شͺل کردیم. رسم را (٣.۴ و ٢.۴ (شͺل�های
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ب) B١(·) آ) ضرایب برآورد برای (٢.٣) مدل در تجمعͬ رگرسیونͬ ضرایب نمودار :١.۴ شͺل
.B٢(·)

تابع نیز توپر منحنͬ و نوار پهنای ͷی با ضریب برآورد خط�چین نقطه منحنͬ متفاوت، نوار پهنای

نزدی�ͷتر واقعͬ منحنͬ به متفاوت نوارهای پهنای با برآورد ب، نمودار به توجه با مͬ�باشد. واقعͬ

و ندارند چندانͬ تفاوت حالت دو در ضرایب برآورد (آ)، نمودار به توجه با است. کمتر اریبͬ و

را تجربͬ پوشش نرخ هستند. منطبق هم بر تقریبا و ͷنزدی هم به بسیار حالت دو هر در برآورد

در ترتیب به که کردیم محاسبه یͺسان و متفاوت نوار پهنای با حالت دو در B٢(·) و B١(·) برای

شده�اند. گزارش ٢.۴ و ٣.۴ شͺل�های

گرفتن قرار باعث متفاوت، نوارهای پهنای از استفاده (ب)، نمودار ٢.۴ شͺل به توجه با

نمودار یͺسان، نوارهای پهنای از استفاده با که حالͬ در شدند، اطمینان بازه در پوشش نرخ�های

استاندارد خطاهای نوار، پهنای چند از استفاده با گرفتند. قرار اطمینان بازه از خارج مقادیر این (آ)،

دهند مͬ ارایه یͺسان نوار پهنای با حالتͬ به نسبت B̂تغییرات(·)٢ از بهتری بسیار توصیف مجانبͬ
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نوارهای پهنای (آ) با B٢(·) برآورد برای (٢.٣) مدل در تجربͬ پوشش نرخ نمودار :٢.۴ شͺل
متفاوت. نوارهای پهنای (ب) یͺسان،

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
0.8

0.82

0.84

0.86

0.88

0.9

0.92

0.94

0.96

0.98

1

time

P r 
o b

 a b
 i l i

 t y

(آ)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
0.8

0.82

0.84

0.86

0.88

0.9

0.92

0.94

0.96

0.98

1

time

P r 
o b

 a b
 i l i

 t y

(ب)

پهنای (آ) با B١(·) ضرایب برآورد برای (٢.٣) مدل در تجربͬ پوشش نرخ نمودار :٣.۴ شͺل
متفاوت. نوارهای پهنای (ب) یͺسان، نوارهای
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B̂ضریب(·)١ برای را پوشش نرخ نمودار مͬ�دهد. نشان را نوار پهنای چند با حالتͬ بهتر عملͺرد که

حالت دو این برای پوشش نرخ�های مقادیر ،٣.۴ شͺل به توجه با کردیم. رسم حالت دو هر در نیز

است. یͺسان تقریبا
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هسته با استانداردشده B٢(·) ضریب برآورد چندک-چندک و چͽالͬ نمودارهای :۴.۴ شͺل
و ب متفاوت، نوار پهنای ج) و آ از: استفاده با صدم زمانͬ نقطه در (٢.٣) مدل در اپانچنیͺوف

یͺسان. نوار پهنای د)

پهنای حالت دو در B̂٢(·) برای نیز را چندک-چندک و نرمال چͽالͬ نمودارهای ،٣ فصل مانند

توجه با آمده�اند. ۴.۴ شͺل در نتایج این کردیم. رسم ١٠٠ زمانͬ نقطه در یͺسان و متفاوت نوار

که آن�جایͬ از مͬ�باشد. نرمال مجانبͬ توزیع دارای حالت دو هر در B̂٢(·) ضریب شͺل، این به

با B١(·) برآورد ،B̂٢(·) مشابه بنابراین است یͺسان تقریبا حالت دو هر در B̂١(·) به مربوط نتایج

مͬ�باشد. نرمال مجانبͬ توزیع دارای نیز متفاوت نوارهای پهنای از استفاده



۵ فصل

بیماران به واردشده شوک�های مدل: کاربرد
قلبͬ

زمانͬ بازه در که قلبͬ بیمار ۶۵ به مربوط داده�های روی بر را پیشنهادی مدل کاربرد فصل، این در

مشهد (عج) قائم بیمارستان قلب مرکز به ١٣٨٧ سال اول نیمه پایان لغایت ١٣٨۴ سال ابتدای

مͬ�دهیم. نشان کردند، مراجعه

مقدمه ١.۵

میلیون ١٧٫ ٣ ساله هر که بوده جهان سراسر در میر و مرگ اصلͬ علت عروقͬ، قلبͬ بیماری�های

خاصͬ پیشͽیرانه اقدام ٢٠٣٠ سال تا اگر و مرگ) سه از مرگ ͷی) مͬ�فرستد مرگ کام به را نفر

مرگ ایران در .(٢٠٠۶ لونͺار، و (مدرس رسید خواهد نفر میلیون ٢٣٫ ۶ به تعداد این نͽیرد، انجام

در بیماری این و دارد را درصد بالاترین تصادفات، از بعد عروقͬ قلبͬ بیماری�های از ناشͬ میر و

١٨ در بررسͬ�ها حتͬ است. شده شناخته ایران در میر و مرگ عامل مهم�ترین بیماری�ها، سایر بین

رفته دست از سال�های از درصد ٢٧٫ ٢ و مرگ�ها کل درصد ۴٧٫ ٣ که مͬ�دهند نشان کشور استان

همͺاران، و (صراف�زادگان است بیماری این از ناشͬ زندگͬ)، به امید سن با مرگ سن (تفاوت عمر

.(١٩٩٩

٩١



٩٢ قلبͬ بیماران به واردشده شوک�های مدل: کاربرد .۵

مطالعه اهمیت ٢.۵

تعبیه قلبͬ، نارسایͬ به�ویژه و پرخطر قلبͬ بیماری به مبتلا بیماران در درمانͬ اقدامات از ͬͺی

ͬͺکوچ دستͽاه ICD مͬ�باشد. ناگهانͬ مرگ از پیشͽیری برای ،١ICD قلبͬ، کاشتنͬ دفیبریلاتور

پیام�های فرستادن جهت ضربان�ساز، مشابه دستͽاه این مͬ�کند. کنترل را قلب ضربان که است

به مͬ�تواند همچنین ICD مͬ�کند. استفاده باتری�هایͬ از آهسته، ضربان دارای قلب به ͬͺتریͺال

شود. طبیعͬ قلب ضربان تا بدهد ͬͺتریͺال شوک دارد، سریعͬ بسیار و نامنظم ضربان که قلبͬ

طبیعͬ حالت به قلب نامنظم یا غیرطبیعͬ و سریع ضربان بازگرداندن برای راهͬ قلبͬ دفیبریلاسیون

تپش. مولد و لید٢ است: بخش دو دارای ICD دستͽاه هر است. ͬͺتریͺال شوک ͷی طریق از

تخلیه را لازم انرژی و دارند نظر زیر را قلب ضربان که شده�اند تشͺیل سنسورها و سیم�ها از لیدها

مͬ�شود ذخیره باتری داخل انرژی مͬ�باشد. ریز رایانه ͷی و باتری شامل تپش، مولد بخش مͬ�کنند.

از ICD لید مͬ�تپد. چͽونه قلب که مͬ�دهد تشخیص لیدها از آمده به�دست اطلاعات با رایانه و

دستͽاه این مͬ�شود. بطن و دهلیز وارد دستͽاه، نوع به بسته چپ، ترقوه زیر ناحیه سیاهرگ طریق

وارد لید ،single chamber در است. CRTD و two chamber ،single chamber انواع شامل

دهلیز وارد لیدها ،two chamber در مͬ�شود. بطن وارد انرژی نیاز، صورت در و راست بطن

در اما مͬ�شوند. راست بطن وارد بعد و راست دهلیز به ابتدا انرژی بنابراین و راست بطن و راست

همͺاران، و (سیرز مͬ�شوند نیز چپ بطن وارد راست، بطن و راست دهلیز بر علاوه لیدها ،CRTD

.(٢٠٠٩

در هم و اولیه پیشͽیری در هم طبͬ، درمان مقابل در را ICDبرتری کارآزمایͬ�هایصورتگرفته،

پیشͽیری در .(٢٠٠٩ همͺاران، و (سیرز کرده�اند ثابت قلب ناگهای مرگ زمینه در ثانویه پیشͽیری

سنͺوپ، یا مداوم بطن٣ͬ آریتمͬ تاکͬ یا قلبͬ ناگهانͬ مرگ از نجات�یافته پرخطر افراد برای ثانویه

در ICD تعبیه اولیه، پیشͽیری در اما مͬ�گیرد صورت ناگهانͬ مرگ از جلوگیری برای ICD تعبیه

صورت مطالعات مͬ�شود. انجام فوق حوادث وقوع بدون قلبͬ، ناگهانͬ مرگ خطر در بیماران
١Implantable Cardioverter Defibrillator
٢Lead
٣Ventricular tachycardia



٩٣ مطالعه اهمیت .٢.۵

(بیماری کاردیومیوپات۴ͬ علت به کاهش�یافته تخلیه�ای کسر با بیماران که مͬ�دهند نشان گرفته

دارای که (میوکارد))، قلب عضله به خون�رسانͬ کاهش از ناشͬ (بیماری ۵ͷمیͺایس قلب) ماهیچه

مناسبͬ کاندیدای هستند، الͺتروفیزیولوژی مطالعات در القا قابل و ناپیوسته بطنͬ آریتمͬ تاکͬ

در ،ICD دارای بیمار در .(٢٠٠۵ همͺاران، و (برنز هستند ICD تعبیه جهت اولیه پیشͽیری برای

تعریف�شده، مشخص حد ͷی از بیش کاردی۶) (تاکͬ قلب ضربان افزایش نوع هر بروز صورت

تاکͬ�کاردی آیا مͬ�کند مشخص ابتدا آن، در شده تعبیه نرم�افزاری الͽوریتم�های از استفاده با ICD

دادن با است، بطنͬ آریتمͬ، منشا تشخیصدهد که صورتͬ در بطنͬ. فوق یا دارد بطنͬ منشا مزبور،

دهد، تشخیص بطنͬ فوق را آن منشا که صورتͬ در و بجا)، (شوک داد خواهد خاتمه را آن شوک

ممͺن حالت این قلب. طبیعͬ غیر ریتم از است عبارت آریتمͬ کرد. نخواهد آن قطع برای اقدامͬ

تحت را قلب کلͬ ضربان تعداد که باشد کوتاه آنقدر و بوده موقت مͺث ͷی شͺل به تنها است

در باشد. آهسته بسیار یا سریع بسیار ضربان که شود سبب است عوضممͺن در یا ندهد قرار تاثیر

شود داده تشخیص بطنͬ کاردی تاکͬ اشتباه به ICD توسط بطنͬ فوق کاردی تاکͬ ͷی که صورتͬ

ایده�آل برنامه�ریزی با است لازم بنابراین مͬ�شود. گفته نابجا شوک آن به شود، شوک تخلیه به منجر و

اشتباه تشخیص از خطرناک، بطنͬ های تاکͬ�کاردی تشخیصسریع علͬ�رغم که شود اتخاذ تدبیری

تشخیصعوامل شود. اجتناب نابجا شوک و بطنͬ کاردی تاکͬ عنوان به بطنͬ فوق تاکͬ�کاردی�های

مسیر ،ͬͺتریͺال ͷتحری که قلبͬ آریتمͬ از (نوعͬ بطنͬ فیبریلاسیون و تاکͬ�کاردی بروز برای خطر

است. اهمیت حایز جهت چند از نمͬ�کند) طͬ قلب در را مشخصͬ

ͷآریتمی آنتͬ درمان�های از استفاده با است ممͺن متعدد، خطر عوامل با بیماران آن�که اول .١

خواهد ICD شوک به منجر که بطنͬ فیبریلاسیون و بطنͬ کاردی تاکͬ حادثه با شدیدتر،

نشوند. مواجه شد،

انتخابصحیح بطنͬ، فیبریلاسیون و تاکͬ�کاردی بروز برای خطر عوامل شناسایͬ آن�که، دوم .٢

کرد. خواهد تسهیل مͬ�برند، سود ناگهانͬ مرگ از پیشͽیری برای ICD تعبیه از که را بیمارانͬ
۴Cardiomyopathy
۵Ischemic
۶Tachycardia
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داده نشان بطن٧ͬ) دپلاریزاسیون برای (زمان QRS مدت افزایش با که بطنͬ داخل هدایت تاخیر

قلبͬ نارسایͬ میوکارد آنفارکتوس سابقه با بیماران در میر و مرگ برای قوی پیشͽویͬ مͬ�شود،

خطر افزایش با همراه طولانͬ، QRS مدت که داده�اند نشان متعددی مطالعات سویͬ، از مͬ�باشد.

افزایش با همراه ،QRS افزایشمدت که است شده بیان همچنین است. قلبͬ ناگهانͬ مرگ و آریتمͬ

مداوم آریتمͬ�های تاکͬ بودن القا قابل میزان افزایش و آنفارکتوسمیوکارد از پس ناگهانͬ، مرگ خطر

دارای بیماران در بطنͬ ͷآریتمی حوادث پیشͽویͬ در QRS زمان بودن مفید لیͺن است. بوده بطنͬ

در نابحا شوک�های اکثر دیͽر، سوی از بوده�اند. متناقض نتایج و نشده ارزیابͬ کامل طور به ICD

مͬ�دهند. رخ سینوسͬ کاردی تاکͬ و تند بطنͬ پاسخ با دهلیزی، آریتمͬ�های تاکͬ علت به ،ICD

اجتناب و بطنͬ فوق آریتمͬ�های از بطنͬ تاکͬ�کاردی افتراق جهت در استفاده مورد معیارهای از ͬͺی

مناسب پیشͽوی�های از ͬͺی مͬ�رسد نظر به بنابراین مͬ�باشد. QRS زمان مدت نابجا، شوک از

است. QRS زمان مدت شوک، نرخ برای

داده�ها معرفͬ ٣.۵

گردید. تعبیه ICD آن�ها برای بالینͬ مختلف دلایل به فصل، این در مطالعه تحت بیماران برای

از استفاده با میلͬ�متر هزارم ͷی دقت با ICD تعبیه از قبل بیماران قلبͬ نوار در QRS زمان مدن

اندازه�گیری فوق نوار نوبت دو در مطالعه، دقت افزایش جهت گردید. اندازه�گیری دیجیتال کولیس

برای رفته کار به ICD دستͽاه نوع و بیماران سن این، بر علاوه گردید. ثبت نوبت دو میانͽین و

شش و سه ،ͷی پیͽیری تحت منظم به�طور بیماران ،ICD تعبیه از پس شدند. ثبت نیز بیمار هر

ثبت�شده آریتمͬ�های و گرفتند قرار بازبینͬ تحت بیماران پیͽیری، ویزیت�های در گرفتند. قرار ماهه

شͺل به نابجا یا بجا شوک�های جمله از آن توسط انجام�شده درمان�های و بررسͬ ICD حافظه در

شدند. ثبت نرم�افزاری

از بود، گمشده مقادیری آن�ها برای شوک دریافت زمان که را افرادی ابتدا داده�ها، تحلیل برای

و قبلͬ توضیحات به توجه با یافت. تقلیل نفر ۴۴ به بیماران تعداد نتیجه در و کردیم خارج مطالعه
٧Ventricular Depolarization



٩۵ داده�ها تحلیل و مدل برازش .۴.۵

نظر در شوک نرخ بر موثر عوامل عنوان به را دستͽاه نوع و QRS سن، متغیر سه موجود، اطلاعات

ثبت سوم، نوع برای ٣ و دوم نوع برای ٢ اول، نوع برای ١ مقادیر با ICD دستͽاه نوع سه گرفتیم.

١ برابر را Xi(·) ظاهری متغیر شوک، نرخ بر دستͽاه نوع سه این تاثیر ͬͽونͽچ تعیین برای شدند.

نوع دستͽاه اگر کردیم، تعریف ١ برابر را Zi(·) متغیر و باشد اول نوع دستͽاه اگر کردیم، تعریف

نمودیم. انتخاب QRS و سن متغیرهای ترتیب به نیز را Vi(·) و Wi(·) متغیرهای باشد. دوم

داده�ها تحلیل و مدل برازش ۴.۵

تعریف زمان به وابسته را متغیرها همه ابتدا متغیرها، بودن زمان از مستقل یا به وابسته تعیین برای

گرفتیم: نظر در زیر صورت به را مدل و

E{dN∗
i (t)|Xi(t), Zi(t),Wi(t), Vi(t)} = exp{β١(t)Xi(t) + β٢(t)Zi(t)

+β٣(t)Wi(t) + β۴(t)Vi(t)}dµ٠(t).

(١.۵)

اندک تاثیر همچنین و ٣ فصل در نرمال هسته به نسبت اپانچنیͺوف هسته قوی�تر نتایج به توجه با

و کردیم استفاده اپانچنیͺوف هسته از داده�ها این برای متفاوت، حجم�های در نوار پهنای تغییر

کمͬ خطای و مناسب همواری نوار، پهنای این با کردیم. انتخاب روز h = ٧۶٠ برابر را نوار پهنای

فصل در F٢ و F١ آزمون دو آماره�های متغیر، چهار این بودن زمان به وابسته آزمون برای داریم.

مبنای بر (٢٠٠٠) همͺاران و لین روش از استفاده با ،B۴(·) و B٣(·) ،B٢(·) ،B١(·) برای را ٢

٠٫ ٠٠٢ از کمتر متغیر، چهار هر برای آزمون دو هر p-مقدارهای کردیم. محاسبه تͺرار، ١٠٠٠

شدند. شناخته زمان به وابسته تبیینͬ، متغیرهای همه اثر بنابراین آمدند. به�دست

ICD1 آن در که مͬ�دهد، نشان زمان مقابل در را B٠(t) و β٠(t) رگرسیونͬ ضرایب ،١.۵ شͺل

١.۵ شͺل به توجه با است. Z(·) ضریب ICD2 و X(·) متغیر رگرسیونͬ ضریب نشان�دهنده

(به است کمتری شوک نرخ دارای متوسط، به�طور سوم، نوع به نسبت اول نوع دستͽاه (الف)،

تا دستͽاه دو بین نرخ این اختلاف اما کنید)، دقت اول نوع دستͽاه به مربوط منحنͬ منفͬ مقادیر
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رگرسیونͬ ضرایب (ب) β٠(t) رگرسیونͬ ضرایب (آ) :(١.۵) مدل به مربوط نمودارهای :١.۵ شͺل
یͺسان. همواری پارامترهای با B٠(t) تجمعͬ

افزایش اختلاف این بعد به ٨٠٠ام زمان از و است کاهش حال در پیوسته به�طور روز، ٨٠٠امین

بالاتری شوک نرخ همواره اول نوع به نسبت سوم نوع دستͽاه گفت مͬ�توان بنابراین، مͬ�یابد.

کرد. مشاهده را مشابهͬ نتیجه مͬ�توان تقریبا نیز سوم نوع به نسبت دوم نوع دستͽاه برای داراست.

کمتر خیلͬ سوم، و اول نوع دستͽاه�های به نسبت دستͽاه، دو این در شوک نرخ بین اختلاف البته
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(ب)

رگرسیونͬ ضرایب (ب) β٠(t) رگرسیونͬ ضرایب (آ) :(١.۵) مدل به مربوط نمودارهای :٢.۵ شͺل
متفاوت. همواری پارامترهای با B٠(t) تجمعͬ



٩٧ داده�ها تحلیل و مدل برازش .۴.۵

برآورد سوم نوع از بیشتر دوم نوع دستͽاه شوک نرخ ١١٠٠ام روز حول کوتاهͬ بازه در حتͬ و است

است. شده

اول نوع دستͽاه تغییرات گفت مͬ�توان (ب) ١.۵ شͺل به توجه با خلاصه، به�طور بنابراین،

است. سوم نوع به نسبت دوم نوع دستͽاه تغییرات از بیشتر بسیار زمان، طول در سوم، نوع به نسبت

به توجه با و مͬ�کند عمل دیͽر نوع دو از متفاوت�تر بسیار اول نوع دستͽاه که است آن بیان�گر این

مͬ�تواند امر این مͬ�کند. وارد دیͽر نوع دو به نسبت کمتری شوک تعداد دستͽاه این (آ)، ١.۵ شͺل

به نسبت کمتری نابجای شوک تعداد دستͽاه این مطالعه، تحت بیماران برای که باشد آن از نشان

مͬ�کند. وارد بیماران بر دیͽر نوع دو

افزایشͬ اثری مطالعه پایان تا آن از پس و است ثابت تقریبا ٩٠٠ام روز از قبل تا سن متغیر

نرخ سن، افزایش نتیجه در و زمان افزایش با که مͬ�دهد نشان این دارد. شوک دریافت نرخ در

معنͬ�دار اثرش بودن زمان به وابسته آن�که علͬ�رغم نیز، QRS متغیر مͬ�شود. بیشتر دریافتͬ شوک

ضریب بودن مثبت و معنͬ�دار به توجه با اما دارد. زمان طول در کمͬ تغییر شد، داده تشخیص

معنͬ�دار اثر واردشده شوک�های نرخ افزایش بر QRS افزایش گفت مͬ�توان آن، برای برآوردشده

مͬ�کند. برآورده را ما اولیه انتظار نتیجه این دارد.

نوارهای پهنای منظور این برای کردیم. تحلیل نیز همواری پارامتر چند از استفاده با را داده�ها

،ICD2 ،ICD1 متغیرهای برای ترتیب به را h۴ = ٧٨٠ و h٣ = ٧٧٠ ،h٢ = ٧٩٠ ،h١ = ٧٩٠

متغیرهای به مربوط ضرایب (آ)، (٢.۵) شͺل به توجه با تغییر این با بردیم. کار به سن و QRS

وضعیت، این در نͺردند. زیادی تغییر دیͽر متغیر دو اثرات و شدند هموارتر ICD2 و ICD1

دستͽاه دو توسط دریافتͬ شوک نرخ اختلاف یͺسان، نوارهای پهنای بردن به�کار با حالتͬ برخلاف

مطالعه، پایان تا زمان این از و است کاهش حال در ١١٠٠ام روز حول تا سوم نوع و اول نوع

تا اختلاف این یͺسان، نوارهای پهنای از استفاده با که حالͬ در مͬ�شود زیاد دستͽاه دو اختلاف

دارد. بالاتری شوک نرخ همواره سوم نوع دستͽاه نیز حالت این در مͬ�یابد. کاهش ٨٠٠ام زمان

پهنای از استفاده با حالتͬ مشابه حالت، این در نیز سوم و دوم نوع دستͽاه توسط دریافتͬ شوک نرخ

شوک نرخ ١١٠٠ام، روز حول کوتاهͬ بازه در حالت این در که تفاوت این با است، یͺسان نوارهای



٩٨ قلبͬ بیماران به واردشده شوک�های مدل: کاربرد .۵

است. یͺسان نوارهای پهنای با حالتͬ در دستͽاه این شوک نرخ از بیشتر دوم نوع دستͽاه

تحقیق آینده برای پیشنهادات ۵.۵

آینده عنوان به زیر موارد به مͬ�توان پایان�نامه، این در شبیه�سازی مطالعه و نظری مطالب به توجه با

کرد: اشاره تحقیق

رهیافتͬ عنوان به اسپلاین�ها٨ از استفاده است، زیاد رگرسیونͬ ضرایب ناهمواری که زمانͬ .١

جای به اسپلاین�ها، از استفاده بنابراین .(٢٠٠٩ همͺاران، و (هستͬ مͬ�شود توصیه جانشین

شود. دقیق�تری نتایج به منجر مͬ�تواند معرفͬ�شده، مدل در هسته�ها

جالب مͬ�تواند بیزی دیدگاه از بقا نیمه�پارامتری مدل�های با بازگشتͬ پیشامدهای مدل�بندی .٢

نتایج دقت بهبود به مͬ�توان ضرایب، برای پیشین توزیعͬ گرفتن نظر در با باشد. توجه

.(٢٠٠۶ دانسون، و پنل ،٢٠٠۵ میر، و (ماندا بود امیدوار

گرفتن نظر در با است بدیهͬ کردیم. استفاده تیلور بسط اول مرتبه تقریب� از پایان�نامه این در .٣

مͬ�یابیم. دست دقیق�تری تقریب�های به بالاتر، مراتب با تیلور بسط

کردیم. استفاده نیوتون-رافسون عددی روش از پارامترها، برآورد برای پایان�نامه این در .۴

در و مͬ�کند مشͺل دچار را آن از استفاده پارامتر، اولیه مقدار به روش این بودن حساس

برآورد برای مفروض الͽوریتم�های نامناسب، اولیه�ای مقدار گرفتن نظر در با موارد، برخͬ

مͬ�توانند ندارند، ͬͽبست اولیه مقدار به که روش�هایͬ بنابراین نمͬ�شوند. همͽرا پارامترها،

شوند. مطرح

در برآوردگرها تقریبͬ توزیع برآورد برای مجانبͬ رهیافت جای به بوت�استرپ از استفاده .۵

باشد. مفید مͬ�تواند است ͷکوچ نمونه حجم که حالتͬ

٨Spline



پیوستآ�

تعریف�ها و نمادها

زیر صورت به آن�ها تعریف�های که گرفته�اند قرار استفاده مورد پایان�نامه متن در کمیت�ها از برخͬ

مͬ�باشند

ϕ(t) = ϕi(t;β,γ) = ϕi(t;β(t),γ) = Yi(t) exp{β(t)TXi(t) + γTZi(t)}

ϕ(t;β,γ) = (ϕ١(t;β,γ), . . . , ϕn(t;β,γ))
T

Φ(t,β,γ) = diag{ϕi(t;β,γ)}

S٠(t) = S٠(t;β,γ) =
١
n

n∑
i=١

ϕi(t;β,γ)

Sx(t) = Sx(t;β,γ) =
١
n

n∑
i=١

ϕi(t;β,γ)Xi(t)

Sz(t) = Sz(t;β,γ) =
١
n

n∑
i=١

ϕi(t;β,γ)Zi(t)

Ex(t) = Ex(t;β,γ) =
Sx(t;β,γ)

S٠(t;β,γ)

Ez(t) = Ez(t;β,γ) =
Sz(t;β,γ)

S٠(t;β,γ)

است. Ex(t;β,γ) سطرهای با ستون p و سطر n با ماتریسͬ X̄(t) = X̄(t;β,γ)

است. Ez(t;β,γ) سطرهای با ستون q و سطر n با ماتریسͬ Z̄(t) = Z̄(t;β,γ)

Exx(t) = Exx(t;β,γ) =
١
n
{X(t)− X̄(t;β,γ)}TΦ(t;β,γ){X(t)− X̄(t;β,γ)}

٩٩



١٠٠ تعریف�ها و نمادها آ�.

Ezx(t) = Ezx(t;β,γ) =
١
n
{Z(t)− Z̄(t;β,γ)}TΦ(t;β,γ){X(t)− X̄(t;β,γ)}

Ezz(t) = Ezz(t;β,γ) =
١
n
{Z(t)− Z̄(t;β,γ)}TΦ(t;β,γ){Z(t)− Z̄(t;β,γ)}

El
xx(t) = Exx(t;β

l,γ l), El
zx(t) = Ezx(t;β

l,γ l), El
zz(t) = Ezz(t;β

l,γ l)

Sl
٠(t) = Sl

٠(t;β
l,γ l), Sl

x(t) = Sl
x(t;β

l,γl), Sl
z(t) = Sl

z(t;β
l,γ l)

Φl(t) = Φ(t;βl,γ l)

X̄ l(t) = X̄(t;βl,γl), Z̄ l(t) = Z̄(t;βl,γ l)

مͬ�شوند: تعریف زیر صورت به نیز متن در استفاده�شده حدی مقادیر

،ez(t;β,γ) ،ex(t;β,γ) ،sz(t;β,γ) ،sx(t;β,γ) ،s٠(t;β,γ) ،n → ∞ وقتͬ کنید فرض

،Sx(t;β,γ) ،S٠(t;β,γ) حدی مقادیر ترتیب به ezz(t;β,γ) و ezx(t;β,γ) ،exx(t;β,γ)

هستند. Ezz(t;β,γ) و Ezx(t;β,γ) ،Exx(t;β,γ) ،Ez(t;β,γ) ،Ex(t;β,γ) ،Sz(t;β,γ)

،ez(t) ،ex(t) ،sz(t) ،sx(t) نمادهای مشابه، طور به و s٠(t) = s٠(t;β٠,γ٠) مͬ�دهیم قرار

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به نیز را A(τ) حدی مقدار مͬ�شوند. تعریف ezz(t) و ezx(t) ،exx(t)

a(τ) =

∫ τ

٠
[ezz(t)− ezx(t)exx(t)

−١ezx(t)
T ]dµ٠(t).

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به نیز را (β̂, γ̂) در A(τ,β,γ) مقدار

Â(τ) = A(τ ; β̂, γ̂) =

∫ τ

٠
[Êzz(t)− Êzx(t)Êxx(t)

−١Êzx(t)
T ]dµ̂٠(t).

مقدار ،z̄(t) و ex(t) سطرهای با n× p ماتریسͬ ،X̄(t) حدی مقدار ،x̄(t) مͬ�کنیم فرض همچنین

است. ez(t) سطرهای با n× q ماتریسͬ ،Z̄(t) حدی

بیان زیر شرح به و تعریف صورت به گرفته�اند قرار استفاده مورد پایان�نامه این در که مفاهیمͬ

کرده�ایم.

احتمال در همͽرایͬ ویژگͬ�های .١٢ تعریف



١٠١

Yn
P−→ d و Xn

P−→ c که گونه�ای به باشند، تصادفͬ متغیرهای از دنباله دو Yn و Xn اگر

:(١٣٨۴ انͽلهارد، و (بین آن�گاه

aXn؛ + bYn
P−→ ac+ bd .١

XnYn؛
P−→ cd .٢

Xn؛

c

P−→ ١, c ̸= ٠ .٣

؛ ١
Xn

P−→ ١
c
،c ̸= ٠ ،P [Xn ̸= ٠] = ١ ،n هر ازای به اگر .۴

.
√
Xn

P−→
√
c ،P [Xn ≥ ٠] = ١ ،n هر ازای به اگر .۵

سازگاری١ .١٣ تعریف

هرگاه گویند، سازگار µ برای را X

P (|X − µ| > ε) → ٠.

نرم٢ .١۴ تعریف

هرگاه مͬ�نامیم، X روی نرم ͷی را ∥·∥ : X −→ R تابع باشد. برداری فضایͬ X کنید فرض

باشند: برقرار زیر شرایط

∥x∥؛ ≥ ٠ باشیم داشته x ∈ X هر ازای به .١

∥x∥؛ = ٠ اگر تنها و اگر x = ٠ باشیم داشته x ∈ X هر ازای به .٢

∥αx∥؛ = |α|∥x∥ باشیم داشته α اسͺالر هر و x ∈ X هر ازای به .٣

مثلث). (نامساوی ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ باشیم داشته x, y ∈ X هر ازای به .۴

١Consistency
٢Norm



١٠٢ تعریف�ها و نمادها آ�.

اقلیدس٣ͬ نرم .١۵ تعریف

صورت به هرگاه گوییم، اقلیدسͬ نرم X = (X١, . . . , Xp) ∈ Rp بردار روی را ∥X∥

∥X∥ = (XTX)
١
٢ = (

p∑
i=١

X٢
i )

١/٢.

است. اقلیدسͬ نرم منظورمان مͬ�کنیم، استفاده نرم از جا هر پایان�نامه این در شود. تعریف

باز) گوی۴(گوی .١۶ تعریف

مجموعه ρ > ٠ ازای به باشند. Rp عضو θ و X کنید فرض

Bθ,ρ = {X|∥X − θ∥ < ρ} = (θ − ρ, θ + ρ),

ترتیب همین به مͬ�نامیم. ρ شعاع و θ مرکز به باز گوی ͷی را

B[θ,ρ] = {X|∥X − θ∥ ≤ ρ} = [θ − ρ, θ + ρ],

مͬ�نامیم. ρ شعاع و θ مرکز به بسته۵ گوی ͷی را

مجموعه۶ درونͬ نقطه .١٧ تعریف

که صورتͬ در مͬ�نامیم X مجموعه درونͬ نقطه ͷی را θ ∈ X نقطه .X ⊆ Rp کنید فرض

دیͽر عبارت به باشد. X جزء که طوری به باشد داشته وجود Bθ,ρ مانند بازی گوی

∀ θ ∈ X ∃ Bθ,ρ ⊆ X.

باز٧ مجموعه .١٨ تعریف

مͬ�نامیم بسته٨ Xرا و باشد درونͬ آن نقطه هر که صورتͬ در مͬ�نامیم، باز Xرا ⊆ Rp مجموعه

باشد. باز Rp −X که صورتͬ در

کران�دار٩ مجموعه .١٩ تعریف
٣Euclidean norm
۴Open ball
۵Closed ball
۶Interior point of a set
٧Open set
٨Closed set
٩Bounded set



١٠٣

عددی اگر است، کران�دار بالا از A گوییم باشد. R از ناتهͬ مجموعه زیر ͷی A کنید فرض

موجود b مانند عددی اگر .x ≤ a باشیم داشته A از x هر ازای به که طوری به باشد موجود a مانند

است. کران�دار پایین از A مͬ�گوییم آن�گاه ،b ≤ y باشیم داشته A از y هر ازای به که طوری به باشد

باشد. کران�دار پایین و بالا از A که صورتͬ در مͬ�نامیم، کران�دار را A مجموعه

فشرده١٠ مجموعه .٢٠ تعریف

باشد. کران�دار و بسته اگر تنها و اگر مͬ�نامیم، فشرده را مجموعه�ای

بردار مشتق .٢١ تعریف

به ترتیب به بردار به نسبت بردار و بردار به نسبت اسͺالر اسͺالر، به نسبت بردار مشتق�های

مͬ�شوند: تعریف زیر صورت�های

:x اسͺالر به نسبت y = (y١, y٢, . . . , yn)
T بردار مشتق

∂y
∂x

=


∂y١
∂x
∂y٢
∂x...
∂yn
∂x

.
:y بردار به نسبت x اسͺالر مشتق

∂x

∂y =
(

∂x
∂y١

∂x
∂y٢

· · · ∂x
∂yn

)
.

:z = (z١, z٢, . . . , zm)
T بردار به نسبت y بردار مشتق

∂y
∂z =


∂y١
∂z١

∂y١
∂z٢

· · · ∂y١
∂zm

∂y٢
∂z١

∂y٢
∂z٢

· · · ∂y٢
∂zm

... ... . . . ...
∂yn
∂z١

∂yn
∂z٢

· · · ∂yn
∂zm

.
تیلور١١ بسط .٢٢ تعریف

شͺل به سری ͷی کنیم. معرفͬ را توانͬ سری تا داریم نیاز ابتدا تیلور، بسط تعریف برای

a٠ + a١x+ a٢x
٢ + . . . =

∞∑
n=٠

anx
n,

سری کلͬ، حالت در مͬ�باشد. x از توانͬ سری ͷی هستند، ثابت اعدادی a٠, a١, a٢, . . . آن در که

شعاع را آن که است ثابتͬ عدد R اینجا در واگراست. |x| > R برای و همͽرا |x| < R برای توانͬ
١٠Compact set
١١Taylor expansion



١٠۴ تعریف�ها و نمادها آ�.

باشد. واگرا یا همͽرا مͬ�تواند سری ،|x| = R برای مͬ�نامند. سری همͽرایͬ

ͷی در تابع مشتق�های از که است جمله بͬ�نهایت مجموع صورت به تابع ͷی نمایش تیلور، بسط

از متناهͬ تعداد با نقطه ͷی حول مͬ�توان را توابع بسط، این از استفاده با مͬ�آیند. به�دست نقطه

نقطه ͬͽهمسای در که مختلط یا حقیقͬ مقادیر با f(x) تابع ͷی تیلور بسط زد. تقریب جملات

است: زیر توانͬ سری است، مشتق�پذیر بار بͬ�نهایت x٠ مختلط یا حقیقͬ

f(x) = f(x٠) +
f

′
(x٠)(x− x٠)

١! +
f

′′
(x٠)(x− x٠)

٢

٢! +
f

′′′
(x٠)(x− x٠)

٣

٣! + . . . ,

بنویسیم زیر خلاصه�تر صورت به مͬ�توانیم که

f(x) =
∞∑
n=٠

f (n)(x٠)

n!
(x− x٠)

n.

نیوتون�رافسون١٢ عددی روش .٢٣ تعریف

یا تابع ͷی مͬ�نیمم�سازی معادله، ͷی ریشه کردن پیدا به آماری استنباط مسایل از قسمت�هایͬ

ͷی یا معادله ͷی حل مسایل، این�گونه مͬ�شوند. منتهͬ درستنمایͬ ماکسیمم برآوردگرهای یافتن

چنین در نمͬ�شوند. منتهͬ تحلیلͬ فرم ͷی به آن�ها حل که مͬ�شوند شامل را معادلات دستͽاه

جواب�های حصول برای رهیافت ͷی آورد. به�دست آن�ها برای تقریبͬ جواب�های باید مواردی،

نیوتون- روش عددی، روش�های این از ͬͺی است. عددی روش�های با معادله�ها عددی حل تقریبͬ،

مͬ�کنیم. مماس نقطه این در f تابع بر خطͬ ،x٠ اولیه مقدار داشتن با روش این در است. رافسون

از: عبارتست x٠ در f مماس خط

f(x٠) + f
′
(x٠)(x− x٠).

معادله در ،x١ خط، این (ریشه) صفر نقطه مͬ�دهیم. قرار x١ برابر را مماس خط این صفر نقطه

مͬ�کند: صدق زیر

f(x٠) + f
′
(x٠)(x١ − x٠) = ٠.

که مͬ�دهیم ادامه آن�جا تا را تͺرار کرد. تͺرار را عمل و کرد عوض x١ با را x٠ جای مͬ�توان اکنون
١٢Newton-Raphson
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مͬ�شود: زیر رابطه به منتهͬ عمل این باشد. ͷنزدی واقعͬ مقدار به آمده به�دست ریشه

xi+١ = xi −
f(xi)

f ′(xi)
.

داشت خواهیم ،ͷی از بالاتر ابعاد برای مشابه طور به

xi+١ = xi − f
′
(xi)

−١f(xi),

است. جزیͬ مشتق�های ماتریس f ′
(x) آن در که

چندمتغیره مرکزی حد قضیه .٢۴ تعریف

میانͽین بردار با Rk در هم�توزیع و مستقل تصادفͬ بردارهای X١,X٢, . . . ,Xn کنید فرض

را بردارها این مجموع اگر که مͬ�کند بیان قضیه این باشند. Σ کوواریانس ماتریس و µ = E(Xi)

کنیم تعریف اگر همͽراست. چندمتغیره نرمال توزیع به آمده به�دست آماره آن�گاه کنیم، (١)X١استاندارد
...

X١(k)

+

X(١)٢
...

X٢(k)

+ . . .+

Xn(١)
...

Xn(k)

 =


∑n

i=١ Xi(١)
...∑n

i=١ Xi(k)

 =
n∑

i=١
Xi,

کرد: تعریف زیر صورت به را میانͽین بردار مͬ�توان آن�گاه

١
n

n∑
i=١

Xi =
١
n


∑n

i=١ Xi(١)
...∑n

i=١ Xi(k)

 =

X̄i(١)
...

X̄i(k)

 = X̄n.

داریم بنابراین
١√
n

n∑
i=١

[Xi − E(Xi)] =
١√
n

n∑
i=١

[Xi − µ] =
√
n(X̄n − µ).

مͬ�کند بیان چندمتغیره مرکزی حد قضیه
√
n(X̄n − µ)

D→ N(٠,Σ).

که طوری به

Σ =


V ar

(
X(١)١

)
Cov

(
X(١)١, X(٢)١

)
Cov

(
X(١)١, X(٣)١

)
· · · Cov

(
X(١)١, X١(k)

)
Cov

(
X(٢)١, X(١)١

)
V ar

(
X(٢)١

)
Cov

(
X(٢)١, X(٣)١

)
· · · Cov

(
X(٢)١, X١(k)

)
Cov

(
X(٣)١, X(١)١

)
Cov

(
X(٣)١, X(٢)١

)
V ar

(
X(٣)١

)
· · · Cov

(
X(٣)١, X١(k)

)
... ... ... . . . ...

Cov
(
X١(k), X(١)١

)
Cov

(
X١(k), X(٢)١

)
Cov

(
X١(k), X(٣)١

)
· · · V ar

(
X١(k)

)

 ,

است. توزیع در همͽرایͬ ، D→ از منظور و
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یͺنواخت١٣ ͬͽپیوست .٢۵ تعریف

و f(x) مقادیر گفت بتوان آن�گاه و باشند ͷنزدی یͺدیͽر به کافͬ اندازه به y و x مقادیر اگر

دیͽر عبارت به مͬ�گوییم. یͺنواخت پیوسته را f هستند، ͷنزدی هم به دلخواه اندازه به نیز f(y)

∀ε ∃δ ∀x, y (|y − x| < δ −→ |f(y)− f(x)| < ε) .

پواسن١۴ فرآیند .٢۶ تعریف

مͬ�گیریم نظر در را اتفاقاتͬ پواسن فرآیند در مͬ�گویند. فرآیند را تصادفͬ متغیرهای از دنباله�ای

باشد. [٠, t] فاصله در اتفاقاتͬ چنین تعداد نشان�دهنده N(t) و مͬ�دهند رخ تصادفͬ زمان�های در که

اگر گوییم، (λ > ٠) λ نرخ با پواسن فرآیند ͷی را {N(t), t ≥ ٠} تصادفͬ متغیرهای مجموعه

N(٠) = ٠ .١

باشند. یͺدیͽر از مستقل مͬ�دهند، رخ مجزا فاصله�های در که اتفاقاتͬ تعداد .٢

به و داشته ͬͽبست فاصله طول به فقط مͬ�دهند، رخ فاصله ͷی در که اتفاقاتͬ تعداد توزیع .٣

نباشد. وابسته فاصله آن گرفتن قرار محل

.P{N(h) = ١} = λh+ o(١) .۴

.P{N(h) ≥ ٢} = o(h) .۵

اتفاقات وقوع استقلال فرض (٢) شرط مͬ�شود. شروع صفر از فرآیند که مͬ�کند بیان (١) شرط

مستقل (N(t) یعنͬ ) مͬ�دهد رخ t زمان تا که اتفاقاتͬ تعداد مثلا مͬ�دارد. بیان را مجزا فواصل در

(٣) شرط مͬ�دهند. رخ (N(t+ s)−N(t) (یعنͬ t+ s و t فاصله در که است اتفاقاتͬ تعداد از

با پواسن فرآیند ͷی در مͬ�ماند. ثابت t مقادیر همه برای N(t + s) −N(t) احتمالͬ توزیع یعنͬ

(١٣٨٣ (راس، داریم λ نرخ

P{N(t) = n} =
e−λt(λt)n

n!
.

١٣Uniform continuity
١۴Poisson process



پیوستب

سوم فصل اول مثال اجرای برای R برنامه کد

هر که شده�اند گزارش پیوست این در سوم فصل در اول مثال نتایج بازتولید برای لازم دستورات
داده�ایم. توضیح جدا طور به را قسمت

:۵٠ حجم با بازگشتͬ داده مجموعه ͷی تولید .١

n=50
c_pre=4.5
c=2+3*runif(n)
x=rnorm(n)
z=rbinom(n,1,0.5)
pp=length(c)
p_rand=1000
c_int=seq(0,1,(1/(p_rand-1)))
cc=matrix(0,pp,p_rand)
xx=matrix(0,pp,p_rand)
zz=matrix(0,pp,p_rand)
tt=matrix(0,pp,p_rand)
for (i in 1:p_rand) {
cc[,i]=c
xx[,i]=x
zz[,i]=z
}
for (i in 1:pp) {
tt[i,]=c_int
}
tt=tt*cc
cc=function(t){
cc=exp(-1/2)*exp(0.5*sin(2*t)*xx+0.5*zz)

١٠٧
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return(cc)
}
cc=cc(tt)
c_len=0.5*(1/p_rand)*c
ccc=cc[,2:(p_rand-1)]
Lam=c_len*(cc[,1]+cc[,p_rand]+2*(apply(ccc,1,sum)))
m=rpois(n,Lam)
N=matrix(c(0),sum(m),4)
k=0
for (i in 1:n){
if (m[i]>0){
j=1
b=exp(abs(x[i])*0.5)
while (j<=m[i]){
a=runif(1)*c[i]
u=runif(1)
if (u<=exp(0.5*sin(2*a)*x[i])/b){
N[k+j,1]=i
N[k+j,2]=a
N[k+j,3]=x[i]
N[k+j,4]=z[i]
j=j+1
}
}
}
N[(k+1):(k+j-1),2]=sort(N[(k+1):(k+j-1),2])
k=k+m[i]
}
N=N[N[,2]<=c_pre,]
p=nrow(N)

اپانچنیͺوف: هسته تابع تعریف .٢

kernel=function(x){
k=0.75*(1-x^2)*(abs(x)<=1)
return(k)
}

زمان: به وابسته ضریب برای ریشه کردن پیدا .٣

funLocalEqu=function(beta1,sub_xt,x,z,gamma,ind,wght){
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d_t=length(wght)
d_x=1 #number of column of x
phi=exp(x*beta1+z*gamma)
phi1=matrix(phi,length(phi),d_t)*ind
phi2=t(x)%*%phi1
ss=apply(phi1,2,sum)+10^(-7)
phi3=matrix(ss,d_x,d_t,byrow=T)
grad=(t(sub_xt)-(phi2/phi3))%*%wght
grad2=grad^2
hess=c(0)
for(j in 1:d_x){
x2=x*x
phi4=t(x2)%*%phi1
hess[j]=((phi4/phi3)-(phi2*matrix(phi2[j,],d_x,d_t))/(phi3^2))%*%wght
}
p=list(grad2,grad,hess)
return(p)
}

زمان: از مستقل ضریب برای ریشه کردن پیدا .۴

funGlobalEqu=function(gamma,zt,x,z,beta,ind){
d_z=1
d_t=length(zt)
phi=exp(x%*%beta)*matrix(exp(z*gamma),length(z),d_t)
phi1=phi*ind+10^(-7)
phi2=t(z)%*%phi1
pp=apply(phi1,2,sum)
phi3=matrix(pp,d_z,length(pp),byrow=T)
g=t(zt)-phi2/phi3
grad=apply(g,1,sum)
pp=ncol(phi2)
z2=z*z
phi4=t(z2)%*%phi1
hes= (phi4/phi3)-(phi2*matrix(as.numeric(phi2),d_z,pp))/(phi3^2)
qq=apply(hes,1,sum)
hess=(qq)^2
p=list(grad^2,grad,hess)
return(p)
}
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زمان: از مستقل و به وابسته ضرایب برآورد .۵

uu=c(1:100)
u=0.05+0.04*uu #time point
h=0.4 #bandwidth of kernel
u_max=max(u)
u_min=min(u)
d_u=length(u)
t=N[,2]
d_t=length(t)
n=length(x)
d_x=1
d_z=1
ind0=(matrix(t,d_u,d_t,byrow=T)-matrix(u,d_u,d_t))/h*3
kern_ind0=kernel(ind0)
sum_kern=apply(kern_ind0,2,sum)+10^(-6)
wght0=kernel(ind0)/matrix(sum_kern,d_u,d_t,byrow=T)
indd=(matrix(t,n,d_t,byrow=T)<= matrix(c,n,d_t))
ind1=as.numeric(indd)
ind=matrix(ind1,n,d_t)
zt=N[,(d_x+3):(d_x+d_z+2)]
##initial estimator##
beta=function(t){
beta=0.5*cos(2*t-1.75)
return(beta)
}
beta=beta(u)
gamma=gamma0=0.5
##Iterative Newton-Raphson algorithm##
EPS = 10^(-10)
EPS2 = 10^(-3)
maxit = 20
iter = 0
while (iter<=maxit){
valid=matrix(c(1),d_u+1,1)
##the solution of the function beta(t)##
for(k in 1:d_u){
uk=u[k]
ind_t22=(t>=(uk-h) & t<=(uk+h))
ind_t2=as.numeric(ind_t22)
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ind_t=which(ind_t2==1)
sub_N=N[ind_t,]
sub_t=sub_N[,2]
d_sub_t=length(sub_t)
h2=h
while (d_sub_t<=6){
h2= h2+ h/3
ind_t33=(t>=(uk-h2) & t<=(uk+h2))
ind_t3=as.numeric(ind_t33)
ind_t=which(ind_t3==1)
sub_N=N[ind_t,]
if(is.vector(sub_N==T)){sub_N=as.matrix(t(sub_N))}
else{sub_N=sub_N}
sub_t=sub_N[,2]
d_sub_t=length(sub_t)
}
sub_xt=sub_N[,3:(d_x+2)]
wght=kernel((sub_t-uk)/h2)
sub_ind = ind[,ind_t]
beta1=beta[k]
grad_hess=funLocalEqu(beta1,sub_xt,x,z,gamma,sub_ind,wght)
o=f1=as.numeric(grad_hess[1])
f2=as.numeric(grad_hess[2])
f3=as.numeric(grad_hess[3])
if (f1<=EPS){valid[k]=f1}
if (is.nan(f3)){delta=-f2/sqrt(f1)}else{
delta=f2/(f3+10^(-5))
}
##choosing the step size to find the solution##
tau=1
beta2=beta1+tau*delta
grad_hess=funLocalEqu(beta2,sub_xt,x,z,gamma,sub_ind,wght)
f4=as.numeric(grad_hess[1])
while ((f4>=(o-EPS/2)) & tau>=EPS2){
tau=tau/2
beta2=beta1+tau*delta
grad_hess=funLocalEqu(beta2,sub_xt,x,z,gamma,sub_ind,wght)
f1=as.numeric(grad_hess[1])
f4=f1



١١٢ سوم فصل اول مثال اجرای برای R برنامه کد ب.

}
if (tau<=EPS2){
valid[k]=EPS
}
##better iteration point to be found##
beta[k]=beta1+tau*delta
if (f4<=EPS){
valid[k]=f4
}
}
##To find better solution of the parameter gamma##
betax=t(beta)%*%wght0
grad_hess=funGlobalEqu(gamma,zt,x,z,betax,ind)
f1=as.numeric(grad_hess[1])
if(f1<=EPS){
valid[d_u+1]=f1
if (apply(valid,2,sum)<=1/2)
{print("zero gradient! the procedure completed successfully!\n")}
else{iter=iter+1}
}
if (is.nan(as.numeric(grad_hess[3])))
{ delta=-(as.numeric(grad_hess[2]))/sqrt(f1)} else {
delta=(as.numeric(grad_hess[2]))/(as.numeric(grad_hess[3])+10^(-5))}
##choosing the step to find the solutiion##
tau=1
gamma2=gamma+tau*delta
grad_hess=funGlobalEqu(gamma2,zt,x,z,betax,ind)
f2=as.numeric(grad_hess[1])
while ((f2>=f1-EPS/2) & tau>=EPS2){
tau=tau/2
gamma2=gamma+tau*delta
grad_hess=funGlobalEqu(gamma2,zt,x,z,betax,ind)
f2=as.numeric(grad_hess[1])
}
if (tau<=EPS2){
valid[du+1]=EPS
if (sum(valid)<=1/2){print("output, the procedure was successful")}
else {iter=iter+1}
}
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##better iteration point to be found##
gamma = gamma + tau*delta
iter = iter + 1
if (iter==maxit+1)
{print("maximum iterations exceeded.The procedure may be unsuccessful")}
}

زمان: از مستقل و به وابسته ضرایب برای خطاها کردن پیدا .۶

kern=function(u_val,h,u,beta){
kern=sum(kernel((u_val-u)/h)*t(beta))
/(sum(kernel((u_val-u)/h))+10^(-7))
return(kern)
}
lam_zero=function(n,N,x,z,c,u,h,beta,gamma){
Ev=N[,2]
u_num=length(u)
u_len=u[2]-u[1]
u2=c(0,u)
u2=t(u2)
A=numeric(length=u_num)
A=t(A)
for (i in 1:u_num){
NN2=as.numeric(Ev>=u2[i] & Ev<=u2[i+1])
NN22=which(NN2==1)
N2=N[NN22,]
N2=matrix(t(as.matrix(N2)),length(as.matrix(N2))/4,4,byrow=T)
Ev2=N2[,2]
p2=length(Ev2)
if (p2>0){
for (j in 1:p2){
beta_hat=kern(Ev2[j],h,t(u),beta)
phi=exp(beta_hat*x+gamma*z)*(Ev2[j]<=c)
A[i]=A[i]+(1/sum(phi))
}
}
}
A[1]=A[1]/u[1]
A[2:u_num]=A[2:u_num]/u_len
return(A)
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}
se_beta=function(n,N,x,z,c,u,h,beta,gamma){
Ev=N[,2]
u_num=length(u)
u_len=u[2]-u[1]
C=matrix(0,u_num,n)
D=numeric(length=u_num)
u2=c(0,u)
Lam_hat=lam_zero(n,N,x,z,c,u,h,beta,gamma)
for (i in 1:u_num){
NN2=as.numeric(Ev>=u2[i] & Ev<=u2[i+1])
NN22=which(NN2==1)
N2=N[NN22,]
N2=matrix(t(as.matrix(N2)),length(as.matrix(N2))/4,4,byrow=T)
Ev2=N2[,2]
p2=length(Ev2)
if (p2>0){
for (j in 1:p2){
beta_hat=kern(Ev2[j],h,t(u),beta)
phi=exp(beta_hat*x+gamma*z)*(Ev2[j]<=c)
x_hat=t(x)%*%(phi/sum(phi))
z_hat=t(z)%*%(phi/sum(phi))
Exx=sum((x-x_hat)*phi*(x-x_hat))+10^(-5)
Ezx=sum((z-z_hat)*phi*(x-x_hat))
Ezz=sum((z-z_hat)*phi*(z-z_hat))
D[i]=D[i]+(1/Exx)*Ezx
lamda_hat=kern(Ev2[j],h,t(u),t(Lam_hat))+10^(-5)
C[i,N2[j,1]]=C[i,N2[j,1]]+(1/(Exx*lamda_hat))*(N2[j,3]-x_hat)
for (k in 1:n){
C[i,k]=C[i,k]-(1/(Exx*lamda_hat))*(x[k]-x_hat)*phi[k]/sum(phi)
}
}
}
D[i]=D[i]*(u2[i+1]-u2[i])/p2
}
p=list(t(C),t(D))
return(p)
}
se_gamma=function(n,d_t,N,x,z,c,u,h,beta,gamma){
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Ev=N[,2]
A=0
B=numeric(length=n)
B=t(B)
for (i in 1:d_t){
beta_hat=kern(Ev[i],h,t(u),beta)
phi=exp(beta_hat*x+gamma*z)*(Ev[i]<=c)
x_hat=t(x)%*%(phi/sum(phi))
z_hat=t(z)%*%(phi/sum(phi))
Exx=sum((x-x_hat)*phi*(x-x_hat))+10^(-5)
Ezx=sum((z-z_hat)*phi*(x-x_hat))
Ezz=sum((z-z_hat)*phi*(z-z_hat))
A=A+(Ezz-Ezx*(1/Exx)*Ezx)/sum(phi)
beta_hat=(N[i,4]-z_hat)-Ezx*(1/Exx)*(N[i,3]-x_hat)
B[N[i,1]]=B[N[i,1]]+beta_hat
for(j in 1:n){
beta_hat=(z[j]-z_hat)-Ezx*(1/Exx)*(x[j]-x_hat)
B[j]=B[j]-beta_hat*phi[j]/sum(phi)
}
}
A=1/(A+10^(-15))*B
return(A)
}
beta_se=0
gamma_se=0
## gamma_se ##
gam_res=se_gamma(n,d_t,N,x,z,c,u,h,beta,gamma)
gam_res=t(gam_res)
g_res_m=mean(gam_res)
gamma_se=sqrt(sum((gam_res-g_res_m)^2))
## beta_se ##
C_D=se_beta(n,N,x,z,c,u,h,beta,gamma)
d_x=1
C=C_D[1]
D=C_D[2]
C=C[[1]]
D=D[[1]]
for (i in 1:d_u){
if(is.nan(D[,i])==T){
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D[,i]=0
}
}
for(i in 1:d_u){
for(j in 1:n){
if(is.nan(C[i,j])==T){
C[i,j]=0}
}
}
beta_se=numeric(length=d_u)
C[,1]=C[,1]-gam_res*D[1]
cm=mean(C[,1])
beta_se[1]=sqrt(sum((C[,1]-matrix(cm,n,1))^2))
for(i in 2:d_u){
s=((i-1)*d_x+1):(i*d_x)
C[,s]=C[,s]-gam_res*D[s]
C[,s]=C[,s]-C[,(s-d_x)]
cm=mean(C[,s])
beta_se[i]=sqrt(sum((C[,s]-matrix(cm,n,1))^2))
}
int_beta=function(u,beta){
u_len=length(u)
A=numeric(length=u_len)
A=t(A)
A[1]=beta[1]*u[1]
A[2:u_len]=beta[2:u_len]*(u[2]-u[1])
A=cumsum(A)
return(A)
}

زمان به وابسته تجمعͬ ضرایب برای پوشش احتمال محاسبه .٧

Beta=int_beta(u,beta)
#B=number of iterations
#Beta_i=Estimate of cumulative coefficients in each iterations
# for i=1,...,B , say B=5
betas=matrix(c(Beta1,Beta2,Beta_3,Beta_4,Beta_5),d_u,5)
se=vector(length=d_u)
for (i in 1:d_u){
se[i]=var(Beta_1[i],Beta_2[i],Beta_3[i],Beta_4[i],Beta_5[i])



١١٧

}
for (j in 1:d_u){
dt=vector(length=B)
for (k in 1:B){
if (abs(betas[i,k]-Beta0[i])<=1.96*se[i]){dt[k]=1}else{dt[k]=0}
}
cp[i]=sum(dt)/B
}

زمان: به وابسته تجمعͬ رگرسیونͬ ضریب رسم .٨

plot(u,Beta,"type")
lines(u,0.25*(1-cos(2*u)),col="red",type="l")
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