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چیده
ͳبررس رأس، n روی گراف�ها از خانواده Έی از ͳمخف ͳگراف جستجوی مسأله�ی نامه، پایان این در
Έی ”آیا که: پرسش این از است عبارت مجاز عمل تنها م�ͳکنیم، استفاده آن از که ͳمدل در م�ͳشود.
م�ͳشود، مطرح راستا این در که ͳهدف است؟“. ͳمخف گراف این از ͳیال دارای رئوس، از زیرمجموعه
این به رسیدن برای است. نیاز مورد ͳمخف گراف ͳشناسای برای که است ͳپرسش تعداد کم�ترین تخمین
خانواده�ی تطابق�ها، خانواده�ی برای را مسأله و کرده استفاده ͳغیرانطباق الΎوریتم�های از عموماً هدف
مسأله که خانواده�ای اندازه�ی برای ͳکران�های همچنین، م�ͳکنیم. ͳبررس خوشه�ها خانواده�ی و ستاره�ها

م�ͳدهیم. ارائه م�ͳکند، حل کل�ͳتر گراف�های برای را



یگا ശত່بانෙय़ଘمقدৎ
گاشانصلاࢌ ৽از
ازرभتارشانख़࡛ࢴت

وازධ්رشاناീীتادਛیراآड़و࣎م
ৎقدم৮ଘدروماସభ୍م



චاری... ণپاس໋�

ͳهمنشين به و شد رهنمونمان دانش و علـم طریـق بــه و بخشيد هست�ͳمان که را یتا پروردگار ب�ͳکران سپاس

ساخت. روزیمان را معرفت و علم از ͳچين خوشه و نمــود مفتخرمان دانش و علم رهروان

بΎذارم سر پشت بلندی سر و ͳسلامت با را ͳزندگ از مرحله این که داد را توان این من به که شاکرم را خدا

سر مرتبه بلند خدای از پس اوست. از هست، سرافرازی و عزت هرچه که م�ͳسایم او پربرکت آستان بر سر و

لطف و مهر ͳتجل که م�ͳستایم را ایشان و م�ͳزنم بوسه پایشان بر م�ͳآورم، فرود مادرم و پدر برابر در تعظیم

م�ͳباشند. من برای خداوندی

با صدر، سعه�ی کمال در که ͳعلیشاه میثم دکتر آقای جناب شایسته، و کمالات با استاد از م�ͳدانم لازم

گهربارشان و ارزنده راهنمای�ͳهای با و ننمودند دری΅ من بر عرصه این در ͳکم Ϳهی از ،ͳفروتن و خلق حسن

و صبور استاد از همچنین نمایم. تشر و تقدیر صمیمانه داشتند، نامه پایان این رسیدن ثمر به در ͳمهم نقش

و فرزانه اساتید از و شدند متقبل را نامه پایان این مشاوره�ی زحمت که موسوی رضا سید آقای جناب تقوا، با

متقبل را نامه پایان این داوری زحمت که شعرباف ͳرحیم صادق دکتر و راد جعفری نادر دکتر آقایان دلسوز،

گوید. سپاس را آنان زحمات از ͳبخش خردترین، این که باشد نمایم. را ͳقدردان و تشر کمال شدند،

اঀهرਊی
ඵෑر۱۳۹۲



پیشΎفتار

لازم م�ͳدهند. واکنش یدیΎر با مواد این از ͳبرخ که داریم اختیار در ͳشیمیای ماده�ی n کنید فرض

جمله از ͳدلایل به بنا ،ͳطرف از م�ͳدهند. واکنش یدیΎر با مواد کدام که شود تعیین آزمایش انجام با است

دوبه�دو را مواد این نم�ͳتوان مواد، ͳبرخ فسادپذیری و آزمایش�ها از ͳبعض بالای هزینه�ی مواد، زیاد تعداد

از ͳی ،ͳگروه آزمون دهد. کاهش را آزمایش�ها تعداد که هستیم ͳروش دنبال به بنابراین، کرد. آزمایش

n روی ͳمخف گراف Έی جستجوی ،ͳیعن گراف آزمون مسأله�ی به را مسأله راستا، این در روش�هاست. این

و یال�ها با متناظر را مواد میان واکنش رئوس، با متناظر را ͳشیمیای مواد تعمیم، این در م�ͳدهیم. تعمیم رأس،

یا است یال شامل رئوس از زیرمجموعه Έی ”آیا که: م�ͳگیریم نظر در پرسش این با متناظر را آزمایش Έی

“ͳمنف” پاس اگر داد. قرار پرسش مورد را F م�ͳتوان آنΎاه باشد، رئوس از زیرمجموعه�ای F اگر خیر؟“.

مجاورند. F در رأس دو حداقل ،ͳیعن بود ”مثبت“ پاس اگر و نم�ͳشود واق΄ ͳیال Ϳهی F در ،ͳیعن بود

منظور این برای م�ͳکند. حل را مسأله که است ͳپرسش تعداد کم�ترین تخمین است، مسأله مطلوب آنچه

ͳکران�های و جسته بهره الΎوریتم�ها این از غالباً کاربرد، در ͳغیرانطباق الΎوریتم�های ارجحیت به توجه با و

م�ͳدهیم. ارائه نیاز مورد پرسش�های تعداد کم�ترین برای را

مختلف علوم در را آزمون این کاربردهای و پرداخته ͳگروه آزمون ͳمعرف به نامه پایان این اول فصل در

م�ͳکنیم. مدل�سازی گراف، آزمون غالب در را مسأله سپس م�ͳکنیم. بیان ͳزیست

در را جستجو است، رأس n روی تطابق Έی ͳمخف گراف که فرض این گرفتن نظر در با دوم، فصل در

حل را رأس n روی تطابق مسأله�ی که خانواده�ای اندازه�ی کوچ�Έترین و م�ͳدهیم انجام تطابق�ها خانواده�ی

ͳتطابق کردن پیدا به را رأس n روی تطابق جستجوی مسأله�ی منظور، این برای م�ͳزنیم. تخمین م�ͳکند،

با را تطابق مسأله�ی م�ͳتوان به�طوری�که م�ͳدهیم ارائه H گراف Έی سپس م�ͳدهیم. تعمیم H گراف روی

قضیه�ی و آمده به�دست نتای; از استفاده با کرد. حل H یال�های تعداد نصف تقریباً اندازه�ی از خانواده�ای

در م�ͳکنیم. حل (١
٢ + o(١))( n٢ ) اندازه�ی از خانواده�ای با را رأس n روی تطابق مسأله�ی ویلسون، افراز

مقاله�ی م�ͳدهیم. ارائه مسأله این حل برای را چندمرحله�ای الΎوریتم�های و ͳاحتمالات الΎوریتم�های ادامه

است. فصل این ͳاصل مرج΄ [٢]

در معلوم ͳویژگ با گراف�ها از خانواده�ای برای را مسأله و داده تعمیم را قبل روش�های سوم، فصل در



ج

گراف�های همه�ی شامل خانواده�ای م�ͳشوند، مطالعه فصل این در که ͳخانواده�های جمله از م�ͳگیریم. نظر

خانواده�ای اندازه�ی برای است، وابسته G استقلال عدد به که را ͳپایین کران و است G گراف با یریخت

در را G(n, ١
٢) ͳتصادف گراف خانواده�ی فصل، این پایان در م�ͳکنیم. اثبات م�ͳکند، حل را مسأله این که

است. [٢] و [١] مراج΄ براساس فصل این نتای; م�ͳگیریم. نظر

Έی ͳمخف گراف که ͳزمان را، ͳمخف گراف جستجوی مسأله�ی ،[١] مرج΄ براساس چهارم، فصل در

م�ͳکنیم. حل است نامعلوم یا معلوم ستاره اندازه�ی که ͳحالت دو هر برای را مسأله و مطالعه است، ستاره

با خوشه�ها خانواده�ی همچنین و خوشه�ها خانواده�ی م�ͳگیرد، قرار ͳبررس مورد پنجم فصل در که آنچه

اثبات م�ͳکند حل را مسأله این که خانواده�ای اندازه�ی کوچ�Έترین برای ͳکران�های و است مشخص اندازه�ی

است. [١] نیز فصل این مرج΄ م�ͳکنیم.
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فصل١

تاریخچه و مقدمه

ͳگروه آزمون تاریخچه�ی ١.١

حد تا ١ ͳگروه آزمون منشأ برم�ͳگردند مختلف مناب΄ و پیش قرن�ها به که ͳریاض مسائل از بسیاری برخلاف

٢ دورفمˆن روبرت به و است خورده پیوند (١٩۴٢-۴٣) دوم ͳجهان Ίجن اخیر نسبتاً حادثه�ی به زیادی

١٠٠٠ ،ͳاندک تعداد فقط آن�ها بین در که داشتند حضور Ίجن در سرباز میلیون�ها .[۶] م�ͳشود داده نسبت

ͳتحقیقات شعبه�های از ͳی در ٣ روزن�بلات دِیوید و دورفمن بودند. شده سیفیلیس ویروس به مبتلا مورد،

برگزار اقتصاددان تعدادی حضور با اداره این در که جلسه�ای در م�ͳکردند، کار واشنΎتن ͳمال آمار اداره�ی

میلیون�ها خون نمونه بیمار، ͳاندک تعداد کردن پیدا برای اگر که رسیدند نتیجه این به حضار تمام بود شده

ͳگروه آزمون است. ب�ͳفایده ͳعمل دهیم قرار ͳاهΎآزمایش تحلیل و تجزیه مورد انفرادی به�صورت را سرباز

گروه�بندی است ممن که داشت اظهار فردی دیΎر طرف از ͳول شد مطرح جلسه در افراد از ͳی توسط

روزن�بلات همارش و دورفمن اما شد. رد ایده این و باشد داشته اقتصادی مشلات خون نمونه�های کردن

کردند. پیΎیری جدی به�صورت را ایده این م�ͳکند) اشاره روزن�بلات هماری به مقالاتش در (دورفمن

نمود ارائه واشنΎتن آمار انجمن جلسه�ی در را صفحه�ای چهار یادداشت Έی دورفمن ͳکوتاه مدت از بعد

شد. منتشر آمریا ͳریاض آمار سالیانه�ی مجله�ی در که

دورفمن: از [۵] ͳاصل گزارش به توجه با
١group testing
٢Robert Dorfman
٣Devid Rosenblatt

١



٢ تاریخچه و مقدمه .١

م�ͳشود: تقسیم مرحله دو به م�ͳگیرد، قرار آزمایش مورد که سربازی هر برای سیفیلیس میروب آزمایشخون

م�ͳشود. دریافت افراد خون نمونه .١

آنت�ͳژن وجود عدم یا وجود که م�ͳگیرد قرار ͳاهΎآزمایش تحلیل و تجزیه معرض در خون نمونه .٢

م�ͳدهد. نشان را سیفیلیس

میان از ویروس، به مبتلا افراد ͳشناسای به�منظور ͳاهΎآزمایش تحلیل و تجزیه n شود استفاده فرآیند این ͳوقت

است. نیاز n اندازه�ی به ͳجمعیت

م�ͳشود. ͳشناسای زیر به�صورت میروب شده، پیشنهاد روش به توجه با

هر خون�های نمونه م�ͳکنیم. تقسیم ͳتای پن; گروه�های به را افراد از شده دریافت خون نمونه از مقداری

و تجزیه معرض در را مخزن داخل خون نمونه حال م�ͳریزیم. مخزن Έی در و کرده ترکیب هم با را گروه

سیفیلیس میروب حاوی مخزن داخل خون نمونه پن; از Έی Ϳهی اگر م�ͳدهیم. قرار ͳاهΎآزمایش تحلیل

میروب این حاوی مخزن داخل خون�های نمونه از ͳی لااقل اگر ͳول است، “ͳمنف” آزمایش جواب نباشد

باید مثبت آزمایش�های ͳول م�ͳشوند گذاشته کنار ͳمنف آزمایش�های است. ”مثبت“ آزمایش جواب باشد

شوند. ͳبررس مجدداً انفرادی به�صورت

بود نشده مطرح کاربردی به�صورت خون) نمونه�های کردن (گروه�بندی امیدبخش ایده�ی این روز آن در

است. گذاشته صنعت و ͳپزش جامعه�ی روی بر ͳمهم و جدید تأثیرات دورفمن ایده�ی امروزه ͳول

احتمالات، زمینه�ی در ۴ فلر معروف کتاب تدوین باعث ١٩۵٠ سال در دورفمن خون آزمایش مسأله�ی

.[٨] شد آن“، کاربرد و احتمال نظریه�ی بر ”مقدمه�ای عنوان تحت

جدیدی کاربرد و مفهوم به خود مقاله�های در بل، آزمایشΎاه از دانشمند دو ،[١۴] ۶ گرول و ۵ سوبل

دورفمن، کرد. اشاره صنعت در ͳگروه آزمون کاربرد به م�ͳتوان مثال برای کردند، اشاره ͳگروه آزمون از

تمام روی بر احتمال توزی΄ Έی مثال برای کردند، ͳبررس ͳاحتمال مدل تحت را ͳگروه آزمون گرول و سوبل
۴Feller
۵Sobel
۶Groll



٣ ͳترکیبیات ͳگروه آزمون .٢.١

هدف به�عنوان را نواقص ͳشناسای برای لازم آزمایش�های تعداد رساندن حداقل به و کردند تعریف نواقص

دادند. قرار

.[١٣] گرفت قرار مطالعه مورد ٧ ͳل توسط ابتدا ͳترکیبیات ͳگروه آزمون

ͳترکیبیات ͳگروه آزمون ٢.١

جامعه افراد کل تعداد به نسبت بیمار افراد تعداد به�طوری�که م�ͳگیریم درنظر را سالم و بیمار افراد از جامعه�ای

بیمار افراد نسبت م�ͳتوان یΈجامعه، در ͳتجرب داده�های به توجه با که شود دقت است. ͳکوچ بسیار عدد

کرد. فرض ثابت عددی را جامعه کل به

حال م�ͳشود. گرفته جامعه افراد ͳتمام از خون آزمایش کار این برای و است بیمار افراد ͳشناسای هدف،

ممن بΎیرند قرار آزمایش مورد انفرادی به�صورت گروه افراد از شده گرفته خون�های نمونه باشد قرار اگر

باشد: داشته دنبال به را ͳلاتمش ذیل دلایل به است

دربردارد. را ͳبالای هزینه�ی آن�ها انجام که دارند وجود آزمایش�ها از ͳبرخ الف.

،ͳاهΎآزمایش دستΎاه�های کمبود همچنین و دارد نیاز زیادی زمان به آزمایش�ها از ͳبعض تحلیل و تجزیه ب.

م�ͳسازد. غیرممن را کوتاه زمان در انفرادی آزمون

است. ͳگروه آزمایش بیماران ͳشناسای برای مهم ابزار Έی بنابراین،

کل کنیم. ͳشناسای آن�ها بین در را بیمار افراد م�ͳخواهیم و داریم n-نفره جامعه�ی Έی کنید فرض

م�ͳنامیم. ”گروه“ Έی را F مانند N از ͳناته زیرمجموعه�ی هر م�ͳدهیم. نمایش N با را جامعه این افراد

اگر است ”مثبت“ و باشند سالم گروه اعضای همه�ی اگر است “ͳمنف” گروه Έی روی آزمایش نتیجه�ی

باشد. داشته قرار F در بیمار فرد Έی لااقل

همه�ی گروه�ها این آزمایش نتیجه�ی به�طوری�که است F١, F٢, . . . , Ft گروه t شامل ͳآزمونگروهΈی

م�ͳکند. مشخص را بیمار افراد
٧Li



۴ تاریخچه و مقدمه .١

مشخص اندازه�ی از ͳجمعیت میان در بیمار d حداکثر فرضوجود با که است این هدف ͳگروه آزمون در

کاهش در زیر نته�ی دو گرفتن نظر در کنیم. ͳشناسای را بیمار افراد بتوانیم ممن آزمایش حداقل با ،n

دارد: اهمیت آزمایش�ها تعداد

گروه�ها اندازه�ی اگر است، افراد کل تعداد از کوچ�Έتر ͳخیل ͳنسب به�طور بیماران تعداد که ͳآنجای از الف.

بنابراین، داریم، حساس ͳخیل آزمون Έی به نیاز مثبت نتیجه�ی آوردن به�دست برای آنΎاه باشد بزرگ

است. محدودیت دارای عمل در گروه�ها اندازه�ی

است. محدودیت دارای شخص این شامل گروه�های تعداد شخص، هر برای آزمایش نوع به توجه با ب.

از م�ͳتوانند که ͳگروه�های تعداد لذا و است محدود شخص هر از ͳدریافت خون نمونه مقدار مثال برای

باشد. زیاد نم�ͳتواند کنند استفاده خون نمونه این

م�ͳشوند: تقسیم دسته دو به ͳگروه آزمون الΎوریتم�های ͳکل به�طور

٨ .ͳترتیب الΎوریتم�های .١

٩ .ͳغیرانطباق الΎوریتم�های .٢

(ͳی ͳی) به�ترتیب گروه�ها روی آزمایش هرگاه م�ͳنامیم ͳترتیب الΎوریتم را ͳگروه آزمون الΎوریتم Έی

Έی کرد. استفاده ͳقبل آزمایش�های نتای; از م�ͳتوان آزمایش، برای گروه Έی تعیین در و شود انجام

قرار آزمایش مورد هم�زمان به�طور گروه�ها تمام اگر م�ͳنامیم ͳغیرانطباق الΎوریتم را ͳگروه آزمون الΎوریتم

نم�ͳشود. استفاده بعدی گروه�های تعیین در ͳقبل آزمایش�های اطلاعات از بنابراین، بΎیرند.

ͳترتیب الΎوریتم Έی باشیم، داشته بهتری گروه�بندی تا م�ͳکند Έکم ͳاضاف اطلاعات داشتن که آنجا از

انجام هم�زمان به�طور ͳغیرانطباق الΎوریتم�های چون و دارد نیاز آزمایش برای کم�تری گروه�های تعداد به

کردن کم ͳگروه آزمون ͳاصل هدف شد گفته که همان�طور م�ͳشود. ͳصرفه�جوی زمان در بنابراین، م�ͳشوند

نظر از ͳترتیب الΎوریتم�های بنابراین است، بیمار افراد همه�ی ͳشناسای برای نیاز مورد آزمایش�های تعداد
٨Sequential algorithms
٩Nonadaptive algorithms



۵ ͳولمول ͳزیست�شناس در آن کاربرد و ͳگروه آزمون .٣.١

است ممن گروه Έی با متناظر آزمایش ،ͳشناس مولول در به�خصوص عمل، در اما هستند. غالب تئوری

است. ͳغیرعمل ͳترتیب روش به آزمایش�ها انجام لذا انجامد طول به روز چندین ͳحت یا ساعت چندین

به آزمایش�ها آن در که دارد وجود ١٠ چندمرحله�ای الΎوریتم ،ͳغیرانطباق و ͳترتیب الΎوریتم�های بین

م�ͳشوند آزمایش هم�زمان به�طور مرحله هر در موجود گروه�های ͳتمام به�طوری�که م�ͳشوند تقسیم مرحله چندین

که ͳآزمایش�های نتای; از م�ͳتوان گروه Έی تعیین در ،ͳیعن م�ͳشوند. انجام ترتیب به الΎوریتم مراحل ͳول

تعداد اگر موجودند. مرحله همان در که ͳآزمایش�های از نه اما کرد استفاده است شده انجام ͳقبل مراحل در

نامید. ١١ s-�مرحله�ای الΎوریتم Έی را آن م�ͳتوان باشد، s ثابت عدد الΎوریتم مراحل

ͳولمول ͳزیست�شناس در آن کاربرد و ͳگروه آزمون ٣.١

تئوری ،ͳارتباط کانال�های خون، آزمایش مانند ͳمختلف مسائل برای که مهم است ابزاری ͳگروه آزمون

م�ͳرود. به�کار مسائل سایر و کدگذاری

از امروزه که ͳجای تا است شده واق΄ مفید ١٢ ͳولمول ͳزیست�شناس نظریه�ی در ͳگروه آزمون اخیراً

م�ͳشود. یاد ͳگروه آزمون کاربرد مهم�ترین عنوان به ͳولمول ͳزیست�شناس در ١٣ غربال�گری آزمایش�های

با ͳمشترک وجوه دارای حوزه این است. ͳولمول سط در ͳزیست�شناس مطالعه�ی ،ͳولمول ͳزیست�شناس

ͳولمول ͳزیست�شناس در عمده بحث است. ͳبیوشیم و Έژنتی علم با خاص، به�طور و ͳشیم ،ͳزیست�شناس

پروتئین�سازی و DNA ،RNA برهم�کنش�های جمله، از ،ͳسلول درون سیستم�های بین برهم�کنش استنباط

م�ͳگیرد. قرار ͳبررس مورد برهم�کنش�ها این تنظیم ͳΎونΎچ همچنین، است.

ͳیاب�ͳتوال از که م�ͳپردازیم ١۴ ͳمحاسبات ͳزیست�شناس در مهم مسأله�ی Έی ͳبررس به نامه، پایان این در

بالا عملرد با ͳنیت شاری ͳتوال تعیین م�ͳشود. ͳناش ،١۶ شاری ͳتوال تعیین روش به ،١۵ ژنوم

(مΎس دروسفیلا همچنین و نوع) ٧٠ (حدود ͳروبمی ژنوم�های از زیادی تعداد ͳتوال تعیین در که است
١٠multi stage algorithm
١١s-stage algorithm
١٢molecular biology
١٣screening experiments
١۴computational biology
١۵genome
١۶shotgun sequencing
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١٧ کانتی�Ίها از مجموعه�ای پروژه�ها، این همه�ی در است. شده استفاده انسان ژنوم ͳحت و موش سرکه)،

با ͳحت نم�ͳتوانند ͳبیولوژی یا ͳمحاسبات مختلف دلایل به که داریم اختیار در (DNA بلند (رشته�های

١٨ فاصله�های و درآمده منظم به�صورت باید کانتی�Ίها شوند. ͳیاب�ͳتوال ،ͳتوال تعیین الΎوریتم�های بهترین

ͳیعن) است کم فاصله�ها تعداد ͳوقت شود. ͳیاب�ͳتوال ملالت�آور و آهسته روش�های بردن کار به با آن�ها بین

از مجموعه�ای روش این م�ͳکنند. استفاده PCR ͳترکیب روش از اغلب زیست�شناسان مورد) ده از کم�تر

دستΎاه توسط گشت�ها این م�ͳکند. ایجاد ͳیاب�ͳتوال در فاصله�ها طول در را ١٩ ͳجهت دو ͳولمول گشت�های

م�ͳشوند. آسان PCR

رشته�های پرایمرها م�ͳکنند. استفاده ٢٠ پرایمر از زیست�شناسان ،ͳولمول گشت�های شروع منظور به

فردی به منحصر قالب�های به آن�ها که م�ͳشوند ͳطراح طوری و هستند نوکلئوتید از پیش�ساخته�ای و کوتاه

که را رشته�ای دو DNA از نمونه�ای ابتدا روش این در م�ͳچسبند. دارد قرار Ίکانتی هر انتهای در که

م�ͳشود. هم از DNA رشته�ی دو شدن جدا باعث حرارت م�ͳدهند. حرارت کنند تثیر را آن م�ͳخواهند

ͳنقاط به مناسب) غلظت و دما (در پرایمر م�ͳکنند. اضافه آن به را پرایمر و کرده سرد را مخلوط این سپس

فاصله�ی طول در ͳجهت Έی گشت Έی و م�ͳشود متصل م�ͳشود آغاز آنجا از همانندسازی که DNA از

یدیΎر با که است DNA مولول دو تولید فرآیند این نتیجه�ی م�ͳشود. آغاز DNA رشته�ی در شده ایجاد

دقیقه چند هر و م�ͳشود ترار بارها و بارها همانندسازی و ͳگرماده فرآیند هستند. مشابه اولیه مولول با و

م�ͳآید. به�دست اولیه نمونه�ی از نسخه میلیون�ها ͳکوتاه زمان در و م�ͳشود برابر دو DNA نمونه�ی ی�Έبار

دو در که پرایمری دو هرگاه دید م�ͳتوان را ٢٢ DNA بسط Έی و م�ͳافتد اتفاق ٢١ PCR واکنش Έی

.[٢ ،٧] گیرند قرار یسان آزمایش لوله�ی Έی در شده�اند متصل یسان فاصله�ی Έی طرف

پرایمر ٢N از ممن جفت�های ͳتمام PCR ͳترکیب روش باشیم، داشته اختیار در Ίکانتی N اگر

م�ͳکند. آزمایش آزمایش، لوله�ی Έی در نشده جدا ͳاصل DNA رشته�ی و پرایمر دو هر دادن قرار با را
١٧contig
١٨gaps
١٩bi-directional molecular walks
٢٠primer
٢١PCR reaction
٢٢DNA ladder
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طیف�سن; یا ͳیاب�ͳتوال تنولوژی از استفاده با و ͳشناسای ژل�ها از استفاده با را PCR فرآورده�های م�ͳتوان

بنابراین، است، زیاد نیز PCRآزمایش�های تعداد است، زیاد فاصله�ها تعداد ͳوقت کرد. ترجمه ،DNA ͳجرم

در م�ͳشود. نامیده ٢٣ چندگانه PCRروش این م�ͳشوند. مخلوط لوله هر در پرایمر k > ٢ به�صورت پرایمرها

ͳبیولوژی آزمایش�های تعداد رساندن حداقل به به�منظور پرایمرها، آمیختن برای مطلوب استراتژی چند ادامه

م�ͳشود. ͳبررس فاصله�ها، ͳیاب�ͳتوال در نیاز مورد

مسأله مدل�سازی ۴.١

اختیار در ͳشیمیای مواد از یΈمجموعه شود. بیان زیر به�صورت ͳکل به�طور م�ͳتواند فاصله ͳیاب�ͳتوال مسأله�ی

ͳپرایمرهای تنها (چون م�ͳدهد واکنش دیΎر مواد از ͳی حداکثر با ͳشیمیای ماده�ی هر که م�ͳدانیم داریم،

که ͳاهΎآزمایش مانیزم Έی و م�ͳدهند)، واکنش هم با دارند قرار یسان فاصله�ی Έی طرف دو در که

خیر. یا م�ͳافتد اتفاق ͳواکنش آیا م�ͳشوند داده قرار آزمایش لوله�ی Έی در ماده چندین ͳوقت م�ͳکند تعیین

م�ͳدهند. واکنش یدیΎر با ͳشیمیای مواد از جفت کدام کنیم تعیین آزمایش، تعداد کم�ترین با داریم قصد

رئوس، از مجموعه�ای روی ͳمخف تطابق Έی جستجوی یا ͳشناسای مسأله�ی به�صورت م�ͳتواند مسأله این

یال Έی و ͳشیمیای ماده�ی Έی رأس، Έی مدل این در شود. مدل�سازی مجاز پرسش Έی به�صورت ͳعمل با

از مجموعه�ای ͳوقت واکنش Έی ͳبررس با است متناظر پرسش Έی و م�ͳدهد نمایش را واکنش Έی تطابق،

تطابق م�ͳخواهیم .V = {١, ٢, . . . , n} کنید فرض م�ͳشوند. داده قرار آزمایش لوله�ی Έی در ͳشیمیای مواد

کنیم. ͳشناسای زیر به�شل پرسش ͳکم تعداد توسط V روی را M کامل) لزوماً (نه ͳمخف

است؟ M از یال Έی حداقل شامل F آیا : QF (١.١)

مورد ͳغیرانطباق و ͳقطع موارد در ͳحت مسأله این م�ͳنامیم. ”گروه“ را آن و است V از زیرمجموعه�ای F که

برای اگر م�ͳکند حل را V روی تطابق مسأله�ی ،V زیرمجموعه�های از F خانواده�ی م�ͳگوییم است. توجه

تطابق�ها از ͳی از ͳیال شامل که باشد موجود F ∈ F Έی حداقل V روی M٢ و M١ متمایز تطابق دو هر

و ͳقطع به�طور تا م�ͳسازد قادر را ما خانواده�ای چنین هر به�وضوح، باشد. نداشته دیΎری از ͳیال Ϳهی و باشد
٢٣multiplex PCR
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در که ͳهدف بیابیم. F ∈ F هر برای (١.١) در شده تعریف QF پرسش�های با را ͳمخف تطابق ،ͳغیرانطباق

تطابق مسأله�ی که خانواده�ای ممن اندازه�ی کوچ�Έترین تخمین از است عبارت م�ͳشود مطرح راستا این

.[٢] م�ͳکند حل ͳرأس n مجموعه�ی Έی روی را

مسأله تعمیم ١.۴.١

مسأله�ی داد. تعمیم را آن م�ͳتوان ،ͳشیم و ͳزیست علوم مانند دیΎری شاخه�های در مدل این کاربرد به توجه با

با مولول�ها جفت از ͳبرخ که است شده داده مولول�ها از مجموعه�ای که است شرح این به ͳبیولوژی

را پرسش�ها و واکنش�ها با متناظر را یال�ها و مولول�ها با متناظر را رأس�ها مجدداً م�ͳدهند. واکنش یدیΎر

داده قرار آزمایش لوله�ی Έی در هم با را مولول�ها از مجموعه�ای که م�ͳگیریم نظر در ͳآزمایش�های با متناظر

م�ͳکنیم. مدل�سازی زیر به�صورت را مسأله قبل مانند خیر. یا م�ͳافتد اتفاق ͳواکنش آیا که م�ͳکنند تعیین و

کنید فرض و باشد V = {١, ٢, . . . , n} مجموعه�ی روی برچسب�دار گراف�های از خانواده�ای H کنید فرض

به�صورت ͳپرسش�های با باید و است شده داده H ∈ H از ͳمخف ͳکپ Έی است. بسته ͳریختی به نسبت H

،F ⊆ V گروه برای کنیم. ͳشناسای را ͳکپ این زیر

است؟ H از یال Έی حداقل شامل F آیا : QF (٢.١)

م�ͳکند حل را H-مسأله ،F خانواده�ی م�ͳگوییم است. ممن پرسش تعداد کم�ترین با H ͳشناسای هدف،

از ͳی از ͳیال شامل که باشد موجود F ∈ F Έی حداقل ،H از H٢ و H١ متمایز عضو دو هر برای اگر

تا م�ͳسازد قادر را ما خانواده�ای چنین هر به�وضوح، باشد. نداشته دیΎری از ͳیال Ϳهی و باشد Hi گراف�های

شود دقت کنیم. ͳشناسای را H ͳمخف عضو ،F ∈ F هر برای QF پرسش�های با ،ͳغیرانطباق و ͳقطع به�طور

کران همچنین، م�ͳکند. حل را H-مسأله رئوس، از دوتای�ͳها همه�ی مجموعه�ی ،H خانواده�ی هر برای که

پایان سراسر در و اینجا در که داریم، نیاز پرسش log |H| حداقل که این بر م�ͳکند دلالت اطلاعات پایین

علامت�های همه�ی از همچنین، شود. ذکر این غیر اینه مΎر هستند ٢ مبنای در لΎاریتم�ها ͳتمام نامه،

.[١] م�ͳکنیم نظر صرف نیستند، ضروری علامت�ها این که ͳجای در کف، و سقف

ͳهمیلتون دورهای ،[٢] تطابق�ها خانواده�ی مانند است، شده مطالعه خانواده�ها از ͳبرخ برای بالا مسأله�ی
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مشخص[١] اندازه�ی با خوشه�ها همه�ی خانواده�ی مشخصو اندازه�ی با ستاره�ها همه�ی خانواده�ی ،[١٠ ،٩]

برای که ͳپرسش�های تعداد کم�ترین مقالات، این همه�ی در کل�ͳتر. گراف�های شامل ͳخانواده�های همچنین و

ͳمتفاوت پرسش�های آن�ها، از ͳبعض در اما است شده ͳبررس است، نیاز خانواده�ها از ͳمخف ͳگراف ͳشناسای

خانواده�ی ،[١٠] و [٩] در ٢۵ کاچرو و ٢۴ ͳگربینس مثال، به�عنوان گرفته�اند، نظر در شد مطرح آنچه با

،(٢.١) مدل بر علاوه کردند. مطرح مقاله�ها این در پرسش مدل چند و گرفتند نظر در را ͳهمیلتون دورهای

یال�های تعداد بله نیست “ͳمنف” یا ”مثبت“ تنها پرسش هر پاس آن در که کردند ͳبررس را ͳمدل آن�ها

است، محدود گروه�ها اندازه�ی که ͳحالت برای ͳحت مدل دو هر م�ͳکند. مشخص نیز را گروه در موجود

به�دست ͳهمیلتون دورهای برای پرسش O(n log n) با ٢۶ ͳانطباق الΎوریتم Έی آن�ها شد. گرفته نظر در

که ͳپرسش�های ،ͳیعن) قوی�تر پرسش�های از استفاده با را O(n) ͳغیرانطباق کاملا̈ جواب همچنین، آوردند.

کران�های سپس دادند. ارائه م�ͳکنند) گزارش را رئوس از مجموعه Έی توسط شده تولید یال�های تعداد

توسط بالا کران�های از ͳبعض که دادند ارائه مدل�ها این از Έی هر تحت تطابق، مسأله�ی برای ͳپایین و بالا

ͳگربینس ،[١١] در هستند. ͳانطباق کاملا̈ الΎوریتم�ها دیΎر و م�ͳآید به�دست ٢-مرحله�ای الΎوریتم Έی

را تطابق مسأله�ی پایین و بالا کران�های و کردند مطالعه پایین درجه�ی با ͳگراف�های برای را مسأله کاچرو و

ارائه ͳتصادف و ͳانطباق ͳوریتمΎال ،[۴] در ٢٨ اپیدین و ٢٧ فرت�نو کردند. اثبات ͳغیرانطباق ͳمدل تحت

و آلن ،[٢] در م�ͳکند. حل پرسش، ٠٫ ٧٢n log n میانΎین به�طور با مرحله، ٨ در را تطابق مسأله�ی که دادند

تعداد شدن برابر دو بهای (به دادند کاهش مرحله ١ به را مراحل تعداد ،ͳتصادف ͳوریتمΎال با ٢٩ همارانش

همچنین کرد). حفظ ٠٫ ٧٢n log n ͳتقریب به�طور را پرسش�ها ͳکل تعداد م�ͳتوان مرحله ٢ با اما پرسش�ها،

ارائه تطابق مسأله�ی برای ،ͳغیرانطباق و ͳقطع به�طور را ٠٫ ٣٢( n٢ ) پایین کران و (١
٢ +o(١))( n٢ ) بالای کران

ستاره�ها خانواده�ی و خوشه�ها یا ستاره�ها خانواده�ی دو برای را مسأله این ،[١] در ٣٠ ازُدی و آلن دادند.
٢۴Grebinski
٢۵Kucherov
٢۶adaptive algorithm
٢٧Fortnow
٢٨Apaydin
٢٩Alon et. al.
٣٠Asodi
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ͳغیرانطباق و ͳقطع الΎوریتم�های از تنها مقاله این در آن�ها کردند. مطرح مشخص، اندازه�ی از خوشه�ها یا

کردند. استفاده



فصل٢

تطابق جستجوی

مقدمه ١.٢

که خانواده�ای ممن اندازه�ی کوچ�Έترین و گرفته نظر در را رأس n روی تطابق�ها خانواده�ی فصل این در

مسأله�ی ،[٢] در همارانش و آلن هدف، این راستای در م�ͳزنیم. تخمین م�ͳکند، حل را تطابق مسأله�ی

و داده تعمیم H گراف روی کامل) لزوماً (نه تطابق Έی کردن پیدا به را رأس n روی تطابق جستجوی

تقریباً اندازه�ی از خوشه�ها، از خانواده�ای با را تطابق مسأله�ی م�ͳتوان به�طوری�که دادند ارائه H گراف Έی

دادند نشان ،١ ویلسون افراز قضیه�ی از استفاده با و تعمیم این به توجه با کرد. حل H یال�های تعداد نصف

کرد. حل (١
٢ + o(١))( n٢ ) اندازه�ی از خانواده�ای با را رأس n روی تطابق مسأله�ی م�ͳتوان که

ͳقطع الΎوریتم� با مقایسه در و گرفتند نظر در را ͳتصادف و ͳغیرانطباق الΎوریتم�های ادامه، در آن�ها

از الΎوریتم�ها این محاسبات در کردند. ارائه مسأله این برای را O(n log n) جالب جواب ١-مرحله�ای،

است. شده استفاده دوجمله�ای استاندارد تخمین

توزی΄ دارای ͳتصادف متغیر Έی X کنید فرض جمله�ای) دو استاندارد [٣](تخمین .١.١.٢ گزاره

صورت این در ،a > ٠ و است دوجمله�ای توزی΄ B(n, p) که است B(n, p)− np

Pr(X < −a) < e
− a٢

٢pn .

که دادند، ارائه پرسش O(kn
١+ ١

(٢(k−١))poly log n) با را k-مرحله�ای ͳقطع الΎوریتم�های سرانجام
١Wilson

١١
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است. f(n) برحسب جمله�ای چند polyf(n) از منظور ،ͳکل به�طور

است. n ١
۴ حداکثر اندازه�ی از گروه هر که م�ͳسازد گروه ۵

۴n
٣
٢ (١+ o(١)) ٢-مرحله�ای، ͳقطع الΎوریتم

بنابراین، م�ͳشود. بهینه ۵
۴ عامل با ،n

١
۴ حداکثر اندازه�ی از ͳگروه�های با الΎوریتم�ها، همه�ی میان در تعداد این

بر الΎوریتم�ها این ،k ≥ ٣ برای شود. واق΄ مفید گروه�بندی، در کاربردی محدودیت�های به�دلیل م�ͳتواند

این باشد. جالب خود نوع در م�ͳتواند که هستند استوار تصویری صفحه برای رن�Ίآمیزی لم Έی پایه�ی

تلفیق خاص، طرح�های وجود و گراف تجزیه�ی مورد در ͳنتایج با را ͳاحتمالات و ͳترکیبیات ابزارهای روش�ها

م�ͳکنند.

Έُتُن خانواده�های ٢.٢

گردایه�ای هرگاه م�ͳشود نامیده ٢ Έتن مجموعه�ها، Aاز = {A١, . . . , Ak} خانواده�ی [٢] تعریف١.٢.٢.

از ͳی حداقل شامل Ai هر به�طوری�که باشد موجود V = ∪k
i=١Ai اعضای از مجزا دوبه�دو دوتای�ͳهای از

برای به�طوری�که باشد موجود V روی ͳتطابق اگر تنها و اگر است Έتن A دیΎر، عبارت به باشد. دوتای�ͳها

باشد. ”مثبت“ ،QA پرسش پاس ،A ∈ A هر

غیر در چون، نیست. Έتن خط (p٢+p+١)
٢ از بیشتر با مجموعه هر ،p مرتبه از تصویری صفحه Έی در

از آمده به�دست نتای; همچنین بود. خواهد بیشتر نقطه p٢ + p + ١ از صفحه این نقاط تعداد صورت، این

،m حداقل اندازه�ی از Έهری مجموعه، ٠٫ ٣٢
(
m+٢

٢
)
حداکثر شامل خانواده هر که م�ͳکند بیان بخش این

است. Έتن

تعریف زیر به�صورت را F خانواده�ی ٣ t-وزن زیرمجموعه�ها، از F خانواده�ی برای [٢] تعریف٢.٢.٢.

م�ͳدهیم نشان wt(F) با را آن و کرده

wt(F) =
∑
F∈F

١
( |F |+t

٢ )
.

م�ͳدهیم. نشان w(F) با را آن و نامیده وزن را خانواده Έی ٢-وزن سهولت، برای
٢sparse
٣t-weight
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م�ͳکنیم. بیان را بخش این ͳاصل لم اکنون

است. Έتن ، ۴٩
١۵٣ حداکثر وزن با مجموعه�ها از F خانواده�ی هر [٢] .٣.٢.٢ لم

آنΎاه باشد، ١ اندازه�ی از مجموعه�ای شامل F اگر برهان.

w(F) ≥ ١
٣ >

۴٩
١۵٣ .

،M ∈ F کنید فرض هستند. ٢ حداقل اندازه�ی از ،F در مجموعه�ها همه�ی کرد فرض م�ͳتوان بنابراین،

.|M | = m و باشد اندازه کوچ�Έترین با مجموعه�ای

م�ͳکنیم: تعریف زیر به�صورت را F(p, q) خانواده�ی ،q و p متمایز عضو دو برای

F(p, q) = {F − {p, q} | F ∈ F , {p, q} ⊈ F}.

Έتن F دهیم نشان آن ساختن با داریم ͳسع (که تطابق از ͳیال به�عنوان را {p, q} ͳدوتای اگر که کنید دقت

با م�ͳشوند. Έتن تطابق، باق�ͳمانده�ی با که هستند ͳمجموعه�های آن ،F(p, q) آنΎاه کنیم، انتخاب است)

م�ͳشود: مطرح زیر ادعای موضوع این به توجه

این اثبات برای .w(F(p, q)) ≤ w(F) به�طوری�که است موجود M در q و p متمایز عضو دو ادعا:

دهیم نشان است ͳکاف م�ͳکنیم، انتخاب M از ینواخت و ͳتصادف به�صورت را q و p عضو دو ادعا

E(w(F(p, q))) ≤ w(F).

به�طوری�که است موجود M در q و p متمایز عضو دو صورت این در

w(F(p, q)) ≤ w(F).

داریم: بنابراین، م�ͳدهیم. نمایش κ(F ) با را |F ∩M | و F با را F \ {M} اعضای اینجا در

E(w(F(p, q))) = E
( ∑
F٠∈F(p,q)

١
( |F٢+|٠

٢ )

)
=

∑
F٠∈F(p,q)

E
( ١
( |F٢+|٠

٢ )

)

=
∑
F

(
(m−κ(F )

٢ )

(m٢ )
· ١
( |F |+٢

٢ )
+

( κ(F )
١ )(m−κ(F )

١ )

(m٢ )
· ١
( |F |+١

٢ )

)
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=
∑
F

(
(m٢ )− ( κ(F )

١ )(m−κ(F )
١ )− ( κ(F )

٢ )

(m٢ )
· ١
( |F |+٢

٢ )
+

κ(F )(m− κ(F )

(m٢ )
· ١
( |F |+١

٢ )

)

= w(F)− ١
(m+٢

٢ )
−
∑
F

(
κ(F )(m− κ(F ))

(m٢ )
· ١
( |F |+٢

٢ )
+

( κ(F )
٢ )

(m٢ )
· ١
( |F |+٢

٢ )

)
+
∑
F

(
κ(F )(m− κ(F ))

(m٢ )
· ١
( |F |+١

٢ )

)

= w(F)− ١
(m+٢

٢ )
+
∑
F

(
κ(F )(m− κ(F )

(m٢ )

(
١

( |F |+١
٢ )

− ١
( |F |+٢

٢ )

)
−

( κ(F )
٢ )

(m٢ )

١
( |F |+٢

٢ )

)

= w(F)− ١
(m+٢

٢ )
+
∑
k<m

∑
κ(F )=k

(
k(m− k)

(m٢ )

(
١

( |F |+١
٢ )

− ١
( |F |+٢

٢ )

)
−

( k٢ )

(m٢ )

١
( |F |+٢

٢ )

)

= w(F)− ١
(m+٢

٢ )
+

١
(m٢ )

∑
k<m

∑
κ(F )=k

(
k(m− k)

(
( |F |+٢

٢ )

( |F |+١
٢ )

− ١
)
−
(
k
٢

))
١

( |F |+٢
٢ )

= w(F)− ١
(m+٢

٢ )
+

١
(m٢ )

∑
k<m

∑
κ(F )=k

(
٢k(m− k)

|F |
−
(
k
٢

))
١

( |F |+٢
٢ )

≤ w(F)− ١
(m+٢

٢ )
+

١
(m٢ )

∑
k<m

∑
κ(F )=k

(
٢k(m− k)

m
−
(
k
٢

))
١

( |F |+٢
٢ )

= w(F)− ١
(m+٢

٢ )
+

١
(m٢ )

∑
k<m

(
٢k(m− k)

m
−
(
k
٢

)) ∑
κ(F )=k

١
( |F |+٢

٢ )

= w(F)− ١
(m+٢

٢ )
+

١
(m٢ )

∑
k<m

µ(m, k)
∑

κ(F )=k

١
( |F |+٢

٢ )
,

بالا رابطه�ی در که

µ(m, k) =
٢k(m− k)

m
−
(
k
٢

)
.

داریم: m هر ازای به

µ(m, ٠) = ٠,

µ(m, ١) = ٢ −
( ٢
m

)
,

µ(m, ٢) = ٣ −
( ٨
m

)
,

داریم: k ≥ ٢ هر برای و

µ(m, k) ≤ µ(m, ٢).
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م�ͳکنیم: تعریف م�ͳشود. ماکزیمم k = ٢ یا k = ١ در µ(m, k) پس

µ(m) = max
k<m

µ(m, k).

داریم: اکنون

E(w(F(p, q))) ≤ w(F)− ١
(m+٢

٢ )
+

١
(m٢ )

∑
k<m

µ(m, k)
∑

κ(F )=k

١
( |F |+٢

٢ )

≤ w(F)− ١
(m+٢

٢ )
+

١
(m٢ )

∑
k<m

µ(m)
∑

κ(F )=k

١
( |F |+٢

٢ )

= w(F)− ١
(m+٢

٢ )
+

١
(m٢ )

µ(m)
∑
k<m

∑
κ(F )=k

١
( |F |+٢

٢ )

= w(F)− ١
(m+٢

٢ )
+

١
(m٢ )

µ(m)
∑
F ̸=M

١
( |F |+٢

٢ )

= w(F)− ١
(m+٢

٢ )
+

١
(m٢ )

µ(m)

(
w(F)− ١

(m+٢
٢ )

)
= w(F)− ١

(m+٢
٢ )

+
١

(m+٢
٢ )

(m+ ٢)(m+ ١)
m(m− ١) µ(m)

(
w(F)− ١

(m+٢
٢ )

)
.

کنیم ثابت است ͳکاف بنابراین،

(m+ ٢)(m+ ١)
m(m− ١) µ(m)

(
w(F)− ١

(m+٢
٢ )

)
≤ ١

معادل به�طور یا

w(F) ≤ m(m− ١)
(m+ ٢)(m+ ١)µ(m)

+
١

(m+٢
٢ )

.

اگر .µ(m, ٢) یا µ(m, ١) با است برابر µ(m) شد، اشاره بالا در که همان�طور

µ(m) = µ(m, ١),

داریم: m > ١ برای

m(m− ١)
(m+ ٢)(m+ ١)µ(m)

+
١

(m+٢
٢ )

=
m٢ + ۴

٢(m+ ٢)(m+ ١) ≥ ١٣
۴٠

اگر است). برقرار ،m = ٣ در (تساوی

µ(m) = µ(m, ٢),
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داریم: m > ٢ برای

m(m− ١)
(m+ ٢)(m+ ١)µ(m)

+
١

(m+٢
٢ )

=
١
٣ · m٢(m− ١) + ۶m− ١۶

(m+ ٢)(m+ ١)(m− ٨
٣)

≥ ۴٩
١۵٣

داریم: فرض طبق ͳطرف از است). برقرار m = ١۶ در (تساوی

w(F) ≤ ۴٩
١۵٣ <

١٣
۴٠ ,

شد. ثابت ادعا لذا

م�ͳآید. به�دست ، ۴٩
١۵٣ حداکثر وزن با و کوچ�Έتر اندازه�ی با ͳخانواده�های مرر، به�طور ادعا این اعمال با

نشان تطابق این بنابراین، است. تطابق این از ͳیال شامل F عضو هر که م�ͳشود ͳمنته ͳتطابق به روش این

است. Έتن F که م�ͳدهد

ͳغیرانطباق برایحالتکاملا̈ پایین کران ٣.٢

زیر ساده�ی لم ابتدا منظور این برای م�ͳشود. کران�دار ثابت ͳعامل با جواب م�ͳشود داده نشان بخش این در

م�ͳکنیم. بیان را

F به�طوری�که باشد V = {١, ٢, . . . , n} زیرمجموعه�های از خانواده�ای F کنید فرض [٢] .١.٣.٢ لم

خانواده�ی ،a, b ∈ V متمایز عضو دو هر برای م�ͳکند. حل را V روی تطابق مسأله�ی

Fa,b = {F − {a, b} | F ∈ F , {a, b} ⊆ F}

نیست. Έتن

V −{a, b} Mروی تطابق بنابراین، تنΈاست. Fa,b به�طوری�که دارد وجود a, b ∈ V فرضکنید برهان.

QF پاس F ∈ F هر برای صورت این در است. M از ͳیال شامل Fa,b عضو هر به�طوری�که دارد وجود

تناقض م�ͳکند حل را تطابق مسأله�ی F که فرض با این و است یسان M ∪ {a, b} و M تطابق دو برای

دارد.

م�ͳکند حل رأس n روی را تطابق مسأله�ی که F خانواده�ی هر برای ،n > ٢ فرضکنید [٢] .٢.٣.٢ قضیه



١٧ ͳغیرانطباق کاملا̈ حالت برای بالا کران .۴.٢

داریم:

|F| ≥ ۴٩
١۵٣

(
n
٢

)
.

V روی تطابق مسأله�ی که است V = {١, ٢, . . . , n} زیرمجموعه�های از خانواده�ای F کنید فرض برهان.

خانواده�ی ١.٣.٢ لم طبق باشند. V در متمایز رئوس از جفت هر b و a کنید فرض همچنین م�ͳکند. حل را

Fa,b = {F − {a, b} | F ∈ F , {a, b} ⊆ F}

داریم: ٣.٢.٢ لم طبق لذا نیست. Έتن

∑
F∈F ,{a,b}⊆F

١
( |F |

٢ )
=

∑
F ′∈Fa,b

١
( |F

′|+٢
٢ )

>
۴٩

١۵٣ . (١.٢)

F ∈ F هر سهم م�ͳدهیم. نسبت ،a, b ∈ F متمایز اعضای از جفت هر به را ١( |F |
٢
) وزن ،F ∈ F هر برای

طبق دیΎر طرف از ،|F| با است برابر روش این به شده توزی΄ ͳکل وزن لذا است. ١ با برابر ،ͳوزن�ده این در

.|F| ≥ ۴٩
١۵٣(

n
٢ ) نتیجه در است. ۴٩

١۵٣ حداقل a, b ∈ V جفت هر به شده داده نسبت ͳکل وزن (١.٢)

ͳغیرانطباق برایحالتکاملا̈ بالا کران ۴.٢

م�ͳتوانند به�طوری�که دارند وجود (١
٢ +o(١))( n٢ ) اندازه�ی با ͳخانواده�های که م�ͳشود داده نشان بخش این در

گفته م�ͳدهیم. تعمیم را تطابق مسأله�ی ابتدا منظور، این برای کنند. حل رأس n روی را تطابق مسأله�ی

هر برای اگر م�ͳکند حل G روی را تطابق مسأله�ی دارند، قرار G در که ͳخوشه�های از F خانواده�ی م�ͳشود

شود شامل را تطابق�ها این از ͳی از ͳیال که باشد موجود F در خوشه Έی حداقل ،G در متمایز تطابق دو

از مجموعه�ای باید F آنΎاه باشد مثلث Έی G اگر مثال، برای نشود. شامل دیΎر تطابق از ͳیال Ϳهی ͳول

م�ͳشود. معادل Kn گراف روی تطابق مسأله�ی با رأس n روی تطابق مسأله�ی صورت، این در باشد. یال�ها

م�ͳکنیم. مشخص f(G) با م�ͳکند حل G روی را تطابق مسأله�ی که خانواده کوچ�Έترین اندازه�ی

مقسوم�علیه بزرگ�ترین gcd(H) و H گراف یال�های مجموعه E(H) کنید فرض بخش، این طول در

م�ͳکند. مشخص را H رئوس همه�ی درجات مشترک
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،n ≥ N هر برای به�طوری�که دارد وجود N ثابت عدد H گراف هر برای (ویلسون) [١۵] .١.۴.٢ قضیه

|E(H)| بر ( n٢ ) اگر تنها و اگر است، برابر H با یریخت یال�-مجزای دو�به�دو گراف (
n
٢ )

|E(H)| اجتماع با Kn

باشد. قسمت قابل gcd(H) بر n− ١ و

گراف ،ͳیعن است. برقرار ویلسون شرایط آنΎاه باشد قسمت قابل ٢|E(H)| بر n−١ اگر که کنید دقت

است. H گراف با یریخت یال-مجزای دوبه�دو گراف�های به تجزیه قابل Kn

،H معین گراف هر برای [٢] .٢.۴.٢ نتیجه

f(Kn) ≤
f(H)

|E(H)|

(
n
٢

)
+O(n).

است. سازنده ،Kn برای تطابق مسأله�ی حل راه ،H معین گراف ازای به همچنین،

به�طوری�که م�ͳکنیم اضافه رأس n به را افزوده رأس c برهان.

n+ c− ١ ≡ ٠ (mod ٢|E(H)|), ٠ ≤ c ≤ ٢|E(H)| − ١

اجتماع با است برابر Kn+c ویلسون قضیه�ی طبق لذا شود. H گراف به تجزیه قابل Kn+c گراف تا

( n+c
٢ )

|E(H)|
=

( n٢ )

|E(H)|
+O(n)

از استفاده با گراف�ها این از Έهری در را تطابق مسأله�ی .H با یریخت یال�-مجزای دوبه�دو گراف

م�ͳکنیم. حل f(H) اندازه�ی از خانواده�ای

M١ تطابق دو هر برای اگر م�ͳکند وضعیت تعیین را e یال F خانواده�ی م�ͳشود گفته [٢] تعریف٢.۴.٣.

را تطابق�ها این از ͳی از ͳیال خوشه این که باشد F در خوشه Έی حداقل e /∈ M٢ و e ∈ M١ که M٢ و

نشود. شامل را دیΎری از ͳیال Ϳهی ͳول شود شامل

ͳتمام F اگر تنها و اگر م�ͳکند حل را تطابق مسأله�ی F خانواده�ی دید م�ͳتوان ͳبه�سادگ بالا تعریف طبق

کند. وضعیت تعیین را یال�ها
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F خانواده�ی کنید فرض بΎیرید. نظر در را x و c ،b ،a متمایز رأس چهار (دو-سوم) [٢] .۴.۴.٢ لم

آنΎاه باشد، {b, c, x} و {a, b, x} مثلث دو شامل F اگر م�ͳکند. وضعیت تعیین را {b, c} و {a, b} یال�های

م�ͳکند. وضعیت تعیین نیز را {c, x} و {b, x} و {a, x} یال�های F

...a ..

b

.. c..

x

دلخواه تطابق M٢دو M١و فرضکنید م�ͳکند. وضعیت تعیین را {b, x} یال F م�ͳدهیم نشان ابتدا برهان.

به�طوری�که دارد وجود F در خوشه Έی حداقل دهیم نشان باید .{b, x} /∈ M٢ و {b, x} ∈ M١ که باشند

نم�ͳشود. شامل را دیΎری از ͳیال Ϳهی ͳول م�ͳشود Mi تطابق�های از ͳی از ͳیال شامل خوشه این

بنابراین است، مثلث این شامل F که آنجا از نباشد، M٢ در {a, b, x} مثلث یال�های از Έی Ϳهی اگر

م�ͳافتد: اتفاق زیر حالت دو از ͳی صورت، این غیر در بود. خواهد نظر مورد خوشه�ی مثلث این

{a, b} ∈ M٢ (i)

{a, x} ∈ M٢ (ii)

مورد خوشه�ی لذا م�ͳکند وضعیت تعیین را {a, b} یال F فرض، طبق و {a, b} /∈ M١ چون (i) حالت در

م�ͳکند. وضعیت تعیین را {a, b} یال که F در است خوشه�ای همان نظر

م�ͳافتد: اتفاق زیر زیرحالت دو از ͳی تنها نیز (ii) حالت برای

{b, c} ∈ M٢ (آ�)

{b, c} /∈ M٢ (ب)

در نظر مورد خوشه�ی بنابراین، م�ͳکند وضعیت تعیین را {b, c} یال F و {b, c} /∈ M١ چون (آ) حالت در

است. موجود F
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........................................
Z

HEX+
s گراف :١.٢ شل

F بنابراین، بود. خواهد نظر مورد خوشه�ی {b, c, x} مثلث پس {c, x}, {b, c} /∈ M٢ چون (ب) حالت در

م�ͳکند. وضعیت تعیین را {b, x} یال

تطابق دو M٢ و M١ کنید فرض قبل مانند م�ͳکند. وضعیت تعیین را {a, x} یال F م�ͳدهیم نشان حال

آنΎاه نباشد، M٢ در {a, b, x} مثلث از ͳیال Ϳهی اگر .{a, x} /∈ M٢ و {a, x} ∈ M١ که باشند دلخواه

M٢ در {b, x} یا {a, b} یال�های از ͳی اگر صورت، این غیر در بود. خواهد نظر مورد خوشه�ی مثلث این

F در خوشه�ای بنابراین، م�ͳکند وضعیت تعیین را یال این F و M١نیست در یال این این�که به توجه با باشد

کند. وضعیت تعیین را {a, x} یال که هست

م�ͳکند. وضعیت تعیین را {c, x} یال F مشابه، به�طور

روی تطابق مسأله�ی برای ٢
٣(

n
٢ ) +O(n) اندازه�ی از ͳجواب م�ͳتوان دو-سوم لم بردن به�کار با شود دقت

برای آمده به�دست بالای کران م�ͳتوان آن Έکم به که م�ͳکنیم ͳمعرف را ͳگراف اکنون آورد. به�دست رأس n

داد. بهبود را رأس n روی تطابق مسأله�ی

مثلث�های با را s طول به اضلاع با ͳششضلع است. عددیصحی s ≥ ١ فرضکنید [٢] تعریف٢.۵.۴.

Έی بخش هر که م�ͳکنیم افراز طوری را ͳضلع شش ،ͳیعن) م�ͳکنیم فرش واحد ضل΄ به متساوی�الاضلاع

رسم رئوس سایر به Z از ͳیال�های کرده، اضافه را Z رأس باشد). واحد ضل΄ به متساوی�الاضلاع مثلث

است. شده رسم ١.٢ شل در که م�ͳنامیم HEX+
s را آمده به�دست گراف م�ͳکنیم.
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دارای مثلث�ها با فرش�شده ͳضلع شش

v = ٣s٢ + ٣s+ ١

رأس،

e = ٩s٢ + ٣s

و یال

f = ۶s٢

دارای HEX+
s گراف بنابراین، است. مثلث

v + e = ١٢s٢ + ۶s+ ١

است. یال

م�ͳشود: حل زیر گروه�های با HEX+
s روی تطابق مسأله�ی

فرش. در T مثلث هر برای ،T ∪ {Z} :ͳوجه چهار

مرز. روی ͳرأس به Z از یال هر و فرش از مرزی یال هر مرز:

بΎیرید. نظر در را زیر حالت�های م�ͳکنند. کفایت گروه�ها این چرا م�ͳکنیم ͳبررس اکنون

.ZY ∈ M فرش، مرز روی Y رأس برای :١ حالت

مجاور یال�های دیΎر وضعیت حالت، این در .ZY ∈ M م�ͳدانیم بنابراین است، موجود گروه�ها در یال این

سوم ـ دو لم است ͳکاف نتیجه، در م�ͳشوند. متناظر مثلث�ها با ͳوجه چهار گروه�های لذا است مشخص Z با

نظر مورد تطابق یال�های دیΎر تا ببریم به�کار مرر به�طور ،ͳضلع شش گوشه�ی از و فرش مرز از شروع با را

.(٣.٢ و ٢.٢ (شل�های کنیم ͳشناسای را

.ZY ∈ M فرش، درون Y رأس برای :٢ حالت

ͳویژگ Y برای را ͳحالت چنین هستند. ”مثبت“ جواب دارای Y شامل ͳچهاروجه شش حالت این در

.(۴.٢ (شل م�ͳنامیم heg+
١ را مجاور دوبه�دو مثلث شش هر و ۶-مثلثنامیده

بΎیرید. درنظر را زیر زیرحالت�های
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.

.

.......................................
Z

دو-سوم لم از استفاده با گوشه از شروع :٢.٢ شل

.

.

......................................
Z

دهید ادامه دو-سوم لم طبق :٣.٢ شل

.

.

...................

Y

.....................
Z

heg+١ و ۶-مثلث ͳویژگ با Y نقطه�ی :۴.٢ شل
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مجاور Z با تطابق در رأس این م�ͳدانیم صورت این در باشد. ۶-مثلث ͳویژگ دارای رأس Έی تنها (i)

کند ”مثبت“ هم�زمان به�طور را heg+١ مثلث�های نم�ͳتواند ͳتطابق Ϳهی دید م�ͳتوان ͳسادگ به چون، است.

از ͳی از ͳدوران ،heg+١ روی تطابق (هر باشد مجاور Z با مثلث شش این رئوس از ͳی این�که مΎر

Ϳهی اگر و بΎیریم نظر در تطابق یال�های را هاشورخورده یال�های اگر بود خواهد ۵.٢ شل حالت�های

“ͳمنف” لذا کنند اختیار را تطابق از ͳیال Ϳهی نم�ͳتوانند ͳΎرن مثلث دو نباشد مجاور Z با heg+١ از ͳرأس

باشد. ۶-مثلث ͳویژگ دارای باید نیز رأس آن آنΎاه باشد مجاور Z با دیΎری رأس اگر و بود) خواهند

باشند. ۶-مثلث ͳویژگ دارای متمایز رأس سه (ii)

بنابراین، باشد. (Z رأس(جفت این شامل باید heg+١ هر لذا است مجاور یΈرأس با فقط Z که آنجا از

کنید فرض .(۶.٢ (شل است مجاور Z با ͳمیان رأس و مجاورند هم با مستقیم خط Έی در رأس سه این

،(Y (رأس باشد مجاور Z با باید ͳمیان رأس بالا طبق باشند، نداشته قرار مستقیم خط Έی در رأس سه این

Έی حداقل آن�ها در و بود خواهد ٧.٢ شل حالات از ͳی از ͳدوران واق΄ در یال�ها دیΎر روی تطابق هر

نم�ͳافتد. اتفاق حالت این پس بود، خواهد “ͳمنف” ،heg+١ Έی از مثلث

رئوس این یا صورت این غیر در چون باشد، ۶-مثلث ͳویژگ دارای م�ͳتواند رأس سه حداکثر نتیجه در

١ حالت مانند را جستجو زیرحالت�ها این از Έی هر در ندارند. قرار مستقیم خط Έی در یا مجاورند غیر

م�ͳکنیم. تمام

مانند .((ii)زیرحالت (مشابه مجاورند رأس دو آن باشد، ۶-مثلث ͳویژگ دارای رأس دو اگردقیقاً (iii)

قبلا̈ که ͳپرسش�های Έکم به برسیم. رأس دو این شامل مثلث ١٠ به تا دهیم ͳم ادامه را جستجو ١ حالت

در یال�ها این از ͳبرخ (به�وضوح، م�ͳشوند وضعیت تعیین نیز مثلث ١٠ این اطراف یال�های شده�اند، انجام

قرار غیر-تطابق یال�های با مثلث Έی در که است Z جفت ۶-مثلث، ͳویژگ با رأس آن نیستند). تطابق

دارد.

.ZY /∈ M فرش، در Y هر برای :٣ حالت

از ͳرأس Z م�ͳدانیم بنابراین، ندارد. را ۶-مثلث ͳویژگ نقطه�ای Ϳهی ،(ii) زیرحالت طبق صورت این در



٢۴ تطابق جستجوی .٢

.

.

....... .

.

.......

(آ) (ب)

م�ͳماند “ͳمنف” مثلث، دو حداقل heg+١ روی تطابق هر با :۵.٢ شل

.

.

....................

Y

....................
Z

۶-مثلث ͳویژگ با نقطه ٣ :۶.٢ شل

.
.

.......

Y

....... .

.

.......

Y

.......

(آ) (ب)

نیستند مجاور مستقیم خط Έی در ۶-مثلث ͳویژگ با نقطه ٣ :٧.٢ شل



٢۵ ͳغیرانطباق ͳاحتمالات الΎوریتم�های .۵.٢

م�ͳکنیم. تمام را جستجو ١ حالت مانند پس نیست. تطابق

با است برابر روش، این با شده ساخته گروه�های ͳکل تعداد

f + ١٢s = ۶s٢ + ١٢s.

با است برابر یال�ها تعداد به گروه�ها تعداد نسبت

۶s٢ + ١٢s
١٢s٢ + ۶s+ ١ =

١
٢ +

١٨s− ١
٢۴s٢ + ١٢s+ ٢

=
١
٢ +O

(١
s

)
.

٢.۴.٢ نتیجه�ی به توجه با بنابراین

f(Kn) =
(١

٢ +O
(١
s

))(n
٢

)
.

داریم: لذا باشد، n از ۴ ͳضعیف صعودی تاب΄ s کنید فرض

[٢] .۶.۴.٢ نتیجه

f(Kn) ≤
(١

٢ + o(١)
)(n

٢

)
.

ͳغیرانطباق ͳاحتمالات الΎوریتم�های ۵.٢

مدل ساده�ترین م�ͳشود. ارائه تطابق جستجوی مسأله�ی حل برای کارآمدی ͳتصادف الΎوریتم بخش، این در

همچنین م�ͳدهد. قرار پرسش مورد را c√n اندازه�ی از ͳتصادف زیرمجموعه�ی bn log n تعداد الΎوریتم، این

مرحله Έی در را تطابق مسأله�ی بالا، احتمال با الΎوریتم ،b و c مناسب انتخاب با که م�ͳشود داده نشان

مورد ͳعمل به�طور است ممن آن جایΎزین الΎوریتم�های ͳبرخ و الΎوریتم این که آنجا از م�ͳکند. حل

ͳتلاش�های تست�ها، ͳکل تعداد تخمین در آمده به�دست ثابت مقادیر کردن بهینه به�منظور گیرند، قرار استفاده

صفحه Έی براساس گروه�ها است بهتر مقادیر، این بهبود برای که م�ͳشود نتیجه همچنین است. شده انجام

را تصویری صفحه Έی ویژگ�ͳهای ͳبرخ مختصر، به�طور ابتدا شوند. طرح شده اصلاح ͳتصادف تصویری

م�ͳکنیم. بیان
۴slowly growing function



٢۶ تطابق جستجوی .٢

موسوم دیΎر مجموعه�ای و نقاط نام به مجموعه�ای از است متشل تصویری صفحه Έی تعریف٢.۵.١.

باشد. برقرار زیر اصول به�طوری�که وقوع رابطه�ی Έی و نقاط) (شامل خطوط مجموعه�ی به

م�ͳگذرد. خط Έی دقیقاً نقطه دو هر از (i)

م�ͳکنند. قط΄ را یدیΎر نقطه Έی در دقیقاً خط دو هر (ii)

نیستند. واق΄ خط Έی روی آن�ها از ͳسه�تای Ϳهی که موجودند نقطه چهار (iii)

که م�ͳدهد نتیجه را آن دوگان نام به دیΎری درست گزاره�ی تصویری، صفحه برای درست گزاره�ی هر (iv)

شده�اند. جابه�جا خط و نقطه آن در

(iv) طبق و p+١ خط هر نقاط تعداد که است ͳمتناه نقاط تعداد با صفحه�ای ،ͳمتناه تصویری صفحه

Έی نقاط تعداد م�ͳنامیم. p مرتبه�ی از را تصویری صفحه صورت این در است. نقطه p+ ١ دارای خط هر

برای صفحه این است. p٢ + p + ١ برابر خطوط) تعداد همچنین (و p مرتبه�ی از ͳمتناه تصویری صفحه

ساخت. زیر جبری ساختار با را آن م�ͳتوان و دارد وجود p اول عدد هر

ͳمتناه میدان روی ،٣ به�طول ،x̄ = (x٠, x١, x٢) ناصفر بردارهای همه�ی مجموعه�ی B کنید فرض

م�ͳکنیم. تعریف زیر به�صورت B روی هم�ارزی رابطه�ی Έی باشد. GF (p)

ͳیعن باشد. دیΎری مضرب ͳی اگر هم�ارزند x̄٢ و x̄١ بردار دو

x̄١ = k · x̄٢ ; k ∈ GF (p).

به�طوری�که م�ͳشوند داده نشان B روی رابطه این هم�ارزی کلاس�های با تصویری صفحه خطوط و نقاط

ȳ و x̄ ͳداخل ضرب اگر تنها و اگر م�ͳگیرد قرار ȳ = (y٠, y١, y٢) خط روی بر x̄ = (x٠, x١, x٢) نقطه�ی

ͳیعن باشد. صفر برابر GF (p) روی

⟨x̄, ȳ⟩ = x٠y٠ + x١y١ + x٢y٢ = ٠.



٢٧ ͳغیرانطباق ͳاحتمالات الΎوریتم�های .۵.٢

ͳتصادف تصویری براساسیΈصفحه گروه�بندی :RPPروش ١.۵.٢

ͳتصادف تصویری صفحه Έی براساس را گروه�ها است. اول عددی p و n = p٢ + p + ١ کنید فرض

م�ͳکنیم. طرح زیر به�صورت

p مرتبه�ی از P تصویری صفحه نقاط به�عنوان را آن�ها و م�ͳدهیم جایΎشت ،ͳتصادف به�طور را، رأس n

م�ͳگیریم. درنظر گروه Έی به�عنوان را صفحه این خط هر سپس و

این این�که احتمال است. y و x شامل P در خط Έی دقیقاً م�ͳگیریم. نظر در را (x, y) زوج اکنون

کامل تطابق زمان�ͳکه احتمال این با است برابر حداقل ،(x, y) امان جز به نباشد، M از ͳیال شامل خط

با است برابر احتمال این مورد این در نیست. تطابق یال xy و است

( n−۴
١ )( n−۶

١ ) · · · ( n−۴−٢(p−٢)
١ )

( n−٢
١ )( n−٣

١ ) · · · ( n−٢−(p−٢)
١ )

=
(n− ۴)(n− ۶) · · · (n− ٢p)
(n− ٢)(n− ٣) · · · (n− p)

.

دیΎر نقطه�ی p− ١ از مرتب مجموعه�ی Έی انتخاب راه�های تعداد با است برابر کسر صورت حقیقت، در

که (y و x احتساب (با نقطه i انتخاب از بعد تطابق. از ͳیال Ϳهی دربرگرفتن بدون (y و x جز (به خط از

آن�ها جفت�های و ͳقبل نقاط از باید که بعدی، نقطه�ی انتخاب برای امان n − ٢i شده�اند، انتخاب قبلا̈

شامل مرتب مجموعه�ی Έی انتخاب حالات ͳکل تعداد با است برابر نیز مخرج دارد. وجود باشد، متمایز

با است برابر آخر عبارت نقطه. p− ١

(١ − ۴
n) · · · (١ − ٢p

n )

(١ − ٢
n) · · · (١ − p

n)
. (٢.٢)

رابطه�ی از استفاده با

(١ − i
n)

n
i −١ ≥ e−١

با است برابر (٢.٢) صورت

p∏
i=٢

(١ − ٢i
n ) ≥

p∏
i=٢

e
−٢i
n−٢i

= e
∑p

i=٢
−٢i
n−٢i

≥ e
−(p٢+p)
n−٢p ,



٢٨ تطابق جستجوی .٢

رابطه�ی از استفاده با همچنین

(١ − i
n)

n
i ≤ e−١

با است برابر (٢.٢) مخرج

p∏
i=٢

(١ − i
n) ≤

p∏
i=٢

e
−i
n

= e
∑p

i=٢
−i
n

= e
−(p٢+p−٢)

٢n .

است برابر حداقل (٢.٢) مقدار بنابراین،

e
−(p٢+p)
n−٢p + p٢+p−٢

٢n = e−(١−o(١)) p
٢

٢n

= e−
١
٢ (١ − o(١)).

ͳتصادف تصویری صفحه d lognبراساس گروه�بندی ٢.۵.٢

این�که احتمال م�ͳدهیم. انجام d ͳحقیق عدد ازای به هم�زمان، و مستقل به�طور مرتبه، d log n را RPP روش

با است برابر حداکثر شود ((x, y) امان از غیر (به M از ͳیال شامل y و x شامل خط هر

π(d) =
((

١ − e−
١
٢
)d
(١ + o(١))

)logn
.

دهیم قرار اگر

d =
(١ + o(١)) ln ٢
ln((١ − e−

١
٢ )−١)

≈ ٠٫ ٧۴,

آنΎاه

π(d) ≤ ١
n
.

همواره پاس صورت این در باشد، (xy امان جز (به M از ͳیال شامل ،y و x شامل خط هر اگر ،ͳطرف از

با باشد برابر X ͳتصادف متغیر کنید فرض نم�ͳشود. ͳشناسای گروه�ها این در xy یال لذا بود. خواهد مثبت



٢٩ ͳغیرانطباق ͳاحتمالات الΎوریتم�های .۵.٢

گفت م�ͳتوان نم�ͳشوند. ͳشناسای گروه�ها این با که غیرتطابق یال�های تعداد

X =
∑

e∈E(Kn)\M

Xe

به�طوری�که

Xe =

{
١ نشود ͳشناسای e یال
٠ o.w

داریم: میانΎین بودن ͳخط خاصیت طبق

E(X) =
∑

e∈E(Kn)\M

E(Xe)

≤ (( n٢ )− |M |)١
n

≤ ١
n

( n
٢
)

≤ n

٢ .

م�ͳکنند. کفایت آن�ها n٢ میانΎین، به�طور جز، به غیرتطابق یال�های همه�ی ͳشناسای برای گروه�ها این نتیجه، در

م�ͳشوند. ͳشناسای گروه n با تنها دوم مرحله�ی در تطابق یال�های همه�ی و باق�ͳمانده غیرتطابق یال�های همه�ی

گروه، ٠٫ ٧۴n log n تقریباً ایجاد با را تطابق مسأله�ی که است ٢-مرحله�ای الΎوریتم Έی الΎوریتم این پس

م�ͳکند. حل خطا بدون

Έکوچ و دلخواه مقدار ازای به ،d = ٢ ln ٢
ln(١)/١−e

− ١
٢ ))

+ ϵ ͳیعن کنیم، انتخاب برابر دو تقریباً را d اگر

آنΎاه ،(d ≈ ١٫ ۴٩ (مثلا̈ ϵ

π(d) = o(
١
n٢ ).

استدلال با و م�ͳکنند ͳشناسای یΈمرحله در بالا احتمال با را غیرتطابق یال�های همه�ی گروه�ها این نتیجه، در

الΎوریتم Έی بنابراین م�ͳشوند. ͳشناسای بالا احتمال با نیز تطابق یال�های همه�ی که م�ͳشود داده نشان مشابه

م�ͳکند. حل خطا بدون گروه، ١٫ ۴٩n log n تقریباً ایجاد با را تطابق مسأله�ی که م�ͳآید به�دست ١-مرحله�ای



٣٠ تطابق جستجوی .٢

نقطه کردن دوبرابر ٣.۵.٢

”دوبرابر ͳتصادف به�طور با م�ͳتوان را کار این داد. بهبود م�ͳتوان را قبل روش در آمده به�دست ثابت�های

داد. انجام ͳآسان به� تصویری صفحه در نقاط ͳبرخ ۵ کردن“

x′ و م�ͳکنیم برابر دو است، x شامل که ͳخطوط از Έی هر به ،x′ جدید نقطه�ی افزودن با را x نقطه�ی

م�ͳنامیم. x شده�ی برابر دو را

Έی با است. اول عددی p و m = p٢ + p + ١ که ،n = ⌈(٢ ln ٢)m⌉ کنید فرض دقیق�تر، به�طور

شده�اند، انتخاب ͳتصادف به�طور که را، نقطه ⌈(٢ ln ١−٢)m⌉ و م�ͳکنیم شروع p مرتبه�ی از تصویری صفحه

تخمین طبق .m ≈ n
(٢ ln ٢) با است برابر خطوط تعداد هنوز اما م�ͳشود. تولید نقطه n لذا م�ͳکنیم. برابر دو

با است برابر تقریباً خطوط این از Έهری نقاط تعداد بالا احتمال با ،١.١.٢ استاندارد

٢ ln ٢
√
m ≈

√
(٢ ln ٢)n.

(اگر بΎیرید نظر در y و x شامل ͳخط و y و x نقاط از ͳجفت شده، اصلاح تصویری صفحه Έی اکنون

و x شامل خط p + ١ صورت این غیر در است، یتا خط این نباشند، دیΎری شده�ی برابر دو y و x نقاط

نقاط تعداد t ≈
√

(٢ ln ٢)n کنید فرض بΎیرید.) نظر در را آن�ها از ͳی است ͳکاف لذا دارد، وجود y

امان جز به ،M از ͳیال Ϳهی شامل خط این این�که احتمال قبل، مشابه ͳاستدلال با باشد. خط این روی

با است برابر حداقل نباشد ،xy

( n−۴
١ )( n−۶

١ ) · · · ( n−۴−٢(t−٣)
١ )

( n−٢
١ )( n−٣

١ ) · · · ( n−٢−(t−٣)
١ )

=
(n− ۴)(n− ۶) · · · (n− ٢t+ ٢)
(n− ٢)(n− ٣) · · · (n− t+ ١)

= e−(١+o(١)) t٢
٢n

=
١
١)٢ + o(١)).

خط هر این�که احتمال بΎیرید. نظر در بالا، به�صورت شده برابر دو نقاط با ͳتصادف تصویری صفحه d log n

با است برابر حداکثر باشد ،xy امان جز به ،M از ͳیال شامل y و x شامل

π′(d) =
(
(

١
٢)d(١ + o(١))

)logn
.

۵Point doubling



٣١ مرحله�ای چند ͳقطع الΎوریتم�های .۶.٢

بنابراین

π′(١ + o(١)) = ١
n

و

π′(٢ + o(١)) = ١
n٢ .

م�ͳگیریم: نتیجه است، خط n
(٢ ln ٢) تقریباً شامل طرح هر که آنجا از

حل زیر شاخص�های با ͳاحتمالات الΎوریتم�های توسط رأس n روی تطابق مسأله�ی [٢] .٢.۵.٢ قضیه

م�ͳشود:

پرسش؛ ( ١
(٢ ln ٢))n log n(١ + o(١)) ≈ ٠٫ ٧٢n log n و مرحله ٢ •

پرسش. ( ١
ln ٢)n log n(١ + o(١)) ≈ ١٫ ۴۴n log n و مرحله ١ •

Ϳهی هستند، ͳغیرتطابق یال�ها کدام و تطابق یال�های یال�ها، کدام م�ͳکنند تعیین الΎوریتم�ها که ͳزمان

در اما م�ͳآید. به�دست ١-مرحله�ای الΎوریتم Έی با اطلاعات همه�ی بالا احتمال با ندارد. وجود ͳخطای

برای پرسش�ها از افزوده مجموعه�ی Έی مجبوریم موضوع، این دانستن با و نیست چنین این موارد ͳبرخ

همه�ی همواره ٢-مرحله�ای، الΎوریتم�های در بسازیم. نشده�اند وضعیت تعیین که ͳیال�های همه�ی ͳشناسای

م�ͳآید. به�دست یال�ها وضعیت مورد در اطلاعات

مرحله�ای چند ͳقطع الΎوریتم�های ۶.٢

هر در الΎوریتم�ها این که ͳپرسش�های تعداد م�ͳشود. ارائه مرحله�ای چند ͳقطع الΎوریتم�های بخش این در

عامل به ،k = ٢ خاص مورد در .O
(
n

١+ ١
٢(k−١)poly log n

)
با است برابر حداکثر م�ͳکنند مطرح مرحله

نیست. نیازی poly log n

تصویری یΈصفحه خطوط از ͳنیم در که است ͳیال�های همه�ی شامل یΈگرافکه ͳΎرن عدد مورد در

کنیم. تبدیل ͳدوبخش تطابق مسأله�ی به را متداول مسأله�ی م�ͳکند Έکم که دارد وجود لم Έی دارند، قرار

م�ͳشود. اثبات صفحه وقوع ماتریس ویژه�ی مقادیر گرفتن درنظر با لم، این
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حذف با را Q باشد. رأس n با ͳمتناه تصویری یΈصفحه P کنید فرض [٢](رن�Ίآمیزی) .١.۶.٢ لم

شامل E و P نقاط مجموعه�ی V که G = (V,E) کنید فرض م�ͳآوریم. به�دست P خطوط از n
٢ حداقل

،G صورت این در باشد. داشته وجود y و x شامل Q در ͳخط به�طوری�که است (x, y) زوج�های همه�ی

رن�Ίآمیزی این همچنین، n√است. از کم�تر ͳΎرن کلاس هر اندازه�ی و است n√رن�Ίپذیر lnn(١+o(١))

کرد. پیدا n برحسب جمله�ای چند زمان در م�ͳتوان را

B نقاط تعداد با برابر را Xl ͳتصادف متغیر ،l خط برای بΎیرید. نظر در را نقاط از B مجموعه�ی برهان.

گفت م�ͳتوان لذا م�ͳکنیم. تعریف دارند، قرار l خط در که

Xl =
∑
v∈B

Xv

آن در که

Xv =

{
١ v ∈ l

٠ o.w

درنتیجه

E(Xl) =
∑
v∈B

E(Xv) =
|B|√
n
.

Έکوچ ͳخیل B اگر م�ͳدهیم نشان داشت. خواهد B از نقطه |B|√
n
حدود در یΈخط میانΎین، به�طور ،ͳیعن

کلاس�های داد خواهد اجازه ما به موضوع این م�ͳشوند. شامل را نقاط از ͳنیم حداقل خطوط اکثر آنΎاه نباشد

نیازمندیم. زیر لم به منظور این برای کنیم. انتخاب شده�اند حذف P از که ͳخطوط میان از را ͳΎرن

که V و U بخش�های با ͳدوبخش d-منتظم گراف Έی G = (U, V ;E) کنید فرض [٣] .٢.۶.٢ لم

|U | = |V | = n

اگر Au,v = ١ که صورت این به باشد G (ͳدوبخش) مجاورت ماتریس A = (Au,v : u ∈ U, v ∈ V ) و

جز به AtA ویژه�ی مقدار هر کنید فرض همچنین، .Au,v = ٠ صورت این غیر در و uv ∈ E اگر تنها و

،B ⊆ V هر برای صورت این در .λ٢ با است برابر حداکثر (d٢ با است برابر (که بزرگ�ترین

∑
u∈U

(
|N(u) ∩B| − d

|B|
n

)٢
≤ λ٢|B|

(
١ − |B|

n

)
. (٣.٢)
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u ∈ U هر ازای به برهان.

|N(u) ∩B| =
∑

v∈N(u)

Xv

به�طوری�که

Xv =

{
١ v ∈ B

٠ o.w

داریم: میانΎین بودن ͳخط خاصیت طبق لذا

E(|N(u) ∩B|) =
∑

v∈N(u)

E(Xv) = d · |B|
n

.

م�ͳدهیم قرار

b =
|B|
n

.

م�ͳکنیم: تعریف را f : V → R تاب΄

f(v) =

{
١ − b v ∈ B

−b o.w

داریم:

∑
v∈V

f(v) = bn(١ − b) + (n− bn)(−b) = ٠

بنابراین است. عمود AtA ویژه�ی مقدار بزرگ�ترین ویژه�ی بردار بر f ͳیعن

(Af,Af) ≤ λ٢(f, f).

داریم: ͳطرف از

λ٢(f, f) = λ٢
(
|B|(١ − b)٢ + (n− |B|)b٢

)
= λ٢b(١ − b)n,

همچنین و

(Af,Af) =
∑
u∈U

(
|N(u) ∩B| − d · |B|

n

)٢
,

م�ͳشود. اثبات (٣.٢) رابطه�ی پس
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است. نقطه n = p٢ + p + ١ دارای P بنابراین باشد. p مرتبه از تصویری صفحه Έی P کنید فرض

،|U | = |V | = n که V و U بخش�های با ͳدوبخش ͳگراف ،ͳیعن باشد، P وقوع گراف G کنید فرض

u خط اگر تنها و اگر است G در یال Έی uv و است خطوط مجموعه�ی U و نقاط مجموعه�ی V به�طوری�که

قطری درایه�های همه�ی که است ͳماتریس AtA آنΎاه باشد Gمجاورت ماتریس A اگر باشد. v نقطه�ی شامل

و (p+ ٢(١ با است برابر AtA ویژه�ی مقدار بزرگ�ترین نتیجه، در است. ١ آن درایه�های دیΎر و p+ ١ آن

خطوط تعداد م�ͳتوان ،B ⊂ V نقاط از مجموعه هر برای بنابراین، .p با است برابر آن ویژه�ی مقادیر دیΎر

دهیم قرار اگر ͳیعن کرد. کران�دار بالا لم از استفاده با هستند، B از نقطه d|B|
٢n از کم�تر شامل که را، u

L =
{
u ∈ U : |N(u) ∩B| < d

٢
|B|
n

}
داریم: آنΎاه

λ٢|B|
(

١ − |B|
n

)
≥
∑
u∈U

(
|N(u) ∩B| − d

|B|
n

)٢

≥
∑
u∈L

(
|N(u) ∩B| − d

|B|
n

)٢

>
(d|B|

٢n
)٢

|L|.

بنابراین

∣∣∣{u ∈ U : |N(u) ∩B| < d

٢
|B|
n

}∣∣∣ < ۴λ٢

d٢
n٢

|B|

=
۴p

(p+ ٢(١
n٢

|B|

≤ ۴n
٣
٢

|B|
.

مجموعه هر آنΎاه |B| > ١٠√n اگر دیΎر، به�عبارت است. کم�تر ٠٫ ۴n از مقدار این ،|B| > ١٠√n اگر

بود. خواهد B از عضو
√
n

٢
|B|
n = |B|

٢√n
حداقل با ͳخط شامل حتماً خط، ٠٫ ۴n با

خط √
n lnn حداکثر با زیرمجموعه�ای دارای خط، ٠٫ ۴n حداقل با S مجموعه�ی هر [٢] .٣.۶.٢ نتیجه

م�ͳپوشاند. را نقطه ١٠√n حداکثر جز به نقاط همه�ی که است
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|B|
٢√n

حداقل شامل S در ͳخط م�ͳتوان ،|B| > ١٠√n زمان�ͳکه تا .B = V م�ͳدهیم قرار ابتدا برهان.

نشان Bi با را i-ام مرحله�ی از بعد B اندازه�ی کرد. خارج B از را نقاط این سپس و انتخاب B از نقطه

داریم: مرحله k ترار از پس کنید فرض .B٠ = B و م�ͳدهیم

|Bk| ≤ ١٠
√
n.

داریم: ͳبازگشت رابطه�ی طبق ͳطرف از

|Bk| ≤ |Bk−١| −
|Bk−١|

٢√n

= |Bk−١)|١ − ١
٢√n

)

≤ |B١)|٠ − ١
٢√n

)k

= n(١ − ١
٢√n

)k.

بنابراین

k ≤
ln ١٠√n

n

ln(١ − ١
٢√n

)
.

رابطه�ی طبق

(١ − x) ≤ e−x

داریم:

k ≤ ٢
√
n ln

( n

١٠√n

)
.

حداکثر ترار از پس ،ͳیعن

٢
√
n ln

( n

١٠√n

)
<

√
n lnn

بود. خواهد ١٠√n برابر حداکثر B اندازه�ی مرحله،

مجموعه�ی شد، مطرح قبل نتیجه�ی در که را S مجموعه�ی است ͳکاف رن�Ίآمیزی، لم اثبات تمیل برای

هستند ͳخط √
n lnn ،ͳΎرن کلاس�های صورت این در شده�اند. حذف P از که بΎیریم درنظر ͳخطوط
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اگر نشده�اند. پوشانده خطوط این با که نقطه�ای ١٠√n همچنین و شد اثبات نتیجه این در آن�ها وجود که

این از ͳی میان از دلخواه به را آن ͳΎرن کلاس آنΎاه بود، متعلق خطوط این از ͳی از بیشتر به نقطه�ای

از ،ͳΎرن کلاس�های با G برای را مجاز رن�Ίآمیزی Έی رن�Ίآمیزی این به�وضوح م�ͳکنیم. انتخاب خطوط

م�ͳدهد. نتیجه ،√n از کم�تر اندازه�ی

مجموعه�ی دو اجتماع V و V روی ͳناته ͳتطابق M کنید فرض ( ͳدوبخش [٢](اولین .۴.۶.٢ لم

M از ͳیال Ϳهی شامل R و L که م�ͳدانیم کنید فرض همچنین .|R| ≥ ٢ به�طوری�که باشد R و L مجزای

|M ||L|
١
k log |R| حداکثر مرحله هر در که کرد جستجو k-مرحله�ای الΎوریتم Έی با Mرا م�ͳتوان نیستند.

م�ͳکند. طرح پرسش

را ۶ هم�زمان ͳدودوی جستجوی Έی م�ͳتوان آنΎاه ،k = ١ اگر م�ͳکنیم. ثابت k روی استقرا با برهان.

،R رئوس به که صورت این به شود. پیدا R در وجود، صورت در آن، جفت تا داد انجام L عضو هر برای

ͳیعن م�ͳدهیم. نسبت r = ⌈log |R|⌉ طول به ناصفر و متمایز ,٠)-بردارهای ١)

y = (y١, . . . , yr) ; yi ∈ {٠, ١}.

م�ͳسازیم را زیر گروه�های ١ ≤ i ≤ r هر و x ∈ L هر برای

{x} ∪ Si

آن در که

Si = {y ∈ R | yi = ١}.

گروه�ها این نتیجه�ی بنابراین، باشد. گروه آن در x جفت اگر تنها و اگر است ”مثبت“ گروه Έی نتیجه�ی

م�ͳکند. تعیین R در را x جفت مختصات

.|L|⌈log |R|⌉ با است برابر م�ͳشوند ساخته شل این به که ͳگروه�های ͳکل تعداد

حداکثر با k)-مرحله�ای − ١) ͳوریتمΎال و k ≥ ٢ کنید فرض حال

|M ||L|
١

(k−١) log |R|
۶parallel binary search
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اندازه�ی از L١, . . . , Lt قسمت t به را L سپس .t = |L|
١
k م�ͳدهیم قرار است. موجود مرحله، هر در پرسش

این از تا |M | حداکثر م�ͳدهیم. قرار پرسش مورد را Li ∪R ،i هر برای ،١ مرحله�ی در م�ͳکنیم. افراز |L|
t

مثال به�عنوان بود، خواهند M از ͳیال شامل مجموعه�ها

Li١ ∪R, . . . , Lim ∪R ; m ≤ |M |.

باشد. Lij ∪R در یال�ها تعداد ej کنید فرض م�ͳبریم. به�کار مجموعه m این از Έهری برای را استقرا فرض

با است برابر حداکثر مرحله هر در پرسش�ها تعداد

∑
j

ej(
|L|
t
)

١
(k−١) log |R| = |M ||L|

١
k log |R|.

مجموعه�ی دو اجتماع V و V روی ͳناته ͳتطابق M کنید فرض ( ͳدوبخش [٢](دومین .۵.۶.٢ لم

ͳحقیق عددی c کنید فرض نیستند. M از ͳیال Ϳهی شامل R و L م�ͳدانیم به�طوری�که باشد، R و L مجزای

انجام k-مرحله�ای ͳوریتمΎال با را M جستجوی م�ͳتوان .k ≥ ٢ و c|L|
١
k ≥ ١ و ٠ < c < ١ که است

بعد، مراحل در پرسش |M ||L|
١
k log |R| · ١

c
١

k−١
حداکثر و اول مرحله�ی در پرسش c|L| ١

k حداکثر که داد،

م�ͳکند. مطرح

مرحله�ی در م�ͳکنیم. افراز |L|
t اندازه�ی از L١, . . . , Lt قسمت t به را L .t = c|L|

١
k دهید قرار برهان.

M از ͳیال شامل مجموعه�ها این از تا |M | حداکثر م�ͳدهیم. قرار پرسش مورد را Li ∪ R ،i هر برای اول،

مثال برای بود، خواهند

Li١ ∪R, . . . , Lim ∪R ; m ≤ |M |

باشد. Lij ∪ R در یال�ها تعداد ej کنید فرض م�ͳبریم. به�کار مجموعه m این روی را ͳدوبخش اولین لم

با است برابر حداکثر بعد مراحل در و t = c|L|
١
k با است برابر اول مرحله�ی در شده انجام پرسش�های تعداد

∑
j

ej(
|L|
t
)

١
(k−١) log |R| = |M ||L|

١
k log |R| · ١

c
١

(k−١)
.
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دارد وجود تطابق مسأله�ی برای k-مرحله�ای ͳقطع الΎوریتم ،٣ ≤ k ≤ log n ازای به [٢] .۶.۶.٢ قضیه

م�ͳکند. مطرح پرسش، O
(
n

١+ ١
٢(k−١) (log n)

١+ ١
(k−١)

)
تعداد مرحله هر در که

است. اول عددی p که n = p٢ + p + ١ کرد فرض م�ͳتوان افزوده، رأس o(n) کردن اضافه با برهان.

نقطه n با تصویری یΈصفحه اول، مرحله�ی در شد. خواهند حذف پرسش�ها انجام با افزوده رأس�های این

را نیست تطابق از ͳیال Ϳهی شامل که ͳخط هر م�ͳگیریم. درنظر گروه Έی به�عنوان را خط هر و م�ͳسازیم

لم در که همان�طور را آن ͳΎرن کلاس�های و G شد. خواهد حذف خط n
٢ حداقل نتیجه در م�ͳکنیم. حذف

خواهند قرار G از متمایز ͳΎرن کلاس دو در y و x آنΎاه (x, y) ∈ M اگر م�ͳسازیم. شد گفته رن�Ίآمیزی

ازای به را ͳدوبخش دومین لم ،ͳΎرن کلاس�های از جفت هر برای داشت.

c =
(log n)

١
(k−١)

log n

با است برابر حداکثر دوم مرحله�ی در پرسش�ها تعداد م�ͳبریم. به�کار (k − ١) با برابر مراحل تعداد و

O
((√n log n

٢

)
c(
√
n)

١
(k−١)

)
= O

(
n

١+ ١
٢(k−١) (log n)

١+ ١
(k−١)

)
.

با است برابر حداکثر k تا ٣ مراحل از Έی هر در پرسش�ها تعداد

O
(
(
n

٢ )(
√
n)

١
(k−١) log

√
n · ١

c
١

(k−٢)

)
= O

(
n

١+ ١
٢(k−١) (log n)

١+ ١
(k−١)

)
.

بعد با ͳمتناه تصویری فضای از آن در که م�ͳدهیم شرح را ٢-مرحله�ای ͳقطع الΎوریتم Έی اکنون

استفاده کم�تر یا n ١
۴ ͳتقریب اندازه�ی با ͳگروه�های از که است این الΎوریتم این مزیت م�ͳشود. استفاده ۴

م�ͳکند.

گروه، ۵
۴n

٣
٢ (١+o(١)) که دارد وجود تطابق مسأله�ی برای ٢-مرحله�ای ͳقطع الΎوریتم [٢] .٧.۶.٢ قضیه

م�ͳسازد. ،n ١
۴ حداکثر اندازه�ی از

(م�ͳتوان .Km از ͳکپ n
٣
٢ تقریباً مجزای اجتماع با است برابر Kn به�طوری�که m ≈ n

١
۴ دهید قرار برهان.

تصویری صفحه Έی ،ͳیعن کرد. استفاده است، m طول به آن خط هر که ۴ بعد با تصویری فضای Έی از
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(.n ١
۴ ͳتقریب طول با است، خط √

n تقریباً شامل تصویری یΈصفحه خود خط هر که خط، n و نقطه n با

تقریباً مرحله این در م�ͳگیریم. نظر در گروه Έی به�عنوان را Km از ͳکپ هر :١ مرحله

n
√
n = n

٣
٢

هستند. تطابق از ͳیال شامل گروه�ها این n
٢ حداکثر که م�ͳشود ساخته گروه

حداکثر گروه�ها تعداد مرحله این در م�ͳدهیم. قرار پرسش مورد را باق�ͳمانده یال�های از Έهری :٢ مرحله

با است برابر

n

٢

(
n

١
۴

٢

)
≈ ١

۴n
٣
٢ .

مجموع در بنابراین

n
٣
٢ +

١
۴n

٣
٢ =

۵
۴n

٣
٢

داریم. n ١
۴ حداکثر اندازه�ی از گروه



فصل٣

خانواده�ایخاص در جستجو

مقدمه ١.٣

[٢] در همارانش و آلن م�ͳشود. داده تعمیم شد، داده شرح گذشته فصل در که ͳروش�های فصل، این در

دادند تعمیم گراف�ها، از شده داده خانواده�ی Έی از ͳمخف عضوی جستجوی مسأله�ی به را تطابق مسأله�ی

خانواده�ی Έی تنها تطابق�ها، خانواده�ی بر علاوه مقاله، این در آن�ها کردند. مطرح را ٢.١ پرسش مدل و

مسأله این حل برای نیاز مورد پرسش�های تعداد برای پایین کران Έی و کردند ͳبررس را گراف�ها از خاص

کردند. استفاده مارکوف نامساوی از محاسبات در آن�ها دادند. ارائه

ͳحقیق عدد Έی λ و ͳنامنف ͳتصادف متغیر Έی X کنید فرض [١٢](نامساویمارکوف) .١.١.٣ گزاره

صورت این در باشد

Pr(X ≥ λ) ≤ E(X)

λ
.

،ͳکل به�طور یا ͳهمیلتون دور یا کامل تطابق جستجوی مسأله�ی برای را Ω(n٢) پایین کران نتای; این

م�ͳدهد. نتیجه یال، Ω(n) با ثابت و کران�دار درجه�ی با گراف هر از ͳمخف ͳکپ Έی جستجوی مسأله�ی

رأس-مجزای اجتماع از ͳمخف ͳکپ Έی جستجوی مسأله�ی برای را Ω(n٢) پایین کران م�ͳتوان همچنین

جستجوی مسأله�ی برای کران این اما آورد. به�دست منفرد یΈرأس و یال Έی ،n−٣ اندازه�ی از یΈخوشه

حقیقت در نیست. مناسب یال Έی و n−٢ اندازه�ی از یΈخوشه رأس-مجزای اجتماع از ͳمخف ͳکپΈی

شامل گراف�ها، از خانواده�ای ادامه، در است. ͳکاف آخر مسأله�ی برای پرسش O(n) که دید م�ͳتوان ͳبه�سادگ

۴٠



۴١ Έُتُن-P خانواده�ی .٢.٣

ͳپایین کران [١] در ازُدی و آلن است. شده گرفته نظر در ،Gگراف با یریخت و V روی گراف�های همه�ی

این از استفاده با سپس است. وابسته G گراف استقلال عدد به کران این که دادند ارائه مسأله این برای

آوردند. به�دست ،G(n, ١
٢) ͳتصادف گراف برای را Ω( n٢

log٢ n
) پایین کران کران،

،G(n, p) ͳتصادف گراف .٠ ≤ p ≤ ١ و است مثبت صحی عدد n کنید فرض [٣] .٢.١.٣ تعریف

به�طوری�که ،{١, . . . , n} رئوس مجموعه با ͳگراف�های مجموعه�ی روی احتمال فضای از است عبارت

Pr({i, j} ∈ E(G)) = p.

Έُتُن-pخانواده�ی ٢.٣

از گردایه�ای هرگاه م�ͳشود نامیده ١ Έتن-p ،V زیرمجموعه�های از F خانواده�ی [٢] .١.٢.٣ تعریف

از ͳی حداقل شامل ،F ∈ F هر که طوری به باشد موجود V اعضای از مجزا دوبه�دو ͳدوتای pn حداکثر

V روی یال pn حداکثر با ͳتطابق اگر تنها و اگر است Έتن-p ،F دیΎر عبارت به باشد. دوتای�ͳها این

باشد. ”مثبت“ QF پرسش پاس ،F ∈ F هر برای به�طوری�که باشد موجود

وزن با V زیرمجموعه�های از F خانواده�ی هر به�طوری�که است موجود c١ > ٠ ثابت عدد [٢] .٢.٢.٣ لم

است. Έتن-p ،c١p
٢ حداکثر

و ͳتصادف به�طور ،v ∈ V عضو هر م�ͳسازیم. زیر به�صورت را V از V١ ͳتصادف زیرمجموعه�ی برهان.

داریم: م�ͳگیرد. قرار V١ در p احتمال با مستقل،

E(|V١|) = pn.

داریم: (١.١.٣) مارکوف نامساوی طبق نتیجه در

Pr(|V١| > ٢pn) ≤ ١
٢ ,

بنابراین

Pr(|V١| ≤ ٢pn) ≥ ١
٢ . (١.٣)

١p-sparse



۴٢ خاص خانواده�ای در جستجو .٣

ͳتصادف متغیر Έی نیز اندازه این چون ،p|F | با است برابر F ∩ V١ اندازه�ی میانΎین ،F ∈ F هر برای

|F ∩ V١| این�که احتمال ،(١.١.٢) دوجمله�ای توزی΄�های برای استاندارد تخمین طبق است، دوجمله�ای

ͳیعن است. کم�تر ،e−
p|F |

٨ از باشد، p|F |
٢ از کم�تر

Pr(|F ∩ V١| <
p|F |

٢ ) < e−
p|F |

٨ .

در مجموعه هر م�ͳگیریم نتیجه ،(c١ Έکوچ مقدار ازای (به است c١p
٢ حداکثر F وزن فرض، طبق چون

داریم: x > ١٠٠
p هر برای همچنین است. ١٠٠

p مثلا̈، اندازه�ی، از حداقل F

e−px/٨ <
١

p٢( x+٢
٢ )

.

برابر حداکثر ،|F ∩ V١| < p|F |
٢ به�طوری�که باشد داشته وجود F ∈ F مجموعه�ی این�که احتمال بنابراین

با است

∑
F∈F

Pr(|F ∩ V١| <
p|F |

٢ ) <
∑
F∈F

e−
p|F |

٨

<
١
p٢

∑
F∈F

١
( |F |+٢

٢ )

=
w(F)

p٢

≤ c١

<
١
٢ .

نتیجه در

Pr(∀F ∈ F ; |F ∩ V١| ≥
p|F |

٢ ) >
١
٢ . (٢.٣)

به�طوری�که دارد وجود ٢pn اندازه�یحداکثر از V١ ⊂ V مجموعه�ی ،(٢.٣) و (١.٣) رابطه�های طبق بنابراین

.|F ∩ V١| ≥ p|F |
٢ داریم F ∈ F هر برای

م�ͳکنیم: تعریف زیر به�صورت را F١ خانواده�ی

F١ = {F ∩ V١ | F ∈ F}.
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داریم: ،w(F) ≤ c١p
٢ چون

w(F١) =
∑
F∈F

١
( |F∩V٢+|١

٢ )

≤
∑
F∈F

١
( (

p|F |
٢ )+٢

٢
)

≤ ٨
p٢ w(F)

≤ ٨c١

<
۴٩

١۵٣

چون و است Έتن F١ ،٣.٢.٢ لم طبق باشد). Έکوچ ͳکاف اندازه�ی به c١ که فرض این (با

است. Έتن-p ،F پس ،|V١| ≤ ٢pn

ͳریختی به نسبت که است V = {١, ٢, . . . , n}روی گراف�ها از Hخانواده�ای فرضکنید [٢] لم٣.٢.٣.

به�طوری�که هستند موجود D ⊂ V زیرمجموعه�ی و H١,H٢ ∈ H متمایز گراف دو کنید فرض است. بسته

: و |D| = d

هم با هستند، D از رأس دو شامل که ͳیال�های همه�ی حذف با ،H٢ و H١ از آمده به�دست گراف�های i

برابرند.

این (به�وضوح نیست D از ͳرأس Ϳهی شامل به�طوری�که است موجود H١ در یال pn حداقل با ͳتطابق ii

بود). خواهد نیز H٢ در تطابق Έی تطابق،

پس م�ͳکند. حل را H-مسأله که باشد V زیرمجموعه�های از خانواده�ای F و ١
p > d کنید فرض همچنین،

خانواده�ی ،|D′| = d که D′ ⊂ V زیرمجموعه�ی هر برای

FD′ = {F −D′ | F ∈ F , |F ∩D′| ≥ ٢}

نیست. Έتن-p



۴۴ خاص خانواده�ای در جستجو .٣

M تطابق نتیجه در است. Έتن-p ،FD′ و |D′| = d به�طوری�که دارد وجود D′ ⊂ V کنید فرض برهان.

طبق م�ͳشود. M از ͳیال شامل FD′ عضو هر به�طوری�که است موجود ،V \D′ روی pn حداکثر اندازه�ی از

(H٢ (یا H١ از آمده به�دست گراف با و ندارد D′ در ͳیال Ϳهی که یابد توسی΄ ͳگراف به Mم�ͳتواند تطابق ii

تنها م�ͳتوان اکنون م�ͳنΎارد. D′ روی به را D ،ͳریختی این است، یریخت ،D درون یال�های حذف با

H ′
١ را حاصل گراف داد. گسترش ،H١ از ͳکپ Έی به را گراف این ،D′ درون ͳیال�های کردن اضافه با

دو H٢ و H١ که آنجا از است. H٢ از ͳکپ Έی که م�ͳشود ساخته H ′
٢ گراف ترتیب، همین به م�ͳنامیم.

ͳکپ دو این است، بسته ͳریختی به نسبت H چون و متمایزند نیز ͳکپ دو این هستند، H در متمایز عضو

H از متمایز عضو دو این برای QF پرسش پاس ،F ∈ F هر برای صورت این در اما دارند. قرار H در

دارد. تناقض م�ͳکند حل را H-مسأله ،F که فرض این با و است یسان

از خانواده�ای اندازه�ی برای پایین کران Έی لم، این در م�ͳپردازیم. بخش این ͳاصل لم اثبات به اکنون

مقادیر بهبود برای ͳتلاش Ϳهی اینجا، در البته، م�ͳشود. بیان م�ͳکند صدق ٣.٢.٣ لم شرایط در که گراف�ها

�است. نشده انجام تخمین این ثابت

ثابت عددی c > ٠ و باشند ٣.٢.٣ لم در موجود مفروضات p و d ،n ،V ،H کنید فرض [٢] .۴.٢.٣ لم

داریم: م�ͳکند حل را H-مسأله که ،F خانواده�ی هر برای باشد.

|F| ≥ c · p
٢

d٢ ·
(
n
٢

)
.

١.٢.٣ لم طبق م�ͳکند. حل را H-مسأله که باشد V زیرمجموعه�های از خانواده�ای F کنید فرض برهان.

خانواده�ی وزن ،V از رأس d شامل D مجموعه�ی هر برای ،٣.٢.٣ لم و

FD = {F −D | F ∈ F , |F ∩D| ≥ ٢}

داریم: c٢ > ٠ مناسب انتخاب با و بالا صورت به D هر برای م�ͳکنیم ادعا است. c١p
٢ حداقل

∑
F∈F ,|F∩D|≥٢

١
( |F |

٢ )
≥ c٢p

٢. (٣.٣)

م�ͳشود. نتیجه فوراً حم باشد، داشته عضو دو حداقل F ∩D و ١٠
p مثلا̈، حداکثر، اندازه�ی از F ∈ F اگر
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،١
p > d فرض طبق صورت، این درغیر

١
( |F |−d+٢

٢ )
≤ ٢ ١

( |F |
٢ )

,

داریم:

∑
F∈F ,|F∩D|≥٢

١
( |F |

٢ )
≥ ١

٢
∑

F∈F ,|F∩D|≥٢

١
( |F |−d+٢

٢ )

≥ ١
٢ · w(FD)

≥ ١
٢ · c١p

٢.

داریم: F ∈ F هر برای باشد، رأس d با V از ͳتصادف زیرمجموعه�ی Έی D اگر

Pr(|D ∩ F | ≥ ٢) ≤
∑
a,b∈F

Pr(a, b ∈ D)

= ( |F |
٢ ) ·

( n−٢
d−٢ )

( nd )

= ( |F |
٢ ) ·

( d٢ )

( n٢ )
.

م�ͳکنیم: تعریف زیر به�صورت را XD ͳتصادف متغیر

XD =
∑

F∈F ,|F∩D|≥٢

١
( |F |

٢ )
.

داریم: میانΎین بودن ͳخط دلیل به

E(XD) =
∑

F∈F ,|F∩D|≥٢
E

(
١

( |F |
٢ )

)

≤
∑

F∈F ,|F∩D|≥٢

١
( |F |

٢ )
· ( |F |

٢ ) ·
( d٢ )

( n٢ )

≤
( d٢ )

( n٢ )
· |F|.

بنابراین است. c٢p
٢ حداقل ͳتصادف متغیر این م�ͳدانیم (٣.٣) طبق ͳطرف از

|F| ≥ c · p
٢

d٢ · ( n٢ ).
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HG خانواده�ی ٣.٣

گرفته نظر در ،Gگراف با یریخت و V روی گراف�های همه�ی شامل گراف�ها، از خانواده�ای بخش این در

م�ͳکند، حل را مسأله این که خانواده�ای اندازه�ی برای ͳپایین کران و نامیده HG را خانواده این است. شده

پایین کران کران، این از استفاده با سپس است. وابسته G گراف استقلال عدد به کران این م�ͳشود. ارائه

م�ͳآید. به�دست ،G(n, ١
٢) ͳتصادف گراف برای Ω( n٢

log٢ n
)

رأس سه کنید فرض همچنین است. رأس n روی ͳگراف G = (V,E) کنید فرض [١] .١.٣.٣ قضیه

آن خود جز به آن�ها همسایه�های مجموعه�های آن�ها، از تا دو هر برای به�طوری�که دارد وجود u, v, w ∈ V

،ͳیعن متمایزند. رئوس،

N(u) \ {v} ̸= N(v) \ {u}

و

N(u) \ {w} ̸= N(w) \ {u}

و

N(v) \ {w} ̸= N(w) \ {v}.

است. Ω( n٢

α٢(G)
) برابر حداقل م�ͳکند حل را HG-مسأله که خانواده هر اندازه�ی صورت، این در

رئوس مجموعه�ی از است عبارت A(x, y) م�ͳکنیم تعریف ،x, y ∈ V رأس دو هر برای برهان.

نیست. آن�ها از کدام Ϳهی همسایه�ی یا است y و x رأس دو هر همسایه�ی یا z به�طوری�که z ∈ V \ {x, y}

است. ١
٣n − ١ برابر حداقل مجموعه این اندازه�ی که هست w و v ،u میان در رأس دو که م�ͳدهیم نشان

آنΎاه .|A(u, v)| < ١
٣n− ١ کنید فرض

|V \ (A(u, v) ∪ {u, v, w})| > ٢
٣n− ٢

بنابراین، است. v و u رأس دو از ͳی دقیقاً همسایه�ی V \ (A(u, v) ∪ {u, v, w}) رئوس از Έهری و

اندازه�ی از مجموعه�ها این از ͳی حداقل نتیجه در و است A(v, w) یا A(u,w) در رئوس این از Έهری
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.|A(u, v)| ≥ ١
٣n− ١ کنید فرض کلیت، دادن دست از بدون است. ١

٣n− ١ حداقل

هر .α = α(G) که ،|F| < n٢

١٢α٢ و م�ͳکند حل را HG-مسأله که باشد خانواده�ای F کنید فرض

است ”مثبت“ QF پرسش پاس صورت این غیر در چون است، α حداکثر اندازه�ی از F ∈ F مجموعه�ی

با را x ∈ F که F ∈ F مجموعه�های تعداد ،x ∈ V هر برای است. مشخص نیز پرسش بدون نتیجه این و

م�ͳکنیم. مشخص f(x)

∑
x∈V

f(x) =
∑
F∈F

|F | ≤ α|F| < n٢

١٢α. (۴.٣)

م�ͳدهیم قرار

V ′ =
{
x ∈ V | f(x) < n

۶α
}
.

صورت این غیر در چون ،|V ′| ≥ n
٢∑

x∈V
f(x) ≥

∑
x∈(V \V ′)

f(x) >
n

٢ · n

۶α =
n٢

١٢α

دو هر شامل F در مجموعه�ای به�طوری�که z ∈ V رئوس تعداد ،x ∈ V ′ برای دارد. تناقض (۴.٣) با که

با است برابر حداکثر باشد، داشته وجود z و x رأس

∑
F :x∈F

|F | ≤ f(x)α <
n

۶ .

یΈمجموعه��ی به�طوری�که z ∈ V رئوس همه�ی مجموعه�ی و م�ͳگیریم نظر در را x, y ∈ V ′ دلخواه رأس دو

م�ͳنامیم. A را باشد داشته وجود z و y یا z و x شامل F ∈ F

|A| ≤
∑

F :x∈F
|F |+

∑
F :y∈F

|F | < n

٣ .

نمایش G١ با م�ͳشود، نΎاشته A به A(u, v) از ͳرئوس فقط و ،y به v ،x به u که را G با یریخت گراف

است. G١ همانند آن باق�ͳمانده�ی و م�ͳشود نΎاشته x به v و y به u که باشد ͳگراف G٢ کنید فرض م�ͳدهیم.

است، y یا x شامل F که است QF پرسش�های شوند قائل تمایز G٢ و G١ بین م�ͳتوانند که ͳپرسش�های تنها

نتیجه در است. یسان G٢ و G١ برای QF پاس بنابراین، است. A(u, v) در F دیΎر رأس�های همه�ی اما

م�ͳکند حل را HG-مسأله خانواده این که فرض این با پس شود. قائل تمایز G٢ و G١ بین نم�ͳتواند F

دارد. تناقض
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گفت م�ͳتوان بالا، احتمال با باشد. رأس n روی ͳتصادف گراف G = G(n, ١
٢) فرضکنید .٢.٣.٣ نتیجه

است. Ω( n٢

log٢ n
) حداقل اندازه�ی از کند حل را HG-مسأله که خانواده هر

احتمال با و α(G) = O(log n) بالا، احتمال با چون، م�ͳآید. به�دست ١.٣.٣ قضیه�ی از نتیجه این برهان.

وجود شد، تعریف قضیه در که همان�طور همسایه�ها، از متمایز ͳمجموعه�های با w و v ،u رأس سه بالا،

دارد.



فصل۴

ستاره جستجوی

مقدمه ١.۴

آن همبندی مؤلفه�ی Έی که V = {١, . . . , n} روی است ͳگراف م�ͳشود جستجو فصل این در که ͳگراف

و است نامعلوم ستاره اندازه�ی که ͳحالت در هم مسأله، این است. منفرد رئوس آن مؤلفه�های دیΎر و ستاره

یال�های تعداد ستاره اندازه�ی از منظور اینجا، در که م�ͳشود ͳبررس است معلوم آن اندازه�ی که ͳحالت در هم

است. آن

رأس n− k − ١ و K١,k از ͳکپ Έی شامل که V = {١, ٢, . . . , n} روی گراف�های همه�ی خانواده�ی

م�ͳدهیم قرار و داده نشان Sk با را است منفرد

S = ∪n−١
k=١Sk.

برای نیاز مورد پرسش تعداد کم�ترین برای ͳپایین کران�های و بالا کران�های ،k مختلف مقادیر ازای به سپس

م�ͳشود. ارائه خانواده�ها، این در جستجو

نامعلوم اندازه�ی با ستاره�ای جستجوی ٢.۴

S خانواده�ی در را جستجو بنابراین، نداریم. ͳاطلاع ستاره اندازه�ی از که م�ͳگیریم نظر در را ͳحالت ابتدا

م�ͳدهیم. انجام

.( n٢ ) با است برابر دقیقاً م�ͳکند حل را S-مسأله که F خانواده�ی اندازه�ی کوچ�Έترین [١] .١.٢.۴ قضیه

۴٩
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دو باشد. رأس�ها جفت ͳتمام شامل باید م�ͳکند حل را �S-مسأله که F خانواده�ی هر م�ͳدهیم نشان برهان.

همه�ی آن برگ�های و u مرکز به است ستاره�ای S١ کنید فرض بΎیرید. نظر در V در را v و u متمایز رأس

هستند. v جز به V دیΎر رئوس همه�ی آن برگ�های و u مرکز به است ستاره�ای S٢ و هستند V در دیΎر رئوس

همچنین است. “ͳمنف” ،S٢ برای هم و S١ برای هم نیست u شامل F که QF پرسش پاس است ͳبدیه

F بنابراین است. ”مثبت“ ستاره دو هر برای است v جز دیΎری رأس و u شامل F که QF پرسش پاس

شود. قائل تمایز S٢ و S١ میان نم�ͳتواند F صورت این غیر در چون باشد، {u, v} گروه شامل باید

پرسش ( n٢ ) به نیز م�ͳکند حل را ١−Sn-مسأله ∪ Sn−٢ که خانواده�ای که م�ͳدهد نشان دقیقاً بالا اثبات

دارد. نیاز

معلوم اندازه�ی با ستاره�ای جستجوی ٣.۴

قضیه این م�ͳشود. اثبات زیر قضیه�ی و شده گرفته نظر در است معلوم ستاره اندازه�ی که ͳحالت بخش این در

ارائه م�ͳکند، حل را Sk-مسأله که خانواده�ای اندازه�ی کوچ�Έترین برای ͳپایین کران�های و بالا کران�های

م�ͳدهد.

اندازه�ی از خانواده�ای ،k ≤ n− ٢ هر و n > ٢ هر برای [١] .١.٣.۴ قضیه

min
(⌈n(n− ٢)

٢
⌉
, O(k٣ log n)

)
شامل یا م�ͳکند حل را Sk-مسأله که خانواده�ای هر همچنین م�ͳکند. حل را Sk-مسأله که دارد وجود

آنΎاه ،k ≤
√
n اگر این، بر علاوه است. Ω( k٣

log٢ n
) حداقل اندازه�ی از یا است جفت (١ − o(١))( n٢ )

،k = n− ١ ازای به .Ω(k٣ logn
log k ) با است برابر حداقل م�ͳکند حل را Sk-مسأله که خانواده�ای هر اندازه�ی

.⌈log n⌉ با است برابر دقیقاً خانواده�ای چنین اندازه�ی کوچ�Έترین

ادامه، در است. شده خلاصه ١.۴ جدول در ،k مختلف مقادیر برای آمده، به�دست کران�های بهترین

م�ͳشود. ͳبررس نتای; این اثبات
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م�ͳکند. حل را Sk-مسأله که خانواده�ای اندازه�ی برای ͳکران�های :١.۴ جدول
k پایین کران بالا کران

k ≤
√
n Ω(k

٣ logn
log k ) O(k٣ log n)

√
n < k < n

٢
٣

(٢ logn)
١
٣

Ω( k٣

log٢ n
) O(k٣ log n)

n
٢
٣

(٢ logn)
١
٣
≤ k ≤ O(n

٢
٣ log

٢
٣ n) Ω( k٣

log٢ n
) ⌈n(n−٢)

٢ ⌉

k = ω(n
٢
٣ log

٢
٣ n), k ≤ n− ٣ (١ − o(١))( n٢ ) ⌈n(n−٢)

٢ ⌉

k = n− ٢ ⌈n(n−٢)
٢ ⌉ ⌈n(n−٢)

٢ ⌉

k = n− ١ ⌈log n⌉ ⌈log n⌉

م�ͳکند، حل را ١−Sn-مسأله که خانواده�ای اندازه�ی کوچ�Έترین ،n > ٢ هر برای [١] .٢.٣.۴ گزاره

.⌈log n⌉ با است برابر دقیقاً

⌈log n⌉ حداقل اطلاعات، پایین کران طبق بنابراین، .n با است برابر Sn−١ خانواده�ی اندازه�ی برهان.

١−Sn-مسأله که را زیر خانواده�ی است، ͳپرسشکاف ⌈log n⌉ کنیم ثابت این�که برای است. نیاز پرسشمورد

کنیم. ͳشناسای را ستاره رأس تنها است ͳکاف که شود دقت م�ͳسازیم. م�ͳکند حل را

،١ ≤ i ≤ ⌈log n⌉ هر برای م�ͳدهیم. نسبت V رئوس به ،⌈log n⌉ طول به متمایزی ,٠)-بردارهای ١)

م�ͳکنیم: تعریف همچنین است. ١ آن مؤلفه�ی i-امین که باشد ͳرئوس همه مجموعه�ی Fi م�ͳدهیم قرار

F = {Fi | ١ ≤ i ≤ ⌈log n⌉}.

پرسش�ها، پاس از م�ͳتوان بنابراین، باشد. مرکز شامل Fi اگر تنها و اگر است ”مثبت“ QFi پرسش پاس

کرد. ͳشناسای را ستاره مرکز

،n = ٣ ازای به م�ͳکند، حل را ٢−Sn-مسأله که F خانواده�ی اندازه�ی کوچ�Έترین [١] .٣.٣.۴ گزاره

.⌈n(n−٢)
٢ ⌉ با است برابر ،n ≥ ۵ هر برای و ۵ با است برابر ،n = ۴ ازای به ،٢ با است برابر

V از را w و v ،u متمایز رأس سه م�ͳکند. حل را ٢−Sn-مسأله که است خانواده�ای F کنید فرض برهان.
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S٢ را w منفرد رأس با و u مرکز به ستاره�ای و S١ را v منفرد رأس با و u مرکز به ستاره�ای بΎیرید. نظر در

باید F بنابراین هستند. {u,w} و {u, v} م�ͳشوند قائل تمایز S٢ و S١ بین که ͳمجموعه�های تنها م�ͳنامیم.

نتیجه در باشد. تطابق Έی جز به رأس�ها جفت همه�ی شامل باید F لذا باشد. آن�ها از ͳی حداقل شامل

|F| ≥
⌈n(n− ٢)

٢
⌉
.

ͳکاف و لازم جفت ۵ ،n = ۴ برای و جفت ٢ ،n = ٣ برای که کرد ͳبررس مستقیم به�طور م�ͳتوان همچنین،

است.

دوتای�ͳها همه�ی خانواده�ی باشد. V روی ماکزیمم تطابق Έی M و n ≥ ۵ کنید فرض دیΎر، طرف از

چون م�ͳنامیم. F را دارند قرار M در که ͳآن�های جز به رئوس از

|M | =
⌊n

٢
⌋

بنابراین

|F| =
⌈n(n− ٢)

٢
⌉
.

چون م�ͳآید. به�دست پرسش�ها از مستقیم به�طور دارند، قرار M در که ͳآن�های جز به یال�ها همه�ی وضعیت

نتیجه در دارد. قرار M در آن�ها از ͳی حداکثر که دارد برگ ٣ حداقل Sn−٢ در ستاره هر پس n ≥ ۵

صورت این در م�ͳکنند. مشخص نیز را مرکزی رأس آمده�اند به�دست پرسش�ها از مستقیم به�طور که ͳیال�های

است، مجاور مرکز با که M در است ͳیال باشد، نشده ͳشناسای ͳول باشد گراف در است ممن که ͳیال تنها

تصمیم م�ͳتوان است آمده به�دست تاکنون که ستاره�ای اندازه�ی به توجه با باشد. Mموجود در ͳیال چنین اگر

خیر. یا هست ستاره به متعلق یال این آیا که گرفت

است. برقرار ،٣ ≤ k ≤ n− ٢ ،Sk هر برای مذکور بالای کران شود دقت

ارائه م�ͳکند حل را Sk-مسأله که خانواده�ای کوچ�Έترین اندازه�ی برای ͳکل کران�های ͳبرخ اکنون

م�ͳشود.
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حل را Sk-مسأله که دارد وجود O(k٣ log n) اندازه�ی از F خانواده�ی ،k هر برای [١] .۴.٣.۴ گزاره

م�ͳکند.

دهید قرار برهان.

m = ck٣ log n

که باشند V از ͳتصادف زیرمجموعه�ی m ،F١, F٢, . . . Fm کنید فرض است. مثبت و ثابت عددی c که

Fi در ١
k احتمال با و مستقل به�طور v ∈ V هر ،Fi هر برای شده�اند. انتخاب زیر به�صورت مستقل، به�طور

ها Fi از Έی Ϳهی” که باشد پیشامد این AS,S′ دهید قرار S, S′ ∈ Sk ستاره�ی دو هر برای م�ͳگیرد. قرار

به�طوری�که بΎیرید نظر در k اندازه�ی از ستاره دو را S٢ و S١ نشود“. قائل تمایز S′ و S بین

|E(S١) \ E(S٢)| = |E(S٢) \ E(S١)| = ١.

w و S١ ممل رأس v ستاره، دو این مشترک رأس�های دیΎر u١, . . . , uk−١ ، S٢ و S١ مرکز u کنید فرض

،١ ≤ j ≤ k−١ هر برای ،u ∈ Fi اگر تنها و اگر م�ͳشود قائل تمایز S٢ و S١ بین Fi باشد. S٢ ممل رأس

شود قائل تمایز S٢ و S١ بین Fi این�که احتمال بنابراین باشد. Fi در w و v رئوس از ͳی دقیقاً و uj /∈ Fi

با است برابر

٢
k٢

(
١ − ١

k

)k
= Ω

( ١
k٢

)
.

ستاره دو اگر مثال، به�عنوان است. بیشتر احتمال این باشند، متفاوت یال بیشتری تعداد در ستاره دو هرچقدر

از احتمال این باشند متمایز یال r در

٢r
k٢

(
١ − ١

k

)k
= Ω

( ١
k٢

)
با است برابر نشود قائل تمایز S٢ و S١ بین ها Fi از Έی Ϳهی این�که احتمال بنابراین، است. بیشتر

Pr(AS١,S٢) =
[

١ − Ω
( ١
k٢

)]m
< n−(٢k+٢)

این باشند، متفاوت یال بیشتری تعداد در که ستاره دو برای باشد. بزرگ ͳکاف اندازه�ی به c آن�که شرط به

است. کوچ�Έتر احتمال
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م�ͳدانیم ͳطرف از

|Sk| = (k + ١)
(

n
k + ١

)
= n

(
n− ١
k

)
.

با است برابر ستاره�ها جفت تعداد بنابراین،

(
|Sk|

٢

)
=

١
٢n

(
n− ١
k

)(
n

(
n− ١
k

)
− ١
)

< n٢
(
n− ١
k

)٢

< n٢ · n٢k

= n٢k+٢.

بنابراین،

Pr(
∪

S,S′∈Sk

AS,S′) ≤
∑

S,S′∈Sk

Pr(AS,S′) < ١,

نتیجه در

Pr(
∩

S,S′∈Sk

ĀS,S′) > ٠.

م�ͳکند. حل را Sk-مسأله که دارد وجود F = {F١, F٢, . . . Fm} خانواده�ی بنابراین، و

یا F آنΎاه م�ͳکند حل را Sk-مسأله که باشد خانواده�ای F اگر ،k ≤ n− ٢ هر برای [١] .۵.٣.۴ گزاره

است. Ω( k٣

log٢ n
) حداقل اندازه�ی از یا است، جفت (١ − o(١))( n٢ ) شامل

هر و u ∈ V هر برای بنابراین، م�ͳکند. حل را Sk-مسأله که باشد خانواده�ای F کنید فرض برهان.

که دارد وجود F ∈ F مجموعه�ی ،A ∩ B = ∅ و |B| = k − ١ ،|A| = ٢ به�طوری�که A,B ⊆ V \ {u}

u آن�ها مرکز که ستاره دو بین نم�ͳتواند F صورت، این غیر در .F ∩ B = ∅ و |F ∩ A| = ١ ،u ∈ F

دیΎر، ستاره�ی ممل رأس و A رئوس از ͳی ستاره Έی ممل رأس و دارند اشتراک B رئوس در است،

م�ͳنامیم. F٠ را ٢ اندازه�ی از F ∈ F مجموعه�های همه�ی خانواده�ی شود. قائل تمایز است، A دیΎر رأس

م�ͳدهیم قرار

m = c · n log n

k
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م�ͳکنیم: تعریف و

F١ = {F ∈ F | ٢ < |F | ≤ m}

و

F٢ = F \ (F٠ ∪ F١).

اگر ،ϵ > ٠ ثابت هر برای م�ͳدهیم نشان

|F٠| ≤ (١ − ϵ)( n٢ )

داریم: است، وابسته c به فقط که c١ ثابت مقدار ازای به آنΎاه

|F١ ∪ F٢| > c١ϵ
٣ · k٣

log٢ n
.

کنید فرض

|F٠| ≤ (١ − ϵ)( n٢ )

و

|F١ ∪ F٢| ≤ c١ϵ
٣ · k٣

log٢ n
.

تعریف .{u, v} /∈ F٠ به�طوری�که م�ͳگیریم نظر در v ∈ V \ {u} رئوس مجموعه�ی را Vu ،u ∈ V هر برای

م�ͳکنیم:

V ′ = {u ∈ V | |Vu| ≥
ϵ

٢(n− ١)}.

نیستند، F٠ در که ͳرئوس جفت چون صورت، این غیر در زیرا .|V ′| ≥ ϵ
٢nپس ،|F٠| ≤ (١− ϵ)( n٢ ) چون

داریم: ،u ∈ Vv اگر تنها و اگر v ∈ Vu که ͳآنجای از و v ∈ Vu که هستند {u, v} دوتای�ͳهای

|F٠| =
(
n
٢

)
− ١

٢
∑
u∈V

|Vu|

=

(
n
٢

)
− ١

٢
(∑
u∈V ′

|Vu|+
∑

u∈V \V ′

|Vu|
)

>

(
n
٢

)
− ١

٢
[
|V ′|(n− ١) + |V \ V ′| ϵ٢(n− ١)

]
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>

(
n
٢

)
− ١

٢
[ ϵ

٢n(n− ١) + n
ϵ

٢(n− ١)
]

= (١ − ϵ)

(
n
٢

)
.

م�ͳشود. منجر تناقض به که

انتخاب را A = {v, w} ⊆ Vu زیرمجموعه�ی ینواخت به�طور سپس و u ∈ V ′ رأس ینواخت، به�طور

م�ͳکنیم: تعریف م�ͳکنیم.

F ′
١ = {F ∈ F١ | u ∈ F, |F ∩A| = ١}.

F ∈ F١ هر برای

Pr(F ∈ F ′
١) ≤

٢|F |(|F | − ١)(n− |F |)
ϵ
٢n
( ϵ

٢ (n−١)
٢

) ≤ ٣٢
ϵ٣ · |F |٢

n٢ .

بنابراین

E(|F ′
١|) ≤

٣٢
ϵ٣

∑
F∈F١

|F |٢

n٢ ≤ ٣٢
ϵ٣ · |F١| ·

m٢

n٢ .

که دارد وجود ͳمناسب A و u نتیجه، در

|F ′
١| ≤

٣٢
ϵ٣ · |F١| ·

m٢

n٢

≤ ٣٢c١c
٢ · k٣

log٢ n
· n

٢ log٢ n

k٢n٢

≤ k

٢ − ١

از B١ ⊆ V \ ({u} ∪ A) زیرمجموعه�ی بنابراین، باشد. Έکوچ ͳکاف اندازه�ی به c١c
٢ آن�که شرط به

اندازه�ی از را B٢ ⊆ V ͳتصادف زیرمجموعه�ی دارد. اشتراک F ∈ F ′
١ هر با که دارد وجود k

٢ − ١ اندازه�ی

داریم: c٢ = θ(c) ثابت مقدار ازای به و F ∈ F٢ هر برای م�ͳکنیم. انتخاب k
٢

Pr(F ∩B٢ = ∅) =

( n−|F |
k
٢

)
( n

k
٢

)
≤
(

١ − |F |
n

) k
٢

< e−
km
٢n
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≤ n−c٢ .

F ∈ F٢ هر برای و A ∩ B٢ = ∅ ،u /∈ B٢ بالا، احتمال با باشد، بزرگ ͳکاف اندازه�ی به c اگر بنابراین،

.F ∩B٢ ̸= ∅ داریم

م�ͳدهیم قرار

B′ = B١ ∪B٢.

از زیرمجموعه Έی به B′ از دلخواه توسی΄ Έی B کنید فرض .|B′| ≤ k − ١ و B′ ⊆ V \ ({u} ∪ A)

م�ͳگیریم. نظر در زیر به�صورت را S٢ و S١ ستاره�ی دو باشد. k − ١ اندازه�ی از ،V \ ({u} ∪A)

است. S٢ ممل رأس w و S١ ممل رأس v مشترکند، B رأس�های در ستاره دو این است، S٢ و S١ مرکز u

مجموعه�ای Ϳهی بنابراین، و نیستند F٠ در {u,w} و {u, v} �های ͳدوتای بود، شده انتخاب Vu از A چون

که ͳآن�های از کدام Ϳهی F١ در موجود مجموعه�های بین از شود. قائل تمایز S٢ و S١ بین نم�ͳتواند F٠ در

ستاره دو این نم�ͳتوانند نیست، ١ اندازه�ی از A با آن�ها اشتراک که ͳآن�های از کدام Ϳهی و نیستند u شامل

همه�ی و |F ∩A| = ١ و u ∈ F به�طوری�که F ∈ F١ مجموعه�های ͳیعن ،F١ دیΎر اعضای کنند. متمایز را

نتیجه در دهند. تشخیص را ستاره دو این نم�ͳتوانند کدام Ϳهی لذا هستند، B از ͳرأس شامل F٢ اعضای

تناقض در م�ͳکند حل را Sk-�مسأله ،F که فرض این با پس شود. قائل تمایز S٢ و S١ بین نم�ͳتواند F

است.

قبل م�ͳشود. محدود log k از ͳعامل به کران این م�ͳکنیم. ارائه k ≤
√
n برای بهتری پایین کران اکنون

Έی ٢ زمینه�ی مجموعه�ی اندازه�ی سپس کرده، تعریف را ١ r-پوشش-آزاد مفهوم ابتدا کران، این اثبات از

م�ͳکنیم. کران�دار را n اندازه�ی از r-پوشش-آزاد خانواده�ی

-r ،A م�ͳگوییم باشد. S مجموعه�ی زیرمجموعه�های از خانواده�ای A کنید فرض [١] تعریف۴.٣.۶.

نΎیرد. قرار A در دیΎر مجموعه�ی r هر اجتماع در A در مجموعه�ای Ϳهی اگر است پوشش-آزاد
١r-cover-free
٢ground set
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n شامل r-�پوشش-آزاد خانواده�ی Έی A و m اندازه�ی از مجموعه Έی S کنید فرض [١] .٧.٣.۴ لم

داریم: صورت این در .r ≤ ٢√n که باشد S از زیرمجموعه

m >
r٢ log(n− r

٢)

١٠ log r
.

کنید فرض برهان.

m ≤
r٢ log(n− r

٢)

١٠ log r
.

هر از و S از را اعضایش و A از را A باشد، ٢m
r از بزرگ�تر اندازه�ی از A مجموعه�ی شامل A زمان�ͳکه تا

م�ͳشود. متوقف مرحله r
٢ حداکثر از بعد روند این ،|S| = m چون م�ͳکنیم. خارج A در دیΎر مجموعه�ی

اندازه�ی از زیرمجموعه هر که ،S′ زیرمجموعه�های ′Aاز خانواده�ی و ،S از S′ زیرمجموعه�ی اکنون بنابراین،

به�وضوح، م�ͳکنیم. مشخص n′ با را A′ اندازه�ی و m′ با را S′ اندازه�ی داریم. اختیار در است، ٢m
r حداکثر

n′ ≥ n− r

٢ .

مجموعه�ی صورت، این غیر در زیرا نم�ͳگیرد. قرار دیΎر مجموعه�ی r
٢ اجتماع در A ∈ A′ مجموعه�ی Ϳهی

م�ͳگیرد قرار شده�اند خارج که ͳمجموعه�های و مجموعه r
٢ این اجتماع در است آمده به�دست آن از A که ͳاصل

از زیرمجموعه�ای A′ در مجموعه هر پس است. تناقض در است r-پوشش-آزاد ،A فرض با نتیجه این که

اگر صورت، این غیر در زیرا نم�ͳگیرد. قرار A′ دیΎر مجموعه�ی Ϳهی در که دارد ⌈۴m
r٢ ⌉ حداکثر اندازه�ی

اندازه�ی از A زیرمجموعه�ی هر ،ͳیعن نند، صدق حالت این در به�طوری�که باشد A ∈ A′ مجموعه�ی Έی

توسط A مجموعه�ی ،|A| ≤ ٢m
r چون آنΎاه م�ͳگیرد، قرار A′ در دیΎری مجموعه�ی در ⌈۴m

r٢ ⌉ حداکثر

از متمایز مجموعه�ی n′ نتیجه، در است. ممن غیر این که شد خواهد پوشیده A′ در دیΎر مجموعه�ی r
٢

بنابراین، دارد. وجود ⌈۴m
r٢ ⌉ حداکثر اندازه�ی

n′ ≤
(

m′

⌈۴m
r٢ ⌉

)
.

نتیجه در و n′ ≤ m′ داریم بنابراین و m′ با است برابر بالا نامساوی راست طرف آنΎاه ،۴m
r٢ < ١ اگر
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که فرض با مطلب این که ،n ≤ m

m ≤
r٢ log(n− r

٢)

١٠ log r
≤ ۴n

۵ (١ + o(١))

داریم: و ۴m
r٢ ≥ ١ بنابراین است. متناقض

n− r

٢ ≤ n′ ≤
(

m′

⌈۴m
r٢ ⌉

)
≤
(

m

⌈۴m
r٢ ⌉

)
< ٢

١٠m log r

r٢ .

نتیجه، در

m >
r٢ log(n− r

٢)

١٠ log r
,

دارد. تناقض فرض با که

م�ͳبریم. به�کار k ≤
√
n حالت برای پایین کران اثبات برای را بالا لم اکنون

آنΎاه م�ͳکند، حل را Sk-مسأله که باشد خانواده�ای F اگر ،k ≤
√
n هر برای [١] .٨.٣.۴ گزاره

|F| = Ω(
k٣ log n

log k
).

ͳتصادف به�صورت را A,B ⊆ V م�ͳکند. حل را Sk-مسأله که باشد خانواده�ای F کنید فرض برهان.

م�ͳکنیم: تعریف .A ∩B = ∅ و |B| = k
٢ − ١ ،|A| = ٢ به�طوری�که م�ͳکنیم انتخاب

G = {F ∈ F | |F ∩A| = ١, F ∩B = ∅}.

به�وضوح

Pr(F ∈ G) = |F |(n− |F |)
( n٢ )

·

( n−|F |−١
k
٢ −١

)
( n−٢

k
٢ −١

)
=

٢|F |
n

·

( n−|F |
k
٢

)
( n−١

k
٢

)
≤ ٢|F |

n
·
(

١ − |F | − ١
n− ١

) k
٢

≤ ٢|F |
n

· e−
k|F |

۴n .

آنΎاه ،|F | ≤ ۴n
k اگر

Pr(F ∈ G) ≤ ٨
k
.
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م�ͳدهیم قرار ،|F | > ۴n
k اگر

x =
k|F |

۴n .

داریم: x > ١ چون

Pr(F ∈ G) ≤ ٨
k
· x · e−x <

٨
ek

.

c ثابت مقدار ازای به و F هر برای پس

Pr(F ∈ G) ≤ c

k

دارد وجود B و A از ͳمناسب انتخاب نتیجه، در .c · |F|
k با است برابر G انتظار مورد اندازه�ی بنابراین و

به�طوری�که

|G| ≤ c · |F|
k

.

م�ͳدهیم قرار

V ′ = V \ (A ∪B),

م�ͳکنیم: تعریف و

G′ = {F ∩ V ′ | F ∈ G}.

F ∈ G′ مجموعه�ی ،k٢ اندازه�ی از C ⊆ V ′\{u} هر و ،u ∈ V ′ هر برای م�ͳکند، حل را Sk-مسأله ،F چون

مرکز که ستاره دو بین نم�ͳتواند F صورت، این غیر در زیرا .F ∩ C = ∅ و u ∈ F به�طوری�که دارد وجود

رأس و A از عضو Έی آن�ها از ͳی ممل رأس و دارند اشتراک B ∪ C از رأس k − ١ در است، u آن�ها

کنید فرض شود. قائل تمایز است، A دیΎر عضو دیΎری ممل

m = |G′|,

n′ = |V ′| = n− k

٢ − ١

م�ͳتوان اکنون است. G′ در مجموعه�ها وقوع بردارهای آن سطرهای که باشد m × n′ ماتریس Έی M و

گرفت. درنظر m اندازه�ی از دیΎر مجموعه�ی Έی از ͳزیرمجموعه�های وقوع بردار به�عنوان را M ستون�های



۶١ معلوم اندازه�ی با ستاره�ای جستجوی .٣.۴

آن مؤلفه�ی i-امین که دارد وجود سطری ،i جز به ستون k
٢ شامل J مجموعه�ی هر و i ستون هر ازای به

در ستون Έی با متناظر زیرمجموعه�ی Ϳهی بنابراین، است. ٠ مؤلفه j-امین ،j ∈ J هر ازای به و است ١

٧.٣.۴ لم طبق و نم�ͳگیرد قرار دیΎر ستون k
٢ هر با متناظر زیرمجموعه k

٢ اجتماع

|G′| = m >
(k٢)

٢ log(n′ − k
۴)

١٠ log k
٢

= Ω
(k٢ log n

log k

)
,

بنابراین و

|F| ≥ Ω(k|G|) ≥ Ω(k|G′|) ≥ Ω
(k٣ log n

log k

)
.



فصل۵

جستجویخوشه

مقدمه ١.۵

همبندی یΈمؤلفه�ی که V = {١, . . . , n}روی است ͳگراف م�ͳکنیم، جستجو فصل این در که ͳگرافمخف

برای هم نیز، را مسأله این ستاره�ها، جستجوی همانند هستند. منفرد رأس�های آن دیΎر مؤلفه�های و خوشه آن

برای م�ͳکنیم. ͳبررس است معلوم آن اندازه�ی که ͳحالت برای هم و است نامعلوم خوشه اندازه�ی که ͳحالت

که دادند نشان و کردند استفاده ͳغیرانطباق و ͳقطع الΎوریتم�های از تنها [١] در ازُدی و آلن مسأله، این حل

م�ͳشود. حل پرسش O(n log٢ n) با مسأله خوشه�ها، همه�ی خانواده�ی برای ͳحت

را است منفرد رأس n− k و Kk از ͳکپ Έی شامل که V = {١, ٢, . . . , n} روی گراف�های خانواده�ی

م�ͳدهیم قرار و داده نشان Ck با

C = ∪n
k=٢Ck.

م�ͳدهیم ارائه م�ͳکند حل را C-مسأله که خانواده�ای کوچ�Έترین اندازه�ی برای ͳپایین کران و بالا کران ابتدا

ͳبررس ،k مختلف مقادیر ازای به و Ck-مسأله برای را کران�ها این ،k مقدار از اطلاع فرض با ادامه در و

م�ͳکنیم.

نامعلوم اندازه�ی با جستجویخوشه�ای ٢.۵

حل را C-مسأله که خانواده�ای کوچ�Έترین اندازه�ی برای پایین کران Έی و بالا کران Έی زیر، قضیه�ی در

م�ͳشود. بیان م�ͳکند،

۶٢



۶٣ نامعلوم اندازه�ی با خوشه�ای جستجوی .٢.۵

و است Ω(n log n) حداقل اندازه�ی دارای م�ͳکند حل را C-مسأله که خانواده�ای هر [١] .١.٢.۵ قضیه

م�ͳکند. حل را C-مسأله که دارد وجود O(n log٢ n) اندازه�ی از خانواده�ای

م�ͳکنیم. بیان را فوق قضیه�ی در شده ارائه پایین کران اثبات ابتدا

با است برابر حداقل م�ͳکند حل را C-مسأله که F خانواده�ی کوچ�Έترین اندازه�ی [١] .٢.٢.۵ گزاره

.Ω(n log n)

مجموعه�ی و u ∈ V مانند دلخواه ͳرأس م�ͳکند. حل را C-مسأله که است خانواده�ای ،F فرضکنید برهان.

روی کامل گراف و V١ روی کامل گراف بین دادن تمیز منظور به م�ͳگیریم. نظر در را V١ = V \ {u}

م�ͳدهیم قرار حال .v١ ∈ V١ که باشد F١(u) = {u, v١} گروه شامل باید F ،V١ ∪ {u}

V٢ = V١ \ {v١}.

F٢(u) گروه شامل باید F ،V٢ ∪ {u} روی کامل گراف و V٢ روی کامل گراف بین دادن تمیز منظور به

به�طوری�که باشد،

u ∈ F٢(u), |F٢(u) ∩ V٢| = ١.

١ ≤ i ≤ n−٢ هر برای و م�ͳدهیم ادامه ترتیب همین به م�ͳدهیم. نشان v٢ با را F٢(u)∩V٢ در موجود رأس

م�ͳکنیم: تعریف

Vi = Vi−١ \ {vi−١}

تمایز Vi ∪ {u} روی کامل گراف و Vi روی کامل گراف بین که م�ͳکنیم پیدا را Fi(u) ∈ F مجموعه�ی و

م�ͳنامیم. vi را Fi(u) ∩ Vi در موجود رأس .|Fi(u) ∩ Vi| = ١ و u ∈ Fi(u) صورت این در م�ͳشود. قائل

،١ ≤ i ≤ n− ٢ هر برای

|Vi| = n− i,

|Fi(u) ∩ Vi| = ١



۶۴ خوشه جستجوی .۵

و

|Fi(u)| ≤ i+ ١.

برای اما ،vi ∈ Fi(u) که دارند وجود vi متمایز رئوس زیرا متمایزند. Fi(u) مجموعه�های همه�ی همچنین،

،u ∈ V رأس هر برای است. Fi(u) مجموعه�های همه�ی شامل F ،u ∈ V هر برای .vi /∈ Fj(u) ،j < i هر

،F ∈ F مجموعه�ی برای م�ͳدهیم. نسبت را w(u, i) = ١
|Fi(u)| وزن (u, i) زوج به ،١ ≤ i ≤ n− ٢ هر و

بنابراین، .F = Fi(u) ،i هر ازای به که (F در موجود (رأس�های دارد وجود uرأس ،|F | تعداد به حداکثر

ͳیعن ،١ با است برابر حداکثر ،F ∈ F مجموعه�ی با متناظر ͳکل وزن

∑
(u,i):Fi(u)=F

w(u, i) ≤ |F | · ١
|F |

= ١.

بنابراین

|F | ≥
∑
F∈F

∑
(u,i):Fi(u)=F

w(u, i)

=
∑
u∈V

n−٢∑
i=١

w(u, i)

=
∑
u∈V

n−٢∑
i=١

١
|Fi(u)|

≥
∑
u∈V

n−٢∑
i=١

١
i+ ١

= Ω(n logn).

م�ͳکند. حل را C-مسأله به�طوری�که دارد وجود O(n log٢ n) اندازه�ی از F خانواده�ی [١] .٣.٢.۵ گزاره

م�ͳسازیم. زیر به�صورت ͳبازگشت به�طور را F خانواده�ی برهان.

که را خوشه از ͳبخش و م�ͳکنیم افراز V٢ و V١ نیمه�ی دو به را V دارد. قرار F در V مجموعه��ی نخست،

این است. V٢ و V١ در شده پیدا خوشه�های اجتماع نظر مورد خوشه�ی م�ͳکنیم. جستجو دارد قرار نیمه هر در

اما م�ͳدهد. جواب است ٢ حداقل اندازه�ی از یا ٠ اندازه�ی از Vi هر در خوشه از ͳقسمت که ͳزمان تا روش
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ͳشناسای به�منظور نتیجه در و است “ͳمنف” QVi پاس آنΎاه باشد، ١ اندازه�ی از Vi در خوشه از ͳبخش اگر

رأس Έی دارای خوشه کنید فرض کلیت، از کاستن بدون داریم. نیاز ͳمیلت پرسش تعدادی به رأس این

,٠)-بردارهای ١) کرد. جستجو زیر پرسش�های پاس با م�ͳتوان را رأس این م�ͳدهیم نشان باشد. V١ در

j ∈ {٠, ١} و ١ ≤ i ≤ ⌈log |V١|⌉ هر ازای به م�ͳدهیم. نسبت V١ رئوس به ،⌈log |V١|⌉ طول به متمایزی،

گروه ،u ∈ V٢ و

F (i, j, u) = {v ∈ V١ | است j ،v مؤلفه�ی {i-امین ∪ {u}

Έی حداقل صورت، این در باشد، “ͳمنف” QV١ پاس و ”مثبت“ QV پاس اگر م�ͳدهیم. قرار F در را

QF (i,j,u) پرسش هر پاس آنΎاه نباشد V١ در خوشه از ͳرأس Ϳهی اگر دارد. قرار V٢ در خوشه از u رأس

است ”مثبت“ QF (i,j,u) پاس دارد. قرار V١ در خوشه از v رأس Έی صورت، این غیر در است. “ͳمنف”

V٢ در خوشه از رأس Έی حداقل که آنجا از باشد. j ،v مؤلفه�ی i-امین و باشد خوشه در u اگر تنها و اگر

رأس Έی تنها شامل V٢ که ͳحالت برای همچنین آورد. به�دست پرسش�ها این پاس از را v م�ͳتوان دارد، قرار

برای نیاز مورد پرسش�های تعداد f(n) کنید فرض بΎیریم. نظر در ͳمشابه پرسش�های باید است خوشه از

داریم: بالا بحث طبق پس باشد. رأس n

f(n) ≤ ۴ · n٢ · log n

٢ + ٢f(n٢ ) + ١ = O(n log٢ n).

معلوم اندازه�ی با جستجویخوشه�ای ٣.۵

م�ͳدهیم. ارائه است، شده داده خوشه اندازه�ی که ͳحالت برای را ͳپایین کران�های و بالا کران�های اکنون

حل را Ck-مسأله که دارد وجود O(k٢ log n) اندازه�ی از F خانواده�ی ،k هر ازای به [١] .١.٣.۵ قضیه

برابر حداقل آن اندازه�ی یا است جفت Ω(n) شامل یا م�ͳکند حل را Ck-مسأله که خانواده�ای هر و م�ͳکند

حداقل م�ͳکند حل را Ck-مسأله که خانواده هر اندازه�ی ،k ≤ n
١
٣ هر برای این، بر علاوه است. Ω( k٢

logn)

خانواده�ای ،s هر برای است. Ω(k٢) حداقل کران این ،k ≤
√
n ازای به همچنین .Ω(k٢ logn

log k ) با است برابر
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م�ͳکند. حل را Cn−s-مسأله که است موجود (s+ ١)⌈n٢ ⌉ اندازه�ی از

ادامه�ی در است. شده خلاصه ١.۵ جدول در ،k مختلف مقادیر برای آمده، به�دست کران�های بهترین

م�ͳشوند. اثبات نتای; این بخش، این

حل را Ck-مسأله که دارد وجود O(k٢ log n) اندازه�ی از F خانواده�ی ،k هر ازای به [١] .٢.٣.۵ گزاره

م�ͳکند.

دهید قرار ،c ومثبت ثابت مقدار ازای به برهان.

m = ck٢ log n.

انتخاب زیر به�صورت و مستقل به�طور که باشند V از ͳتصادف mزیرمجموعه�ی ،F١, F٢, . . . , Fm فرضکنید

خوشه�ی دو هر برای م�ͳگیرد. قرار Fi در ١
k احتمال با و مستقل به�طور v ∈ V هر ،Fi انتخاب در شده�اند.

و C١ نشود. قائل تمایز C ′ و C بین Fiها از Έی Ϳهی که این از است عبارت AC,C′ پیشامد ،C,C ′ ∈ Ck

به�طوری�که بΎیرید نظر در k اندازه�ی از کامل گراف دو را C٢

|V (C١) \ V (C٢)| = |V (C٢) \ V (C١)| = ١.

Fi باشد. Ci ممل رأس ui ،i = ١, ٢ برای و باشند C٢ و C١ مشترک رئوس v١, . . . , vk−١ کنید فرض

رأس�های از ͳی دقیقاً و u٢ و u١ رأس دو از ͳی دقیقاً اگر تنها و اگر م�ͳشود قائل تمایز C٢ و C١ بین

با است برابر شود قائل تمایز C٢ و C١ بین Fi این�که احتمال بنابراین، گیرد. قرار Fi در v١, . . . , vk−١

٢
k
· k − ١

k

(
١ − ١

k

)k−١
= Ω

(١
k

)
.

با است برابر نشود قائل تمایز C٢ و C١ بین Fiها از Έی Ϳهی این�که احتمال ،c مناسب مقدار ازای به پس،

(
١ − Ω

(١
k

))m
≤ n−٢k.

،ͳطرف از است. کم�تر احتمال این دارند، اختلاف رأس بیشتری تعداد در که خوشه دو برای

|Ck| =
(
n
k

)
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م�ͳکند. حل را Ck-مسأله که خانواده�ای اندازه�ی برای ͳکران�های :١.۵ جدول
k پایین کران بالا کران

k ≤ n
١
٣ Ω(k

٢ logn
log k ) O(k٢ log n)

n
١
٣ < k ≤

√
n Ω(k٢) O(k٢ log n)

√
n < k <

√
n log n Ω( k٢

logn) O(k٢ log n)

√
n log n ≤ k ≤ n− log٢ n Ω(n) O(n log٢ n)

k = n− s, s < log٢ n Ω(n) (s+ ١)⌈n٢ ⌉

با: است برابر خوشه�ها جفت تعداد نتیجه، در )و
|Ck|

٢

)
<

(
n
k

)٢
< n٢k.

بنابراین

Pr(
∪

C,C′∈Ck

AC,C′) ≤
∑

C,C′∈Ck

Pr(AC,C′) < ١

نتیجه در و

Pr(
∩

C,C′∈Ck

ĀC,C′) > ٠.

م�ͳکند. حل را Ck-مسأله که دارد وجود F = {F١, F٢, . . . , Fm} خانواده�ی پس

جفت Ω(n) شامل یا F آنΎاه کند حل را Ck-مسأله ،F خانواده�ی اگر ،k هر ازای به [١] .٣.٣.۵ گزاره

است. Ω( k٢
logn) حداقل اندازه�ی از خانواده این یا است

فرض نداریم. اثبات برای صورتچیزی این غیر در چون ،k٢ > log n فرضکرد م�ͳتوان به�وضوح، برهان.

و |A| = ٢ که A,B ⊆ V هر برای صورت این در م�ͳکند. حل را Ck-مسأله که باشد خانواده�ای F کنید

.|F ∩ B| = ١ و |F ∩ A| = ١ به�طوری�که دارد وجود F ∈ F مجموعه�ی ،A ∩ B = ∅ و |B| = k − ١

و B روی کامل گراف و ،A از رأس Έی و B روی کامل گراف بین نم�ͳتواند F صورت، این غیر در زیرا

باشد. ٢ اندازه�ی از F ∈ F مجموعه�های همه�ی خانواده�ی F٠ م�ͳدهیم قرار شود. قائل تمایز A دیΎر رأس
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کنید: فرض

m = c · n logn

k
,

م�ͳکنیم: تعریف

F١ = {F ∈ F | ٢ < |F | ≤ m}

و

F٢ = F \ (F٠ ∪ F١).

اگر م�ͳدهیم نشان

|F٠| ≤
١

١٠n

داریم: است وابسته c به فقط که c١ ثابت مقدار ازای به آنΎاه

|F١ ∪ F٢| > c١ · k٢

log n
.

کنید: فرض

|F٠| ≤
١

١٠n

و

|F١ ∪ F٢| ≤ c١ · k٢

log n
.

م�ͳکنیم: تعریف و م�ͳکنیم انتخاب ینواخت به�طور را V از A = {u, v} زیرمجموعه�ی

F ′
١ = {F ∈ F١ | |F ∩A| = ١}.

داریم: F ∈ F١ هر برای

Pr(F ∈ F ′
١) = ٢ · |F |

n
· n− |F |
n− ١

≤ ٢ · |F |
n

.
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بنابراین

E(|F ′
١|) ≤ ٢

∑
F∈F١

|F |
n

≤ ٢|F١| ·
m

n
.

است. ١
٢ حداکثر |F ′

١| > ۴|F١| · m
n این�که احتمال ،(١.١.٣) مارکوف نامساوی طبق

داریم: F ∈ F٠ هر برای

Pr(F ∩A ̸= ∅) = ٢ |F |
n

· n− |F |
n− ١ +

|F |(|F | − ١)
n(n− ١)

=
۴n− ۶
n(n− ١)

کم�تر ،F ∩ A ̸= ∅ به�طوری�که باشد داشته وجود F ∈ F٠ مجموعه�ی این�که احتمال ،|F٠| ≤ ١
١٠n چون

از است

∑
F∈F٠

۴n− ۶
n(n− ١) <

٢
۵ .

،F ∈ F٠ هر برای به�طوری�که دارد وجود A مجموعه�ی بنابراین،

F ∩A = ∅

و

|F ′
١| ≤ ۴|F١| ·

m

n
.

داریم: c١ و c مناسب مقادیر و A انتخاب چنین ازای به

|F ′
١| ≤ ۴|F١| ·

m

n

≤ ۴c١c ·
k٢

log n
· n log n

kn

≤ k − ١
۴ .

.|F ∩B١| ≥ ٢ ،F ∈ F ′
١ هر برای به�طوری�که دارد وجود k−١

٢ اندازه�ی از B١ ⊆ V \A مجموعه�ی بنابراین،

مقدار ازای به و F ∈ F٢ هر برای م�ͳکنیم. انتخاب k−١
٢ اندازه�ی از را B٢ ⊆ V ͳتصادف زیرمجموعه�ی
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داریم: c٢ = Θ(c) ثابت

Pr(|F ∩B٢| ≤ ١) =
(
n−|F |
k−١

٢
)

(
n

k−١
٢

)
+

k − ١
٢ · |F |

n
·
(

n−|F |
k−١

٢ −١ )

(
n−١

k−١
٢ −١ )

≤
(

١ − |F |
n

) k−١
٢

+
k − ١

٢ · |F |
n

·
(

١ − |F | − ١
n− ١

) k−١
٢ −١

≤ e−
k−١

٢ ·m
n +

k − ١
٢ · n

n
· e−( k−١

٢ −١)m−١
n−١

≤ n−c٢ .

خواهیم ،F ∈ F٢ هر برای و A∩B٢ = ∅ بالا احتمال با آنΎاه باشد بزرگ ͳکاف اندازه�ی به c اگر بنابراین،

م�ͳدهیم قرار .|F ∩B٢| ≥ ٢ داشت

B′ = B١ ∪B٢.

از زیرمجموعه�ای به B′ از دلخواه توسی΄ Έی B کنید فرض .|B′| ≤ k − ١ و B′ ⊆ V \ A به�وضوح،

گراف Έی C٢ و B ∪{u} روی کامل گراف Έی C١ کنید فرض همچنین باشد. k− ١ اندازه�ی از V \A

نم�ͳتواند F٠ در مجموعه�ای Ϳهی ،u, v /∈ F ،F ∈ F٠ هر برای که آنجا از باشد. B ∪ {v} روی کامل

u رأس دو هر شامل که ͳمجموعه�های آن نه ،F١ در موجود مجموعه�های از شود. قائل تمایز C٢ و C١ بین

تمایز خوشه دو این بین نم�ͳتوانند نیز نیستند آن�ها از هی�Ϳکدام شامل که ͳمجموعه�های آن نه و هستند v و

v و u میان از رأس Έی شامل دقیقاً که ͳمجموعه�های ͳیعن ،F١ در دیΎر مجموعه�های همه�ی شوند. قائل

نیز مجموعه�ها این بنابراین، هستند. B از رأس دو حداقل شامل ،F٢ در موجود مجموعه�های همه�ی و هستند

دهد. تشخیص را C٢ و C١ گراف دو نم�ͳتواند F بنابراین، شوند. قائل تمایز خوشه دو این بین نم�ͳتوانند

رسیده�ایم. تناقض به م�ͳکند حل را Ck-مسأله خانواده این که فرض این با پس

م�ͳکنیم. بیان را زیر لم ابتدا م�ͳدهیم. ارائه k ≤ n
١
٣ حالت برای بهتر پایین کران Έی اکنون

باشد. S از زیرمجموعه n شامل خانواده�ای A mو اندازه�ی از یΈمجموعه S کنید فرض [١] .۴.٣.۵ لم

به�طوری�که ندارند وجود A,B١, . . . , Br, C١, . . . , Cr ∈ A متمایز مجموعه�های کنید فرض همچنین

A ⊆
r∪

i=١
Bi
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و

A ⊆
r∪

i=١
Ci

صورت این در .r ≤ n
١
٣ که

m = Ω(
r٢ log n

log r
).

به�طوری�که دارند وجود A,B١, . . . , Br ∈ A مجموعه�های که ͳزمان تا .B = ∅ دهید قرار برهان.

A ⊆
r∪

i=١
Bi

از آمده به�دست خانواده�ی A′ کنید فرض م�ͳکنیم. اضافه B به را A و کرده خارج A از را A,B١, . . . , Br

بنابراین م�ͳدهیم. نشان l با را B اندازه�ی و باشد فرایند این پایان در A

|A′| = n− l(r + ١).

صورت، این غیر در زیرا است. r-پوشش-آزاد ،A′ به�وضوح هستند. r-پوشش-آزاد ،B و A′ خانواده�ی دو

A,C١, . . . , Cr ∈ B مجموعه�های اگر چون است، r-پوشش-آزاد نیز B شد. نخواهد متوقف بالا فرایند

به�طوری�که باشند موجود

A ⊆
r∪

i=١
Ci,

داریم: و شده�اند خارج A از A با که دارند وجود نیز B١, . . . , Br ∈ A مجموعه�های آنΎاه

A ⊆
r∪

i=١
Bi

داریم: ٧.٣.۴ لم طبق ،r ≤ n
١
٣ که آنجا از ،l ≥ n

٢
٣

۴ اگر دارد. تناقض فرض با که

m >
r٢ log(l − r

٢)

١٠ log r
= Ω

(r٢ log n

log r

)
.

داریم: ،r ≤ n
١
٣ چون ، l < n

٢
٣

۴ اگر و

|A′| = n− l(r + ١) > n

٢ .

٧.٣.۴ لم طبق بنابراین،

m >
r٢ log(n٢ − r

٢)

١٠ log r
= Ω

(r٢ log n

log r

)
.
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آنΎاه کند حل را Ck-مسأله که باشد خانواده�ای F اگر ،k ≤ n١/٣ هر ازای به [١] .۵.٣.۵ گزاره

|F| = Ω
(k٢ log n

log k

)
.

Έی M و m = |F| م�ͳکنیم تعریف م�ͳکند. حل را Ck-مسأله که است خانواده�ای F کنید فرض برهان.

به�عنوان Mرا ستون�های است. F در موجود مجموعه�های وقوع بردار آن سطرهای که ماتریسm×nاست

Gi ،١ ≤ i ≤ n هر برای م�ͳگیریم. نظر در m اندازه�ی از دیΎر مجموعه�ی Έی زیرمجموعه�های وقوع بردار

م�ͳکنیم. تعریف زیر به�صورت را G خانواده�ی م�ͳکنیم. تعریف M ستون i-امین با متناظر زیرمجموعه�ی را

G =
{
G٢i−١ ∪G٢i | ١ ≤ i ≤ n

٢
}
.

به�طوری�که ندارند وجود A,B١, . . . , B k−١
۴
, C١, . . . , C k−١

۴
∈ G متمایز مجموعه�های م�ͳکنیم ادعا

A ⊆

k−١
۴∪

i=١
Bi (١.۵)

و

A ⊆

k−١
۴∪

i=١
Ci. (٢.۵)

M از متمایز ستون دو با متناظر زیرمجموعه دو اجتماع A باشند. موجود ͳمجموعه�های چنین کنید فرض

w١, . . . , wk−١ کنید فرض مشابه، به�طور باشند. ستون دو این با متناظر رأس�های v و u کنید فرض است.

طبق هستند. v یا u شامل ͳگروه�های A اعضای باشند. B١, . . . , B k−١
۴
, C١, . . . , C k−١

۴
با متناظر رئوس

ͳگروه Ϳهی بنابراین، است. w١, . . . , wk−١ از رأس دو حداقل شامل ͳگروه چنین هر (٢.۵) و (١.۵)

در نم�ͳشود. قائل تمایز v, w١, . . . , wk−١ روی کامل گراف و u,w١, . . . , wk−١ روی کامل گراف بین

داریم: ،A = G و r = k−١
۴ با ۴.٣.۵ لم طبق و ندارد وجود G در ͳمجموعه�های چنین نتیجه،

|F| = m = Ω
(k٢ log n

log k

)
.
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اندازه�ی از م�ͳکند حل را Ck-مسأله که خانواده هر ،nΩ(١) ≤ k ≤
√
n هر برای م�ͳشود ثابت ادامه در

است. Ω(k٢) حداقل

S زیرمجموعه�های از خانواده�ای A و S مجموعه�ی از زیرمجموعه�ای A کنید فرض [١] تعریف۵.٣.۶.

a شامل و A در مجموعه دو حداقل ،a ∈ A هر برای اگر م�ͳشود پوشانده A با دوبار A م�ͳشود گفته باشد.

باشد. داشته وجود

کنید فرض است. S از زیرمجموعه n شامل خانواده�ای A و m اندازه�ی از مجموعه�ای S [١] .٧.٣.۵ لم

این در .nΩ(١) ≤ r ≤
√
n که نم�ͳشود پوشانده دوبار A در دیΎر مجموعه�ی r هر با A در مجموعه�ای Ϳهی

.m = Ω(r٢) صورت

،ϵ > ٠ Έکوچ ثابت ازای به کنید فرض برهان.

m ≤ ϵr٢.

مجموعه�ی r با که دارد وجود A ∈ A مجموعه�ی آنΎاه باشد Έکوچ ͳکاف اندازه�ی به ϵ اگر م�ͳدهیم نشان

دو یا Έی به متعلق به�طوری�که دارد وجود a ∈ S عضو که ͳزمان تا م�ͳشود. پوشانده دوبار ،A در دیΎر

Ϳهی به a مجموعه�ها این کردن خارج از بعد م�ͳکنیم. خارج A از را مجموعه�ها این است، A در مجموعه

هر بعد به آن از و م�ͳشود متوقف مرحله m حداکثر از بعد روند این بنابراین، ندارد. تعلق A در مجموعه�ای

خانواده�ی A′ کنید فرض است. مجموعه سه حداقل به متعلق یا ندارد قرار مجموعه�ای Ϳهی در یا a ∈ S

بنابراین، م�ͳکنیم. مشخص n′ با را آن اندازه�ی و است باق�ͳمانده مجموعه�های

n′ ≥ n− ٢m ≥ n− ٢ϵr٢ ≥ (١ − ٢ϵ)n.

r حداکثر شامل خانواده�ای با مجموعه این آنΎاه ،|A| ≤ r
٢ به�طوری�که باشد موجود A ∈ A′ مجموعه�ی اگر

م�ͳشود. پوشانده دوبار دربردارد، را A عضو هر که دلخواه مجموعه�ی دو انتخاب با ،A′ \ {A} از مجموعه

A′ هر برای م�ͳکنیم فرض حال

|A| > r

٢ .



٧۴ خوشه جستجوی .۵

هر شامل مجموعه�ی را C مجموعه�ی م�ͳکنیم. انتخاب ͳتصادف به�طور را B١, . . . , B r
٢
∈ A′ مجموعه�ی r

٢

دیΎر مجموعه�ی اکنون دارد. تعلق B١, . . . , B r
٢
از مجموعه Έی به حداکثر که م�ͳگیریم نظر در a ∈ S

مجموعه دو ،a ∈ A ∩C هر برای آنΎاه |A ∩C| ≤ r
۴ اگر م�ͳکنیم. انتخاب ͳتصادف به�صورت را A ∈ A′

مجموعه r حداکثر از خانواده�ای ، B١, . . . , B r
٢
با مجموعه�ها این م�ͳکنیم. انتخاب a شامل A′ \ {A} در

م�ͳدهیم نشان م�ͳپوشاند. دوبار را A که م�ͳدهند تشیل

E(|A ∩ C|) ≤ r

۵

.|A∩C| ≤ r
۴ Aو ̸= Bi ،i = ١, . . . , r٢ هر برای به�طوری�که دارد ,A,B١وجود . . . , B r

٢
انتخاب بنابراین، و

نظر در را a ∈ S عضو دارد. تناقض فرض با که م�ͳشود پوشانده دوبار دیΎر مجموعه�ی r با A بنابراین،

حداکثر a ∈ A∩C این�که احتمال م�ͳدهیم. نشان k با هستند a شامل که را A′ در مجموعه�ها تعداد و گرفته

با است برابر

k

n′

(
(
n′−k

r
٢

)

( n
′

r
٢
)

+
k(

n′−k
r
٢ −١ )

( n
′

r
٢
)

)
=

k

n′

(
(
n′−k

r
٢

)

( n
′

r
٢
)

+
kr

٢n′

(
n′−k
r
٢ −١ )

(
n′−١
r
٢ −١ )

)

≤ k

n′

(
١ − k

n′

) r
٢
+

k٢r

٢n′٢

(
١ − k − ١

n′ − ١
) r

٢ −١

≤ k

n′ e
− kr

٢n′ +
k٢r

٢n′٢ e
− kr

۴n′ .

در را k
n′ e

− kr
٢n′ عبارت ابتدا است. c

r حداکثر احتمال این ،c ثابت مقدار ازای به که م�ͳدهیم نشان اکنون

م�ͳدهیم قرار ،k > ٢n′

r اگر است. ٢
r برابر حداکثر عبارت این آنΎاه ،k ≤ ٢n′

r اگر م�ͳگیریم. نظر

x =
kr

٢n′ .

داریم: x > ١ چون

k

n′ e
− kr

٢n′ =
٢
r
xe−x <

٢
er

.

اگر است. ٣٢
r برابر حداکثر عبارت این آنΎاه ،k ≤ ٨n′

r اگر م�ͳگیریم. نظر در را k٢r
٢n′٢ e

− kr
۴n′ عبارت اکنون

م�ͳدهیم قرار آنΎاه ،k > ٨n′

r

x =
kr

۴n′ .
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و x > ٢

k٢r

٢n′٢ e
− kr

۴n′ =
٨
r
x٢e−x.

بنابراین و است ͳنزول x٢e−x ،x > ٢ هر برای که کرد ͳبررس م�ͳتوان ͳبه�سادگ

٨
r
x٢e−x <

٣٢
e٢r

.

داریم: بنابراین است. c
r حداکثر a ∈ A ∩ C این�که احتمال ،c ثابت مقدار ازای به نتیجه، در

E(|A ∩ C|) ≤ cm

r
≤ cϵr٢

r
≤ r

۵ ,

م�ͳشود. کامل لم اثبات و باشد Έکوچ ͳکاف اندازه�ی به ϵ که آن شرط به

آنΎاه کند حل را Ck-مسأله که باشد خانواده�ای F اگر ،nΩ(١) ≤ k ≤
√
n هر برای [١] .٨.٣.۵ گزاره

|F| = Ω(k٢).

م�ͳکنیم فرض بنابراین، م�ͳشود. استنباط ۵.٣.۵ گزاره�ی از نتیجه این nΩ(١) ≤ k ≤ n
١
٣ برای برهان.

ماتریس M و m = |F| م�ͳکنیم تعریف م�ͳکند. حل را Ck-مسأله که است خانواده�ای F و k > n
١
٣

وقوع بردار به�عنوان را M ستون�های است. F در مجموعه�ها وقوع بردار آن سطرهای که است m × n

را Gi ،١ ≤ i ≤ n هر برای م�ͳگیریم. نظر در m اندازه�ی از دیΎر مجموعه�ی Έی زیرمجموعه�های

م�ͳدهیم: قرار و م�ͳکنیم تعریف M ستون i-امین با متناظر زیرمجموعه�ی

G =
{
G٢i−١ ∪G٢i | ١ ≤ i ≤ n

٢
}
.

B١, . . . , B k−١
٢

با A به�طوری�که ندارند وجود A,B١, . . . , B k−١
٢

∈ G متمایز مجموعه�های م�ͳکنیم ادعا

دو با متناظر زیرمجموعه دو اجتماع A باشند. موجود مجموعه�ها این کنید فرض شود. پوشانده دوبار

م�ͳکنیم فرض مشابه، به�طور م�ͳنامیم. v و u را ستون دو این با متناظر رأس�های است. M از متمایز ستون

هستند. v یا u شامل ͳگروه�های A اعضای باشند. B١, . . . , B k−١
٢

با متناظر رأس�های w١, . . . , wk−١

رأس�های از رأس دو حداقل شامل گروه�ها این از Έهری م�ͳشود، پوشانده B١, . . . , B k−١
٢

با دوبار A چون

روی کامل گراف و u,w١, . . . , wk−١ روی کامل گراف بین ͳگروه Ϳهی بنابراین، هستند. w١, . . . , wk−١



٧۶ خوشه جستجوی .۵

٧.٣.۵ لم طبق بنابراین ندارند. وجود G در مجموعه�ها این درنتیجه نم�ͳشود. قائل تمایز v, w١, . . . , wk−١

داریم:

|F| = m = Ω(k٢).

که ͳخوشه�های برای را قبل تقریب�های کران، این م�ͳدهیم. پایان ساده بالای کران Έی با را بخش این

م�ͳدهد. بهبود دربردارند را رئوس همه�ی تقریباً

حل را Cn−s-مسأله که هست (s+١)
⌈
n
٢
⌉
حداکثر اندازه�ی با خانواده�ای ،s هر به�ازای [١] .٩.٣.۵ گزاره

م�ͳکند.

در u م�ͳدهیم. قرار پرسش مورد است، u شامل که را رئوس از جفت s + ١ ،u ∈ V هر برای برهان.

باشد. ”مثبت“ پرسش�ها این از ͳی حداقل پاس اگر تنها و اگر است خوشه
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