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چͺیده
مͬ�شود گفته χ(H) ͬͽرن عدد ،H رئوس رن�آمیزی برای نیاز مورد رن�های تعداد کمترین به
یͺسان رن دارای آن رئوس همه�ی که باشد نداشته وجود |Ei| > ١ که H از Ei یال هیچ به�طوری�که
کلاس هر به�طوری�که ،H یال�های رن�آمیزی برای نیاز مورد رن�های تعداد کمترین هم�چنین باشند.
مͬ�دهیم. نشان χ′(H) با و گوییم H یالͬ) ͬͽرن (عدد ͬͽرن اندیس را باشد تطابق ͷی به�شͺل ͬͽرن
که آن�جا از ندارند. یͺسان رن متقاطع یال دو هیچ ابرگراف�ها یالͬ رن�آمیزی در دیͽر، به�عبارت
با آن�را مͬ�کنیم سعͬ پایان�نامه این در بنابراین نمͬ�باشد، ساده ابرگراف�ها ͬͽرن اندیس دقیق محاسبه�ی
مختلفͬ حالت�های برای آن�را تعمیم و بیان را شانون معروف قضیه�ی این�کار برای کنیم. مشخص کران
ابرگراف�ها انواع برای را مختلفͬ کران�های آن به مربوط نتایج از بتوانیم تا مͬ�کنیم معرفͬ ابرگراف ͷی از
بتوانیم تا مͬ�کنیم استفاده حریصانه الͽوریتم از رن�آمیزی برای موارد از بسیاری در حتͬ آوریم، به�دست
که را کیم و الون کران یͺنواخت، ابرگراف�های خاص انواع برای کنیم. پیدا دست خوب کران ͷی به
باشند، نیز متقاطع که یͺنواخت ابرگراف�های برای آن�را سپس و مͬ�کنیم ارائه است حدس صورت به
کرده استفاده هستند، ابرگراف�ها از خاصͬ حالت گراف�ها که حقیقت این از نهایت در مͬ�کنیم. ثابت
سپس مͬ�کنیم، بیان را گراف�هاست ͬͽرن اندیس مورد در قضیه معروف�ترین که ویزین قضیه�ی و
و چندگانه گراف�های ͬͽدوگان هم�چنین و گراف�ها برای ͬͽرن اندیس به مربوط قضایای به�کارگیری با
قضیه�ی تعمیم از هم�چنین مͬ�دهیم. ارائه چندگانه گراف�های برای را بالا کران ͷی یالͬ، گراف�های
باز هنوز مسائل از برخͬ مͬ�شود. بسیاری استفاده�های ابرگراف ͷی مختلف حالت�های در ویزین

مͬ�باشند.
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١ فصل

مقدمه

برای لازم مقدمات و تعاریف مطالعه، مورد موضوع از مختصری تاریخچه�ی به اشاره ضمن فصل این در

فصل این تعاریف شد. خواهد پایان�نامه فصل�های مطالب بر مروری آخر در و مͬ�شوند بیان بعدی فصل�های

است. شده پرداخته آن�ها به پایان�نامه این در که است مقالاتͬ و [٧] و [۴] مراجع از برگرفته

نیاز مورد تعاریف ١.١

زیر از خانواده ͷی E = (Ei|i ∈ I) و متناهͬ مجموعه�ی ͷی X = {x١, x٢, . . . , xn} کنید فرض

اگر است X روی ابرگراف ͷی E خانواده�ی باشد. X مجموعه�های

.١

Ei ̸= ∅ (∀ i ∈ I)

.٢

∪
i∈I

Ei = X

مͬ�شود. نامیده ابرگراف این ٢ مرتبه�ی |X| = n و گوییم ١ ابرگراف ͷی H = (X,E ) دوتایͬ به

ابرگراف، ͷی رسم برای مͬ�شوند. نامیده یال�ها E١, . . . , En مجموعه�های و رئوس x١, x٢, . . . , xn اعضای

١hypergraph
٢order



٣ نیاز مورد تعاریف .١.١

با ،|Ei| = ٢ که Ei یال مͬ�شود، رسم Ei رئوس همه�ی حول منحنͬ ͷی با Ei یال باشد، |Ei| > ٢ اگر

مͬ�شود. داده نشان گراف در طوقه ͷی مثل ،|Ei| = ١ که Ei یال و مͬ�شود رسم رأس دو بین رابط خط ͷی

ندارد. وجود ابرگراف در تنها رأس فهمید، مͬ�توان هم تعریف از که همان�طور

از ناتهͬ مجموعه�ی ͷی E حالت این در مͬ�شود. نامیده ساده ابرگراف باشند متمایز Eiها همه�ی اگر

ساده، گراف ͷی H آن�گاه باشد، ساده H ابرگراف و |Ei| = ٢ ، i هر برای اگر است. X زیرمجموعه�های

است. تنها رئوس بدون

صحیح عدد با S ⊂ X ناتهͬ مجموعه�ی ͷی از �r(S) ٣ رتبه�ی ،H ابرگراف در

r(S) = maxi|S ∩ Ei|

ͷی روی رئوس تعداد بیشترین با برابر که مͬ�شود نامیده H ابرگراف رتبه�ی r(X) عدد مͬ�شود. داده نشان

مͬ�شود. نامیده r(X) رتبه�ی با یͺنواخت ابرگراف ͷیH آن�گاه باشد، Ei = r(X) اگر ،i هر برای است. یال

است. ٢ رتبه�ی با یͺنواخت ابرگراف ͷی تنها، رأس بدون ساده گراف هر بنابراین

و باشد رأس دو هر شامل که باشد داشته وجود Ei یال اگر گوییم، مجاور را رأس دو ابرگراف ͷی در

رن�آمیزی برای نیاز مورد رن�های تعداد کمترین به نباشد. تهͬ آن�ها اشتراک� اگر گوییم، مجاور را یال دو

باشد نداشته وجود |Ei| > ١ که H از Ei یال هیچ به�طوری�که مͬ�شود گفته χ(H) ۴ ͬͽرن عدد ،H رئوس

هم�چنین نباشند. رن�ͷت عضوی دو حداقل یال هیچ واقع در باشند، یͺسان رن دارای آن رئوس همه�ی که

تطابق ͷی به�شͺل ͬͽرن کلاس هر به�طوری�که ،H یال�های رن�آمیزی برای نیاز مورد رن�های تعداد کمترین

رن�آمیزی در دیͽر، به�عبارت مͬ�دهیم. نشان χ′(H) با و Hگوییم یالͬ) ͬͽرن (عدد ۵ ͬͽاندیسرن را باشد

ندارند. یͺسان رن متقاطع یال دو هیچ ابرگراف�ها یالͬ

٣rank
۴chromatic number
۵chromatic index



۴ مقدمه .١

به�فرد منحصر دور ͷی با و ٨ مرتبه�ی از همبند ابرگراف ͷی :١.١ شͺل

هر دیͽر به�عبارت مͬ�نامیم، ۶ خطͬ را H ابرگراف آن�گاه باشد، |Ei ∩Ej | ≤ ١ ، i ̸= j هر به�ازای اگر

شده�اند. واقع یال ͷی روی حداکثر رأس دو

دوتایͬ به�صورت H = (X,E ) با متناظر ابرگراف ٧ �بخشk بͽیرید، نظر در را k > ٠ صحیح عدد

مجموعه�ی و X به�وسیله�ی که مͬ�شود تعریف [H]k = (X, [E ]k)

[E ]k = {F | F ⊂ X ; ١ ≤ |F | ≤ k ; F ⊂ Ei ; ∃ Ei ∈ E }

یال k و X رئوس مجموعه با [H]٢ چندگانه�ی گراف ͷی H ابرگراف ٢-بخش بنابراین مͬ�شود. مشخص

هر به�طوری�که باشد داشته وجود H از متمایز یال k اگر تنها و اگر است، (u ̸= v) u, v رئوس بین موازی

را [H]٢ لذا نداریم، نیاز را خودش با رأس هر رابطه�ی چون این�جا در باشد. u, v رأس دو هر شامل کدام

مͬ�گیریم. نظر در طوقه بدون

مͬ�گوییم. سختͬ درجه�ی آن به و مͬ�دهیم نمایش ∆H(v) با را [H]٢ چندگانه�ی گراف در vرأس درجه�ی

رأس هر با مجاور رئوس تعداد حداکثر به است. H سختͬ درجه�ی بیشترین دهنده�ی نشان ∆(H) بنابراین

تͺرار یال چند یا دو در رئوس این از ͬͺی اگر حتͬ بنابراین گوییم. رأس آن درجه�ی ماکزیمم H ابرگراف در

مͬ�شماریم. را آن�ها تͺرارشان تعداد به باشند، شده

۶linear hypergraph
٧k-section
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که است بدیهͬ گوییم. متقاطع را ابرگراف باشند، داشته ناتهͬ اشتراک یالͬ دو هر اگر ابرگراف ͷی در

.χ′(H) = |E(H)| دیͽر به�عبارت است، برابر یال�ها تعداد با یالͬ ͬͽرن عدد متقاطع ابرگراف در

رأس t حداکثر H متمایز یال دو هر اگر است، ٨ �سادهt ،H گوییم ١ ≤ t ≤ k که t صحیح عدد برای

هم�چنین و باشد داشته رأس k دقیقاً آن یال هر اگر است، ٩ �یͺنواختk ،H ابرگراف باشد. داشته مشترک

این طبق بنابراین .degH(x) = degH(y) باشیم داشته x ̸= y و x, y ∈ X هر برای اگر است، ١٠ منتظم

٢-یͺنواخت و دارند مشترک رأس ١ حداکثر آن متمایز یال دو هر زیرا هستند ١-ساده گراف�ها تعاریف

دارد. رأس دو دقیقاً یال هر زیرا هستند

یال�های Mاز زیرمجموعه�ی به بنابراین مͬ�شود. نامیده پیوندی یال متمایز، سر دو با یال ͷی تعریف طبق

گفته H در ١١ تطابق ͷی نباشند، مجاور یالͬ دو هیچ و بوده پیوندی یال�های آن اعضای که H ابرگراف

M-آلوده نیز را v و است کرده آلوده را v رأس M مͬ�گوییم باشد، v رأس مجاور M از یالͬ اگر مͬ�شود.

M تطابق آن�گاه باشد، M-آلوده ،H رأس هر اگر مͬ�شود. نامیده M-ناآلوده ،v درغیراین�صورت مͬ�نامیم،

در |M ′| > |M | شرط Mبا ′ تطابق هیچ اگر است، ١٣ ماکزیمم Mیͷتطابق مͬ�نامیم. ١٢ کامل تطابق را

نیست. درست آن عͺس اما هست، نیز ماکزیمم کامل تطابق هر به�وضوح باشد. نداشته وجود H

١۴ مستقل مجموعه�ی را نمͬ�باشد آن از یالͬ هیچ شامل که ،H ابرگراف از رئوس مجموعه�ی بزرگ�ترین

مͬ�دهیم. نشان α(H) با و نامیده

خطوط و نقاط بین ارتباط و نقاط از مجموعه�ای و خطوط از مجموعه�ای شامل ١۵ تصویری یͷصفحه

است: زیر شرایط با مͬ�شود، نامیده ”برخورد” که

مͬ�کند. برخورد آن�ها دوی هر با که دارد وجود خط ͷی دقیقاً متمایز، نقطه�ی دو هر برای (١
٨t-simple
٩k-uniform
١٠regular
١١matching
١٢perfect matching
١٣maximum matching
١۴independent set
١۵projective plane
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مͬ�کند. برخورد آن�ها دوی هر با که دارد وجود نقطه ͷی دقیقاً متمایز، خط دو هر برای (٢

نمͬ�کند. برخورد آن�ها دوتای از بیش با خطͬ هیچ به�طوری�که دارد وجود نقطه چهار (٣

هم�ارزی از نیز آخر شرط ندارد. وجود تصویری صفحه در موازی خطوط که است معنͬ این به دوم شرط

نقاط و خطوط بین متقارن طبیعͬ رابطه�ی به تأکید برای ”برخورد” واژه�ی از مͬ�کند. جلوگیری اول شرط دو

است” m روی t” به�جای مͬ�توان مͬ�کند” برخورد m خط با t ”نقطه�ی اصطلاح از بنابراین مͬ�شود. استفاده

کرد. استفاده مͬ�شود” رد t از m” یا

داریم: هم�چنین تصویری صفحه ͷی در که گرفت نتیجه مͬ�توان تعریف از

دارد. برخورد نقطه t با دقیقاً خط هر .١

دارد. برخورد خط m با دقیقاً نقطه هر .٢

مͬ�باشد. نقاط تعداد t و خطوط تعداد m تعریف، طبق که m = t٢ − t+ ١ همواره .٣

نام ١۶ فانو صفحه�ی به�نام معروف تصویری صفحه ͷی از مͬ�توان تصویری، صفحه� برای مثال به�عنوان

مͬ�باشد. χ(H) = r(H) = ٣ هم�چنین و t = ٣ یال�ها، تعداد و رئوس تعداد با برابر m = ٧ آن در که برد،

است. ابرگراف�ها از خاص نوع ͷی تصویری صفحه تعریف این طبق

..a .

c

. e.

g

.
f
.

d

.

b

فانو صفحه�ی :٢.١ شͺل

تعریف (x١, E١, x٢, E٢, . . . , Eq, xq+١) دنباله��ی به�صورت q به�طول ١٧ زنجیر ͷی ،H ابرگراف در

به�طوری�که: مͬ�شود
١۶fano
١٧chain
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هستند. H متمایز رئوس همه� x١, x٢, · · · , xq .١

هستند. H متمایز یال�های همه� E١, E٢, · · · , Eq .٢

. xk, xk+١ ∈ Ek ،k = ١,٢, · · · , q هر برای .٣

تعاریف گراف�ها در مͬ�شود. نامیده q به�طول ١٨ دور ͷی زنجیر این آن�گاه ،xq+١ = x١ و q > ١ اگر

نمͬ�شود. مطرح دور به�عنوان ابرگراف�ها در که طوقه به�جز است، مشابه به�طور دور و زنجیر برای بالا

این به و مͬ�دهیم نشان H∗ با را ١٩ دوگان ابرگراف H = (X;E١, E٢, . . . , Em) ابرگراف هر برای

هستند e١, e٢, . . . , em نقاط رئوس، آن در که H∗ = (E;X١, X٢, . . . , Xn) مͬ�کنیم: تعریف صورت

که هستند X١, X٢, . . . , Xn مجموعه�های یال�ها، و مͬ�باشند E١, E٢, . . . , Em نشان�دهنده�ی به�ترتیب که

،١ ≤ j ≤ n هر به�ازای به�طوری�که مͬ�باشند، x١, x٢, . . . , xn نشان�دهنده�ی به�ترتیب

Xj = {ei | ∀i ≤ m,xj ∈ Ei}

نامیده H ابرگراف دوگان H∗ ابرگراف بنابراین است. ابرگراف ͷی H∗ و ∪jXj = E و Xj ̸= ∅ آن�گاه

مͬ�شود.

بنابراین مͬ�نامیم. گراف را ٢-یͺنواخت و ١-ساده ابرگراف گفتیم، تعاریف در تاکنون آن�چه به توجه با

در را گراف�ها به مربوط تعاریف از برخͬ پایان�نامه این نیاز طبق هستند. ابرگراف�ها از خاصͬ نوع گراف�ها

مͬ�کنیم. بیان این�جا

ناتهͬ مجموعه�ی ͷی از شده تشͺیل که است (V (G), E(G), ψ(G)) مرتب سه�تایͬ ͷی ،G ٢٠ گراف

هر به که ψ(G) وقوع تابع ͷی و یال�ها از (V (G) از (مجزای E(G) مجموعه�ی ͷی رأس�ها، از V (G)

و u و یال ͷی e اگر مͬ�دهد. نسبت نیستند، متمایز الزاماً که را G رأس�های از نامرتب زوج ͷی ،G یال

یͺدیͽر به را v و u رأس�های ،e که مͬ�شود گفته دراین�صورت ،ψG(e) = uv به�طوری�که باشند رأس دو v

واقعند، مشترکͬ یال روی بر که رأس دو مͬ�شوند. نامیده e یال سر دو ،v و u رأس�های و است کرده وصل
١٨cycle
١٩dual hypergraph
٢٠graph
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دو با یال ͷی مجاورند. نیز مشترک رأس ͷی روی بر واقع یال دو ترتیب به�همین مͬ�شوند. نامیده مجاور

را v رأس ͷی ٢٣ درجه�ی مͬ�شوند. نامیده ٢٢ پیوندی یال متمایز، سر دو با یال ͷی و ٢١ طوقه یͺسان، سر

همه�ی درجه�ی ماکزیمم هستند. مجاور vرأس با که رئوسͬ تعداد با است� برابر و مͬ�دهیم نمایش deg(v) با

بین و باشد نداشته طوقه�ای هیچ اگر است، ساده گراف ͷی مͬ�دهیم. نشان ∆(G) با را G گراف در رئوس

نباشد[٧]. یال ͷی بیش�از آن، رأس دو هر

یا χ′(G) = ∆(G) همواره دراین�صورت باشد، ساده Gگراف اگر [٧] .(٢۴ویزین (قضیه�ی ١.١.١ قضیه

.χ′(G) = ∆(G) + ١

ω(H) با را آن�ها تعداد و مͬ�نامیم ٢۵ یͷخوشه را مجاور دوبه�دو رئوس مجموعه بزرگ�ترین گراف�ها در

مستقل مجموعه�ی را نیستند مجاور آن در رأسͬ دو هیچ که رئوسͬ مجموعه�ی بزرگ�ترین مͬ�دهیم. نشان

یͺدیͽر مͺمل خوشه و مستقل مجموعه�ی تعریف، دو این به توجه با مͬ�دهیم. نمایش α(H) با و نامیده

مͬ�باشند.

وجود چندگانه یال�های به�عبارتͬ و یال ͷی بیش�از آن رأس دو هر بین است�که گرافͬ ٢۶ چندگانه گراف

با گرافͬ و مͬ�دهیم نمایش L(G) با را آن ٢٧ یالͬ گراف ،G = (V,E) چندگانه�ی گراف برای دارد.

حداقل ،G در آن�ها متناظر یال�های اگروتنهااگر مجاورند آن در رأس دو که است E رئوس مجموعه�ی

باشد داشته وجود G چندگانه�ی گراف اگر است، یالͬ گراف ͷی H گوییم باشند. داشته مشترک سر ͷی

.H = L(G) به�طوری�که

٢١loop
٢٢link
٢٣degree
٢۴Vladimir Vizing
٢۵clique
٢۶multigraph
٢٧line graph
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........

G

.......... .........

H=L(G)

........................

آن با متناظر یالͬ گراف و چندگانه گراف ͷی :٣.١ شͺل

تطابق�های تعداد نباشند. مجاور آن در یالͬ دو هیچ که یال�هاست از مجموعه�ای ،Gگراف در تطابق ͷی

گراف یال هر به که است f(e) تابع ͷی ،٢٨ کسری تطابق است. گراف در تطابق بزرگ�ترین اندازه�ی ،µ(G)

همه�ی مجموع که
∑
f(e) ≤ ١ داریم vرأس هر برای به�طوری�که مͬ�دهد نسبت [٠,١] بازه�ی در را عدد ͷی

یا تطابق ͷی تنها f(e) آن�گاه باشد، f(e) ∈ {٠,١} ،e یال هر برای اگر دربردارد. را v روی واقع یال�های

سوپریمم مͬ�دهیم، نشان µf (G) با که G گراف از کسری تطابق�های تعداد است. تطابق ͷی نماینده�ی تابع

است. f(e) کسری تطابق�های همه�ی روی
∑

e∈E(G) f(e)

(زیر {s١, . . . , sl} مجموعه�ی ͷی به�عنوان مͬ�تواند G گراف ͷی برای کسری رأسͬ c-رن�آمیزی ͷی

نامنفͬ حقیقͬ وزن�های با به�ترتیب که ثابت مجموعه�های از (S ⊆ V (G) و S از مستقل مجموعه�های

داریم v رأس هر برای به�طوری�که شود. تعریف مͬ�شوند، توصیف {w١, . . . , wl}∑
si:v∈si

wi = ١ ,

l∑
i=١

wi = c

افراز زیرمجموعه�هایͬ به را V رئوس مجموعه�ی که گفت مͬ�توان تعریف این بیشتر توضیح برای

وزن ،V زیرمجموعه�های داخل اعضای از کدام هر به کنید فرض باشند. نیز مستقل ͬͽهم که مͬ�کنیم

٢٨fractional matching
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و مͬ�گیرد تعلق افرازها از مجموعه ͷی به تنها رأس هر بنابراین هستند، افراز چون مͬ�دهیم. نسبت را ١

روی مجموع هم�چنین هستند. افرازها مجموعه�ی siها و وزن�ها wiها آن در که ،
∑

si:v∈si wi = ١ داریم

است. ثابت عدد ͷی c که مͬ�شود
∑l

i=١ wi = c یعنͬ آن�ها تعداد با برابر وزن�ها همه�ی

است� Gگراف هر برای c کوچ�ͷترین با برابر مͬ�شود، داده نشان χf (G) نماد با که G کسری ͬͽرن عدد

Gگراف در است. ͬͽرن عدد همیشه آن بالای کران که کنید توجه دارد. کسری رأسͬ یcͷ-رن�آمیزی که

رن r از لیست ͷی تخصیص برای r کوچ�ͷترین مͬ�شود، داده نشان χl(G) نماد با که لیستͬ ͬͽرن عدد

است. شده رن آن لیست در رن ͷی با رأس هر در که دارد رن�آمیزی ͷی گراف هر است. vرأس هر به

نشان χe(H) نماد با که H ͬͽرن اندیس .χf (G) ≤ χ(G) ≤ χl(G) داریم گراف هر برای واضح به�طور

ͬͽرن عدد با برابر χf
e (H) کسری ͬͽرن اندیس مشابه به�طور است، L(H) ͬͽرن عدد با برابر مͬ�شود داده

است. L(H) کسری

به ψG محدودکردن از ψH E(H)و ⊆ E(G) و V (H) ⊆ V (G) اگر Gگوییم، ٢٩ زیرگراف Hرا گراف

شرط در و باشد Gزیرگراف ͷی H اگر مͬ�دهیم. نمایش H ⊆ Gبه�صورت آن�را و باشد شده حاصل E(H)

زیرمجموعه�ی ،V ′ کنید فرض مͬ�نامیم. G از ٣٠ فراگیر زیرگراف ͷی آن�را کند، صدق V (H) = V (G)

از یال�هایͬ مجموعه� برابر آن یال�های مجموعه� و V ′ آن رئوس� مجموعه� که G از زیرگرافͬ باشد، V از ناتهͬ

مͬ�شود. نامیده ٣١ القایͬ زیرگراف شده�اند، واقع V ′ در آن� سر دو هر که باشد G

جملات به�طوری�که است، W = v٠e١v١e٢v٢ . . . ekvk متناهͬ ناصفر دنباله�ی ،G از ٣٢ گشت ͷی

دراین�صورت باشند، ei سر دو vi و vi−١ ، ١ ≤ i ≤ k به�ازای و بوده یال�ها و رأس�ها از میان �در ͷی آن

v١, . . . , vk−١ و W انتهای و ابتدا به�ترتیب vk و v٠ رأس�های است. vk تا v٠ از گشت ͷی ،W مͬ�گوییم

٣٣ گذرگاه ͷی W باشند، متمایز W گشت در e١, . . . , ek یال�های اگر مͬ�شوند. نامیده آن داخلͬ رئوس

٢٩subgraph
٣٠spanning subgraph
٣١induced subgraph
٣٢walk
٣٣trail
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نیز v٠, . . . , vk رأس�های یال�ها، علاوه�بر اگر ندارد. تͺراری یال که گشتͬ دیͽر، به�عبارت مͬ�شود. نامیده

نه که گشتͬ یا ندارد تͺراری رأس که گذری دیͽر، به�عبارت مͬ�شود نامیده ٣۴ مسیر ͷی W باشند، متمایز

نامیده دور باشند، متمایز آن داخلͬ رأس�های و ابتدا که بسته گذرگاه ͷی دارد. تͺراری یال نه و تͺراری رأس

هر برای مͬ�نامیم. فرد یا زوج دور ͷی باشد، فرد یا زوج k این�که به بسته را k طول با دور ͷی مͬ�شود.

٣۶ تور ͷی مͬ�شود. نامیده ٣۵ اویلری گذرگاه ͷی کند، عبور G یال�های تمام از که گذرگاهͬ ،G گراف

از که است توری ،٣٧ اویلری تور مͬ�کند. عبور ی�ͷبار حداقل G یال هر از که است بسته�ای گشت ،G از

اویلری گراف ͷی گوییم است. بسته اویلری گذرگاه ͷی به�عبارت�دیͽر، و مͬ�کند عبور ی�ͷبار دقیقاً یال هر

اگر تنها و اگر است، اویلری ناتهͬ همبند گراف ͷی مͬ�دانیم هم�چنین باشد، اویلری تور ͷی شامل اگر است

. نباشد[٧] فرد درجه�ی از رأس هیچ دارای

عدد جمله از تعاریف از بسیاری بنابراین هستند، گراف�ها تعمیم ابرگراف�ها چون شد، گفته آن��چه طبق

آن�ها مجدد تعریف لذا است، مشابه دو هر برای است، پایان�نامه این نیاز مورد که غیره و ͬͽرن اندیس ،ͬͽرن

نمͬ�باشد. جایز این�جا در

مطالعه مورد موضوع تاریخچه�ی ٢.١

ثابتکرد[٨]: را زیر معروف قضیه�ی و داد ارائه گراف�ها ͬͽرن عدد برای بالا بروکسیͷکران ،١٩۴١ سال در

G و ∆(G) = ٢ یا باشد ∆(G) + ١ اندازه�ی با خوشه ͷی شامل G این�که مͽر ،χ(G) ≤ ∆(G) همواره

باشد. فرد دور ͷی شامل

داریم G طوقه�ی بدون چندگانه�ی گراف هر برای که داد توضیح [٣۴] ͷکلاسی قضیه�ی ͷی ٣٨در شانون

یا و مطرح را حدس�هایͬ آن ͷکم به بتوانند دیͽر افراد تا کرد ͷکم قضیه این .χ′(G) ≤ ⌊٣
٢∆(G)⌋

٣۴path
٣۵Eulerian trail
٣۶tour
٣٧Eulerian tour
٣٨Shannon



١٢ مقدمه .١

با دووراک٣٩ توماس ٢٠٠٠ سال در مͬ�کنیم. اشاره این�جا در آن�ها از برخͬ به که کنند اثبات را قضایایͬ

.χ′(H) ≤
⌊٣

٢∆(H)
⌋
همواره H ابرگراف هر برای که، کرد ثابت ابرگراف�ها برای شانون قضیه�ی تعمیم

حدس این که ،χ′(H) ≤ n کردند ثابت رأس n روی H خطͬ ابرگراف برای لوواس و فیبر اردوش، سپس

این معادل کرد. ارائه را آن [١٣] اردوش که گراف�هاست رأسͬ رن�آمیزی برای قدیمͬ حدس ͷی معادل

یͷجستجوی ͷبه�کم n ≤ ١٠ برای را حدس این هم�چنین او شد. مطرح ۴٠ هیندمن توسط بار اولین حدس

و آوردند به�دست آن برای را ⌈٣
٢n− ٢⌉ بالای کران [١٠] لاولر۴٢ و ۴١چان کرد. بررسͬ [٢١] کامپیوتری

کرد. ثابت را n+ o(n) مجانبͬ بالای کران [٣١] اسپنسر و پیپنͽر نظرات ͷبه�کم [٢٣] کان نهایت، در

،G گراف هر برای کرد: ثابت صورت این به را خود معروف قضیه�ی [١١] ویزین ،١٩۶۴ سال در

.χ′ ≤ ∆(G) + ١

گرافͬ G کنید فرض کرد: بیان زیر شͺل به را فورنیر معروف قضیه�ی [١۵] فورنیر ،١٩٧٣ سال در

آن�گاه باشد تهͬ یا مستقل D درجه�ی از رئوس مجموعه�ی اگر باشد، ∆(G) ≤ D درجه�ی بیشترین با

.χ′(G) ≤ D

تعاریف ͷکم با و چندگانه گراف�های برای سیمور[٣٣] ،١٩٧٩ سال در و گلدبرگ[١٩] ،١٩٧٣ سال در

که آورند به�دست سیمور و گلدبرگ حدس نام به χe(H) برای دقیق مقدار ͷی توانستند χf
e (H) و χe(H)

مͬ�گیرد. قرار بررسͬ مورد آخر فصل در مفصل طور به

بسیار مسأله�ی ͷی دلخواه گراف ͷی ͬͽرن اندیس تعیین که کرد ثابت [٢٢] هولییر ،١٩٨١ سال در

به شانون قضیه�ی تعمیم با برگ ،١٩٨٩ سال در و [١٧] فوردی ،١٩٨۶ سال در سپس است. سخت

کردند. ثابت متقاطع ابرگراف�های برای را ͬͽرن اندیس ابرگراف�ها،

یالͬ دو هیچ که باشد k-یͺنواخت ابرگراف ͷی H اگر که، زدند حدس کیم[١] و الون ،١٩٩۶ سال در

باشد، H در رأس ͷی درجه�ی ماکزیمم دهنده�ی نشان ∆(H) و باشند نداشته مشترک رأس t از بیش آن از

٣٩Tomáš Dvořák
۴٠Hindman
۴١Chang
۴٢Lawler



١٣ مطالعه مورد موضوع تاریخچه�ی .٢.١

H ͬͽرن اندیس آن�گاه باشد، t, k, ε از تابعͬ و بزرگ کافͬ به�اندازه�ی ∆(H) اگر ،ε > ٠ هر برای بنابراین

ابرگراف�های خاص حالت برای را حدس این آن�ها هم�چنین .(t− ١ + ١
t + ε)∆(H) با است� برابر حداکثر

یال دو هر به�طوری�که باشد، متقاطع k-یͺنواخت ابرگراف ͷی H اگر کردند: ثابت شͺل این به� متقاطع

∆(H) به�طوری�که Hباشد، رأس ͷی درجه�ی (H)∆ماکزیمم و باشند نداشته مشترک رأس t از بیش مشترک

دارد. یال (t− ١ + ١
t )∆(H) حداکثر H آن�گاه باشد، بزرگ کافͬ به�اندازه�ی k از تابعͬ به�عنوان

و است مجانب صحیح ͬͽرن اندیس با کسری ͬͽرن اندیس که کرد ثابت کان[٢۴] ،١٩٩۶ سال در

و کسری ͬͽرن اندیس حقیقت در که کرد ثابت هم�چنین او .χe(H) ≤ (١ + o(١))χf
e (H) که داد نشان

هستند. مجانب هم با [٢۵] لیستͬ ͬͽرن اندیس

ماکزیمم ∆(G)برحسب آن ͬͽرن عدد برای را بالا کران دو Gگراف هر برای رید[٣٢] ،١٩٩٨ سال در

هر برای این�که اول کرد: بیان این�صورت به را آن�ها و زد حدس G خوشه�ی بزرگ�ترین اندازه�ی ω(G) و درجه

فرد دور هیچ شامل که G همبند گراف هر برای این�که، دوم .χ(G) ≤
⌈∆(G)+١+ω(G)

٢
⌉
همواره ،G گراف

اول حدس برای ،٢٠٠٠ سال در [٢٩] مولوی و رید آن از پس .χ(G) ≤ ٢(∆(G)+١)+ω(G)
٣ داریم نیست،

ͬͽرن عدد χf (G) و χf (G) ≤
⌈∆(G)+١+ω(G)

٢
⌉
همواره ،G گراف هر برای کردند: ثابت را زیر قضیه�ی

مͬ�کند. بیان را کسری

حمایت را ١٩٧٩ سال در سیمور و گلدبرگ حدس که زیر، قضیه�ی ریزی و کاپرارا ،١٩٩٨ سال در

.χe(H) ≤ max{⌊١٫ ١∆(H) + ٠٫ ٧⌋, ⌈Γ(H)⌉} ،H چندگانه�ی گراف هر برای کردند[٢۶]. ارائه مͬ�کند،

تفاوت این با بودند کرده ثابت آن�را [٣٠] کاشͬ�واگ۴۴ͬ و نͬ�شͬ�زاک۴٣ͬ ،١٩٩٠ سال در و او از قبل البته

بودند. کرده استفاده ٠٫ ٨ از ٠٫ ٧ به�جای که

به را خطͬ گراف�های برای ویزین قضیه�ی تعمیم [١١] دووراک توماس ،٢٠٠٠ سال در پایان در

تعمیم با سپس .χ′(H) ≤ ∆(H) + ١ داریم همواره H خطͬ ابرگراف هر برای زد: حدس این�صورت

سرانجام .χ′(H) ≤
⌊٣

٢∆(H)
⌋
همواره ،H ابرگراف هر برای که کرد ثابت ابرگراف�ها برای شانون قضیه�ی

۴٣Nishizeki
۴۴Kashiwagi



١۴ مقدمه .١

ابرگراف هر برای کرد: ثابت و بیان زیر قضیه�ی صورت به ٢ اندازه�ی از یال تͺرار بدون ابرگراف�های برای آن�را

.χ′(H) ≤
⌊٣

٢∆(H)
⌋
همواره ٢ اندازه�ی از یال�های تͺرار بدون H

پایان�نامه فصل�های بر مروری ٣.١

ͬͽرن اندیس از تعمیمͬ که ابرگراف�ها ͬͽرن اندیس مورد در آمده به�دست نتایج بررسͬ به پایان�نامه، این در

مختصری تاریخچه�ی و شد بیان پایان�نامه طول در نیاز مورد تعاریف اول، فصل در مͬ�پردازیم. گراف�هاست

شد. مطرح تاکنون ابتدا از گراف�ها و ابرگراف�ها ͬͽرن اندیس روی شده انجام مطالعات از

ابرگراف�های برای پایان در و ارائه ابرگراف�ها به شانون قضیه�ی تعمیم با ارتباط حدسدر چند دوم، فصل در

شده آورده اثبات بدون که فورنیر معروف قضیه�ی از بین این در مͬ�شود. ثابت ٢ اندازه�ی از یال تͺرار بدون

مͬ�باشد. [١١] مرجع از برگرفته فصل این مطالب کلیه�ی است. شده استفاده نیز لم ͷی و

و خاص حالت�های از برخͬ در و کرده بیان ابرگراف�ها مورد در را وکیم الون حدس سوم، فصل در

ابرگراف�های برای سپس مͬ�شود. ثابت دیͽر قضایای از برخͬ و ویزین شانون، قضیه�های تعمیم ͷبه�کم

نشده حل مسأله�ی و گیری� نتیجه چند پایان در مͬ�شود. ثابت دیͽر لم دو و فوردی قضیه�ی ͷکم به متقاطع

باشد. مͬ [١] مرجع از برگرفته فصل این مطالب مͬ�شود. بیان

اندیس بررسͬ به و هستند گراف�ها تعمیم ابرگراف�ها که کرده استفاده حقیقت این از چهارم، فصل در

شده، آورده دست به یالͬ گراف�های ͬͽرن عدد برای که کران�هایͬ البته است. شده پرداخته گراف�ها ͬͽرن

رن�آمیزی به مطلوب نتیجه�ی به رسیدن برای مͬ�دهد. نتیجه را گراف�ها ͬͽرن اندیس همان تعریف طبق

الͽوریتمͬ نͺات هم پایان در است. شده پرداخته نیز چندگانه گراف�های از یالͬ گراف�های کسری و صحیح

مͬ�باشد. [٢۶] مرجع به مربوط فصل این مطالب کلیه�ی مͬ�شود. بیان فصل این



٢ فصل

شانون قضیه و ابرگراف�ها ͬͽرن اندیس

کنیم. مشخص کران با آن�را داریم سعͬ نمͬ�باشد، ساده ابرگراف�ها ͬͽرن اندیس دقیق تعیین که آن�جا از

همواره G طوقه�ی بدون چندگانه�ی گراف هر برای که داد توضیح [٣۴] ͷکلاسی قضیه�ی ͷی در شانون

را ابرگراف�ها برای شانون قضیه�ی تعمیم با ارتباط در حدس چند فصل این در .χ′(G) ≤ ⌊٣
٢∆(G)⌋ داریم

قضیه�ی از بین این در مͬ�کنیم. ثابت ٢ اندازه�ی از یال تͺرار بدون ابرگراف�های مورد در آن�را و مͬ�دهیم ارائه

[١١] از برگرفته فصل این مطالب مͬ�کنیم. استفاده نیز لم ͷی و شده آورده اثبات بدون که فورنیر معروف

مͬ�باشد.

ابرگراف�ها ͬͽرن اندیس با رابطه در حدس چند ١.٢

داریم رأس n روی H خطͬ ابرگراف هر برای [١١] لوواس٣). و فیبر٢ ، اردوش١ ) ١.١.٢ حدس

χ′(H) ≤ n .

کرد. ارائه را آن [١٣] اردوش که گراف�هاست رأسͬ رن�آمیزی برای قدیمͬ حدس ͷی معادل حدس این

ͷی ͷبه�کم n ≤ ١٠ برای را حدس هم�چنین او شد، مطرح هیندمن توسط بار اولین حدس این معادل

آوردند به�دست آن برای ⌈٣
٢n−٢⌉ بالای کران [١٠] لاولر و چان کرد. بررسͬ [٢١] کامپیوتری جستجوی

١Erdős
٢Faber
٣Lovász

١۵



١۶ شانون قضیه و ابرگراف�ها ͬͽرن اندیس .٢

n+ o(n) مجانبͬ بالای کران ͷی توانست [٣١] اسپنسر و پیپنͽر نظرات ͷبه�کم [٢٣] ۴ کان نهایت، در و

حالت بدترین در زیرا است، برقرار همواره نیز گراف�ها برای حدس این مͬ�دانیم، که کند.همان�طور ثابت را

است. χ′(Kn) ≤ n همواره رأسͬ n کامل گراف برای

برای آن�را تعمیم حال ،χ′(G) ≤ ∆(G) + ١ که مͬ�کند بیان G گراف هر برای ویزین معروف قضیه�ی

مͬ�کنیم. بیان زیر حدس به�صورت ابرگراف�ها

H خطͬ ابرگراف هر برای [١١] .(ویزین قضیه (تعمیم ٢.١.٢ حدس

χ′(H) ≤ ∆(H) + ١ .

آن�را ۶ مینیل و شد ثابت متقاطع ابرگراف�های برای [١٧] ۵ فوردی و برگ[۵] توسط جداگانه حدس این

نرسید. چاپ به که کرد پیشنهاد

درست کران این مطمئناً نباشد خطͬ گراف ( ابر ) یعنͬ باشد، مجاز گراف ( ابر ) در یال تͺرار اگر

داریم بنابراین داشت. مͬ�توان ͬͽرن اندیس n از بیش دراین�صورت زیرا نیست،

χ′(H) ≤ ∆(H) + d

مͬ�دهد. نشان را H در رأس دو هر بین (ͬͽچندگان (ماکزیمم یال تعداد بیشترین d که

مͬ�تواند که G چندگانه�ی گراف هر برای را χ′(G) ≤ ⌊٣
٢∆(G)⌋ بالای کران ͷی [٣۴] شانون قضیه�ی

مͬ�کنیم. بیان زیر حدس به�صورت ابرگراف�ها به آن�را تعمیم این�جا در مͬ�کند. اثبات باشد، نیز طوقه بدون

H ابرگراف هر برای [١١] شانون). قضیه (تعمیم ٣.١.٢ حدس

χ′(H) ≤
⌊

٣
٢∆(H)

⌋
.

تساوی به چندگانه گراف�های برای کران زیرا است، ممͺن حالت بهترین مطمئناً باشد، درست کران این اگر

و است x, y, z رأس سه شامل که آمده به�دست شانون چندگانه�ی گراف به�وسیله�ی ⌊٣
٢m⌋) مͬ�شود تبدیل

دارد). قرار z, x بین و y, z بین یال� ⌊m٢ ⌋ و x, y بین یال ⌈m٢ ⌉

۴Kahn
۵Füredi
۶Meyniel



١٧ ابرگراف�ها ͬͽرن اندیس با رابطه در حدس چند .١.٢

H یال�های مͬ�باشد. ٧ حریصانه الͽوریتم ͷبه�کم یال�ها رن�آمیزی راه، ساده�ترین حدس بررسͬ برای

(در کنید رن�آمیزی را آن�ها دستور طبق و کنید مرتب ͷکوچ به بزرگ از اندازه، کاهش دستور ͷبه�کم را

مͬ�کنیم، رن�آمیزی را k اندازه از e یال وقتͬ هرگام، در است). شده استفاده روش این از [٢٣] و [١٠]

نیز دیͽر یال تعدادی روی مͬ�تواند v ∈ eرأس هر بنابراین مͬ�شوند. رن k حداقل اندازه�ی از یال�های تنها

از که یال�هایͬ با فعلا́ هستند. آن از کمتر تعدادی و k مساوی یا بزرگ�تر اندازه�ی از تعدادی که شود واقع

هستند. k مساوی یا بزرگ�تر اندازه�ی از که مͬ�خواهیم را یال�هایͬ و نداریم کاری هستند k از کمتر اندازه�ی

در v با که رئوسͬ کل با ∆(v) و هستند �k − ١ برابر v مجاور رئوس e یال در بنابراین ،|e| = k چون

برابر که مͬ�کنیم کم آن از را دارند �قرار e یال در که رأسͬ k − ١ پس است. برابر دارند، قرار بلوک ͷی

دارند. قرار مشترک بلوک�های روی eرئوس از �غیر به v با که رئوسͬ کلیه�ی یعنͬ ∆(v)− (k − ١) با است

هستند. ⌊∆(v)−(k−١)
k−١ ⌋ حداکثر مͬ�گیرند، قرار k حداقل اندازه�ی از بلوک�های روی v با که رئوسͬ نتیجه در

مͬ�رسد. k − ١ به شود کم خیلͬ که هم زمانͬ حالت بدترین در پس است، k حداقل بلوک هر طول چون

⌊∆(v)−(k−١)
k−١ ⌋ حداکثر آن�ها تعداد پس شود. کم خیلͬ مخرج که مͬ�شود زیاد خیلͬ وقتͬ کل تعداد یعنͬ

شده رن مͬ�گذرد e از که شده رن�آمیزی یال ⌊∆(v)−(k−١)
k−١ ⌋ حداکثر با v ∈ eرأس هر بنابراین و مͬ�شود

است.

رن�آمیزی یال k⌊∆(H)−(k−١)
k−١ ⌋ حداکثر بنابراین مͬ�کنیم تͺرار آن�را بار k یعنͬ e رئوس تعداد به حال

e به هم جدید رن ͷی حالت بدترین در مͬ�کنیم فرض پایان، در هستند. متقاطع e با که دارد وجود شده

ابرگراف و دهیم انجام را کار این رن k⌊∆(H)−(k−١)
k−١ ⌋+ ١ با مͬ�توانیم حداکثر درنتیجه دهیم، اختصاص

خواهیم شود، بزرگ خیلͬ k اگر پس مͬ�دهیم انجام ͷکوچ به بزرگ از را رن�آمیزی چون کنیم. رن را

خیلͬ وقتͬ χ′(H) چون شود، بزرگ� χ′(H) تا مͬ�کنیم کم آن�قدر را k بنابراین .χ′(H) ≤ ∆(H) داشت

داریم بنابراین ،k = ٢ مͬ�دهیم قرار یعنͬ شود، ͷکوچ خیلͬ k که مͬ�شود بزرگ

χ′(H) ≤ k

⌊
∆(H)− (k − ١)

k − ١

⌋
+ ١ = ٢

⌊
∆(H)− ١

١

⌋
+ ١ = ٢∆(H)− ١

٧Greedy algorithm



١٨ شانون قضیه و ابرگراف�ها ͬͽرن اندیس .٢

حدس که مͬ�آوریم به�دست بالا کران ͷی و مͬ�باشد ٢∆(H)−١ حداکثر ͬͽرن اندیس باشد، k = ٢ اگر لذا

کمترین شاید که کنید (توجه مͬ�گیریم نظر در را ٢ از به�غیر k کمترین حال بود. نخواهد درست آن برای

داریم باشد، k = ٣ کنید فرض حال باشیم). نداشته ٣ اندازه�ی از یال دیͽر به�عبارت نباشد ٣ ،k برای مقدار

اگر است. درست مورد این در ٣.١.٢ حدس بنابراین و χ′(H) ≤ ٣⌊∆(H)
٢ − ١⌋+ ١ ≤ ⌊٣

٢∆(H)⌋ − ٢

درست شانون قضیه�ی طبق حدس این باشد، ٢ اندازه�ی از یال�های شامل تنها عبارتͬ به باشد، گراف H

بدیهͬ مسأله آن�گاه باشیم نداشته یال�ها اندازه�ی روی محدودیتͬ هیچ یعنͬ باشد، عمومͬ وضعیت اگر است.

نمͬ�باشد.

نتایج ٢.٢

H متقاطع ابرگراف هر برای [١١] .١.٢.٢ گزاره

|E(H)| ≤
⌊

٣
٢∆(H)

⌋
.

.|E(H)| ≤
⌊

٣
٢∆(H)

⌋
− ٢ آن�گاه |e| ≥ ٣ ،e ∈ E(H) هر برای اگر که دیدیم قبل بخش در برهان.

یال بر علاوه H که مͬ�کنیم فرض بنابراین است. برقرار حͺم باشیم نداشته ٢ اندازه�ی از یال اگر درنتیجه

تمام باید پس است، متقاطع H چون که باشد داشته هم ٢ اندازه�ی از یال ،٣ مساوی یا بزرگ�تر اندازه�ی از

داشت. خواهیم حالت دو دراین�صورت کنند. قطع را همدیͽر ٢ اندازه�ی از یال�های

شده�اند، واقع u, v مثلا́ یͺسان رئوس جفت روی یعنͬ هستند، موازی ٢ اندازه�ی از یال�های همه .١

H چون باشد. m موازی یال�های این تعداد کنید فرض داریم. یال�ها در ͬͽچندگان دیͽر به�عبارت

تعداد حداکثر بنابراین کند. قطع را v یا u باید بزرگ�تر یا ٣ اندازه�ی از یال هر بنابرین است، متقاطع

یال�هایͬ تعداد بیشترین به�علاوه mاست. آن�ها تعداد که v, u بین مشترک یال�های با است برابر یال�ها

(u)متقاطع�اند vبا که یال�هایͬ تعداد بیشترین از �غیر به (∆(v))∆(u) یعنͬ مͬ�کنند، قطع را (v) u که

با است برابر که شود، تقسیم k − ١ = ٢ بر باید مقدار این البته است. m آن�ها تعداد که

|E(H)| ≤ m+

⌊
∆(u)−m

٢

⌋
+

⌊
∆(v)−m

٢

⌋
≤ ∆(H)



١٩ نتایج .٢.٢

|E(H)| برای بالا کران ͷی مقدار این پس مͬ�شوند، شمرده بار دو یال�ها بعضͬ چون بالا رابطه�ی در

مͬ�شود. ∆(H) حداکثر هم آن�ها کل مجموع و مͬ�شود

مشترک رأس ͷی در یعنͬ e٢ = {v, w} و e١ = {u, v} که داریم ٢ اندازه�ی از e١, e٢ ∈ E یال دو .٢

مͬ�شود: تقسیم حالت زیر دو به بنابراین هستند. مجزا u, v, w ∈ V (H) و مͬ�باشند

بنابراین باشد. تهͬ نیستند، w, u روی ولͬ هستند v روی که ٢ اندازه�ی از یال�های مجموعه فرضکنید .٢A

چون به�عبارت�دیͽر، است. ٣ حداقل اندازه�ی از باشد نداشته را w, u ولͬ باشد v شامل که یالͬ هر

و u هم باید بنابراین ندارد. را v اما کند، قطع را e٢ هم و e١ هم باید یالͬ هر پس است متقاطع H

شمرده بار دو حداقل یال هر ∆(w) + ∆(v) + ∆(u) جمع در صورت هر در باشد. داشته را w هم

بنابراین .∆(w) شمردن برای دیͽر بار و ∆(u) شمردن برای بار ͷی مͬ�شود،

|E(H)| ≤
⌊

١
٢(∆(w) + ∆(v) + ∆(u))

⌋
≤

⌊
٣
٢∆(H)

⌋
.

در دارد. وجود e٣ = {v, x} یال ͷی و u, v, w از متفاوت و x ∈ V (H) رأس ͷی قسمت، این در .٢B

است متقاطع H چون .V = E(H) \ U و U = {e ∈ E(H) | u ∈ e , v /∈ e} مͬ�گیریم نظر

داشته را u,w, x حتما باید پس کند، قطع را e١, e٢, e٣ یال سه هر باید H یال هر و ندارد را v ، U و

پس گیرد، قرار v روی باید V یال هر مشابه دلایل به و است ٣ حداقل آن اندازه�ی بنابراین باشد.

داریم

|E(H)| ≤ |U |+ |V | ≤
⌊
∆(u)− ١

٢

⌋
+∆(V ) ≤

⌊
٣
٢∆(H)

⌋
.

مͬ�کنیم بیان را لم ͷی و فورنیر قضیه�ی آن اثبات از قبل و مͬ�پردازیم فصل این اصلͬ قضیه�ی بیان به حال

داریم. نیاز آن�ها به اثبات طول در که

٢ اندازه�ی از یال�های تͺرار بدون H ابرگراف هر برای [١١] .٢.٢.٢ قضیه

χ′(H) ≤
⌊

٣
٢∆(H)

⌋
.



٢٠ شانون قضیه و ابرگراف�ها ͬͽرن اندیس .٢

درنظر را آمده به�دست ٢ اندازه�ی از یال�های به�وسیله�ی که را H از G القایͬ زیرگراف اثبات. ایده�ی

نصف تقریباً F در v درجه�ی ، vرأس هر برای �که کنید پیدا طوری را G از F فراگیر زیرگراف ͷی و بͽیرید

کنید رن�آمیزی ،رن تعداد کمترین با را F یال�های ویزین قضیه�ی از استفاده با باشد. G در v درجه�ی

در کنید. رن�آمیزی اندازه کاهش به�ترتیب را H از باقͬ�مانده یال�های حریصانه الͽوریتم ͷبه�کم سپس و

مͬ�شود. بررسͬ کامل به�طور اثبات بعد قسمت

مͬ�کند. بیان نیز ٢.١.٢ حدس برای را جزئͬ نتیجه�ی ͷی قضیه این اثبات که کنید توجه

قضیه اثبات ٣.٢

داریم. نیاز آن به ادامه در که است ویزین قضیه�ی تعمیم فورنیر، از زیر نتیجه�ی

اگر باشد. ∆(G) ≤ D درجه�ی بیشترین با گراف ͷی G کنید فرض [١۵] فورنیر٨) (قضیه�ی .١.٣.٢ قضیه

.χ′(G) ≤ D آن�گاه باشد، تهͬ یا مستقل D درجه�ی از رئوس مجموعه

ببینید. را [۶] مقاله یا [١۵] اثبات برای

برای داریم. نیاز آن�ها به اثبات طول در که مͬ�پردازیم گذاری�هایͬ نشانه و علامت�ها از برخͬ بیان به ابتدا

حذف E′ یال�های همه�ی آن در که است �G از آمده به�دست گراف G− E′ ، E′ ⊆ E(G) و G گراف ͷی

، e = {x, y} یال برای . G− e مͬ�نویسیم سادگͬ برای آن�گاه باشد، E′ = {e} اگر حالت این در شده�اند.

زیر لم است. E(G) ∪ {e} یال�های مجموعه و V (G) ∪ e رئوس مجموعه با گراف دهنده�ی نشان G + e

است. [٢٨] لوواس کتاب از ٧.۴١ مسأله تعمیم

که دارد F فراگیر گراف زیر ͷی فرد، یال تعداد با اویلری گراف به�جز G همبند گراف هر [١١] .٢.٣.٢ لم

است زیر خاصیت سه دارای

.∆F (v) =

⌈
∆G(v)

٢

⌉
یا ∆F (v) =

⌊
∆G(v)

٢

⌋
،v ∈ V (F ) راس هر برای (١)

است. تهͬ یا F از مستقل مجموعه�ی ͷی {v ∈ V (F ) | ∆F (v) =
⌊
∆(G)

٢

⌋
+ ١} مجموعه�ی (٢)

٨Jean Claude Fournier



٢١ قضیه اثبات .٣.٢

و ∆F (u) < ∆G−E(F )(u) باشیم داشته e = {u, v} ∈ E(G) \ E(F ) یال هر برای اگر (٣)

.∆G(u) = ∆G(v) = ∆(G) آن�گاه ∆F (v) < ∆G−E(F )(v)

یا نیست اویلری G مͬ�افتد: اتفاق حالت دو G برای ابتدا بسازیم. G از F فراگیر زیرگراف ͷی باید برهان.

است. زوج یال تعداد با اویلری

بنابراین داریم. هم فرد درجه�ی از رأس و نیستند زوج درجه�ی از رئوس همه�ی پس نباشد، اویلری اگر

شود. اویلری گراف تا مͬ�کنیم وصل آن به را فرد درجه�ی از رئوس همه�ی و مͬ�کنیم اضافه v رأس ͷی

رأس ͷی از بنابراین است. اویلری تور دارای پس است، زوج یال تعداد با اویلری G درغیر�این�صورت

به�گونه�ای رن دو با را گراف یال�های یعنͬ مͬ�کنیم، رن�آمیزی را اویلری تور و مͬ�کنیم شروع v دلخواه

میان در ͬͺی به�صورت به�عبارت�دیͽر نباشند، یͺسان رن دارای مجاور یال دو هیچ که مͬ�کنیم رن�آمیزی

بنابراین مͬ�کنیم. انتخاب است، دنباله ͷی به�صورت که را رن�ͷت یال�های همه�ی حال مͬ�کنیم. رن�آمیزی

انتخاب میان در ͬͺی چون است،
⌈
∆G(v)

٢

⌉
یا
⌊
∆G(v)

٢

⌋
آن رأس هر درجه�ی که داریم F فراگیر زیرگراف ͷی

مͬ�کند. صدق ١ شرط در و مͬ�شود نصف تقریباً رئوس درجه�ی نتیجه در کردیم،

به آمده به�دست F است ممͺن نباشد اویلری اگر اما ،F ⊆ G آن�گاه باشد، اویلری G اگر کنید دقت

اگر آوردیم، به�دست که F زیرگراف برای دراین�صورت نباشد، G از زیرگرافͬ کردیم اضافه که رأسͬ خاطر

زیرگرافͬ همواره G کلͬ حالت در بنابراین کنیم. حذف F از را v رأس باید که داشت قرار آن در v رأس

ببینید). را [٧.۴١] مسأله و [٣] بیشتر توضیحات (برای دارد ١ شماره خاصیت با فراگیر

خاصیت که باشد G فراگیر زیردنباله�های تمام بین از یال تعداد کمترین با گراف ͷی F کنید فرض حال

١ خاصیت با زیرگراف�های مجموعه� یعنͬ دارد، نیز را ٢ خاصیت F دهیم نشان مͬ�خواهیم دارد. را ١

یال شامل F مͬ�کنیم فرض مͬ�کنیم. استفاده زیر به�صورت خلف برهان از اثبات برای است. تهͬ یا مستقل

مستقل F آن�گاه باشد F در آن سر ͷی فقط اگر چون دارند، قرار F در آن سر دو که است e = {u, v}

١ در که است G فراگیر زیرگراف ͷی F − e نتیجه در مͬ�کنند. صدق ٢ خاصیت در هم�چنین و مͬ�شود

است. F بودن مینیمم با متناقض این ولͬ مͬ�کند، صدق



٢٢ شانون قضیه و ابرگراف�ها ͬͽرن اندیس .٢

٢ و ١ خاصیت که G فراگیر زیرگراف�های همه�ی میان از را یال تعداد بیشترین با گراف�های نهایت در

ادعا باشد.
⌊
∆(G)

٢

⌋
+ ١ درجه�ی از رئوس تعداد کمترین با گرافͬ F کنید فرض بͽیرید. نظر در دارند را

است. برقرار F برای نیز ٣ خاصیت مͬ�کنیم

u, v دوتایͬ با e = {u, v} ∈ E(G) \ E(F ) یال کنید فرض خلف، برهان ͷکم به ادعا اثبات برای

مشابه به�طور v رأس (برای باشد ∆G(u) < ∆(G) کنید فرض هم�چنین دارد، وجود ٣ نامساوی در صادق

به نسبت F + e یال�های تعداد به�وضوح است، F در e یال چون مͬ�دهیم. قرار F در را e یال پس است)،

یال�های از و افزوده F یال�های به واحد ͷی پس است، ∆F (u) < ∆G−E(F )(u) چون و است زیادتر F

مͬ�کند. صدق آن در و ندارد تاثیری ١ خاصیت در F + e بنابراین مͬ�شود، کم G− E(F )

F + e و است شده انتخاب یال تعداد بیشترین با زیرگراف�های مجموعه از F چون ،٢ خاصیت برای اما

است.برای تناقض در F بودن ماکزیمم با زیرا نمͬ�کند، صدق ٢ در F + e پس دارد، F از بیش یال ͷی

باشند، مستقل نباید بͽیریم نظر در را
⌊
∆(G)

٢

⌋
+ ١ بزرگ درجه�ی با رئوس مجموعه�ی اگر بیشتر، توضیح

آن�ها بین یالͬ هیچ و بوده مستقل که هستند F رئوس رئوس، این اما باشند. یال ͷی شامل حداقل باید یعنͬ

درجه�ی با رئوس بین و کنیم اضافه F به را e یال که مͬ�شود نقض استقلال حالتͬ در تنها بنابراین نیست.

کنیم اضافه هم را e اگر و است ∆G(u) < ∆(G) چون نیست، امͺان�پذیر هم این که گیرد، قرار v و uبزرگ

مͬ�کند صدق ٢ در F + e استقلال لحاظ از بنابراین و نمͬ�رسد بزرگ درجه�ی با رئوس به ∆G(u) هم باز

است. تناقض در F بودن ماکزیمم با ولͬ

شامل که باشد داشته وجود
⌊
∆(G)

٢

⌋
+١ درجه�ی از انتهایͬ رأس دو با e′ ∈ E(F + e) یال باید بنابراین

∆F+e(u) =
⌊
∆(G)

٢

⌋
+ ١ بنابراین کند قطع را u ، e′ اگر مͬ�کند. نقض را مجموعه استقلال و بوده v یا u

∆(G) به u درجه�ی یعنͬ ،∆G(u) = ∆(G) مͬ�شود نتیجه و است صادق F + e برای ١ حقیقت در و

است. تناقض در خلف فرض با این که مͬ�رسد

F ′ = F − e′+ eگراف اگر حال بͽیریم. نظر در را است x ̸= u و e′ = {x, v} که حالتͬ باید بنابراین

داریم این�جا در به�علاوه ،|E(F )| = |E(F ′)| و است برقرار F ′ برای ٢ و ١ که مͬ�بینید بͽیرید، نظر در را



٢٣ قضیه اثبات .٣.٢

،∆F ′(v) = ∆F (v) و ∆F ′(u) = ∆F (u) + ١ <
⌊
∆(G)

٢

⌋
+ ١ و ∆F ′(x) < ∆F (x) =

⌊
∆(G)

٢

⌋
+ ١

است. F بودن مینیمم با متناقض که دارد کمتری
⌊
∆(G)

٢

⌋
+١ درجه�ی با رئوس F به نسبت F ′ بنابراین

تعداد با رن�آمیزی ͷی که کند تغییر طوری مͬ�تواند حریصانه روش دهیم نشان باید قضیه٢.٢.٢. اثبات

از یال�های شامل و همبند H کنید فرض مسأله، کلیت دادن دست از بدون بدهد. ما به نظر مورد رن�های

آن�جا در چون است، بدیهͬ ٣ حدس از بعد تذکر ͷبه�کم قضیه این دیͽر به�عبارت� باشد، ٢ حداقل اندازه�ی

.χ′(H) ≤ ⌊٣
٢∆(H)⌋ − ٢ داریم |e| ≥ ٣ برای و χ′(H) ≤ ٢∆(H)− ١ داریم |e| = ٢ برای دادیم نشان

داریم مسیر ͷی باشد ∆(H) = ٢ اگر چون ،∆(H) ≥ ٣ که مͬ�گیریم نتیجه H همبندی ͷبه�کم بنابراین

∆(H) ≥ ٣ بنابراین تناقضاست. که داریم ٢ حداقل اندازه�ی از یال�های با همبند ابرگراف ͷی این�جا در ولͬ

مͬ�کنیم. بررسͬ زیر دسته�ی دو در را

قضیه�ی از مͬ�توانیم کنیم، رن را ٢ اندازه�ی از یال مͬ�خواهیم وقتͬ آن�گاه باشد، ∆(H) = ٣ اگر (١

با حداکثر مͬ�توان پس .χ′(H) ≤ ∆(H) + ١ = ۴ داریم بنابراین و کنیم استفاده گراف�ها مورد در ویزین

مͬ�تواند بزرگ�تر یا ٣ اندازه�ی از یال هر آن�گاه ،∆(H) = ٣ که آن�جا از کرد. رن را ٢ اندازه�ی از یال رن ۴

این شده، خواسته کران با جدید رن کردن اضافه به نیاز بدون باشد. مجاور ٢ اندازه�ی از یال ٣ حداکثر با

.χ′(H) ≤ ⌊٣
٢∆(H)⌋ = ⌊٣

٢ × ٣⌋ = ۴ داریم آن�گاه مͬ�دهیم، ادامه باقͬ�مانده یال�های برای را رن�آمیزی

یال�های به�وسیله�ی که است H زیرگراف G کنید فرض .∆(H) ≥ ۴ که کنیم فرض مͬ�توانیم حال (٢

تعداد با اویلری گراف ͷی از که است همبند گراف ͷی G مͬ�کنیم فرض ابتدا مͬ�آید. به�دست ٢ اندازه�ی از

در که باشد G فراگیر زیرگراف F کنید فرض است. زوج |E(G)| یعنͬ باشد، نیامده به�دست فرد یال�های

درجه�ی نصف تقریباً F در رأس هر درجه�ی لم، از ١ شرط طبق درنتیجه مͬ�کند. صدق لم از ١تا٣ شرایط

،رن ⌊∆(G)
٢ ⌋ + ١ حداکثر با F یال�های فورنیر، قضیه�ی از استفاده با و ٢ شرط ͷبه�کم و است G در آن

یال�های حریصانه قضیه�ی ͷبه�کم بعد، مرحله�ی در .χ′(F ) ≤ ⌊∆(G)
٢ ⌋ + ١ بنابراین مͬ�شوند. رن�آمیزی

⌊٣
٢∆(H)⌋ حداکثر مͬ�کنیم ادعا مͬ�کنیم. رن�آمیزی اندازه کاهش به�ترتیب را H از بزرگ�تر یا ٣ اندازه�ی از

است. نیاز مورد رن



٢۴ شانون قضیه و ابرگراف�ها ͬͽرن اندیس .٢

از بزرگ�تر یا k اندازه�ی از یال�های مͬ�شود، رن k ≥ ٣ , |e| = k اندازه�ی از e یال وقتͬ گام، هر در

مجاور رئوس از تعدادی آن�گاه باشد رأس ͷی v ∈ e اگر شده�اند. رن قبلا́ F یال�های همه�ی به�علاوه�ی H

به مͬ�شود، ∆(v) ، v رأس مجاور رئوس همه�ی تعداد حال دارند. قرار F در دیͽر بعضͬ و G \ F در آن

آن�گاه است، ثابت ∆(v) چون مͬ�شود. پخش یال تعداد چه روی ببینیم تا مͬ�کنیم توزیع را ∆(v) دیͽر بیان

یال�های همه�ی حالت، بدترین در پس مͬ�شود. کم یال�ها بقیه�ی اندازه�ی کند قطع را بزرگ�تری یال هرچه

به�جز e یال رئوس از غیر به� ∆(v) با برابر رن�ها تعداد حداکثر بنابراین مͬ�باشند. ٢ اندازه�ی از v مجاور

پس مͬ�شود. k − ١ �با برابر تعداد این پس کردیم فرض k اندازه�ی از را e یال چون مͬ�باشد. v راس خود

کنیم. حذف ∆(v) از باید را رأس k − ١ این

که همان�طور اگر پس شود، بزرگ کسر صورت باید مͬ�خواهیم را رن تعداد حداکثر چون هم�چنین

از یال (m ≥ ١) m با v رأس وقتͬ آن�گاه باشند، ٢ اندازه�ی از یال�ها همه�ی حالت بدترین در کردیم فرض

رأس هر درجه�ی لم، از ١ قسمت ͷبه�کم نتیجه در باشد، مجاور است شده رن�آمیزی قبلا́ که ٢ اندازه�ی

باشد. مجاور هم ٢ اندازه�ی از نشده رن�آمیزی یال m− ١ با باید بنابراین است. ⌈∆(G)
٢ ⌉ یا ⌊∆(G)

٢ ⌋

ͷکوچ مخرج باید شود بزرگ کسر کل بخواهیم اگر چون مͬ�کنیم، تقسیم k−١ بر را کسر کل هم�چنین

یال ⌊ ١
k−١(∆(v) − (k − ١) − (٢m − ١))⌋ حداکثر بنابراین مͬ�شود. k − ١ حالت بدترین در که شود

٢ اندازه�ی از شده رن�آمیزی یال M با e یال اگر حال باشد. مجاور v با مͬ�تواند بزرگ�تر یا k اندازه�ی از

e با که بزرگ�تر یا ٣ اندازه�ی از یال�های رن�آمیزی برای شده استفاده رن�های تعداد آن�گاه باشد، مجاور

٢ اندازه�ی از یال M به�عبارت�دیͽر، است. ⌊ k
k−١(∆(H) − (k − ١)) − ٢M−k

k−١ ⌋ حداکثر هستند مجاور

یال�ها همه�ی که مͬ�شود M زمانͬ آن در که کند استفاده رن min(M, ⌊∆(H)
٢ ⌋ + ١) از مͬ�تواند حداکثر

از e ͬͽهمسای در استفاده مورد رن�های کل تعداد بنابراین باشند. مختلف رن�های از

min
(
M,

⌊
∆(H)

٢

⌋
+ ١

)
+

⌊
k

k − ١(∆(H)− (k − ١))− ٢M − k

k − ١

⌋
≤

⌊
٣
٢∆(H)

⌋
− ١

اختصاص e به مͬ�توان که مͬ�ماند استفاده بدون این�جا در رن ͷی بنابراین .(k ≥ ٣ (برای نمͬ�کند تجاوز

داد.



٢۵ قضیه اثبات .٣.٢

E(G) \ E(F ) در که یال�هایͬ دیͽر به�عبارت کنیم، رن را ٢ اندازه�ی از باقͬ�مانده یال�های باید حال

از یالͬ هیچ با اگر مͬ�نامیم، آزاد را ٢ اندازه�ی از یال ͷی داریم. نیاز �آزاد یال تعریف به این�کار برای هستند.

مͬ�کنیم. رن را E(G) \ E(F ) از آزاد یال�های ابتدا نباشد. مجاور بزرگ�تر یا ٣ اندازه�ی

آمده به�دست نشده�اند رن هنوز که آزاد یال�های به�وسیله�ی که باشد G از القایͬ زیرگراف K کنید فرض

چون و دارد قرار هم G در رأس این پس بͽیریم، نظر در K در را رأسͬ اگر است، K ⊆ G چون است.

رن تعداد آن�گاه شده�اند، رن هم F یال�های و است G در آن درجه�ی نصف تقریباً F در رأس هر درجه�ی

طبق پس است، گراف ͷی K چون هم�چنین .∆(K) ≤ ⌈∆(G)
٢ ⌉ بنابراین است، ⌈∆(G)

٢ ⌉ حداکثر نشده�ها

کرد. رن�آمیزی ،رن �∆(K) + ١ ≤ ⌈∆(G)
٢ ⌉+ ١ حداکثر با مͬ�توان را K یال�های ویزین قضیه�ی

با دوماً و هستند E(G) \ E(F ) در اولا˟ که هستند آن�هایͬ K در آزاد یال�های شد، گفته آن�چه براساس

در هستند، مجاور G درون یال�های با فقط یال�ها این بنابراین نیستند. مجاور بزرگ�تر یا ٣ اندازه�ی از یال�های

هم�چنین و شده�اند رن�آمیزی قبلا́ و دارند قرار F در که یال�هایͬ از تعدادی با یال�ها این از کدام هر نتیجه

که آن�هایͬ پس است. مجاور نشده�اند، رن هنوز و هستند E(G) \ E(F ) در که یال�هایͬ از تعدادی با

با را دارند قرار F در که آن�هایͬ و مͬ�کنیم رن نیستند، F در که جدید رن �⌈∆(G)
٢ ⌉+ ١ با را ندارند رن

اختصاص ٢ اندازه�ی از یال�های به که رن�هایͬ کل تعداد بنابراین مͬ�کنیم. رن ،رن ⌊∆(G)
٢ ⌋+١ حداکثر

حداکثر مͬ�شود ⌉)داده
∆(G)

٢

⌉
+ ١

)
+

(⌊
∆(G)

٢

⌋
+ ١

)
= ∆(G) + ٢ ≤

⌊
٣
٢∆(H)

⌋

رن تعداد این است�که، این جدید رن ⌈∆(G)
٢ ⌉ + ١ از منظور کنید دقت . (∆(H) ≥ ۴ (برای مͬ�شوند

ولͬ شده�اند، استفاده F یال�های برای که نباشند رن�هایͬ بین از و باشند جدید ٢ اندازه�ی از یال�های برای

باشد. شده استفاده قبلا́ ٣ مساوی یا بزرگ�تر اندازه�ی از یال�های برای احتمالا˟

رن�آمیزی دلخواه یال ͷی پایان، در نیستند. آزاد که است باقͬ�مانده ٢ اندازه�ی از یال�های رن�آمیزی تنها

دهید قرار و کنید انتخاب را e = {u, v} نشده

m = |{f ∈ E(F ) | f ∩ e ̸= ∅ , f ̸= e}|



٢۶ شانون قضیه و ابرگراف�ها ͬͽرن اندیس .٢

m′ = |{f ∈ E(G) \ E(F ) | f ∩ e ̸= ∅ , f ̸= e}|

روی از و مͬ�آوریم به�دست را e همسایه�های همه�ی ابتدا نیاز، مورد رن�های تعداد آوردن به�دست برای حال

عبارتنداز e ͬͽهمسای در یال�های پس مͬ�آوریم. به�دست را رن�ها تعداد آن�ها

مͬ�کنند. استفاده رن ⌊∆(G)
٢ ⌋+ ١ از حداکثر و هستند F در که ٢ اندازه�ی از یال�های (١

است. �m′ برابر حداکثر آن�ها تعداد و نیستند F در که ٢ اندازه�ی از یال�های (٢

هستند. �⌊١
٢(∆(u)− ١ +∆(v)− ١ −m−m′)⌋ حداکثر که بزرگ�تر و ٣ اندازه�ی از یال�های (٣

بͽیریم، نظر در را e یال اگر مͬ�پردازیم. ٣ حالت بررسͬ به تنها بنابراین هستند، بدیهͬ ٢ و ١ روابط

اندازه�ی از e یال فرضمͬ�کنیم پس شود، ͷکوچ مخرج باید آوریم به�دست را مقدار حداکثر مͬ�خواهیم چون

مͬ�تواند e یال u ∈ e رأس برای یعنͬ است، مجاور دیͽر رأس ٢ با آن در رأس هر بنابراین است. k = ٣

کسر آن�که برای مͬ�آید. به�دست اینجا از ٢ به تقسیم که مͬ�کند اضافه (∆(u)) u سختͬ درجه�ی به واحد ٢

باید که u مجاور رئوس تعداد حداقل مͬ�دانیم طرفͬ از شود، ͷکوچ مخرج و بزرگ صورت باید شود بزرگ

شود. کم آن از مقدار حداقل باید صورت، بودن بزرگ برای مͬ�باشد. k−١ حداکثر و ١ شود، کم صورت از

v رأس برای روند این مͬ�کنیم. کم نیز را آن�ها باید که داریم G \ F در رأس m′ و F در رأس m هم�چنین

است. مشابه به�طور

حداکثر e ͬͽهمسای در شده استفاده رن�های تعداد ⌋)بنابراین
∆(G)

٢

⌋
+ ١

)
+m′ +

⌊
١
٢)٢∆(H)−m−m′ − ٢)

⌋
(∗)

مͬ�باشد. رن

این بتوانیم اگر باشد. اکید باید نامساوی�ها این از ͬͺی که m′ ≤ m و ⌊∆(G)
٢ ⌋ ≤ ⌊∆(H)

٢ ⌋ مͬ�کنیم ادعا

بدون رن ͷی و است ⌊٣
٢∆(H)⌋ − ١ حداکثر (∗) مقدار که کرده�ایم ثابت آن�گاه کنیم، ثابت را حالت دو

ابتدا مͬ�کنیم، استفاده خلف برهان از ادعا این اثبات برای داد. اختصاص �e به مͬ�توان که مͬ�ماند استفاده

برای بنابراین لم). ٣ قسمت برای خلف (فرض ∆F (u) ≥ ∆G\E(F )(u) هم�چنین و m′ ≥ m کنید فرض
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داریم e ∈ E(G) \ E(F )

∆F (v) = m−∆F (u) ≤ m′ −∆G\E(F )(u) = (∆G\E(F )(u)− ١)+

(∆G\E(F )(v)− ١)−∆G\E(F )(u) = ∆G\E(F )(v)− ٢

دارد. لم ١ قسمت با تناقض که است G\E(F ) در آن درجه�ی از کمتر واحد دو F در رأس هر درجه�ی یعنͬ

که مͬ�کنیم ثابت روش همین به .∆F (u) ≤ ∆G\E(F )(u) و m < m′ داریم و باطل خلف فرض بنابراین

در آن درجه�ی نصف تقریباً F در رأس هر درجه�ی لم ١ قسمت به بنا نتیجه در و ∆F (v) ≤ ∆G\E(F )(v)

در که یال�هایͬ و �Fهستند در که یال�هایͬ تعداد دیͽر، به�عبارت است. همین�طور نیز �G \ F برای است. G

.m = m′ آن�گاه است، برابر نیستند آن

استفاده ∆G(u) = ∆G(v) = ∆(G) دادیم نشان که لم ٣ قسمت از ،⌊∆(G)
٢ ⌋ ≤ ⌊∆(H)

٢ ⌋ اثبات برای

با باید حداقل u مثلا́ آن انتهایͬ رئوس از ͬͺی بنابراین نباشد. آزاد یال e مͬ�کنیم فرض هم�چنین و مͬ�کنیم

آزاد یال e چون .∆(G) = ∆G(u) ≤ ∆(H)− ٢ نتیجه در و باشد مجاور بزرگ�تر یا ٣ اندازه�ی از یال ͷی

.⌊∆(G)
٢ ⌋ < ⌊∆(H)

٢ ⌋ مͬ�شود نتیجه که مͬ�شود، کم یال ٢ پس هستند ٢ اندازه�ی از هم �G یال�های و نیست

ابتدا مورد، این در باشد. فرد |E(G)| با همبند اویلری G کنید فرض مͬ�کنیم. بررسͬ را حالت آخرین

قسمت�های به آن�را و کنید انتخاب �∆G(v) = ∆(G) فرض با را ٢ اندازه�ی از e = {u, v} ∈ E(G) یال

کنید. جایͽزین {w, v} و {u,w} یال دو با و کنید اضافه آن به را �w جدید رأس یعنͬ کنید، تقسیم جزئͬ

مجاور یال دو درنتیجه و است برقرار زوج |EG)| برای حͺم مͬ�دانیم است. زوج |E(G)| که مͬ�بینیم حال

هر در و است فراگیر G \ F زیرگراف یا F زیرگراف بنابراین مͬ�گیرند، متفاوت رن دو {v, w} و {u,w}

کند. مͬ صدق لم در G آن�گاه و مͬ�کند صدق لم شرایط در صورت

چون و است ∆G(w) = ٢ پس هستند، v و u فقط �w مجاور رئوس چون است، فراگیر F کنید فرض

مسأله، کلیت دادن دست از بدون باشد. �w مجاور یال دو از ͬͺی شامل دقیقاً باید بنابراین است، فراگیر F

هر در مͬ�کنیم. جایͽزین E(G) \ E(F ) با را E(F ) درغیراین�صورت {u,w}�باشد. یال مͬ�کنیم فرض

کنید رن�آمیزی بالا روش به را ابرگراف سپس مͬ�آید. به�دست لم نتایج است اویلری G گراف چون صورت
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شود. حاصل مطلوب نتیجه�ی تا

بودن همبند و اویلری چون کنید. جایͽزین و کنید تقسیم�بندی جزئͬ قسمت�های به را e یال نهایت، در

مجاور {u,w} و {w, v} یال دو این�که دلیل به شود. کامل تا مͬ�دهیم ادامه را رن�آمیزی نمͬ�کند، تغییری

و برداریم را w باید حالت این در مͬ�شود، متفاوت یال دو این رن نهایͬ رن�آمیزی بعداز بنابراین هستند،

یال�های با است ممͺن کنیم، رن {u,w}رن به را آن اگر بͽیریم. تصمیم {u, v} یال رن�آمیزی مورد در

از بدون مͬ�شود. مشͺل�ساز کنیم، انتخاب را {w, v} رن اگر دلیل، همین به شوند. هم�رن v مجاور

دو v رأس برای باید بنابراین مͬ�کنیم. انتخاب را {u,w} یال رن مͬ�کنیم فرض مسأله، کلیت دادن دست

بͽیریم. نظر در را زیر حالت

٢ درجه�ی از منتظم G بنابراین و مͬ�شود منتظم دورهای از اجتماعͬ Gدراین�صورت که ∆G(v) = ٢ حالت١)

ͬͽهمسای در شده استفاده رن�های تعداد پس کرد. رن�آمیزی ،رن ٢ با آن�را مͬ�توان آن�گاه و است

با است برابر حداکثر e

٢ +

⌊
١
٢(∆(u)− ٢)

⌋
+

⌊
١
٢(∆(v)− ٢)

⌋
≤ ∆(H) <

⌊
٣
٢∆(H)

⌋
.

∆(G) = ٢ دهیم قرار رابطه�ی(∗)، در اگر شد، داده توضیح قبلا́ که همان�طور بالا رابطه�ی توضیح برای

بدترین در هم�چنین است. دلیل همین به بالا رابطه�ی ابتدای در ٢ عدد و ⌊∆(G)
٢ ⌋ + ١ = ٢ داریم

مͬ�شود �k − ١ = ٢ آن�گاه باشد، کرده قطع �vرا یا uرئوس ،٣ اندازه�ی از یال�های همه�ی اگر حالت،

∆(G) = ٢ چون باشند، ٢ اندازه�ی از یال�ها اگر زیرا مͬ�شود. نتیجه همین�جا از مخرج در ٢ اعداد و

نیز مͬ�شود کم ∆(v) و ∆(u) از که واحدی ٢ برای کند. قطع را e نمͬ�تواند یال ٢ از بیش پس است

در v یا u مجاورهای لذا است، ٣ اندازه�ی از هم e یال پس هستند ٣ اندازه�ی از یال�ها چون داریم:

مͬ�کنیم. کم آن�را که مͬ�شود ٢ هم e یال

فرد درجه�ی از رئوس و است اویلری G چون است، ∆G(v) ̸= ٣ که مͬ�دانیم ابتدا .∆G(v) ≥ ۴ حالت٢)

است. شده داده (∗) رابطه�ی طبق e ͬͽهمسای در شده استفاده رن�های تعداد که مͬ�بینیم نداریم.

چون است، برقرار لم ١ قسمت ͷبه�کم مͬ�دانیم ،m = m′ دهیم قرار اگر .m′ ≤ m مͬ�دانیم
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F یال�های تعداد پس است، اصلͬ گراف در آن درجه�ی نصف تقریباً زیرگراف در رأس هر درجه�ی

که مͬ�شود نتیجه است، اویلری G که حقیقت این طبق هم�چنین .m = m′ یعنͬ برابراند G \ F و

.(∗) ≤ ⌊٣
٢∆(H)⌋

e′ ∈ E(G) \ E(F ) مانند ٢ اندازه�ی از یال ͷی وجود بر دلیل ∆G(v) ≥ ۴ این�که فرض بنابراین

مجاور v با ٢ اندازه�ی از یال هیچ دیͽر پس کنید، حذف را e′ حال است. مجاور �v با که است

تعداد لذا .m′ < m و مͬ�شود F یال�های تعداد از کمتر G \ F یال�های تعداد بنابراین نیست.

بدون رن ͷی پس است. ⌊٣
٢∆(H)⌋ − ١ مساوی یا کمتر e ͬͽهمسای در شده استفاده رن�های

خود مͺان به را e′ یال دوباره شد، تمام رن�آمیزی وقتͬ مͬ�دهیم. اختصاص e به که مͬ�ماند استفاده

شده استفاده رن�های تعداد آن�گاه ، m′ < m اگر که مͬ�بینید کنید. بررسͬ آن�را دوباره و برگردانید

اختصاص e′ به که مͬ�ماند استفاده بدون رن ͷی که مͬ�آید، به�دست (∗) به�وسیله�ی e′ ͬͽهمسای در

مͬ�شود. کامل H رن�آمیزی نهایت در و مͬ�دهیم

ͷی ابتدا دراین�حالت، مͬ�کنیم. تͺرار است ناهمبند G وقتͬ را قبل مراحل کارهای دقیقاً اثبات، تͺمیل برای

فرد یال تعداد با ایلری گراف ͷی مؤلفه�ی که صورتͬ در و کنید پیدا G از مؤلفه� هر برای F فراگیر زیرگراف

هر و کنید تقسیم کوچ�ͷتر اجزای به ابتدا را یال ͷی این�صورت، غیر در کنید. استفاده لم از مستقیماً نباشد،

روش ͷی به�وسیله�ی را H یال�های باقͬ�مانده�ی سپس کنید. آمیزی رن رن�ها، تعداد حداقل با آن�را در F

بودند، زوج بعضͬ و فرد مؤلفه�ها از بعضͬ اگر ببرید. به�کار را حریصانه روش و کنید مرتب اندازه کاهش

به مͬ�دهیم. ادامه آخر تا و مͬ�آوریم به�دست فراگیر زیرگراف هستند، زوج که مؤلفه�هایͬ از قبل مثل آن�گاه

مͬ�رویم. پیش آخر تا قبل مانند و مͬ�کنیم اضافه رأس ͷی بودند فرد که مؤلفه�هایͬ

خطͬ موارد در و هم�زمان به�طور ولͬ هستند، درست تنهایͬ به کدام هر ٣.١.٢ و ٢.١.٢ حدس .٣.٣.٢ نͺته

این برای ساده نقض مثال ͷی .χ′(H) ≤ χ′([H]٢) که دارند اشاره نͺته این به دقیقاً زیرا نیستند، درست

که H = ({١,٢,٣,۴}, {{١,٢}, {١,٣}, {١,۴}, {٢,٣,۴}}) است: زیر به�صورت H ابرگراف آزمایش،

است. تناقض این و است χ′([H]٢) = χ′(K۴) = ٣ درحالͬ�که ، χ′(H) = ۴ بنابراین و است متقاطع H



٣ فصل

یͺنواخت ابرگراف�های ͬͽرن اندیس

سعͬ فصل این در بنابراین نمͬ�باشد، ساده ابرگراف�ها ͬͽرن اندیس دقیق تعیین شد بیان هم قبلا́ که همان�طور

در حدسͬ کیم٢ و الون١ [١] مقاله در دهیم. ارائه یͺنواخت ابرگراف�های برای را ͬͽرن اندیس کران داریم

کرده�اند: ارائه زیر شرح به یͺنواخت ابرگراف�های ͬͽرن اندیس بالای کران با ارتباط

و باشند نداشته مشترک رأس t از بیش آن در یالͬ دو هیچ که باشد k-یͺنواخت ابرگراف ͷی H اگر

بزرگ کافͬ (H)∆به�اندازه�ی اگر ،ε > ٠ هر برای Hباشد، رأس ͷی درجه�ی ماکزیمم دهنده�ی (H)∆نشان

.(t− ١ + ١
t + ε)∆(H) برابراست�با حداکثر H ͬͽرن اندیس آن�گاه باشد، t, k, ε از تابعͬ و

است: زیر به�شͺل متقاطع ابرگراف�های خاص حالت برای حدس این کردند ثابت آن�ها هم�چنین

مشترک رأس t از بیش مشترک یال دو هیچ به�طوری�که باشد، متقاطع k-یͺنواخت ابرگراف ͷی H اگر

به�اندازه�ی k از تابعͬ به�عنوان ∆(H) به�طوری�که باشد، H رأس ͷی درجه�ی ماکزیمم ∆(H) و باشند نداشته

مقاله به مربوط فصل این مطالب کلیه�ی دارد. یال (t− ١ + ١
t )∆(H) حداکثر H آن�گاه باشد، بزرگ کافͬ

باشد. مͬ [١]

١Noga Alon
٢Jeong Han Kim
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معرفͬ ١.٣

نشان ∆(H) کنید فرض باشد، داشته هم چندگانه یال است ممͺن که ،H k-یͺنواخت ابرگراف ͷی برای

پیشنهاد را ۴.١.٣ حدس است. H ͬͽرن اندیس دهنده�ی نشان χ′(H) و H رئوس درجه�ی ماکزیمم دهنده�ی

طول در که را ٣.١.٣ حدس و ٢.١.٣ و ١.١.٣ قضیه��های آن بیان از قبل مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد آن�را و

مͬ�کنیم. بیان اثبات بدون را است شده استفاده آن�ها از ۴.١.٣ حدس اثبات

رئوس درجه�ی ماکزیمم با ابرگراف ͷیH اگر [٣۴] یالͬ). رن�آمیزی مورد در شانون (قضیه�ی ١.١.٣ قضیه

.∆(H) ≤ χ′(H) ≤ ٣
٢∆(H) آن�گاه باشد، ∆(H)

برد. نام خوب ابرگراف برای تعریف ͷی به�عنوان مͬ�توان هم�چنین زیر قضیه�ی از

ͷی اگر است، خوب ,D٠)-ابرگراف ε) ͷی H ابرگراف [٣١] اسپنسر۴). و پیپنͽر٣ (قضیه�ی ٢.١.٣ قضیه

باشد برقرار زیر شرط دو آن�گاه ،∆(H) ≥ D٠ و x, y ∈ X هر برای به�طوری�که باشد، داشته وجود D٠

∆(H)(١ − ε) ≤ deg(x) ≤ ∆(H)(١ + ε) .١

codeg(x, y) ≤ ε∆(H) .٢

y و x متمایز رأس دو بین مشترک درجه�ی با برابر codeg(x, y) و xرأس درجه�ی �با برابر deg(x) آن در که

است. H ابرگراف در

مͬ�کنیم تعریف b : H → R+ و H ابرگراف برای [١٨] سیمور). و کان فوردی، (حدس ٣.١.٣ حدس

X∗
b = max

{ ∑
A∈H

b(A)w(A) : است H از کسری تطابق ͷی w
}

به�طوری�که دارد وجود H از M تطابق ͷی که مͬ�زنیم حدس

X∗
b ≤

∑
A∈M

(|A| − ١ +
١
|A|

)b(A) .

کرد. ثابت را حدس این مͬ�توان باشد، ثابت b و متقاطع و یͺنواخت H اگر
٣Pippenger
۴Spencer
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به�طوری�که دارد وجود متناهͬ D٠ = D٠(k, t, ε) ،ε > ٠ هر و k ≥ t ≥ ١ برای [١] .۴.١.٣ حدس

در ∆(H) حداکثر درجه�ی ماکزیمم با ،H t-ساده�ی و k-یͺنواخت ابرگراف هر آن�گاه ،∆(H) > D٠ اگر

مͬ�کند صدق زیر رابطه�ی

χ′(H) ≤ (t− ١ +
١
t
+ ε)∆(H) . (١.٣)

به�روشنͬ آن�گاه t = ١ دهیم قرار بالا رابطه�ی در اگر زیرا است، بدیهͬ حدس k = t = ١ برای به�وضوح

هر بنابراین و دارد عضو ١ تنها یالͬ هر یعنͬ باشد، t = ١ اگر طرفͬ از مͬ�شود. χ′(H) ≤ (١ + ε)∆(H)

است، رأس هر درجه�ی ماکزیمم ∆(H) و باشند داشته مشترک رأس ͷی از بیش نمͬ�توانند مشترک یال دو

مشترک رأس این درجه��ی ماکزیمم پس مͬ�کنند. قطع را رأس ͷی مختلف، یال�های از که رئوسͬ تعداد یعنͬ

∆(H) بنابراین است، ∆(H) برابر مͬ�کنند قطع را مشترک رأس این که یال�هایͬ تعداد چون است. ∆(H)

داریم نیاز متفاوت رن ∆(H) رأس، هر برای درنتیجه مͬ�دهیم. رأس هر مشترک یال�های به متفاوت رن

است. برقرار حͺم و χ′(H) ≤ (١ + ε)∆(H) آن�گاه و

ویزین قضیه�ی از مͬ�توان پس مͬ�شود، تبدیل گراف به ابرگراف k = ٢ در چون ،t = ١ و k = ٢ برای

برای هم�چنین .χ′(H) ≤ ∆(H) + ١ داریم ویزین قضیه�ی طبق که کرد، استفاده گراف�ها مورد در [٣۵]

که مͬ�گیریم نتیجه بالا در آمده به�دست رابطه�ی دو ͷبه�کم .χ′(H) ≤ (١ + ε)∆(H) داریم t = ١

∆(H) + ١ ≤ (١ + ε)∆(H) = ∆(H) + ε∆(H) ⇒ ∆(H) ≥ ١
ε

است. درست حدس کند، صدق رابطه این در که ∆(H) هر برای یعنͬ

اگر هم�چنین .χ′(H) ≤ (٣
٢ + ε)∆(H) داریم t = ٢ در بالا رابطه�ی به توجه با ،k = t = ٢ برای

به بالا در که گراف�ها یالͬ رن�آمیزی مورد در [٣۴] شانون قضیه�ی طبق که داریم گراف لذا باشد، k = ٢

است. صادق نیز مورد این در ١.٣ رابطه�ی بنابراین χ′(H) ≤ ⌊٣
٢∆(H)⌋ داریم شد، اشاره آن

چون مͬ�آید. به�دست [٣١] در اسپنسر و پیپنͽر اصلͬ نتیجه�ی از حدس درستͬ ،k > t = ١ برای

بنابراین و مͬ�شود تͺرار شد، بیان k = t = ١ برای اول حالت در که توضیحاتͬ تمام پس است، t = ١

است. برقرار حͺم نیز حالت این برای لذا .χ′(H) = deg(x) ≤ (١ + ε)∆(H)
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هستند. باز دیͽر حالت�های همه��ی

آن به بالا در که شده بیان حدس صورت به [١٨] سیمور۵ و کان فوردی، توسط k = t خاص حالت

کردیم. اشاره

برای دقیق کران ͷی حدس در شده معرفͬ کران که داد نشان مͬ�توان سادگͬ به حدس، درستͬ فرض با

t = ١ برای دارد. وجود t− ١ مرتبه از تصویری صفحه ͷی هم�چنین و k > t که است هایͬ t و k همه�ی

خط ٣ شامل t = ٢ برای آن. شامل خط ͷی و تنها نقطه�ی ͷی یعنͬ است، سطح ͷی مثل تعریف ͷبه�کم

است. مثلث ͷی نقطه�ی ٣ و

بزرگ صحیح عدد ͷی D کنید فرض دارد، وجود نظر مورد سطح که وقتͬ حدس درستͬ اثبات برای

خط m با t − ١ مرتبه�ی از تصویری صفحه ͷی و m = t٢ − t + ١ کنید تعریف باشد، t بر بخش�پذیر

D
t از Fiیͷخانواده فرضکنید ،li خط هر برای است. برقرار یͷمجموعه�یmنقطه�ای روی l١, l٢, . . . , lm

{A− li : ١ ≤ i ≤ m, A ∈ Fi} مجموعه�ی mD
t همه�ی بنابراین باشد. liها شامل k اندازه�ی با مجموعه،

دارند، را li ͬͽهم که است مجموعه�ای D
t اجتماع از خانواده�ای Fi دیͽر، به�عبارت هستند. مجزا دوبه�دو

هستند. مجزا دوبه�دو مجموعه�ها بقیه�ی برداریم را li آن�ها تمام از اگر پس هستند، مشترک li در فقط یعنͬ

H آن�گاه باشد، Fiها خانواده�ی در مجموعه�ها همه�ی شامل k-یͺنواخت ابرگراف ͷی H کنید فرض

k هم Fi هر و است D
t برابر Fi هر در مجموعه�ها تعداد و است عضوی t خط هر چون است. متقاطع

است برقرار زیر حالت دو Ei, Ej ∈ E(H) یال دو برای دراین�صورت است، عضوی

.١

li ⊆ Ei, Ej ∈ Fi ⇒ Ei ∩ Ej ̸= ∅

است. عضوی t ، li هر پس دارد، عضو t خط هر و است (li) خط ͷی اشتراک این یعنͬ

۵Seymour
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.٢
li ⊆ Ei ∈ Fi

=⇒ li ∩ lj ̸= ∅ : Ei ∩ Ej = li ∩ Ej ̸= ∅ ⇒ Ei ∩ Ej ̸= ∅

lj ⊆ Ej ∈ Fj

است. نقطه ͷی برابر و است ناتهͬ اشتراک تصویری صفحه تعریف طبق

ͷی) نقطه t در حداکثر و نقطه ͷی در حداقل یال�ها همه�ی زیرا است، متقاطع H بالا حالت دو ͷبه�کم

هستند. مشترک خط)

باشد. k اندازه�ی از Fi هر کردیم فرض تعریف هنͽام چون است، k-یͺنواخت ،H هم�چنین

هر اشتراک شد، گفته بالا در که آن�چه طبق بنابراین است. متقاطع H چون است، t-ساده ،H هم�چنین

ͬͺی باشد، نقطه ͷی اگر و است t برابر آن تعداد باشد li اگر پس است. نقطه ͷی یا li خط ͷی یال دو

است. t-ساده درهرصورت که است

بͽیرید، درنظر را v٠ ∈ X رأس آن اثبات برای است. ∆(H) = D درجه�ی ماکزیمم دارای H هم�چنین

داریم پس دارد، تعلق خط t به دقیقاً نقطه هر گفتیم

li١ li٢ . . . lit

↓ ↓ . . . ↓

Fi١ Fi٢ . . . Fit

↓ ↓ . . . ↓

(Dt
D
t . . . D

t ) = D

داشته قرار تصویری صفحه در v٠ رأس اگر ندارد. یا دارد قرار تصویری صفحه در یا v٠ رأس دیͽر، به�عبارت

مͬ�آید، یال ͷی در فقط پس نباشد، تصویری صفحه در اگر دارد. قرار مشترک یال D در حداکثر باشد،

نتیجه در مͬ�آید، یال D یا ͷی در v٠ رأس به�عبارت�دیͽر، ندارند. اشتراکͬ هم با مͬ�شود حذف وقتͬ زیرا

است. ∆(H) = D درجه ماکزیمم

گفته قبلا́ که هم همان�طور که مͬ�شود نتیجه بودن متقاطع تعریف از است. یال mD
t دارای H پایان، در

یعنͬ است، آن یال�های تعداد با برابر دقیقاً متقاطع ابرگراف ͬͽرن اندیس شد،

متقاطع ابرگراف یال�های تعداد = |E(H)| = ͬͽرن اندیس = mD

t
= (t− ١ +

١
t
)∆(H)



٣۵ معرفͬ .١.٣

با دقیقاً متقاطع ابرگراف ͷی ͬͽرن اندیس چون که کنید توجه مͬ�رسد. به�نظر سخت کمͬ بالا حدس

ممͺن یال�های تعداد حداکثر درباره�ی گزاره ͷی به مورد این در حدس بنابراین است، برابر آن یال�های تعداد

نتیجه�ی بیان برای مͬ�کند. پیدا تغییر شده داده درجه�ی حداکثر با k-یͺنواخت و t-ساده متقاطع ابرگراف ͷی

مͬ�گیریم. ͷکم زیر صورت به ∆-سیستم تعریف از اصلͬ

مͬ�شود، نامیده r اندازه�ی با ∆-سیستم ͷی k-یͺنواخت ابرگراف ͷی در یال r از متشͺل F خانواده�ی

اشتراک�ها این مشترک مقدار باشند. Eiیͺسان ∩ Ej مجموعه�های همه�ی i ̸= j و Ei, Ej ∈ F برای اگر

است سیستم یال�های همه�ی اشتراک هسته چون مͬ�دهیم. نشان C با آن�را که �مͬ�شود نامیده سیستم هسته�ی

∆-سیستم از را هسته اگر به�عبارت�دیͽر، هستند. مجزا دوبه�دو {Ei − C : Ei ∈ F} مجموعه�های لذا

مͬ�شوند. مجزا دو�به�دو باقیمانده مجموعه�های کنیم حذف

شامل حتماً یال (r − ١)k.k! �از بیش با k-یͺنواخت ابرگراف هر کردند: ثابت [١۴] رادو۶ و اردوش

ابرگراف ͷی در یال�ها تعداد حداکثر دهنده�ی نشان f(k) کنید فرض است. r اندازه�ی از ∆-سیستم ͷی

.f(k) ≤ kk.k! بالا، نتیجه�ی ͷبه�کم نیست. k+١ اندازه�ی از ∆-سیستم هیچ شامل که است k-یͺنواخت

همین به این�جا در ولͬ کنیم محدود را آن�ها که دارد وجود نیز بهتر کران�های برخͬ که است ذکر شایان

مͬ�کنیم. بسنده کران�ها

است. صحیح متقاطع ابرگراف�های برای ۴.١.٣ حدس که مͬ�دهد نشان زیر قضیه�ی

باشد. ∆(H) > tf(k) با k-یͺنواخت t-ساده، متقاطع ابرگراف ͷی H کنید فرض [١] .۵.١.٣ قضیه

با است� برابر H یال�های تعداد حداکثر آن�گاه

(t− ١ +
١
t
)∆(H) .

دیͽر مسائل و تذکرات برخͬ شامل نیز آخر بخش شد. خواهد ارائه بعدی بخش در و است کوتاه اثبات

است.
۶Rado



٣۶ یͺنواخت ابرگراف�های ͬͽرن اندیس .٣

اثبات ٢.٣

پس است متقاطع H چون گفتیم، آن�چه طبق بنابراین باشد. k-یͺنواخت و t-ساده متقاطع، H کنید فرض

لذا باشد. برابر ͬͽرن اندیس با یال�ها تعداد و کنند قطع را هم�دیͽر باید بͽیریم درنظر که آن�را از یال دو هر

معرفͬ بالای کران از یال�ها تعداد که، کنیم ثابت باید یعنͬ ،χ′(H) ≤ (t− ١ + ١
t )∆(H) که مͬ�کنیم ادعا

،H بودن t-ساده فرض بدون حتͬ دو هر که داریم نیاز زیر ساده�ی لم دو به این�کار برای است. کمتر شده

هستند. معتبر نیز

آن�گاه باشد، C هسته��ی و |F| ≥ k + ١ با ∆-سیستم ͷی F ⊆ H اگر [١] .١.٢.٣ لم

C ∩A ̸= ∅ , ∀ A ∈ H .

یͷ∆-سیستم اگر دارد. ناتهͬ اشتراک ∆-سیستم اعضای از کدام هر با پس است، Hمتقاطع چون برهان.

پیدا یال k − ١ بتوانیم یعنͬ باشند، بیشتر k از گرفته�اند قرار آن داخل که یال�هایͬ تعداد که بͽیریم نظر در

ناتهͬ اشتراک هسته با (A ∈ H) ابرگراف از یال هر بنابراین است، یͺسان آن�ها همه�ی اشتراک که کنیم

به�طوری�که دارد وجود A ∈ H یال کنید فرض خلف، برهان ͷبه�کم آن اثبات برای .C ∩A ̸= ∅ یعنͬ دارد

اشتراک C با A و دارد ناتهͬ اشتراک ∆-سیستم اعضای از کدام هر با و است Hمتقاطع چون .A∩C = ∅

،A ∈ H بنابراین باشد. داشته ناتهͬ اشتراک نیز Fi ∈ F به�طوری�که Fi \ C هر با باید پس دارد ناتهͬ

هستند. مجزا دوبه�دو Fi \ C هر ،١ ≤ i ≤ k + ١ هر برای و F = {F١, F٢, . . . , Fk+١, . . . } ،∩Fi = C

لذا



F١ ∩A ̸= ∅

F٢ ∩A ̸= ∅
... ⇒ Fi ∩A ̸= ∅

Fk ∩A ̸= ∅

Fk+١ ∩A ̸= ∅

و A ∩ (Fi \ C) ̸= ∅ داریم ،Fi ∩A ̸= ∅ چون بنابراین .A ∩ C = ∅ داریم خلف فرض طبق طرفͬ از



٣٧ اثبات .٢.٣

بنابراین باشد، xi ∈ A ∩ (Fi \ C) مͬ�کنیم فرض دارد. قرار آن در عضوی بنابراین

x١ ∈ (F١ \ C) ∩A ⇒ x١ ∈ (F١ \ C) , x١ ∈ A

x٢ ∈ (F٢ \ C) ∩A ⇒ x٢ ∈ (F٢ \ C) , x٢ ∈ A

... ...
xk+١ ∈ (Fk+١ \ C) ∩A ⇒ xk+١ ∈ (Fk+١ \ C) , xk+١ ∈ A

تعداد که مͬ�دانیم و ندارند اشتراکͬ هیچ Fj \C با Fi \C آن�گاه هستند، مجزا دوبه�دو ها Fi \C چون

،H چون دیͽر، طرف از . xi ̸= xj درنتیجه و xj ∈ Fj \ C و xi ∈ Fi \ C پس است. k + ١ هم آن�ها

ͬͺی هم با باید دو این یعنͬ است، |A| = k و x١, . . . .xk+١ ∈ A آن�گاه است A ∈ H و است k-یͺنواخت

است. تناقض این که باشد |F| ≥ k + ١ باید حداقل ،|A| بنابراین باشند،

ترتیب به هسته�های و |F١|, |F٢| ≥ k + ١ با ∆-سیستم دو F١,F٢ ⊂ H کنید فرض [١] .٢.٢.٣ لم

آن�گاه هستند، C١, C٢

C١ ∩ C٢ ̸= ∅ .

C٢ و F١ هسته�ی C١ و F١ = {F١, . . . , Fk+١, . . . } کنید فرض خلف. برهان ͷبه�کم اثبات برهان.

.C١ ∩ C٢ = ∅ کنید فرض هم�چنین . |F١|, |F٢| ≥ k + ١ و باشد F٢ هسته�ی

بنابراین باشند، داشته ناتهͬ اشتراک C٢ با باید F١ اعضای مخصوصاً و H از یال هر مͬ�دانیم

Fi ∩ C٢ ̸= ∅ , ١ ≤ i ≤ k + ١

هر برای قبلͬ لم طبق بنابراین است. C١ ∩ C٢ = ∅ خلف فرض طبق و Fi = (Fi \ C١) ∪ C١ طرفͬ از

باید Fi ∈ F١

(Fi \ C١) ∩ C٢ ̸= ∅ ⇒ xi ∈ (Fi \ C١) ∩ C٢



٣٨ یͺنواخت ابرگراف�های ͬͽرن اندیس .٣

⇒



x١ ∈ F١ \ C١ x١ ∈ C٢

x٢ ∈ F٢ \ C١ x٢ ∈ C٢
... ... , xi ̸= xj

xk ∈ Fk \ C١ xk ∈ C٢

xk+١ ∈ Fk+١ \ C١ xk+١ ∈ C٢

دیͽر به�عبارت است، ∆-سیستم هسته��ی C٢ و هستند مجزا دوبه�دو Fi \ C١ مجموعه�های طرفͬ از

C٢ چون دارد، عضو k حداکثر C٢ بنابراین . ... و C٢ ⊆ {F٢ اعضای } و C٢ ⊆ {F١ اعضای }

نتیجه در {x١, . . . , xk+١} ⊆ C٢ داریم، دیͽر طرف از و |C٢| ≤ k نتیجه در یال�هاست. از مجموعه�ای

است. تناقض این که ،xi = xj و |C٢| ≥ |F١| ≥ k + ١

است. درست k = t برای ۵.١.٣ قضیه که مͬ�دهد نشان فوردی از زیر قضیه�ی

آن�گاه باشد، t-یͺنواخت متقاطع ابرگراف ͷی G اگر [١۶] .٣.٢.٣ قضیه

|G| ≤ (t− ١ +
١
t
)∆(G)

آن�گاه باشد، نداشته وجود G زیرابرگراف�های میان در متناهͬ تصویری صفحه هیچ اگر به�علاوه،

|G| ≤ (t− ١)∆(G) .

با H در ∆-سیستم مجزای یال�های حداکثر خانواده�ی {F١, . . . ,Fr} کنید فرض .۵.١.٣ قضیه اثبات

هر برای باشند. آن�ها با متناظر هسته�های C١, . . . , Cr کنید فرض باشد. k + ١ مساوی یا بزرگ�تر اندازه�ی

داریم f(k) تعریف ͷبه�کم و |Ci| ≤ t

∑
i

|Fi| ≥ |H| − f(k) . (٢.٣)

اشتراک هم با آن یال�های همه�ی که داریم مجموعه ͷی آن�گاه باشد،� |Ci| < t iها، بعضͬ برای اگر

∆(H) درجه ماکزیمم چون و C ∩ A ̸= ∅ مͬ�دانیم هم�چنین و |Ci| ≤ t − ١ < t که کردیم فرض دارند.

اگر حال دارد. وجود یال ∆(H)(t − ١) حداکثر لذا آمده، یال ∆(H) در حداکثر رأس هر بنابراین است،



٣٩ اثبات .٢.٣

داریم ١.٢.٣ لم ͷبه�کم آن�گاه بͽیریم، نظر در |H| را یال�ها تعداد

|H| ≤ |Ci|∆(H) ≤ (t− ١)∆(H) .

همه�ی شامل ابرگرافt-یͺنواخت ͷی G کنید فرض باشد. |Ci| = t iها، همه�ی برای کنید، فرض حال

و |G| =
∑

i |Fi| و ∆(G) ≤ ∆(H) آن�گاه تͺرارمͬ�شود. |Fi| اندازه�ی به Ci هر که باشد ها Ci یال�های

مͬ�کنیم. بررسͬ را زیر قسمت دو حال است. متقاطع G ، ٢.٢.٣ لم طبق

گرفت نتیجه مͬ�توان فوردی قضیه�ی ͷبه�کم آن�گاه نباشد، متناهͬ تصویری صفحه هیچ شامل G اگر (١

داریم ٢.٣ رابطه ͷکم با که |G| ≤ (t− ١)∆(H)

|H| ≤
∑
i

|Fi|+ f(k) = |G|+ f(k) ≤ (t− ١)∆(H) + f(k) ≤ (t− ١ +
١
t
)∆(H) .

کنید فرض مسأله، کلیت دادن دست از بدون باشد. متناهͬ تصویری صفحه ͷی شامل G اگر (٢

نظر در تصویری صفحه همان را آن�ها و مͬ�شوند تشͺیل تصویری صفحه ͷی از C١, . . . , Cm

صفحه در رأس m همه�ی مجموعه�ی A کنید فرض است. m = t٢ − t + ١ به�طوری�که مͬ�گیریم،

چون Aاست. = مͬ�دهند} تشͺیل را تصویری صفحه که رأسͬ m} = ∪m
i=١Ci پس باشد، تصویری

اثبات برای .|A∩E| ≥ t مͬ�کنیم�که ادعا بنابراین دارد، Ci هر با ناتهͬ اشتراک ͷی E ∈ H یال هر

بنابراین |Ci| = t و A = ∪m
i=١Ci و است عضوی t یال هر چون مͬ�کنیم. استفاده خلف برهان از آن

داریم نتیجه در |A ∩ E| < t مͬ�کنیم فرض

|(∪Ci) ∩ E| < t⇒ |(∪Ci) ∩ E| ≤ t− ١ , E ∩ (∪Ci) = {x١, . . . , xs}

که Ciهایͬ تعداد کنید فرض است، شده ظاهر یال m در حداقل دارد را تͺرار بیشترین که رأسͬ لذا

تعدادی در x٢ و Ci تعدادی در x١ پس .
∑s

i=١ n(xi) ≥ m درنتیجه باشد، n(xi) برابر دارند را xi

بنابراین .xs تا همین�طور و مͬ�آید Ci

s∑
i=١

n(xi) ≥ m⇒
∑s

i=١ n(xi)

|A ∩ E|
≥ m

|A ∩ E|
≥ m

t− ١ = t+
١
t
⇒

∑s
i=١ n(xi)

|A ∩ E|
> t



۴٠ یͺنواخت ابرگراف�های ͬͽرن اندیس .٣

مͬ�دهد نتیجه و است تناقض این که است، آمده بار t از بیش دارد، را تͺرار بیشترین که رأسͬ یعنͬ

.|A ∩ E| ≥ t

هر یال�های زیرا است آن درجه�ی دقیقاً رأس هر برای اشتراک این چون ،|A∩E| = deg(x) طرفͬ از

.deg(x) ≤ ∆(H) هم طرفͬ از و
∑

E∈H |A∩E| =
∑

x∈A deg(x) نتیجه در مͬ�شمارند، را رأس

بنابراین

t|H| ≤
∑
E∈H

|A ∩ E| =
∑
x∈A

deg(x) ≤ m∆(H)

داریم درنتیجه

|H| ≤ (t− ١ +
١
t
)∆(H)

مͬ�شود. کامل اثبات و

نشده حل مسائل و نتیجه�گیری ٣.٣

آن�را نمͬ�توان باشد، بیشتر k توابع بعضͬ از ∆(H) کردیم فرض ۵.١.٣ قضیه در وقتͬ دید، مͬ�توان به�آسانͬ

١-ساده متقاطع، ابرگراف ͷی رأس k+١ روی کامل گراف ͷی دوتایͬ k > ١ برای واقع در بخشید. بهبود

باید این�که مͬ�دهد نشان دیͽر مثال است. یال k + ١(> (١ − ١ + ١
٢.(١) و ∆(H) = ٢ با k-یͺنواخت و

است k − ١ مرتبه�ی از تصویری صفحه ͷی در خطوط مجموعه�ی باشد، k از بیش ۵.١.٣ قضیه در ∆(H)

یال k٢ − k + ١(> (١ − ١ + ١
١).k) با ١-ساده و k-منتظم k-یͺنواخت، متقاطع، ابرگراف ͷی بنابراین و

آن�گاه شود، بیشتر ٢c
√
k از c > ٠ ثابت�های بعضͬ برای ∆(H) اگر که داد نشان مͬ�توان به�علاوه، است.

مͬ�کنیم. ثابت زیر گزاره�ی در را حقیقت این باشد، نادرست مͬ�تواند ۵.١.٣ قضیه حͺم

k-یͺنواخت و t-ساده متقاطع، ابرگراف ͷی ،k بزرگ کافͬ به�اندازه�ی اعداد همه�ی برای [١] .١.٣.٣ گزاره

و t ≤
√
k و m′

٣
√
k
≤ ∆(H) < m′

٢
√
k
به�طوری�که دارد، وجود ∆(H) درجه�ی ماکزیمم و یال m′ با H ′

.m′ ≥ ٠٫ ٠٨e
√
k

٣



۴١ نشده حل مسائل و نتیجه�گیری .٣.٣

مͬ�کنیم. حذف نیست، قطعͬ که جا هر را علامت�ها سقف و کف همه�ی اثبات در راحتͬ برای برهان.

k ،N١, . . . , Nk کنید فرض و l = ٣
√
k مͬ�کنیم تعریف باشد، بزرگ صحیح عدد ͷی k کنید فرض

مجموعه روی k-یͺنواخت و k-بخشͬ تصادفͬ ابرگراف ͷی باشند. l اندازه�ی با مجزا دوبه�دو مجموعه�ی

فرض و m = ٠٫ ١e k
l = ٠٫ ١e

√
k

٣ مͬ�کنیم تعریف مͬ�سازیم. زیر به�صورت N١ ∪ N٢ ∪ · · · ∪ Nk رئوس

که است رأس k شامل مستقل، و تصادفͬ به�طور یال هر به�طوری�که باشد یال m از مجموعه ͷی H کنید

را یال جفت ͷی هستند. برابر احتمال با انتخاب�ها همه�ی و شده�اند انتخاب Niها از ͬͺی از تصادفͬ به�طور

آن�ها درغیراین�صورت نͺند. تجاوز ٣k
l =

√
k از آن�ها کاردینال و داشته ناتهͬ اشتراک اگر مͬ�نامیم خوب

توجه است. کمتر ٢e−k
l از باشند بد یال�ها از ثابت جفت ͷی این�که احتمال مͬ�کنیم ادعا مͬ�نامیم. بد را

بنابراین است. k و p = ١
l پارامترهای با دوجمله�ای تصادفͬ متغیر یال، جفت ͷی اشتراک کاردینال کنید،

از بیش شامل اشتراک این�که احتمال است. (١ − ١
l )

k ≤ e
−k
l با برابر باشد تهͬ اشتراک این�که �احتمال

این [٢] در دوجمله�ای توزیع برای استاندارد برآورد ͷبه�کم است. ( e٢

٣٣ )
k
l < e

−k
l حداکثر باشد عنصر ٣k

l

با درنتیجه، باشد.
(
m
٢
)

٢e−k
l < ٠٫ ١m حداکثر بد جفت�های تعداد که مͬ�رود انتظار بنابراین . ببینید را

m
l ،H در رأس ͷی درجه�ی مͬ�رود انتظار است. ٠/٢m حداکثر بد جفت�های تعداد نصف حداقل احتمال

١٫ ٠١m
l حداکثر ١

٢ از بیش احتمال با درجه�ها همه�ی بالا دوجمله�ای توزیع برای مذکور برآورد ͷبه�کم و باشد

ماکزیمم و دارد یال بدجفت ٠/٢m از کمتر که کرد انتخاب طوری بالا از یال m مͬ�توان بنابراین هستند.

حذف به�وسیله�ی H از آمده به�دست ابرگراف H ′ کنید فرض انتخابͬ چنین با است. ١/٠١m
l حداکثر درجه

دارد. را گزاره درستͬ اثبات برای نیاز مورد خواص همه�ی H ′ آن�گاه است. بدجفت هر از یال ͷی

است. شده پیشنهاد است، ۴.١.٣ حدس از قوی�تری حالت که کان جف توسط زیر حدس

وجود δ = δ(k, t, ε) و متناهͬ D٠ = D٠(k, t, ε) ͷی ،ε > ٠ هر و k ≥ t ≥ ١ برای [١] .٢.٣.٣ حدس

آن در که ،∆(H) > D٠ و ∆(H) حداکثر درجه�ی ماکزیمم با H k-یͺنواخت ابرگراف هر به�طوری�که دارد،

مͬ�کند صدق زیر رابطه�ی در نیست، یال δ∆(H) از بیشتر شامل رأسͬ t+ ١ مجموعه�ی هیچ

χ′(H) ≤ (t− ١ +
١
t
+ ε)∆(H) .



۴٢ یͺنواخت ابرگراف�های ͬͽرن اندیس .٣

ͷبه�کم k = t = ٢ برای همین�طور و است، برقرار حͺم [٣١] اصلͬ نتیجه�ی ͷبه�کم k هر و t = ١ برای

است. برقرار حͺم [٣۵] ویزین کلͬ قضیه�ی

است. |H|
χ′(H) حداقل اندازه�ی از تطابق ͷی شامل H ابرگراف هر تعریف، ͷبه�کم بنابراین

است. ۴.١.٣ حدس از ساده�تری حالت زیر حدس

به�طوری�که دارد وجود متناهͬ D٠ = D٠(k, t, ε) ͷی ،ε > ٠ هر و k ≥ t ≥ ١ برای [١] .٣.٣.٣ حدس

شامل ،∆(H) حداکثر درجه�ی ماکزیمم Hبا t-ساده�ی و ابرگرافk-یͺنواخت هر آن�گاه ،∆(H) > D٠ اگر

حداقل اندازه�ی از تطابق ͷی

|H|
(t− ١ + ١

t + ε)∆(H)

است.

مورد این در نیز ۴.١.٣ حدس بنابراین است، برقرار حͺم k > t = ١ و k = t = ٢ برای به�وضوح

درحقیقت، است. برقرار t = k برای هم�چنین حͺم [١۶] در فوردی اصلͬ نتیجه�ی ͷبه�کم است. برقرار

همیشه که ،H k-یͺنواخت ابرگراف هر شود. حذف مͬ�تواند ε مورد دراین که مͬ�شود داده نشان [١۶] در

حداقل اندازه�ی از تطابق ͷی ،∆(H) درجه�ی ماکزیمم با است نیز k-ساده

|H|
(k − ١ + ١

k )∆(H)

است. باز همچنان حدس این کلͬ حالت دارد.



۴ فصل

گراف�های ͬͽرن (عدد گراف�ها ͬͽرن اندیس
یالͬ)

گراف�ها ͬͽرن اندیس بررسͬ به فصل این در هستند، ابرگراف�ها از خاصͬ حالت گراف�ها که آن�جا از

با بالا از χ(G) گراف ͬͽرن عدد ،G گراف هر برای که زد حدس رید١ [٣٢] مقاله در مͬ�پردازیم.

G خوشه�های تعداد و درجه ماکزیمم به�ترتیب ω(G) و ∆(G) به�طوری�که مͬ�شود محدود
⌈
∆(G)+١+ω(G)

٢

⌉
چندگانه گراف ͷی از یالͬ گراف ͷی G اگر است، درست کران این که مͬ�کنیم ثابت فصل این در هستند.

یالͬ گراف ͷی و مͬ�گیرد را یالͬ گراف ͷی که است چندجمله�ای زمانͬ الͽوریتم ͷی اثبات حاصل باشد.

[٢۶] مقاله به مربوط فصل این مطالب کلیه�ی است. نظر مورد کران به ͷنزدی بسیار که مͬ�کند تولید ͬͽرن

مͬ�باشد.

معرفͬ ١.۴

گراف ͷی برای ͬͽرن عدد دقیق تعیین طرفͬ از مͬ�شود. داده نشان χ(G) با Gگراف ͬͽرن عدد که مͬ�دانیم

آن دیͽر ثابت�های و χ(G) بین رابطه�ی تا مͬ�شود مشخص آن برای کران�هایͬ دلیل به�همین نمͬ�باشد، ساده

ماکزیمم و گراف ͷی خوشه�های تعداد با را χ(G) بین رابطه�ی داریم سعͬ فصل این در آوریم. به�دست را

آوریم. به�دست آن رئوس درجه�ی

١B.Reed



۴۴ یالͬ) گراف�های ͬͽرن (عدد گراف�ها ͬͽرن اندیس .۴

برابر که مͬ�دهیم نشان deg(v) با آن�را درجه�ی ،vرأس هر برای و ω(G) با را Gگراف خوشه�های تعداد

G گراف رئوس همه�ی درجه�ی ماکزیمم همین�طور هستند. مجاور v با که گراف از رئوسͬ تعداد با است�

گراف�های برای طرفͬ از .χ(G) ≤ ∆(G) + ١ مͬ�دانیم ویزین قضیه�ی طبق مͬ�دهیم. نشان ∆(G) با را

برای لذا هستند. مجاور دو�به�دو رئوس همه�ی چون ،ω(G) = χ(G) داریم کامل گراف برای نیز و دوبخشͬ

که دید مͬ�توان به�راحتͬ گرافͬ هر

ω(G) ≤ χ(G) ≤ ∆(G) + ١ .

ω(G) جملات از بدیهͬ پایین کران ͷی و ∆(G) جملات از بدیهͬ بالای کران ͷی χ(G) برای بنابراین

آوریم. به�دست ω(G) و ∆(G) + ١ از جملاتͬ ͷبه�کم را χ(G) بالای کران مͬ�خواهیم حال داریم.

و براکت سقف ͷبه�کم ͬͺی که زد حدس زیر به�صورت G گراف هر ͬͽرن عدد برای کران دو رید،

است. آن بدون دیͽری

G گراف هر برای [٣٢] .١.١.۴ حدس

χ(G) ≤
⌈
∆(G) + ١ + ω(G)

٢

⌉
.

داریم نیست، فرد دور هیچ شامل که G همبند گراف هر برای [٣٢] .٢.١.۴ حدس

χ(G) ≤ ٢(∆(G) + ١) + ω(G)

٣ .

استفاده اول کران در براکت سقف از است، ∆(G)−١ یا ∆(G)+١ با برابر ω(G) وقتͬ�که کنید توجه

است. بهتر دوم کران باشد، ∆(G) = ω(G) اگر که دید مͬ�توان بنابراین و نمͬ�شود

است فرد دور دارای G یا آن�گاه باشد، ∆(G) = ω(G) اگر این�که به دارد اشاره بروکس از زیر قضیه�ی

.χ(G) ≤ ∆(G) یا

با خوشه ͷی شامل G این�که مͽر است χ(G) ≤ ∆(G) همواره [٨] بروکس٢). (قضیه�ی ٣.١.۴ قضیه

باشد. فرد دور ͷی شامل G و ∆(G) = ٢ این�که یا باشد ∆(G) + ١ اندازه�ی

٢Brooks



۴۵ چندگانه گراف�های از یالͬ گراف�های در کسری و صحیح رن�آمیزی .٢.۴

که باشد همبند ساده�ی گراف ͷی G اگر [٧] کرد: بیان شͺل این به مͬ�توان را قضیه این دیͽر صورت

.χ(G) ≤ ∆(G) داریم دراین�صورت است،� کامل گراف نه و فرد دور نه

است. ١.١.۴ حدس از ضعیف�تر اکیداً ٢.١.۴ حدس ولͬ هستند، درست حدس دو هر به�هرحال

١.١.۴ حدس که کرد ثابت رید مشابه مقاله�ی ͷی در دارد. وجود قضیه این با مرتبط نتیجه�ی چند

باشد. ∆(G) به ͷنزدی کافͬ اندازه�ی به ω(G) هم�چنین و بزرگ کافͬ اندازه�ی به ∆(G) اگر است درست

داریم همواره گراف�ها همه�ی برای به�طوری�که دارد وجود مثبت α که، کرد ثابت او حدس این ͷبه�کم

دارد. وجود ͬͽرن عدد تعمیم برای دیͽر نتیجه�ی� چند هم�چنین .χ(G) ≤ α(ω(G))+(١−α)(∆(G)+١)

طور به که لیستͬ ͬͽرن عدد و کسری ͬͽرن عدد کسری، رأسͬ c-رن�آمیزی به مربوط تعاریف به باتوجه

.χf (G) ≤ χ(G) ≤ χl(G) همواره: گرافͬ هر برای واضح به�طور مͬ�دانیم شد، بیان اول فصل در مفصل

ثابت گراف�ها همه�ی برای را ١.١.۴ حدس کسری حالت شد، بیان رید و مولوی٣ توسط که زیر قضیه�ی

مͬ�کند.

G گراف هر برای [٢٩] .۴.١.۴ قضیه

χf (G) ≤
⌈
∆(G) + ١ + ω(G)

٢

⌉
.

حدس۴.١.١ که مͬ�کنیم ثابت فصل این در نیست. نیازی براکت سقف به کسری حالت در حقیقت در

است. برقرار مͬ�شوند، تعریف بعدی بخش در که یالͬ گراف�های برای ٢.١.۴ حدس بنابراین و

چندگانه گراف�های از یالͬ گراف�های در کسری و صحیح رن�آمیزی ٢.۴

وجود چندگانه یال�های به�عبارتͬ یا یال، ͷی بیش�از آن رأس دو هر بین �که است گرافͬ چندگانه گراف مͬ�دانیم

گرافͬ و مͬ�دهیم نمایش L(H) با را آن یالͬ گراف ،H = (V,E) چندگانه�ی گراف برای هم�چنین دارد.

حداقل ،H در آن�ها متناظر یال�های اگروتنهااگر مجاورند آن در رأس دو که است E رئوس مجموعه�ی با

باشد داشته وجود H چندگانه�ی گراف اگر است، یالͬ گراف ͷی G گوییم باشند. داشته مشترک سر ͷی

٣Molloy



۴۶ یالͬ) گراف�های ͬͽرن (عدد گراف�ها ͬͽرن اندیس .۴

................................

∆(H) = ۶, ω(H) = χ(H) = ۴ با گرافͬ :١.۴ شͺل

.G = L(H) به�طوری�که

مشابه به�طور است، L(H) ͬͽرن عدد با برابر مͬ�شود داده نشان χe(H) نماد با که H ͬͽرن اندیس

است. L(H) کسری ͬͽرن عدد با برابر χf
e (H) کسری ͬͽرن اندیس

است. سخت بسیار مسئله�ی ͷی دلخواه گراف ͷی ͬͽرن اندیس تعیین که کرد ثابت هولیر۴ [٢٢] در

ͬͽرن عدد مͬ�توانیم چندگانه گراف�های ͬͽرن اندیس برای تقریبͬ آوردن به�دست برای عمل، در بنابراین

آوریم. به�دست را یالͬ گراف�های

مͬ�کند. محدود آن ماکزیمم درجه�ی برحسب را چندگانه گراف ͷی ͬͽرن اندیس [٣۵] ویزین قضیه�ی

(ماکزیمم رأس دو هر بین یال�های تعداد ماکزیمم با برابر d و ،∆(H) ≤ χe(H) ≤ ∆(H) + d آن در که

H از بیشتری پارامترهای آن در که است بهتر کرانͬ اما هستند، خوب کران دو هر است. H (ͬͽچندگان

باشد. داشته وجود

کنید فرض .χf
e (H) ≤ χe(H) یعنͬ مͬ�شود محدود χf

e (H) با پایین از همیشه χe(H) که، کنید توجه

کسری رن�آمیزی برای برنامه�ریزی�خطͬ در دوگان تعریف از حال باشد. H یال�های روی نامنفͬ وزن ͷی w

خوب راه�حل ͷی �خطͬ برنامه�ریزی ͷبه�کم مͬ�تواند Gگراف از χf (G) کسری ͬͽرن عدد مͬ�کنیم. استفاده

دهد. ارائه زیر صورت به

ͷی I(G, x) کنید فرض و باشد G از مستقل مجموعه�های همه�ی از مجموعه ͷی I(G) کنید فرض

۴Holyer



۴٧ چندگانه گراف�های از یالͬ گراف�های در کسری و صحیح رن�آمیزی .٢.۴

ͷی ،I مستقل مجموعه�ی هر برای است. x رأس شامل که باشد مستقلͬ مجموعه�های همه�ی از مجموعه

برای به�طوری�که است،
∑

I∈I(G) xI مقدار کمترین �χf (G) لذا مͬ�کنیم، تعریف را xI نامنفͬ حقیقͬ متغیر

مͬ�کند محاسبه را کسری» خوشه�های «تعداد برنامه�ریزی�خطͬ این دوگان .
∑

I∈I(G,x) xI ≥ ١ داریم x هر

حداکثر مستقل، مجموعه�ی هر به شده داده اختصاص کل وزن به�طوری�که است Gرئوس به دهͬ وزن ͷی و

است. ١

ارزش دارای را برنامه�ریزی�خطͬ دو هر برای بهینه حل راه برنامه�ریزی�خطͬ، در ͬͽدوگان قوی قضیه�ی

به که داریم w : {s١, . . . , sl} −→ R+ ∪ {٠} وزن تابع ͷی کنید فرض تعریف این طبق مͬ�داند. یͺسان

هر برای باشد: زیر خاصیت دارای وزن تابع مͬ�خواهیم مͬ�دهد. نسبت را وزنͬ مستقل، مجموعه�های همه�ی

هستیم wای دنبال به دیͽر، به�عبارت باشد. min
∑l

i=١ wi هدف تابع دارای و
∑

v∈si wi ≥ ١ ،v ∈ V (G)

کند. مینیمم را بالا مجموع که

باشد H یال�های روی نامنفͬ وزن تابع ͷی w : E(H) −→ R+ ∪ {٠} کنید فرض دوگان تعریف برای

به بنابراین .
∑

e∈E(H)w(e) ≤ χf
e (H) و

∑
e∈M w(e) ≤ ١ داریم H از M تطابق هر برای به�طوری�که

بنابراین مͬ�دهند. ما به را پایین کران�های وزن�دهͬ دو هر کند. ماکزیمم را بالا مجموع که هستیم wای دنبال

کنیم. ثابت را زیر حالت دو باید

بنابراین مͬ�دهد. پایین کران ͷی رئوس، به مقداردهͬ هر پس شود ماکزیمم مجموع مͬ�خواهیم چون (١

طرفͬ از بدهیم. وزن یال�ها به باید مͬ�کنیم، بررسͬ است چندگانه گراف ͷی که را آن دوگان وقتͬ

به�عبارت�دیͽر، است. چندگانه گراف در تطابق با برابر یالͬ گراف در مستقل مجموعه�ی که مͬ�دانیم

رأس دو آن�گاه مͬ�آوریم، به�دست را L(H) یالͬ گراف و مͬ�کنیم تبدیل رأس به را گراف یال�های وقتͬ

است. تطابق تعریف همان این و ندارند اشتراکͬ باهم که H از یال دو یعنͬ L(H) در مستقل

وزن یال�ها بقیه�ی و مͬ�دهیم را ١ وزن درجه بیشترین از v رأس به متصل یال�های همه�ی به ابتدا لذا،

را شود ١ حداکثر تطابق�ها همه�ی روی مجموع این�که شرط نسبت�دهͬ این باید البته مͬ�گیرند. را ٠

داشته را ͬͺی مͬ�تواند حداکثر ناصفرها از کدام هر از و است تطابق چون صورت این در باشد. داشته
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١ حداقل مستقل مجموعه�ی هر اعضای روی مجموع بنابراین است. برقرار آن برای شرط لذا باشد

.∆(H) ≤ χf
e (H) بنابراین و مͬ�شود کسری ͬͽعددرن برای پایین کران ͷی همه مجموع و مͬ�شود

ͷبه�کم و داریم تطابق ͷی این�که به توجه با مͬ�گیریم. نظر در را H از W القایͬ گراف زیر ͷی (٢

یال هر به بنابراین است. ١⌊
|V (W )|

٢

⌋ یعنͬ رئوس نصف حداکثر یال�ها تعداد القایͬ، زیرگراف تعریف

دارند W در سر ͷی حتͬ یا نیستند W در که هم H یال�های بقیه�ی مͬ�دهیم، را ١⌊
|V (W )|

٢

⌋ وزن W

مͬ�گیرند. را ٠ وزن نیز

که کنیم ثابت باید بͽیریم، درنظر آن�را از تطابق ͷی اگر بنابراین دارند. را مذکور شرایط مͬ�کنیم ادعا

یال�هایͬ فقط و دارند صفر وزن تطابق بیرون یال�های که مͬ�دانیم است. ١ حداکثر تطابق روی مجموع

حداکثر تطابق یال�های تعداد مͬ�دانیم طرفͬ از دارند. ناصفر وزن دارند قرار تطابق درون کاملا́ که

مͬ�شود.
⌊
|V (W )|−١

٢

⌋
باشند فرد اگر و

⌊
|V (W )|

٢

⌋
باشند زوج اگر که هستند، گراف رئوس نصف

و مͬ�شود
∑

e∈M w(e) = |E(W )| × ١⌊
|V (W )|−١

٢

⌋ ≤ ١ آن�گاه باشد فرد رئوس تعداد اگر بنابراین

مͬ�گیریم. نظر در |E(W )| را یال�ها تعداد آن در که مͬ�کند، صدق مذکور شرایط در بنابراین

ماکزیمم که مͬ�کند بیان است) شده داده توضیح [٢۵] و [١٢] (در تطابق�ها برای ادموندز۵ قضیه�ی

مͬ�کنیم تعریف بنابراین است، برقرار پایین کران�های این برای

Γ(H) = max

{
٢|E(W )|

|V (W )| − ١ : W ⊆ H , است V|فرد (W )|

}

نیز آن داخل و دادیم قرار صفر آن�را خارج داده�ایم، W به که است وزنͬ مجموع کل بالا مقدار

کران ͷی بͽیریم، نظر در آن�را ماکزیمم اگر حال مͬ�شود. |E(W )| × ١⌊
|V (W )|−١

٢

⌋ = ٢|E(W )|
|V (W )|−١

. Γ(H) ≤ χf
e (H) بنابراین و مͬ�شود کسری ͬͽعددرن برای پایین

داریم بنابراین

χf
e (H) = max{∆(H),Γ(H)}. (١.۴)

۵Edmond
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که زیر حدس مͬ�کنیم. تعبیر چندگانه گراف�های ͬͽرن اندیس روی خوب بالای کران ͷی به آن�را حال

دارد اشاره زیر نͺته�ی به شد، پیشنهاد [٣٣] سیمور و [١٩] گلدبرگ توسط

χf
e (H) ≤ χe(H) ≤ χf

e (H) + ١ .

آن�گاه χe(H) > ∆(H)+١ اگر ،H چندگانه�ی گراف ͷی برای گلدبرگ۶-سیمور٧). (حدس حدس۴.١.٢

χe(H) = ⌈Γ(H)⌉ .

یا χe(H) ≤ ∆(H) + ١ داریم همواره ،H چندگانه�ی گراف ͷی در �این�که به دارد اشاره حدس این

.χe(H) = ⌈Γ(H)⌉

و ∆(H) ≤ max{∆(H),Γ(H)} مͬ�دانیم همواره چون آن�گاه χe(H) ≤ ∆(H) + ١ اگر بنابراین

داریم χf
e (H) ≤ χe(H)

χf
e (H) ≤ χe(H) ≤ ∆(H) + ١ ≤ max{∆(H),Γ(H)}+ ١ ≤ χf

e (H) + ١

بنابراین ،Γ(H) ≤ max{∆(H),Γ(H)} همواره چون آن�گاه باشد، χe(H) ≥ ∆(H) + ١ اگر حال

داریم و مͬ�شود ⌈Γ(H)⌉ ≤ max{∆(H),Γ(H)}+ ١

χf
e (H) ≤ χe(H) = ⌈Γ(H)⌉ ≤ max{∆(H),Γ(H)}+ ١ ≤ χf

e (H) + ١

هستند. برقرار روابط این آن�گاه باشد، درست حدس اگر البته

ͷنزدی بسیار کسری ͬͽرن اندیس که کرد ثابت کان[٢۴] ابتدا مͬ�باشند. هم�ارز بالا حدس با زیر نتایج

گلدبرگ-سیمور حدس مفهوم به که ،χe(H) ≤ (١ + o(١))χf
e (H) یعنͬ مͬ�باشد، صحیح ͬͽرن اندیس به

ͷنزدی نیز [٢۵] لیستͬ ͬͽرن اندیس به کسری ͬͽرن اندیس که کرد ثابت هم�چنین او است. ͷنزدی بسیار

است.

مͬ�باشد. زیر قضیه�ی است، هم�ارز گلبرگ-سیمور حدس با که دیͽری نتیجه�ی

۶Goldberg
٧Seymour
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داریم H چندگانه�ی گراف هر برای [٩] ریزی٩). و (کاپرارا٨ ٢.٢.۴ قضیه

χe(H) ≤ max{⌊١٫ ١∆(H) + ٠٫ ٧⌋, ⌈Γ(H)⌉} .

٠٫ ٨ از آن�را افزودنͬ عامل و بخشیده بهبود اندکͬ را [٣٠] کاشͬ�واگͬ و نͬ�شͬ�زاکͬ قضیه�ی قضیه، این

دارد: اشاره سیمور و گلدبرگ حدس به به�این�صورت قضیه این کنید، توجه مͬ�دهد. کاهش ٠٫ ٧ به

.⌊١٫ ١∆(H) + ٠٫ ٧⌋ ≤ ∆(H) + ١ داریم ∆(H) ≤ ١٢ با H چندگانه�ی گراف هر برای

اصلͬ نتیجه�ی ٣.۴

مͬ�کنیم. ثابت و بیان را فصل این اصلͬ قضیه�ی اکنون

داریم G یالͬ گراف هر برای [٢۶] .١.٣.۴ قضیه

χ(G) ≤
⌈
∆(G) + ١ + ω(G)

٢

⌉
.

که حالتͬ است: حالت دو شامل اثبات بͽیرید. نظر در G = L(H) برای H چندگانه�ی گراف ͷی

از حالت دو هر در است. ∆(H) به ͷنزدی ∆(G) که حالتͬ و است بزرگ خیلͬ ∆(H) به نسبت ∆(G)

یال�های همه�ی یالͬ گراف در همواره مͬ�دانیم�که چون ،ω(G) ≥ ∆(H) که مͬ�کنیم استفاده حقیقت این

اول حالت مͬ�شود. ω(G) = ∆(H)حالت بدترین در لذا مͬ�دهند، تشͺیل را خوشه ͷی رأس ͷی به متصل

مͬ�آید. دست به ٢.٢.۴ قضیه از به�آسانͬ و است شده داده زیر لم به�وسیله�ی

آن�گاه ،∆(G) ≥ ٣
٢∆(H) − ١ و باشد H چندگانه�ی گراف از یالͬ گراف ͷی G اگر [٢۶] .٢.٣.۴ لم

.χ(G) ≤
⌈
∆(G)+١+ω(G)

٢

⌉

ترکیب از آن�گاه است، χf
e (H) = χf (G) و χe(H) = χ(G) همواره مͬ�دانیم این�که به باتوجه برهان.

داریم ٢.٢.۴ قضیه با ١.۴ تساوی

χ(G) ≤ max{⌊١٫ ١∆(H) + ٠٫ ٧⌋, ⌈χf (G)⌉}

٨Caprara
٩Rizzi
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داریم ۴.١.۴ قضیه ͷبه�کم بنابراین

χ(G) ≤ max

{
⌊١٫ ١∆(H) + ٠٫ ٧⌋,

⌈
∆(G) + ١ + ω(G)

٢

⌉}

آن�گاه ω(G) = ∆(H) مͬ�دانیم و ∆(G) ≥ ٣
٢∆(H)− ١ کردیم فرض چون لذا

⌈
∆(G) + ١ + ω(G)

٢

⌉
≥

⌈ ٣
٢∆(H)− ١ + ١ +∆(H)

٢

⌉
=

⌈ ۵
٢∆(H)

٢

⌉
=

⌈
۵
۴∆(H)

⌉

≥
⌊

١٫ ١∆(H) + ٠٫ ٧
⌋
≥ χ(G)

مͬ�آید. به�دست حͺم و

بپردازیم. ∆(G) < ٣
٢∆(H)− ١ حالت به حال

گراف هر برای قضیه به�طوری�که G = L(H) کنید فرض نقض، مثال ͷی به�عنوان .١.٣.۴ قضیه�ی اثبات

مͬ�خواهیم آنچه .∆(G) < ٣
٢∆(H) − ١ مͬ�دانیم�که لم۴.٢.٣ ͷبه�کم است. برقرار رئوس کمترین با یالͬ

فرض دارد. G ماکزیمم خوشه�ی هر در رأس ͷی که است S ⊂ V (G) ماکزیمال مستقل مجموعه�ی ͷی

رأس هر برای آن�گاه است ماکزیمال S چون بنابراین باشد. V (G) \S روی G القایͬ زیرگراف ͷی G′ کنید

که دارد وجود رأسͬ آن�گاه نشده، حذف که کنیم فرض اگر شده�اند. حذف آن همسایه�های از ͬͺی حداقل

اضافه مستقل مجموعه�ی به را رأس آن لذا ندارد، قرار مستقل مجموعه�ی در آن همسایه�های از هیچ�کدام

.∆(G′) ≤ ∆(G) − ١ که دید مͬ�توان آسانͬ به بنابراین دارد. S بودن ماکزیمم با تناقض که مͬ�کنیم

داشت، رأس نمͬ�توان آن از بیش و داریم رأس ͷی خوشه هر از هستند متصل هم به رئوس چون هم�چنین

است. برقرار G′ برای قضیه و ω(G′) = ω(G)− ١ داریم بنابراین و مͬ�کنیم کم آن از واحد ͷی لذا

χ(G′) ≤ داریم بنابراین است. یالͬ گراف ͷی به�وضوح یالͬ، گراف ͷی القایͬ زیرگراف هر که مͬ�دانیم

ͷی گرفتن ͷبه�کم V (G) از مناسب χ(G′)-رن�آمیزی + ١ ͷی مͬ�توانیم حال . ⌈∆(G)+١+ω(G)
٢ ⌉ − ١

χ(G) ≤ داریم بنابراین باشد، نهایͬ ͬͽرن کلاس S کنید فرض و بسازیم G′ از مناسب χ(G′)-رن�آمیزی

است. تناقض که ⌈∆(G)+١+ω(G)
٢ ⌉
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مجموعه�ی ͷی داریم نیاز تنها دهیم. نشان را G در S مستقل مجموعه�ی ͷی وجود است کافͬ اکنون

مستقل مجموعه�ی هر مͬ�توان بنابراین باشد، G ماکزیمم خوشه�های همه�ی برخورد محل که کنیم پیدا مستقل

یال�ها از مجموعه ͷی یعنͬ دهیم مͬ� انجام H در تطابق ͷی برای �را کار این داد. توسعه آن ماکزیمم تا را

مستقل مجموعه�ی ͷی دقیقاً H در تطابق ͷی مͬ�خواهیم. را - رأس ͷی در مشترک یال دو نه - E(H) در

مͬ�دهد. نشان را G در

،u, v ∈ V (H) رئوس از جفت ͷی برای مͬ�کنیم. معرفͬ داریم، نیاز که را نماد�هایͬ از برخͬ ابتدا

در مثلث ͷی مͬ�دهیم. نشان µ(u, v) با آن�را که است �v و u بین E(H) در یال�های تعداد uv ͬͽچندگان

به که هستند E(H) در یال�هایͬ آن مثلث ͷی یال�های و است مجاور متقابلا́ رأس سه از مجموعه ͷی ،H

اصل دو مͬ�دهیم. نشان tri(H) با را H در مثلث هر یال�های تعداد بیشترین هستند. متصل مثلث رئوس

مͬ�دهند. شرح را G و H در موجود ثابت�های زیر

.٣.٣.۴ اصل

∆(G) = max
uv∈E(H)

{deg(u) + deg(v)− µ(u, v)− ١}.

.۴.٣.۴ اصل

ω(G) = max{∆(H), tri(H)}.

یال ͷی پایانͬ نقطه�ی ͷی v اگر مͬ�کند آلوده را v رأس ͷی تطابق ͷی مͬ�دانیم�که تطابق، تعریف طبق

مجموعه�ی ͷی به همͽرایͬ به مربوط که کنیم پیدا را H در M ماکزیمم تطابق مͬ�خواهیم باشد. تطابق در

با مثلث هر یال ͷی شامل و است H در ماکزیمم درجه�ی از رأس هر برخورد محل چون است، مستقل

است. H در یال max{∆(H), tri(H)}

فرض و هستند ∆(H) درجه�ی از که باشد H در رئوسͬ همه�ی مجموعه�ی S∆ کنید فرض نهایت در

خواهیم مͬ حال است. یال max{∆(H), tri(H)} شامل که باشد H در مثلث�ها همه�ی مجموعه�ی T کنید

مͬ�کنند. عمل هم با متقابل به�طور T اعضای چطور که ببینیم
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از بزرگ�تر ͬͽچندگان دارای ab آن�گاه باشند، متقاطع b و aرئوس دقیقاً در T از مثلث دو اگر .۵.٣.۴ نظریه

.(µ(a, b) > ∆(H)
٢ ) است ∆(H)

٢

و �٢∆(H)−µ(a, b)−١ حداقل G در متناظر رأس درجه�ی ،b و aرأس دو بین H از e یال هر برای برهان.

degG(a, b) ≥ ٢∆(H)−µ(a, b)−١ (G)∆و < ٣
٢∆(H)−١ فرض، طبق چون است، ٣

٢∆(H)−١ حداکثر

داریم بنابراین .∆(G) ≥ degG(a, b) همواره و است

٢∆(H)− µ(a, b)− ١ < ٣
٢∆(H)− ١ ⇒ µ(a, b) >

∆(H)

٢ .

آن�گاه باشند، متقاطع aرأس در دقیقاً T از ade مانند دیͽر مثلث ͷی با T از abc مثلث اگر .۶.٣.۴ نظریه

است. µ(b, c) > ∆(H)
٢

است. ٢∆(H) − µ(b, c) − ١ حداقل ،b و a رئوس بین یال ͷی با متناظر G رأس ͷی درجه�ی برهان.

داریم شد، بیان قبلͬ نظریه�ی در که دلایلͬ طبق بنابراین

٢∆(H)− µ(b, c)− ١ < ٣
٢∆(H)− ١ ⇒ µ(b, c) >

∆(H)

٢ .

.µ(a, b) > ∆(H)
٢ آن�گاه باشد، داشته وجود S∆ از b و aرأس دو به متصل H یال ͷی اگر .٧.٣.۴ نظریه

از بزرگ�تر رئوس ͬͽچندگان از جفتͬ هیچ شامل که باشد T در مثلثͬ T ′ مͬ�کنیم فرض اثبات. ایده�ی

طور به نباشد. ∆(H)
٢ از بزرگ�تر رئوس تͺرار از جفتͬ هیچ در که باشد S∆ از اعضایͬ S′

∆ و نباشد ∆(H)
٢

S′
∆ مورد در زیر نظریه�ی چند مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را (T \ T ′) ∪ (S∆ \ S′

∆) و T ′ ∪ S′
∆ جداگانه

با را همسایه رئوس مجموعه�ی رئوس، از S مجموعه�ی ͷی برای کرد. خواهند ͷکم ما به اثبات برای T ′ و

مͬ�دهیم. نشان N(S)

.|N(S)| ≥ |S| داریم S ⊆ S′
∆ هر برای .٨.٣.۴ نظریه
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مجزا N(S) و S که است معنͬ بدان این است. مستقل مجموعه�ی ͷی S′
∆ ،٧.٣.۴ نظریه ͷکم به برهان.

نتیجه در دارد. وجود N(S) و S بین یال |S|∆(H) تعداد و است شده داده S ⊆ S′
∆ کنید فرض هستند.

aرأس کنیم فرض اگر بنابراین ندارد، وجود ∆(H) مساوی یا بزرگ�تر درجه�ی از N(H) در رأسͬ هیچ چون

داریم لذا .degN(S)(b) < ∆(H) و µ(a, b) < ∆(H)
٢ فرض طبق آن�گاه دارد، قرار N(S) در bرأس و S در

|S| − |N(S)|+ µ(a, b)− ١ + degN(S)(b) = degS(a)

< |S| − |N(S)| − ١ +
∆(H)

٢ +∆(H) < ∆(G) <
٣
٢∆(H)− ١

⇒ |S| − |N(S)| − ١ +
∆(H)

٢ +∆(H) <
٣
٢∆(H)− ١ ⇒ |S| < |N(S)|

مͬ�آید. به�دست مطلوب نتیجه�ی و

a درجه�ی آن�گاه باشد، داشته T ′ از bcd مثلث در پایانͬ نقطه�ی ͷی دقیقاً H در ab یال اگر .٩.٣.۴ نظریه

است. کمتر ∆(H) از

deg(a)−١+∆(H)−µ(c, d) از کمتر درجه�ی که است b و a بین یال ͷی با متناظر G در رأس هر برهان.

داریم آن�گاه دهیم، نشان |bcd| با را bcd مثلث یال�های تعداد اگر است. µ(c, d) ≤ ∆(H)
٢ هم�چنین و دارد

degH(a)− ١ +∆(H)− ∆(H)

٢ ≤ degH(a)− ١ + |bcd| − µ(c, d) ≤ degG(ab) < ∆(G)

<
٣
٢∆(H)− ١ ⇒ degH(a) < ∆(H) .

همواره آن�گاه باشد، داشته T ′ از bcd مثلث در پایانͬ نقطه�ی ͷی دقیقاً H در ab یال اگر .١٠.٣.۴ نظریه

. µ(a, b) ≤ ∆(H)
٢

µ(a, b) +∆(H)− ١ از کمتر درجه�ی که است c و b بین یال ͷی با متناظر G در رأس هر درجه�ی برهان.

بنابراین دارد.

٣
٢∆(H)− ١ > ∆(G) ≥ degG(bc) > degH(a)− ١ + degH(b) + µ(a, b) ≥ ∆(H) + µ(a, b)− ١
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⇒ ٣
٢∆(H)− ١ ≥ ∆(H) + µ(a, b)− ١ ⇒ µ(a, b) ≤ ∆(H)

٢ .

. deg(u) + µ(vw) ≤ ٣
٢∆(H) داریم w و u همسایه�ی دو با v رأس هر برای .١١.٣.۴ نظریه

قبلͬ فرض�های ͷبه�کم لذا است. دیͽر یال deg(u) + µ(vw)− ١ حداقل تابع ،v و u بین یال ͷی برهان.

داریم

٣
٢∆(H)− ١ > ∆(G) ≥ degG(uv) ≥ deg(u) + µ(vw)− ١

⇒ deg(u) + µ(vw) ≤ ٣
٢∆(H) .

دوبخشͬ گراف�های در تطابق برای بنیادی نتیجه�ی ͷی که مͬ�دهیم شرح را هال معروف قضیه�ی نهایت در

است.

V = (A,B)رئوس مجموعه با دوبخشͬ گراف ͷی G کنید فرض [٢٠] هال١٠). (قضیه�ی ١٢.٣.۴ قضیه

S ⊆ A هر برای اگر مͬ�کند آلوده را A رأس�های تمام که است تطابق ͷی دارای G این�صورت در باشد.

. |N(S)| ≥ |S| باشیم داشته

با رأس جفت هر بین یال ͷی شامل M تطابق با دارد. وجود مطلوب تطابق که دید مͬ�توان به�آسانͬ

ͷی T \T ′ در مثلث هر از و دارد برخورد S∆ \S′
∆ تطابق، این مͬ�کنیم. شروع ∆(H)

٢ از بزرگ�تر ͬͽچندگان

به�طوری�که بͽیریم نظر Hدر در تطابق ͷی اگر پذیرفت را هال قضیه�ی مͬ�توان ٨.٣.۴ نظریه�ی طبق دارد. یال

M ′ اجتماع بنابراین باشد. داشته برخورد M نمͬ�تواند تطابق این ١١.٣.۴ نظریه�ی طبق دارد. برخورد S′
∆

است. T \ T ′ در مثلث هر از یال ͷی شامل و دارد برخورد S∆ که است H در تطابق ͷی تطابق دو این از

بزرگ�تر ͬͽچندگان با پایانͬ نقاط یا دارد، برخورد H در درجه ماکزیمم با رأس ͷی با تطابق این در یال هر

دارد. ∆(H)
٢ از

١٠Hall
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شد؟ است، T ′ در مثلث هر از یال ͷی شامل Mکه ′ این تعمیم از مانع مͬ�توان که، ببینیم مͬ�خواهیم حال

مجزا رأس دارای T ′ در مثلث دو هر ۶.٣.۴ و ۵.٣.۴ نظریه�ها�ی طبق که، گفت باید سؤال این به پاسخ در

نظریه�های دارد. برخورد T ′ در مثلث�ها از برخͬ رأس دو با M ′ که است این مشͺل تنها بنابراین هستند،

اگر و مͬ�کند برخورد شده داده مثلث در رأس ͷی با حداکثر که مͬ�کنند تضمین ١٠.٣.۴ و ٩.٣.۴ و ٧.٣.۴

دهیم تعمیم را �M ′ مͬ�توانیم بنابراین است. ∆(H) درجه�ی از رأس آن آن�گاه باشد، داشته وجود رأس ͷی

مͬ�کند، برآورده را ما نیازهای همه�ی که است تطابق ͷی نتیجه شود. T ′ در مثلث هر از یال ͷی شامل تا

مͬ�شود. تمام قضیه اثبات بنابراین

الͽوریتمͬ نͺات ۴.۴

یعنͬ گراف�ها)، ͬͽرن (اندیس یالͬ گراف�های ͬͽرن عدد برای جدید بالای کران ͷی توانستیم فصل این در

در ͬͽرن کلاس ساختن برای الͽوریتم ͷی اثبات، نتیجه�ی مͬ�دهیم. ارائه را χf (G) ≤
⌈∆(G)+١+ω(G)

٢
⌉

.χ(G) < ٣
٢∆(H) − ١ با است برابر شرط آن و داریم اثبات در اولیه شرط ͷی اما مͬ�دهد، نتیجه را G

ریزی و کاپرارا توسط شده داده کران بنابراین نمͬ�ماند. باقͬ شرط این به نیازی کنیم حذف را رئوس اگر

نشان مͬ�توان به�آسانͬ برسد[٩]. انجام به O(|E(H)(|V (H) +∆(H))) زمان در مͬ�تواند ٢.٢.۴ قضیه در

گراف ͷی -رن�آمیزی
⌈∆(G)+١+ω(G)

٢
⌉
برای چندزمانه الͽوریتم ͷی مͬ�توان ١.٣.۴ قضیه اثبات در که داد

ساخت. زیر به�صورت H گراف ریشه�ی با G یالͬ

١.٣.۴ قضیه اثبات براساس را H از M تطابق ͷی است، ∆(L(H)) < ٣
٢∆(H) − ١ وقتͬ�که تا (١

است. ͬͽرن کلاس ͷی آن کنید فرض و بردارید

کنید. استفاه H یالͬ رن�آمیزی کردن کامل برای ریزی و کاپرارا الͽوریتم از (٢

O(|E(H)|) ͷی لیهوت١١ .G = L(H) به�طوری�که داریم را H گراف ریشه�ی که کنید فرض البته،

امͺان صورت در و است، H ساده�ی گراف ͷی از یالͬ گراف G حالت هر در که کرد ثابت را الͽوریتم

آن�ها همسایه�های و باشند مجاور اگر هستند جفت G در v و u رأس دو .[٢٧] مͬ�کند پیدا را H خروجͬ

١١Lehot
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هر دادن قرار به�وسیله�ی چندگانه یالͬ گراف�های برای را لیهوت الͽوریتم مͬ�توانیم برابرند. درغیراین�صورت

دارد. تͺرار k گوییم به�طوری�که دهیم، تعمیم تنها رأس ͷی به G در جفت رئوس از k چندگانه�ی مجموعه�ی

یالͬ گراف ͷی G′ گراف نتیجه در شود. انجام مͬ�تواند O(|E(G)|∆(G)) زمان در بدیهͬ به�طور نتیجه در

را H مͬ�توان باشد. H چندگانه�ی گراف از یالͬ گراف ͷی G اگر تنها و اگر است H ′ ساده�ی گراف ͷی از

کرد. تولید H ′ در یال�ها ͬͽدوگان بنابراین و G′ در رئوس ͬͽچندگان گرفتن نظر در به�وسیله�ی H ′ از
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time algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمانͬ. الͽوریتم

hit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کردن آلوده
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ب

loopless . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طوقه بدون

independently . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقل به�طور
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infinity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بͬ�نهایت

ت

combination . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترکیب

convex combination . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب ترکیب

random . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادفͬ

matching . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تطابق
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Abstract
The chromatic number χ(H) is defined to be the smallest number of colors needed

to color the vertices of H such that no edge Ei of H with |Ei| > 1 has all its vertices
with the same color. The chromatic index χ′(H) of H is the least number of colors
needed to color the edges of H so that no two intersecting edges have the same color.
Although determining the exact chromatic index of hypergraphs is very difficult, in
this thesis we try to determine it through a bound. so, we define the well-known
Shannon’s theorem and introduce its generalization in different states of a hypergraph
to use its results for obtaining different bounds for different kinds of hypergraphs. Even
in many cases, we use the Greedy algorithm for coloring in order to obtain an optimal
bound. For special kinds of k-uniform hypergraphs, we express bound of Alon and
Kim as a conjecture, then we prove it for the special kinds of intersecting k-uniform
hypergraphs. Finally, we use the fact that graphs are a special kind of hypergraphs
and we express the Vizing’s theorem that is the most populor theorem in chromatic
index of graphs, then we use related theorems about chromatic index of graphs and
duality in multigraphs and line graphs to deliver an upper bound for multigraphs.
Also, we use generalized Vizing’s theorem in different kinds of hypergraphs several
times. Some cases are still open.
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