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 مقدمه -1 -1

آغاز آن بوده و یکی از موضوعات مشکل در این خصوص انتخاب  ترین بخش هر فرآیند آماریسخت   

آن پاسخ خواهید بهها و سوال خاصی که میانتخاب درست به طبیعت داده. تحلیل درست آماری است

 .دهید وابسته است

ها گردد و با تحلیل دادهها گردآوری میای از دادهشود سپس مجموعهآمار با یک مساله آغاز می   

نیرومند : )گویدآلبرت انیشتین می. کندهایی خاتمه پیدا میگیرییابد و سرانجام با نتیجهمی ادامه

1991) 

تر از حل آن است که ممکن است صرفاً یک موضوع ریاضی یا بندی یک مساله اغلب مهمفرمول "

 ".مهارت تجربی باشد

 رگرسیون چیست؟ -1 -1

یین و تحلیل روابط نادقیق بین متغیرهای آماری تعریف عنوان روش تعدر کتب آماری رگرسیون به   

 :گیردبنابراین در رگرسیون دو مطلب مورد توجه قرار می. شودمی

 تعیین روابط بین متغیرها 

 تحلیل روابط بدست آمده 

تعیین روابط بین متغیرهای آماری را رگرسیون توصیفی و تحلیل این روابط را رگرسیون استنباطی 

خواهیم بدانیم که آیا مصرف سرانه سیگار با عنوان مثالی از رگرسیون، فرض کنید میبه. نامندمی

متغیرهای اجتماعی نظیر درآمد سرانه، سطح تحصیلات در جامعه، سهم دستمزد از درآمد کل و 

خواهیم چگونگی های آزمایشی مییا در بسیاری از پژوهش. متوسط قیمت سیگار رابطه دارد یا خیر

رابطه بین مصرف سیگار با متغیرهای ذکر شده . ت یک متغیر بر متغیر دیگر را بررسی کنیماثر تغییرا

را به یک یا چند متغیر ( مصرف سیگار)در فوق در قالب یک معادله یا الگویی است که متغیر وابسته 

 های سیگاردر این مثال، متغیر وابسته مصرف سیگار برحسب تعداد بسته. کندبین مربوط میپیش

بین، شود و متغیرهای پیشفروخته شده در یک استان بر مبنای سرانه در طول یک سال، محاسبه می

بین را با متغیر پیش  و   متغیر پاسخ را با . باشندمتغیرهای اقتصادی اجتماعی مختلف می

بین را با شو متغیرهای پی  همچنین مقدار مشاهده شده پاسخ را با . دهیمنشان می 1      

 .دهیمنشان می 1      
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ها، استفاده از مدل هدف دیگر رگرسیون، در کنار دو هدف تعیین روابط بین متغیرها و تحلیل آن   

 . گویی استنهایی در جهت پیش

 رگرسیون خطی -9 -1

  کنید  فرض. باشدترین انواع رگرسیون، رگرسیون خطی ساده میترین و سادهیکی از قدیمی   

صورت صورت مدل رگرسیونی خطی ساده بهدر این. داریم   بینو متغیر پیش  اندازه از متغیر پاسخ 

 باشدزیر می

   1   1     

 و   1 که در آن پارامترهای 
0

تر، در حالتی کلی  .مولفه خطای تصادفی در مدل است ϵمجهول و  

 شودورت زیر تعریف میمدل رگرسیونی چندگانه به ص

        

      1    که درآن، 
      1    از متغیر پاسخ،    1یک بردار   

یک ماتریس   

      1    ،   با بعد کامل ستونی     
بردار ضرایب مجهول رگرسیون و   

    1      
در رگرسیون خطی چندگانه فرض بر این است . ادفی هستندبردار خطاهای تص  

این مدل پارامتری هنگامی مناسب است . بین خطی استکه رابطه بین متغیر پاسخ و متغیرهای پیش

صورت تقریبی برقرار بین حداقل بهکه پذیره خطی بودن رابطه میان متغیر پاسخ و متغیرهای پیش

بین خطی نیست، استفاده از رگرسیون غیر پاسخ و متغیرهای پیشاما هنگامی که رابطه میان مت. باشد

 .باشدخطی کارا نمی

بین، وجود نداشته باشد، معمولاً با هنگامی که رابطه خطی میان متغیر پاسخ و متغیرهای پیش   

به ( 1311) 1باکس و تیدول.  شودبین سعی در بهبود آن میانجام تبدیلاتی روی متغیر پاسخ و پیش

 1همچنین باکس و کاکس. بین پرداختندلعه خانواده پارامتری تبدیلات روی متغیرهای پیشمطا

. به معرفی یک خانواده از تبدیلات توانی که به تبدیل باکس و کاکس معروف است، پرداختند( 1314)

شود، اما این روش نیز دارای این محدودیت کاکس در عمل بسیار استفاده می-هرچند روش باکس

های اخیر با در دسترس اما در سال(. 1931روزبه، )پردازد که تنها به تبدیل روی متغیر پاسخ میاست 

                                                             
 
 Box and Tidwell 
2
 Box and Cox 
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های ناپارامتری برازش منحنی از مقبولیت خاصی برخوردار شده ای، تکنیکهای رایانهبودن برنامه

 .است

 1رگرسیون ناپارامتری -1-4

. های خطی مناسب نخواهند بوداند، مدلب غیرخطیها اغلداده با توجه به اینکه در زندگی واقعی مدل

پذیر که برای شناسایی و تشخیص اثرات رگرسیون غیرخطی های آماری انعطافبنابراین باید از روش

 .باشند،  استفاده کردمفید می

-ها پیشصورت تقریبی داده. ها شکل تقریبی یک تابع را نشان دهندفرض کنید که پراکنش داده   

یک هموارکننده نمودار پراکنش . کندایجاد می 1های نمودار پراکنشی را برای هموارکنندهازمینه

به . پارامتری است هایها بدون تحمیل کردن پذیرهین دادهروشی برای نشان دادن وابستگی تابعی ب

یر در این شکل، نمودار پراکنش یک متغ. را در نظر بگیرید 1-1منظور روشن شدن این  مطلب، شکل 

افشانی در یک فصل مورد بین تعداد روزهای گردهدر مقابل متغیر پیش 9پاسخ ریشه دوم ابروسیا

 . نشان داده شده است( 5های ابروسیا فصل مربوط به مورد مطالعاتی داده)بررسی  

 

-تعداد روزهای گرده ینبپیشدر مقابل متغیر را  پاسخ ریشه دوم ابروسیا متغیر نمودار پراکنشت چپ، سم نمودار: 1 -1شکل

نمودار سمت . دهدهای دوم نشان میهمراه با خط رگرسیونی کمترین توان ابروسیاهای برای داده مورد بررسیافشانی در فصل 

بین به عنوان یک هموارکننده نمودار را در مقابل همان متغیر پیش پاسخ ریشه دوم ابروسیا ، یک هموارسازی اسپلاین متغیرراست

 .دهدنشان میپراکنش 

                                                             
 
 Nonparametric regression 
2 Scatterplot smoothers 
  Ragweed 
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قاب . )باشدها، مناسب نمیاز روی شکل به وضوح دیده می شود که برازش یک خط مستقیم به داده

ها که با بکاربردن یک هموارکننده نمودار پراکنش، برازش مناسبی برای دادهدر صورتی( سمت چپ

 (.قاب سمت راست)آید بدست می

-های انعطافدارند، برای حل چنین مشکلی، از روشدر عمل، مسائل زیادی نظیر مورد فوق وجود    

ها را این روش. شودکنند، استفاده میدهی میپذیری که روابط غیرخطی را به طور موثری سازمان

-و تک متغیر پیش  معادله یک رگرسیون ناپارامتری با متغیر پاسخ .  نامندمی رگرسیون ناپارامتری

 باشدبه صورت زیر می   بین

          

 ، با استفاده از یک    1  ،         های است که براساس داده 1یک تابع هموار  که در آن 

      1    شود و هموارکننده نمودار پراکنش، برآورد می
در . خطاهای تصادفی مدل هستند  

 صورت زیر خواهیم داشتتر، مدل ناپارامتری را بهحالت کلی

     1  1         (1-1)       

   1 متغیره با میانگین صفر و ماتریس کوواریانس دارای توزیع نرمال چند ϵشود که معمولاً فرض می

های مناسب بررسی شود که البته در عمل باید این پذیره با استفاده از روش(    1  1     )است 

 (. 1931ه روزب)

یابد، با مشکلاتی مواجه بین در مدل رگرسیونی ناپارامتری افزایش میوقتی تعداد متغیرهای پیش   

 :برخی از این مشکلات عبارتند از. شویممی

شود که واریانس برآوردها به طور غیرقابل قبولی بزرگ در این تنظیمات باعث میها داده 1پشتیکم -1

البته باید در نظر داشت که در حالت . های خیلی بزرگ رخ ندهددر نمونه شود، که البته ممکن است

 SASافزار برای اطلاعات بیشتر به راهنمای نرم. یابدکلی با افزایش بعد، واریانس به سرعت افزایش می

 .مراجعه کنید

 .های برآوردیابی ناپارامتری، مشکل استتفسیر مدل رگرسیونی براساس روش -1

                                                             
0 Smooth 
2 Sparseness 
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بین است، درک اطلاعات این برآوردها که شامل ارتباط بین متغیرهای وابسته و پیشاغلب در  -9

 .شویمدچار مشکل می

ارائه شد، که در بخش بعد  1توسط استون1395در سال  1های جمعیبرای رفع چنین مشکلاتی، مدل

 .پردازیمها میبه توضیح آن

 جمعیهای مدل -5 -1

 شودصورت زیر تعریف مییک مدل جمعی به

   1           
 
  1        (1-1)  

ها توابع ناپارامتری هموار و مجهول   متغیر پاسخ و   بین، متغیرهای پیش  1      که در آن 

مولفه خطای  ϵ. شودها استفاده میهای نمودار پراکنش برای برآورد آنهستند که از هموارکننده

 .1          شود ، فرض می     1  به ازای هر ( 1-1)در مدل . ل استتصادفی مد

 :عبارتند از( 1-1)های ناپارامتری کلی ها نسبت به مدلمزایای این مدل   

 .های ناپارامتری کلی با آن مواجه بودند، وجود نداردمشکل افزایش بعد که مدل( 1

دهند که چطور متغیر توضیح می، به طور منحصر بفرد، در مدلها برآوردهای هر یک از گزاره( 1 

 .کندتغییر می ،متناظر بینسته با هریک از متغیرهای پیشواب

بین با متغیر پاسخ ارتباط در عمل، ممکن است که در مسئله مورد بررسی بعضی از متغیرهای پیش   

که   9پارامترینیمه رگرسیونی  هایمدلبنابراین نیاز به . خطی و بعضی ارتباط غیرخطی داشته باشند

-های رگرسیونی نیمهمدل. شودهای پارامتری و ناپارامتری هستند، احساس میترکیبی از مولفه

پارامتری در دو دهه اخیر کاربردهای زیادی را پیدا نموده و توجه بسیاری از محققان را به خود جلب 

کار به 1391و همکارانش در سال 4خستین بار توسط انگلپارامتری نهای رگرسیونی نیمهمدل. اندکرده

، 1 با متغیرهای قیمت ماهیانه برق   ها، بررسی رابطه بین مصرف ماهیانه برق هدف آن. برده شدند

دارای یک رابطه   ها حدس زدند که متغیر وابسته یعنی آن. بود  و دمای هوا  1 در آمد ماهیانه 

از ( 1333) 5اشمالنسی و استاکر. است  و یک رابطه غیرخطی با متغیر  1 و  1 خطی با متغیرهای 

                                                             
0 Additive models 
2 Stone 
  Semiparametric regression  
  Engle 
  Schmalensee and Stoker 
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ها برای بررسی رابطه بین مصرف خانگی گازوئیل با متغیرهای درآمد، سن تعداد افراد این مدل

 ها دریافتند که لگاریتم مصرفآن. خانواده، محل اقامت و نوع خانه در ایالت متحده استفاده نمودند

گازوئیل بر حسب گالن دارای یک رابطه غیرخطی با لگاریتم متغیرهای درآمد و سن، و یک رابطه 

 .کنند و تعداد افراد هر خانواده و سایر متغیرهاستخطی با لگاریتم تعداد افرادی که رانندگی می

عنوان به. اندپارامتری ارائه شدههای رگرسیونی نیمههای متعددی جهت برآورد مدلتاکنون روش   

 :توان به موارد زیر اشاره کردچند مثال می

انگل و همکارانش، ) 1مبتنی بر اسپلاین هموارساز 1ایهای دوم جریمهروش کمترین توان -

 (1331، 9و چن و شیائو 1391

 (1331، 5فریدمن( ) MARS)4گانه اسپلاینروش رگرسیون تطبیقی چند -

 (1331 و همکارانش،1کیوزیک) 1های جزئیروش مانده -

 (.1331و همکارانش،  11و کارول 1331، 3سورینی و وانگ)  9روش درستنمایی نیمرخ -

با فرض معلوم بودن قسمت خطی به برآورد تابع ناپارامتری پرداخته و ( 1339)و همکارانش  11فن 

های پیشنهاد شده برای حل قسمت غیرخطی در مورد روش. سپس قسمت خطی را برآورد نمودند

 وارد زیر اشاره نمودتوان به ممی

 (1335، 14و لینتن و نیلسن 1334، 19جستیم و اوستد) 11ایروش انتگرال حاشیه -

 (11،1331هستی و تیبشیرانی ) 15بوجا  برازشپس الگوریتم -

 ( 1111و همکارانش، 11آماتو) رویکرد تقریب بوسیله سری فوریه   -

 .(1931روزبه، )روش تفاضلی  -

                                                             
0 Penalized least square 
2 Smoothing spline 
  Chen and Shiau 
  Multiple adaptive regression spline 
  Friedman 
  Partial residual method 
7 Cuzik 
  Profile likelihood method 
  Severini and Wong 
01 Carrol 
00 Fan 
 2
  Marginal integration 

0  Jestheim and Auestad 
0  Linton and Nielsen 
0  Backfitting Buja algorithm  
0  Hastie and Tibshirani 
07 Amato 
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پارامتری با استفاده از دو روش های رگرسیونی نیمهپارامترهای مدلنامه بر برآورد تمرکز این پایان  

  .است MARSو  اسپلاین هموارساز

 :باشدصورت زیر میفصل است که مطالب هر فصل به اختصار به 4ادامه این مجموعه مبتنی بر    

  ای نمودار هوسیله هموارکنندههبیونی ناپارامتری، های رگرسدر مدل برآوردبا توجه به اینکه

های نمودار پراکنش کنندهرو در فصل دوم به توضیح همواراز این گیرد،پراکنش صورت می

 .دهیمها را توضیح میپردازیم و در ادامه فصل مفهوم اسپلاینمی

 های هموارساز فصل سوم، شامل توضیح دو روش ناپارامتری برپایه اسپلاین، با عنوان اسپلاین

 .تطبیقی چندگانه است هایو رگرسیون اسپلاین

 های ناپارامتری فصل پارامتری براساس روشهای رگرسیونی نیمهدر فصل چهارم، به بیان مدل

 .پردازیممی 9

 های ، روشسازی و موردهای مطالعاتی کاربردی است که در آنفصل پنجم نیز شامل شبیه

های واقعی شده و دادهسازی های شبیههای قبل بر روی دادهرگرسیونی ارائه شده در فصل

 .شونداعمال و نتایج مقایسه می
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 نامهنمایی کلی از پایان

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 مقدمه: فصل اول

های نمودار پراکنش وارکنندههم: دومفصل 

 سازی

 سازی و موردهای مطالعاتی شبیه: پنجم فصل

 با یک متغیرپارامتری مدل رگرسیون نیمه  با بیش از یک متغیر پارامتریمدل رگرسیون نیمه

 اسپلاین هموارسازبراساس 

 
 MARSبراساس  MARSبراساس 

 اسپلاین هموارسازبراساس 

 

 پارامتریرگرسیون نیمه: چهارم فصل

MARS اسپلاین هموارساز 

 های ناپارامتریروش:  سوم فصل



 های نمودار پراکنشهموارکننده. 1فصل 
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 فصل دوم

 های نمودار پراکنش هموارکننده
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 مقدمه -1-1

در جهت ایجاد یک تابع  هادر آمار، هموارکردن یک مجموعه داده، استفاده از الگوهای مهم داده   

به عنوان تابعی از متغیرهای   سازی متغیر پاسخ تابعی برای خلاصه 1یک هموارکننده. تقریبی است

 .مراجعه کنید( 1331)آگاهی بیشتر به هستی و تیبشیرانی  برای. است      1 بین  پیش

ها همواره صورت هموارکننده. ها استها، ماهیت ناپارامتری آنیکی از خصوصیات مهم هموارکننده   

دهند، به همین دلیل اغلب در مدل رگرسیون، را ارائه می     1 به   ای از وابستگی تابعی ساده

هستی و )می نامیم  1برآورد تولید شده توسط یک هموارکننده را یک هموار. ساختار ناپارامتری دارند

 (.1331تیبشیرانی، 

اشاره کرد، یک خط  9توان به میانگین متحرکثالی ساده از یک هموارکننده، میبه عنوان م   

 . تواند به عنوان یک هموارکننده در نظر گرفته شودرگرسیونی به دلیل داشتن صورت پارامتری نمی

به این معنا که یک . ها تجسم سازی استاولین کاربرد آن: ها دو کاربرد عمده دارندهموارکننده   

، در جهت  در مقابل   تواند در جهت افزایش فهم چگونگی پراکنش کننده نمودار پراکنش میهموار

-به پیش  دومین کاربرد آن، برآورد میزان وابستگی میانگین . انتخاب گرایش در نمودار کمک کند

 (.1331هستی و تیبشیرانی، )شود ها است که در ادامه توضیح داده میبین

 نمودار پراکنش هموارکننده -1 -1

      1    فرض کنید    
      1    و   مقادیر متغیر پاسخ   

-مقادیر متغیر پیش  

است که برازش مناسبی، در راستای   و   از  ار پراکنش، تابعینمود کنندهیک هموار. بین باشند

 .کندها ایجاد میسازی، دادهخلاصه

که . اندهای نمودار پراکنش، انجام شدهاخیر، تحقیقات زیادی در رابطه با هموارکنندهدر دو دهه     

 1، گیو(1335) 1، دیرکس( 1334) 5، گرین و سیلورمن( 1331) 4واهبا: ها عبارتند ازبعضی از آن

، (1393)1، نادارایا(1399)3های هموارساز، مولراز اسپلاین( 1119)9و هانسن و همکاران( 1111)

                                                             
0 Smoother 
2 Smooth 
  Running mean  
  Wahba 
  Green and Silverman 
  Dierckxe 
7 Gu 
   Hansen et al. 
  Muller 
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، بومن و (1331)5، سیمونوف(1331)4، فان و گیجبل(1335)9، وند و جونس(1331و 1331)1ردلها

-به چند( 1111)11و فوکس( 1333)3، پاگان و یولاح(1333)9، لادر(1331)1، هارت(1331)1آزالانی

همچنین در . اندهای نمودار پراکنش، اشاره کردهبه عنوان هموارکننده 11ایو هسته 11ای موضعیجمله

اند از کار بردههای نمودار پراکنش بههای سری کلاسیک را به عنوان هموارکنندهرخی منابع، روشب

های روش در نهایت( 1333)15و افروموویچ( 1339)14، تارتر و لوک(1331) 19جمله تومپسون و تاپیا

 11، مولر(1339)و همکاران 11، هاردل(1331)11و ریدر 13،مس19، لوییس(1331)11در اگدن 11موجکی

( 1111) 11و شن 15و والتر( 1111)و سیلورمن  14، ناسون(1333)، ویداکویک (1333) 19ویداکویکو 

 .به عنوان هموارکننده مورد بحث قرار گرفته اند

های آینده پارامتری، که در فصلهای نیمهدنبال آن مدلهای ناپارامتری و بهکه روشبا توجه به این   

 . پردازیمها میست، در ادامه به توضیح آنهااند، بر پایه اسپلاینارائه شده

 هااسپلاین -9 -1

های بر هموارکننده. شودای در جهت رسم نمودارها اطلاق میاصطلاح اسپلاین در اصل، به وسیله     

های برازش براساس یکی از برجستگی. هایی از رگرسیون ناپارامتری هستندها، شیوهپایه اسپلاین

 (.1119لوک کیل، )پارامتری است های نیمهها در مدلآن راحت ها، برآورداسپلاین

                                                                                                                                                                                   
0 Nadaraya 
2  Hardle 
  Wand and Jones 
  Fan and Gijbels 
  Simonoff 
  Bowman and Azzalini 
7  Hart 
  Loader 
  Pagan and Ullah 
01 Fox 
00 Local polynominal 
02 Kernel 
0  Thompson and Tapia 
0  Tarter and Lock 
0  Efromovich 
0  Wavelet 
07 Ogden 
0  Louis 
0  Maass 
21 Rieder 
20 Hardle 
22 Muller 
2  Vidakovic 
2  Nason 
2  Walter 
2  Shen 
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شوند، به هم هستند که در نقاطی که گره نامیده می 1ایهای رگرسیونی قطعهها، تابعاسپلاین    

-برازش داده می بین هر دو گره ای در داخل ناحیهدر اصل، توابع رگرسیونی جداگانه. گردندمتصل می

وسیله گر باید به منظور برازش مدلی بهتحلیل .شوندها به یکدیگر متصل میت در گرهاین قطعاو  شود

ها را از قبل انتخاب ها و مکان گرهای ، تعداد گرهها مواردی از قبیل، تعیین درجه چندجملهاسپلاین

 .نماید

ها عبارتند برخی از آن. ها باشدها، وجود انواع بسیار مختلف آنترین جنبه اسپلاینکنندهشاید گیج   

های ، اسپلاین5های طبیعی، اسپلاین4هااسپلاین-P، 9های مکعبی، اسپلاین1های رگرسیونیاز، اسپلاین

ها نیز به عنوان یک اسپلاین علاوه براین، از ترکیب آن. 1و اسپلاین های هموارساز 1صفحه نازک

 9.یهای مکعبی طبیععنوان مثال اسپلاینبه. استفاده می شود

 هاها در اسپلاینتعیین گره -1 -9 -1

یک گره، پایان یک ناحیه و آغاز . ها بسیار مهم استها و فواصل در اسپلاینها، ناحیهانتخاب کران    

در . شودکند ایجاد میمعمولاً گره، آن جایی که رفتار تابع تغییر می. کندناحیه دیگر را مشخص می

 :شودزیر در نظر گرفته میها دو نکته اساسی انتخاب گره

 هایشانها با توجه به کرانانتخاب درست ناحیه -1

یعنی اگر یک تابع در یک ناحیه خیلی )تعیین درست تعداد فواصل لازم برای هر متغیر  -1

ای تابع خطی باشد، فقط یک در عوض اگر در ناحیه. ناهموار است، فواصل زیادی نیاز است

 (.فاصله نیاز دارد

 هاای و اسپلاینهای قطعهایچندجمله -1 -9 -1   

با میانگین یک و ( نرمال)یک متغیر یک بعدی باشد که مشاهدات آن از توزیع گوسی   فرض کنید    

به   وسیله تقسیم دامنه به     ای ای قطعهواریانس صفر تولید شده باشند و یک تابع چندجمله

-اولین تابعی که می. ای باشدیک چندجمله نماینده   اصله،دست آمده و در هر ففواصل پیوسته به

                                                             
0 Piecewise regression functions 
2 Regression splines 
  Cubic splines 
  P-splines 
  Natural splines 
  Thin plate splines 
7 Smoothing splines 
  Natural cubic splines 



 های نمودار پراکنشهموارکننده. 1فصل 

 

 4 
 

ای یعنی توابع قطعه.  است 1-1توان در هر فاصله برازش داد یک خط راست، نظیر خط سبز شکل 

 ثابتی همانند توابع زیر 

 1         1      1       1     1      9     1     

 

 (باشدمنحنی آبی تابع صحیح می) در هر فاصله ساختگی ای به تعدادی دادهیک تابع ثابت قطعه برازش :1-1شکل

 .دهدنقاط گره هستند، زیرا تابع در آن نقاط تغییر وضعیت می  1 و  1  تابع نشانگر و     که در آن 

های دوم برآورد کمترین تواندر این حالت،  .باشددهنده تابع واقعی میمنحنی آبی در نمودار نشان

             پارامترها در مدل 
9
امین ناحیه - میانگین     است، که         ، 1  

 :بنابراین مدل برازش داده شده در این حالت به صورت زیر خواهد بود. باشدمی

       1     1    1   1     1    9   1      

ای نظیر های ساختگی در هر فاصله برازش داد، تابع خطی قطعهتوان به این دادهدومین تابعی که می

 .باشدمی 1-1شکل 

 

 (باشدمنحنی آبی تابع صحیح می) در هر فاصله ساختگی ای به تعدادی دادهیک تابع خطی قطعه برازش :1-1شکل  

 2    

 2    
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9   صورت سه تابع دیگر به ،حالتدر این  ای قطعهعلاوه بر توابع  ،9 1 1               

ای ثابت، شامل یک تابع به صورت به عبارت دیگر، هر ناحیه علاوه بر تابع قطعه .نیاز است ،ثابت

 :  ادها برازش دتوان مدل زیر را به این دادهبنابراین در این حالت می. باشدمی       

       1     1    1      1    9   1     1    4    1     1 

   5   9       1    9      

 های دوم پارامتر برآوردگر کمترین توان 1   1  ،     که در آن ضرایب 
 

 . است 

-ترجیح داده می شوند، که البته آن نیز خطی قطعه 9-1هایی همچون شکل مواردی خاص، برازشدر 

-های پیوستگی، منجر به محدودیتاین محدودیت. باشدای اما با محدودیت پیوستگی در دو گره، می

 . شودهای خطی روی پارامترها می

 

ها اعمال محدویت پیوستگی تابع در گره با در هر فاصله ختگیسا ای به تعدادی دادهیک تابع خطی قطعه برازش :9-1شکل

 (باشدمنحنی آبی تابع صحیح می)

1   با اعمال پیوستگی در گره اول و دوم ، باید 
      1

1   و    
      1

و در نتیجه به    

 های خطیترتیب  محدودیت

 1   1 4   1   1 5  

 9   1 4   5   1 1 

شود که بتوان دو پارامتر را براساس چهار این دو محدودیت باعث می. شودبر روی پارامترها اعمال می

با      ارامتر کاهش یافته و توابع در واقع تعداد شش پارامتر به چهار پ. دست آوردپارامتر دیگر به

 ورت زیر خواهند بودها به صاعمال این محدودیت

 2    
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 1    1 

 1      

 9        1   

 4        1   

نشان داده  4-1در شکل     9 نمودار تابع . باشددهنده قسمت مثبت تابع مینشان، "+"که در آن 

 .شده است

 

 نمونه مقادیر یکنقاط مشکی . پیوسته است 1 که در    1        9 ای تابع اساسی خطی قطعهنمایش  :4-1شکل  

 .دنکنرا مشخص می     1       9 تایی  

-دست میای بهشوند که با افزایش درجه چندجملهدر اغلب موارد، توابع همواری ترجیح داده می   

مکعبی را برای یک مجموعه ای های قطعهایهای چندجملهاز برازش یک مجموعه 5 -1شکل . آیند

های در تمام نمودارهای این شکل، منحنی. دهدداده ساختگی با افزایش مرتبه پیوستگی نشان می

تابع قاب بالا، سمت چپ شکل . باشندسبز رنگ توابع برازش داده شده و منحنی آبی تابع واقعی می

همانطور که از شکل . ز هر ناحیه استای مکعبی، ناپیوسته در مرای  قطعه، ارائه دهنده چندجمله1-5

نمودار سمت راست قاب بالا نیز هر چند . ها صورت نگرفته استپیداست برازش مناسبی  به داده

اما تابع قاب . ها نیستباشد اما ارائه دهنده برازش خوبی به دادهدارای پیوستگی در تمام نقاط می

باشد و ها میمشتقات اول و دوم پیوسته در گره، پیوسته بوده و دارای 5-1پایین، سمت راست شکل 

با اعمال . نامندچنین تابعی را اسپلاین مکعبی می. باشدها میارائه دهنده برازش مناسبی به داده

-ای مکعبی و پیوستگی مشتقات اول و دوم این تابع در گرههای پیوستگی بر تابع چندجملهمحدودیت

 دست آوردرا به صورت زیر به 1 و  1 هایی در کعبی، با گرهتوان توابع پایه اسپلاین مها، می
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 1    1 

 1      

 9     1 

 4     9 

 5         1  
9  

 1        1  
9   

 

 .ای مکعبی، با افزایش مرتبه پیوستگیهای قطعهاییک مجموعه از چندجمله: 5 -1شکل 

   ای درجهای قطعهیک چندجمله     1  به ازای     های با گره   یک اسپلاین درجه    

ای، یک اسپلاین در حقیقت تابع ثابت قطعه. باشد 1  ی مشتقات پیوسته تا درجه دارااست که 

ین یک اسپلا. است 1ای پیوسته، یک اسپلاین درجه که تابع خطی قطعهدرجه یک است، درحالی

 .باشدو مشتقات اول و دوم پیوسته می 4  مکعبی، دارای 

 2     2    

 2     2    
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 :باشدها به صورت زیر میعلاوه بر این، صورت کلی توابع پایه اسپلاین

             

   

  1

  

 که در آن

         1         1                     
  1         1      

به هموارسازی در مند که علاقهشود، مگر آناستفاده می 9هایی با درجات بیشتر از درت از اسپلاینبه ن

 شوداستفاده می 4 1 1  هایی با درجات اسپلاین از در عمل به طور گسترده. مشتقات باشیم

 (.1113هستی و همکاران، )
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 ومفصل س

 روش های ناپارامتری
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 مقدمه  -1 -9

ای دیگر، این مهم توسط تعداد ها، هموارسازی توسط یک پارامتر و در دستهدر دسته ای از اسپلاین   

 " و" های هموارسازاسپلاین"در این فصل روش (. 1119لوک کیل، )شود های انتخاب میگره

MARS" کنیمباشند را بیان میکه به ترتیب جزو دسته اول و دوم می. 

 ی هموارسازهااسپلاین -1 -9

های ساختگی برای یک مجموعه از داده 1یابیبا استفاده از روش دروندو منحنی  1-9در شکل    

 از اتصال خطوط شکسته تشکیل یافته است،  یاب در نمودار سمت راست، تابع درون. رسم شده است

لازم به ذکر است که در هر دو  .باشددارای مشتق دوم پیوسته می   و در نمودار سمت چپ تابع 

یاب در این نقاط عبور کرده و لذا خطای تابع درون        از نقاط داده شده    مورد منحنی تابع 

 .        صفر است یعنی  

 

 های ساختگی یابی شده دادهنمایشی از منحنی های درون : 1-9 شکل

است در موارد خاصی که تغییرات پدیده تحت مطالعه سریع است، ممکن اگرچه که نمودار سمت ر 

است برای بیان رفتار آن پدیده توجیه پذیر باشد اما در عمل، توابع همواری با نمایشی شبیه نمودار 

تابع، موضوعی است که بایستی در نظر گرفته  "همواری"لذا . آیندتر به نظر میسمت چپ معقول

 . شود

که در طوریکند بهداشت که رگرسیون کلاسیک از دیدگاه دیگری موضوع را بررسی می باید توجه   

همچنین موضوع همواری . های دوم خطا ملاک است نه صفر بودن خطاسازی مجموع توانآن کمینه

سازی توان علاوه بر کمینهحال سوال این است که چگونه می. در رگرسیون کلاسیک مدنظر نیست

                                                             
 
 Interpolation 

t t 

y y 
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در بخش بعدی، . تابع به طور همزمان مدنظر قرار گیرد" همواری"ی دوم خطا، موضوع هامجموع توان

 "ای پایاپای بین داده خواهد شد که مبادله " 1روش جریمه ناهمواری "عنوان پاسخ این سوال تحت 

 .کندرا القا می "های دوم خطا مجموع توان "و  "ناهمواری 

      در بازه   ر خصوص اندازه میزان ناهمواری تابعی چون قبل از ورود به این بحث لازم است د   

کردن یک ثابت یا یک تابع با توجه به اینکه اندازه ناهمواری نباید تحت تاثیر اضافه . مطالبی بیان شود

تواند به توان نتیجه گرفت که میزان ناهمواری تابع مورد نظر در هر نقطه میخطی واقع شود، لذا می

     1    توان از این رو می. دوم درآن نقطه وابسته باشد مقدار مشتق
 

 
در   را میزان ناهمواری  

یا   توان تعداد نقاط تغییر تابع گیری ناهمواری میهمچنین برای اندازه. نامید      کل بازه 

   گرفت امارا نیز در نظر      ماکزیمم 
 . باشدز دیدگاه سادگی محاسباتی میمعیار مناسبی ا 1

های گذشته، قبل از اینکه نمودارهای کامپیوتری بوجود آید برای رسم در زمانذکر است که لازم به   

نکته . گفتندکردند که به آن اسپلاین میپذیر استفاده مینموداری هموار، از یک چوب نازک انعطاف

    برابر با   چوب جهت رسم یک نمودار خاص مثلاً جالب اینکه انرژی لازم برای خم کردن آن 
1 

 .بوده است

 روش جریمه ناهمواری  -1 -1 -9

چه در قسمت قبل به عنوان اهداف برازش منحنی گفته شد، سعی در برازش منحنی با توجه به آن   

رو از این. شدیدی نباشدهای خطا، دارای نوسانات خیلی است که علاوه بر دارا بودن کمترین توان دوم

 . کنیماز روش جریمه ناهمواری در جهت تحقق این مهم استفاده می

به  های دوم جریمه شدهمجموع توان. است      دارای مشتق دوم در فاصله   فرض کنید تابع    

 (1334گرین و سیلورمن، ) شودصورت زیر تعریف می

                
1            1 

 
 
  1         (9-1)  

αکه در آن  های دوم خطا و جمله دوم را گزاره را پارامتر هموارسازی، جمله اول را مجموع توان 1 

های دوم را کمینه کند، برآوردگر کمترین توان     تابعی که کمیت . نامندجریمه ناهمواری می

 گاه نمایش دهیم، آن   بارت دیگر اگر آن تابع را با نماد به ع. شودجریمه شده نامیده می

                                                                 (9-1)  

                                                             
 
 Roughness penalty method 
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 ..ها موجود استای از توابعی است که مشتق دوم آنمجموعه Aکه در آن 

رو عبارت جریمه ناهمواری خواهد بود، از این     گاه گزاره اصلی در بزرگ باشد، آن αاگر    

همچنین . خواهد داشت 1-9خمیدگی خیلی کمی، نظیر نمودار سمت راست شکل    کننده مینیمم

     کند، گزاره نهایت میلبه سمت بی αاگر 
1

به برازش    باید به اجبار صفر باشد و منحنی  

 (. 1-9ودار سمت چپ شکل نم)شود رگرسیون خطی نزدیک می

 

 .کندمینیمم می( سمت چپ) αو بی نهایت ( سمت راست)را برای مقدار بزرگ      که   نمودار تابع  :1-9 شکل

های را مجموع توان دوم     گاه، بخش اصلی به طور نسبی کوچک باشد آن αاز طرف دیگر اگر 

همچنین اگر . خواهد بود 9-9واری زیادتری نظیر شکل دهد و لذا منحنی دارای ناهمخطا تشکیل می

α  خواهد 1-9یاب نمودار سمت چپ شکل نزدیک به منحنی درون   به سمت صفر میل کند، منحنی

 .شد

 

 .کندمینیمم می αرا برای مقدار کوچک      های ساختگی با منحنی که داده :9-9 شکل

t t 

y y 

t 

y 
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ای از توابع اسپلاین، موسوم به اسپلاین مکعبی طبیعی است لذا در ، گونه  شود از آنجا که ثابت می   

 . پردازیمبخش بعد به طور مفصل به بیان این نوع توابع می

 مکعبی و مکعبی طبیعی اسپلاین  -1 -1 -9

 .کنیمرا مرور می  ای مرتبه جهت درک بهتر اسپلاین مکعبی، ابتدا تعریف چندجمله

 بارت است از ع  ای مرتبه یک چندجمله

        
     1 

  1     1 
1   1 

1   1 

ضرایب ثابت و مقادیری حقیقی  1   1      یک عدد صحیح نامنفی و   و     که در آن 

-باشند به      در بازه  مقادیر واقع 1  1      فرض کنید که . 1   که طوریهستند به

1   طوریکه  را اسپلاین مکعبی نامند، اگر دارای دو       روی   تابع .         

 :شرط زیر باشد

 .باشد 9ای درجه جملهیک چند،           1  1    1    در هر بازه   تابع  -1

   و مشتق اول و دوم آن در هر   ای باشند که تابع گونههب   ها در نقاط ایجملهاین چند -1

 . شودرا نتیجه می      پیوسته باشد، که در نتیجه پیوستگی روی کل بازه 

که یکی از . های زیادی برای ساخت یک اسپلاین مکعبی وجود داردروش. گویندگره می   به نقاط 

 ها عبارتست ازآن

             
9          

1                             1  

1 های حقیقی هستند و ، ثابت     1  به ازای     و    ،   ،   که در آن  و     

   1     . 

های یعنی نقاط داخل بازه      در نقاط انتهایی بازه  ای برازش شدهدانیم که رفتار چندجملهمی   

در این نقاط غیرمعقول به  1یابیبینی است، بنابراین بروننامنظم و غیرقابل پیش       و   1    

جایی که نقاط انتهایی بر برازش لذا از آن. ها بدتر نیز گرددتواند با اسپلاینرسد که مینظر می

صورت خط که برازش مدل در نقاط انتهایی بهتوانیم با گذاشتن شرط اینتاثیر سوئی دارد میاسپلاین 

در . پذیر استراست باشد این مشکل را برطرف کنیم، که این کار توسط اسپلاین طبیعی مکعبی امکان

حقیقت یک اسپلاین طبیعی مکعبی شرط اضافی خطی بودن اسپلاین در نقاط انتهایی را در مدل 

                                                             
 
 Extrapolation 
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 اسپلاین مکعبی طبیعیرا، یک       یک اسپلاین مکعبی بر فاصله  به عبارت دیگر،. کندضافه میا

 . برابر صفر باشد  و   گویند اگر و فقط اگر مشتق اول و دوم آن در 

 1دوم مشتقمقدارنمایش اسپلاین طبیعی مکعبی با استفاده از   -9 -1 -9

-ن مکعبی طبیعی ارائه شد، از نظر محاسباتی مناسب نمینمایشی که در بخش قبل برای اسپلای    

، نمایشی که به نمایش    در هر گره   رو جهت ارائه فرم بهتری، با استفاده از مشتق دوم از این. باشد

 .دهیممشتق دومین مقدار مرسوم است، برای اسپلاین مکعبی طبیعی ارائه می

1 های ی با گرهیک اسپلاین مکعبی طبیع  فرض کنید     همچنین در نظر . باشد      

 بگیرید

                                1      

1 : باید صفر باشد، لذا   و  1 در   بنا به تعریف اسپلاین مکعبی طبیعی، مشتق دوم      1  .

1     1  و       1  به ازای     های ورودی با   1      فرض کنید حال 
1

به  

 :صورت زیر تعریف شود

   1   
1

   1
         

1

   1
 

1

  
            1   

1

  
   

1      که در آن ، 1     1  برای  . 1           1    و  1     1         

 رت است ازعبا  لذا ماتریس 

 

 

 

 

 9عبارتند از    های یک ماتریس متقارن باشد که در آن مولفه  1     1    همچنین فرض کنید 

                                                             
 
 Value- second derivative 

 .شودز میآغا 1از   سازی محاسبات  در روشی غیراستاندارد جهت ساده 1
 .آغاز می شود 1نیز در روشی غیراستاندار جهت سادگی محاسبات از  Rدرایه های ماتریس  9
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1

9
    1               1     1  

     1     1   
1

1
            1     1  

 عبارت است از  صورت ماتریسی .  1      برای  1    و 

 

 

 

 

 صورت زیر در نظر بگیریدرا به  ماتریس 

     1   

 . توان قضیه زیر را بیان کردبا استفاده از تعاریف فوق، می

کند یک اسپلاین مکعبی طبیعی را مشخص می  های دوم یعنی و مشتق  بردارهای : 1 -9 قضیه

 اگر و فقط اگر

       

      1  = که در آن . برقرار باشد
 1      1    و   

اگر رابطه فوق برقرار باشد، آنگاه    

 (:1334 ،گرین و سیلورمن)جریمه ناهمواری به صورت زیر خواهد بود 

       1
 

 

              

 هایابی اسپلایندرون -4 -1 -9

سازی و یافتن نامه بر مسائل هموارسازی است، اما در ادامه برای سادهاگرچه تاکید اصلی در این پایان

رو از این. یابی داریمشده نیاز به مسائل مربوط به درونهای دوم خطا جریمهکننده مجموع توانمینیمم

 .مپردازیها مییابی با اسپلاینبه توضیح درون
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داده شده       1 در نقاط       1 صفحه مختصات را در نظر بگیرید، فرض کنید مقادیر    

. بدست آید        یابی در نقاط از درون  طوریکه است به  هدف، یافتن یک منحنی هموار . باشند

 .    1               عبارتی داشته باشیم  به

-ترین و گستردهساده. وجود دارد  یاب، معقول های زیادی برای ساختن یک تابع درونوضوح روشبه

ضمن اینکه این . بوسیله یک خط مستقیم است        ترین روش استفاده شده، متصل کردن نقاط 

   آورد، چون تابع م نمیروش بدون تردید برای اهداف زیادی کافی است، اما یک منحنی هموار فراه

 . ، مشتق ناپیوسته دارد  در نقاط 

تواند از تعریف جریمه ناهمواری که در یاب مییک روش مناسب در جهت ساختن یک تابع درون   

دنبال اگر به. را در نظر بگیرید( 1-9)در رابطه A مجموعه . ارائه شد، نتیجه شود 1-1-9بخش 

شده در میان نقاط داده شده باشیم، یک انتخاب بدیهی این است که ابییهموارترین منحنی درون

    شده، مقدار یابیمنحنی درون
های هموار که در میان تمام منحنی Aرا روی مجموعه       1

 را داشته باشد، یعنی در میان همه این خاصیتمنحنی که . یابی شده، مینیمم کندها درونبه داده

    اند، مینیمم کننده یابی شدهکه درون Aدر    های نیمنح
1
های در گزاره مجموع توان      

 .است   های شده باشد، یک اسپلاین مکعبی طبیعی با گرهدوم خطا جریمه

     یاب با کمترین مقدارکردن تابع درون بنابراین مسئله پیدا
کردن اسپلاین  پیدا معادل،      1

این ادعا در  .هاست   برای همه         و مقادیر    هایی در نقاط مکعبی طبیعی یکتایی با گره

 .گرددشود، اثبات میقضایایی که در ادامه بیان می

شی وسیله یک اسپلاین طبیعی مکعبی در رویابی یک مجموعه از مقادیر بهای که در دروننتیجه

 .شود در قضیه زیر بیان شده استمنحصر بفرد حاصل می

1 ،  1  فرض کنید : 1 -9قضیه  در این . داده شده باشد      1 و مقادیر        

 که طوری، وجود دارد به  هایی در نقاط ، با گره صورت اسپلاین مکعبی طبیعی منحصربفردی مانند 

                           1       

 .مراجعه شود( 1334)برای اطلاعات بیشتر به گرین و سیلورمن 
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 مکعبییابی اسپلاین طبیعی خواص بهینگی درون -5 -1 -9

یاب اسپلاین مکعبی طبیعی، روی کلاس بزرگتری از کلاس توابع که درون دهیمدر اینجا نشان می   

    ار یاب، مینیمم مقدهموار درون
1
 را به صورت زیر در نظر بگیرید Bمجموعه . را دارد      

      دارای مشتق اول مطلقاً پیوسته باشد     

به     پذیر است، و یک تابع انتگرال   دارای مشتق       پیوسته بوده و روی فاصله   به عبارتی 

                     که طوریدارد، بهوجود       ها در   ی ازای همه
 

 
. 

توابع در  شامل همه B دارای مشتق دوم پیوسته باشد،      روی   این شرط مبین آن است که اگر 

A است. 

در       1 مقادیر مکعبی طبیعی با یاب اسپلاین یک درون  و  1  فرض کنید : 9 -9 قضیه

1    ،      1 اط نق -باشد به Bتابعی در    همچنین فرض کنید . باشد         

     گاه آن          داشته باشیم       1  طوریکه به ازای 
1
     

و تساوی برقرار  1

 .مساوی باشند   و   است اگر و فقط اگر 

و   یابی  نقاط درون     1  به ازای    که  باشد Bتابعی روی         فرض کنید :برهان

  و   در     صفر است و لذا بنا به شرایط کرانداری،    در همه نقاط   واضح است که . باشند   

 بنابراین با استفاده از انتگرال گیری جزء به جزء داریم. صفر است

                             
 

 

 

 

 

                                                              
          

   1

  

  1

  1

 

                                                                      
        1        

  1

  1

 

      1  

ثابت و برابر با مقدار   1       صفر، و روی هر فاصله        و   1    روی هر فاصله      زیرا 

       
 توان نتیجه گرفتلذا می. است   



 های ناپارامتریروش. 9فصل 

 

28 
 

     
1
           1      1  1            1

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     1      1      1
 

 

 

 

 

 

 

     کهبرقرار است فقط و فقط وقتی تساوی  ،در عبارت بالا
1
 .    و بنابراین  1   و لذا 1 

∎ 

 ینیمم کننده منحنی اسپلاینوجود و یکتایی م  -1 -1 -9  

دست کند، بهرا مینیمم می( 1-9)، تابعی که عبارت Bدر اینجا قصد داریم در بین همه توابع مجموعه 

که  طوریباشند به       نقاطی در بازه      1 های قبل، فرض کنید همانند بخش. آوریم

   1 به منظور اطمینان . باشند       1 صورت هو  فرض کنید مشاهدات ب         

 .باشد 9  فرض کنید که   از برقراری شرایط قضیه

1   که طوریبه      1 های فرض کنید گره: 4 -9 قضیه مفروض هستند و         

α    هایی در ا گرهیک منحنی دلخواه ب   همچنین فرض کنید که . پارامتر هموارسازی است 1 

 گاهباشد آن     1           یاب اسپلاین مکعبی طبیعی با مقادیر یک درون  باشد و 

           

تساوی برقرار است اگر و . است  1         صورت اسپلاین مکعبی طبیعی به   که در آن 

 .      فقط اگر 

 توان نتیجه گرفتبنابراین می.             ضیه داریم بنا به فرض ق :برهان

            
1
            

1

 

  1

 

  1

 

     داریم  9-9از طرفی بنا به قضیه 
1
     

 ، بنابراین  1

           

 ابرست با های دوم خطا برمجموع توان

           
1              

 

  1
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      1    که در آن 
          1         و   

گزاره  1-9با استفاده از قضیه .  

    جریمه ناهمواری 
 لذا داریم. نوشت     توان به صورت را می 1

                       

                                                                            (9-9)  

 :، داریم  نسبت به( 9-9)گیری از رابطه با استفاده از مشتق

1

1

     

  
          1  

 بنابراین

          1   

 و از طرفی 

1

1

 1    

  1      1  

αزیرا   .یک ماتریس معین مثبت است  و  1 

بنابراین روی فضای . کندرا به طور یکتا تعریف می  ، اسپلاین  دانیم که بردار می 1-9از قضیه 

 نیمم یکتایی را به صورت می     ،   هایی در نقاط های مکعبی طبیعی با گرهی اسپلاینهمه

 بنابراین خواهیم داشت. دارد  1          

           

 ∎ 

های ی هموارسازی  مبتنی بر مینیمم کردن مجموع توانهاهمانطور که مشاهده شد، روش اسپلاین

-ا جریمههای دوم خطبا توجه به اینکه برآوردگر کمترین مجموع توان. شده استدوم خطای جریمه

باشد و در ساختن آن از تمام مشاهدات به عنوان گره یاب میشده یک اسپلاین طبیعی مکعبی درون

 1تطبیقیهای غیرهای هموارساز را روش اسپلاینتوان روش اسپلاینرو میاستفاده شده است، از این

 .نامید

                                                             
 
 Non- adaptive 
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 (MARS)مارس  -9 -9

ون است و برای مسائلی با بعدهای بالا برای رگرسی 1یک روش تطبیقیMARS روش ناپارامتری 

تواند به عنوان این روش می. کندخوبی عمل میبین زیاد است، بههنگامی که تعداد متغیرهای پیش

در نظر گرفته ( CART)1 درخت رگرسیونی تعمیمی از رگرسیون خطی گام به گام یا اصلاحی از روش

پاسخ پیوسته است، اما در روش  رویه MARSطوری که در روش به( 1113هستی و همکاران، )شود 

در اینجا  .گیردهای آن در مرز نواحی افراز شده شکل میو ناپیوستگی بودهپیوسته ندرخت رگرسیونی 

MARS کنیمرا از نقطه نظر اول یعنی تعمیمی از رگرسیون خطی گام به گام معرفی می . 

ها ترین نوع اسپلاینای که سادهقطعههای خطی در این روش براساس برازش رگرسیونسازی مدل

برای هر ( هاگره)و نقاط پایانی فواصل  ی موثرمتغیرها، MARSدر روش . گیردهستند، صورت می

علاوه بر جستجوی یک به  .شوندفشرده تشخیص داده می متغیر از طریق یک روش سریع اما بسیار

-می ،نظر باشد که مورد ایمرتبههر تا  به جستجوی اثرات متقابل بین متغیرها MARSیک متغیرها، 

یک  MARSدر مرحله اول، . شودای انتخاب میدر یک فرآیند دومرحله MARSمدل بهینه . پردازد

که  ایپایهو در مرحله دوم توابع . سازدمدل بیش از حد بزرگ را از طریق یک مکانیزم رسمی می

 .شونده از مدل حذف میمدل بهین رسیدن بهکمترین سهم را در مدل دارند، تا 

 MARSها در روش یافتن گره -1 -9 -9

و قاب سمت  9های مسکن بوستندهنده دادهقاب سمت راست نشان. را در نظر بگیرید 4 -9شکل    

 .دهدمی نمایشها را با سه گره برای این داده MARSیک برآورد چپ 

 

 .  MVهای مسکن بوستون در مقابل متغیر پاسخ داده LSTATمتغیر  MARSو برآورد  هانمایش داده : 4 -9 شکل

                                                             
 
 Adaptive 
2
 Classification and Regression Trees 

 
3
 Boston Housing  
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های ها از پیش در فاصلههای معمولی، گرهدر این است که در اسپلاین MARSها و تفاوت اسپلاین   

-وسیله یک روش جستجو تعیین میها به، گرهMARSشوند در حالیکه در مساوی و از قبل تعیین می

باشد در روش ( 1 ) 1ر بهینگی برازش مدل رگرسیون، ضریب تعییندر این راستا، چنانچه معیا. گردد

MARS ای که بیشترین مقدار ضریب تعیین را دارد، ی بالقوه، آن گرههابررسی تعداد زیادی از گره با

ها نیاز به محاسبات اگرچه پیدا کردن بهترین جفت گره( 1111، 1فورد سیستملسا). شودانتخاب می

-ی مورد نیاز مجهول میهاها، وقتی که تعداد گرهمچنین یافتن بهترین مجموعه گرهزیادی دارد و ه

رو ها را در یک روش پیشمکان و تعداد مورد نیاز گره MARS .و طاقت فرساست باشد، بسیار سخت

. گرددهای زیادی تولید میبرآورد دارد با گرهرو، مدلی که بیشدر مرحله پیش. یابدمی 9روپس -

در  بنابراین انتخاب گره. شوندیی که کمترین سهم را در برازش کلی دارند، حذف میهاس آن گرهسپ

ی نادرست، هاها خواهد بود، اما این گرههای نادرست زیادی برای گرهرو شامل مکانمرحله پیش

ش اسپلاین را یک رو MARSتوان روش رو میاز این. شوندرو از مدل حذف میاحتمالاً در مرحله پس

 .تطبیقی نامید

 MARS ابع پایهوت -1 -9 -9

ای موسوم به توابع اسپلاین است که به صورت زیر تعریف متکی بر توابعی قطعه MARSاساس روش 

 شوندمی

 1            
                 

درغیراینصورت             1
       1            

                 

درغیراینصورت             1
  

در این روش فرض بر . دهنده قسمت مثبت استنشان، "+"شود و نماد نامیده می "گره"  که در آن 

در .       1  1    را اختیار کند، یعنی   تواند مقادیر مشاهدات متغیر می  آن است که گره 

5 1 و    5 1    ، نمودار توابع5-9شکل   .به عنوان مثال نشان داده شده است     

                                                             
 
 Coefficient of Determination  
2
 Salford systeme 
3
 Forward-Backward 
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 ( خط نقطه چین)       و ( خط تو پر)       نمایش نمودار توابع  : 5-9شکل 

 (.1113هستی و همکاران )شود یاد می "جفت منعکس شده"در ادامه بحث از این دو تابع به عنوان 

-ها بههای منعکس شده، چهار مدل زیر را که نمودار آنو ترکیب جفت برای درک بهتر توابع پایه

 آمده است در نظر بگیرید( چپ به راست) 1-9و  1-9های ترتیب در شکل

 1  1  5   1 9   

  1  1  5   1 9   1 1 9      

    2  5   1       1           1     

 4  1  5   1 9   1 1 9      9   1 1   5 1 1      

 

1 های رگرسیونی نمایش مدل: 1-9شکل   1 1  و ( قاب سمت چپ)   9 1   5   1 5   1 9   

 (قاب سمت راست)     9 1 1
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 و  ( سمت چپ قاب)     1           1       1   5 2    های رگرسیونی نمایش مدل: 1-9شکل 

    4  1  (قاب سمت راست)     1 1 5   1 1   9     9 1 1   9 1   5 

تواند نمودار حاصل را دهند که چگونه اضافه شدن یک تابع مبنا در مدل، میاین نمودارها نشان می

 . تحت تاثیر قرار دهد

که  ایتا هر مرتبهرات متقابل بین متغیرها به جستجوی اثتواند می MARSهمانطور که گفته شد    

 1 و  1  باشد و 1  فرض کنید که   ،MARS این توانایی نشان دادن برای ، بپردازدموردنظر باشد

در نشان دادن  MARSکننده توانایی بیان 9-9نمودارهای شکل  .باشند 1گره  با دارای مشاهداتی 

 . محل اثرات متقابل هستند

 

1  حاصلضرب تابع پایه  :9-9شکل  1 در توابع پایه    1  1  و    1    1   

علاوه بر تعیین اثرات متقابل بین توابع پایه، توانایی نشان دادن محل این اثرات را در  MARS روش

  .فضا دارد
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 MARSروش  -9 -9 -9

اما به جای استفاده از متغیرهای . گام استاستراتژی ساختن مدل شبیه یک رگرسیون خطی گام به   

 .شوداستفاده می (اثرات متقابل)هایشان و حاصلضرب  مجموعه  در ورودی، از توابع

         
 
                    1   1           1      

. بود تابع پایه خواهد   1 شامل   باشد، مجموعه  ها وجود نداشتهاگر داده تکراری در مجموعه داده

 مورد نظر دارای ساختار تابعی زیر است MARSمدل 

      1           
 
  1           (9-4)  

تعداد   یا حاصلضرب دو یا چند تا از این توابع است همچنین   یک تابع در       که در آن هر 

،   با داشتن توابع . گرددرو مشخص میود در مدل است که پس از اعمال مرحله پستوابع موج

 .شوند، برآورد میهای دوم خطابوسیله مینیمم کردن مجموع توان   ضرایب 

MARS هیرتغم کی 

 را به های بعد آنبیان کرده، سپس در بخش  را فقط با یک متغیر ورودی  MARSدر ابتدا مدل    

صورت های مشاهده شده را بهدر این حالت، داده. دهیمهای چندگانه تعمیم میورودی

 .گیریمامین مشاهده است، در نظر می- ، معرف         که              1  1   

  رومرحله پیش

 نی در ابتدا مدل در نظر گرفته شده فقط شامل عرض از مبدا است، یع   

  1      1  

1  که در آن  های زیر ، از بین مدل1سپس برای ساختن مدل . شودنامیده می 1این مدل، مدل .    

باشد، انتخاب ها میهای دوم خطا در میان سایر مدلمدلی را که دارای کمترین مقدار مجموع توان

 گرددمی

  11      1    1    1     1  1       

  11      1    9    1     4  1       
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   1       1    1  1          1          

 صورت زیر انتخاب شود فرض کنید مدلی به

  1      1    9    1     4  1       

 نامید 1توان به صورت زیر نمایش داد و آن را مدل که به صورت مختصرتر می

  1      1    9 9      4 4     

هش را در که افزودن آن توابع، بزرگترین کا 1را با افزودن سایر توابع پایه به مدل  9اکنون  مدل 

های زیر انتخاب از بین مدل 9بنابراین مدل  .شودساخته می های خطا دارد،مقدار مجموع توان دوم

 .خواهد شد

  91      1    1
  9      1

  4      9
  1      4

  1     

  91                   9
  5      4

  1     

              

   9   1                  9
  1  1      4

  1      

شود که بیشترین کاهش را در مقدار های فوق انتخاب میهمانطور که گفته شد مدلی از بین مدل

                
1 

شایان ذکر است که در هر بار ساختن مدل جدید . دداشته باش 1  

. شوندمجدداً برآورد می های دومموجود در مدل جدید توسط مینیمم کردن مجموع توان  ضرایب 

یا توسط   1  توجه شود که . یابدبه مدل اضافه شود، ادامه میتابع پایه   که این فرایند تا زمانی

 .شودکاربر مشخص می

 رومرحله پس

ساز ممکن است های مدلرو، مدل تولید شده مدلی است که اگرچه برای دادهدر پایان مرحله پیش

وارد  MARSبرای رفع این مشکل، روش . های آزمون استبرازش دادهمناسب باشد اما موجب بیش

توابع  بنابراین اکنون به حذف ممکن هر یک از . شودمی "حذف توابع پایه از مدل"مرحله دوم  یعنی 

ای از مدل توابع پایه. شودتابع پایه است، توجه می  1   1که دارای یک عرض از مبدا و    مدل 

. های دوم خطا داشته باشدها کمترین افزایش را در مقدار مجموع توانحذف خواهند شد که حذف آن

 .یابدد، ادامه میجز عرض از مبدا حذف شونکه همه توابع از مدل، بهاین فرآیند تا زمانی
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در هر )شود مدل ساخته می 1  1وقتی که فرآیند حذف توابع پایه به طور کامل انجام شد، تعداد 

ها، برای هر کدام از این مدل. ، نامزد برای مدل نهایی هستندهاکه هر یک از آن( مرحله یک مدل

- برای     مقدار      اگر  .شود، محاسبه می      یافتهمعیار اعتبار سنجی متقابل تعمیم

 باشد داریم 1  1   1  رو به ازای  امین مدل در فرایند حذف پس

     
    

1   
     1 

   

 

  و ام - های دوم خطا در مدل به ترتیب تعداد توابع پایه و مجموع توان     و    که در آن 

عنوان یک پارامتر هموارسازی که کاربر به  توان گفت که در واقع می. هر تابع پایه است جریمه

. نمایدهای پیچیده و ساده را کنترل میمبادله بین مدل  درحقیقت . نمایدکند، عمل میتعریف می

مقدار  مدل دارای کمترین 1  1مدلی که در بین . گرددانتخاب می 4و  1معمولاً بین   در عمل 

 .شودانتخاب می MARSبه عنوان مدل نهایی و برآورد     

MARS نیبشیپ یرتغم دوز ا شیب اب 

جز توابع پایه، این توانایی را دارد که به MARSبین وجود داشته باشد، اگر بیش از یک متغیر پیش   

 شان را در مدل لحاظ کندها یعنی اثر متقابلحاصلضرب آن

                 
 
        1                 

     1  به ازای   شده از مجموعه های منعکسجفت                  که در آن 

1)      باشند و می . اندای هستند که از قبل در مدل وجود داشتهتوابع پایه( 1     

از       هایی از توابع پایه از طریق جستجوی حاصلضرب     1          جفت توابع انتخاب 

های و جفت      که شود، به طوریانجام می  شده در مجموعه های منعکسمدل و جفت

شوند، یرا نداشته و وقتی به مدل اضافه م   شده هیچ یک در ساختارشان متغیر یکسان منعکس

 (.1111و همکاران،  1دورماز )های دوم خطا داشته باشند بیشترین کاهش را در مجموع توان

و با مشاهدات  1 و  1 در ابتدا جهت روشن شدن موضوع، با فرض داشتن دو متغیر    

 وشتصورت زیر نتوان بهبرازش شده را می MARSمدل      1      1   1      

                                                             
 
 Durmaz 
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      1      1  1   1 

 

  1

    1  1   1 

 

  1

         11  1   1   1   1 

 

  1

 

  1

     

            =      عرض از مبداُ ( + اثرات اصلی+) اثرات دوتایی                                     (9-5) 

 .باشندمی 1 و  1 به ترتیب توابع پایه براساس متغیرهای  1  و  1  که در آن 

داشته باشیم، مدل  1      بین متغیر پیش  در حالتی که ( 5-9)عنوان تعمیمی از مدل  به

MARS  (1113و همکاران،  1استورلی)آید صورت زیر در میبه 

 

      1               

 

  1

 

 

  1

                         

 

  1

 

  1

   

 

   

 

  1

       1       1  1  1  1  1  1   1       

 

   1

 

 1 1

 

 1 1

 

=                        عرض از مبداُ + اثرات اصلی ( + متقابل دوعاملی)اثرات دوتایی + اثرات بالاتر     

. در عمل لازم نیست که مدل، شامل تمام اثرات متقابل باشد و لذا تعیین مرتبه آن دست کاربر است

 کندکفایت می( عرض از مبداُ+ اثرات اصلی )صورت زیر اغلب یک مدل جمعی به

      1               

 

  1

 

 

  1

  

  عنوان یک تقریب برای توان به مدل اسپلاین شامل اثرات متقابل دوتایی نیز بهتر میدر حالت کلی

 به صورت زیر توجه کرد 

      1               

 

  1

 

 

  1

                         

 

  1

 

  1

  

 

   

 

  1

 

توانند مورد توجه باشند، اما هایی با اثرات متقابل سه تایی و یا حتی با اثرات متقابل بالاتر نیز میمدل

.در عمل عمومیت ندارند

                                                             
0 Storlie 



 پارامتریرگرسیون نیمه. 4فصل 

 

38 
 

 

 

  

 

 مفصل چهار

 ارامتریپرگرسیون نیمه
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 مقدمه -1 -4

در . های رگرسیونی استپذیر از روابط غیرخطی در تحلیلپارامتری ترکیبی انعطافرگرسیون نیمه   

بین با متغیر پاسخ عمل این امکان وجود دارد که در مسئله مورد بررسی، بعضی از متغیرهای پیش

پارامتری که های نیمهاز به مدلبنابراین نی. ارتباط خطی و بعضی ارتباط غیرخطی داشته باشند

ها در دو دهه اخیر این مدل. شودهای پارامتری و ناپارامتری هستند، احساس میترکیبی از مولفه

ها انعطاف بیشتری نسبت به یک دلیل آن است که این مدل. اندخود جلب کردهتوجه شایانی را به

های ها در مقایسه با مدلتفسیر آسانتر آنتواند های خطی استاندارد دارند و دلیل دیگر میمدل

 .رگرسیون ناپارامتری کامل، باشد

بین متغیر پیش  های جمعی هستند که در آن از پارامتری حالت خاصی از مدلهای نیمهمدل   

متغیر دیگر در قسمت غیرخطی     و ( پارامتری)متغیر در قسمت خطی   موجود در مدل، 

 پارامتری عبارت است ازبه عبارتی، صورت کلی یک مدل نیمه. گیرندار میمدل قر( ناپارامتری)

            

 

    1

    

      1  1    که در آن 
      1  1    و   

یک      1      که در آن    

      1  1    همچنین. ن استبیای شامل متغیرهای پیشمولفه  بردار 
 

 ،  

  1  1      
 . ، توابع هموار مجهول هستند    1    ها به ازای   و   

که توابع هموار مجهول هستند نیز باید برآورد   ، توابع  پارامتری علاوه بر برآورد های نیمهدر مدل   

، MARSهسته، روش  ادی برای برآورد این توابع، نظیر، اسپلاین هموارساز، روشهای زیروش. شوند

وجود دارد که هر یک به  1های میانگین متحرک و خط متحرک، هموارکننده1های بینهموارکننده

 .عنوان یک روش ناپارامتری مورد توجه است

رت آن توضیح داده و سپس به ترین صوپارامتری را در سادههای نیمهدر این فصل، ابتدا مدل   

تر که در آن مولفه ناپارامتری مدل شامل دو یا بیشتر از دو پارامتری پیچیدههای نیمهتوضیح مدل

 MARSهای اسپلاین هموارساز و شده، از روشدر هر دو مورد یاد. پردازیمبین است، میمتغیر پیش

                                                             
 
 Bin smoothers 
2 Running line  
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های هموارسازی در جهت برآورد روشکه در فصل قبل  به تفصیل توضیح داده شدند، به عنوان 

 . پارامترها استفاده خواهیم کرد

 پارامتری سادههای نیمهمدل  -1 -4

 را در نظر بگیرید  1مدل خطی جزئییا  پارامترینیمهرگرسیونی زیر موسوم به مدل  مدل

     
                    1          (4-1)  

      1  1    بعدی معلوم،   بردارهای  1      ها مشاهدات،   که در آن 
 

  بردار  

ها مقادیر   . باشندمی  1  1  توزیع با توزیع ها خطاهای تصادفی هم  بعدی مجهول و همچنین 

ن برداشت مشاهدات در نظر گرفت ها را به عنوان زماتوان آنمتغیری هستند که برای مثال می

پارامتری، های نیمهدر مدل. توان آن را تقریب نمودهای هموارسازی میتابعی است که توسط روش  و

-ترین مدل نیمهساده( 1-4)مدل . است  و تابع ناپارامتری   هدف برآورد بردار پارامتر مجهول 

 .  بین استل یک متغیر پیشکه در آن مولفه ناپارامتری فقط شام پارامتری است

که برای اولین بار از این مدل استفاده کردند، توجه محققین ( 1391)پس از انگل و همکارانش    

به . های مختلفی برای برآورد این مدل از سوی آنان ارائه گردیدزیادی به این مدل معطوف شد و روش

، (1399) 5، رابینسن(1399) 4، چن(1391) 9، رایس(1391) 1توان به تحقیقات همکنعنوان مثال می

، گائو و (1339) 11، گائو و ژائو(1331) 3، لیانگ(1331) 9، گائو(1331) 1، هانگ(1399) 1اسپکمن

 .اشاره نمود( 1331)11و باتاچاریا و ژائو( 1331) 11، شک(1335)همکارانش 

های هموارساز و اسپلاینپارامتری ساده با استفاده از دو روش های نیمهدر ادامه به برآورد مدل

MARS پردازیممی. 

                                                             
0 Partial linear model 
2 Heckman 
  Rice 
  Chen 
  Robinson 
  Espekman 
7 Hong 
  Gao 
  Liang 
01 Gao and Zhao 
00 Schick 
02 Battacharya and Zhao 
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 هموارساز پارامتری ساده با استفاده از اسپلاینهای نیمهبرآورد در مدل -1 -1 -4

های های هموارساز نیاز به تعریف کمترین توانپارامتری به وسیله اسپلاینهای نیمهدر برآورد مدل   

-های نیمهن در ابتدا به تعریف این معیار در مدلبنابرای. ها داریمدوم جریمه شده برای این مدل

ها سپس از آن. پردازیممی 1وقوع پارامتری ساده پرداخته و سپس بر حسب نیاز به تعریف ماتریس

 .کنیمهموارساز استفاده می پارامتری ساده براساس اسپلاینهای نیمهبرای برآورد مدل

 ساده پارامتریی نیمههاشده برای مدلجریمه های دومکمترین توان

، استفاده شود،  و   عنوان هموارکننده نمودار پراکنش در جهت برآورد اگر اسپلاین هموارساز به

 شودهای دوم جریمه شده زیر میهمانند فصل قبل سعی در مینیمم سازی مجموع توان

              
         

1       
1       

  1    (4-1      )  

     پارامتر هموارسازی و عبارت   ن که در آ
 .گزاره جریمه ناهمواری است      1

 پارامتری سادههای نیمهوقوع در مدل ماتریس

1 ها مجزا و   در فصل قبل فرض شد که    1 در عمل این امکان وجود دارد که .      

با توجه به اینکه در این فصل با رگرسیون . هاستسازی آنولذا نیاز به مرتب. ها تکراری باشد  ادیر مق

. ساده نباشد           سازی همه متغیرهای مشاهده شده ایم، ممکن است مرتبچندگانه مواجه

 .بنابراین بهتر است که یک روش مناسب برای آن در نظر بگیریم

بنابراین . مشخص شده باشد      1  1 وسیله به      1  1 فرض کنید مقادیر مجزا و منظم    

، اما بدون  شامل همان مقادیر بردار   یابد که بردار کاهش می  بعدی   به بردار   بعدی   بردار 

مشخص     با بعد   وسیله ماتریس به      1  1 و       1  1 ارتباط بین . باشدتکرار می

 کهطوریشود بهمی

     
1               

درغیراینصورت    1
    1           1      

 .شودبه یک ماتریس همانی تبدیل می  شامل مقادیر تکراری نباشد، ماتریس   اگر بردار  

                                                             
 
 Incidence 
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با این . داریم       ها سعی در بدست آوردن مینیمم   با فرض تکراری بودن مقادیر ر ادامه د    

نوشته      1            به صورت حاصلضرب ( 1-4)در رابطه      1        فرض  

 .شودمی

 های دومبرآوردگرهای کمترین توان

توان به را می( 1-4)بنابراین رابطه . باشد     1              بردار مقادیر   فرض کنید 

 صورت زیر نوشت

                                
1        (4-9       )  

    سازی مسئله مینیمم
1
که طوریبه         در نقاط   یابی موضوع درون      

 1   1 جا دیده شد، همانطور که درآن. با آن برخورد داشتیم 9است، که در فصل       

-ماتریس. گیردصورت می   های توسط یک اسپلاین مکعبی طبیعی با گره  سازی منحنی مینیمم

      1  1 جایگزین       1  1 این تفاوت که  شوند باهمانند فصل قبل تعریف می  و   های 

-می 1-9با استفاده از قضیه . گرددتعریف می   1     صورت به  شوند و عنوان گره میبه

    توان نتیجه گرفت که 
 توان نوشت لذا می.            1

                                 

                                                                 

                                                                                        (4-4)  

 ، داریم  نسبت به( 4-4)گیری از رابطه با مشتق

  

  
                    1     1     

  مساوی صفر قرار دادن  بنابراین

  
 دهدو حل آن نتیجه می  

                     

 شودمیبه صورت زیر حاصل    برآورد  در نهایت

            1          

 :خواهیم داشت  با ضرب طرفین در ماتریس وقوع 
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              1         

                                    

 .شودماتریس هموار نامیده می    1            که در آن 

 .شودصورت زیر ساده میبه   و ماتریس هموار      گاه ها مجزا و منظم شده باشند، آن   اگر    

         1  

 لذا داریم. گیریممشتق می  نسبت به ( 4-4)، دوباره از رابطه  در ادامه برای بدست آوردن برآورد 

  

  
  1    1     1      

  مساوی صفر قرار دادن که با 

  
 شودنتیجه می  

               1            (4-5)  

 :داریم( 5-4)در رابطه    جایگذاری مقدار برآورد  با 

                    1 

                                   1 

                           1 

                                       

 شودبه صورت زیر حاصل می  های دوم ایت برآورد کمترین توانکه در نه

              1          

 اعتبار سنجی متقابل تعمیم یافته -4-1-1  

روزبه )بی و واریانس در انتخاب پارامتر هموارسازی وجود دارد همواره یک مبادله پایاپای بین اری   

چالش اصلی در مساله هموارسازی این است که برآوردگر ناپارامتری به چه میزان (. را ببینید 1931

شود و در ها بیش هموار شوند، اریبی بزرگ شده و واریانس کوچک میچنانچه داده. هموار باشد

دنبال معیاری باشیم لذا باید به. ر شوند عکس حالت قبل اتفاق خواهد افتادها کم همواکه دادهصورتی

تواند یک معیار خوب برای انتخاب پارامتر هموارسازی می. که هر دو عامل را با هم در نظر بگیرد

باشد، که مینیمم کردن چنین دوم خطا و یا مخاطره تحت زیان توان دوم خطا می مجموع توان
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توان از جهت حل این مشکل می. باشددر آن معلوم نمی   پذیر نیست زیرا، تابع مکانمعیاری عملاً ا

-کند، میانگین توان دوم خطای ماندهاولین برآوردی که به ذهن خطور می. برآورد آن استفاده کرد

برای حل این مشکل . باشدباشد، بنابراین مناسب نمیهاست، این برآوردگر یک برآوردگر اریب می

نشان داده شده    نام اعتبار سنجی متقابل استفاده نمود که به اختصار با توان از معیار دیگری بهمی

 شودبه صورت زیر تعریف می

      
      

1     
 

1 

  1

 

 که در آن 

              

توان از اعتبار سنجی تعیین پارامتر هموارسازی می جای استفاده از معیار اعتبار سنجی متقابل برایبه

 (1334گرین و سیلورمن، )صورت زیر استفاده نمود ، به(GCV)متقابل تعمیم یافته 

     
         

1 
  1

 1  
1
 
    

1  

-به. رامتر هموارسازی استیافته، یک روش مناسب برای انتخاب پامعیار اعتبار سنجی متقابل تعمیم

ای که کمترین اعتبار سنجی متقابل تعمیم یافته، بهترین پارامتر هموارسازی را برای مدل ارائه گونه

 (. 1313، 1و واهبا 1کراوان) .دهدمی

 شوندصورت زیر تعریف میبه    که در آن 

                     1       1   

 MARSروش  با استفاده از ساده پارامتریهای نیمهبرآورد در مدل -9 -1 -4

 مدل رگرسیونی زیر را در نظر بگیرید

         

 که در آن

 

                                                             
0 Craven 
2 Wahba 
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      1   1 1   1 1       1   1                      
 
  1  (4-1)  

 قسمت ناپارامتری                                 قسمت خطی                         

ها در قسمت خطی و یک متغیر در تای آن 1  بین موجود در مدل، متغیر پیش  که در آن از 

 تواند شامل موارد زیر باشدمی       جا تابع در این 1.گیردقسمت ناپارامتری مدل قرار می

   ها شامل مقادیر مشاهده شده متغیر    که در آن           و           توابع پایه ( 1

 .هستند

 .حاصلضرب این توابع پایه در یک یا چند متغیر قسمت خطی ( 1

های سازی کمترین توان، به روش مینیممMARSرو پس -روبا استفاده از الگوریتم پیش  ضرایب 

-را می 1-4که قسمت خطی مدل با فرض این( 1331)در همین راستا فریدمن . شوندبرآورد می دوم

 پارامتری ارائه کردنیمه MARSنشان داد و صورت زیر را برای   صورت یک تابع کلی توان به

                   

 

  1

  

مجموعه از توابع هستند که هریک از این توابع می توانند به یک      1  برای       آن که در 

 (.1331فریدمن، )شود برآورد می MARSبوسیله روش      صورت هر ارتباط تابعی باشد و 

-های رگرسیونی نیمهای برای مدلپارامتری ساده به عنوان مقدمههای نیمهاین کلاس از مدل   

بین در قسمت ناپارامتری مدل لحاظ شده رات چندین متغیر پیشپارامتری پیچیده است، که در آن اث

 .پردازیماست و در بخش بعد به توضیح آن می

 ناپارامتری پارامتری شامل دو یا چند مولفهیمههای نمدل -1 -4

های ساده بین، ارتباط غیرخطی با متغیر پاسخ دارند، مدلهنگامی که بیش از یک متغیر پیش   

بنابراین مجبور به . پارامتری مناسب نخواهند بودبرای ارائه یک مدل رگرسیونی نیمه پارامترینیمه

 .زیر هستیم تری همانند مدلهای پیچیدهاستفاده از مدل

   1   1 1            1    1                         (4-1)  

                                                             
در قسمت ناپارامتری مدل    توان فرض نمود متغیر می ،پارامتری سادهمدل نیمه با فرم ( 1-4)پارامتری سازی مدل نیمهدر جهت همسان 1

 .دهندرا میبین، تشکیل ماتریس طرح قسمت خطی مدل پارامتری ساده است و بقیه متغیرهای پیشدر مدل نیمه  همان متغیر 
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تای دیگر در     تا در قسمت پارامتری و   بین، متغیر پیش  ز که در آن فرض شده است، ا

ها با نام از این مدل. ها توابع همواری هستند که باید برآورد شوند  های ناپارامتری قرار گرفته و مولفه

پارامتری ساده، حالت های نیمهمدل. کنیمپارامتری پیچیده استفاده میهای رگرسیونی نیمهمدل

 .بین استهستند که مولفه ناپارامتری فقط شامل یک متغیر پیش( 1-4)خاصی از مدل 

پیچیده به عنوان یک مدل  پارامتریرگرسیونی نیمههای ورد در مدلآبر -1 -1 -4

 جمعی با استفاده از اسپلاین هموارساز

ی است، جهت برآورد های جمعپارامتری حالت خاصی از مدلرگرسیونی نیمه با توجه به اینکه مدل   

ترین روش برای برآورد عمومی.  های جمعی استفاده کردهای برآورد مدلتوان از روشها، میاین مدل

ها  از بعضی از این هموارکننده. وسیله یک هموارکننده دلخواه استهای جمعی، برآورد هر تابع بهمدل

های کرنل اشاره خط متحرک و هموارکننده، 1توان به اسپلاین هموارساز، هموارساز موزون موضعیمی

 .کرد

پارامتری ساده، ابتدا اسپلاین هموارساز را مورد استفاده های نیمهخواهیم همانند مدلدر اینجا می   

قبل از . ها داریمهای دوم برای این مدلدر این راستا نیاز به تعریف معیار کمترین توان. قرار دهیم

 .پردازیمها میهای وقوع در این مدلبه بیان چگونگی تعریف ماتریس تعریف این معیار در ابتدا

 پارامتری پیچیدههای نیمهوقوع در مدلهای ماتریس   

( 1-4)پارامتری در مدل نیمه     1         شده فرض کنید بعضی از مقادیر مشاهده   

دست آوردن روش به ماتریس وقوع برای بهپارامتری ساده نیاز های نیمههمانند مدل. تکراری باشند

به این منظور فرض کنید مقادیر . داریم   متغیرهای شده سازی مقادیر مشاهدهمناسبی برای مرتب

      1           1  وسیله بین، بهامین متغیر پیش- برای        1  مجزا و منظم 

توان به صورت یک را می   براین مقادیر مجزا و منظم مشاهده شده هر متغیر بنا. مشخص شده باشند

    با بعد    بوسیله ماتریس        1  و        1  ارتباط بین . نمایش داد   بردار 

 کهشود، به طوریمشخص می

    
1              

درغیراینصورت    1
    1           1            1      

 توان به صورت زیر نوشترا می( 1-4)پارامتری بنابراین مدل نیمه

                                                             
0 Locally -weighted 
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    1                  (4-9)  

      1  1    ه درآن ک
  بعدی معلوم،   های ها بردار    1     و   

  1  1      
 

      1  1    ، بعدی مجهول  بردار  
 ماتریس   بردار خطای تصادفی و   

ها توابع هموار مجهولی     همچنین. هستند     1     برای   متناظر با هر متغیر  وقوع

 برای   شده متغیر نیز بردار مقادیر مجزا و منظم مشاهده   شوند و هستند که باید برآورد 

  .است     1    

 شدههای دوم جریمهکمترین توان

پارامتری ساده گفته شد، های نیمهچه در معیار اسپلاین هموارساز برای مدلمنظور توسعه آنبه    

صورت زیر تعمیم شده را بههای دوم جریمهکمترین توانپارامتری پیچیده، معیار های نیمهبرای مدل

 .دهیممی

                      

 

    1

 

1

    

 

    1

   
  1       

 .جریمه شده است   توجه کنید که هر تابع در عبارت فوق بوسیله یک ثابت مجزای 

 های دومرهای کمترین توانبرآوردگ

با استفاده از مینیمم سازی معیار ( 9-4)پارامتری در مدل نیمه  و   در قضیه زیر برآوردهای 

 .نشان داده شده است       شده های دوم جریمهکمترین توان

-ل نیمهبرای مد     1    به ازای     و   های دوم برآوردهای کمترین توان :1 -4قضیه 

 آیددست میاز روابط زیر به( 9-4)پارامتری 

                      

 

    1
   

 

         1           

 

    1
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        ،          که در آن 
         

 1  
   پارامتر هموارسازی و    و   

 .یک ماتریس متقارن مثبت است

 توان نوشتشده میهای دوم جریمهبا توجه به معیار کمترین توان :برهان

                  

 

    1

 

 

           

 

    1

 

      
      

 

    1

 

 ورت داریمدر این ص

                  
   

 

 

    1

            

 

    1

 

      
     

 

    1

 

                 

 

    1

                   

                       
   

  

 

    1

 

    1

    
   

   

 

    1

    
   

            
     

 

    1

 

    1

 

    1

 

                            

 

    1
   

       

                                    
   

  

 

    1
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    1

 

    1
   

 

    1
   

 

    
   

      

 

    1

        
   

 

 

    1

    
   

      

 

    1
   

 

    1

  

 

    1
   

     
           

      

 

    1

   

 داریم   نسبت به        گیری از عبارت ، با مشتق حال در جهت بدست آوردن برآورد 

  

   
    

     
      

       
      

         
      

 

    1

 

    1

 1       

  با مساوی صفر قرار دادن 

   
 داریم  

       
          

        
              1

 

    1
   

 

 بنابراین

   
 

 

              

 

    1
   

  
        

 

     

 دهدکه نتیجه می

       
         

 1  
                

 

    1
   

 

 داریم   ا ضرب طرفین معادله فوق در ب
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 1  
                

 

    1
   

 

 توان نوشت در نهایت می

                       

 

    1
   

 

        که در آن 
         

 1  
 .باشدماتریس هموارسازی می  

 گیریم، داریممشتق می  نسبت به        از عبارت   حال برای بدست آوردن برآورد    

  

  
  1    1     1       

 

    1

 

ا مساوی صفر قرار دادن که ب
  

  
 گیریم، نتیجه می 

        1            

 

    1

  

 بنابراین

         1           

 

    1

  

∎ 

ز روش پیچیده با استفاده ا پارامتریرگرسیونی نیمههای ورد در مدلآبر  -1 -1 -4

MARS 
به منظور تعریف یک . پردازیممی MARSوسیله روش پارامتری پیچیده بهجا یک مدل نیمهدر این

ارائه شد،  MARS در توضیح روش 9وسیله توابع پایه که در فصل پارامتری بهنیمه MARS مدل 

 کنیمیدر جهت ساختن مدل زیر ترکیب م MARSرا با فرم کلی مدل ( 1-4)پارامتری مدل نیمه

   1                  
  1               (4-11)  
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 -رو با استفاده از الگوریتم پیش  بین است و ضرایب متغیر پیش  شامل    که در قسمت خطی 

 توانند شامل موارد زیر باشندمی      توابع . شوندبرآورد می( 9-9-9بخش ) MARSرو پس

      توابع پایه ( 1
 

ها از مجموعه   ها ، که در آن     1    ، به ازای        و  

 .شوندانتخاب می        1         1       

 .حاصلضرب دو یا تعداد بیشتری از این توابع پایه( 1

 .خطی مدلحاصلضرب توابع پایه در یک یا چند متغیر در قسمت (9

-از نقطه نظر تطبیقی و غیر MARSو روش  هموارساز به منظور یادآوری در مقایسه اسپلاین      

دنبال آن در و به. های ناپارامتری دارندها نقشی کلیدی در این روشتوان گفت، چون گرهتطبیقی می

-می. شوند، موثرندمی های ناپارامتری ساختهپارامتری که براساس این روشهای رگرسیونی نیمهمدل

 های هموارسازهمانطور که گفته شد در اسپلاین. توان این دو روش را از این نقطه نظر از هم جدا نمود

-ها در مکانگره MARSکه در روش شوند در حالیها در نظر گرفته میعنوان گرهی مشاهدات بههمه

توان بنابراین می. شوندهینه سازی تعیین میکند براساس یک الگوریتم بهایی که رفتار تابع تغییر می

-ترتیب بهگفته شد را به های هموارسازو اسپلاین MARSپارامتری که براساس روش های نیمهمدل

 .پارامتری تطبیقی و غیرتطبیقی در نظر گرفتهای رگرسیونی نیمهعنوان مدل
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 مفصل پنج

 سازی و موردهای مطالعاتیشبیه 
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 مقدمه -1 -5

های را بر روی یک مجموعه از داده 4و  9های شده در فصلهای رگرسیونی ذکردر این فصل، مدل   

های داده. کار برده و مقایسه خواهیم کردهای واقعی بهشده و چند مورد مطالعاتی با دادهسازیشبیه

استفاده از این موارد مطالعاتی، صورت  دلیل. های مختلف استمجموعه داده در حیطه 4واقعی، شامل 

برای هر مورد مطالعاتی، ابتدا . باشدهای بحث شده در فصول پیشین میها در رابطه با مدلمناسب آن

 . ایمهای رگرسیونی پرداختهتوضیحات کاملی برای متغیرها داده شده و درادامه به برازش مدل

 سازیمطالعه شبیه -1 -5

پارامتری، های نیمهبر روی مدل 4های بحث شده در فصل ایسه عملکرد روشدر این قسمت جهت مق

سازی در جهت شبیه. کنیمپارامتری استفاده میاز شبیه سازی مونت کارلو برای تولید یک مدل نیمه

را برای قسمت     و     توابع هموار . کنیمتوجه می 1-4پارامتری همچون مدل به یک مدل نیمه

 کنیمسازی میرو مشاهدات را مدل زیر شبیهاز این. گیریممتری مدل در نظر میناپارا

   1   1       1       1                   (5-1)  

-پیروی می 1از توزیع نمایی با میانگین  1 و  1 و   1 1 دارای توزیع یکنواخت  1 و  1 که در آن 

در این . هستند 1 ، خطاهای تصادفی از توزیع نرمال با میانگین صفر و واریانس   و بردار. کنند

تنظیمات فوق را برای حجم نمونه . گیریمدر نظر می 1 را برای  1و  5/1، 1/1سازی سه مقدار شبیه

خطا را برای مدل  های دومدر هر بار تکرار مقدار مجموع توان. دهیمبار تکرار انجام می 111با  911

های دوم خطا را آوریم و در پایان تکرارها، میانگین مجموع توانپارامتری برای هر روش بدست مینیمه

-استفاده می 1-5سازی شده پارامتری شبیهبه عنوان معیاری برای مقایسه دو روش برآورد مدل نیمه

 .کنیم

 های تطبیقی و غیر تطبیقیاز دو روش اسپلاین1-5سازی  خطا مدل شبیه ومهای دبرآورد میانگین مجموع توان :1 -5جدول 

 حجم نمونه 911

1 5/1 1/1    

ازروش  1-5های خطا مدل مقدار برآورد میانگین مجموع توان دوم 91/11 511/11 151/141

 های تطبیقیاسپلاین

از  1-5های خطا مدل ممقدار برآورد میانگین مجموع توان دو 15/11 111/11 145/195

 های غیر تطبیقیروش اسپلاین
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-های تطبیقی با مقادیر برآورد میانگین مجموع توانتوان دریافت که روش اسپلاینمی 1-5از جدول 

پارامتری های غیرتطبیقی برای مدل نیمههای دوم خطا کمتر، برآورد بهتری را نسبت به روش اسپلاین

های تطبیقی از دو روش اسپلاین 1-5پارامتری تعیین برآورد مدل نیمهمقدار ضریب . داشته است 5-1

همچنین . باشدمی 99/1و  93/1ترتیب به است، 5/1و غیرتطبیقی برای زمانی که واریانس خطا 

های تطبیقی برآورد پیداست با افزایش مقدار واریانس خطا روش اسپلاین 1-5همانطور که از جدول 

 .استارائه داده  1-5پارامتری های غیرتطبیقی برای مدل نیمهنبهتری نسبت به اسپلای

 1های قیمت مسکنداده: 1مورد مطالعاتی  -9 -5

است که  1در منطقه اتووا 1391خانه فروخته شده در سال  31های قیمت این مثال شامل داده   

بین و متغیرهای پیش  (Y)در این مثال، متغیر پاسخ،  قیمت فروش . باشدبین میمتغیر پیش 1دارای 

، اندازه زمین (S)، متراژ خانه (A)، میانگین درآمد محله (D)فاصله تا بزرگراه : شامل متغیرهای کمی

(LT ) و متغیرهای کیفی، وجود شومینه(F ) و وجود گاراژ(G )نمودار پراکنش متغیر پاسخ . باشندمی

تریسی آمده است، به وضوح دیده می شود به صورت ما 1-5بین در شکل با هر یک از متغیرهای پیش

 .رابطه غیرخطی با متغیر پاسخ دارند  و   بین که متغیرهای پیش

 MARSپارامتری ساده غیرتطبیقی و مدل ناپارامتری هدف، مقایسه عملکرد سه مدل پارامتری، نیمه

 .باشدصورت زیر میها بهمدل پارامتری ساده برای این داده. است

    1   1    1    9    4    5    1      

 . ها پیشنهاد کردندپارامتری زیر را برای این دادهمدل نیمه( 1113) 4و تاباکان 9آکنادیز

    1   1    1    9    4    5              (5-1)   

در . استفاده کردند  عنوان هموارکننده نمودار پراکنش جهت برآورد تابع ها از اسپلاین هموارساز بهآن

 1-5شکل . ها ارائه دادندپارامتری غیرتطبیقی برای این دادهنیمهتوان گفت که یک مدل واقع می

 .دهدنشان میرا  Lوارساز  برای متغیر هم هموارسازی از طریق اسپلاین

                                                             
0 Housing prices data 
2 Ottowa 
3
 Aknadiz 
  Tabakan 
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اجرای خیلی بهتری نسبت به مدل پارامتری دارد به ( 1-5)پارامتری ها نشان دادند که مدل نیمهآن 

های دوم خطای کوچکتر و ضریب تعیین بزرگتری نسبت به مدل این مفهوم که دارای مجموع توان

 . پارامتری است

 

 (1مورد مطالعاتی )بین پیشو متغیرهای  Yسخ رابطه بین متغیر پا: 1 -5 شکل

 

 (1-5)ین هموارساز  برای مدل نیمه پارامترینمودارهای هموار برپایه اسپلا: 1 -5کلش
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ذکر شد، دو پارامتر کلیدی این روش  9-9-9، همانطور که در توضیح بخش MARSبرای برازش مدل 

با در نظر . باید بهینه شوند  (deg)اثرات متقابلو درجه   (nk)رو یعنی، تعداد توابع پایه در گام پیش

  .دست آمده استبه 1-5، نتایج جدول 9 1 1    و  11   11 11   گرفتن 

 (1مورد مطالعاتی ) degو  nkبراساس مقادیر مختلف  MARSمدل  91برای  RSSو  R-square ،GCVمقادیر  :1-5 جدول

model nk Deg R-square GCV RSS 

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     
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-R) بیشترین مقدار ضریب تعیینکه دارای  بهترین مدلشود، مشاهده می 1-5همانطور که در جدول 

square )یافته و کمترین مقدار اعتبارسنجی متقابل تعمیم(GCV ) خطا  های دوممجموع توانو

(RSS )ل نهایی مد. شودحاصل می 9    و  13   ، با تنظیمات استMARS  بعد از طی

 :رو به صورت زیر استپس -رو مراحل پیش

   141 19  15 91  41 1  1 5     1 15  1 11        99 11 
 1111 91    1 19     1 5  1511 19  1 19    
 19 11    1 5     51 95     1 5  91 11  51 95       
 1 5  4 19  99 11      4 9     15 11  1 11       
 99 11     1 19  91 11  1 11        99 11   1 19    
 1 51  1 11        99 11     4 1  

 که در آن 

         
1    اگر           

درغیراینصورت       1
  

پارامتری هعنوان یک مدل نیمتواند بهیک مدل ناپارامتری است، اما این مدل نیز می مدل فوقاگرچه 

. در قسمت خطی و بقیه متغیرها در قسمت ناپارامتری مورد توجه باشد Gتطبیقی با وجود متغیر 

 MARSپارامتری و مدل های دوم خطا را برای سه مدل پارامتری، نیمه، مجموع توان9-5جدول 

-موع تواندارای کمترین مقدار مج MARSدهد که در آن مدل ها نشان میشده به دادهبرازش داده

 .های دوم خطا است

 (1مورد مطلعاتی )دل خطا برای سه م دوم هایمجموع توان: 9-5 جدول

 مدل مدل های خطامجموع توان دوم

 پارامتری 41/11955

 پارامترینیمه 11411

5/91119 MARS 

 

ارهای وسیله نمودبه 9-5توان در شکل را می MARSپارامتری و های رگرسیونی نیمهعملکرد مدل

ها انجام داده برازش بهتری را به داده MARSمدل . شده در مقابل مقادیر پاسخ، دیدبینیمقادیر پیش

 .است
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-و مدل نیمه( قاب سمت راست) MARSمقادیر پاسخ در مقابل مقادیر برازش داده شده برای مدل  نمودار: 9-5شکل 

 1لعاتی ادر مورد مط( قاب سمت چپ) 1-5 پارامتری

به عنوان یک (. 1-5شکل )نیز با متغیر پاسخ ارتباط غیرخطی دارد  Dور که گفته شد، متغیر همانط

ها به داده( 1113)که آکنادیز و تاباکان ( 1-5)پارامتری جایگزین احتمالی برای مدل رگرسیونی نیمه

 ها پیشنهاد کردیمپارامتری زیر را برای این دادهتوان مدل نیمهبرازش دادند، می

    1   1    1    9    4    5              (5-9)     

پارامتری ساده است و در اینجا ما نیز همانند نیمه( 9-5)و ( 1-5)های شایان ذکر است که هر دو مدل

از به عنوان هموارساز نمودار پراکنش استفاده هموارسآکنادیز و تاباکان در روشی مشابه از اسپلاین

 .دهدنشان میرا  Dهموارساز  برای متغیر  اسپلاین وسیلههموارسازی به 4-5شکل . ایمکرده

 

 (9-5)ین هموارساز برای مدل نیمه پارامترینمودارهای هموار برپایه اسپلا: 4-5کلش
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که توسط آکنادیز و ( 1-5)پارامتری نیمه های دوم خطا برای مدلو مجموع توانمقدار ضریب تعیین 

در حالی که برای مدل . است 11411و  91/1ها پیشنهاد شده بود به ترتیب تاباکان برای این داده

 .باشندمی 43/11419و  41/1ترتیب این مقادیر به( 9-5)پارامتری پیشنهادی نیمه

پارامتری یونی نیمهبیقی و مدل رگرسپارامتری غیرتطخواهیم مدل رگرسیونی نیمهدر ادامه می   

 .برازش داده و با هم مقایسه کنیم ،را برای سه مجموعه داده متفاوتتطبیقی 

 های پیازداده: 1مورد مطالعاتی  -4 -5

مشاهده از یک آزمایش تجربی مبنی بر تولید پیاز سفید اسپانیایی در دو  94های پیاز شامل داده   

-این مورد مطالعاتی یکی از مثال. باشداسترالیای جنوبی، می 1ویرجینیا  و 1منطقه لنگرگاه پرنونگ 

ها در آدرس الکترونیکی زیر است و مجموعه داده( 1119) 9پارامتری روپرتهای کتاب رگرسیون نیمه

 .در دسترس هستند

http://www.uow.edu.au/~mwand/webspr/data.html  

را در مقابل تراکم گیاه ( متغیر پاسخ)پیاز سفید اسپانیایی نمودار پراکنش لگاریتم تولید  5-5شکل 

 .دهددر دو منطقه نشان می( بینمتغیر پیش)

 

نمودار ) های پیاز همراه با برازش مدل خطی تعمیم یافتهپراکنش لگاریتم تولید در مقابل تراکم برای داده نمودار: 5 -5 کلش

 (باشدنمودار سمت چپ مربوط به منطقه ویرجینیا میمنطقه لنگرگاه پرنونگ و راست مربوط به سمت 
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 یافته زیر استمربوط به برازش مدل خطی تعمیم 5-5خط رسم شده در شکل 

𝜂   1   1    1         

𝜂 که در آن است اگر  1   اگر اندازه مربوط به ویرجینیا باشد و  1   و               

، مقداری انحنای مشهود را در 5-5یک بررسی بر روی شکل . متعلق به لنگرگاه پرنونگ باشداندازه 

 پارامتری زیر را پیشنهاد کردتوان مدل نیمهبنابراین می. دهدنمودار پراکنش برای هر منطقه نشان می

                       𝜂   1   1                  (5-4        )  

رابطه    متغیر دودویی . باشدمی   1 و مولفه پارامتری            که دارای مولفه ناپارامتری 

-برای بررسی مزایای مدل رگرسیونی نیمه. دهدبین تولید و تراکم مربوط به هر منطقه را نشان می

ها را به دو قسمت مجموعه داده پارامتری غیرتطبیقی،پارامتری تطبیقی نسبت به مدل رگرسیونی نیمه

یکی از مزایای این . کنیمتقسیم می 91به  11های آزمون، به ترتیب به نسبت ساز و دادههای مدلداده

پارامتری غیرتطبیقی ابتدا مدل رگرسیونی نیمه .گویی استبندی تعیین مدل بهتر برای پیشتقسیم

نشان داده شده  1-5ه نتیجه این برازش در شکل دهیم کساز برازش میهای مدلرا به داده( 5-4)

 .است

 

 و (نمودار سمت راست) لنگرگاه پرنونگدر دو منطقه براساس اسپلاین هموارساز  متغیر تراکمنمودار هموار برای : 1-5شکل

 (نمودار سمت چپ) ویرجینیا 

برای . دهدنشان می سازهای مدلبرازش مناسبی را بر پایه اسپلاین هموارساز برای داده 1-5شکل 

ساز، همانطور که گفته شد دو پارامتر کلیدی های مدلپارامتری تطبیقی به دادهبرازش مدل نیمه
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نتیجه برازش . ، باید بهینه شوند(deg)رو و درجه اثرات متقابل در مرحله پیش( nk)تعداد توابع پایه 

ها مدل ه شده است که از بین آنارائ 4-5در جدول  1 1    و  51   11 11   مدل با  91

یک مدل بهینه است، به این مفهوم که دارای بیشترین مقدار  1    و  15   تنظیمات با  45

این مدل علاوه بر اینکه یک مدل بهینه در  .باشدمی RSS و  GCVضریب تعیین و کمترین مقدار 

، برازش 3411/1یز با مقدار ضریب تعیین های آزمون نباشد، برای دادهساز میهای مدلمجموعه داده

 .خوبی داشته است

مورد ) degو  nkپارامتری براساس مقادیر مختلف نیمه MARSمدل  91برای  RSSو  R-square ،GCVمقادیر  :4-5جدول 

 1مطالعاتی

 Training set Test set 

model nk deg R-square GCV RSS R-square 


     


     


     


     


     


     


     


     


     


     


     


     


     


     


     


     


     


     


     


     


     


     


     


     


     
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
     


     


     


     


     


     


     


     


     


     


     


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 صورت زیر استپارامتری تطبیقی با تنظیمات فوق بهمدل رگرسیونی نیمه

           5 1  1 94   1 11          99 55  1 11  99 55           

1 111          11 11  1 11  99 55             1 11          99 41    

1 11          119 19     (5-5  )                                                              

دارای ( 5-5)توان دریافت که مدل می. خلاصه شده است 5-5نتایج برازش هر دو مدل در جدول

ساز و ضریب تعیین بزرگتری های مدلخطای کوچکتری برای مجموعه داده های دوممجموع توان

تواند مدل بهتری نسبت به مدل از این رو می. ساز و آزمون استهای مدلبرای هر دو مجموعه داده

 .باشد( 4-5)پارامتری غیرتطبیقی نیمه

 های پیازآزمون برای دادهو  ازسمدلهای خطا و ضریب تعیین مجموعه داده دوم هایمجموع توان: 5 -5جدول

های مجموعه داده

 آزمون

  سازهای مدلمجموعه داده

 مدل

-مجموع توان ضریب تعیین ضریب تعیین

 خطا های دوم

 (5-5)پارامتری تطبیقی نیمه 55139/1 3591/1 3411/1

 (4-5) تطبیقیپارامتری غیرنیمه 11919/1 3495/1 3995/1
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 1های ابروسیاادهد: 9مورد مطالعاتی  -5 -5

روز در منطقه  995، اطلاعاتی شامل سطوح ابروسیا و متغیرهای هواشناسی برای 1های ابروسیاداده

نقش بزرگی در  گیاه ابروسیا چون. باشدمی 1339میشیگان ایالات متحده آمریکا در سال 9کالامازوو

بینی های پیش، گسترش مدلکند یک موضوع مهم در هواشناسیآلرژی ناشی از گرده افشانی ایفا می

های کتاب این مورد مطالعاتی نیز یکی از مثال. افشانی روزانه این گیاه استدقیق برای سطوح گرده

ها در آدرس الکترونیکی زیر در باشد و مجموعه دادهمی( 1119)رگرسیون نیمه پارامتری روپرت 

 .دسترس است

http://www.uow.edu.au/~mwand/webspr/data.html  

 :ها شامل متغیرهای زیر استمجموعه داده 

ragweed : (دانه در هر متر مکعب)سطوح ابروسیا در هر روز 

T (Temperature :) (فارنهایت برحسب)دما در روز مورد بررسی 

 R(Rain :) 9یعنی بارش باران کمتر از  1  ) مقیاس معنی داری بارش باران در روز مورد بررسی 

ساعت به طول  9یعنی اگر بارش باران بیشتر از  1  واخت یا کوتاه اما شدید و  طور یکنساعت به

 (انجامد

S (Speed :)بینی باد برای روز مورد بررسیسرعت پیش 

day (day.in.seas :)افشانی ابروسیا در فصل جاریتعداد روزهای گرده 

رابطه بین متغیر . بین هستندپیش ، متغیر پاسخ و بقیه متغیرها،  متغیرهای(ابروسیا) ragweedمتغیر 

در این نمودارها چولگی متغیر . نشان داده شده است 1-5بین در شکل پاسخ ابروسیا و متغیرهای پیش

ریشه دوم متغیر ابروسیا را به عنوان متغیر پاسخ در نظر لذا بهتر است . شودابروسیا به وضوح دیده می

ساز و های این مثال را نیز به دو قسمت داده مدلبل، دادهبا روشی همانند مورد مطالعاتی ق. بگیریم

نشان داده شده  9-5بین در شکل رابطه بین متغیر پاسخ و متغیرهای پیش . کنیمآزمون تقسیم می

                                                             
 
 Ragweed data 

و زمانی که  شودمریکای جنوبی یافت میآو همچنین  یشتر در گرمترین مناطق نیمکره شمالینوعی گیاه از خانواده گل آفتابگردان است که ب 1

شود که از قبیل ازن در سطح زمین باعث میهای هوا ندهدر معرض آلایهای این گیاه گردهرار گرفتن خصوص با قبسیار حساسیت زا است به

 .افراد حساسیت بیشتری نسبت به گرده این گیاه بروز دهند
3
 Kalamazoo 



 دهای مطالعاتیسازی و مورشبیه. 5فصل 

 

65 
 

بنابراین یک مدل رگرسیونی مفید . یک رابطه غیرخطی با متغیر پاسخ دارد dayچون متغیر . است

 باشدمیصورت زیر ها بهبرای این داده

             1   1   1   9         (5-1           )  

 . توان براساس اسپلاین هموارساز برآورد کردرا می  که در آن 

 

 های ابروسیادر داده بینپیشرابطه بین متغیر ابروسیا و متغیرهای : 1 -5 شکل 

 

 های ابروسیادر داده بینمتغیرهای پیشیشه دوم ابروسیا و رابطه بین متغیر ر: 9-5 شکل
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آید برازش ساز نشان داده شده است که به نظر میهای مدلبرای داده  نمودار برآورد  3-5در شکل 

 .مناسبی باشد

 

 نمودار هموار برای متغیر روز گرده افشانی براساس اسپلاین هموارساز: 3 -5شکل 

پارامتری تطبیقی را با تنظیمات متفاوتی برازش داده که در نهایت یونی نیمهدر ادامه یک مدل رگرس 

و  RSSو  GCV مقداربه عنوان مدل بهینه با داشتن کمترین  1    و  13   مدلی با 

همچنین این مدل با (. 1-5جدول )ساز انتخاب شده است های مدلبه داده R-squareبیشترین مقدار 

 .باشدها میهای آزمون، یک مدل مناسب در میان سایر مدلبرای داده 919/1ضریب تعیین 

مورد ) degو  nkپارامتری براساس مقادیر مختلف نیمه MARSمدل  91برای  RSSو R-square ،GCVمقادیر  :1-5جدول

 (9مطالعاتی 

 Training set Test set 

model nk deg R-square GCV RSS R-square 

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      
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      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      
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      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

 که مدل نهایی به صورت زیر است

         1 9  93 14  1 19  1 119   1 115      11    1 113      
91    1 119      59   1 34      11   1 4      41    1 49      

11    1 51  11            (5-1 )                                                                                     
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خلاصه  1-5پارامتری غیرتطبیقی و تطبیقی در جدول های رگرسیونی نیمهنتیجه برازش هر دو مدل

های پارامتری تطبیقی برازش بهتری را به دادههمانند مثال قبل مدل رگرسیونی نیمه. شده است

 .ساز داشته استمدل

های آزمون برای و ضریب تعیین مجموعه داده سازمدلهای خطا و ضریب تعیین مجموعه داده های دوممجموع توان : 1-5جدول 

 ابروسیاهای داده

های مجموعه داده

 آزمون

  سازهای مدلمجموعه داده

 مدل

مجموع توان  ضریب تعیین ضریب تعیین

 های خطادوم

 (1-5)پارامتری تطبیقی نیمه 3411/949 911139/1 91913/1

 (1-5) رامتری غیر تطبیقیپانیمه 114/1111 13519/1 131111/1
 

 1نبوستهای قیمت مسکن داده: 4مورد مطالعاتی   -1 -5

-در رابطه با اطلاعات بازار خانه( 1311 1هاریسون و روبینفلد) های مسکن بوستن مجموعه داده   

این نوع اطلاعات اغلب در جهت مشخص کردن کیفیت اثرات فاکتورهای محیطی که . باشدسازی می

های مربوط  به این مورد مطالعاتی در آدرس داده. شودسازد، استفاده میائی را دگرگون میقیمت دار

 .الکترونیکی زیر قابل دسترس است

http://lib.stat.cmu.edu/datasets/boston_corrected.txt 

ریزی برنامههای و کمیتهمشاهده است که از منابع سرشماری ایالات متحده  511این اطلاعات شامل   

باشد که صفت می 14ها، دارای هر مشاهده از مجموعه داده. منطقه شهری بوستن گردآوری شده است

 :عبارتند از

1)CRIM: کاری در شهرنرخ بزه 

1 )ZN  :مربعمتر 1511های بالای های مسکونی برای زمیننسبت زمین 

9 )INDUS : فروشی در هر شهرهای خردهها غیر از شغلنسبت شغل 

                                                             
0 Boston Housing prices data 
2 Harisson and Rubinfeld 

http://lib.stat.cmu.edu/datasets/boston_corrected.txt
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4 )CHAS  :1متغیرساختگی رودخانه چارلز (CHAS=0  اگر مرزهای خانه مورد نظر رودخانه باشد و

CHAS=1 در غیراینصورت) 

5 )NOX  : (میلیون 11 1جز در)غلظت اکسید نیتروژن 

1 )RM  :کنها در هر مسمیانگین تعداد اتاق 

1) AGE  :1341دار قبل نسبت واحدهای ساختمانی مالک 

9)  DIS :مرکز کاری بستون 5های وزنی به فاصله 

3) RAD  :شاخص توانایی دسترسی به محور بزرگراه 

11 )TAX  : دلار 1111نرخ مالیات دارائی در هر 

11 )PTARTIO  :نسبت معلم به شاگرد در هر شهر 

11 )B  :  1111    1 19 1  کهBK ها در شهر استدر آن نسبت سیاه پوست. 

19)  LSTAT :9وضعیت پایین جامعه 

14)  MEDV :دار های مالکمقدار میانگین خانه 

ارتباط بین متغیر پاسخ . بین هستندمتغیر پاسخ و متغیرهای دیگر، متغیرهای پیش MEDVکه درآن 

MEDV ها نشان داده شده استبرای تمام داده 19-5تا  11-5های بین در شکلو متغیرهای پیش. 

                                                             
0 Charlz 
2
 Parts per 
3
 lower status of the population 
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 های بوستندر داده TAX و AGE ،DIS ،RADمتغیرهای در مقابل   MEDVنمودار پراکنش متغیر پاسخ : 11-5شکل 
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های در داده CRIM و PTRATIO ،B ،LSTATمتغیرهای در مقابل  MEDVنمودار پراکنش متغیر پاسخ : 11-5شکل 
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های در داده NOX و ZN ،INDUS ،CHASمتغیرهای در مقابل  MEDVنمودار پراکنش متغیر پاسخ : 11-5کل ش
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 های بوستندر داده RM در مقابل متغیر MEDVنمودار پراکنش متغیر پاسخ : 19-5شکل 

متغیر  و CHASتوان دریافت، کلیه متغیرها به جز متغیر دودویی می 19-5تا  11-5های از شکل

RM ی با متغیر پاسخ غیرخط ارتباطMEDV های قبل، مشاهدات را در این مثال، همانند مثال. دارند

با توجه به نمودارهای پراکنش، . کنیمساز و آزمون تقسیم میهای مدلبه دو زیر مجموعه شامل داده

 یر باشدتواند به صورت زها میپارامتری مفید برای این دادهیک مدل رگرسیونی نیمه

         1   1    1      1        1      9        

 4       5       1       1       9       3           11    

 11           (5-9               )                                                   

. شوندوسیله اسپلاین هموارساز برآورد میتوابع همواری هستند که هر یک به 1    11 که در آن 

ساز توسط اسپلاین هموارساز نشان داده های مدلبرای داده  برآورد توابع  11-5تا  14-5در اشکال 

ها توان دریافت هموارسازی مناسبی برای این دادهرهای هموار رسم شده، میاز نمودا. شده است

 .صورت گرفته است
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 های بوستنبراساس اسپلاین هموارساز در داده NOX و CRIM،ZN ،INDUSنمودار های هموار برای متغیرهای : 14 -5شکل 
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 های بوستنبراساس اسپلاین هموارساز در داده TAX و AGE ،DIS ،RADنمودار های هموار برای متغیرهای : 15-5شکل 
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 های بوستنبراساس اسپلاین هموارساز در داده LSTAT و PTRATIO ،Bنمودار های هموار برای متغیرهای : 11-5شکل 

-ساز، سعی در بهینههای مدلپارامتری تطبیقی به دادهدر ادامه جهت برازش مدل رگرسیونی نیمه

 9-5بنابراین با تغییر این دو پارامتر به طوری که در جدول . داریم degو   nkرامتر کلیدی سازی دو پا

و  GCVکمترین مقدار  و R-squareنشان داده شده است، بهترین مدل را که دارای بیشترین مقدار 

RSS  باشد از می 113این مدل، مدل شماره . کنیممدل تولید شده انتخاب می 111، از بین است

طرفی چون ما در این موردهای مطالعاتی به دنبال انتخاب مدلی هستیم که علاوه بر کارایی مناسب 

0 100 200 300 400
-1

0
0

1
0

2
0

B

f1
0

(B
)

14 16 18 20 22

-2
0

-1
0

0
1

0
2

0

PTRATIO

f9
(P

T
R

A
T

IO
)

10 20 30

-1
0

0
1

0
2

0

LSTAT

f1
1

(L
S

T
A

T
)



 دهای مطالعاتیسازی و مورشبیه. 5فصل 

 

78 
 

را به عنوان  91های آزمون ارائه دهد، لذا مدل شماره ساز، بهترین برازش را برای دادههای مدلدر داده

 .کنیممدل نهایی انتخاب می

مورد ) degو  nkپارامتری براساس مقادیر مختلف نیمه MARSمدل  111برای  RSSو  R-square ،GCVمقادیر  :9-5جدول

 (4مطالعاتی 

 Training set Test set 

model nk deg R-square GCV RSS R-square 

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      
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      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      
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      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

      

 0
     

 2
     

  
     

  
     

  
     

  
     

 7
     

  
     

  
     

 1
     

 0
     

 2
     

  
     

  
     

  
     

  
     

 7
     

  
     

  
     

011
     

010
     

012
     

01 
     

01 
     

01 
     

01 
     
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017
     

01 
     

01 
     

001
     

000
     

002
     

00 
     

00 
     

00 
     

00 
     

007
     

00 
     

00 
     

021
     

 صورت زیر استبه 1    و  91   مدل نهایی با 

         11 91  1 11   11 9      1 499  1 11      911  
1 1  911       1 34          14 1  1 19  14 1           
1 91        1 11  1 11      911       1 11         111  
1 11      111      1 41     1 11         1 11           1 11  
1 11       5 1        1 49  115 54      1 14   1 11         
11 31  1 14        1 11         1 41      33 9           14 1  
 1 11  33 9                14 1  1 115      1 1       911  
1 13  1 1           911  1 13      1 11         1 11  1 1  1 11  
            1 11  1 111      911         11 14  1 119      
911    11 14         (5-3)                                                                   

-یونی نیمههمانند دو مثال قبل مدل رگرس. آمده است 5-3نتایج برازش هر دو مدل در جدول 

-های دوم خطا کمتر و ضریب تعیین بیشتر برای هر دو مجموعه دادهپارامتری تطبیقی با مجموع توان

 .پارامتری غیرتطبیقی داردهای آموزشی و آزمون برازش بهتری را نسبت به مدل رگرسیونی نیمه

های آزمون و ضریب تعیین مجموعه داده سازمدلهای خطا و ضریب تعیین مجموعه داده های دوممجموع توان:   5-3جدول 

 قیمت مسکن بوستنهای برای داده

های مجموعه داده

 آزمون

  سازهای مدلمجموعه داده

 مدل

-مجموع توان ضریب تعیین ضریب تعیین

 خطاهای دوم 

 (9-5)پارامتری تطبیقی نیمه 141/1915 3193/1 9991/1

 (3-5) تطبیقیپارامتری غیر نیمه 145/9341 9151/1 9511/1
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 :گیری و پیشنهاداتنتیجه

 1395های ناپارامتری کلی، استون در سال که در مقدمه گفته شد برای رفع مشکل مدل همانطور   

های جمعی هستند که از پارامتری حالت خاصی از مدلهای نیمهمدل. های جمعی را معرفی نمودمدل

-توان از انواع هموارکنندهها میدر برآورد این مدل. اندمت پارامتری و ناپارامتری تشکیل شدهدو قس

پارامتری را با استفاده از های نیمهنامه برآورد مدلما در این پایان. های نمودار پراکنش استفاده کرد

ننده نمودار پراکنش های هموارساز به عنوان یک هموارکانجام دادیم و با روش اسپلاین MARSروش 

 .پارامتری، مقایسه نمودیمهای نیمهدر برآورد مدل

های اسپلاین)تطبیقی های غیرو اسپلاین( MARS)های تطبیقی های اسپلاینکارگیری روشبا به

های تطبیقی های واقعی، دریافتیم که روش اسپلاینشده و دادهسازیهای شبیهبر روی داده( هموارساز

-پارامتری باشد، بههای نیمهتطبیقی در برآورد مدلهای غیرایگزین مناسبی برای اسپلاینتواند جمی

 .خصوص در مواقعی که واریانس خطا رو به افزایش است

توان در آینده بر روی موارد نامه و موضوعات مطرح شد، میدست آمده در این پایانبا توجه به نتایج به

 :زیر تحقیق کرد

 های انجام شده بر روی توان بررسیامه توزیع خطا نرمال فرض شده است، میناین پایان در

 .پارامتری را با توزیع دیگری برای خطا ادامه دادهای نیمهمدل

 نامه صحبتی پیرامون چگونگی انتخاب برآوردگرها نشد، اما ممکن است هر چند در این پایان

آکنادیز و . خطی وجود داشته باشدمها هدر عمل به متغیرهایی برخورد کنیم که بین آن

-در زمان وجود هم 1پارامتری ساده به بیان برآوردگر ریجهای نیمهدر مدل( 1113)تاباکان 

پارامتری پیچیده به های نیمهتوان در مدلدر جهت ادامه این راهکار می. اندخطی پرداخته

 .خطی باشیمدنبال برآوردگری برای رفع مشکل هم
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Abstract: 

In this thesis, the aim is to estimate the nonparametric part of semiparametric models by 

multivariate adaptive regression splines (MARS) and smoothing splines, where the 

former is used as an adaptive spline while the latter is non adaptive. By the help of 

explaining scatterplot smoothers and concept of splines, the two aforementioned 

methods, MARS and smoothing spline, are described in details. And the use of these 

two methods is described in the estimation process of semiparametric models. 

Comparison is then done by simulation and applying to several real world examples. 

After utilization each of these two methods, it is clearly shown that adaptive splines 

performs better in the sense of having larger R-square and smaller residual sum of 

squares.  

Keywords: Spline; Scatterplot Smoother; MARS; Smoothing spline; Adaptive; 

Semiparametric.     
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