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ͳقدردان

آشنایی و ͳهست دانش از ͳپرتوئ آموختن توفیق من به که منان خداوند از فراوان سپاس و حمد با
فرمود. عطا را آفرینش حقایق از ای گوشه با

است ناتوان بزرگوار دوستان و گرانقدر اساتید های مساعدت و زحمات حق نگارش از قلم
نمایم. ͳدان قدر و تشر توان حد در ͳول ناچیز چند هر که کند ͳم حم وظیفه اما ،

های افق خود حیمانه های راهنمایی با که زیره دکتر آقای جناب بزرگوارم استاد از ابتدا در
کمال ͳهاشم دکتر آقای جناب مشاور استاد از همچنین و نمودند ایجاد اینجانب برای ای تازه

دارم. را تشر
و تقدیر کردند، یاری مهم این در مرا که ͳدوستان تمام و خانواده از دانم ͳم لازم همچنین

نمایم. تشر



چیده
ͳم گون ستاره و ارز تک توابع های رده به مربوط قضایای و تعاریف بیان به ، پایان�نامه این در
ͳم قرار مذکور های رده در آنها که را ͳشرایط عملΎرانتگرال، چند ͳبامعرف چنین هم پردازیم.
ͳم ارائه عملΎرها این ارزی تک برای معیارهایی واق΄ در دهیم ͳقرارم مطالعه مورد را گیرند

دهیم.

عملΎرانتگرال گون، ستاره توابع ارز، تک توابع ،ͳتحلیل توابع کلیدی: واژه�های



پیشΎفتار

مشتق ارز تک تابع ͳتحلیل نظر از نامیم. ͳم ارز تک را باشد ͳم Έی به Έی که ͳتحلیل تابع

نگارد. ͳم ساده های خم بر را ساده های خم ارز تک تابع ͳهندس نظر از و دارد صفر مخالف

عملΎرهای ارزی تک های Έمح نامه پایان این در تا داریم قصد رده این اهمیت دلیل به

دهیم. قرار ͳبررس مورد را انتگرال

ایم. پرداخته ͳمقدمات ومفاهیم اولیه تعاریف بیان به اول، درفصل ، راستا این در

و داشته نظر مد را ͳمختلف انتگرال عملΎرهای طورجداگانه به هربخش در دوم، درفصل

، Jγ١,γ٢,...,γn عملΎر اول، دربخش دیΎر عبارت به ایم. تفسیرکرده را آنها ارزی تک های Έمح

عملΎرهای چهارم، دربخش Jγ,βرΎعمل سوم، دربخش Hγ١,γ٢,...,γ|[Reη]|,β,η عملΎر دوم، دربخش

Fα(z)رΎعمل هفتم، دربخش و Hγ١,...,γn,β(z)رΎعمل ششم، و پنجم دربخش Gn,α(z)و Fn,α(z)

نتایج بندی جم΄ به ارزی، تک ومحΈهای قضایا مقایسه با پایان در چنین هم و اند شده ͳمعرف

ایم. پرداخته
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١ فصل
ͳمقدمات نیازهاومفاهیم پیش

این برای کنیم. ͳم مطالعه انتگرال عملΎرهای برای را ارزی تک های Έمح نامه پایان این در

ایم: آورده را پایه قضیه چند و ͳمقدمات مفاهیم ، تعاریف فصل این در ، منظور

تعاریف و گذاری نماد ١.١

است. شده استفاده درمتن زیر نمادهای از

ͳحقیق اعداد مجموعه R

ͳطبیع اعداد مجموعه N

اعدادمختلط مجموعه C

اعدادمختلط ͳحقیق قسمت Re

اعدادمختلط ͳموهوم قسمت Im

باز واحد Έدیس U = {z ∈ C, |z| < ١}

نمایش D با معمولا را میدان شود. ͳم نامیده میدان باز، و همبند هرمجموعه تعریف١.١.١.

دهیم. ͳم

مشتق z٠ نقطه از ͳΎدرهمسای f هرگاه نامیم ͳم ͳتحلیل zنقطه٠ در را fتابع تعریف٢.١.١.

١



ͳمقدمات نیازهاومفاهیم پیش .١ ٢فصل

باشد. پذیر

، z ∈ Cهر برای و است پذیر مشتق همواره f.گیریم ͳنظرم در را f(z) = z٢ تابع مثال.

است. ͳتحلیل همواره f بنابراین f ′(z) = ٢z

است. ͳغیرتحلیل f بنابراین است پذیر مشتق z = در٠ فقط f(z) = |z|٢ تابع مثال.

ͳم ͳتحلیل D دامنه بر را f تابع باشد ͳتحلیل D دامنه نقاط تمام در f هرگاه تعریف٣.١.١.

نامیم. ͳم تام تابع را f گاه آن باشد ͳتحلیل C برروی f وتابع D = C اگر نامیم.

است. تام درنتیجه و ͳتحلیل همواره ای هرچندجمله ͳکل درحالت و f(z) = z٢ مثال.

ارز تک تابع f اگر بنابراین نامیم. ͳم ارز تک را Έی به Έی ͳتحلیل تابع هر تعریف١.١.۴.

. z١ = z٢ دهد ͳم نتیجه f(z١) = f(z٢) باشد

ارز، تک تابع ͳهندس نظر از دارند. صفر مخالف مشتق ͳتحلیل نظر از ارز تک توابع تذکر:

نگارد. ͳم ساده های خم بر را ساده های خم

[۴] ١ شوارتز) (لم .۵.١.١ لم

f(٠) = f ′(٠) = ... باشدو= ͳتحلیل UR = {z ∈ C, |z| < R} Έبردیس f(z) که کنید فرض

f (m−١) = ٠

گاه آن |f(z)| < Mباشیم |z|،داشته < R اگربرای

|f(z)| ≤ M
Rm |z|m z ∈ UR

اگر تنها و اگر برقراراست تساوی و

f(z) = eiθ M
Rm z

m

است. ثابت θکه
١Schwarz



A رده .٢.١٣

A رده ٢.١

Έدیس در که گیریم ͳم نظر در f(z) = z+
∑∞

k=٢akz
k فرم به f توابع رده را A تعریف١.٢.١.

. f(٠) = f ′(٠)− ١ = و٠ اند ͳتحلیل U = {z ∈ C, |z| < ١} باز

دارد. تعلق A رده به f(z) = z + ٣z٢ تابع مثال.

f(٠) = ٠ و باشد Uدر ͳتحلیل fتابع که کنید فرض ([١]) ٢ کاراتئودوری) (لم .٢.٢.١ لم

گاه، آن Ref(z) ≤M که باشد موجود M > ٠ مقدار اگر

(١− |z|)|f(z)| ≤ ٢M |z| (z ∈ U)

کنیم: ͳم تعریف زیر صورت رابه h(z) تابع اثبات.

h(z) = f(z)
٢M−f(z)

(|f(z)| ≤ |٢M − f(z)|)زیرا |h(z)| ≤ ١ و h(z) ∈ A تابع

داریم: شوارتز لم بنابر حال

|h(z)| ≤ |z| z ∈ U

چنین هم

|f(z)| ≤ |z||٢M − f(z)| ≤ |z|(٢M + |f(z)|)

دهد ͳم نتیجه که

(١− |z|)|f(z)| ≤ ٢M |z|

٢Caratheodory



ͳمقدمات نیازهاومفاهیم پیش .١ ۴فصل

S رده ٣.١

رده واق΄ در کنیم ͳم تعریف ارزند، تک Uدر که f ∈ A توابع زیررده را S رده تعریف١.٣.١.

باشند. ͳم شده نرمال و Έی به Έی ، ͳتحلیل |z| < ١ واحد قرص در که f(z) توابع

g(z) = z
√

f(z٢)
z٢ ∈ S ، آنگاه f(z) ∈ S اگر .٢.٣.١ لم

داریم: لذا ، f(z) = z + a٢z٢ + ... کنیم فرض اثبات.

g(z) = z
√
١+ a٢z٢ + a٣z۴ + ... (١.١)

.g′(٠) = ١ و g(٠) = ٠ و باشد ͳم ͳتحلیل واحد Έدیس بر g(z) تابع

اینصورت: در z١
√

f(z٢١)

z٢١
= z٢

√
f(z٢٢)

z٢٢
ͳیعن g(z١) = g(z٢) اگر ارزی: تک اثبات

.z١ = −z٢ یا z١ = z٢ :ͳیعن z٢١ = z٢٢ داریم: باشد، ͳمΈی یΈبه f چون و f(z٢١) = f(z٢٢)

را g(z١) = −g(z٢) تساوی z١ = −z٢ لذا است فرد تابع g(z) که شود ͳم ملاحظه (١.١) از و

� شود. ͳم اثبات g(z) ارزی تک و z٢١ = z٢٢ پس است تناقض در فرض با که دهد ͳم نتیجه

.|a٢| ≤ ٢ آنگاه ، باشد g(z) = z
√

f(z٢)
z٢ ∈ S اگر .٣.٣.١ قضیه

شود. ͳم ثابت قبل لم به توجه با اثبات.

، آنگاه باشد Ͷحقيق α و a٢ = ٢eiα اگر قبل ي قضيه در کوئب) (تابع مثال.

لذا g(z) = z
١−eiαz٢ = z

√
f(z٢)
z٢

f(z) =
z

(١− eiαz)٢
= z + ٢eiαz٢ + ٣e٢iαz٣ + ...

رسيم: Ͷم زير تابع به α = ٠ دادن قرار با

k(z) =
z

(١− z)٢
=
١
۴(
١+ z

١− z
)٢ − ١

۴



S رده .٣.١۵

Ͷحقيق محور امتداد در که اي صفحه بر را |z| < قرص١ تابع اين است معروف کوئب تابع به که

نگارد. Ͷم است شده بريده ∞ تا −١
۴ از Ͷمنف

آنگاه f(z) ̸= cاگر |z| < ١ و مختلط عدد c،f(z) ∈ S کنید فرض (پوشش) .۴.٣.١ قضیه

.|c| ≥ ١
۴

S به متعلق نيز g(z) = cf(z)
c−f(z)

تابع پس f(z) ̸= c چون f(z) = z + a٢z٢ + ... دانيم Ͷم اثبات.

باشد Ͷم
cf(z)

c− f(z)
= z + (a٢ +

١
c
)z٢ + ...

:Ͷطرف از |a٢ + ١
c
| ≤ ٢ داريم: قبل ي قضيه به بنا

|١
c
| − |a٢| ≤ |a٢ +

١
c
| ≤ ٢ =⇒ |١

c
| ≤ ٢+ |a٢|

داريم: لذا |a٢| ≤ ٢ پس f(z) ∈ S چون و

|١
c
| ≤ ۴ =⇒ |c| ≥ ١

۴ .

�

آنگاه: z = reiθ و f(z) ∈ S اگر .۵.٣.١ لم

Re{zf
′′(z)

f ′(z)
} = r

∂

∂r
log |f ′(z)|

در |z| < ١ برای را log f ′(z) از ای شاخه توان ͳم پس f ′(z) ̸= ٠ ،|z| < ١ برای چون اثبات.

لذا: f ′(z) = f ′(reiθ) داریم f(z) = f(reiθ) برای حال گرفت. نظر

∂

∂r
log f ′(reiθ) =

eiθf ′′(reiθ)

f ′(reiθ)



ͳمقدمات نیازهاومفاهیم پیش .١ ۶فصل

داریم: r در فوق ی رابطه طرفین ضرب با

r
∂

∂r
log f ′(reiθ) =

reiθf ′′(reiθ)

f ′(reiθ)
=
zf ′′(z)

f ′(z)

داریم: ͳحقیق های قسمت ی محاسبه با

r
∂

∂r
log |f ′(reiθ)| = Re{zf

′′(z)

f ′(z)
}.

�

آنگاه، f(z) ∈ S اگر .۶.٣.١ قضیه

١− r

(١+ r)٣
≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
(|z| = r < ١).

واحد قرص و پوشاست و Έي به Έي ،Ͷتحليل w = z+z٠
١+z٠z

(|z٠| < ١) تابع دانيم Ͷم اثبات.

(|z| < ١) ازاي به نيز g(z) = f( z+z٠
١+z٠z

) = b٠ + b١z + b٢z٢ تابع لذا نگارد. Ͷم خودش بر را

:ͳازطرف است، ارز تک و Ͷتحليل

g(٠) = b٠ = f(z٠) b١ = g′(٠) = f ′(z٠)(١− |z٢|٠)

b٢ =
g′′(٠)
٢ =

١
٢(f ′′(z٠)(١− |z٢(٢|٠ − ٢f ′(z٠)z١)٠− |z٢|٠))

تابع اينکه به توجه با باشد، Ͷنم S به متعلق پس باشد Ͷنم نرماليزه g(z) چون

:Ͷيعن | b٢
b١
| ≤ ٢ قبل قضيه بنابر لذا گيرد Ͷم قرار S در g(z)−g(٠)

g′(٠) = z + b٢
b١
z٢ + ...

١
٢ |f

′′(z٠)

f ′(z٠)
(١− |z٢|٠)− ٢z٠| ≤ ٢

داريم: ٢|z٠|
١−|z٢|٠

در طرفين ضرب و z٠ = reiθ دادن قرار با

|z٠f
′′(z٠)

f ′(z٠)
− ٢|z٢|٠
١− |z٢|٠

| ≤ ۴|z٠|
١− |z٢|٠



S رده .٣.١٧

دهيم: Ͷم قرار است دلخواه z٠ چون حال

|zf
′′(z)

f ′(z)
− ٢r٢
١− r٢

| ≤ ۴r
١− r٢

لذا: است واق΄ ٢r٢
١−r٢ مرکز به و ۴r

١−r٢ شعاع به اي دايره در zf ′′(z)
f ′(z)

Ͷيعن

٢r٢ − ۴r
١− r٢

≤ Re
zf ′′(z)

f ′(z)
≤ ٢r٢ + ۴r

١− r٢

:Ͷيعن Re zf ′′(z)
f ′(z)

= r ∂
∂r

log |f ′(z)| دانیم ͳم قبل لم به بنا

٢r٢ − ۴r
١− r٢

≤ r
∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r٢ + ۴r

١− r٢

=⇒ ٢r − ۴
١− r٢

≤ ∂

∂r
log |f ′(z)| ≤ ٢r + ۴

١− r٢

گيريم: Ͷم انتگرال r تا ٠ از نامساوي طرفين از حال

log(١− r)− ٣ log(١+ r) ≤ log |f ′(z)| ≤ log(١+ r)− ٣ log(١− r)

و

log
١− r

(١+ r)٣
≤ log |f ′(z)| ≤ log

١+ r

(١− r)٣

نتيجه: در

١− r

(١+ r)٣
≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
(|z| = r < ١).

�

در (۶.٣.١) ي قضيه بالاي کران لذا ، k′(z) = ١+z
(١−z)٣ با است برابر کوئب تابع مشتق مثال.

شود. Ͷم تعيين z = −r در پايين وکران z = r در تابع اين مورد



ͳمقدمات نیازهاومفاهیم پیش .١ ٨فصل

آنگاه، f(z) ∈ S اگر .٧.٣.١ قضیه

r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)٢
(|z| = r < ١).

خط Έي با z به را ٠ ي نقطه ،|z| = r ≤ ١ براي |f ′(z)| ≤ ١+r
(١−r)٣ داريم قبل لم از . اثبات

گيريم: Ͷم انتگرال خط پاره اين روي و کرده وصل مستقيم

|f(z)| =
∫ r

٠
|f ′(z)|dt ≤

∫ r

٠

١+ t

(١− t)٣
dt =

r

(١− r)٢

اگر و r
(١+r)٢ ≤ |f(z)| آنگاه |f(z)| ≥ ١

۴ اگر حال است، برقرار همواره r
(١+r)٢ ≤ ١

۴ نامساوي

آن تصوير که است موجود z تا ٠ از يه ي دايره داخل c مسير Ͷپوشش ي قضيه طبق |f(z)| < ١
۴

اينصورت: در پوشاند Ͷم را f(z) تا ٠ از c٠ مستقيم خط پاره

|f(z)| =
∫
c٠
|dw| =

∫
c

|f ′(s)||ds|

قبل: ي قضيه به بنا Ͷطرف از

|f(z)| =
∫
c

|f ′(s)||ds| ≥
∫
c

|f ′(s)|d|s| ≥ ١− t

(١+ t)٣
dt =

r

(١+ r)٢

داريم: لذا
r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)٢
.

�

اين مورد در قبل ي قضيه بالاي کران k(z) = z
(١−z)٢ = z + ٢z٢ + ... کوئب تابع براي مثال.

شود. Ͷم تعيين z = −r در پايين کران و z = r در تابع

.|an| ≤ en ،n هر براي آنگاه باشد S در f(z) = z+
∑∞

n=٢ anz
n اگر (Littlewood) قضیه٨.٣.١.



S رده .٣.١٩

Ͷکوش انتگرال فرمول به توجه با اثبات.

an =
١
٢πi

∫
|z|=r

f(z)

zn+١
dz (n = ٢,٣, ...;٠ < r < ١)

داريم:

|an| ≤
١

٢πrn
∫ ٢π

٠
|f(reiθ)|dθ

٠ < r < ١ فاصله در r هر براي چون |an| ≤ ١
rn−١(١−r)

پس ١
٢π

∫ ٢π
٠ |f(reiθ)|dθ ≤ r

١−r
ͳطرف از

بالا ي رابطه در که اينست آيد Ͷم بدست روش اين با که Ͷکران بهترين است برقرار نامساوي

لذا: کنيم سازي کمينه

|an| ≤
nn

(n− ١)n−١ = n(١+
١

n− ١)n−١ < en.

�

باشد، داشته Ͷحقيق ضرايب و باشد S ی رده در f(z) = z+
∑∞

n=٢ anz
n تابع اگر .٩.٣.١ قضیه

.|an| ≤ n داريم: n هر براي آنگاه

دهیم: ͳم قرار z = reiθ ،r < ١ برای اثبات.

Imf(z) = v(reiθ) =
∞∑

k=١
akr

k sin kθ

داریم: π تا ٠ از یابی انتگرال و sinnθ در فوق ی رابطه طرفین ضرب با

٢
π

∫ π

٠
v(reiθ) sinnθdθ =

٢
π

∫ π

٠
anr

n sin٢ nθdθ = anr
n (٢.١)

ی رابطه به توجه با

| sin(n+ ١)θ| = | sinnθ cos θ + cosnθ sin θ| ≤ | sinnθ|+ | sin θ|



ͳمقدمات نیازهاومفاهیم پیش .١ ١٠فصل

ͳم نتیجه (٢.١) ی رابطه از لذا | sinnθ| ≤ n| sin θ| که داد نشان توان ͳم استقرایی روش به و

که: شود

|anrn| ≤
٢n
π

∫ π

٠
|v(reiθ)| sin θdθ (٣.١)

:(٠ < r < ١,٠ < θ < π)، v(reiθ) ̸= ٠ دهیم ͳم نشان سپس

٠ ̸= f(reiθ)− f(re−iθ) =
∞∑

n=١
anr

n(einθ−e−inθ

) = ٢i
∞∑

n=١
anr

n sinnθ = ٢iv(reiθ)

جبری علامت ٠ < θ < π ی فاصله در بایست ͳم است پیوسته ͳتابع θ به نسبت v(reiθ) چون

لذا: باشد داشته ثابت

r = |a١r| = |٢
π

∫ π

٠
v(reiθ) sin θdθ| = ٢

π

∫ π

٠
|v(reiθ)| sin θdθ. (۴.١)

ثابت قضیه r → ١ ͳوقت و آید ͳم بدست |anrn| ≤ nr ی رابطه (٣.١) در (۴.١) ͳزینΎجای با

� گردد. ͳم

S∗ رده ۴.١

خط هرپاره و ٠ ∈ D اگر گوییم ͳم گون ستاره (z = ٠) به نسبت را D میدان تعریف١.۴.١.

بیفتد. D داخل در کند ͳم وصل رابه٠ Dاز هرنقطه که ͳمستقیم

نگاشته میدان Έی بر f(z) تابع توسط |z| < قرص١ هرگاه نامیم گون ستاره را f(z) ∈ S تابع

دهیم. ͳم نشان S∗ با را S های زیررده این باشد. گون ستاره مبدا به نسبت که شود

قرص هر f(z) اگر تنها و اگر f(z) ∈ S∗ اینصورت در ،f(z) ∈ S کنیم فرض .٢.۴.١ لم

بنگارد. گون ستاره میدان بر را |z| < r < ١



S∗ رده .۴.١١١

تابع در |z| < r < ١ تصویر Dr و |z| < ١ تصویر D و f(z) ∈ S∗ کنیم فرض ابتدا . اثبات

لذا باشد) ͳم گون ستاره D (چون tw ∈ D ،٠ < t < ١ برای آنگاه ،w ∈ D اگر باشد f(z)

ͳم صدق |g(z)| < ١ نامساوی در آنجا در و است ͳتحلیل |z| < ١ در g(z) = f−١(tf(z)) تابع

w١ ∈ Dr ی نقطه اکنون ،|g(z)| ≤ |z| شوارتز، لم به توجه با ،g(٠) = f−١(tf(٠)) چون کند،

دلخواه، t برای f(z١) = w١ ،|z١| < r با z١ای ی نقطه برای اینصورت در کنیم ͳم انتخاب را

داریم: ٠ < t < ١

|f−١(tw١)| = |f−١(tf(z١))| = |g(z١)| ≤ |z١| < r

و Dr در ها w١ ی همه برای مطلب این چون دارد قرار Dr در tw١ که است ͳمعن بدان این ͳول

است. گون ستاره w = ٠ به نسبت Dr میدان است درست ٠ < t < ١ ها، t ی همه

بطوریه است موجود w٠ ∈ D نقطه آنگاه باشد نداشته قرار S∗ ی رده در f(z) اگر عکس، به

انتخاب را |z| < r < ١ قرص اینک باشد ͳنم D به متعلق t٠w٠ ، (٠ < t٠ < ١) ای، t٠ برای

به متعلق t٠w٠ ی نقطه Dr ⊂ D چون باشد w٠ ی نقطه شامل Dr تصویرش بطوریه کنیم ͳم

� نگارد. ͳنم گون ستاره میدان بر را |z| < ١، f(z) پس نیست Dr

اگر: تنها و اگر f(z) ∈ S∗ اینصورت در f(z) ∈ S کنیم فرض .٣.۴.١ قضیه

Re{zf
′(z)

f(z)
} > ٠.

میدان Έی |z| < r < ١ از Dr تصویر اگر تنها و اگر f(z) ∈ S∗ ، قبل لم به توجه با اثبات.

w = f(reiθ) تا w = ٠ از ͳشعاع بردار (٠ ≤ θ ≤ ٢π)θ هر برای معادل بیان به باشد گون ستاره

است اکید صعودی θ به نسبت ͳتابع arg f(reiθ) که است ͳمعن بدان این ͳول باشد Dr در باید

Έی پس کند قط΄ نقطه دو در حداقل را Dr مرز بایست ͳم ͳشعاع بردار اینصورت غیر در زیرا

گردد. ͳم مشخص ∂
∂θ

arg f(reiθ) > ٠ شرط با S∗ در تابع



ͳمقدمات نیازهاومفاهیم پیش .١ ١٢فصل

بنابراین: arg f(reiθ) = Im log f(reiθ) ͳازطرف

∂

∂θ
{Im log f(reiθ)} = Im{ ∂

∂θ
log f(reiθ)} = Im{ire

iθf ′(reiθ)

f(reiθ)
} = Re{zf

′(z)

f(z)
} > ٠

�

ی صفحه کل |z| < ١ تصویر زیرا دارد قرار S∗ ی رده در k(z) = z
(١−z)٢ کوئب تابع . مثال

همچنین: و است شده بریده ∞ تا −١
۴ پرتو امتداد در که باشد ͳم مختلط

Re{zk
′(z)

k(z)
} = Re{١+ z

١− z
} > ٠.

f(z) = ١ +
∑∞

n=١ anz
nو باشد ͳتحلیل |z| < ١ بر f(z)کنید فرض ([١٢]) .۴.۴.١ قضیه

|an| ≤ داریم٢ nهر ازای به گاه آن Ref(z) > اگر٠

.|an| ≤ n، n هر برای آنگاه باشد S∗ در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n کنیم فرض .۵.۴.١ قضیه

تابع f(z) ̸= ٠ ، ٠ < |z| < ١ برای چون اثبات.

P (z) = z
f ′(z)

f(z)
=
١+

∑∞
n=٢ nanz

n−١

١+
∑∞

n=٢ anz
n−١ (۵.١)

نوشت: زیر صورت به را آن توان ͳم است ͳتحلیل |z| < ١ در

P (z) = ١+
∞∑

n=٢
αnz

n (۶.١)

داریم: (۴.۴.١ ) ی قضیه به بنا Re{P (z)} > ٠ پس f(z) ∈ S∗ ، |z| < ١ برای ͳطرف از

|αn| ≤ ٢ n = ١,٢,٣, ... (٧.١)



T٢,µو Tهای رده .۵.١١٣

داریم: (۶.١) و (۵.١) از

١+
∞∑

n=٢
nanz

n−١ = (١+
∞∑

n=٢
anz

n−١)(١+
∞∑

n=٢
αnz

n)

رسیم: ͳم زیر ی رابطه به ضرایب دادن قرار تساوی با

kak = ak + ak−١α١ + ak−٢α٢ + ...+ a٢αk−٢ + αk−١

معادل: صورت به یا و

(k − ١)ak = ak−١α١ + ak−٢α٢ + ...+ a٢αk−٢ + αk−١ (k = ٢,٣, ...) (٨.١)

لذا: برد بار (٨.١) در را مثلث نامساوی توان ͳم (٧.١) کران از استفاده با

(k − ١)|ak| ≤ ٢(|ak−١|+ |ak−٢|+ ...+ |a٢|+ ١)

|ak| ≤ k ، k = ٢,٣, ..., n− ١ برای کنیم فرض سپس ، |a٢| ≤ ٢ یابیم ͳم در فوق ی رابطه از

اینصورت: در

(n− ١)|an| ≤ ٢[(n− ١) + (n− ٢) + ...+ ٢+ ١] = ٢(n− ١)n
٢

� است. درست n هر برای قضیه استقرا به لذا گردد ͳبرم |an| ≤ n به این و

T٢,µو Tهای رده ۵.١

شرط در که گیریم ͳم درنظر A از ارز تک توابع زیررده را T رده تعریف١.۵.١.

T٢ با f ′′(٠) = ٠ که Tرا از هایی زیررده چنین کنند.هم ͳم صدق | z
٢f ′(z)

f(z)٢ − ١| < ١, z ∈ U

دهیم. ͳم نمایش



ͳمقدمات نیازهاومفاهیم پیش .١ ١۴فصل

| z
٢f ′(z)

f(z)٢ −١| < µدرشرط z ∈ Uبرای که ست تکارزی توابع رده ،T٢,µ منظوراز تعریف١.۵.٢.

باشند ͳم ٠ < µ < و١ f(z) = z +
∑∞

k=٣ akz
k فرم به fکنندکه ͳم صدق

آنگاه f ∈ T٢ اگر ([٧]) .٣.۵.١ قضیه

Re(f(z)
z
> ١

٢)، z ∈ Uهر ازای به الف:

. است گون fستاره ، |z| < ١
۴√٢

برای ب:

Re f ′(z) > ٠، |z| < ١√
٢ ج:برای

S(α) رده ۶.١

ͳم تعریف f ∈ A توابع رارده S(α) ، ٠ < α ≤ ٢ که α ͳهرعددحقیق ازای به تعریف١.۶.١.

کنند. ͳم صدق z ∈ U ; |( z
f(z)

)′′| ≤ αو f(z) ̸= ٠,٠ < |z| < ١ درشرایط که کنیم

| z
٢f ′(z)

f(z)٢ − ١| ≤ α|z|٢ داریم z ∈ U برای گاه آن f(z) ∈ S(α) اگر [١٣] .٢.۶.١ قضیه

آنگاه باشد، f(z) = z + a٣z
٣ + a۴z۴ + ... فرم به و f(z) ∈ S(α) اگر .٣.۶.١ قضیه

است. گون ستاره |z| <
√

٢
α
. ١
۴√۵

ناحیه در f(z) آنگاه ، ٢√
۵ ≤ α ≤ ٢ اگر الف:

Re f ′(z) > ٠ داریم |z| <
√√

١−٣
α

برای آنگاه ،
√
٣− ١ ≤ α ≤ ٢ اگر ب:

نقطه zباشدو٠ ای ساده همبند میدان D کنیم فرض [١٢] ریمان) (نگاشت .۴.۶.١ قضیه

قرص به Dرا که دارد وجود f(z)ارز فردوتک به منحصر تابع صورت این میدان،در این در ای

f(z٠) = ٠،f ′(z٠) > ٠ کندو ͳم تصویر |z| < ١

تابع هر پس است. ارز هم واحد Έدیس با ساده همبند دامنه هر ریمان نگاشت قضیه طبق

و ͳتحلیل تابع به تواند ͳم باشد ساده همبند دامنه Έی آن تعریف دامنه که Έی به Έی و ͳتحلیل

شود. تبدیل است واحد Έدیس آن تعریف دامنه که ارز تک



٢ فصل

برای تکارزی محΈهای ͳبررس
انتگرال عملΎرهای

شدند. ͳمعرف قبل ،.....دربخش گون ستاره توابع ارز،رده تک توابع رده ،ͳتحلیل توابع رده

رده در انتگرال عملΎرهای ͳشرایط چه تحت که اند پرداخته مطلب این مطالعه به افرادمتعددی

شده،چه تعیین شرایط تغییر با عملΎرها این اصولآ و گیرند ͳقرارم فوق توابع مختلف های

رادربرخواهندداشت. ͳنتایج

ضمن مینیم ͳسع و کرده تحلیل و ͳبررس را آنها تحقیق از حاصل نتایج فصل دراین ما

عملΎربپردازیم این ارزی تک های Έمح به جدید عملΎرانتگرال Έی ͳمعرف

Jγ١,γ٢,...,γn عملΎرانتگرال ١.٢

مورد در را ارزی تک مختلف های Έمح و تعریف را Jγ١,γ٢,...,γn عملΎرانتگرال بخش این در

آورد. خواهیم دست به G و Mα عملΎرهای برای ͳنتایج آن از پس کنیم؛ ͳم بیان عملΎر این

ͳم قرار استفاده مورد ، فصل این قضایای اثبات در که کنیم ͳم مطرح را ای قضیه ابتدا در

گیرد.

اگر f ∈ A چنین هم Reα > باشدو٠ عددمختلط αکنید فرض ([١٠]) .١.١.٢ قضیه

١۵



انتگرال عملΎرهای برای ارزی تک های Έمح ͳبررس .٢ ١۶فصل

١−|z|٢Reα

Reα
| zf

′′(z)
f ′(z)

| ≤ ١ ∀z ∈ U

باشد. ͳم S دررده Fα(z) = [α
∫ z

٠ u
α−١f ′(u)du]

١
α انتگرال عملΎر گاه آن

باشد ͳم ١معروف بر Έمح به فوق قضیه

عددمختلط و ( واحد(١.٢.١ Έدردیس ونرمالیزه ͳتحلیل توابع مجموعه A که f ∈ A برای

عملΎرانتگرال (α ̸= ٠) که α

Mα(z) = {١
α

∫ z

٠
u−١(f(u))

١
αdu}α (z ∈ U) (١.٢)

رادرنظربΎیرید.

.Mα(z) ∈ Sآنگاه f ∈ S∗اگر که اند کرده ثابت ([۵]) ٣ ومانو ٢ میلر

عملΎرانتگرال ، ١.٢ رابطه در α = ١ باقراردادن

G(z) =
∫ z

٠
f(u)
u
du

داشت. راخواهیم

Mα(z) ازعملΎر ͳکل حالت که است کرده زیرراتعریف عملΎرانتگرال ۴ پیسار ویرجیل

باشد. ͳم G(z)و

به Jγ١,γ٢,...,γn عملΎر (γj ̸= ٠) γjمختلط اعداد و fj ∈ A، j = ١,٢, .., nبرای تعریف٢.١.٢.

شود: ͳم تعریف زیر صورت

Jγ١,γ٢,...,γn(z) = {( ١
γ١

+
١
γ٢

+ ...+
١
γn

)

∫ z

٠
u−١(f١(u))

١
γ١ ...(fn(u))

١
γn du}

١
١
γ١

+...+ ١
γn (٢.٢)

١Becker
٢Miller
٣Mocanu
۴Virgil pescar



Jγ١,γ٢,...,γN عملΎرانتگرال .١.٢١٧

و آید ͳم دست به Mα(z) عملΎرانتگرال قراردهیم n = ١, f١ = f, γ١ = αقبل رابطه در اگر

آید. ͳم دست Gبه عملΎرانتگرال نماییم جایΎذاری n = ١, f١ = f, γ١ = ١ اگر

ͳاعدادحقیق Mj و Reγj ̸= ٠ که مختلط اعداد γj ،j = ١,٢, .., n کنیم فرض .٣.١.٢ قضیه

fj(z) = z + a٢jz٢ + a٣jz
٣ + ...، fj ∈ A، b = ∑

n
j=١Re

١
γj
> ٠، مثبت

اگر

|
zf ′

j(z)

fj(z)
− ١| ≤Mj (z ∈ U , j = ١,٢, .., n) (٣.٢)

که

∑
n
j=١

Mj

|γj|
≤ ٣

√
٣

٢ b (٠ < b < ١) (۴.٢)

یا

∑
n
j=١

Mj

|γj|
≤ ٣

√
٣

٢ (b ≥ ١) (۵.٢)

قراردارد. S رابطه٢.٢دررده Jγ١,γ٢,...,γn عملΎرانتگرال گاه آن

کرد: ͳبازنویس زیر صورت به توان ͳم را ٢.٢ انتگرال عملΎر که کنیم ͳم مشاهده اثبات.

Jγ١,γ٢,...,γn(z) = {(
n∑

j=١

١
γj
)

∫ z

٠
u
∑

n
j=١

١
γj

−١
(
f١(u)

u
)

١
γ١ .....(

fn(u)

u
)

١
γn du}

١∑n
j=١

١
γj (۶.٢)

تابع

g(z) =

∫ z

٠
(
f١(u)

u
)

١
γ١ ....(

fn(u)

u
)

١
γn du (٧.٢)



انتگرال عملΎرهای برای ارزی تک های Έمح ͳبررس .٢ ١٨فصل

است. ͳتحلیلU در g تابع گیریم. ͳدرنظرم j = ١,٢, .., n ،fj ∈ A که را

صورت به را pتابع

p(z) =
zg′′(z)

g′(z)
(z ∈ U) (٨.٢)

داشت خواهیم (٨.٢ ) و (٧.٢) روابط از و p(٠) = کنیم.٠ ͳم تعریف

|p(z)| ≤
n∑

j=١

١
|γj|

|
zf ′

j(z)

fj(z)
− ١| (z ∈ U) (٩.٢)

شود: ͳم نتیجه z ∈ Uهر ازای به (٩.٢) و (٣.٢) روابط از

|p(z)| ≤
∑n

j=١
Mj

|γj |

داریم: (۵.١.١ ) لم از استفاده با

|p(z)| ≤
n∑

j=١

Mj

|γj|
|z| (z ∈ U) (١٠.٢)

گیریم: ͳم نتیجه z ∈ U هر برای (١٠.٢) و (٨.٢) از

١− |z|٢b

b
|zg

′′(z)

g′(z)
| ≤ ١− |z|٢b

b
|z|

n∑
j=١

Mj

|γj|
(١١.٢)

داریم: ( ١١.٢) از و ١− |z|٢b ≤ ١− |z|گاه٢ آن b ∈ اگر(٠,١)

١− |z|٢b

b
|zg

′′(z)

g′(z)
| ≤ ١− |z|٢

b
|z|

n∑
j=١

Mj

|γj|
(١٢.٢)

چون

max
|z|≤١

(١− |z|٢)|z| = ٢
٣
√
٣

(١٣.٢)

داشت خواهیم b ∈ (٠,١) و z ∈ U هر ازای به (١٢.٢) و (۴.٢) از

١− |z|٢b

b
|zg

′′(z)

g′(z)
| ≤ ١ (١۴.٢)



Jγ١,γ٢,...,γN عملΎرانتگرال .١.٢١٩

خواهیم (١١.٢) از استفاده با و ١−|z|٢b
b

≤ ١ − |z|٢ که بینیم ͳم b ∈ [١,∞) حالتیه برای

داشت:

١− |z|٢b

b
|zg

′′(z)

g′(z)
| ≤ (١− |z|٢)|z|

n∑
j=١

Mj

|γj|
(١۵.٢)

که: گیریم ͳم نتیجه b ∈ [١,∞) و z ∈ U هر برای (١۵.٢) ، (١٣.٢) ، (۵.٢) روابط از

١− |z|٢b

b
|zg

′′(z)

g′(z)
| ≤ ١ (١۶.٢)

صورت g′(z)به که کنیم ͳم مشاهده (٧.٢) به مراجعه با

g′(z) = (f١(z)
z

)
١
γ١ .....(fn(z)

z
)

١
γn

عملΎرانتگرال که شود ͳم نتیجه (١.١.٢) قضیه و (١۶.٢) و (١۴.٢) درنظرگرفتن با و خواهدبود

قراردارد. S رده در Jγ١,γ٢,...,γn

z ∈ U هر ازای به اگر f ∈ Aو Re α ̸= که٠ مختلط عدد αکنید فرض .۴.١.٢ نتیجه

| zf
′(z)

f(z)
− ١| ≤ ٣

√
٣

٢ |α|Re ١
α

(٠ < Re ١
α
< ١)

یا

| zf
′(z)

f(z)
− ١| ≤ ٣

√
٣

٢ |α| (Re ١
α
≥ ١)

قراردارد. Sرده در Mα انتگرال عملΎر گاه آن

. n = ١, γ١ = α, f١ = f, b = Re ١
α
قراردهید ، ( ٣.١.٢ ) درقضیه اثبات.

ͳم (١.٢.١) A ͳتحلیل توابع رده و (١.۴.١) S∗گون ستاره توابع رده تعریف به ͳنگاه با

باشد. ͳم Aاز ای رده زیر S∗که بینیم



انتگرال عملΎرهای برای ارزی تک های Έمح ͳبررس .٢ ٢٠فصل

باشد. ͳم S رده در f ∈ S∗ برای Mα که اند کرده ثابت مانو و میلر که کردیم بیان قبلا

پس است. S دررده f ∈ A برای Mα که بینید ͳم بیافکنید فوق برقضیه ͳنگاه اگرمجددا

ͳبخش بر ͳکل ای اشاره اینجا در است لازم است. مانو و میلر مطالعات بر بهبودی نتیجه این

. باشیم داشته تحقیقات این از

E کنید فرض

E = {ϕ;Uدر ͳتحلیل ϕ, ϕ(z) ̸= ٠, ϕ(٠) = ١}

باشد.

η+δ = β+γو δ ≥ ٠, β > ٠, η > که٠ ͳحقیق اعداد δ و η, β, γ و ϕ, ψ ∈ E قضیه:فرضکنید

طوریه به باشد داشته وجود J ͳنامنف عدد همچنین

β + γ > J ≥ γ +Re[
zϕ′(z)

ϕ(z)
] (١٧.٢)

و

δ +Re[
zψ′(z)

ψ(z)
] ≥ max[٠, J − λ(J)] (١٨.٢)

که

λ(J) =
١
٢min[

β + γ − J

J
,

J

β + γ − J
] (١٩.٢)

λ(٠) = و٠

گاه آن f ∈ S∗اگر

[
β + γ

zγϕ(z)

∫ z

٠
fη(u)uδ−١ψ(u)du]

١
β ∈ S (٢٠.٢)



Jγ١,γ٢,...,γN عملΎرانتگرال .١.٢٢١

شود. رجوع [۵] مرج΄ به اثبات.

تکارزی برای ͳشرایط چه است αعددمختلط که ͳحالت در کردیم ͳبررس (۴.١.٢) درنتیجه

Mα عملΎر ارزی تک های Έمح توان ͳم قبل، قضیه به توجه با حال است نیاز Mα عملΎر

ϕ = ψ = ١, η = β = ١
α
, کرد.(کافیست مشخص ، است مثبت ͳحقیق عدد α حالتیه برای را

( دهید. قرار δ = γ = ٠

شرایط ، آن تبع به و دید خواهیم تری ضعیف شرایط Jγ١,γ٢,...,γn عملΎر برای کار، ادامه در

کنیم. ͳم ارایه را دیΎری نتیجه آن از قبل آمد. خواهد پیش Mα برای جدیدی

اگر f(z) = z + a٢١z٢ + a٣١z
٣ + ... ، f ∈ A کنید فرض .۵.١.٢ نتیجه

| zf
′(z)

f(z)
− ١| ≤ ٣

√
٣

٢ z ∈ U

صورت به الساندرکه عملΎرانتگرال گاه آن

G(z) =
∫ z

٠

f(u)

u
du (٢١.٢)

گیرد. ͳم قرار S رده در شود ͳم تعریف

شود. ͳم حاصل نتیجه (٣.١.٢) قضیه در n = ١, γ١ = ١, f١ = f دادن قرار با اثبات.

شود. ͳم بیان (٢.٢) Jγ١,γ٢,...,γn عملΎرانتگرال ارزی تک برای دیΎری زیر،شرایط درقضیه

قضیه از بهبودی واق΄ در (۶.١.٢) قضیه که یافت درخواهید ذیل قضیه مطالعه از بعد هم شما

است. (٣.١.٢)

، fj ∈ A ،Re γj ̸= ٠، باشندو اعدادمختلط γj ،j = ١,٢, .., n کنید فرض .۶.١.٢ قضیه

θ ∈ [٠,٢π) و z ∈ Uهر اگربرای b = ∑
n
j=١Re

١
γj
> ٠ ،fj(z) = z + a٢jz٢ + a٣jz

٣ + ...



انتگرال عملΎرهای برای ارزی تک های Έمح ͳبررس .٢ ٢٢فصل

Re{eiθ(
zf ′

j(z)

fj(z)
− ١)} ≤

|γj|Re ١γj
۴ j = ١...n, b ∈ (٠,١) (٢٢.٢)

یا

Re{eiθ(
zf ′

j(z)

fj(z)
− ١)} ≤ |γj|

۴n j = ١...n, b ∈ [١,∞) (٢٣.٢)

گیرد. ͳم قرار S رده در Jγ١,γ٢,...,γn عملΎرانتگرال گاه آن

کنیم فرض اثبات.

h(z) =

∫ z

٠
(
f١(u)

u
)

١
γ١ ....(

fn(u)

u
)

١
γn du (٢۴.٢)

داریم: و است ͳتحلیلU در h تابع

zh′′(z)

h′(z)
=

n∑
j=١

١
γj
(
zf ′

j(z)

fj(z)
− ١) (٢۵.٢)

تابع

Ψj(z) = eiθ(
zf ′

j(z)

fj(z)
− ١) j = ١...n, θ ∈ [٠,٢π)

که کنیم ͳم مشاهده و گیریم ͳم نظر در را

Ψj(٠) = ٠ j = ١....n

داریم: b ∈ برای(٠,١) کاراتئودوری لم و (٢٢.٢) از

|Ψj(z)| ≤
|z||γj|Re ١γj
١)٢− |z|)

(٢۶.٢)



Jγ١,γ٢,...,γN عملΎرانتگرال .١.٢٢٣

داشت: خواهیم باشد، b ∈ حالتیه(∞,١] برای کاراتئودوری لم و (٢٣.٢) رابطه از همچنین

|Ψj(z)| ≤
|z||γj|

٢n(١− |z|)
(٢٧.٢)

کنیم ͳم مشاهده نظربΎیریم، در را (٢۶.٢) و (٢۵.٢) روابط اگر

١− |z|٢b

b
|zh

′′(z)

h′(z)
| ≤ ١− |z|٢b|z|

١)٢− |z|)
(z ∈ U , b ∈ (٠,١)) (٢٨.٢)

z ∈ U , b ∈ برای(٠,١) چون

١− |z|٢b ≤ ١− |z|٢

داشت خواهیم (٢٨.٢) رابطه به توجه با لذا

١− |z|٢b

b
|zh

′′(z)

h′(z)
| ≤ ١ (∀z ∈ U , b ∈ (٠,١)) (٢٩.٢)

z ∈ U , b ∈ برای(∞,١]

١−|z|٢b
b

≤ ١− |z|٢

داشت خواهیم (٢٧.٢) و (٢۵.٢) روابط از و است

١− |z|٢b

b
|zh

′′(z)

h′(z)
| ≤ ١ b ∈ (٠,١) (٣٠.٢)

که شد خواهیم متوجه (٢۴.٢) رابطه در بادقت

h′(z) =
∫ z

٠ (
f١(z)
z

)
١
γ١ ....(fn(z)

z
)

١
γn du

Jγ١,γ٢,...,γn که گیریم ͳم نتیجه (١.١.٢) بر لم و (٣٠.٢) و (٢٩.٢) روابط از استفاده با

است. S رده به متعلق



انتگرال عملΎرهای برای ارزی تک های Έمح ͳبررس .٢ ٢۴فصل

z ͳحقیق قسمت Re z که Re z ≤ |z| ، zدلخواه مختلط عدد برای دانیم ͳم که طور همان

است. (٣.١.٢) قضیه از بهبودی (۶.١.٢) قضیه ، مطلب این گرفتن نظر در با است.

،f ∈ A ، b = Re ١
α
> ٠ ،Re α ̸= ٠ مختلط، αعدد کنیم فرض .٧.١.٢ نتیجه

θ ∈ [٠,٢π) ، z ∈ Uهر اگربرای f(z) = z + a٢١z٢ + a٣١z
٣ + ...

Re{eiθ( zf
′(z)

f(z)
− ١)} ≤ |α|Re ١

α

۴ b ∈ (٠,١)

یا

Re{eiθ( zf
′(z)

f(z)
− ١)} ≤ |α|

۴ b ∈ [١,∞)

گیرد. ͳقرارم S رده در (١.٢) Mα(z)رانتگرالΎعمل گاه آن

. n = ١, f١ = f, γ١ = α دهید قرار (۶.١.٢ ) قضیه در اثبات.

است. (۴.١.٢ ) نتیجه از بهبودی ( ٧.١.٢) نتیجه

، z ∈ Uهر اگربرای f(z) = z + a٢١z٢ + a٣١z
٣ + ... ،f ∈ A تابع کنید فرض .٨.١.٢ نتیجه

θ ∈ [٠,٢π)

Re{eiθ( zf
′(z)

f(z)
− ١)} ≤ ١

۴

خواهد S رده در شود، ͳم تعریف G(z) = ∫ z

٠
f(u)
u
صورت به که الساندر انتگرال عملΎر گاه آن

بود.

(۶.١.٢) درقضیه n = ١, f١ = f, γ١ = ١ ͳزینΎباجای اثبات.

G ∈ S که شود ͳم نتیجه

است. ( ۵.١.٢) ازنتیجه بهبودی ( ٨.١.٢) نتیجه



Hγ١,γ٢,...,γ|[RE η]|,β,η انتگرال عملΎر .٢.٢٢۵

Hγ١,γ٢,...,γ|[Re η]|,β,η انتگرال عملΎر ٢.٢

سپس و پرداخت خواهیم Hγ١,γ٢,...,γ|[Re η]|,β,η انتگرال عملΎر مطالعه به دوم، ازفصل بخش این در

خواهیم دست به Hα,β ،Kα ، Mα ترعملΎرهای جزیی های حالت برای ارزی تک های Έمح

آورد.

عملΎرانتگرال

Kα(z) =

∫ z

٠
(
f(u)

u
)
١
αdu (٣١.٢)

بΎیرید. نظر در (α ̸= مختلط(٠ عدد α ،f ∈ A که

در ١
|α| ≤

١
۴ و f ∈ Sبرای Kα(z) انتگرال عملΎر که اند کرده ثابت ([٣]) ۶ مرکز و ۵ کیم

گیرد. ͳقرارم S رده

انتگرال عملΎر ٨ پیسار و ٧ پاسو

Hα,β(z) = [β

∫ z

٠
uβ−١(

f(u)

u
)αdu]

١
β (٣٢.٢)

برای ارزی تک شرایط در[٩] اند. کرده راتعریف f ∈ A و β ̸= ٠ مختلط، اعداد βو αکه

است. شده بحث Hα,β عملΎرانتگرال

انتگرال عملΎر ͳبررس به ١٠ بریز دنیل و پیسار ویرحیل ، ٩ بریز نیولیتا

Hγ١,γ٢,...,γ|[Re η]|,β,η(z) = {ηβ
∫ z

٠
uηβ−١(

f١(u)

u
)

١
γ١ ..........(

f|[Re η]|(u)

u
)

١
γ|[Re η]| du}

١
ηβ (٣٣.٢)

β ̸= ٠ ، j = ١, ......, |[Re η]| ، Re η /∈ [٠,١) ، γj ̸= اعدادمختلط،٠ η, β ، γj ، fj ∈ Aکه
۵Y.J.Kim
۶E.P.Merkes
٧N.N.Pascu
٨V.pescar
٩Nicoleta Breaz

١٠Daniel Breaz



انتگرال عملΎرهای برای ارزی تک های Έمح ͳبررس .٢ ٢۶فصل

داشت. خواهیم روند این بر مروری ما و اند پرداخته

انتگرال عملΎر بΎیریم نظر در را f١ = f ، γ١ = ١
α
، η = ١ مقادیر ، (٣٣.٢) رابطه در اگر

آید. ͳم دست به (٣٢.٢) Hα,β

KαرانتگرالΎعمل ، (٣٣.٢) رابطه در f١ = f و γ١ = γ ، |[Re η]| = ١ ، ηβ = برای١

آمد. خواهد دست به (٣١.٢)

عملΎر گاه آن f١ = f ، |[Re η]| = ١ ، γ١ = α ، ηβ = ١
α
دهیم قرار (٣٣.٢) رابطه در اگر

داشت. خواهیم را (١.٢ ) Mαانتگرال

j = ١, ......, |[Re η]| ، Re η /∈ [٠,١) ، β ̸= مختلط٠ اعداد η, β ، γj فرضکنیم .١.٢.٢ قضیه

و z ∈ U هر برای اگر fj(z) = z + b٢jz٢ + b٣jz
٣ + .... ، fj ∈ A، a =

∑|[Re η]|
j=١ Re ١

γj
> ٠ ،

Re ηβ ≥ a

|
zf ′

j(z)

fj(z)
− ١| ≤ (٢a+ ٢(١a+١٢a

٢|[Re η]| |γj| j = ١, ......, |[Re η]| (٣۴.٢)

عملΎر گاه آن

است. S در Hγ١,γ٢,...,γ|[Re η]|,β,η(z) = {ηβ
∫ z

٠ u
ηβ−١(f١(u)

u
)

١
γ١ ..........(

f|[Re η]|(u)

u
)

١
γ|[Re η]| du}

١
ηβ

تابع اثبات.

g(z) =

∫ z

٠
(
f١(u)

u
)

١
γ١ ..........(

f|[Re η]|(u)

u
)

١
γ|[Re η]| du (٣۵.٢)

باشد. ͳم ͳتحلیل Uدر gتابع بΎیرید. نظر در را

بنابراین کنیم. ͳم p(z)تعریف = zg′′(z)
g′(z)

صورت به را p(z) تابع

p(z) =
zg′′(z)

g′(z)
=

|[Re η]|∑
j=١

[
١
γj
(
zf ′

j(z)

fj(z)
− ١)] z ∈ U (٣۶.٢)



Hγ١,γ٢,...,γ|[RE η]|,β,η انتگرال عملΎر .٢.٢٢٧

که گیریم ͳم نتیجه (٣۶.٢) و (٣۴.٢) از

|p(z)| ≤ (٢a+ ٢(١a+١٢a

٢ (٣٧.٢)

داشت: zخواهیم ∈ U هر برای (۵.١.١) شوارتز لم از استفاده با

|p(z)| ≤ (٢a+ ٢(١a+١٢a

٢ |z| (٣٨.٢)

که: شود ͳم نتیجه (٣٨.٢) و (٣۶.٢) روابط از

١− |z|٢a

a
|zg

′′(z)

g′(z)
| ≤ (١− |z|٢a)|z|

a

(٢a+ ٢(١a+١٢a

٢ ∀z ∈ U (٣٩.٢)

max
|z|≤١

(١− |z|٢a)|z|
a

=
٢

(٢a+ ٢(١a+١٢a
چون

داریم: (٣٩.٢) رابطه از لذا

١−|z|٢a
a

| zg
′′(z)

g′(z)
| ≤ ١ ∀z ∈ U

است. S رده به متعلق Hγ١,γ٢,...,γ|[Re η]|,β,η انتگرال عملΎر (١.١.٢) لم طبق حال

گرفت ͳقرارم S رده در (١.٢ ) MαرΎعمل که را ͳشرایط (٧.١.٢) و (۴.١.٢ ) نتایج در

به Hγ١,γ٢,...,γ|[Re η]|,β,η عملΎر از ͳخاص حالت Mα عملΎر چنین هم نمودیم. مقایسه و ارایه را ،

Mα عملΎر که نمود تعیین را جدیدی شرایط توان ͳم قبل قضیه به توجه با پس رود. ͳم شمار

گیرد. قرار S رده در

، f ∈ A، a = Re ١
α
> مختلط،٠ αعدد کنیم فرض .٢.٢.٢ نتیجه

اگر f(z) = z + b٢١z٢ + b٣١z
٣ + ....

| zf
′(z)

f(z)
− ١| ≤ (٢a+١)

٢a+١
٢a

٢ |α| ∀z ∈ U



انتگرال عملΎرهای برای ارزی تک های Έمح ͳبررس .٢ ٢٨فصل

دارد. تعلق S رده به Mα انتگرال عملΎر گاه آن

دهید. قرار f١ = f ،γ١ = α ، β = ١
α
، η = قبل،١ درقضیه اثبات.

، f ∈ A ، a = Re α > ٠، β ̸= مختلط،٠ ،βاعداد α کنید فرض .٣.٢.٢ نتیجه

اگر f(z) = z + b٢١z٢ + b٣١z
٣ + ....

| zf
′(z)

f(z)
− ١| ≤ (٢a+١)

٢a+١
٢a

٢|α| ∀z ∈ U

دارد. قرار S رده در (٣٢.٢) Hα,β انتگرال عملΎر Re β ≥ Re αبرای گاه آن

خواهد حاصل نتیجه ، (١.٢.٢) قضیه در f١ = f ، γ١ = ١
α
، η = ١ گرفتن درنظر با اثبات.

شد.

، f ∈ A، a = Re١
α
∈ مختلط،[٠,١) αعدد کنید فرض .۴.٢.٢ نتیجه

اگر f(z) = z + b٢١z٢ + b٣١z
٣ + ....

| zf
′(z)

f(z)
− ١| ≤ (٢a+١)

٢a+١
٢a

٢ |α| ∀z ∈ U

باشد. ͳم S رده در (٣١.٢) Kα انتگرال عملΎر گاه آن

f١ = f ، γ١ = α |[Re η]| = ١ ، ηβ = ١ دهید قرار ، (١.٢.٢) قضیه در اثبات.

، Re η /∈ [٠,١) ، a = |[Re η]|.Re ١
α
، مختلط اعداد η و α کنید فرض .۵.٢.٢ نتیجه

fj(z) = z + b٢jz٢ + b٣jz
٣ + .... ، fj ∈ A ، j = ١.....|[Re η] ، a ∈ (٠,١]

اگر

| zf
′
j(z)

fj(z)
− ١| ≤ (٢a+١)

٢a+١
٢a

٢|[Re η]| |α| ∀z ∈ U , j = ١....|[Re η]|

انتگرال عملΎر گاه آن



Hγ١,γ٢,...,γ|[RE η]|,β,η انتگرال عملΎر .٢.٢٢٩

Lα(z) =
∫ z

٠ (
f١(u)
u

)
١
α .........(

f|[Re η]|(u)

u
)
١
α

است. S رده به متعلق

ͳم نتیجه (١.٢.٢) قضیه در γ١ = γ٢ = ..... = γ|[Re η]| = α ، ηβ = ١ جایΎذاری با اثبات.

باشد. ͳم S رده در Lα(z) که شود

شد. ͳبررس fj ∈ Aبرای ، Hγ١,γ٢,...,γ|[Reη]|,β,η عملΎر ارزی تک Έمح (١.٢.٢ ) قضیه در

آمد. خواهد پیش شرایط در تغییری چه fj ∈ S اگر که دید خواهیم ذیل قضیه در

β ̸= ٠، Re η /∈ [٠,١)، γj ̸= ٠ باشند، اعدادمختلط η ، β ، δ ، γj کنید فرض .۶.٢.٢ قضیه

اگر fj(z) = z +
∑∞

k=٢ bkjz
k، fj ∈ S، j = ١...|[Re η]|، a = Re δ > ٠،

|[Re η]|∑
j=١

١
|γj|

≤ a

٢ ; ٠ < a <
١
٢ (۴٠.٢)

یا

|[Re η]|∑
j=١

١
|γj|

≤ ١
۴ ; a ≥ ١

٢ (۴١.٢)

باشد. ͳم S رده در (٣٣.٢) Hγ١,γ٢,...,γ|[Re η]|,β,η عملΎرانتگرال ، Re ηβ ≥ a برای گاه آن

گیریم ͳم نظر در زیر صورت رابه g(z)تابع اثبات.

g(z) =
∫ z

٠ (
f١(u)
u

)
١
γ١ ........(

f|[Re η]|(u)

u
)

١
γ|[Re η]| du

و است ͳتحلیلUدرg تابع

١− |z|٢a

a
|zg

′′(z)

g′(z)
| ≤ (١− |z|٢a)

a

|[Re η]|∑
j=١

١
|γj|

|
zf ′

j(z)

fj(z)
− ١| (۴٢.٢)



انتگرال عملΎرهای برای ارزی تک های Έمح ͳبررس .٢ ٣٠فصل

بنابراین fj ∈ S(j = ١...|[Re η]|) چون

|
zf ′

j(z)

fj(z)
| ≤ ١+ |z|

١− |z|
z ∈ U , j = ١...|[Re η]| (۴٣.٢)

داشت: خواهیم (۴٣.٢) و (۴٢.٢) روابط از

١− |z|٢a

a
|zg

′′(z)

g′(z)
| ≤ (١− |z|٢a)

a
.

٢
١− |z|

|[Re η]|∑
j=١

١
|γj|

∀z ∈ U (۴۴.٢)

گیریم ͳم نتیجه (۴۴.٢) و (۴٠.٢) روابط از و max
|z|≤١

١− |z|٢a

١− |z|
= گاه١ آن ٠ < a < ١

٢ اگر

که:

١− |z|٢a

a
|zg

′′(z)

g′(z)
| ≤ ١ z ∈ U (۴۵.٢)

نامساوی به مجددا (۴۴.٢) و (۴١.٢) Έلذاباکم max
|z|≤١

١− |z|٢a

١− |z|
= ٢aباشد a ≥ ١

واگر٢

Hγ١,γ٢,...,γ|[Reη]|,β,ηانتگرال عملΎر گرفتکه نتیجه توان ͳم بر لم به استناد با حال رسید. خواهیم (۴۵.٢)

باشد ͳم S رده به متعلق

f(z) = z+
∑∞

k=٢ bk١z
k ،f ∈ S ، a = Re δ > مختلط،٠ اعداد δو αفرضکنید .٧.٢.٢ نتیجه

اگر

١
|α| ≤

a
٢ ٠ < a < ١

٢

یا

١
|α| ≤

١
۴ a ≥ ١

٢

است. Sرده در (١.٢ ) Mαانتگرال عملΎر Re ١
α
≥ aبرای گاه آن

f١ = f، γ١ = α، |[Re η]| = ١، ηβ = ١
α
، دهید قرار (۶.٢.٢) قضیه در اثبات.



Hγ١,γ٢,...,γ|[RE η]|,β,η انتگرال عملΎر .٢.٢٣١

،f ∈ S ، a = Re γ > مختلط،٠ اعداد γو β، α کنید فرض .٨.٢.٢ نتیجه

اگر f(z) = z +
∑∞

k=٢ bk١z
k

|α| ≤ a
٢ ٠ < a < ١

٢

یا

|α| ≤ ١
۴ a ≥ ١

٢

دارد. قرار Sرده در (٣٢.٢ ) Hα,βانتگرال عملΎر Re β ≥ aبرای گاه آن

دست به نتیجه گاه آن f١ = f، γ١ = ١
α
، ، η = ١، کنید فرض (۶.٢.٢) قضیه در اثبات.

خواهدآمد.

،f ∈ S ، a = Re γ ∈ مختلط،[٠,١) اعداد γو αکنید فرض .٩.٢.٢ نتیجه

اگر f(z) = z +
∑∞

k=٢ bk١z
k

١
|α| ≤

a
٢ ٠ < a < ١

٢

یا

١
|α| ≤

١
۴ a ≥ ١

٢

باشد. ͳم Sرده در (٣١.٢ ) Kαانتگرال عملΎر گاه ،آن

حاصل نتیجه (۶.٢.٢) قضیه در f١ = f، γ١ = α، |[Reη]| = ١، ηβ = ١، ͳزینΎجای با اثبات.

شد. خواهد

a = Reγ ∈ (٠,١] ،Re η /∈ [٠,١) مختلط، اعداد γو η، ،αکنید فرض .١٠.٢.٢ نتیجه

اگر fj(z) = z +
∑∞

k=٢ bkjz
k ،fj ∈ S ،



انتگرال عملΎرهای برای ارزی تک های Έمح ͳبررس .٢ ٣٢فصل

|[Reη]|
|α| ≤ a

٢ ٠ < a < ١
٢

یا

|[Reη]|
|α| ≤ ١

۴ a ≥ ١
٢

باشد. ͳم Sرده در شد واق΄ بحث مورد (۵.٢.٢ ) نتیجه در که Lαانتگرال عملΎر گاه آن

γ١ = γ٢ = ...... = γ|[Re η]| = α،Re η /∈ [٠,١)، ηβ = ١، فرضکنید (۶.٢.٢) قضیه در اثبات.

شد. خواهد حاصل نتیجه گاه آن



Jγ,β عملΎرانتگرال .٣.٢٣٣

Jγ,β عملΎرانتگرال ٣.٢

انتگرال عملΎر که ͳشرایط دوم، فصل از بخش این در

Jγ,β = {١
γ

∫ z

٠ u
−β(f(u))

١
γ
+β−١du}γ

شرایط شده انجام بحث به توجه با بخش، ادامه در و کنیم ͳم مرور را گیرد ͳم قرار S رده در

دست به ایم، کرده ͳمعرف را آنها ͳقبل های دربخش که Kαو Mα عملΎرهای برای جدیدی

آورد. خواهیم

عملΎرانتگرال

Jγ,β(z) = {١
γ

∫ z

٠
u−β(f(u))

١
γ
+β−١du}γ z ∈ U (۴۶.٢)

بΎیرید. نظر در γ, β ∈ Cکه

شد. خواهد حاصل (١.٢) Mαانتگرال عملΎر گاه آن γ = αو β = ١ اگر تذکر:

همان که (٣١.٢) KαرانتگرالΎعمل گاه آن β = ١
α
∈ C − و{٠,١} ١

γ
= اگر١ چنین هم

آید. ͳم دست به باشد، ͳم -مرکز کیم انتگرال

آید. ͳم دست به (٢١.٢) الساندر انتگرال عملΎر β = و١ ١
γ
= اگر١

داشت. خواهیم را Jγ,٠(z) = {١
γ

∫ z

٠ (f(u))
١
γ
−١du}γانتگرال عملΎر β = اگر٠

اگربرای f(z) = z + a٢z٢ + ...، f ∈ A، ،Re ١
γ
> مختلط٠ γعدد کنیم فرض .١.٣.٢ قضیه

β ∈ C و θ ∈ [٠,٢π]، z ∈ U هر

Re{eiθ(zf
′(z)

f(z)
− ١)} ≤

|γ|Re١
γ

۴+ (١+ |γ||β − ١|) ; ٠ < Re
١
γ
< ١ (۴٧.٢)

یا

Re{eiθ(zf
′(z)

f(z)
− ١)} ≤ |γ|

۴+ (١+ |γ||β − ١|) ; Re
١
γ

≥ ١ (۴٨.٢)



انتگرال عملΎرهای برای ارزی تک های Έمح ͳبررس .٢ ٣۴فصل

بود. Sخواهد رده در ، Jγ,β انتگرال عملΎر گاه آن

فرم به توان ͳرام Jγ,βرانتگرالΎعمل اثبات.

Jγ,β(z) = {١
γ

∫ z

٠ u
١
γ
−١(f(u)

u
)
١
γ
+β−١du}γ

کرد. ͳبازنویس

داریم: و باشد ͳم ͳتحلیلU در g(z) = ∫ z

٠ (
f(u)
u
)
١
γ
+β−١ تابع

zg′′(z)

g′(z)
= (

١
γ
+ β − ١)(zf

′(z)

f(z)
− ١) (۴٩.٢)

صورت به را ψ(z) تابع

ψ(z) = eiθ( zf
′(z)

f(z)
− ١) z ∈ U , θ ∈ [٠,٢π]

ψ(٠) = ٠ که کنیم ͳم مشاهده و کنیم ͳم تعریف

داشت: خواهیم Re ١
γ
∈ (٠,١) که ͳوقت برای کاراتئودوری لم و (۴٧.٢) رابطه از

|ψ(z)| ≤
|z||γ|Re١

γ

١)٢− |z|)(١+ |γ||β − ١|) ; z ∈ U , β ∈ C (۵٠.٢)

داشت: خواهیم Re ١
γ
∈ حالتیه(∞,١] برای (٢.٢.١) کاراتئودوری لم و (۴٨.٢) از و

|ψ(z)| ≤ |z||γ|
١)٢− |z|)(١+ |γ||β − ١|) ; z ∈ U , β ∈ C (۵١.٢)

گیریم: ͳم نتیجه (۵٠.٢) و (۴٩.٢) از استفاده با

١− |z|٢Re١
γ

Re١
γ

|zg
′′(z)

g′(z)
| ≤ (١− |z|٢Re١

γ )|z|
١)٢− |z|)

; z ∈ U , Re١
γ

∈ (٠,١) (۵٢.٢)



Jγ,β عملΎرانتگرال .٣.٢٣۵

Re ١
γ
∈ (٠,١) برای چون

١− |z|٢Re١
γ ≤ ١− |z|٢

داشت: خواهیم z ∈ Uهر برای (۵٢.٢) لذااز

١− |z|٢Re١
γ

Re١
γ

|zg
′′(z)

g′(z)
| ≤ ١ ; Re

١
γ

∈ (٠,١) (۵٣.٢)

داریم، Re ١
γ
∈ درحالتیه(∞,١]

١−|z|٢Re١γ

Re١
γ

≤ ١− |z|٢ z ∈ U

داریم: z ∈ Uهر برای (۵١.٢) و (۴٩.٢) روابط Έکم با و

١− |z|٢Re١
γ

Re١
γ

|zg
′′(z)

g′(z)
| ≤ ١ Re

١
γ

∈ [١,∞) (۵۴.٢)

Sرده در Jγ,β که داشت اظهار توان ͳم (١.١.٢) بر ولم (۵۴.٢) و (۵٣.٢) روابط به باتوجه

دارد. قرار

f(z) = z + a٢z٢ + ...، f ∈ A، Re١
α
> مختلط،٠ عدد α کنیم فرض .٢.٣.٢ نتیجه

z ∈ U , θ ∈ [٠,٢π] هر ازای به اگر

Re{eiθ( zf
′(z)

f(z)
− ١)} ≤ |α|Re ١

α

۴ ; Re١
α
∈ (٠,١)

یا

Re{eiθ( zf
′(z)

f(z)
− ١)} ≤ |α|

۴ ; Re١
α
∈ [١,∞)

بود. خواهد Sرده در ١.٢ ، Mα عملΎرانتگرال گاه آن

. β = ١, γ = α دهید قرار قبل، قضیه در اثبات.



انتگرال عملΎرهای برای ارزی تک های Έمح ͳبررس .٢ ٣۶فصل

و z ∈ U هر ازای به اگر f(z) = z + a٢z٢ + ...، f ∈ A، β ∈ C کنیم فرض .٣.٣.٢ نتیجه

θ ∈ [٠,٢π]

Re{eiθ( zf
′(z)

f(z)
− ١)} ≤ ١

۴(١+|β−١|)

بود. خواهد Sرده در (٣١.٢) ، Kα عملΎرانتگرال گاه آن

. β = α, γ = ١ دهید قرار قبل، قضیه در اثبات.

اگر f(z) = z + a٢z٢ + ...، f ∈ A، Re ١
γ
> مختلط،٠ عدد γ کنیم فرض .۴.٣.٢ نتیجه

Re {eiθ( zf
′(z)

f(z)
− ١)} ≤ |γ|Re ١

γ

۴(١+|γ|) ; Re ١
γ
∈ (٠,١)

یا

Re {eiθ( zf
′(z)

f(z)
− ١)} ≤ |γ|

۴(١+|γ|) ; Re ١
γ
∈ [١,∞)

بود. خواهد Sرده در ، Jγ,٠(z) عملΎرانتگرال گاه آن

. β = ٠ دهید قرار قبل، قضیه در اثبات.

f(z) ∈ A، β ∈ C، a = Re١
γ
> که٠ مختلط عدد γ کنیم فرض .۵.٣.٢ قضیه

f(z) = z + a٢z٢ + ...،

اگر

|zf
′(z)

f(z)
− ١| ≤ (٢a+ ٢(١a+١٢a |γ|

١)٢+ |γ||β − ١|) (۵۵.٢)

باشد. ͳم Sرده در (۴۶.٢) Jγ,β انتگرال عملΎر گاه آن

بنویسیم: زیر فرم به توانیم ͳم را Jγ,β عملΎر اثبات.



Jγ,β عملΎرانتگرال .٣.٢٣٧

Jγ,β(z) = {١
γ

∫ z

٠ u
١
γ
−١(f(u)

u
)
١
γ
+β−١du}γ z ∈ U

صورت به را g(z) تابع

g(z) =
∫ z

٠ (
f(u)
u
)
١
γ
+β−١

است. ͳتحلیل Uدر g(z).کنیم ͳم تعریف

گیریم: ͳم نظر در زیر صورت رابه p(z) تابع حال

p(z) =
zg′′(z)

g′(z)
= (

١
γ
+ β − ١)(zf

′(z)

f(z)
− ١) z ∈ U (۵۶.٢)

داریم: z ∈ U هر برای (۵۶.٢) و (۵۵.٢ روابط( به توجه با

|p(z)| ≤ (٢a+١)
٢a+١
٢a

٢

بΎوییم: میتوانیم شوارتز لم به استناد با

|p(z)| ≤ (٢a+١)
٢a+١
٢a

٢ |z| , z ∈ U

داریم: z ∈ Uهر ازای به ، فوق رابطه از

١− |z|٢a

a
|zg

′′(z)

g′(z)
| ≤ (٢a+ ٢(١a+١٢a

٢
(١− |z|٢a)

a
|z| (۵٧.٢)

چون

max
|z|≤١

(١− |z|٢a)
a

|z| = ٢
(٢a+ ٢(١a+١٢a

: گیریم ͳم نتیجه z ∈ U هر برای (۵٧.٢) از

١−|z|٢a
a

| zg
′′(z)

g′(z)
| ≤ ١

که شود ͳم نتیجه ، (١.١.٢) بر لم و g′(z) = (f(z)
z
)
١
γ
+β−١ که مطلب این و اخیر رابطه از

باشد. ͳم Sرده در Jγ,β انتگرال عملΎر



انتگرال عملΎرهای برای ارزی تک های Έمح ͳبررس .٢ ٣٨فصل

f(z) = z+a٢z٢+ ...، f(z) ∈ A، a = Re١
α
> ٠ که مختلط عدد α کنیم فرض .۶.٣.٢ نتیجه

z ∈ Uهر اگربرای

| zf
′(z)

f(z)
− ١| ≤ (٢a+١)

٢a+١
٢a |α|

٢

باشد. ͳم S رده در (١.٢) Mα انتگرال عملΎر گاه آن

. γ = α, β = ١ دهید قرار قبل، قضیه در اثبات.

نتیجه این لذا آید. ͳم دست به (۴.١.٢) نتیجه شرایط ، a = ١ دهیم قرار فوق نتیجه در اگر

باشد. ͳم مذکور نتیجه از ͳتعمیم

f(z) = z + a٢z٢ + ...، f(z) ∈ A، α ∈ C− {٠,١} کنیم فرض .٧.٣.٢ نتیجه

z ∈ Uهر اگربرای

| zf
′(z)

f(z)
− ١| ≤ ٣

√
٣

٢(١+|α−١|)

بود. خواهد S رده به متعلق (٣١.٢) Kα انتگرال عملΎر گاه آن

β = α, ١
γ
= ١ قراردهید (۵.٣.٢) قضیه در اثبات.

z ∈ Uهر اگربرای f(z) = z + a٢z٢ + ...، f(z) ∈ A، کنیم فرض .٨.٣.٢ نتیجه

| zf
′(z)

f(z)
− ١| ≤ ٣

√
٣

٢

است. S رده در (٢١.٢) الساندر انتگرال عملΎر گاه آن

آید. ͳم دست به نتیجه (۵.٣.٢) قضیه در β = ١, ١
γ
= ١ باقراردادن اثبات.

z ∈ Uهر اگربرای f(z) ∈ A، a = Re١
γ
> مختلط،٠ عدد γ کنیم فرض .٩.٣.٢ نتیجه



Jγ,β عملΎرانتگرال .٣.٢٣٩

| zf
′(z)

f(z)
− ١| ≤ (٢a+١)

٢a+١
٢a

٢
|γ|

١+|γ|

باشد ͳم Sرده در Jγ,٠(z) انتگرال عملΎر گاه آن

. β = قراردهید،٠ قبل قضیه در اثبات.



انتگرال عملΎرهای برای ارزی تک های Έمح ͳبررس .٢ ۴٠فصل

Gn,α(z)وFn,α(z)انتگرال های عملΎر ۴.٢

عملΎر جاری،دو بخش در

Fn,α(z) = ([n(α− ١) + ١] ∫ z

٠
∏n

j=١(
gj(u)

u
)
١
αun(α−١)du)

١
[n(α−١)+١] gj ∈ A, j = ١, ..., n

و

Gn,α(z) = ([n(α− ١) + ١] ∫ z

٠
∏n

j=١ gj(u)
α−١du)

١
[n(α−١)+١] gj ∈ A, j = ١, ..., n

اشاره قسمت این در استفاده مورد قضایای و ها لم به آن از قبل . دهیم ͳم قرار ͳبررس مورد را

کنیم. ͳم

شرط ودر f ∈ A کنیم فرض ([١١]) .١.۴.٢ قضیه

|z
٢f ′(z)

(f(z))٢
− ١| ≤ ١ (۵٨.٢)

باشد. ͳم ارز تک f(z) تابع ، گاه آن کند صدق

فرض چنین هم کند صدق ( ۵٨.٢) نامساوی در و g ∈ A کنیم فرض ([٨]) .٢.۴.٢ قضیه

که مختلط عدد α = a+ ib (a, b ∈ R) کنید

a۴ + a٢b٢ − a ≥ ٠, و a ∈ (٠,
√
٣]

که ξα(z) تابع گاه آن |g(z)| ≤ ١ (z ∈ U) اگر

ξα(z) = [α

∫ z

٠
uα−١(

g(u)

u
)
١
αdu]

١
α (۵٩.٢)

باشد. ͳم Sرده به متعلق



GN,α(Z)وFN,α(Z)انتگرال های عملΎر .۴.٢۴١

مختلط عدد کند. صدق ( ۵٨.٢) نامساوی در و g ∈ A کنیم فرض ([٢]) .٣.۴.٢ قضیه

که بΎیرید نظر در α = a+ ib (a, b ∈ R)

a ∈ [٣۴ ,
٣
٢ ] , b ∈ [٠, ١

٢
√
٢ ]

و

٨a٢ + ٩b٢ − ١٨a+ ٩ ≤ ٠

گاه آن |g(z)| ≤ ١ (z ∈ U) اگر

ϑα(z) = (α

∫ z

٠
[g(u)]α−١du)

١
α (۶٠.٢)

دارد. تعلق S رده به

انتگرال عملΎر

Fn,α(z) = ([n(α− ١) + ١]
∫ z

٠

n∏
j=١

(
gj(u)

u
)
١
αun(α−١)du)

١
[n(α−١)+١] gj ∈ A, j = ١, ..., n

(۶١.٢)

است. گرفته قرار مطالعه مورد ١١ بریز توسط

اطلاعات برای که است شده ͳبررس پیسار توسط قبلا F١,α عملΎر ͳیعن n = ١ حالت برای

کنید. مطالعه را ([١۴]) توانید ͳم بیشتر

است. (٢١.٢) F١,١ الساندر انتگرال عملΎر n = ١ = α حالت

ͳیعن دوم عملΎرانتگرال بریز

Gn,α(z) = ([n(α− ١) + ١]
∫ z

٠

n∏
j=١

gj(u)
α−١du)

١
[n(α−١)+١] gj ∈ A, j = ١, ..., n (۶٢.٢)

١١Breaz



انتگرال عملΎرهای برای ارزی تک های Έمح ͳبررس .٢ ۴٢فصل

است. کرده ͳبررس هم را

قرار موردتحقیق ([۶]) وپاسو ١٢ مولدوینو توسط قبلا G١,αرΎعمل n = ١ حالت برای

Fn,α انتگرال عملΎرهای کنیم، اختیار α = a + ib (a, b ∈ R) و n = ١ ما اگر است. گرفته

باشند. ͳم (۶٠.٢) ϑα و (۵٩.٢) ξα های انتگرال از ͳتعمیم (۶٢.٢) Gn,α و (۶١.٢)

(۵٨.٢) نامساوی در gj ∈ A j = ١...n تابع هر همچنین Mو ≥ ١ فرضکنیم .۴.۴.٢ قضیه

که بΎیرید نظر در α = a+ ib (a, b ∈ R) مختلط عدد و کند صدق

a ∈ (٠,
√

(٢M + ١)n] (۶٣.٢)

و

a۴ + a٢b٢ − [(٢M + ١)n]٢ ≥ ٠ (۶۴.٢)

اگر

|gj(z)| ≤M (z ∈ U , j = ١..., n)

باشد. ͳم Sرده در (۶١.٢) Fn,α تابع گاه آن

بوضوح بΎیرید. نظر در f(z) = ∫ z

٠
∏n

j=١(
gj(u)

u
)
١
α اثبات.

f ′(z) =
n∏

j=١
(
gj(z)

z
)
١
α (۶۵.٢)

و

f ′′(z) =
١
α

n∑
j=١

(
gj(z)

z
)
١−α
α (

zg′j(z)− gj(z)

z٢
)

n∏
k=١,k ̸=j

(
gk(z)

z
)
١
α (۶۶.٢)

داریم: (۶۶.٢) و (۶۵.٢) به توجه با

١٢Moldoveanu



GN,α(Z)وFN,α(Z)انتگرال های عملΎر .۴.٢۴٣

zf ′′(z)
f ′(z)

= ١
α

∑n
j=١(

zg′j(z)

gj(z)
− ١)

بنابراین

١−|z|٢a
a

| zf
′′(z)

f ′(z)
| = ١−|z|٢a

a
١√

(a٢+b٢)
|
∑n

j=١(
zg′j(z)

gj(z)
− ١)| ≤ ١−|z|٢a

a
١√

(a٢+b٢)

∑n
j=١ |(

zg′j(z)

gj(z)
− ١)| ≤

١−|z|٢a
a

١√
(a٢+b٢)

∑n
j=١(|

z٢g′j(z)

g٢j (z)
| |gj(z)||z| + ١) (z ∈ U)

که: دانیم ͳم قضیه صورت از چنین هم

|gj(z)| ≤M (z ∈ U , j = ١, ..., n)

شوارتز بنابرلم حال

|gj(z)| ≤M |z| (z ∈ U , j = ١, ..., n) (۶٧.٢)

شود: ͳم نتیجه زیر نامساوی فوق، نامساوی و (۵٨.٢) نامساوی از Έکم با

١−|z|٢a
a

| zf
′′(z)

f ′(z)
| ≤ ١−|z|٢a

a
(٢M+١)n√

a٢+b٢
≤ (٢M+١)n

a
√

a٢+b٢
(z ∈ U)

داریم: (۶۴.٢) و (۶٣.٢) از برگردیم قضیه صورت به دوباره اگر

١−|z|٢a
a

| zf
′′(z)

f ′(z)
| ≤ ١ (z ∈ U)

دارد. تعلق S رده به Fn,α که کنیم ادعا توانیم ͳم بر، Έمح از استفاده با نهایت در و

:

عدد و کند صدق (۵٨.٢) درنامساوی gj ∈ A j = ١...n تابع هر کنید فرض .۵.۴.٢ نتیجه

که بΎیرید نظر در را α = a+ ib (a, b ∈ R) مختلط



انتگرال عملΎرهای برای ارزی تک های Έمح ͳبررس .٢ ۴۴فصل

a ∈ (٠,
√
٣n]

و

a۴ + a٢b٢ − [٣n]٢ ≥ ٠

اگر

|gj(z)| ≤ ١ (z ∈ U , j = ١..., n)

باشد. ͳم Sرده در (۶١.٢) Fn,α تابع گاه آن

آید. ͳم دست به نتیجه ، M = ١ دهیم قرار قبل قضیه در اگر اثبات.

نیز و کند صدق (۵٨.٢) درنامساوی g ∈ A و M ≥ ١ کنید فرض .۶.۴.٢ نتیجه

که بΎیرید نظر در مختلط عدد Έی α = a+ ib (a, b ∈ R)

a ∈ (٠,
√
(٢M + ١)]

و

a۴ + a٢b٢ − [(٢M + ٢[(١ ≥ ٠

اگر

|g(z)| ≤M (z ∈ U , j = ١..., n)

باشد. ͳم Sرده در (۵٩.٢) ξα(z) تابع گاه آن

شد. خواهد حاصل نتیجه ، قبل قضیه در n = گذاری١ جای با اثبات.



GN,α(Z)وFN,α(Z)انتگرال های عملΎر .۴.٢۴۵

ͳم حاصل (٢.۴.٢) قضیه گاه آن M = n = ١، دهیم قرار (۴.۴.٢) قضیه در اگر تذکر

شود.

میرویم: (۶٢.٢) Gn,α عملΎر ارزی تک شرایط سراغ به ادامه، در

(۵٨.٢) درنامساوی gj ∈ A j = ١...n تابع هر همچنین Mو ≥ ١ فرضکنیم .٧.۴.٢ قضیه

که بΎیرید نظر در را α = a+ ib (a, b ∈ R) مختلط عدد و کند صدق

a ∈ [
(٢M + ١)n

(٢M + ١)n+ ١ ,
(٢M + ١)n

(٢M + ١)n− ١ ] b ∈ [٠, ١√
([(٢M + ١)n]٢ − ١)

] (۶٨.٢)

و

[(a− ٢(١ + b٢)][٢M + ١)n]٢ − a٢ ≤ ٠ (۶٩.٢)

اگر

|gj(z)| ≤M (z ∈ U , j = ١..., n)

باشد. ͳم Sرده در (۶٢.٢) Gn,α تابع گاه آن

داریم: زیر صورت به ، مجدد ͳبازنویس با را Gn,α اثبات.

Gn,α(z) = ([n(α− ١) + ١] ∫ z

٠
∏n

j=١(
gj(u)

u
)α−١un(α−١)du)

١
[n(α−١)+١] gj ∈ A, j = ١, ..., n

کنیم ͳم تعریف زیر صورت به را h(z)تابع حال

h(z) =
∫ z

٠
∏n

j=١(
gj(u)

u
)α−١du gj ∈ A, j = ١, ..., n

بنابراین

h′(z) =
∏n

j=١(
gj(z)

z
)α−١ (z ∈ U)



انتگرال عملΎرهای برای ارزی تک های Έمح ͳبررس .٢ ۴۶فصل

علاوه به h′(٠) = و١ h(٠) = ٠ که کنیم ͳم مشاهده

h′′(z) = (α− ١)∑n
j=١(

gj(z)

z
)α−٢(

zg′j(z)−gj(z)

z٢ )
∏n

k=١,k ̸=j(
gk(z)
z

)α−١

داریم اخیر رابطه دو گرفتن درنظر با

zh′′(z)
h′(z)

= (α− ١)∑n
j=١(

zg′j(z)

gj(z)
− ١) gj ∈ A, j = ١, ..., n

و

١−|z|٢a
a

| zh
′′(z)

h′(z)
| = ١−|z|٢a

a
|α− ١||∑n

j=١(
zg′j(z)

gj(z)
− ١)|

≤ ١−|z|٢a
a

√
(a− ٢(١ + b٢

∑n
j=١ |

zg′j(z)

gj(z)
− ١|

≤ ١−|z|٢a
a

√
(a− ٢(١ + b٢

∑n
j=١(|

z٢g′j(z)

g٢j (z)
| |gj(z)||z| + ١) (j = ١, ..., n, z ∈ U)

داریم (۶٧.٢) و (۵٨.٢) از

١−|z|٢a
a

| zh
′′(z)

h′(z)
| ≤ ١−|z|٢a

a
(٢M + ١)n

√
(a− ٢(١ + b٢

≤ (٢M+١)n
√

(a−١)٢+b٢

a
(z ∈ U)

شود ͳم نتیجه (۶٩.٢) و (۶٨.٢) از حال

١−|z|٢a
a

| zh
′′(z)

h′(z)
| ≤ ١ (z ∈ U)

باشد. ͳم Sرده در Gn,α تابع ، h(z) برای بر Έمح طبق لذا

کند. صدق (۵٨.٢) درنامساوی gj ∈ A (j = ١...n) تابع هر کنید فرض .٨.۴.٢ نتیجه

که بΎیرید نظر در را α = a+ ib (a, b ∈ R) عددمختلط

a ∈ [ ٣n
٣n+١ ,

٣n
٣n−١ ] , b ∈ [٠, ١√

٩n١−٢
]

و



GN,α(Z)وFN,α(Z)انتگرال های عملΎر .۴.٢۴٧

٩[(a− ٢(١ + b٢]n٢ − a٢ ≤ ٠

اگر

|gj(z)| ≤M (z ∈ U , j = ١..., n)

باشد. ͳم Sرده در Gn,α تابع گاه آن

. M = ١ بΎیرید نظر در قبل قضیه در اثبات.

کند. صدق (۵٨.٢) شرط نامساوی در g ∈ A وتابع M ≥ ١ کنید فرض .٩.۴.٢ نتیجه

که: بΎیرید نظر در طوری را α = a+ ib (a, b ∈ R) عددمختلط

a ∈ [٢M+١
٢M+٢ ,

٢M+١
٢M ] , b ∈ [٠, ١

٢
√

M(M+١)
]

و

[(a− ٢(١ + b٢)[٢M + ٢(١ − a٢ ≤ ٠

اگر

|g(z)| ≤M (z ∈ U ,M ≥ ١)

باشد. ͳم Sرده در ϑα(z) تابع گاه آن

n = ١، قراردهید (٧.۴.٢) قضیه در اثبات.

میابیم. دست (٣.۴.٢) قضیه از ͳتعمیم به گاه آن M = n = ١ قراردهیم قبل قضیه در اگر



انتگرال عملΎرهای برای ارزی تک های Έمح ͳبررس .٢ ۴٨فصل

Hγ١,...,γn,β(z)انتگرال عملΎر ۵.٢

عملΎرها این که کردیم ͳبررس انتگرال عملΎر چند ͳمعرف ضمن دوم، فصل از قسمت این تا

انتگرال عملΎر با بخش این در گیرند. ͳم قرار S رده در ͳشرایط چه با است، f ∈ Aهزمانی

برای که ست ارزی تک توابع رده T٢,µ که دهیم ͳم ادامه را کار fj ∈ T٢,µ برای Hγ١,...,γn,β(z)

٠ < µ < و١ f(z) = z+
∑∞

k=٣ akz
k فرم به fکه کنند ͳم صدق | z

٢f ′(z)

f(z)٢ −١| < µ شرط در z ∈ U

باشند. ͳم

مختلط، اعداد γj، fj ∈ A، γ ̸= ٠، β ̸= ٠، α ̸= ٠، ، مختلط اعداد α, β, γ، f ∈ A برای

در ایم کرده ͳمعرف گذشته های بخش در که را زیر انتگرال های عملΎر j = ١, ..., n γj ̸= ٠

بΎیرید: نظر

Mα(z) = {١
α

∫ z

٠ u
−١(f(u))

١
αdu}α

١.٢

Jγ١,γ٢,...,γn(z) = ( ١
γ١

+ ١
γ٢

+ ...+ ١
γn
)
∫ z

٠ u
−١(f١(u))

١
γ١ ...(fn(u))

١
γn du}

١
١
γ١

+...+ ١
γn

٢.٢

Kα(z) =
∫ z

٠ (
f(u)
u
)
١
αdu

٣١.٢

Hα,β(z) = [β
∫ z

٠ u
β−١(f(u)

u
)αdu]

١
β

٣٢.٢

...........
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fj ∈ A برای حال نمودیم. ارائه شده، ذکر انتگرال های عملΎر برای را ارزی تک های Έمح

در را زیر انتگرال عملΎر n ∈ N − {٠}، j = ١, ..., n، γj ̸= ٠، β ̸= ٠ ، β, γj، اعدادمختلط

بΎیرید. نظر

Hγ١,...,γn,β(z) = [β

∫ z

٠
uβ−١

n∏
j=١

(
fj(u)

u
)
١
γj du]

١
β (٧٠.٢)

رابطه عملΎر از ͳخاص های و...حالت Hα,β(z)، Kα(z)، Jγ١,γ٢,...,γn(z)، Mα(z) عملΎرهای

هستند. (٧٠.٢)

ͳبررس را Hγ١,...,γn,β عملΎر ارزی تک های Έمح ، fj ∈ T٢,µ حالتیه برای زیر، قضیه در

کنیم. ͳم

اعداد ها Mj، Re α > ٠، j = ١, ..., n، γj ̸= ٠ مختلط اعداد αوγj کنید فرض .١.۵.٢ قضیه

اگر j = ١, ..., n، fj(z) = z + a٣jz
٣ + ....، fj ∈ T٢,µو مثبت

|fj(z)| ≤Mj (z ∈ U , j = ١, ..., n) (٧١.٢)

و

n∑
j=١

(µ+ ١)Mj + ١
|γj|

≤ Re α (٧٢.٢)

،تابع Re β ≥ Re αکه β مختلط عدد هر برای گاه آن

Hγ١,...,γn,β(z) = [β
∫ z

٠ u
β−١(f١(u)

u
)

١
γ١ .....(fn(u)

u
)

١
γn du]

١
β

است. S رده در

بΎیرید نظر در را زیر تابع اثبات.

p(z) =
∫ z

٠ (
f١(u)
u

)
١
γ١ .....(fn(u)

u
)

١
γn du (fj ∈ T٢,µ, j = ١, ..., n)
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p(٠) = p′(٠)− ١ = ٠ که کنیم ͳم مشاهده pو ∈ A تابع

آوریم: ͳم دست به را زیر رابطه محاسبات، ͳکم با

|zp
′′(z)

p′(z)
| ≤

n∑
j=١

١
|γj|

|
zf ′

j(z)

fj(z)
− ١| (z ∈ U) (٧٣.٢)

چنین هم

|
zf ′

j(z)

fj(z)
− ١| ≤ |

z٢f ′
j(z)

f٢j (z)
||fj(z)

z
|+ ١ ≤ |

z٢f ′
j(z)

f٢j (z)
− ١| |fj(z)|

|z|
+

|fj(z)|
|z|

|+ ١ (٧۴.٢)

لذا fj ∈ T٢,µچون

| z
٢f ′

j(z)

f٢j (z)
− ١| ≤ µ (z ∈ U ,٠ < µ < ١)

داریم: شوارتز لم و (٧١.٢) رابطه گرفتن نظر در با

|fj(z)| ≤Mj|z| (z ∈ U , j = ١, ..., n)

داشت: خواهیم (٧۴.٢) رابطه و شرایط این با

|
zf ′

j(z)

fj(z)
− ١| ≤ (µ+ ١)Mj + ١ (z ∈ U , j = ١, ..., n) (٧۵.٢)

داریم: z ∈ U هر برای (٧۵.٢)، (٧٣.٢)، (٧٢.٢) معادلات به بارجوع

١−|z|٢Reα

Reα
| zp

′′(z)
p′(z)

| ≤ ١

است. S رده به متعلق Hγ١,...,γn,β انتگرال عملΎر بر Έمح بنابر حال

ودر (β =
∑n

j=١
١
γj
) است. Hγ١,...,γn,β عملΎر از ͳخاص حالت (٢.٢) Jγ١,γ٢,...,γn عملΎر

عملΎر ارزی تک برای ͳشرایط چه باشند fj ∈ Aاگر که شد مطلب این به اشاره اول بخش

حالتیه برای γn,...,γ٢,Jγ١را عملΎر ارزی تک های Έمح اینجا در است. نیاز Jγ١,γ٢,...,γn
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کنیم. ͳم بیان باشند، ها fj ∈ T٢,µ

j = ١, ..., n، Re γj ̸= ٠ اعدادمختلط αوγj کنید فرض .٢.۵.٢ نتیجه

fj(z) = z + a٣jz
٣ + ....، fj ∈ T٢,µو مثبت ͳحقیق اعداد ها Mj،

∑n
j=١Re

١
γj

≥ Re α > ٠

اگر

|fj(z)| ≤Mj (z ∈ U , j = ١, ..., n)

و

∑n
j=١

(µ+١)Mj+١
|γj | ≤ Re α

است. S رده در Jγ١,γ٢,...,γn عملΎر گاه آن

Mα عملΎر که دید خواهیم قبل، نتیجه از f١ = f، γ١ = α، n = ١ برای .٣.۵.٢ نتیجه

است. S رده در (١.٢)

ها Mj، ٠ < Re α ≤ ١، j = ١, ..., n، γj ̸= ٠ اعدادمختلط αوγj کنید فرض .۴.۵.٢ نتیجه

اگر j = ١, ..., n، fj(z) = z + a٣jz
٣ + ....، fj ∈ T٢,µو مثبت ͳحقیق اعداد

|fj(z)| ≤Mj (z ∈ U , j = ١, ..., n)

و

∑n
j=١

(µ+١)Mj+١
|γj | ≤ Re α

عملΎر گاه آن

∫ z

٠ (
f١(u)
u

)
١
γ١ ........(fn(u)

u
)

١
γn du
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است S رده در

β = ١ دهید قرار (١.۵.٢) قضیه در اثبات.

Kα عملΎر که شد خواهیم متوجه ، قبل نتیجه از n = ١, γ١ = α, f١ = f برای .۵.۵.٢ نتیجه

است. رده در (٣١.٢)

اعداد ها Mj، Re γ > ٠، j = ١, ..., n، α ̸= ٠ مختلط اعداد αوγ کنید فرض .۶.۵.٢ نتیجه

اگر n ∈ N − {٠}، j = ١, ..., n، fj(z) = z + a٣jz
٣ + ....، fj ∈ T٢,µو مثبت ͳحقیق

|fj(z)| ≤Mj (z ∈ U , j = ١, ..., n)

و

∑n
j=١

(µ+١)Mj+١
|α| ≤ Re γ

عملΎر Re β ≥ Re αکه β مختلط عدد هر برای گاه آن

[β
∫ z

٠ u
β−١(f١(u)

u
)
١
α ........(fn(u)

u
)
١
αdu]

١
β

باشد. ͳم S رده در

آید. ͳم دست به نتیجه (١.۵.٢) قضیه در γ١ = γ٢ = ... = γn = α جایΎذاری با اثبات.

عملΎر که گیریم ͳم نتیجه کنیم گذاری جای n = ١, f١ = f فوق نتیجه در اگر .٧.۵.٢ نتیجه

Hα,β(z) = [β
∫ z

٠ u
β−١(f(u)

u
)αdu]

١
β

باشد. ͳمS رده در
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متعلق که بود هایی fj به مربوط پرداختیم، آن مطالعه به بخش این در که را ͳنتایج و قضایا

A از ای رده زیر S(α) که باشند ها fj ∈ S(α) اگر که کنیم ͳم ͳبررس حال بودند. T٢,µ رده به

تغییری چه کرد، ͳم صدق ∀z ∈ U ; |( z
f(z)

)′′| ≤ α و f(z) ̸= ٠,٠ < |z| < ١ شرایط در که بود

شود؟ ایجاد شرایط در باید

که مثبت ͳعددحقیق α ، γj ̸= ٠ j = ١, ..., n اعدادمختلط، ها γj کنیم فرض .٨.۵.٢ قضیه

و مثبت ͳحقیق اعداد ها Mj ، ٠ < α ≤ ٢

fj ∈ S(α) fj(z) = z + a٢jz٢ + a٣jz
٣ + ... j = ١, ..., n

اگر

|fj| ≤Mj (z ∈ U , j = ١, ..., n) (٧۶.٢)

و

α٢
n∑

j=١

Mj

|γj|
+ (α + ١) (α+١)

α

n∑
j=١

Mj + ١
|γj|

≤ α(α+ ١) (α+١)
α (٧٧.٢)

S رده به متعلق (٧٠.٢) Hγ١,...,γn,β عملΎرانتگرال Re β ≥ αکه β مختلط عدد هر برای گاه آن

است.

بΎیرید. نظر در زیر صورت به g(z)را تابع اثبات.

∫ z

٠ (
f١(u)
u

)
١
γ١ ........(fn(u)

u
)

١
γn du (fj ∈ S(α), j = ١, ..., n)

g(٠) = g′(٠)− ١ = و٠ است ͳتحلیل U در g(z) تابع

|zg
′′(z)

g′(z)
| ≤

n∑
j=١

١
|γj|

|
zf ′

j(z)

fj(z)
− ١| (z ∈ U) (٧٨.٢)
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چنین: هم

|
zf ′

j(z)

fj(z)
− ١| ≤ |

z٢f ′
j(z)

f٢j (z)
− ١| |fj(z)|

|z|
+ | |fj(z)|

|z|
+ ١ (z ∈ U , j = ١, ..., n)

(٧٩.٢)

بنابراین باشد ͳم fj ∈ S(α) چون

| z
٢f ′

j(z)

f٢j (z)
− ١| ≤ α|z|٢ (∀z ∈ U , j = ١, ..., n)

داریم شوارتز لم و (٧۶.٢) ازرابطه

|fj(z)| ≤Mj|z| (z ∈ U , j = ١, ..., n)

داریم: (٧٩.٢) رابطه از استفاده با

|
zf ′

j(z)

fj(z)
− ١| ≤ αMj|z|٢ +Mj + ١ (z ∈ U , j = ١, ..., n) (٨٠.٢)

یابیم: ͳم دست زیر نامساوی به (٨٠.٢) و (٧٨.٢ ) ازمعادلات

١− |z|٢α

α
|zg

′′(z)

g′(z)
| ≤ (١− |z|٢α)|z|٢

n∑
j=١

Mj

|γj|
+
١− |z|٢α

α

n∑
j=١

Mj + ١
|γj|

(٨١.٢)

آنگاه ϕ(x) = (١− x٢α)x٢ و |z| = x (z ∈ U) اگر

max
x≤١

ϕ(x) =
α

(α + ١)α+١
α

که: شود ͳم نتیجه (٨١.٢) و (٧٧.٢) روابط و اخیر معادله از

١− |z|٢α

α
|zg

′′(z)

g′(z)
| ≤ ١ (∀z ∈ U) (٨٢.٢)

که بΎیریم نتیجه توانیم ͳم (١.١.٢) و (٨٢.٢) لذااز g′(z) = (f١(z)
z

)
١
γ١ ...(fn(z)

z
)

١
γn چون

است. S رده در Hγ١,...,γn,β
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مثبت ͳعددحقیق α ، Re γj ̸= ٠ j = ١, ..., n اعدادمختلط، ها γj فرضکنیم .٩.۵.٢ نتیجه

و مثبت ͳحقیق اعداد ها Mj ،
∑n

j=١Re
١
γj

≥ α، ٠ < α ≤ ٢ که

fj ∈ S(α) fj(z) = z + a٢jz٢ + a٣jz
٣ + ...

اگر

|fj| ≤Mj (z ∈ U , j = ١, ..., n)

و

α٢
∑n

j=١
Mj

|γj | + (α + ١) (α+١)
α

∑n
j=١

Mj+١
|γj | ≤ α(α + ١) (α+١)

α

باشد. ͳم S رده به متعلق (٢.٢) Jγ١,γ٢,...,γnرΎعمل گاه آن

بΎیرید. نظر در β =
∑n

j=١
١
γj
قبل، قضیه در اثبات.

که کرد خواهیم مشاهده n = ١, γ١ = α, f١ = f قراردهیم قبل نتیجه در اگر .١٠.۵.٢ نتیجه

است. Sرده در Mα

Mj ، ٠ < α ≤ ١ ، γj ̸= ٠ j = ١, ..., n مختلط، اعداد ها γj کنید فرض .١١.۵.٢ نتیجه

و مثبت ͳحقیق اعداد ها

اگر n ∈ N − {٠}، fj ∈ S(α) fj(z) = z + a٢jz٢ + a٣jz
٣ + ... j = ١, ..., n

|fj| ≤Mj (z ∈ U , j = ١, ..., n)

و

α٢
∑n

j=١
Mj

|γj | + (α + ١) (α+١)
α

∑n
j=١

Mj+١
|γj | ≤ α(α + ١) (α+١)

α

باشد. ͳم S رده در ∫ z

٠
∏n

j=١(
fj(u)

u
)
١
γj du عملΎر گاه آن



انتگرال عملΎرهای برای ارزی تک های Έمح ͳبررس .٢ ۵۶فصل

در (٣١.٢) Kα عملΎر گاه آن دهیم nقرار = ١, γ١ = α, f١ = f فوق نتیجه در نتیجه:اگر

باشد. ͳم Sرده

ها Mj ، ٠ < γ ≤ ٢ که مثبت ͳعددحقیق γ ، عددمختلط، α کنیم فرض .١٢.۵.٢ نتیجه

و مثبت ͳحقیق اعداد

fj ∈ S(γ) fj(z) = z + a٢jz٢ + a٣jz
٣ + ... j = ١, ..., n

اگر

|fj| ≤Mj (z ∈ U , j = ١, ..., n)

و

γ٢
|α|

∑n
j=١Mj +

(γ+١)
(γ+١)

γ

|α|
∑n

j=١(Mj + ١) ≤ γ(γ + ١) (γ+١)
γ

رده در [β
∫ z

٠ u
β−١∏n

j=١(
fj(u)

u
)
١
αdu]

١
βانتگرال عملΎر Re β ≥ γ، ،βعددمختلط هر برای گاه ن آ

باشد. ͳمS

کنید. گذاری جای قبل قضیه در را γ١ = γ٢ = ... = γn = α اثبات.

گیریم ͳم نتیجه ، کنیم گذاری جای n = ١, γ = α, f١ = f فوق نتیجه در اگر .١٣.۵.٢ نتیجه

Sاست. رده در (٣٢.٢) Hα,β(z) = [β
∫ z

٠ u
β−١(f(u)

u
)αdu]

١
β عملΎر که
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Fα(z)انتگرال عملΎر ۶.٢

Fα(z) = [α
∫ z

٠ u
α−١f ′(u)du]

١
α انتگرال عملΎر برای را ارزی تک های Έمح بخش، این در

لم ابتدا است. بر Έمح از بهبودی که کنیم ͳم مطرح را ای قضیه واق΄ در ؛ کنیم ͳم ͳبررس

کنیم. ͳم بیان را داریم لازم قسمت این در که را هایی قضیه و ها

نامساوی در θ ∈ [٠,٢π] هر وبرای f ∈ A اگر .١.۶.٢ لم

Re[eiθ zf
′′(z)

f ′(z)
] ≤ ١

۴

f ∈ S گاه، آن کند صدق

(٢.٢.١) کاراتئودوری لم به باتوجه گیریم. ͳم نظر در g(z) = eiθ zf
′′(z)

f ′(z)
اثبات.

(١− |z|)| zf
′′(z)

f ′(z)
| ≤ ٢.١۴ |z| =

|z|
٢

که: بینیم ͳم علاوه به

(١− |z|٢)|zf
′′(z)

f ′(z)
| = (١+ |z|)(١− |z|)|zf

′′(z)

f ′(z)
| ≤ (١+ |z|) |z|٢ ≤ ١ (٨٣.٢)

f ∈ S که گیریم ͳم نتیجه بر Έبنابرمح حال

،نامساوی θ ∈ [٠,٢π] برای اگر Re α > ٠, α ∈ C, f ∈ A کنید فرض .٢.۶.٢ قضیه

Re[eiθ zf
′′(z)

f ′(z)
] ≤

{
Re α
٢ ٠ < Re α < ١
١
۴ Re α ≥ ١

است. Sدر θ ∈ [٠,٢π] هر ازای به Fα(z) = [α
∫ z

٠ u
α−١f ′(u)du]

١
α تابع گاه، آن باشد برقرار

کنید. مقایسه (١.١.٢) بر Έمح با را قضیه این
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گیریم: ͳم نظر در حالت دو اثبات.

ͳنزول تابع Έی h : (٠,∞) → R تابع که کرد Έچ توان ͳم ͳآسان به Re α ≥ ١ الف: حالت

، گاه آن بΎیریم نظر در a = |z| z ∈ Uاگر است

١− |z|٢Re α

Re α
≤ ١− |z|٢ (٨۴.٢)

دست به (٨٣.٢) نامساوی گاه آن میدهیم قرار M = ١
و۴ g(z) = eiθ zf

′′(z)
f ′(z)

کاراتئودوری لم در

داریم: (٨۴.٢) طبق و آید ͳم

١−|z|٢Re α

Re α
| zf

′′(z)
f ′(z)

| ≤ (١− |z|٢)| zf
′′(z)

f ′(z)
| ≤ ١

٠ < Re α < ١ ب: حالت

a = |z| z ∈ U وبرای است صعودی تابع Έی q(x) = ١− a٢x ٠ < a < تابع١

١− |z|٢Re α ≤ ١− |z|٢ (٠ < Re α < ١) (٨۵.٢)

گاه: آن M = Reα
۴ دهیم قرار کاراتئودوری لم در اگر حال

(١− |z|٢)| zf
′′(z)

f ′(z)
| ≤ Re α

داریم: ( ٨۵.٢ ) رابطه طبق حال

(١− |z|٢Reα)| zf
′′(z)

f ′(z)
| ≤ (١− |z|٢)| zf

′′(z)
f ′(z)

| ≤ Reα

Re α > ٠ αکه ∈ C هر ازای به لذا

١−|z|٢Re α

Re α
| zf

′′(z)
f ′(z)

| ≤ ١

باشد. ͳم Sرده در Fα تابع بر Έمح بر بنا حال
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Hγ١,...,γn,β(z)انتگرال عملΎر ٧.٢

Hγ١,...,γn,β(z) = β
∫ z

٠ u
β−١∏n

j=١(
fj(u)

u
)
١
γj du}

١
β محΈهایتکارزیعملΎر (١.۵.٢) درقضیه

شد. مشخص بود، fj ∈ T٢,µ حالتیه برای

کنیم. ͳم ارائه باشد fj ∈ Aهحالتی برای را عملΎر این ارزی تک های Έمح بخش این در

β ∈ C باشند، مثبت ͳاعدادحقیق ها ١
γj
> ٠ ، j = ١, ..., n ازای به کنید فرض .١.٧.٢ قضیه

باشیم داشته θ ∈ [٠,٢π], z ∈ Uهر ازای به و fj ∈ A، j = ١, ..., n هر Reاگربرای β > ٠،

Re(eiθ
zf ′

j(z)

fj(z)
) ≤


Re β

٢∑n
j=١

١
γj

+ cos(θ) ٠ < Re β < ١
١

۴∑n
j=١

١
γj

+ cos(θ) Re β ≥ ١ (٨۶.٢)

θ ∈ [٠,٢π] هر ازای به گاه آن

Hγ١,...,γn,β(z) = [β
∫ z

٠ u
β−١∏n

j=١(
fj(u)

u
)
١
γj du]

١
β ∈ S

Fn ∈ Aکه کنید ͳم بΎیرید.مشاهده نظر رادر Fn(z) =
∫ z

٠ (
f١(t)
t
)

١
γ١ .....(fn(t)

t
)

١
γn dt عملΎر اثبات.

که دید توان ͳم ͳآسان به دیΎر طرف از Fn(٠) = F ′
n(٠)− ١ = ٠ͳیعن

F ′
n(z) =

∏n
j=١(

fj(z)

z
)
١
γj

و

( zF
′′
n (z)

F ′
n(z)

) =
∑n

j=١
١
γj
(
zf ′

j(z)

fj(z)
)−

∑n
j=١

١
γj

بنابراین:

(eiθ zF
′′
n (z)

F ′
n(z)

) =
∑n

j=١
١
γj
(eiθ

zf ′
j(z)

fj(z)
)− eiθ

∑n
j=١

١
γj
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که: گیریم ͳم نتیجه (٨۶.٢) و اخیر رابطه از

Re(eiθ zF
′′
n (z)

F ′
n(z)

) =
∑n

j=١
١
γj
Re(eiθ

zf ′
j(z)

fj(z)
)− cos(θ)

∑n
j=١

١
γj

≤
{ ١

٢Re β ٠ < Re β < ١
١
۴ Re β ≥ ١

داریم: (٢.۶.٢) قضیه استنادبه با حال

{β
∫ z

٠ u
β−١F ′

n(u)du}
١
β ∈ S

θ ∈ [٠,٢π] هر ازای به معادل، طور به یا

{β
∫ z

٠ u
β−١∏n

j=١(
fj(u)

u
)
١
γj du}

١
β ∈ S

ͳبررس مختلف های درحالت را (٣٢.٢) Hα,β(z) = [β
∫ z

٠ u
β−١(f(u)

u
)αdu]

١
β عملΎر تاکنون

برای ٧.۵.٢ درنتیجه f ∈ S برای ٨.٢.٢ ،درنتیجه f ∈ A ،برای ٣.٢.٢ کردیم.(درنتیجه

ͳکل ازعملΎر ͳخاص حالت Hα,βرΎعمل این )حال f ∈ S(α) برای ١٣.۵.٢ نتیجه در f ∈ T٢,µ

برای را دیΎری ارزی تک های Έمح توانیم ͳم قبل، قضیه به باتوجه لذا باشد ͳم قبل قضیه

کنیم. مشخص عملΎر این

ازای به و f ∈ Aاگر Re β > ٠, β ∈ C باشد، ͳعددحقیق α > کنید٠ فرض .٢.٧.٢ نتیجه

باشیم داشته θ ∈ [٠,٢π]و z ∈ Uهر

Re(eiθ zf
′(z)

f(z)
) ≤

{
Re β
٢α + cosθ ٠ < Re β < ١
١
۴α + cosθ Re β ≥ ١

θ ∈ [٠,٢π]هر ازای به گاه آن

Hα,β(z) = [β
∫ z

٠ u
β−١(f(u)

u
)αdu]

١
β ∈ S
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. α١ = α, n = ١ قراردهید قبل قضیه در اثبات.

θ ∈ [٠,٢π] و z ∈ U هر ازای به و f ∈ A اگر Re β > ٠, β ∈ C کنید فرض .٣.٧.٢ نتیجه

Re(eiθ zf
′(z)

f(z)
) ≤

{
Re β
٢ + cosθ ٠ < Re β < ١
١
۴α + cosθ Re β ≥ ١

θ ∈ [٠,٢π]هر ازای به گاه آن

{β
∫ z

٠ u
β−٢f(u)du}

١
β ∈ S

.α = ١ قراردهید قبل نتیجه در اثبات.

θ ∈ [٠,٢π] و z ∈ U هر ازای به و f ∈ A اگر .۴.٧.٢ نتیجه

Re(eiθ zf
′(z)

f(z)
) ≤ ١

۴ + cosθ

باشد. ͳمS رده در الساندر عملΎر θ ∈ [٠,٢π]هر ازای به گاه آن

∫ z

٠
f(u)
u
du ∈ S

.β = ١ قراردهید قبل نتیجه در اثبات.

Re β > ٠, β ∈ C باشند، ͳاعدادحقیق ها αj > ٠ ، j = ١, ..., nبرای فرضکنید .۵.٧.٢ قضیه

کنند: صدق زیر شرایط در θ ∈ [٠,٢π]و z ∈ Uهر ازای وبه fj ∈ A j = ١, ..., nاگر

Re(eiθ
zf ′′

i (z)

f ′
i(z)

) ≤

{
Re β

٢∑n
j=١ αj

٠ < Re β < ١
١

۴∑n
j=١ αj

Re β ≥ ١

θ ∈ [٠,٢π]هر ازای به گاه آن

{β
∫ z

٠ u
β−١∏n

j=١(f
′
j(u))

αjdu}
١
β ∈ S
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داریم: درنظربΎیرید. را Fα١....αn(z) =
∫ z

٠ (f
′
١(t))

α١ ...........(f ′
n(t))

αndt عملΎر اثبات.

Fα١....αn(٠) = F ′
α١....αn

(٠)− ١ = ٠

دید: توان ͳم ساده محاسبه Έی با چنین هم

(
zF ′′

α١....αn
(z)

F ′
α١....αn

(z)
) =

∑n
j=١ αj(

zf ′′
j (z)

f ′
j(z)

)

بنابراین

Re(eiθ
zF ′′

α١....αn
(z)

F ′
α١....αn (z)

) =
∑n

j=١ αjRe(e
iθ zf

′′
j (z)

f ′
j(z)

)

به ، بالا رابطه به توجه با کنند ͳم صدق قضیه شرایط در ها fj ، j = ١, ..., n هر ازای به چون

کنیم: ͳم مشاهده θ ∈ [٠,٢π] و z ∈ U هر ازای

Re(eiθ
zF ′′

α١....αn
(z)

F ′
α١....αn

(z)
) ≤

{ ١
٢Re β ٠ < Re β < ١

١
۴ Re β ≥ ١

لذا

{β
∫ z

٠ u
β−١F ′

α١....αn
(u)du}

١
β ∈ S

θ ∈ [٠,٢π]هر ازای به معادل طور یابه

{β
∫ z

٠ u
β−١∏n

j=١(f
′
j(u))

αjdu}
١
β ∈ S

z ∈ Uهر ازای به و f ∈ Aاگر Reβ > ٠ که β ∈ C و α > ٠ کنید فرض .۶.٧.٢ نتیجه

کند: صدق زیر شرایط در θ ∈ [٠,٢π]و

Re(eiθ zf
′′(z)

f ′(z)
) ≤

{
Re β
٢α ٠ < Re β < ١
١
۴α Re β ≥ ١

θ ∈ [٠,٢π]هر ازای به گاه آن
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{β
∫ z

٠ u
β−١(f ′(u))αdu}

١
β ∈ S

. f١ = f, α١ = α, n = ١ قراردهید قبل قضیه در اثبات.

در θ ∈ [٠,٢π]و z ∈ Uهر ازای به و f ∈ Aاگر Reβ > ٠, β ∈ Cکنید فرض .٧.٧.٢ نتیجه

کنند: صدق زیر شرایط

Re(eiθ zf
′′(z)

f ′(z)
) ≤

{
Reβ
٢ ٠ < Reβ < ١
١
۴ Reβ ≥ ١

θ ∈ [٠,٢π]هر ازای به گاه آن

{β
∫ z

٠ u
β−١f ′(u)du}

١
β ∈ S

. α = ١ قراردهید قبل نتیجه در اثبات.
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گیری نتیجه

گرفتند،عبارتند: قرار موردمطالعه نامه پایان این در که انتگرال عملΎرهای

Mα(z) = {١
α

∫ z

٠ u
−١(f(u))

١
αdu}α

G(z) =
∫ z

٠
f(u)
u
du

Jγ١,γ٢,...,γn(z) = ( ١
γ١

+ ١
γ٢

+ ...+ ١
γn
)
∫ z

٠ u
−١(f١(u))

١
γ١ ...(fn(u))

١
γn du}

١
١
γ١

+...+ ١
γn

Kα(z) =
∫ z

٠ (
f(u)
u
)
١
αdu

Hα,β(z) = [β
∫ z

٠ u
β−١(f(u)

u
)αdu]

١
β

Hγ١,γ٢,...,γ|[Reη]|,β,η(z) = {ηβ
∫ z

٠ u
ηβ−١(f١(u)

u
)

١
γ١ ..........(

f|[Reη]|(u)

u
)

١
γ|[Reη]| du}

١
ηβ

Lα(z) =
∫ z

٠ (
f١(u)
u

)
١
α .........(

f|[Reη]|(u)

u
)
١
α

Jγ,β = {١
γ

∫ z

٠ u
−β(f(u))

١
γ
+β−١du}γ

Jγ,٠(z) = {١
γ

∫ z

٠ (f(u))
١
γ
−١du}γ

Fn,α(z) = ([n(α− ١) + ١] ∫ z

٠
∏n

j=١(
gj(u)

u
)
١
αun(α−١)du)

١
[n(α−١)+١]

Gn,α(z) = ([n(α− ١) + ١] ∫ z

٠
∏n

j=١ gj(u)
α−١du)

١
[n(α−١)+١]

ξα(z) = [(α)
∫ z

٠ u
α−١(g(u)

u
)
١
αdu]

١
α

ϑα(z) = (α
∫ z

٠ [g(u)]
α−١du)

١
α

Fα(z) = [α
∫ z

٠ u
α−١f ′(u)du]

١
α
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مینیم. بندی جم΄ و تحلیل ، رامقایسه گذشته های بخش نتایج ،ͳپایان بخش این مادر

Mα(z) = {١
α

∫ z

٠ u
−١(f(u))

١
αdu}α

عملΎر ،(١٠.۵.٢) ،(۶.٣.٢) ،(٧.٢.٢) ،(٢.٢.٢) ،(٧.١.٢) ،(۴.١.٢) نتایج و قضایا در

کردیم: ͳبررس را Mα

است. ( ۴.١.٢) نتیجه از بهبودی ( ٧.١.٢) نتیجه

است. (۴.١.٢) از بهبودی نیز (٢.٢.٢) نتیجه

انتخاب که هایی f نتیجه این در واق΄ در پس Aاست. از ای رده وSزیر f ∈ S ،(٧.٢.٢) در

fنسبت انتخاب شرط دیΎر، دیدگاه از ͳعبارت به اند شده گنجانده تری ضعیف شرط در کنیم ͳم

مزبور نتیجه حیث این از لذا و است شده محدود (٢.٢.٢) و (٧.١.٢) و (۴.١.٢) نتایج به

است. یافته بهبود

است. (۴.١.٢) از بهبودی (۶.٣.٢) شرایط چنین هم

مورد در (١٠.۵.٢) (٣.۵.٢)و نتایج لذا هستند A از هایی رده زیر S(α) µ,T٢و دانیم ͳم

است. شده اعمال تری ضعیف fشرط انتخاب

Jγ١,γ٢,...,γn(z) = ( ١
γ١

+ ١
γ٢

+ ...+ ١
γn
)
∫ z

٠ u
−١(f١(u))

١
γ١ ...(fn(u))

١
γn du}

١
١
γ١

+...+ ١
γn

مورد ،(٩.۵.٢) ،(٢.۵.٢) ،(۶.١.٢) ،(٣.١.٢) نتایج و قضایا در را انتگرال عملΎر این

دادیم. قرار مطالعه

(۶.١.٢) قضیه گفت توان ͳم Re z ≤ |z| (∀z ∈ U) که مطلب این گرفتن نظر در با

است. قضیه(٣.١.٢) از بهبودی

بهبودی (٩.۵.٢) که کنیم ͳم مشاهده کنیم مقایسه (٣.١.٢) قضیه با را (٩.۵.٢) نتیجه اگر

است. از(٣.١.٢)
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دو در حالیه در اند شده انتخاب fj ∈ T٢,µ و fj ∈ S(α) ، و(٢.۵.٢) نتایج(٢.۵.٩) در

هستند. fj ∈ AرΎدی قضیه

Hα,β(z) = [β
∫ z

٠ u
β−١(f(u)

u
)αdu]

١
β

مطالعه ،(٢.٧.٢) ،(١٣.۵.٢) ،(٧.۵.٢) ،(٨.٢.٢) ،(٣.٢.٢) نتایج و قضایا در عملΎر این

شد.

نتیجه در حالیه در است شده تعیین شرایط f ∈ Aبرای (٢.٧.٢) و (٣.٢.٢) درنتیجه

برای (١٣.۵.٢ ) نتیجه در و f ∈ T٢,µ برای ( ٧.۵.٢) نتیجه در f ∈ Sبرای ( ٨.٢.٢)

ͳم A از هایی رده زیر ͳΎهمS و S(α) و T٢,µدانیم ͳم اند. گردیده مشخص شرایط f ∈ S(α)

باشند.
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الفبایی فهرست

٢ ،ͳتحلیل تابع
٢ ارز، تک تابع
۴ کوئب، تابع

٣ ، S رده
١٣ ،S(α)رده

١٣ ،T رده
١٣ ،T٢,µرده

١٠ گون، ستاره
١۶ ، Jγ١,γ٢,...,γn(z) انتگرال عملΎر

۵٧ ، Fα(z) انتگرال عملΎر
۴٠ ، Fn,α(z) انتگرال عملΎر

١۵ ، G انتگرال عملΎر
۴٠ ، Gn,α(z) انتگرال عملΎر
٢۵ ، Hα,β انتگرال عملΎر

۴٨ ، Hγ١,...,γn,β(z) انتگرال عملΎر
٣٣ ، Jγ,β انتگرال عملΎر
٢۵ ، Kα انتگرال عملΎر
٢۵ ، Mα انتگرال عملΎر
١۵ ، Mα انتگرال عملΎر

٨ ،Littlewood قضیه
۴ پوشش، قضیه
١۴ شوارتز، لم

٢ ، کاراتئودوری لم
١۴ ریمان، نگاشت
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complex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلط
Triangle inequality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلث. نامساوی
Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معادله
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Abstract

In this work, we study some integral operators and determine conditions
for the univalence of these integral operators.

Keywords: Analytic functions, univalent functions, starlike functions,
integral operator.
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