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براي نامه پايان اين از ... و اقتباس ترجمه، برداري، نسخه تكثير، و چاپ از اعم حقوق كلية
است. محفوظ شاهرود ͳصنعت دانشΎاه
است. آزاد مأخذ ذكر با مطالب نقل





است) قبول مورد داوران هيأت اصل امضاي با ۴ يا ٣ پيوست (فرم داوران هيأت توسط نامه تصويب صفحة





ͳقدردان

همتا یاربی نام به
الخالق یشر لم المخلوق یشر لم من

حضرت بشریت عالم ͳمنج یΎانه بر ثنا و تهیت و کنون تا اسلام صدر از شهدا طیبه ارواح به درود و سلام با
که اساتید کلیه از را خود ͳقدردان و تشر مراتب تا دانستم خود بر حقش، بر نائب و فداک ͳروح (ع;) عصر ͳول
روزافزون توفیقات و صحت خواستار و بنمایم دادند، قرار راهنمایی و عنایت مورد سال چند این در را حقیر بنده
مهدی به تقدیم که ناچیز و ͳجزئ تلاش این که دارم آن امید باشم. همتا بی خداوند از محترمشان خانواده و ایشان

گیرد. قرار ایشان قلبی رضایت مورد نموده�ام علیه ا... سلام فاطمه
کلیه برای را زیبا تغییرات از سرشار ͳلحظات .ͳعال انسان�های تدبیر تغییر، و عادیست انسان�های تقویم تقدیر،

خواستارم. منان خداوند از ͳگرام اساتید و محققان



چیده
سال�های در دیΎر دلایل ͳبرخ و تکراری کدگشایی روش�های ساده، ساختار دلیل به LDPC کدهای از استفاده
خلاصه�ای بیان و کدگذاری نظریه تاریخچه به کوتاه ͳنگاه با پایان�نامه این در است. بوده توجه مورد بسیار اخیر
از استفاده با سپس م�ͳپردازیم. آنها کدگذاری نحوه و LDPC کدهای شرح به ͳخط کدهای به مربوط مفاهیم از
کدگشایی روش علاوه�براین م�ͳکنیم. ͳمعرف را عبورپیام کدگشایی الΎوریتم�های از ͳبرخ فاکتور، گراف تعریف
م�ͳدهیم قرار ͳبررس مورد را کدگشایی الΎوریتم این بروی شده انجام بهبودهای مهمترین از ͳبرخ و ͳخط برنامه�ریزی

م�ͳپردازیم. اخیر مقالات ͳبرخ نتایج از استفاده با کدگشایی الΎوریتم چند مقایسه به پایان در و

کدگذاری،کدهای ، گدگشایی ، پیام عبور الΎوریتم ، گرافتنر ، گراففاکتور ،LDPCکدهای واژه�هایکلیدی:
. LP کدگشای ، ͳخط برنامه�ریزی ، ͳخط



پیشΎفتار

کاربرد به توجه با و کدگذاری نظریه و اطلاعات نظریه ، ارتباطات زمینه در روزافزون پیشرفت�های به ͳنگاه با

با کاربردی تحقیات انجام برای مناسبی زمینه ، رشته�ها این در کاربردی و محض ریاضیات در موجود مفاهیم وسیع

ارتباط به م�ͳتوان مثال عنوان به دارد. وجود حیطه این در گراف و ترکیبیات نظریه جمله از ͳریاض مفاهیم از استفاده

از استفاده با کدهایی ساخت همچنین و کدگذاری نظریه در فاصله مانند ͳمفاهیم و کد با ͳترکیبیات طرح�های بین

مشابه ͳنتایج به م�ͳتوان گراف نظریه در موجود قضایای و تعاریف ͳبرخ از علاوه�بر�این کرد. اشاره هادامار ماتریس

مراج΄ به نتایج این ͳبررس برای م�ͳتواند ͳگرام خواننده رسید. کدگذاری نظریه در شده ارئه نتایج و قضایا ͳبرخ با

است گرفته قرار استفاده مورد علوم از بسیاری در کدگذاری نظریه علاوه�براین کند. مراجعه و [١] ، [١۶]،[١٩]

Έژنتی زمینه در کدگذاری نظریه جذاب کاربردهای از ͳی است. شده ذکر متن داخل کاربردها این از ͳبرخ که

مانند ͳریاض تکنی�Έهای ͳبرخ کاربرد ͳبررس م�ͳگردد بیان پایان�نامه این در آنچه . [٢] است DNA کدگشایی و

طور به و کدگذاری نظریه در آماری مفاهیم ͳبرخ و گوموری برش ، ͳخط برنامه�ریزی ، ͳبخش دو گراف از استفاده

.[٣]،[۴] است LDPC کدهای در خاص
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١٣٨ کتاب�نامه

١۴١ ͳانگلیس به ͳفارس واژه�نامه
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٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کدگذاری در مهم رویدادهای از ͳبرخ ١.١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳارتباط سیستم ٢.١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ϵ همΎذری احتمال BSCبا ٣.١

BI-) کانال چپ سمت نمودار و δ کانال ͳپاکشدگ احتمال BECبا راست سمت نمودار ۴.١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. شده نرمال (AWGNC

مربع از و متغیر راس نمایش برای دایره از است. درخت ٢.٢.٣ مثال با متناظر فاکتور گراف ١.٣
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م�ͳشود استفاده کنترل راس نمایش برای
٢۴ . . . . . . است درخت نیز گراف این ( تنر (گراف ۴.٢.٣ مثال عضویت تابع فاکتور گراف ٢.٣
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵.٢.٣ مثال و g ͳکل گیری فاکتور ٣.٣
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٧.٢.٣ مثال و gk ͳکل فاکتورگیری ۴.٣

که پیام�هایی م�ͳشود. آغاز برگ راس�های از پیام عبور پیام. عبور طریق از f تابع حاشیه�سازی ۵.٣
٢٩ . . . . . . . . . . . . م�ͳفرستد خود والد راس به پردازش از پس م�ͳکند دریافت راس هر
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیام عبور قوانین [١٨] ۶.٣
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . (١٠.٢.٣) MAPمثال کدگشایی مساله فاکتور گراف ٧.٣
٣٢ . . . . فاکتور گراف چپ سمت شل ، ͳفورن Έسب فاکتور گراف راست سمت [١٨]شل ٨.٣
٣٣ . . . . فاکتور گراف چپ سمت شل ، ͳفورن Έسب فاکتور گراف راست سمت [١٨]شل ٩.٣
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . H تقریبی ͳمثلث بالا فرم [١٨] ١٠.٣

ͳتصمیم بیانگر شل�ها از Έهری . y = [٠ ٠ ١ ? ? ?]T ͳدریافت بردار پیام عبور کدگشای ١.۴
Έی از ٠ پیام عبور نمایش برای م�ͳکند. اتخاذ ͳقبل گام پیام�های براساس الΎوریتم که است
رنگ کم چین نقطه با ? پیام عبور و خط با ١ پیام عبور ، رنگ پر چین نقطه با یال آن ، یال

۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است شده داده نشان
از Έهری . y = [١ ٠ ١ ٠ ١ ١]T ͳدریافت بردار برای بیت وضعیت کردن معکوس کدگشای ٢.۴
× علامت م�ͳکند. اتخاذ ͳقبل گام پیام�های براساس الΎوریتم که است ͳتصمیم بیانگر شل�ها
معادله که است این بیانگر

√
علامت و نیست برقرار بررس�ͳزوجیت معادله که است این بیانگر

و چین نقطه با را یال آن ، یال Έی از صفر عبورپیام نمایش برای است. برقرار بررس�ͳزوجیت
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م�ͳدهیم. نشان خط با را Έی عبورپیام

ر



تصاویر زلیست

از Έهری . y = [١ ٠ ١ ٠ ٠ ١] ͳدریافت بردار برای بیت وضعیت کردن معکوس کدگشای ٣.۴
× علامت م�ͳکند. اتخاذ ͳقبل گام پیام�های براساس الΎوریتم که است ͳتصمیم بیانگر شل�ها
معادله که است این بیانگر

√
علامت و نیست برقرار بررس�ͳزوجیت معادله که است این بیانگر

و چین نقطه با را یال آن ، یال Έی از صفر پیام عبور نمایش برای است. برقرار بررس�ͳزوجیت
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م�ͳدهیم. نشان خط با را Έی پیام عبور
٧۶ . . . . . . . . کدهمینگ - [٧,۴,٣] توقف مجموعه نشان�دهنده S = {١,٢,٣} مجموعه ۴.۴
٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٣.۵.۴) مثال در شده محاسبه ͳپاک�شدگ احتمالات ۵.۴
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . (۴.۵.۴) مثال در شده محاسبه ͳپاک�شدگ احتمالات ۶.۴
٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . (۵.۵.۴) مثال در شده محاسبه ͳپاک�شدگ احتمالات ٧.۴
٨۵ . . . . . . . . . . . دوباره) ͳبررس) (۵.۵.۴) مثال در شده محاسبه ͳپاک�شدگ احتمالات ٨.۴

ماتریس از استفاده AWGNبا کانال تحت ضرب - جم΄ کدگشای اجرای ͳبیت خطای نرخ ٩.۴
٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (۶.۵.۴) مثال بررس�ͳزوجیت

١٠۴ . r(١) ( ͳمحل ͳچندسقف) محدب پوسته راست سمت شل و واحد معب چپ سمت شل ١.۵
١٠۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳمحل کدواژه�های ͳسقف چند ٢.۵
١٠۶ . . . . . λبردار و کسری �های جواب کدواژه�ها، ، conv(C) ، P ͳچندسقف بین [٢۵]رابطه ٣.۵
١٠٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیم�فضا ۴ ۴.۵
١١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (hs٢) از حاصل نیم�فضای ۵.۵

متغیر راس ، م�ͳشوند داده نمایش دایره با که راس�هایی . هامینگ کد (٧.۴.٣) فاکتور گراف ۶.۵
١١۴ . . . . . . . . . . . هستند. ͳبررس راس�های م�ͳشوند، داده نمایش مربع با که راس�هایی و
١١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جدید فاکتور گراف ٧.۵
١٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.۶.۵ مثال شرح ٨.۵

١٣۴ . . . ١٠٠ ͳبلوک طول LDPCبا -کد (٣،۴) برای کدگشایی الΎوریتم�های ͳبرخ [٢٣]اجرای ١.۶
١٣۵ . . ٢٠٠ ͳبلوک طول با .LDPC (٣،۴)-کد برای کدگشایی الΎوریتم�های ͳبرخ اجرای [٢٣] ٢.۶
١٣۶ . . . . . . . LDPCتنر. (١۵۵،۶۴)-کد برای کدگشایی الΎوریتم�های ͳبرخ اجرای [٢٣] ٣.۶



١ فصل

تاریخچه و مقدمه

(کلود دیΎراست. نقطه�ای در ( است شده انتخاب نقطه Έی در که ) پیام Έی دوباره تولید ارتباطات ͳاساس مساله

١ شانون)

تاریخچه ١.١

اطلاعات چΎونه ، م�ͳکردند معین که آورد بدست ریاضیات براساس را ͳقوانین ، [٢٠] ١٩۴٨ سال در شانون

و م�ͳکند بیان مقاله این در شانون که مطالبی شوند. ارسال پارازیت�دار کانال Έی طریق از سرعت به م�ͳتوانند

با همزمان تقریبا گردید. ٢ اطلاعات نظریه نام به جدید کاملا رشته Έی تولید مبنای ، آن ͳریاض چارچوب

�پرداخته ͳدریافت پیام��های در خطا تصحیح و کشف امان درباره تحقیق به (١٩۵٠) هامینگ٣ ریچارد شانون،

طور به یا کدگذاری نظریه ۴ ( شانون توسط شده مطرح چارچوب براساس ) دو این کار با ترتیب این به است.

حقیقت در که کرد برداشت گونه این م�ͳتوان کرد. کار به شروع ۵ خطا کننده تصحیح کدهای نظریه دقیق�تر

تصحیح کدهای ) ٧ کدگذاریکانال نظریه و ۶ کدگذاریمنبع نظریه قسمت دو به را کدگذاری نظریه شانون

است. کرده تقسیم خطا) کننده

١Claude Shannon
٢Information theory
٣R.W. Hamming
۴Coding theory
۵Theory of Error-Correcting Codes
۶Source coding theory
٧Channel coding theory

١
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کدگذاری در مهم رویدادهای از ͳبرخ :١.١ شل

که دارد وجود ͳنرخ ماکزیمم کانال، هر برای که م�ͳکند اثبات نظری صورت به و ادعا شانون کدگذاری نظریه

ظرفیتکانال به نرخ ماکزیمم این کرد. مخابره شود، صفر خطا احتمال که گونه�ای به را داده�ها م�ͳتوان نرخ آن در

برسد. ظرفیت این به م�ͳتواند بزرگ، بسیار کد هر تقریبا که م�ͳکند اثبات شانون براین علاوه است. شده مشهور ٨

حقیقت در نم�ͳکند. بیان را آنها ١٠ کدگشایی و ٩ کدگذاری نحوه و کدها این ساخت ͳونگΎچ اثبات، این البته

زمان�های ͳول شود اجرا خوبی به ͳفن اصول از استفاده با است ممن بزرگ دلخواه اندازه به ͳتصادف کد Έی

شانون) کارهای از (پس ترتیب این به باشند. بزرگ بسیار است ممن آن کدگشایی و کدگذاری (ͳزمان ͳپیچیدگ)

به کنترل قابل کدگشایی و کدگذاری ͳپیچیدگ با که شد کدهایی ساخت کدگذاری، نظریه ͳاصل اهداف از ͳی

در توربو١١ کدهای ساخت شد، حاصل تلاش�ها این نتیجه در که موفقیت�هایی جمله از م�ͳرسند. کانال ظرفیت

گردید) پایین ͳپیچیدگ و ͳعال اجرای باعث (که کدگشاییتکراری١٢ کدها، این ساخت با بود [٧] ١٩٩٣ سال

کشف ١٩۶٢ سال در گالاگر توسط آن از (قبل شدند مطرح دوباره ١٣LDPC کدهای آن از پس شد. مطرح

٨Capacity of channel
٩Encoding

١٠Decoding
١١Turbo code
١٢Iteration decoding
١٣Low-density parity-check codes
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ͳارتباط سیستم :٢.١ شل

. بود) شده

١٩۴٨ ͳزمان فاصله در دید. ١.١ شل در م�ͳتوان خلاصه طور به را شد آغاز ١٩۴٨ سال از شانون کار با آنچه

کشف ١۴ الیاس توسط (که ͳخط کدهای جمله از جبری ساختار با کدهایی ( توربو کدهای از قبل ) ١٩٩٣ تا

شدند. ارائه ١۶ͳپیچش کدهای و ریدمولر١۵ مانند خوبی کدهای آن از پس شدند. مطرح شد)

بخش در م�ͳشود. داده شرح ͳارتباط سیستم ٢.١ بخش در از: است عبارت م�ͳشود ارئه فصل این در آنچه

قرار استفاده مورد پایان�نامه این در که ͳفرضیات ۴.١ بخش در م�ͳشوند. تعریف نیاز مورد ͳارتباط کانال��های ٣.١

م�ͳگردد. بیان نظر مورد کانال�های برای LLR گذاری مقیاس ۵.١ بخش در م�ͳشوند. بیان م�ͳگیرند

ͳارتباط سیستم ٢.١

کدگذاری منبع، کدگذار توسط ابتدا منبع) (از پیام Έی ͳارتباط یΈسیستم در ، م�ͳبینید ٢.١ شل در که همانطور

تغییر م�ͳتواند ͳول است شده گرفته نظر در دودویی میدان کدگذاری الفبای ٢.١ شل (در م�ͳگردد (رمزگذاری)

کانال کدگذاری مدل به توجه با بردار این به کانال کدگذار سپس است. k طول به برداری عمل، این حاصل . کند)

١۴Elias
١۵Reed-Muller
١۶Convolutional codes
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حاصل خطای بتواند کانال کدگشای که م�ͳشود موجب ͳافزونگ این که م�ͳکند. اضافه ١٧ ͳافزونگ نظر مورد

را کانال کدگذاری مرحله از حاصل جدید بردار کند. تصحیح و کشف امان صورت در را کانال پارازیت از

را k ترتیب این به است. ( F٢ یا GF (٢) دودویی الفبای فرض (با F n
٢ به متعلق عنصری که م�ͳنامند کدواژه١٨

معمولا کانال م�ͳگردد. ارسال کانال طریق از کدواژه م�ͳنامند. کدواژه) (طول کد طول را n و کد (اندازه) بعد

تحریف را آنها و م�ͳگردند �م�ͳکنند، عبور کانال از که سیΎنال�هایی تغییر موجب خواص) (این که دارد ͳخواص

کانال در (نوفه) پارازیت وجود م�ͳگردد ͳارسال کدواژه تحریف موجب که مواردی از ͳی م�ͳکند. (خراب)

ͳارسال پیام در داده رخ تغییرات به توجه (با که م�ͳکند دریافت کانال از را واژه�ای گیرنده کانال، انتهای در است.

را ͳدریافت واژه ͳاحتمال خطاهای کرد خواهد ͳسع کانال، کدگشای نباشد. کدواژه است ممن پارازیت) اثر در

کدواژه همان محتمل�تر طور به (که کدواژه محتمل�ترین ترتیب این به و کند تصحیح و کشف امان صورت در

آن از را ͳاصل پیام و رمزگشایی آن�را نیز منبع کدگشای م�ͳدهد. تحویل (رمزگشا) منبع کدگشای به را است) ͳارسال

کنید. توجه زیر مثال به م�ͳکند. استخراج

به کامپیوتر عمل، این در بΎیرید. نظر در را DVD روی اطلاعات یا فیلم کردن کپی عمل [٢١] .١.٢.١ مثال

توجه با و م�ͳکند تبدیل دودویی داده�های به را اطلاعات ͳیعن م�ͳکند. عمل کانال کدگذار و منبع کدگذار عنوان

DVD روی را اطلاعات سپس م�ͳکند. اضافه آن به را نیاز مورد ͳافزونگ استفاده مورد کانال کدگذاری مدل به

از ͳبرخ ترتیب این به گردد، کثیف یا خراشیده است DVDممن است. کانال ،DVD اینجا در م�ͳکند. کپی

آنها و کند تعمیر را داده�ها این م�ͳتواند (DVD player) DVD اجراکننده شد. خواهند خراب آن روی اطلاعات

م�ͳکند). عمل منبع کدگشای و کانال کدگشای عنوان به ͳیعن) بخواند را

♢

کرد: فرض م�ͳتوان ترتیب این به

١٧Redundancy
١٨Codeword
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u =
[
u١ . . . uk

]T ∈ F k
٢ اطلاعات: بردار •

به است، (مجاز) کدواژه�های همه مجموعه C و x ∈ F n
٢ که ، x =

[
x١ . . . xn

]T ∈ C کدواژه: •

:ͳیعن شد) خواهد بیان بعد فصل در که ͳخط کدهای (برای |C| = ٢k که طوری

C = {x : x = enc(u) , u ∈ F k
٢ }

است). u کدگذاری enc(u) از (منظور

است. وابسته استفاده مورد کانال به y الفبای مجموعه ، y =
[
y١ . . . yn

]T ͳدریافت واژه •

x̂ =
[
x̂١ . . . x̂n

]T ∈ F n
٢ شده برآورد کدواژه •

û =
[
û١ . . . ûk

]T ∈ F k
٢ شده برآورد اطلاعات بردار •

شد). خواهد بیان بعد فصل در که ͳخط کدهای (برای R = k/n کد: نرخ •

پایان�نامه این در استفاده مورد کانال مدل�های ٣.١

همان در کانال ورودی به فقط لحظه هر در کانال ͳخروج اگر گویند بی�حافظه١٩ را کانال Έی تعریف١.٣.١.

آنگاه: باشد ورودی x = x١, . . . , xn و ͳخروج y = y١, . . . , yn اگر دیΎر عبارت به باشد. وابسته لحظه

p(y|x) =
n∏

i=١

p(yi|xi) (١.١)

م�ͳشود. داده شرح ͳخروج و ورودی الفبای توسط کامل طور به کانال حالت این در

١٩Memoryless
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ϵ همΎذری احتمال با BSC :٣.١ شل

(BI-AWGNC) کانال چپ سمت نمودار و δ کانال ͳپاکشدگ احتمال BECبا راست سمت نمودار :۴.١ شل
است. شده نرمال

است ϵ پارامتر با دودویی ͳخروج دودویی، ورودی ͳکانال ، ٢٠(BSC)متقارندودویی کانال تعریف٢.٣.١.

م�ͳگویند. همΎذری٢١ احتمال ϵ به و است p(١|١) = p(٠|٠) = ١− ϵ و p(٠|١) = p(١|٠) = ϵ آن در که

کنید. توجه (٣.١) نمودار به

٢٣ͳاحتمالپاک�شدگ آن به که است δ پارامتر با ͳکانال ٢٢BECدودوییͳکانالپاکشدگ تعریف٣.٣.١.

آن در و است {٠,١, ?} آن ͳخروج الفبای و {٠,١} آن ورودی الفبای و م�ͳگویند

نمودار به است). پاک�شده بیت ? از (منظور است p(?|١) = p(?|٠) = δ و p(١|١) = p(٠|٠) = ١− δ

کنید. توجه ۴.١

پارازیت سپس م�ͳشود نگاشته x′ ∈ {+١−,١} به x ورودی ، ٢۴ (BI-AWGNC) کانال در تعریف٣.١.۴.

الفبای . w ∼ N (٠, N٠/٢Es) که است y = x′ + w ͳخروج ترتیب این به م�ͳشود. اضافه آن به نرمال سفید

٢٠Binary Symmetric Channel
٢١Cross over probability
٢٢Binary Erasure Channel
٢٣erasure probability
٢۴Binary Input Additive White Gaussian Noise Channel



تاریخچه و مقدمه .١ ٧فصل

کد نماد هر پارازیت به سیΎنال نسبت N٠/٢Es کنید) توجه ۴.١ نمودار به است. y ∈ R کانال این ͳخروج

است). (SNR)

درستنمایی نسبت�های ١.٣.١

٢۵(LLR)نسبتدرستنمایی لΎاریتم م�ͳگیرد، قرار استفاده مورد دفعات به پایان�نامه این در که ͳمفاهیم از ͳی

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به که است

l = λi = L(yi|xi) = ln

(
p(yi|xi = ٠)
p(yi|xi = ١)

)
(٢.١)

آنگاه باشد مثبت l اگر م�ͳدهد. شرح را است ١ یا ٠ ، x اینکه بودن ͳقطع میزان ، l مقدار

p(yi|xi = ٠) > p(yi|xi = ١)

آنگاه باشد ͳمنف l اگر ترتیب همین به باشد. x̂ = ٠ باید و

p(yi|xi = ٠) < p(yi|xi = ١)

بود. خواهد بیشتر نماد، اطمینان قابلیت آنگاه باشد بزرگتر |l| مقدار هرچه . x̂ = ١ و

از: است عبارت l سخت تصمیم قانون

x̂ =


٠ l ≥ ٠

١ l < ٠

است: زیر صورت به فصل این در شده تعریف کانالهای برای l مقدار ترتیب این به

: BSC •

LBSC(yi|xi) =


ln

(
١− ϵ

ϵ

)
yi = ٠

ln

(
ϵ

١− ϵ

)
yi = ١

٢۵Log likelihood ratio
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: BEC •

LBEC(yi|xi) =


∞ yi = ٠

٠ yi =?

−∞ yi = ١

: BI-AWGNC •

LBI−AWGNC(yi|xi) = ۴Es

N٠
yi

فرضیات ۴.١

{uk} مستقل متغیرهای برای ترتیب این به هستند. مستقل و یسان توزیع دارای منبع عناصر پایان�نامه این همه در

داریم:

p(u) =
k∏

i=١

p(uk) (٣.١)

پس: دارند، ͳسانی توزیع uk ∈ F٢ ، ∀i = ١, . . . , k اینکه به توجه با

∀i = ١, . . . , k p(uk) = ١/٢ (۴.١)

داریم: (۴.١) و (٣.١) از ترتیب این به

p(u) = ١/٢k (۵.١)

:ͳیعن هستند. پس�خورد بدون و بی�حافظه پایان�نامه این در ͳبررس مورد کانال�های م�ͳکنیم فرض همچنین

p(y|x) =
n∏

i=١

p(yi|xi)

:ͳیعن کانال بودن پس�خورد بدون و

p(yi|x) = p(yi|xi)

(لΎاریتم م�ͳگیریم درنظر eاست نشده ذکر مبنا صریح طور به که مواردی در را لΎاریتم مبنای پایان�نامه این سراسر در

است. ͳستون ماتریس ، بردار از منظور همچنین و (ͳطبیع
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LLRمقیاسگذاری ۵.١

تحت کند. ایفا را ͳمهم نقش م�ͳتواند کدگشایی فرآیند انجام هنگام در کانال Έی برای LLR گذاری مقیاس

است: زیر صورت به β ثابت توسط (LLR)λi گذاری مقیاس ϵ همΎذری احتمال با BSC کانال

β.λi = β. ln

(
p(yi|xi = ٠)
p(yi|xi = ١)

)
=


β. ln

(
١− ϵ

ϵ

)
yi = ٠

β. ln

(
ϵ

١− ϵ

)
yi = ١

(پارازیت) همΎذری احتمال از ͳگاه آ بنابراین کرد. گذاری مقیاس ±١ به β توسط را λi م�ͳتوان ترتیب این به

گذاری مقیاس از استفاده اجازه الΎوریتم اینکه فرض (با کدگشایی الΎوریتم هر از استفاده هنگام BSC در موجود

است: زیر صورت به گذاری مقیاس BECکانال برای مشابه طور به بود. نخواهد مهم بدهد) را

β.λi = β. ln

(
p(yi|xi = ٠)
p(yi|xi = ١)

)
=


β.∞ yi = ٠

β.٠ yi =?

β.−∞ yi = ١

داریم: BI-AWGNC کانال در و

β.λi = β.(۴Es/N٠y) (۶.١)

کدگشایی، برای λi تعیین هنگام که م�ͳدهد نشان ، β توسط سیΎنال به پارازیت نسبت گذاری مقیاس بنابراین

نیست. لازم پارازیت از ͳگاه آ

: دید خواهیم پایان�نامه این در آنچه

م�ͳگردد. مطرح پایان�نامه در نیاز مورد ابتدایی تعاریف ͳبرخ ، دوم فصل در •

LDPC کدهای کدگذاری روش و فاکتور گراف�های ،LDPC کدهای ͳمعرف به ، سوم فصل در •

م�ͳپردازیم.



تاریخچه و مقدمه .١ ١٠فصل

کدگشایی روش ۴ فصل در م�ͳشود. بیان LDPC کدهای کدگشایی روش دو ،۵ فصل و ، فصلچهارم در •

م�ͳشود. مطرح است فاکتور گراف مبنای بر که پیام عبور

مطرح آن بهبود روش دو و ͳخط برنامه�ریزی از استفاده با LDPC کدهای کدگشایی روش ، پنجم فصل در •

م�ͳشود.

م�ͳشود. بیان پایان�نامه این در شده مطرح کدگشایی روش�های ͳبرخ بین مقایسه�ای ، ششم فصل در •



٢ فصل

نیاز مورد مفاهیم ͳبرخ و ͳکدهایخط بر مروری

فصل مقدمه ١.٢

قرار توجه مورد بسیار دارند که ͳخواص و جبری ساختار دلیل به که هستند کدهای از ͳمهم کلاس ، ͳخط کدهای

شد. خواهد بیان ͳخط کدهای با ارتباط در پایان�نامه این در نیاز مورد تعاریف ͳبرخ فصل این در گرفته�اند.

تعاریف ͳبرخ ٢.٢

نظر در کد الفبای عنوان به ( است ͳمتناه میدان Έی معمولا که ) را F = {f١, . . . .fq} عنصری q مجوعه

از زیرمجموعه�ای Fq الفبای تحت ، n طول به C کد م�ͳنامند. کد نماد را آن عناصر و م�ͳگیرند

F n = F × F × . . .× F

n این از Έی هر به که است ( Fq تحت ) مرتب تایی�ها n از مجموعه�ای دیΎر عبارت به ، است ( F n
q ͳیعن )

Έهری به که داشت توجه باید این بر علاوه . م�ͳگویند یΈکدواژه ( n طول به کد Έی عناصر ) مرتب تایی�های

در که م�ͳکنند استفاده C (n,M)-کد از C کد Έی نمایش برای م�ͳگویند. واژه ͳکل حالت در ، F n
q عناصر از

C کد نرخ است. ( |C| : ͳیعن C کد به متعلق کدواژه�های تعداد ) کد اندازه M و ( ͳبلوک طول ) کد طول n آن

. logq|C|
n

: با برابراست

١١



نیاز مورد مفاهیم ͳبرخ و ͳخط کدهای بر مروری .٢ ١٢فصل

م�ͳگویند. ١ͳبلوک کد آن به آنگاه باشند داشته مساوی طول ، یΈکد به متعلق کدواژه�های همه اگر تعریف١.٢.٢.

است عبارت دو آن بین d(x, y) هامینگ٢ فاصله ، C کد به متعلق x, y کدواژه دو هر ازای به تعریف٢.٢.٢.

کوچترین : از است عبارت C کد فاصله مینیمم دارند. ͳمتفاوت مؤلفه�های کدواژه دو آن که مان�هایی تعداد از

است مهم هامینگ فاصله مینیمم درباره آنچه . C کد به متعلق مجزا کدواژه دو هر بین فاصله�های مجموعه از فاصله

است عبارت کدواژه Έی وزن٣ م�ͳدهد. نشان را کد خطای تصحیح توانایی ، کد Έی فاصله مینیمم که است این

کدواژه. آن صفر غیر مؤلفه�های تعداد از

توانایی داد. نمایش ,n,M)-کد d) صورت به م�ͳتوان را d فاصله مینیمم با (n,M)-کد Έی ترتیب این به

دو این که را کد دو ترتیب این به م�ͳشود. مشخص کد آن کدواژه�های بین فاصله و کدواژه�ها تعداد توسط کد Έی

که ( C کد کدواژه�های روی ) دوعملΎر از استفاده با م�ͳگیرند. نظر در ارز هم کدهای ، است مساوی آنها کمیت

: از عبارت�اند عملΎر دو این ساخت. را C با ارز هم کد م�ͳتوان م�ͳشود بیان ادامه در

کدواژه�ها. همه مؤلفه�های دلخواه جایΎشت .١

به مؤلفه�ها از مجموعه هر روی مستقل طور به )که الفبا مجموعه به متعلق ) نمادها دلخواه جایΎشت�های .٢

م�ͳرود. کار

ͳخط ͳبلوک کدهای ٣.٢

کد ( اندازه ) بعد اینکه فرض با است F n
q برداری فضای از فضایی زیر ، Fq تحت n طول به ۴ͳخط ͳبلوک کد

شرایط در اگر است ͳخط کد ، کد Έی ترتیب این به م�ͳشود. داده نمایش ، ͳخط ͳبلوک ,n]-کد k] با ، باشد k

: کند صدق زیر

١Block code
٢Hamming distance
٣Weight
۴Linear block codes
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است. کدواژه Έی ، کدواژه دو هر تفاضل یا جم΄ .١

است. ͳخط کد به متعلق کدواژه Έی همواره ، صفر بردار .٢

. qk با است برابر ͳخط ͳبلوک ,n]-کد k] هر کدواژه�های تعداد .٣

عددی ضریب هر اینکه به توجه با ممن ͳخط ترکیبات کل تعداد و دارد وجود C در پایه بردار k زیرا : ٣ علت )

تعداد اینکه به توجه با ͳخط کد در ( است. حالت qk با برابر کرد انتخاب توان ͳم ( Fq میدان از ) حالت q به را

استفاده ͳخط کدهای برای [n, k, d] نماد از م�ͳتوان لذا کرد محاسبه فضا زیر بعد از استفاده با م�ͳتوان را کدواژه�ها

کرد.

است. کد آن صفر غیر کدواژه�های وزن مینیمم با مساوی فاصله مینیمم ، ͳخط کد Έی در [۵] .١.٣.٢ گزاره

کدواژه دو هر ͳخط ترکیب پس است ͳخط C زیرا ) x− y ∈ C آنگاه x, y ∈ C و باشد ͳخط کد C اگر اثبات.

داریم: بنابراین است) کدواژه Έی هم باز

d(x, y) = d(x− y,٠) = wt(x− y)

�

بیان ادامه در که ، م�ͳکنند استفاده بررس�ͳزوجیت ماتریس و مولد ماتریس دو از ͳخط کدهای ساخت برای

شد. خواهد

C ͳخط کد ماتریسمولد۵ را G ، k × n ماتریس ، باشد ͳکدخط-[n, k] Έی C کنید فرض تعریف٢.٣.٢.

باشند. C ͳخط فضای زیر پایه بردارهای آن سطرهای هرگاه گویند

این با متناظر C ͳکدخط ترتیب این به باشند، اطلاعات بردارهای مجموعه ، {u : u ∈ F k
q } کنید فرض

م�ͳآید: بدست زیر صورت به مجموعه

C = {uTG : u ∈ F k
q }

۵Generator matrix
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هم�ارز ͳکدهایخط ۴.٢

ممن دلیل همین به شود گرفته نظر در ͳخط کدهای خواص همه نیست لازم چون هم�ارز، کدهای ͳکل مفهوم در

خواص که ،ͳخط کد Έی با هم�ارز کدهای یافتن منظور به باشد. هم�ارز ͳخط کد Έی با ͳخط غیر کد Έی است

داریم: بنابراین کنیم. محدود را مجاز عملΎرهای باید باشند داشته را ͳخط کد

مولفه�ها دلخواه جایΎشت .١

مختصات. هر در نظر) مورد کد الفبای مجموعه به توجه (با صفر غیر اسالر Έی ضرب .٢

از شده بیان عمل دو از ͳمتناه تعداد انجام با را دو آن از ͳی بتوان اگر هستند ارز هم ͳخط کد دو ترتیب این به

ماتریس روی شد، ذکر بالا در که ͳعمل دو با متناظر ͳمقدمات (ͳستون) سطری اعمال انجام با آورد. بدست دیΎری

با م�ͳتوان است k ، G رتبه اینکه به باتوجه م�ͳشود. تولید هم�ارز کد برای مولد ماتریس Έی ،ͳخط کد G مولد

بدست هم�ارز ͳخط کد Έی و کرد تبدیل G = [Ik A] فرم به را G ماتریس مجاز ͳمقدمات سطری اعمال انجام

م�ͳنامند. G استاندارد فرم آنرا و است k × (n− k) ماتریس A و k × k ͳهمان ماتریس I آن در که آورد.

م�ͳآید بدست G مولد ماتریس توسط که باشد ͳخط [٧,۴]-کد Έی C کنید فرض .١.۴.٢ مثال

G =


١ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ١
٠ ٠ ١ ٠ ١ ١ ١
٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ١


است: زیر صورت به C کد کدواژه�های ترتیب این به

٠٠٠٠٠٠٠ ١١٠١٠٠٠ ٠١١٠١٠٠ ٠٠١١٠١٠
٠٠٠١١٠١ ١٠٠٠١١٠ ٠١٠٠٠١١ ١٠١٠٠٠١
١١١١١١١ ٠٠١٠١١١ ١٠٠١٠١١ ١١٠٠١٠١
١١١٠٠١٠ ٠١١١٠٠١ ١٠١١١٠٠ ٠١٠١١١٠

(١.٢)

هامینگ [٧,۴,٣]-کد را کد این است. ١-خطا تصحیح کد Έی بنابراین است ٣ کد این فاصله مینیمم چون

م�ͳشوند) داده شرح ادامه (در م�ͳنامند.

♢



نیاز مورد مفاهیم ͳبرخ و ͳخط کدهای بر مروری .٢ ١۵فصل

ماتریسبررس�ͳزوجیت

متعلق بردار هر به که بردارهایی همه مجموعه از است عبارت C کد ۶ متعامد ممل باشد کد Έی C کنید فرض

Έی بنابراین .[۵] است فضا زیر Έی مجموعه این است)، صفر آنها نقطه�ای ضرب (حاصل هستند عمود C به

آنگاه باشد ͳخط ,n]-کد k] Έی C اگر م�ͳدهند. نمایش C⊥ با و م�ͳگویند کددوگان٧ آن به که است ͳکدخط

Έی که م�ͳنامند C کد ، H ماتریسبررس�ͳزوجیت٨ را C⊥ مولد ماتریس است. ͳخط ,n]-کد n− k]Έی C⊥

سطرهای بر باید آنها زیرا کرد، بازیابی را C کد کدواژه�های م�ͳتوان H از استفاده با است. (n− k)× nماتریس

آورد: دست به نیز زیر صورت به م�ͳتوان را C کد ترتیب این به ( C⊥ پایه (بردارهای باشند عمود H

C = {x ∈ F n
q : Hx = 0}

است) (n− k)× ١ مرتبه از صفر ͳستون ماتریس 0 از (منظور

است: زیر صورت به هامینگ [٧,۴,٣]-کد بررس�ͳزوجیت ماتریس .٢.۴.٢ مثال

H =

 ١ ٠ ١ ١ ١ ٠ ٠
١ ١ ١ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ١ ١ ١ ٠ ٠ ١


بنابراین است نظر مورد کد به متعلق (١.۴.٢) مثال به باتوجه [٠٠٠١١٠١]T کدواژه

 ١ ٠ ١ ١ ١ ٠ ٠
١ ١ ١ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ١ ١ ١ ٠ ٠ ١




٠
٠
٠
١
١
٠
١


=

 ٠
٠
٠



♢

s − ١ از مجموعه هر باشد. C ͳخط کد - [n, k] بررس�ͳزوجیت ماتریس H کنید فرض [۵] .٣.۴.٢ قضیه

باشد. s حداقل C هامینگ فاصله مینیمم اگر فقط و اگر اند ͳخط مستقل H ستون�های

۶Orthogonal complemen
٧Dual code
٨Parity check matrix
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d ، H بررس�ͳزوجیت ماتریس با C ͳکدخط فاصله مینیمم که رسید نتیجه این به م�ͳتوان (٣.۴.٢) قضیه از

این به باشند. ͳخط وابسته H ستون d از مجموعه و باشد ͳخط مستقل H ستون d − ١ هر اگر فقط و اگر است

کرد. استفاده ͳکدخط فاصله مینیمم یافتن برای م�ͳتوان قضیه این از ترتیب

آنگاه باشد C ͳخط ,n]-کد k] استاندارد)، (فرم مولد ماتریس G = [Ik A] اگر [۵] .۴.۴.٢ قضیه

H = [−AT In−k]

است. C بررس�ͳزوجیت ماتریس

هامینگ کد ۵.٢

با ، k = n − r و n = (qr − ١)/(q − ١) که است ͳخط ,n]-کد k] Έی Fq تحت r مرتبه از هامینگ کد

مضربی آن ستون دو هیچ و غیرصفراند Hr ستون�های که طوری به r × n ͳماتریس که Hr بررس�ͳزوجیت ماتریس

طول به صفر غیر بردارهای تعداد qr − ١ که کنید توجه نیستند. ازیدیΎر نظر) مورد الفبای مجموعه به (متعلق

r طول به صفر غیر بردارهایی تعداد ماکزیمم n بنابراین است. صفر غیر عناصر تعداد q − ١ و است Fq تحت r

فاصله مینیمم که م�ͳگیریم نتیجه ٣.۴.٢ قضیه از ترتیب این به نیستند. یدیΎر اسالر مضارب Έی هیچ که است

هستند. ١-خطا کننده تصحیح کدهای بنابراین و است ٣ دقیقا هامینگ کدهای همه

بررس�ͳزوجیت ماتریس توسط که F٢ تحت r = ٣ مرتبه هامینگ کد [١٨] .١.۵.٢ مثال

H٣ =

 ١ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ١
٠ ١ ٠ ١ ١ ٠ ١
٠ ٠ ١ ٠ ١ ١ ١


هامینگ H٣یΈکد ستون�های مجدد کردن مرتب با است. ٣ فاصله مینیمم با ͳخط یΈ[٧,۴]-کد م�ͳشود تولید

م�ͳشود. تعریف ارز هم

♢
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کدگشایی ۶.٢

شده�اند. انتخاب بعد فصل�های نیازهای به توجه با م�ͳشوند تعریف بخش این در که کدگشایی روش�های

(ML درستنمایی( ماکزیمم کدگشایی

y کدگشایی از حاصل نتیجه x̂ و باشد ͳدریافت واژه y ،( پارازیت�دار کانال طریق (از ͳارسال کدواژه x کنید فرض

کدواژه محتمل�تر طور به که است کدواژه�ای یافتن ٩( ͳبلوک ) درستنمایی ماکزیمم کدگشایی از هدف باشد.

م�ͳگردد: انجام زیر صورت به کار این و باشد ͳارسال

x̂ = argmax p(y|x)
x ∈ C (٢.٢)

م�ͳباشد. دارا را ( p(y|x) ) پیشین احتمال ماکزیمم x̂ ترتیب این به

کدگشای نوع دو باشد داشته وجود پیشین احتمال ماکزیمم با واژه یΈکد از بیش است ممن اینکه به توجه با

م�ͳشود: تعریف ML

داشته وجود ماکزیمم پیشین احتمال با یΈکدواژه از بیش اگر کدگشا این در (کامل): دقیق ML کدگشای .١

م�ͳکند. انتخاب را آنها از ͳی کدگشا باشد

داشته وجود پیشین احتمال ماکزیمم با واژه کد Έی از بیش اگر کدگشایی این در ناقص: ML کدگشای .٢

م�ͳکند. مجدد ارسال تقاضای کدگشا آنگاه باشد

MAPکدگشای

کدواژه حدس�زدن سپس و ١٠ (MAP ) پسین احتمال ماکزیمم یافتن ، y ͳدریافت واژه کدگشایی دیΎر راه

:ͳیعن است. ͳارسال

x̂ = argmax p(x|y)
x ∈ C (٣.٢)

٩Maximum likelihood decoding
١٠Maximum a posteriori probability
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،( p(xi|y) ) گیرد انجام نمادی صورت به پسین احتمال اگر م�ͳگویند. ͳبلوکMAPکدگشای کدگشا، این به

:ͳیعن گویند. کدگشایMAPنمادی را حاصل کدگشای آنگاه

x̂i = argmax p(xi|y)
xi ∈ {٠,١} (۴.٢)

باشد) شده برآورد نمادکد x̂i اینکه فرض (با

داریم: بیز قانون از ه استفاد با ͳبلوک MAP کدگشای برای

x̂ = argmax p(x, y)

p(y)
x ∈ C

= argmax p(y|x) p(x)
p(y)

x ∈ C

(۵.٢)

بنابراین ،(۵.١) بودن هم�احتمال فرض همچنین و است Έی به Έی ͳنگاشت کدگذار که فرض این به توجه با

ͳدریافت واژه احتمال پس م�ͳگیرد انجام x تحت فقط ماکزیمم�سازی اینکه به توجه با ͳطرف از . p(x) = ثابت

داریم: ترتیب این به گرفت. نظر در ثابت Έی عنوان به م�ͳتوان را (p(y))

x̂ = argmax p(y|x)
x ∈ C (۶.٢)

به نمادی MAP از نیز را نمادی ML م�ͳتوان مشابه طور به است. ͳبلوک ML کدگشای همان (۶.٢) رابطه که

است: زیر صورت به کار حاصل که آورد، دست

x̂i = argmax p(xi|y)
xi ∈ {٠,١}

= argmax p(y|xi)
xi ∈ {٠,١}

(٧.٢)



نیاز مورد مفاهیم ͳبرخ و ͳخط کدهای بر مروری .٢ ١٩فصل

دید. (٨.٢) جدول در م�ͳتوان را کدگشا ۴ این خلاصه طور به

کدگشا نام فرمول

ͳبلوکML
x̂ = argmax p(y|x)

x ∈ C

MLنمادی
x̂i = argmax p(y|xi)

xi ∈ {٠,١} ∀i = ١, . . . , n

ͳبلوکMAP
x̂ = argmax p(x|y)

x ∈ C

MAPنمادی
x̂i = argmax p(xi|y)

xi ∈ {٠,١} ∀i = ١, . . . , n

(٨.٢)



٣ فصل

LDPCکدهای

فصل مقدمه ١.٣

در شد. مدرن١ کدگذاری نظریه طلوع موجب که افتاد اتفاق کدگذاری زمینه در ١٩٩٠پیشرفت�هایی دهه در

براین علاوه م�ͳشوند. توصیف ͳتصادف و (اسپارس) تنک ͳگراف مدل�های توسط کدها ، مدرن کدگذاری نظریه

توسط بار اولین ͳتصادف کدهای ایده شوند. ͳم انجام کارا ͳمحل الΎوریتم�های توسط آنها وکدگشایی کدگذاری

بودن ͳمحل خاصیت و تنک ͳگراف مدل�های از استفاده است، جدید نظریه این در که آنچه شد. مطرح [٢٠] شانون

است. الΎوریتم�ها

از: است عبارت شد، خواهد ارائه فصل این در آنچه

م�ͳشوند. بیان م�ͳگیرند، قرار استفاده مورد عبورپیام کدگشایی در که ٢ فاکتور های گراف ٢.٣ بخش در

جمله (از ͳبلوک ͳخط کدهای نمایش برای که ٣ تنر گراف نام به ͳخاص گراف ، بخش این در براین علاوه

ساختارهای و LDPCکدهای ٣.٣ بخش در است. شده تعریف ، م�ͳگیرد قرار استفاده مورد (LDPCکدهای

است. شده بیان کدها نوع این کدگذاری نحوه ۴.٣ بخش در م�ͳشود. داده شرح آنها مختلف

. هستیم ͳتعاریف بیان نیازمند LDPC کدهای بیان از قبل ، به�این�ترتیب

١Modern coding theory
٢Factor graphs
٣Tanner graph

٢٠
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فاکتور گراف ٢.٣

است. متغیره چند توابع به مربوط ۴ حاشیه�ای توابع ساخت برای ،ͳگراف نمایش ͳنوع ، (FG) فاکتور گراف

کدگشایی الΎوریتم کرد. تفسیر روش این از استفاده با م�ͳتوان را م�ͳشوند حل الΎوریتم�ها توسط که مسائل از ͳبرخ

است. مسائل این از نمونه�ای م�ͳشود، بیان ۴ فصل در که پیام) (عبور

فاکتور گراف و پذیری توزیع قانون ١.٢.٣

به توزیع�پذیری قانون a, b, c ∈ F هر برای باشد، میدان Έی ( F = R که کرد فرض (م�ͳتوان F کنید فرض

است. (١.٣) صورت

ab+ ac = a(b+ c) (١.٣)

∑
i,j

aibj م�ͳتوان مثال عنوان به داد. کاهش زیادی حدود تا را محاسبات ͳپیچیدگ م�ͳتوان قانون این از استفاده با

است. ai, bj ∈ F ، j, i هر ازای به آن در که کرد محاسبه (
∑
i

ai)(
∑
j

bj) صورت به را

راس�های دهد. ͳم نمایش را ۵ فاکتورگیری ساختار که است ͳدوبخش ͳگراف ، فاکتور گراف .١.٢.٣ تعریف

فاکتور با (متناظر ٧ فاکتور راس�های را دوم بخش راس�های و ( xi متغیر با (متناظر متغیر۶ راسهای را اول بخش

آرگومان xi متغیر اگر وتنها اگر شود ͳم متصل fj فاکتور راس به ͳیال توسط xi متغیر راس م�ͳنامند. ( fj (تابع)

باشد. fj فاکتور مستقل) (متغیر

بΎیرید: نظر در را است شده فاکتورگیری زیر صورت به که f تابع [١٨] .٢.٢.٣ مثال

f(x١, x٢, x٣, x٣, x۴, x۵, x۶) = f١(x١, x٢, x٣, )f٢(x١, x۴, x۶)f٣(x۴)f۴(x۴, x۵) (٢.٣)

x١ به نسبت را f حاشیه�ای تابع بخواهیم کنید فرض است). شده داده نشان (١.٣) شل در آن با متناظر (گراف

۴Marginal
۵Factorization
۶Variable node(vertex)
٧Factor node(vertex)
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برای مربع از و متغیر راس نمایش برای دایره از است. درخت ٢.٢.٣ مثال با متناظر فاکتور گراف :١.٣ شل
. م�ͳشود استفاده کنترل راس نمایش

م�ͳنویسیم: دهیم، نمایش f(x١) صورت به را حاشیه�ای تابع این اگر کنیم محاسبه

f(x١) =
∑

x٢,x٣,x۴,x۵,x۶

f(x١, x٢, x٣, x٣, x۴, x۵, x۶)

=
∑
∼x١

f(x١, x٢, x٣, x٣, x۴, x۵, x۶)

(٣.٣)

کنند. اخذ χ نام به الفبایی مجموعه از را مقادیرشان متغیرها همه اینکه فرض با

♢

منظور به قرارداد (این است. xi از غیر به متغیرها�ی همه تحت جم΄
∑

∼xi
از منظور [١٨] قرارداد:

است). شده اتخاذ ͳمختصرنویس

H سطرهای نیست (نیاز باشد Hm×n بررس�ͳزوجیت ماتریس با دودویی ͳخط کد C کنید فرض تعریف٣.٢.٣.

کد عضویت تابع فاکتورگیری نمایش برای که است ͳدو�بخش ͳگراف H با متناظر تنر گراف باشند). ͳمستقل�خط

عبارت به یا ) كدواژه (بیت�های) مولفه�های با متناظر متغیر، راس n شامل گراف این راس�های م�ͳشود. استفاده

H سطر�های دیΎر عبارت به یا بررس�ͳزوجیت( معادلات مجموعه با متناظر ͳبررس راس m و ( H ستون�های دیΎر

در i متغیر اگر دیΎر بیان (به باشد Hj,i = ١ اگر وفقط اگر است متصل i متغیر راس به j ͳبررس راس است. (
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. ( است H ماتریس ام i ستون ام j سطر عنصر Hj,i از منظور باشد. داشته شرکت j بررس�ͳزوجیت معادله

از پیام) عبور الΎوریتم جمله (از تکراری کدگشایی تجسم و کدها نمایش برای تنر، نام به فردی بار اولین

کرد. استفاده ͳدوبخش گراف�های

بΎیرید: نظر در را زیر بررس�ͳزوجیت ماتریس با C دودویی کد [١٨] .۴.٢.٣ مثال

H =

 ١ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ١ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ١


صورت به f(x١, · · · , x٧) تابع Xباشد. = (x١, . . . , x٧) و {٠,١} عناصر با دودویی میدان F٢ فرضکنید

م�ͳشود: تعریف زیر

f : F ٧
٢ 7−→ {٠,١} ⊂ R

f(x١, . . . , x٧) = I{x∈C(H)} =

{
١ H ⊗ x = 0
٠ o.w

به جم΄ ⊕ این بر علاوه است. صفر ͳستون ماتریس 0 و م�ͳشود تعریف H توسط که است C کد C(H) از (منظور

مشابه {٠,١} به متعلق عناصر روی ٢ پیمانه به ضرب نتایج اینکه به توجه با است، ٢ پیمانه به ضرب ⊗ و ٢ پیمانه

م�ͳکنیم: فاکتورگیری زیر صورت به را f ( م�ͳکنیم. خودداری آن نوشتن از مواق΄ ͳبرخ در است ͳمعمول ضرب

f(x١, . . . , x٧) = I{x١⊕x٢⊕x۴=٠}I{x٣⊕x۴⊕x۶=٠}I{x۴⊕x۵⊕x٠=٧}

که f با متناظر فاکتور گراف م�ͳنامند. کد عضویت تابع را f تابع اوقات ͳگاه است. ٨ نشانگر تابع I{�} آن در که

است. شده داده نشان ٢.٣ شل در است، تنر گراف همان

♢
٨Indicator function
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. است درخت نیز گراف این ( تنر (گراف ۴.٢.٣ مثال عضویت تابع فاکتور گراف :٢.٣ شل

حاشیه�ای توابع ͳبازگشت فرم تعیین ٢.٢.٣

حاشیه�ای کنید فرض بΎیرید. نظر در را است درخت آن (فاکتورگیری) با متناظر فاکتور گراف که g ͳعموم تابع

:ͳیعن باشد، نظر مورد z متغیر به نسبت g

g(z) =
∑
∼z

g(z, . . .)

داشت: خواهد زیر صورت به ͳکل فاکتورگیری g تابع است، ͳدوبخش ، g با متناظر فاکتور گراف اینکه به توجه با

g(z, . . .) =
K∏

k=١

gk(z, . . .)

ظاهر فاکتور Έی در فقط متغیرها سایر ͳول م�ͳشود ظاهر gk فاکتور هر در z متغیر که: خاصیت این با (k ∈ Z)

طریق از که مسیری از غیر آنگاه باشد، داشته وجود فاکتور دو در (z از غیر (به zi مانند متغیری اگر زیرا م�ͳشوند.

فاکتور دو این zi متغیر توسط که داشت خواهد وجود دیΎری مسیر م�ͳکند، متصل یدیΎر به را فاکتور دو این z

است. تناقض در نظر مورد فاکتور گراف بودن درخت با صورت این در کند. ͳم متصل یدیΎر به را

را آن فاکتورگیری م�ͳتوان بنابراین است درخت ، f با متناظر فاکتور گراف ٢.٢.٣ مثال در [١٨] .۵.٢.٣ مثال

نوشت: زیر صورت به
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۵.٢.٣ مثال و g ͳکل گیری فاکتور :٣.٣ شل

f(x١, . . .) = [f١(x١, x٢, x٣)][f٢(x١, x۴, x۶)f٣(x۴)f۴(x۴, x۵)]

را ٣.٣ (شل م�ͳدهیم ادامه نظر مورد مطالب شرح با زمان هم را مثال این است. k = ٢ م�ͳبینید که همانطور

ببینید).

♢

نوشت: زیر صورت به توزیع�پذیری قانون به توجه با م�ͳتوان را z به نسبت g حاشیه�ای

∑
∼z

g(z, . . .) =
∑
∼z

K∏
k=١

[gk(z, . . .)]

=
K∏

k=١

[
∑
∼z

[gk(z, . . .)]

(۴.٣)

∑
∼z

g(z, . . .) ) z به نسبت gحاشیه�ای تابع ترتیب این به است) حاشیه�ای حاصل�ضربتوابع (۴.٣) رابطه آخر (سطر

م�ͳشود. نوشته انفرادی حاشیه�ای توابع ضرب حاصل صورت به (

(۵.٢.٣ مثال (ادامه [١٨] .۶.٢.٣ مثال
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f(x١) = [
∑
∼x١

f١(x١, x٢, x٣)][
∑
∼x١

f٢(x١, x۴, x۶)f٣(x۴)f۴(x۴, x۵)] .

♢

تفکر این م�ͳتوان م�ͳشود. ͳپیچیدگ اغماض قابل غیر کاهش موجب ͳکل طور به توزیع�پذیری قانون از استفاده

فاکتور گراف چون داد. ادامه است) فاکتور تعدادی ضرب حاصل ͳکل طور به (که gk(z, . . .) هر برای را ͳبازگشت

باشد: داشته زیر صورت به ͳکل فاکتورگیری باید است، درخت g با متناظر

gk(z, . . .) = h(z, z١, . . . , zJ)
J∏

j=١

[hj(zj, . . .)]

︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸
هسته فاکتورها

zj هر ͳیعن م�ͳشود، ظاهر دوبار حداکثر (j = ١, . . . , J) zj هر و h(z, z١, . . . , zJ) هسته در فقط z آن در که

دیΎر متغیرهای همه علاوه�براین شود. ظاهر hj(zj, . . .) فاکتورهای از ͳی در حداکثر و هسته در است، ممن

داشت. خواهند قرار فاکتور Έی در منحصربه�فردی طور به (j = ١, . . . , J ، zj و z از غیر (به

نوشت: زیر صورت به ۵.٢.٣ مثال برای م�ͳتوان را شد گفته بالا در آنچه (۵.٢.٣ مثال (ادامه [١٨] مثال٧.٢.٣.

f٢(x١, x۴, x۶)f٣(x۴)f۴(x۴, x۵) = f٢(x١, x۴, x۶) [f٣(x۴)f۴(x۴, x۵)]︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸
هسته x۴ به وابسته فاکتور

دارد). شرکت فاکتور Έی در فقط که است x۶ و x۴, x١ از غیر متغیری x۵ )

♢

پذیری توزیع قانون از مجدد استفاده با است. شده داده نشان ۴.٣ شل در ٧.٢.٣ مثال و ͳکل فاکتورگیری
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٧.٢.٣ مثال و gk ͳکل فاکتورگیری :۴.٣ شل

نوشت: م�ͳتوان

∑
∼z

gk(z, . . .) =
∑
∼z

h(z, z١, . . . , zJ)
J∏

j=١

[hj(zj, . . .)]

=
J∑
∼z

h(z, z١ . . . , zJ)
J∏

j=١

[
∑
∼zj

hj(zj, . . .)]

︸ ︷︷ ︸
حاشیه�ای توابع ضرب

(۵.٣)

کوچتری قطعات به م�ͳتواند که دارد g(z, . . .) ͳاصل تابع با مشابه ͳکل فرم hj(zj, . . .) فاکتور هر ترتیب این به

حاشیه�ای تابع محاسبه برای بنابراین میابد. ادامه برسیم درخت برگ�های به که ͳهنگام تا فرآیند این شود. شسته

م�ͳکنند محاسبه را حاشیه�ای توابع گراف، راس�های کل در کنیم. آغاز برگ�ها از ͳیعن عکس جهت در باید نظر مورد

. هستند χ الفبای مجموعه تحت ͳتوابع که

است صورت این به روش این ͳکل طور به م�ͳشود. داده شرح عبورپیام، ازطریق حاشیه�سازی بعدی بخش در

در و است شده بیان (۵.٣) رابطه در فاکتور راس�های در پیام�ها پردازش قوانین هستند. حاشیه�ای توابع پیام�ها که

در را حالت دو م�ͳتوان برگ راس�های در دیΎر عبارت به م�ͳشود. انجام ٩ مؤلفه در مؤلفه ضرب متغیر، راس�های

گرفت: نظر

٩ Pointwise multiplication
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صورت به راس این ͳکل فرم باشد، فاکتور راس برگ، راس اگر

∑
∼z

g(z) = gk(z)

متغیر برگ راس اگر است. ( (تابع فاکتور خود م�ͳکنند، ارسال فاکتور برگ راس�های که ͳپیام ͳیعن است.

داد. خواهیم شرح ͳمثال با را م�ͳکند ارسال راس این که ͳپیام باشیم داشته

x١ به نسبت آن حاشیه�ای بΎیرید نظر در را f(x١, x٢) تابع [١٨] .٨.٢.٣ مثال

f(x١) =
∑
∼x١

f(x١, x٢)

داریم: (۵.٣) رابطه در پیام عبور قانون براساس است. متغیر برگ راس x٢ اینجا در است.

f(x١) =
∑
∼x١

f(x١, x٢) · µ(x١)

ͳصورت در م�ͳبینید که طور (همان است شده ارسال هسته برای متغیر برگ راس از که است پیام�آغازی µ(x١)

. ( µ(x١) = ١ که م�ͳشود حاصل درست نتیجه

♢

پیام عبور طریق از حاشیه�سازی ٣.٢.٣

ساختار با مطابق م�ͳتواند حاشیه�سازی مساله است، درخت فاکتور گراف که ͳحالت در شد مشاهده که همان�طور

به یا χتحت ͳتوابع م�ͳشوند، ارسال گراف یال�های طول در که پیام�هایی شود. شسته کوچتری اعمال به درخت

م�ͳدهیم. شرح ۵.٢.٣ مثال برای را پیام عبور الΎوریتم عمل نحوه ابتدا هستند. |χ| طول به بردارهایی معادل طور

برگ راسهای از عبورپیام ( وسط گراف ، اول (سطر م�ͳبینید ۵.٣ شل در که همانطور [١٨] .٩.٢.٣ مثال

بیان قبل بخش زیر انتهای در که (همان�گونه ١ ثابت تابع x۶ و x۵, x٣, x٢ متغیر برگ راس�های م�ͳشود. آغاز
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راس هر که پیام�هایی م�ͳشود. آغاز برگ راس�های از پیام عبور پیام. عبور طریق از f تابع حاشیه�سازی :۵.٣ شل
. م�ͳفرستد خود والد راس به پردازش از پس م�ͳکند دریافت

f١ فاکتور راس بعد مرحله در م�ͳکند. ارسال خود والد راس به را f٣ تابع ، f٣ فاکتور برگ راس و شد)

راس به را نتیجه و م�ͳکند پردازش (۵.٣) رابطه براساس را است کرده دریافت خود فرزند دو از که پیام�هایی

به را
∑
∼x۴

f۴(x۴, x۵) پیام f۴ فاکتور راس مشابه طور به .
∑
∼x١

f١(x١, x٢, x٣) ͳیعن م�ͳکند، ارسال خود والد

کرده دریافت خود فرزندان از که را پیام�هایی ضرب حاصل x۴ متغیر راس حال م�ͳکند. ارسال خود والد راس

پیام نیز f٢ م�ͳکند. ارسال f٢ فاکتور راس به را
∑
∼x١

f٣(x۴)f۴(x۴, x۵) ͳیعن ( (۴.٣) رابطه (مطابق است

م�ͳشود، محاسبه x١ ریشه در آنچه پایان در م�ͳکند. ارسال x١ به را
∑
∼x١

f٢(x١, x۴, x۶)f٣(x۴)f۴(x۴, x۵)

است.
∑
∼x١

f١(x١, x٢, x٣)f٢(x١, x۴, x۶)f٣(x۴)f۴(x۴, x۵) ͳیعن است، نظر مورد حاشیه�ای

♢

بیان پیام، عبور قوانین خلاصه ۶.٣ شل در م�ͳشود. آغاز برگ راس�های از پیام عبور قبل، مثال به توجه با

است. شده
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پیام عبور قوانین [١٨] :۶.٣ شل

ͳبیتMAPکدگشایی ۴.٢.٣

داریم: ( شد بیان (۶.٢) بخش در که ) MAP ͳبیت پسین ماکزیمم کدگشای قانون به توجه با

x̂i = argmax p(xi|y)
xi ∈ {٠,١}

( کل احتمال قانون ) = argmax
∑
∼xi

p(x|y)

xi ∈ {٠,١}

( بیز قانون ) = argmax
∑
∼xi

p(y|x)p(x)

xi ∈ {٠,١}

= argmax
∑
∼xi

(
∏
j

p(yj|xj) )I{x∈C}

xi ∈ {٠,١}

(۶.٣)

فرض است. کدواژه�ها بودن احتمال هم و کانال بودن حافظه فاقد فرض با (۶.٣) آخر سطر که کنید توجه

مساله که است واض (۶.٣) آخر سطر از نوشت. فاکتورگیری فرم به توان ͳم را I{x∈C} کد عضویت تابع کنید



LDPC کدهای .٣ ٣١فصل

(١٠.٢.٣) مثال MAP کدگشایی مساله فاکتور گراف :٧.٣ شل

انتخاب سپس و است) شده انجام آن روی فاکتورگیری (که تابع Έی حاشیه�ای تابع محاسبه با معادل ͳبیت کدگشایی

است. حاشیه�ای تابع این مقدار ماکزیمم

مورد این در بΎیرید. نظر در را (۴.٢.٣) مثال بررس�ͳزوجیت ماتریس [١٨] .١٠.٢.٣ مثال

argmax p(xi|y)
xi ∈ {٠,١}

: کرد فاکتور زیر صورت به م�ͳتوان را

argmax
∑
∼xi

(
٧∏

j=١

p(yj|xj) )I{x١⊕x٢⊕x۴}I{x٣⊕x۴⊕x۶}I{x۴⊕x۵⊕x٧}

xi ∈ {٠,١}

نمایش نیز کانال اثر گراف این در است. شده داده نمایش ٧.٣ شل در فاکتورگیری این با متناظر فاکتور گراف

است. شده داده

♢

از پیام این گرفت. نظر در (µ(٠), µ(١)) ͳیعن ٢ طول به برداری م�ͳتوان، را دودویی حالت در µ(x) پیام

j متغیر راس به کانال که باشد (p(yj|٠), p(yj|١)) م�ͳتواند پیام این حقیقت در م�ͳشود. ارسال فاکتور برگ راس

م�ͳکند. ارسال
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فاکتور گراف چپ سمت شل ، ͳفورن Έسب فاکتور گراف راست سمت [١٨]شل :٨.٣ شل

ͳفورنΈسب فاکتور گراف�های ۵.٢.٣

(توابع ͳمحل مولفه�های و توابع بین رابطه نمایش برای ͳروش (FG) فاکتور گراف�های شد بیان که همان�طور

م�ͳگویند نیز نرمال١١ گراف�های آنها به اوقات ͳگاه که ١٠ ͳفورنΈسب فاکتور گراف�های هستند. آنها حاشیه�ای)

رابطه�ا�ند. این بیان برای دیΎر ͳنمایش

راس�های همان (نیم�یال�ها)، یال�ها آن، در که کنیم تبدیل قاعده این با ͳگراف به را FG ͳدو�بخش گراف اگر

م�ͳگویند. (FSFG ) ͳفورن Έسب فاکتور گراف را حاصل گراف باشند، فاکتور گراف به متعلق متغیر

است. FSFG گراف راست، سمت شل و FG گراف چپ سمت شل م�ͳبینید، ٨.٣ شل در که همانطور

٢ از بیش متغیر راس�های درجه که ͳحالت در هستند. ٢ یا ١ درجه از ٨.٣ شل در FSFG گراف متغیر راس�های

تساوی فاکتور توسط را یال�ها این و م�ͳکنیم تکرار ͳکاف تعداد به FSFG گراف در را متغیر این با متناظر یال باشد،

ببینید). را ٩.٣ (شل م�ͳکنیم متصل یدیΎر به

FSFG گراف در م�ͳبینید که همان�طور است. k + ١ ، x متغیر راس درجه که است شده فرض ٩.٣ شل در

شده�اند، مساوی x متغیر با تساوی فاکتور توسط xk, . . . , x٢, x١ متغیر k شل، در نظر، مورد FG گراف با معادل

١٠Fornay - style factor graph
١١Normal graphs
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فاکتور گراف چپ سمت شل ، ͳفورن Έسب فاکتور گراف راست سمت [١٨]شل :٩.٣ شل

. x١ = x٢ = . . . = x١ = x ͳیعن

پردازش قانون با مشابه که داریم نیاز متغیر، راس پردازش قانون به فقط FSFG گراف در که کرد توجه باید

در ͳخروج پیام J + ١ درجه از ͳراس برای FSFG گراف در دیΎر عبارت به است. FG گراف در متغیر راس

از: است عبارت x یال امتداد

∑
∼x

f(x, x١, . . . , xJ)
J∏

j=١

µj(xj) (٧.٣)

متغیرهای را ͳداخل متغیرهای هستند. ساده�تر دارند، نیاز کمتری راس�های FSFG گراف�های چون ترتیب این به

م�ͳنامند. ١٣ͳخارج متغیرهای را ( راست سمت ٧.٣ شل یال آخرین مانند ) نیم�یال�ها و م�ͳنامند ١٢ حالت

(LDPC) بررس�ͳزوجیتکم�چΎال کدهای ٣.٣

سال ٣٠ حدود کدها این اما شد. پیشنهاد [١۵]،[١۴] گالاگر١۴ توسط ١٩۶٢ سال در بار اولین LDPC کدهای

این کارا، ͳروش به باشد قادر که بود رشد�یافته�ای تکنولوژی نبودن توجه، عدم این دلیل . نبودند توجه مورد چندان

مطرح موجب آمد، بدست توربو کدهای تکراری کدگشایی زمینه در که موفقیت�هایی کند. پیاده�سازی را کدها

شد. ١۶ ونیل ١۵ͳکΈم توسط ١٩٩٠ دهه در LDPC کدهای دوباره شدن

١٢State variable
١٣External variable
١۴Gallager
١۵MacKay
١۶Neal
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شانون حد به Έنزدی ͳنرخ با داده�ها م�ͳدهند، اجازه که است این LDPC کدهای مهم ویژگ�ͳهای از ͳی

م�ͳرسد شانون حد ٠/٠٠۴۵dB حدود در که است شده ارئه LDPC کدهای از ͳطرح مثال عنوان به شوند. ارسال

ارسال همراه، تلفن قبیل از مواردی برای اطلاعات، خطای تصحیح در LDPC کدهای از استفاده امروزه .[٨]

شده�اند. متداول . . . و ١٧ دیجیتال تلویزیون ماهواره�ای

دیجیتال تلویزیون رادیو استاندارد دوم نسل به توان ͳم LDPC کدهای کاربرد از خاص ͳمثال عنوان به

. [٩] کرد اشاره ( DVB-S2) ١٨

م�ͳتوان آنها نام از که طور (همان آنها بررس�ͳزوجیت ماتریس که هستند ͳبلوک ͳخط کدهایی ،LDPC کدهای

بررس�ͳزوجیت ماتریس Έی حداقل ،LDPC کدهای حقیقت در دارد. صفر غیر عنصر ͳکم بسیار تعداد فهمید)

n افزایش با فاصله مینیمم همچنین و کدگشایی ͳپیچیدگ اینکه برای است ͳضمانت H بودن تنک دارند. H تنک

بیابد. افزایش n به نسبت ͳخط طور به (ͳبلوک طول دیΎر عبارت به یا کدواژه هر (طول

LDPCکدهای انواع ١.٣.٣

مولد ماتریس آن، از پس م�ͳشوند، ͳطراح تنک بررس�ͳزوجیت ماتریس ساخت توسط ابتدا در LDPC کدهای

است. آنها کدگشایی نحوه ،Έکلاسی ͳبلوک کدهای و LDPC کدهای بین تفاوت بزرگترین شود. ͳم تعیین کد

(ماکزیمم ML مشابه الΎوریتم�هایی معمول طور به Έکلاسی ͳبلوک کدهای استفاده مورد کدگشایی های روش

از استفاده با تکراری طور به LDPC کدهای م�ͳباشند. کوتاه اغلب الΎوریتم�ها این بنابراین هستند. درستنمایی)

تمرکز با آنها کدگشایی ترتیب این به م�ͳشوند، کدگشایی نظر مورد Hکد بررس�ͳزوجیت ماتریس با متناظر تنر گراف

. م�ͳگیرد) قرار بحث مورد دودویی LDPC کدهای فقط پایان�نامه این (در شده�اند. ͳطراح ، H خواص روی

کرد: تعریف زیر صورت به را بی�قاعده و باقاعده LDPC کدهای ͳکل دسته دو توان ͳم

: ١٩ کدهایLDPCباقاعده .١
١٧Satelling transmission of digital television
١٨Secend generation digital video broadcating
١٩regular LDPC codes
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عنصر ωc اگر م�ͳشود، نامیده ,ωc)-باقاعده ωr)ماتریس باقاعده، LDPCکدهای بررس�ͳزوجیت ماتریس

ترتیب این به باشد. داشته وجود موردنظر بررس�ͳزوجیت ماتریس سطر هر در ،١ عنصر ωr و ستون هر در ،١

هر درجه و ωc متغیر راس هر درجه ، H ,ωc)-باقاعده ωr) بررس�ͳزوجیت ماتریس با متناظر تنر گراف در

طول n ) است nωc قاعده با LDPC ,ωc)-کد ωr) تنر گراف یال�های تعداد باشد. ͳم ωr ͳبررس راس

م�ͳیابد. افزایش ͳخط طور به گراف یال�های تعداد ، n افزایش با لذا کدواژه�ها)

دارد: وجود متفاوت نرخ نوع دو LDPC کدهای در

است): کد نرخ (همان ٢٠ ͳواقع نرخ (الف)

R =
k

n
(٨.٣)

٢١ نرخطرح (ب)

Rd = ١− m

n
(٩.٣)

ͳافزونگ شدن اضافه از قبل ،ͳاصل اطلاعات بردار طول k و H ∈ Fm×n
٢ )

است). ( (n− k) ≤ m )

کدهایLDPCباقاعده: در طرح نرخ

Rd = ١− ωc

ωr

(١٠.٣)

٢٠true rate
٢١design rate
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نوشت: م�ͳتوان باقاعده LDPCکدهای برای بنابراین

Rd ≤ R (١١.٣)

زیرا

nωc = mωr ⇒
m

n
=

ωc

ωr

ͳکل حالت در H (سطرهای باشند تکراری است ممن بررس�ͳزوجیت، معادلات ͳبرخ اینکه به توجه با

داریم: ͳطرف از ، (n− k) ≤ m لذا نیستند)، ͳمستقل�خط

R =
k

n
=

n− (n− k)

n

= ١− n− k

n
≥ ١− m

n

≥ ١− ωc

ωr

بΎیرید: نظر در را زیر باقاعده بررس�ͳزوجیت ماتریس [١٧] .١.٣.٣ مثال

H =


١ ١ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ١ ١ ٠ ١ ٠
١ ٠ ٠ ٠ ١ ١
٠ ٠ ١ ١ ٠ ١


♢ است. R =

١
٢
, Rd =

١
٣
و ωr = ٣ ، ωc = ٢ و ٣ با مساوی H سطری رتبه که م�ͳبینیم

قاعده٢٢: LDPCبی کد .٢

م�ͳتواند ستون هر در ١ها تعداد همچنین و سطر هر در ١ها تعداد بی�قاعده، بررس�ͳزوجیت ماتریس در

(ͳکل مفاهیم حقیقت (در بی�قاعده LDPC کدهای برای نیاز مورد مفاهیم بیان به ادامه در باشد. متفاوت

م�ͳپردازیم.

٢٢Irreqular LDPC codes
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Λi با را i درجه متغیر راس�های تعداد اگر باشد، n ،LDPC کد ͳبلوک طول کنید فرض [١٨] تعریف٢.٣.٣.

آنگاه دهیم، نمایش Pi با را i درجه ͳبررس راس�های تعداد اگر مشابه طور به ،
∑
i

Λi = n آنگاه دهیم، نمایش

راس�های (طرف طرف دو هر در یال�ها تعداد چون براین علاوه است). طرح نرخ Rd )
∑
i

Pi = n(١ − Rd)

بنابراین: است، برابر (ͳبررس راس�های طرف و متغیر

∑
i

iΛi =
∑
i

iPi

نوشت: زیر صورت به را مفاهیم این م�ͳتوان کار شدن راحتر منظور به

P (x) =
ωr max∑
i=١

Pix
i , Λ(x) =

ωc max∑
i=١

Λix
i (١٢.٣)

تعداد همان Pi و Λi صحیح ضرایب و هستند صفر حول ͳنامنف بسط با چندجمله�ای�هایی P (X) و Λ(x) که

در ،١ تعداد ماکزیمم ωc max و H ماتریس سطر�های در ،١ تعداد ماکزیمم ωr max م�ͳباشند( i درجه راس�های

داریم: تعریف این براساس است). H ماتریس ستون�های

Λ(١) = n , P (١) = n(١−Rd) , Λ
′(١) = p′(١) (١٣.٣)

نوشت: م�ͳتوان بنابراین و

Rd(Λ, P ) = ١− P (١)
Λ(١)

(١۴.٣)

م�ͳنامند. راس دیدگاه از ͳبررس و متغیر ٢٣ درجه توزیع�های ترتیب به را P و Λ

داریم: منظور همین به است مناسب�تر P و Λ جای به شده، نرمال درجه توزیع�های از استفاده اوقات ͳگاه

L(x) =
Λ(x)

Λ(١)
, R(x) =

P (x)

p(١)
(١۵.٣)

٢٣Degree distributions
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داریم: -کدهامینگ [٧,۴,٣] برای [١٨] .٣.٣.٣ مثال

Λ(x) = ٣x+ ٣x٢ + x٣ P (x) = ٣x۴

L(x) = ٣
٧x+ ٣

٧x
٢ + ١

٧x
٣ R(x) = x۴

♢

بنابراین م�ͳیابد، بهبود ͳتوجه قابل طور به راس�ها، درجه تفاوت از استفاده با LDPC کدهای رفتار حقیقت در

باشد. بهتر م�ͳتواند بی�قاعده LDPC کدهای عملرد

LDPCساختکدهای ٢.٣.٣

ماتریس سطرهای است. باقاعده LDPC کد است، شده ارائه گالاگر توسط که LDPC کدهای ͳاصل نسخه

( H سطرهای تعداد m ) سطر m

ωc

شامل مجموعه هر که م�ͳشود تقسیم مجموعه ωc به گالاگر بررس�ͳزوجیت

قرار راست به چپ از ͳمتوال طور به سطر هر در موجود ١ عنصر ωr ، H سطرهای از اول مجموعه در است.

سطرها مجموعه از Έی هر گیرد. قرار قبل سطر ادامه در بعدی، سطر در موجود ١ عنصر ωr که طوری به گرفته�اند

H ستون�های از Έی هر نتیجه در م�ͳشوند. حاصل اول مجموعه ستون�های ͳتصادف جایΎشت�های توسط دیΎر

دارد. مجموعه ωc از Έی هر در ١ عنصر Έی فقط

است: زیر صورت به ١٢ ͳبلوک طول به (٣،۴)-منظم گالاگر بررس�ͳزوجیت ماتریس [١٧] .۴.٣.٣ مثال

H =



١ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ١ ١
١ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠
١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١
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♢

در است. شده ارائه نیل و ͳک�Έم توسط که است ͳروش ،LDPC کدهای ساخت برای دیΎر متداول روش

ستون هر در ها ١ تعداد م�ͳشوند. اضافه ماتریس به ͳی ͳی صورت به راست، به ازچپ H ستون�های روش این

با و ͳتصادف صورت به سطر هر در ها) ١) غیرصفر عناصر موقعیت و م�ͳشود تعیین متغیر درجه توزیع به توجه با

سطرهایی اگر م�ͳشوند. انتخاب پرنشده�اند، ( ͳبررس درجه توزیع به توجه (با هنوز سطرهایی چه که این به توجه

م�ͳشوند. اضافه بعدی ستون�های آنگاه ، پرنشده�اند هنوز که باشند داشته وجود

:١٢ ͳبلوک طول به (٣،۴)-منظم نیل -ͳک�Έم بررس�ͳزوجیت ماتریس [١٧] .۵.٣.٣ مثال

H =



١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ١
٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠
١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١


، ٢ سطر�های آنها بین از پرنشده�اند، ٩ و ۶ ، ۵ ، ۴ ، ٢ سطرهای که م�ͳبینیم ام ١١ ستون کردن اضافه هنگام

م�ͳکنیم. اضافه را ۶ و ۴

♢

گراف�های دسته٢۴ (Λ, P ) درجه توزیع برایجفت ( ,LDPC(Λاستاندارد P ) دسته ) [١٨] تعریف٣.٣.۶.

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به ͳدوبخش

Pi و متغیر راس Λi دیΎر عبارت (به دارد ͳبررس راس p(١) و متغیر راس Λ(١) ، LDPC(Λ, P گراف( هر

م�ͳشود، خارج آن از یال i که دارد سوکت i ، i درجه راس هر که کرد فرض م�ͳتوان دارد). i درجه از ͳبررس راس

طرف هر سوکت�های داشت. خواهد وجود سوکت Λ′(١) = P ′(١) (ͳدوبخش) گراف طرف هر در که طوری به

٢۴ensemble
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σ کنید فرض م�ͳزنیم. چسب بر ثابت و ͳتصادف طور به [Λ′(١)] = {١,٢, · · · ,Λ′(١)} مجموعه از استفاده با را

طرف σ(i) سوکت به یال Έی توسط متغیر، راس�های طرف ام i سوکت اتصال با باشد، [Λ′(١)] روی ͳشتΎجای

ͳگراف [Λ′(١)] روی شده تعریف σ هر با متناظر بنابراین م�ͳشود. وابسته σ به ͳدوبخش گراف ،ͳبررس راس�های

مجموعه این روی که م�ͳآیند، وجود به ͳدوبخش گراف�های از مجموعه�ای ترتیب این به م�ͳشود. ساخته ͳدوبخش

م�ͳشود. تعریف جایΎشت�ها، مجموعه روی ینواخت احتمال توزیع دادن قرار از استفاده با احتمال، توزیع Έی

به را کدی بررس�ͳزوجیت، ماتریس از استفاده با حال است. LDPC ͳدوبخش گراف�های دسته همان مجموعه این

کدگذاری ͳطرف از دارد، وجود چندگانه یال�های دادن رخ امان چون م�ͳکنیم. مربوط ، LDPC(Λ, P ) عنصر هر

تعداد اگر است صفر غیر ام j ستون ام i سطر عنصر H بررس�ͳزوجیت ماتریس در م�ͳشود، انجام F٢ میدان تحت

به بود. خواهد صفر صورت این غیر در باشد، فرد م�ͳکند متصل ام j متغیر راس به را ام i ͳبررس راس که یال�هایی

این بتوان (چنانچه LDPC(Λ, p) عناصر عنوان به را کدها م�ͳشود، مرتبط کدی گراف، هر به چون ترتیب این

که هستند سوکت�ها) تر، دقیق طور به (یا گراف�ها این حقیقت در کرد. بیان برد) بار یدیΎر جای به را دو

ترتیب این به نیستند، برچسب�دار آنها از حاصل کدهای پس دارند. ینواخت ͳاحتمال توزیع و خورده�اند برچسب

ینواخت طور به را کد Έی که م�ͳگوییم اگر نتیجه در نیست. ینواخت لزوما کدها، مجموعه روی احتمال توزیع

در را آن به مربوط کد و است گراف�ها دسته از ͳتصادف ͳگراف انتخاب ما ͳواقع منظور م�ͳکنیم، انتخاب ͳتصادف

م�ͳگیریم. نظر

تحلیل منظور به شد. مطرح راس�ها درجه دیدگاه از LDPC کدهای برای ͳروابط و مفاهیم ١.٣.٣ بخش در

م�ͳشود. مطرح ͳیال دیدگاه از مفاهیم همان دید) خواهیم بعد فصل در که ) LDPC کدهای مناسب�تر

م�ͳشود: تعریف باشند، صفر حول ͳنامنف بسط با چندجمله�ای�هایی ρ و λ کنید فرض [١٨] تعریف٧.٣.٣.

λ(x) =
∑
i

λix
i−١ =

Λ′(x)

Λ′(١)
=

L′(x)

L′(١)

ρ(x) =
∑
i

ρix
i−١ =

P ′(x)

P ′(١)
=

R′(x)

R′(١)

(١۶.٣)
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در شده�اند. متصل i درجه (ͳبررس (راس�های متغیر راس�های به که است یال�ها از کسری ( ρi ) λi آن در که

مورد گراف در i درجه (ͳبررس) متغیر راس به که است ͳیال ͳتصادف ینواخت انتخاب احتمال (ρi ) λi حقیقت

زیرا: است. شده متصل نظر

Λ(x) =
ωc max∑

i

Λix
i

Λ′(x) =
ωc max∑

i

iΛix
i−١

⇒ ∀i λi =
iΛi

Λ′(١)
=

iΛi
ωc max∑

i

iΛi

(١٧.٣)

توزیع�هایدرجه ترییب به را ، ρ و λ است. i درجه راس�های به متصل یال�های کل تعداد ، iΛi آخر سطر در که

است: زیر صورت به بالا روابط عکس م�ͳنامند. ͳیال دیدگاه از ͳبررس و متغیر

Λ(x)

n
= L(x) =

∫ x

٠ λ(z)dz∫ ١
٠ λ(z)dz

P (x)

n(١− r)
= R(x) =

∫ x

٠ ρ(z)dz∫ ١
٠ ρ(z)dz

(١٨.٣)

کرد: بیان زیر صورت به م�ͳتوان را ͳبررس و متغیر درجه�های متوسط

ωc avg = L′(١) =
١∫ ١

٠ λ(x)dx

ωr avg = R′(١) =
١∫ ١

٠ ρ(x)dx

(١٩.٣)

از: است عبارت طرح نرخ ترتیب این به

r(λ, ρ) = ١− ωc avg

ωr avg

= ١− L′

R′

= ١−
∫ ١
٠ ρ(x)dx∫ ١
٠ λ(x)dx

(٢٠.٣)

صورت این به اینجا در ،ͳبررس و متغیر توزیع�ها گذاری نام نحوه به توجه با که است، Rd همان r(λ, ρ) (توجه:

است) شده ذکر
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( H (سطرهای بررس�ͳزوجیت معادلات اینکه فرض با که: کنیم توجه نکته این به باید طرح نرخ مورد در

زیرا: است کد نرخ با مساوی طرح نرخ آنگاه باشند ͳمستقل�خط

مستقل�خط�ͳاند) H (سطرهای m = n − k آن در که H ∈ Fm×n
٢ بررس�ͳزوجیت ماتریس با C کد برای

داریم:

r(λ, ρ) = ١− m
n

= ١− n− k

n

=
k

n

= R

(٢١.٣)

بΎیرید: نظر در زیر صورت به را (Λ, P ) جفت [١٨] .٨.٣.٣ مثال

Λ(x) = ۶١٣x٢ + ٢٠٢x٣ + ۵٧x۴ + ٨۴x٧ + ۴۴x٨ , P (x) = ۵٠٠x۶

با

Λ(١) = ١٠٠٠ , P (١) = ۵٠٠ , Λ′ = P ′ = ٣٠٠٠

λ(x) =
١٢٢٧
٣٠٠٠

x+
۶٠۶
٣٠٠٠

x٢ +
٢٢٨
٣٠٠٠

x٣ +
۵۵٨
٣٠٠٠

x۶ +
٣۵٢
٣٠٠٠

x٧ , ρ(x) = x۵

♢

به توجه با توان ͳم م�ͳگیرند، بر در را ͳمشابه اطلاعات (n, λ, ρ) و (n, L,R) ، (Λ, P ) اینکه به توجه با

کرد. استفاده آنها از Έهری از نظر مورد دیدگاه

صورت به دهند، نشان هستند معادل که مختلف فرم�های در را درجه توزیع�های بخواهند اگر :[١٨] قرارداد

م�ͳنویسند: زیر

(Λ, P ) $ (n, L,R) $ (n, λ, ρ)
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م�ͳدهند. نشان LDPC(n, λ, ρ) صورت به را نظر مورد دسته اغلب

کدگذاری ۴.٣

ماتریس آن از استفاده با سپس م�ͳشود ساخته LDPC کد H بررس�ͳزوجیت ماتریس ابتدا که شد بیان این از پیش

زیر صورت به آنرا و کرد اجرا H روی را گوس-جردن ͳحذف روش توان ͳم کار این برای م�ͳشود. تعیین کد مولد

نمود: تبدیل

H = [A In−k]

است. (n− k)× (n− k) ͳهمان ماتریس In−k و (n− k)× k ͳماتریس ، A آن در که

از: است عبارت مولد ماتریس ترتیب این به

G =
[
Ik AT

]
م�ͳپردازیم. روش این شرح به ͳمثال ذکر با ادامه در

زیر بررس�ͳزوجیت ماتریس ١
٢
نرخ و ( ͳبلوک طول ) ١٠ طول به LDPC کد کدکردن برای [١٧] .١.۴.٣ مثال

بΎیرید: نظر در را

H =


١ ١ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ١ ١ ٠ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ١
١ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ١


(F٢) میدان تحت ͳمقدمات سطری اعمال توسط کار این که شود، تبدیل ͳانپل سطری شل به Hرا باید ابتدا

.(٢ پیمانه به دیΎر سطر به سطر Έی کردن اضافه یا سطر دو جابجایی ͳیعن) م�ͳشود انجام

م�ͳکنیم. جابجا را ۵ و ٣ سطر و م�ͳدهیم قرار ۴ سطر در را ۴ و ١ سطرهای ٢ پیمانه به جم΄ حاصل

ͳانپل سطری شل که Hr جدید ماتریس م�ͳدهیم قرار ۵ سطر در را ۵ و ۴ سطر ٢ پیمانه به جم΄ نهایت در
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است: زیر صورت به است H ماتریس

Hr =


١ ١ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ١ ١ ٠ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ١ ٠ ٠ ١


م�ͳکنیم: تبدیل یافته تقلیل ͳانپل سطری ماتریس به را حاصل ماتریس سپس

Hrr =


١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ١ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ١
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ١ ٠ ٠ ١


م�ͳکنیم: تبدیل استاندارد فرم به را Hrr بررس�ͳزوجیت ماتریس ͳستون جابجایی�های از استفاده با نهایت در و

Hstd =


٠ ١ ١ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠
١ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١


شماره دهیم) نسبت را

[
١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٨ ٩ ١٠

]
Hrrاندیس�های ماتریس ستون�های به (اگر

است: زیر صورت به Hstd ماتریس در ستون�ها

[
۶ ٧ ٨ ٩ ١٠ ١ ٢ ٣ ۴ ۵

]
نسخه ،Hstd ماتریس از حاصل کدواژه�های ، Hrr ماتریس ستون�های جابجایی با آخر مرحله در که کرد توجه باید

(با باید شود ارسال Hstd از حاصل کدواژه اینکه از قبل بنابراین م�ͳباشند. H از حاصل کدواژه�های جابجاشده

گردد. انجام کدواژه روی را معکوس جابجایی شده) جابجا ستون�های شماره به توجه

H روی را نظر مورد جابجایی م�ͳتوان ، نیست مهم کدواژه بیت�های ترتیب چون باشد، حافظه فاقد کانال اگر

از: است عبارت جدید بررس�ͳزوجیت ماتریس کار این با کرد اجرا

H ′ =


١ ١ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ١ ١ ٠ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ١
١ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ١
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ترتیب این به شده�اند. مرتب Hstd براساس آن کدواژه�های بیت�های که تفاوت این با دارد را H خواص همان که

از: است عبارت H ′ و Hstd آن بررس�ͳزوجیت ماتریس�های که کدی برای مولد، ماتریس

G =


١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ١
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ١ ١ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ١ ١


♢

o(n٣) به مطلوب حالت به رسیدن برای ، H بروی ͳستون جابجایی همراه به گوس-جردن ͳحذف روش اجرای

م�ͳتوان ترتیب این به هستیم. نیاز عملیات این انجام نیازمند یبار فقط کدگذاری، در ͳطرف از دارد. نیاز عملیات

کدواژه هر برای زیرا است، o(n٢) کدگذاری هر برای نظر مورد عملیات دید. پیش�پردازش عنوان به را عملیات این

صورت به آن کدگذاری C به متعلق c

cT = uT ⊗G

است. مولد ماتریس G و اطلاعات بردار u آن در که است

LDPCبرایکدهای ، ͳخط�ͳزمان ͳپیچیدگ کدگذاری ١.۴.٣

است شده تولید H ، (n− k)×n بررس�ͳزوجیت ماتریس توسط k بعد و n طول به LDPC کد Έی کنید، فرض

که): طوری به n طول به x بردارهای مجموعه شامل کد Έی ͳیعن)

H ⊗ x = 0

جابجایی با لزوم صورت (در کرد تبدیل زیر صورت به را H بتوان اگر دارد. سطری کامل رتبه H کنید فرض

داد: انجام را کدگذاری م�ͳتوان ( H ستون�های

H = [Hp HS]
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H تقریبی ͳمثلث بالا فرم [١٨] :١٠.٣ شل

فرم به که ͳهنگام را H ماتریس پس این از

Ht = [Hp HS]

اطلاعات ناحیه ،Έسیستماتی از (منظور ، s ∈ F k
٢ Έسیستماتی قسمت دو به x بردار Htم�ͳنامیم. شود تبدیل

دارد) قرار کدواژه�ها همه ابتدای در قسمت این معمولا استاندارد روش در که است کدواژه در k طول به ͳاصل

ماتریس با متناظر مولد ماتریس یافتن جای به م�ͳشود. تقسیم x = [p s]T ͳیعن ، p ∈ F n−k
٢ ͳبررس بخش و

برای شود. کدگذاری بررس�ͳزوجیت ماتریس از استفاده با مستقیم طور به م�ͳتواند LDPC کد بررس�ͳزوجیت،

جایΎذاری و دارد ͳمثلث بالا ͳماتریس زیر که ͳماتریس شل به بررس�ͳزوجیت ماتریس تبدیل از م�ͳتوان منظور این

زیر فرم به ͳستون و سطری جابجایی�های از استفاده با فقط بررس�ͳزوجیت، ماتریس ابتدا در کرد. استفاده برعکس

م�ͳشود: تبدیل

Ht =

[
T A B
E C D

]
(٢٢.٣)

بالا و ͳمربع T که است لازم ببینید) را ١٠.٣ (شل . Hp =

[
T A
E C

]
پس ، Ht = [Hp HS] به توجه با

این مهم نکته م�ͳدهیم. Htنمایش با و م�ͳشود تبدیل تقریبی ͳمثلث بالا فرم Hبه م�ͳگوییم ترتیب این به باشد. ͳمثلث

هنوز حاصل ماتریس است، شده انجام ͳستون و سطری جابجایی�های از استفاده با فقط تبدیل این چون که است

ͳپیچیدگ با کدگذاری آنگاه باشد، n − k اندازه از که ساخت بΎونه�ای را T بتوان اگر بنابراین است. تنک هم

بود. خواهد امانپذیر o(n)
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آنگاه ساخت، n− k − g اندازه از را T بتوان اگر شد) خواهد داده نشان ادامه در که (همانطور ͳکل طور به

که است تجزیه�ای چنین ساختن هدف ترتیب این به رساند، انجام به o(n + g٢) ͳپیچیدگ با را کدگذاری م�ͳتوان

شود. Έنزدی n− k به ممن جای تا T اندازه

م�ͳدهند. نمایش g با و گویند شاف٢۵ را
[
E C D

]
ماتریس زیر سطرهای تعداد

است: زیر صورت به Ht ماتریس�های زیر اندازه�

T : (n− k − g)× (n− k − g) A : (n− k − g)× g
B : (n− k − g)× k E : g × (n− k − g)
C : g × g D : g × k

معادلات دستگاه حل حقیقت در کدگذاری است. شده تبدیل (٢٢.٣) فرم Hبه بررس�ͳزوجیت ماتریس فرضکنید

ماتریس ضرب با هستند). معین ها s بیابیم، را p ͳیعن) است p برای Ht ⊗ [p s]T = 0

[
I 0

−ET−١ I

]
(٢٣.٣)

داریم: Ht در چپ از

[
T A B
0 C − ET−١A D − ET−١B

]
(٢۴.٣)

قرار تاثیر تحت D − ET−١B و C − ET−١A فقط E حذف برای گوس ͳحذف روش اجرای با ترتیب این به

م�ͳماند. ͳباق تنک بررس�ͳزوجیت، ماتریس بقیه و م�ͳگیرند

ͳستون زیرماتریس�های ترتیب به p٢ و p١ آن در که م�ͳنویسیم x = [p١ p٢, s]
T صورت به را x = [p s]T

م�ͳکنیم: تبدیل زیر معادله دو به را Ht ⊗ x = 0 معادله (٢۴.٣) به توجه با هستند. g× ١ و (n− k− g)× ١

Tp١ + Ap٢ +Bs = 0 (٢۵.٣)

(C − ET−١A)p٢ + (D − ET−١B)s = 0 (٢۶.٣)

٢۵Gap
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عملیات ͳپیچیدگ

Bs o(n)

T−١[Bs] o(n)

−E[T−١Bs] o(n)

Ds o(n)

Ds− E[T−١Bs] o(n)

−ϕ−١[Ds− ET−١Bs] o(n+ g٢)

(٢٧.٣)

: م�ͳکنیم تعریف

ϕ = C − ET−١A

فرض و (٢۶.٣) از باشد). وارون�پذیر ϕ (اگر است Hp بودن وارون�پذیر فرض معادل ϕ بودن وارون�پذیر فرض

داریم: ϕ وارون�پذیری

pT٢ = −ϕ−١(D − ET−١B)s (٢٨.٣)

،p٢ محاسبه ͳپیچیدگ آنگاه شود، محاسبه است، g× k اندازه از که −ϕ−١(D−ET−١B)ماتریس اگر بنابراین

با یابد. کاهش بیشتر تواند ͳم است، شده داده نشان (٢٧.٣) جدول در که همانطور ͳپیچیدگ این است. o(g×k)

−ϕ−١ سپس است. شده محاسبه (D −ET−١B)s اول گام در ͳپیچیدگ کاهش برای ،(٢٧.٣) جدول به توجه

(٢٧.٣) جدول به توجه با است. شده ضرب (D−ET−١B)s در چپ از و محاسبه است، (g× g) ͳماتریس که

آن ͳپیچیدگ B بودن تنک به توجه با که است شده محاسبه Bs ابتدا زیرا است، o(n) اول گام محاسبه ͳپیچیدگ

است. [Bs] = TY دستگاه با معادل T−١ [Bs] = Y چون است. شده ضرب T−١ در نتیجه سپس است. o(n)

در است. o(n) است) تنک و ͳمثلث بالا T که م�ͳکنیم (یادآوری برعکس ͳزینΎجای براساس آن ͳپیچیدگ بنابراین
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است. o(n+ g٢) ، p٢ محاسبه ͳپیچیدگ نهایت

عملیات ͳپیچیدگ

AP٢ o(n)

Bs o(n)

[AP٢] + [Bs] o(n)

−T−١[AP٢ +Bs] o(n)

(٢٩.٣)

نشان (٢٩.٣) جدول که همانطور را P١ م�ͳتوان . Tp١ = −(Ap٢ + Bs) نوشت توان ͳم (٢۵.٣) رابطه از

کرد. محاسبه o(n) ͳپیچیدگ با م�ͳدهد

را است) ͳواقع کدگذاری و پیش�پردازش مرحله دو شامل (که کدگذاری فرآیند خلاصه م�ͳتوان ترتییب این به

کرد: بیان زیر صورت به

ͳمثلث بالا فرم به زوجیت ͳبررس ماتریس تبدیل برای ͳستون و سطری جابجایی�های ابتدا پیش�پردازش، مرحله در

م��ͳشود ضرب Ht ماتریس در (٢٣.٣) ماتریس چپ از سپس م�ͳشود. انجام Έکوچ ممن حد تا g با تقریبی

الΎوریتم اجرای توسط کارایی طور به را Ht ماتریس در چپ از (٢٣.٣) رابطه ضرب (م�ͳتوان آید بدست ϕ تا

ادامه سطر n− k برای قطر که جایی تا خیر، یا هست منفرد ϕ آیا اینکه ͳبررس منظور به داد) انجام گوس ͳحذف

نیاز بدون ͳگوس حذف است ممن اول، دهد، رخ است ممن حالت سه کار این با میابد. ادامه ͳگوس حذف دارد

حذف دوم، است. صفر) مخالف (دترمینان نامنفرد ϕحالت این در شود. انجام موفقیت با ͳستون جابجایی�های به

جابجایی�های بردن کار به با حالت این در است. ͳستون جابجایی�های ͳبرخ به نیاز ͳول است آمیز موفقیت ͳگوس

به باشد نداشته وجود ͳستون جابجایی هیچ اگر سوم، است. نامنفرد ϕ ارز هم و جدید ماتریس نیاز مورد ͳستون

مرحله که داشت توجه باید ندارد. کامل رتبه ،ͳاصل ماتریس آنگاه شود، انجام موفقیت با ͳگوس ͳحذف که طوری

م�ͳگیرد. انجام یبار فقط پیش�پردازش

م�ͳشود: بیان ادامه در شده بیان کدگذاری روش خلاصه
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پیشپردازش •

. H نامنفرد بررس�ͳزوجیت ماتریس : ورودی

که طوری به ، Ht =

[
T A B
E C D

]
فرم به ، H هم�ارز بررس�ͳزوجیت ماتریس : ͳخروج

باشد. نامنفرد C − ET−١A

بالا فرم به بررس�ͳزوجیت ماتریس تبدیل برای ͳستون و سطری جابجایی�های اجرای کردن] ͳمثلث ] .١

تقریبی ͳمثلث

Ht =

[
T A B
E C D

]
است. Έکوچ ممن اندازه تا g شاف آن در که

اجرای برای گوس ͳحذف از استفاده [ رتبه ͳبررس] .٢

[
I 0

−ET−١ I

] [
T A B
E C D

]
=

[
T A B
0 C − ET−١A D − ET−١B

]

به نیاز درصورت بیشتر، ͳستون جابجایی�های اجرای (با ϕ = C − ET−١A بودن نامنفرد ͳبررس

م�ͳشود) حذف اینجا در H بودن (منفرد خاصیت). این

کدگذاری •

باشد نامنفرد C −ET−١A که طوری به Ht =

[
T A B
E C D

]
فرم به بررس�ͳزوجیت ماتریس : ورودی

. s ∈ F k بردار و

. Ht ⊗ x = 0 که طوری به p٢ ∈ F g ، p١ ∈ F n−k−g که x = [p١ p٢ s]T بردار : ͳخروج

است. شده داده نشان (٢٧.٣) جدول در که همانطور p٢ تعیین .١

است. شده داده نشان (٢٩.٣) جدول در که همانطور p١ تعیین .٢
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را است زیر صورت به که ١٢ طول به قاعده با (٣،۶)-کد به مربوط بررس�ͳزوجیت ماتریس [١٨] .٢.۴.٣ مثال

بΎیرید: نظر در

١ ٢ ٣ ۴ ۵ ۶ ٧ ٨ ٩ ١٠ ١١ ١٢

H =

١
٢
٣
۴
۵
۶


٠ ٠ ١ ١ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ١ ١ ٠
١ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ١ ٠ ١ ٠ ١ ٠
٠ ١ ١ ٠ ٠ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ١
٠ ١ ١ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ١ ١ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ١
١ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ١


داریم: ͳستون و سطری جابجایی�های انجام با

١ ۴ ١٠ ٣ ۵ ۶ ٧ ٨ ٩ ٢ ١١ ١٢

Ht =

٢
١
۴
٣
۵
۶


١ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ١ ٠ ١ ٠
٠ ١ ١ ١ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ١ ١ ١ ٠ ١ ٠ ١ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ١ ١ ٠ ١ ٠ ١
١ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ١
١ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ١



داریم: م�ͳکنیم، اجرا صفر به E تبدیل برای را ͳگوس الΎوریتم است. g = ٢ شاف

١ ۴ ١٠ ٣ ۵ ۶ ٧ ٨ ٩ ٢ ١١ ١٢
٢
١
۴
٣

۵+ ٢
۶+ ٢+ ١+ ٣


١ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ١ ٠ ١ ٠
٠ ١ ١ ١ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ١ ١ ١ ٠ ١ ٠ ١ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ١ ١ ٠ ١ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ١ ١ ٠ ٠ ١ ١
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ٠



داریم: م�ͳکنیم، جابجا را ٧ و ۶ ستون�های وارون�پذیر ϕ ساختن برای است، منفرد ϕ =

[
١ ١
١ ١

]
چون



LDPC کدهای .٣ ۵٢فصل

از: است عبارت کدگذاری برای حاصل تقریبی ͳمثلث بالا ماتریس . ϕ =

[
١ ١
١ ٠

]

١ ۴ ١٠ ٣ ۵ ٧ ۶ ٨ ٩ ٢ ١١ ١٢

Ht =

٢
١
۴
٣
۵
۶


١ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ١ ٠ ١ ٠
٠ ١ ١ ١ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ١ ١ ١ ١ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ١ ١ ١ ٠ ١ ٠ ١
١ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ١
١ ٠ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ١



داریم: م�ͳشود. محاسبه (٢٧.٣) جدول براساس P٢ ، s = [١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠]T کنید فرض

Bs = [١ ١ ٠ ١]T , T−١[Bs] = [٠ ١ ١ ١]T , E[T−١Bs] = [١ ١]T

Ds = [٠ ٠]T , [Ds] + [ET−١Bs] = [١ ١]T ,

ϕ−١[Ds+ ET−١Bs] = [١ ٠]T = P٢

داریم: (٢٩.٣) جدول براساس مشابه طور به و

AP٢ = [٠ ٠ ١ ٠]T [AP٢] + [Bs] = [١ ١ ١ ١]T

T−١[AP٢ +Bs] = [١ ٠ ٠ ١]T = P١

از: است عبارت کدواژه، بنابراین

x = [P١ P٢ s]T = [١ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠]T

م�ͳکند. صدق Ht ⊗ x = 0 در که کرد ͳبررس توان ͳم

♢
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کدگشای از استفاده کدگشاییکدهایLDPCبا
عبورپیام

فصل مقدمه ١.۴

دو بعد فصل و فصل این در گرفت. قرار ͳبررس مورد آنها کدگذاری نحوه و LDPC کدهای قبل فصل در

این م�ͳگردد. بیان کدها از دسته این برای ͳخط برنامه�ریزی کدگشایی و پیام عبور الΎوریتم کدگشایی روش

دسته�ای م�ͳنامند. تکراری کدگشایی روش�های را آنها دلیل همین به هستند تکرار بر ͳمبتن کدگشایی روش�های

به م�ͳگیرد قرار استفاده مورد (ͳخط کدهای ͳکل طور به (و LDPC کدهای برای که کدگشایی الΎوریتم�های از

با م�ͳگیرد انجام الΎوریتم�ها این در که ͳعملیات چون م�ͳشوند. نامیده پیام١ عبور الΎوریتم�های مجموع طور

الΎوریتم�ها این م�ͳشود داده شرح فاکتور) گراف ͳکل طور به (و تنر گراف یال�های امتداد در عبورپیام از استفاده

(١٩۶٢ (درسال [١۵] در گالاگر توسط بار اولین LDPC کدهای برای عبورپیام الΎوریتم م�ͳنامند. پیام عبور را

جمله از م�ͳگیرد. انجام راس�ها در که است ͳعملیات در یا پیام�ها نوع در پیام عبور الΎوریتم�های تفاوت شد. مطرح

اشاره هستند، دودویی پیام�ها آن در که کدگشاییمعکوسکردنوضعیتبیت٢ به م�ͳتوان عبورپیام الΎوریتم�های

روش این در که است ( BP) ٣ ( عقیده کدگشاییگسترشسنت( عبورپیام، الΎوریتم�های از دیΎر ͳی کرد.

مطرح کدواژه بیت�های مقدار مورد در را عقاید از ͳسطح حقیقت در احتمالات این که ) هستند احتمالات پیام�ها

١Message passing algorithms
٢Bit-flipping decoding
٣Belief propagation decoding

۵٣
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کدگشایی حالت این در که کرد استفاده درستنمایی نسبت�های لΎاریتم از م�ͳتوان احتمالات جای به البته م�ͳکنند).

ͳبررس راس�های در که است این نامΎذاری این علت م�ͳنامند. کدگشاییجم΄-ضرب۴ اغلب را عقیده گسترش

قبل م�ͳشود. استفاده هستند) درستنمایی نسبت�های لΎاریتم (که پیام�ها برای وجم΄ ضرب عملΎرهای از متغیر و

بیان ادامه در که ͳمفاهیم ساده�سازی در است ممن که م�ͳپردازیم مطالبی بیان به پیام، عبور الΎوریتم�های بیان از

کرد. مراجعه [١٨] به م�ͳتوان بیشتر مطالعه برای البته کند. Έکم م�ͳشود،

نیم�حلقه م�ͳدانیم همچنین دارد. وجود F میدان هر در که است ͳقوانین از ͳی توزیع�پذیری، قانون م�ͳدانیم

م�ͳکند: صدق زیر موضوعه اوصول در � و + عملΎر دو با K جابجایی

دارند. شرکت�پذیری و تعویض�پذیری خاصیت عملΎر دو این .١

است. ١ ، � عمل ͳخنث عنصر و ، ٠ ، + عمل ͳخنث عنصر .٢

است: برقرار زیر صورت به توزی�پذیری قانون x, y, z ∈ K هر ازای به .٣

(x+ y) � z = (x � z) + (y � z)

ندارد. ضرب و جم΄ به نسبت وارون وجود به نیاز F میدان با مقایسه در جابجایی حلقه م�ͳدانیم که همانطور

م�ͳشود. بیان م�ͳگیرند قرار استفاده مورد کدگشایی در که جابجایی حلقه�های از ͳلیست (١.۴) جدول در

K (�,١) (+,٠)
F (�,١) (+,٠)
F [x, y, . . .] (�,١) (+,٠)
R ≥ ٠ (�,١) (+,٠) ضرب-جم΄
R > ٠ ∪ {∞} (�,١) (min,∞) min−ضرب
R (�,١) (max,٠) max−ضرب
R ∪ {∞} (+,٠) (min,∞) min− جم΄
R ∪ {−∞} (+,٠) (max,−∞) max− جم΄
{٠,١} (AND,١) (OR,٠) ͳبول

(١.۴)

۴Sum-product decoding
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مثال است. (ͳمعمول ضرب و جم΄ عملΎر، دو (با جم΄-ضرب حلقه مهم، بسیار تکراری کدگشایی�های از ͳی

این عملرد مشاهده منظور به است. مناسب ͳبلوک کدگشایی اجرای برای که است max-جم΄ حلقه دیΎر مهم

: داریم م�ͳکنیم جابجا جم΄ با را ضرب و max با را جم΄ توزیع�پذیری، قانون در حلقه

max{x+ y, x+ z} = x+max{y, z}

تر: ͳکل طور به

max{xi + yj} = max{xi}+ max{yj}
i, j i j

از: است عبارت م�ͳشود بیان فصل این در آنچه ترتیب این به

کردن معکوس کدگشایی ٣.۴ بخش در م�ͳشود. بیان دودویی ͳپاک�شدگ کانال تحت پیام عبور ٢.۴ بخش در

تحلیل ۵.۴ بخش در و م�ͳشود بیان جم΄-ضرب کدگشای ۴.۴ بخش در م�ͳگیرد. قرار ͳبررس مورد بیت وضعیت

م�ͳشود. مطرح پیام عبور کدگشای

و آغاز ͳبررس راس�های از پیام�ها ارسال از الΎوریتم تکرار Έی پیام عبور الΎوریتم�های در که کرد توجه باید

م�ͳیابد. پایان ͳبررس راس�های به پیام�ها بازگشت با

دودویی ͳپاک�شدگ تحتکانال پیام عبور ٢.۴

است بیت خود یا م�ͳگردد دریافت آنچه م�ͳشود، ارسال BEC کانال توسط دودویی) کدواژه از (مؤلفه�ای ͳبیت ͳوقت

هستند درست همیشه ͳدریافت معلوم بیت�های چون ترتیب به است. شده پاک کامل طور به بیت δ احتمال با یا

Έی شامل فقط بررس�ͳزوجیت معادله اگر ترتیب این به است. مجهول بیت�های مقادیر تعیین کدگشا وظیفه بنابراین

شود. تعیین م�ͳتواند نظر مورد (ͳبررس (راس بررس�ͳزوجیت معادله توسط شده پاک بیت این باشد شده پاک بیت

کنید. توجه بعد مثال به بیشتر شرح برای
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بΎیرید: نظر در را م�ͳکند صدق زیر بررس�ͳزوجیت معادلات در که را دودویی کد [١٧] .١.٢.۴ مثال

x١ ⊕ x٢ ⊕ x۴ = ٠
x٢ ⊕ x٣ ⊕ x۵ = ٠

x١ ⊕ x٢ ⊕ x٣ ⊕ x۶ = ٠

اول بررس�ͳزوجیت معادله در جایΎذاری با باشد، شده ارسال [c١ c٢ c٣ c۴ c۵ c۶]T کدواژه اگر

c١ ⊕ c٢ ⊕ c۴ = ٠

آنگاه: باشد، c۴ =? و c٢ = ١ ، c١ = ٠ اگر

c۴ = x١ ⊕ x٢
= ٠⊕ ١
= ١

♢

پیام عبور قوانین به توجه با باشد، ١ یا ? یا ٠ فاکتور) برگ راس�های (پیامهای آغازی پیام�های کنید فرض

م�ͳتواند آغازی پیام ۴.٢.٣ بخش در شده بیان مطالب و ۵.٣ شل ،٣ فصل در که استاندارد

(µj(٠), µj(١)) = (p(yj|٠), p(yj|١) )

که هستند (٠,١ − δ) یا (δ, δ) یا (١ − δ,٠) با مساوی آغازی پیام�های ،BECکانال برای ترتیب این به باشد

کدگشایی در تاثیری پیام نرمال�سازی اینکه به توجه با م�ͳباشند. ١ یا ? یا ٠ دریافت احتمال با متناظر ترتیب به

این م�ͳتوانیم بنابراین باشند) متفاوت م�ͳتوانند مختلف پیام عبور الΎوریتم�های در پیام�ها گفتیم که (همانطور ندارد

۵.٣ شل و مطالب این به توجه با کنیم. جایΎزین (٠,١) و (١,١) ، (١,٠) پیام�های با ترتیب به را احتمالات

،ͳخروج پیام متغیر راس هر در هستند: زیر صورت به BEC برای ͳبررس و متغیر راس�های در پیام پردازش قوانین

خطاهایی هرگز کانال چون صورت این غیر در باشند. ͳپاک�شدگ ورودی پیام�های همه اگر است (؟) ͳپاک�شدگ

در باشند. ١ یا ٠ باهم، موافق باید ͳپاک�شدگ غیر پیام�های همه نم�ͳکند، ایجاد برعکس یا ١ به ٠ تبدیل نوع از

بین در اگر است ͳپاک�شدگ ͳخروج پیام ، ͳبررس راس در است. مشترک مقدار این با برابر ͳخروج پیام حالت این
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آنگاه باشند ١ یا ٠ پیام�ها همه اگر صورت این غیر در باشد. داشته وجود ͳپاک�شدگ راس آن به ورودی پیام�های

به ورودی پیام�های همه اگر بΎیرید: نظر در را اول ادعای است. ورودی پیام�های ٢ پیمانه به جم΄ ͳخروج پیام

متناظر ورودی پیام�ها مؤلفه�ای ضرب با (مساوی ͳخروج پیام آنگاه باشند {(١,٠), (١,١)} فرم به متغیر راس Έی

همه اگر است (١,١) با مساوی ͳخروج پیام براین، علاوه است. مجموعه این از عنصری عبورپیام) ͳکل قانون با

کنید (توجه است. درست نیز {(٠,١), (١,١)} مجموعه درباره مطلب این باشند. (١,١) فرم به ورودی پیام�های

دیΎری حالت حالت، دو این جز بنابراین نم�ͳکند، ایجاد دیΎری خطای بیت کردن پاک جز کانال این چون که

بΎیریم درنظر را ورودی پیام دو با ٣ درجه ͳبررس راس Έی است ͳکاف ،ͳبررس راس برای حال نم�ͳشود) ایجاد

طوری به کرد مدل ͳبررس راس چندین سری اتصالات عنوان به م�ͳتوان را ٣ از بیشتر درجه با ͳبررس راس� چون

، (x١ + x٢ + x٣ = (x١ + x٢) + x٣) مثال عنوان (به دارند ͳخروج Έی و ورودی دو آنها از Έی هر که

عبارت ͳخروج پیام استاندار، پیام عبور قانون براساس باشند، ورودی پیام دو (µ(٠)٢, µ(١)٢) و (µ(٠)١, µ(١)١)

از: است

(µ(٠), µ(١)) = (
∑
x١,x٢

I{x١⊕x٠=٢}µ١(x١)µ٢(x٢),
∑
x١,x٢

I{x١⊕x١=٢}µ١(x١)µ٢(x٢) )

= ( µ(٠)١µ(٠)٢⊕ µ(١)١µ(١)٢, µ(٠)١µ(١)٢⊕ µ(١)١µ(٠)٢ )

ورودی دو از Έی هر اگر که م�ͳدهد نشان این . (µ(٠), µ(١)) = (١,١) آنگاه (µ(٠)٢, µ(١)٢) = (١,١) اگر

با آنگاه باشند (ͳپاک�شدگ (غیر معین پیام هردو اگر علاوه�براین است. ͳپاک�شدگ ͳخروج آنگاه باشد ͳپاک�شدگ

است. پیام�ها ٢ پیمانه به جم΄ پیام، عبور قانون که دید م�ͳتوان ساده ͳبررس Έی

م�ͳکنیم. بیان را الΎوریتم این در نیاز مورد نمادهای ͳبرخ BEC کانال تحت پیام عبور الΎوریتم بیان از قبل

م�ͳکند ارسال j متغیر راس به i ͳبررس راس که ͳپیام و Mj م�ͳکند ارسال j متغیر راس که ͳپیام کنید فرض

ͳزوجیت�ͳبررس معادلات مجموعه Aj و i بررس�ͳزوجیت معادله به متعلق متغیرهای اندیس مجموعه Bi باشد. Ei,j

این م�ͳشود بیان ادامه در که ͳمثال بΎیرید. نظر در م�ͳدهند قرار ͳبررس مورد را ام j متغیر که (ͳبررس (راس�های

م�ͳدهد. قرار استفاده مورد را نمادها



عبورپیام کدگشای از استفاده با LDPC کدهای کدگشایی .۴ ۵٨فصل

( rank(H) = ٣ ) ωc = ٢ و ωr = ٣ با باقاعده ͳزوجیت ͳبررس ماتریس با LDPC کد [١٧] .٢.٢.۴ مثال

: بΎیرید نظر در را

H =


١ ١ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ١ ١ ٠ ١ ٠
١ ٠ ٠ ٠ ١ ١
٠ ٠ ١ ١ ٠ ١



B١ = {١,٢,۴} , B٢ = {٢,٣,۵} , B٣ = {١,۵,۶} , B۴ = {٣,۴,۶} ,

A١ = {١,٣} , A٢ = {١,٢} , A٣ = {٢,۴} , A۴ = {١,۴} , A۵ = {٢,٣} , A۶ = {٣,۴} ,

♢

: ( [١٧])BECتحت عبورپیام الΎوریتم

. ( الΎوریتم تکرار ماکزیمم ) Imax و y = [y١ . . . yn]
T ͳدریافت پیام : ورودی

. M = [M١ . . . Mn]
T : ͳخروج

. I = ٠ و Mj = yj دهید قرار ∀j = ١, . . . , n : ( آغاز ) صفر گام

Mj جز به اگر ، ∀j ∈ Bi و ∀i = ١, . . . ,m : ( ͳبررس راس�های در پیام�ها روز�سازی به ) Έی گام

: آنگاه باشند ( ͳپاک�شدگ غیر ) معلوم رسیده�اند i ͳبررس راس به که پیام�هایی همه

Ei,j =
∑

j′∈Bi,j′ ̸=j

Mj

صورت این غیر در ، ( است ٢ پیمانه به بالا جم΄ )

Ei,j =?

.
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∃i ∈ Aj Mjو = ͳپاک�شدگ اگر ∀j = ١, . . . , n : ( راس�هایمتغیر در روزسازیپیام�ها به ) گامدوم

: آنگاه Ei,j ̸=? که طوری به

Mj = Ei,j

و I = I + ١ صورت غیراین در پایان. آنگاه I = Imax یا هستند معلوم ها Mj همه اگر : ͳبررس مرحله

بروید. ١ گام به

BEC کانال تحت c = [٠ ٠ ١ ٠ ١ ١]T کنید فرض بΎیرید. نظر در را (٢.٢.۴) مثال کد [١٧] .٣.٢.۴ مثال

BEC کانال تحت پیام عبور الΎوریتم از استفاده با شود. دریافت y = [٠ ٠ ١ ? ? ?]T بردار و است شده ارسال

: م�ͳکنیم بازیابی را پاک�شده بیت�های

M = [٠ ٠ ١ ? ? ?]T : صفر گام

: ͳبررس راس�های پیام�های محاسبه : Έی گام

: داریم هستند. ? و ٠ ، ١ ورودی پیام�های بنابراین است متصل ۴ و ٢ ، ١ متغیر راس�های به ١ ͳبررس راس

E١,۴ = M١ ⊕M٢
= ٠⊕ ٠
= ٠

: راس�ها سایر برای
E٢,۵ = M٢ ⊕M٣

= ٠⊕ ١
= ١

چون هستند. ? و ? ، ٠ ورودی پیام�های ترتیب این به است. متصل ۶ و ۵ ، ١ متغیر راس�های به ٣ ͳبررس راس

طور به است. ? م�ͳکند ارسال خود به متصل متغیر راس�های به آنچه بنابراین است رسیده ? دو ͳبررس راس این به

را �ͳپیام لذا م�ͳکند دریافت را ? پیام دو چون و است متصل ۶ و ۴ ، ٣ متغیر راس�های به ام ۴ͳبررس راس ، مشابه

بود. خواهد ? م�ͳکند ارسال خود به متصل متغیر راس�های همه به که

صورت در خود ورودی پیام�های از استفاده با م�ͳتواند ، دارد ͳپاک�شدگ مقدار که متغیر راس هر : دوم گام

E۴,۴ =? و E١,۴ = ٠ آن ورودی پیام�های و است ? ، ۴ راس مقدار ببخشد. بهبود را خود ͳکنون مقدار امان
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که است ͳتصمیم بیانگر شل�ها از Έهری . y = [٠ ٠ ١ ? ? ?]T ͳدریافت بردار پیام عبور کدگشای :١.۴ شل
پر چین نقطه با یال آن ، یال Έی از ٠ پیام عبور نمایش برای م�ͳکند. اتخاذ ͳقبل گام پیام�های براساس الΎوریتم

. است شده داده نشان رنگ کم چین نقطه با ? پیام عبور و خط با ١ پیام عبور ، رنگ
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ورودی پیام�های و است ? نیز ۵ متغیر راس مقدار م�ͳدهد. تغییر ٠ به را خود مقدار راس ترتیب این به هستند.

پیام�های ͳول است. ? نیز ۶ متغیر راس مقدار م�ͳدهد. تغییر ١ به را خود مقدار لذا م�ͳباشند E٣,۵ =? و E٢,۵ = ١

: داریم دوم گام انتهای در دهد. تغییر را خود مقدار نم�ͳتواند راس بنابراین هستند. E۴,۶ =? و E٣,۶ =? ورودی

M = [٠ ٠ ١ ٠ ١ ?]T

م�ͳیابد. ادامه الΎوریتم ، است ? ، ۶ راس مقدار هنوز اینکه به توجه با

: Έی گام تکرار
E٣,۶ = M١ ⊕M۵

= ١⊕ ٠
= ١

E۴,۶ = M٣ ⊕M۴
= ٠⊕ ١
= ١

م�ͳدهد. تغییر ١ به را خود مقدار ترتیب این به و م�ͳکند دریافت را E۴,۶ = ١ و E٣,۶ = ١ پیام�های ۶ متغیر راس

بنابراین ( نباشند شده پاک اگر ) هستند صحیح همیشه کانال از ͳدریافت بیت�های چون که باشید داشته توجه

: داریم دوم گام تکرار انتهای در بود. خواهند موافق همیشه ͳبررس راس�های از ͳدریافت پیام�های

M = [٠ ٠ ١ ٠ ١ ١]T

شده کدگشایی کدواژه عنوان به Mرا و م�ͳشود متوقف الΎوریتم ، ندارد وجود پاک�شده�ای بیت چون ترتیب این به

م�ͳدهد. نشان را شده انجام فرآیند ١.۴ شل م�ͳگرداند. بر

♢

وضعیتبیت معکوسکردن کدگشای ٣.۴

است. LDPC کدهای برای سخت تصمیم با پیام عبور الΎوریتم ، بیت وضعیت کردن معکوس کدگشای الΎوریتم

در م�ͳگردد. ارسال کدگشا به و م�ͳشود اتخاذ آشارساز توسط ͳدریافت بیت هر درباره دودویی سخت تصمیم

دودویی ، م�ͳکند عبور تنر گراف یال�های امتداد در که پیام�هایی ، بیت وضعیت کردن معکوس کدگشای الΎوریتم
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ارسال خود به مجاور ͳبررس راس�های به است Έی یا صفر که را ͳدریافت پیام متغیر راس هر حالت این در هستند.

م�ͳکند ارسال خود به مجاور متغیر راس�های به ، خود دسترس در اطلاعات براساس را ͳپیام ͳبررس راس هر . م�ͳکند

تعیین ͳدریافت پیام�های به توجه با را خود به مربوط بررس�ͳزوجیت معادله ͳدرست ، ͳبررس راس هر براین علاوه ،

ͳدریافت پیام�های اکثریت اگر . ( ؟ خیر یا هست صفر ͳبررس راس به ورودی پیام�های دو پیمانه به جم΄ ) م�ͳکند

این م�ͳدهد. تغییر را خود ͳکنون مقدار متغیر راس ، باشد متفاوت راس همان ͳقبل مقدار با متغیر راس Έی توسط

در شده تعیین تکرار تعداد ماکزیمم به الΎوریتم یا باشند برقرار بررس�ͳزوجیت معادلات همه که ͳهنگام تا فرآیند

بودن متعلق بیانگر بررس�ͳزوجیت معادلات همه بودن برقرار اینکه به توجه با م�ͳیابد. ادامه ، باشد نرسیده الΎوریتم

وضعیت کردن معکوس کدگشای جمله از عبورپیام الΎوریتم�های همه در شرط این است نظر مورد کد به کدواژه

: دارد مزیت دو الΎوریتم�ها در ͳبررس شرط این انجام دارد. وجود بیت

م�ͳشود. جلوگیری الΎوریتم ͳاضاف تکرار از ، جواب یافتن با .١

عبور ͳکل قوانین که کنید توجه ) م�ͳگردد نمایان همیشه شت این الΎوریتم خوردن شست صورت در .٢

. ( است شده بیان ۵.٣ شل ٣ فصل در پیام

در اگر ، کدواژه ( مؤلفه ) بیت Έی که است اصل این براساس بیت وضعیت کردن معکوس کدگشای الΎوریتم

است. ناصحیح خودش محتمل�تر طور به باشد داشته قرار ناصحیح برس�ͳزوجیت معادلات از زیادی تعداد

: ( بیت([١٧] وضعیت معکوسکردن کدگشایی الΎوریتم

ͳدریافت واژه روی سخت تصمیم اتخاذ از حاصل y = [y١, . . . , yn]
T بردار : ورودی

. Imax الΎوریتم تکرار تعداد حداکثر و

. M = [M١, . . . ,Mn]
T : ͳخروج

دهید: قرار ∀j = ١, . . . n : ( آغاز ) صفر گام

I = ٠ , Mj = yj
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: ( ͳبررس راس�های در پیام�ها به�روزسازی مرحله )Έی گام

: کنید محاسبه ∀i = ١, . . . ,m و ∀j = ١, . . . , n

Ei,j =
∑

j′∈Bi,j′ ̸=j

Mj

. ( م�ͳگیرد انجام ٢ پیمانه به بالا جم΄ )

: ( متغیر راس�های در پیام� به�روزسازی مرحله )٢ گام

: آنگاه نباشند موافق yj با Ei,j پیام�های اگر

Mj = (yj + ١)

بررس�ͳزوجیت): معادلات بودن برقرار ) ͳبررس مرحله

: کنید محاسبه ∀i = ١, . . . ,m

Li =
∑
j′∈Bi

Mj′

غیر در . پایان آنگاه I = Imax یا Li = ٠ ، i = ١, . . . ,m هر ازای به اگر ( م�ͳگیرد انجام ٢ پیمانه به جم΄ )

: دهید قرار صورت این

I = I + ١

بروید. ١ گام به و

x = [٠ ٠ ١ ٠ ١ ١]T کدواژه کنید فرض بΎیرید. نظر در را (٢.٢.۴) مثال LDPC کد [١٧] .١.٣.۴ مثال

مراحل باشد. ͳدریافت پیام y = [١ ٠ ١ ٠ ١ ١]T و ارسال p = ٠٫ ٢ همΎذری احتمال با BSC کانال تحت

م�ͳگیرد: انجام زیر صورت به بیت وضعیت کردن معکوس کدگشایی الΎوریتم

پس Mj = yj ( آغاز ) : صفر گام

M = [١ ٠ ١ ٠ ١ ١]T
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از Έهری . y = [١ ٠ ١ ٠ ١ ١]T ͳدریافت بردار برای بیت وضعیت کردن معکوس کدگشای :٢.۴ شل
که است این بیانگر علامت× م�ͳکند. اتخاذ ͳقبل گام پیام�های براساس الΎوریتم که است ͳتصمیم بیانگر شل�ها
نمایش برای است. برقرار بررس�ͳزوجیت معادله که است این بیانگر

√
علامت و نیست برقرار بررس�ͳزوجیت معادله

م�ͳدهیم. نشان خط با را Έی عبورپیام و چین نقطه با را یال آن ، یال Έی از صفر عبورپیام

: ͳبررس راس�های از ͳخروج پیام�های محاسبه :Έی گام

B١ = {١,٢,۴} E١,١ = M٢ ⊕M۴ E١,٢ = M١ ⊕M۴ E١,۴ = M١ ⊕M٢
= ٠⊕ ٠ = ١⊕ ٠ = ١⊕ ٠
= ٠ = ١ = ١

B٢ = {٢,٣,۵} E٢,٢ = M٣ ⊕M۵ E٢,٣ = M٢ ⊕M۵ E٢,۵ = M٢ ⊕M٣
= ١⊕ ١ = ٠⊕ ١ = ٠⊕ ١
= ٠ = ١ = ١

: داریم بررس�ͳزوجیت راس�های سایر برای

E٣,١ = ٠ , E٣,۵ = ٠ , E٣,۶ = ٠
E۴,٣ = ٠ , E۴,۴ = ٠ , E۴,۶ = ٠

: متغیر راس�های در پیام�ها به�روزسازی : دوم گام

١ متغیر راس به که پیامهایی اکثر بنابراین هستند. صفر ، ١ متغیر راس به ورودی پیام دو هر A١ = {١,٣}
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معکوس را بیت مقدار ) تغییر را خودش مقدار ١ متغیر راس لذا هستند متفاوت ͳکنون مقدار از ، م�ͳشوند وارد

بنابراین هستند. یسان راس ͳکنون مقدار با ٢ متغیر راس به ورودی پیام دو هر A٢ = {١,٢} . م�ͳدهد ( م�ͳکند

با متفاوت ورودی پیام�های ͳکاف تعداد نیز متغیر راس�های سایر برای نم�ͳدهد. تغییر را خود مقدار ٢ متغیر راس

متغیر راس�های از که جدید پیام�های نم�ͳدهند. تغییر را خود مقدار دلیل همین به ندارند وجود راس آن ͳکنون مقدار

: از عبارت�اند ، م�ͳشوند وارد ͳبررس راس�های به

M = [٠ ٠ ١ ٠ ١ ١]T

: ترتیب این به م�ͳپردازد. بررس�ͳزوجیت معادلات در جواب این ͳدرست ͳبررس به الΎوریتم حال

L١ : M١ ⊕M٢ ⊕M۴ = ٠⊕ ٠⊕ ٠ = ٠
L٢ : M٢ ⊕M٣ ⊕M۵ = ٠⊕ ١⊕ ١ = ٠

بنابراین ، م�ͳکند صدق بررس�ͳزوجیت معادلات همه در M بردار لذا L۴ = ٠ و L٣ = ٠ مشابه طور به

شده، انجام مراحل ٢.۴ شل در است. شده کدگشایی Mکدواژه = [٠ ٠ ١ ٠ ١ ١]T و م�ͳشود متوقف الΎوریتم

است. شده داده نشان

♢

[١٧] .٢.٣.۴ مثال

کانال تحت x = [٠ ٠ ١ ٠ ٠ ١]T کدواژه کنید فرض بΎیرید نظر در را ٣.۴ شل تنر گراف با متناظر کد

به توجه با و است مدلاسیون روش Έی که ) ۵ (BPSK) با دودویی ورودی ͳجمع ͳگوس سفید پارازیت�دار

ͳدریافت پیام و شده ارسال ( ندارد بیشتر شرح به نیازی آن بودن ͳتخصص

[−١٫ ١ + ١٫ ۵ − ٠٫ ۵ + ١ + ١٫ ٨ − ٢]

م�ͳشود. حاصل y = [١ ٠ ١ ٠ ٠ ١]T کدواژه ، ( (مؤلفه بیت هر روی آشارساز سخت تصمیم اتخاذ با باشد.

بیت وضعیت کردن معکوس کدگشایی الΎوریتم مراحل است. ناصحیح ͳدریافت واژه اول بیت م�ͳبینید که همانطور

۵signaling and with binary phase shift keying
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شل�ها از Έهری . y = [١ ٠ ١ ٠ ٠ ١] ͳدریافت بردار برای بیت وضعیت کردن معکوس کدگشای :٣.۴ شل
معادله که است این بیانگر × علامت م�ͳکند. اتخاذ ͳقبل گام پیام�های براساس الΎوریتم که است ͳتصمیم بیانگر
عبور نمایش برای است. برقرار بررس�ͳزوجیت معادله که است این بیانگر

√
علامت و نیست برقرار بررس�ͳزوجیت

م�ͳدهیم. نشان خط با را Έی پیام عبور و چین نقطه با را یال آن ، یال Έی از صفر پیام

پیام�ها است. ١ و ٠ ، ٠ ، ١ ، ٠ ، ١ ترتیب به متغیر راس�های آغازی مقدار است. شده داده نمایش (٣.۴) شل در

نیستند برقرار و٣ ١ بررس�ͳزوجیت معادلات که م�ͳگردد مشخص اول گام در م�ͳگردند. ارسال ͳبررس راس�های به

آنها ͳکنون مقدار از م�ͳکنند دریافت که پیام�هایی اکثر ٢ و ١ بیت�های دوم گام در م�ͳیابد. ادامه الΎوریتم بنابراین

١ بررس�ͳزوجیت معادلات که دید خواهیم اول گام تکرار با کنند. ͳم تغییر آنها مقدار دلیل همین به است متفاوت

ناصحیح آنها از ͳی همیشه که طوری به م�ͳکنند تغییر ٢ و ١ بیت دو مقدار بعدی تکرارهای در نیستند. برقرار ٢ و

مشابه بررس�ͳزوجیت معادله دو در کدواژه اول بیت دو هر چون ترتیب این به م�ͳخورد. شست الΎوریتم و است

است. ممن غیر خطا بیت تعیین ، نباشند برقرار معادله دو هر که ͳهنگام بنابراین دارند. قرار

♢
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ضرب - کدگشایجم΄ ۴.۴

کردن معکوس کدگشایی الΎوریتم مشابه الΎوریتم این است. نرم تصمیم با الΎوریتم Έی ، جم΄-ضرب الΎوریتم

پیام�ها ضرب - جم΄ الΎوریتم در که تفاوت این با گرفت. قرار ͳبررس مورد قبل بخش در که است بیت وضعیت

بیت�های روی سخت تصمیم Έی با را کار ، بیت وضعیت کردن معکوس کدگشای که ͳحال در ، هستند احتمالات

ورودی عنوان به را ͳدریافت بیت هر احتمال ، ضرب - جم΄ الΎوریتم کند. ͳم آغاز ( ورودی عنوان به ) ͳدریافت

م�ͳنامند. ͳدریافت بیت�های برای احتمالاتپيشين۶ را آنها که هستند ͳبیت احتمالات ورودی حقیقت در م�ͳپذیرد.

برگردانده کدگشا توسط که ͳبیت احتمالات م�ͳشوند. مشخص LDPC کدگشا کار شروع از قبل احتمالات این زیرا

نسبت�های لΎاریتم صورت به احتمالات این جم΄-ضرب کدگشای در م�ͳنامند. ٧ پسين احتمالات را م�ͳشوند

p(x = ٠) بودن معلوم فرض با را p(x = ١) م�ͳتوان ͳراحت به x دودویی متغیر برای م�ͳشوند. بیان درستنمایی

هستیم. x برای احتمال دو این از ͳی ذخیره به نیاز فقط ترتیب این به ( p(x = ١) = ١− p(x = ٠) ) یافت

منحصر مقدار م�ͳگیرد، قرار استفاده مورد دودویی متغیر ͳدرست میزان نمایش برای که درستنمایی نسبت�های لΎاریتم

: م�ͳباشد زیر فرد به

L(x) = ln

(
p(x = ٠)
p(x = ١)

)
(٢.۴)

L(x) باشد، p(x = ١) > p(x = ٠) اگر برعکس و است مثبت L(x) آنگاه p(x = ٠) > p(x = ١) اگر

اعتماد قابلیت |L(x)| اندازه و م�ͳکند مهیا x روی را سخت تصمیم Έی L(x) علامت ترتیب این به است. ͳمنف

داریم: احتمالات به درستنمایی لΎاریتم تبدیل برای است. تصمیم این ( اعتبار )

p(x = ١) = p(x = ١)/p(x = ٠)
١+ (p(x = ١)/p(x = ٠))

=
e−L(x)

١+ e−L(x)
(٣.۴)

۶A priori probabilities
٧A posteriori probability
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و

p(x = ٠) = p(x = ٠)/p(x = ١)
١+ (p(x = ١)/p(x = ٠))

=
eL(x)

١+ eL(x)
(۴.۴)

لΎاریتم شوند، ضرب هم در باید احتمالات که ͳهنگام که است این احتمالات ͳاریتمΎل نمایش از استفاده مزیت

هدفکدگشای م�ͳگردد. اجرا ͳموجبکاهشپیچیدگ عمل این که ، م�ͳشوند جم΄ هم با فقط درستنمایی نسبت�های

Pi = p(ci = ١|N) ͳیعن . است کدواژه بیت هر برای (MAP) پسین احتمالات ماکزیمم محاسبه جم΄-ضرب،

بررس�ͳزوجیت محدودیت�های همه در N رخداد بدانیم اینکه شرط به باشد ١ کدواژه ام i مولفه اینکه احتمال )

اطلاعات را است شده دریافت بررس�ͳزوجیت محدودیت از که ، ام iبیت درباره ͳاضاف اطلاعات م�ͳکند(. صدق

م�ͳکند. محاسبه بیت هر برای را MAP تقریبی مقدار تکراری طور به جم΄-ضرب الΎوریتم م�ͳنامند. ٨ ͳبیرون

٩ آزاد دور تنر گراف اینکه فرض با م�ͳشوند برگردانده جم΄-ضرب کدگشا توسط که پسین احتمالات چه اگر

حاصل ͳبیرون اطلاعات خلاصه طور به هستند. دقیق MAP احتمالات فقط باشد ( دور فاقد دیΎر عبارت به )

، است بیت همان برای پیشین احتمالات از مستقل اول تکرار در بیت Έی برای بررس�ͳزوجیت محدودیت از

است. وابسته ( تنر گراف متغیر راس�های بقیه ) کدواژه بیت�های سایر پیشین احتمالات به ͳبیرون اطلاعات البته

ͳهنگام تا است مستقل بیت همان ͳاصل پیشین احتمال از نیز تکرارها بقیه در ام iبیت برای حاصل ͳبیرون اطلاعات

به ͳبیرون اطلاعات ͳهمبستگ شود. برگردانده ام i بیت به تنر گراف به متعلق دور Έی طریق از پیشین احتمال که

اطلاعات جم΄-ضرب کدگشا در نباشد. دقیق پسین احتمالات نتایج که م�ͳشود موجب بیت ͳاصل پیشین احتمال

اینکه احتمال ( درستنمایی نسبت لΎاریتم ) LLR از است عبارت Ei,j ، j متغیر راس به i ͳبررس راس از ͳبیرون

برقرار بررس�ͳزوجیت معادله اینکه احتمال باشد ١ ام j بیت اگر باشد. برقرار i ͳبررس راس شود موجب ام j بیت

: با برابراست ، باشد

P ext
i,j =

١
٢
− ١
٢

∏
j′∈Bi,j′ ̸=j

(
١− ٢P int

j′

)
(۵.۴)

٨Extrinsic information
٩Cycle free
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بررس�ͳزوجیت معادله اینکه احتمال باشد صفر ام j بیت اگر باشد. ١ ، j′ بیت که است این احتمال P int
i,j′ (۵.۴) در

: داریم ترتیب این به است. ١− P ext
i,j باشد برقرار ام i

Ei,j = LLR(P ext
i,j ) = ln

(١− P ext
i,j

P ext
i,j

)
(۶.۴)

: داریم (۶.۴) در (۵.۴) جایΎذاری با

Ei,j = ln


١
٢
+
١
٢

∏
j′∈Bi,j′ ̸=j

(
١− ٢P int

j′

)
١
٢
− ١
٢

∏
j′∈Bi,j′ ̸=j

(
١− ٢P int

j′

)
 (٧.۴)

: بΎیرید نظر در را زیر رابطه

tanh

(
١
٢
ln(

١− P

P
)

)
= ١− ٢P (٨.۴)

داریم: (٨.۴) از استفاده با

Ei,j = ln


١+

∏
j′∈Bi,j′ ̸=j

tanh(Mi,j′/٢)

١−
∏

j′∈Bi,j′ ̸=j

tanh(Mi,j′/٢)

 (٩.۴)

: که

Mi,j′ = LLR(P int
i,j′ ) = ln

(
١− P int

i,j′

P int
i,j′

)
(١٠.۴)

: زیر رابطه به توجه با

٢tanh−١(p) = ln(
١+ p

١− p
)

: نوشت زیر صورت به را (٩.۴) م�ͳتوان

Ei,j = ٢tanh−١(
∏

j′∈Bi,j′ ̸=j

tanh(Mi,j′/٢) ) (١١.۴)
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ͳدسترس ( j متغیر راس ) خودش با مجاور بررس�ͳزوجیت راس�های های LLR و ri پیشین LLR به j متغیر راس هر

: ͳیعن ، ها LLR این جم΄ از است عبارت ام j بیت کل LLR ترتیب این به دارد.

Lj = LLR(P int
j ) = rj +

∑
i∈Aj

Ei,j (١٢.۴)

متغیر راس�های همه LLR مقدار ، ͳبررس راس به متغیر راس�های از شده ارسال Mi,j پیام�های که کرد توجه باید

خود به است شده ارسال ͳبررس راس Έی توسط که ͳاطلاعات بازگشت از جلوگیری منظور به دقیق�تر بیان به نیستند.

ͳبررس راس از که ای Ej,i مؤلفه بدون (١٢.۴) از است عبارت i ͳبررس راس به j متغیر راس پیام ، ͳبررس راس آن

: ͳیعن است. شده دریافت ام i

Mi,j =
∑

i′∈Aj ,i′ ̸=i

Ei′,j + rj (١٣.۴)

: ( [١٧] ) کدگشایجم΄-ضرب الΎوریتم

و ( ورودی پیام�های ) rj = ln
(ct = ٠)
(ct = ١

) پیشین احتمالات برای درستنمایی نسبت�های لΎاریتم : ورودی

. Imax الΎوریتم تکرار ماکزیمم و H بررس�ͳزوجیت ماتریس

. درستنمایی نسبت�های لΎاریتم صورت به ͳدریافت بیت�های ، ͳبیت پسین احتمالات برآورد : ͳخروج

∀j = ١, . . . , n , i = ١, . . . ,m : ( آغاز صفر( گام

Mi,j = rj

دهید. انجام را زیر گام�های پایان به رسیدن هنگام تا

: (ͳبررس راس�های در پیام�ها به�روزسازی یΈ(مرحله گام
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: کنید محاسبه j ∈ Bi و ∀i = ١, . . . ,m

Ei,j = ln


١+

∏
j′∈Bi,j′ ̸=j

tanh(Mi,j′/٢)

١−
∏

j′∈Bi,j′ ̸=j

tanh(Mi,j′/٢)


: بررس�ͳزوجیت) معادلات بودن برقرار )ͳبررس مرحله

: کنید محاسبه ∀j = ١, . . . , n

Lj =
∑
i∈Aj

Ei,j + rj , zj =

{
١ Lj ≤ ٠
٠ Lj > ١

: صورت این غیر در . پایان آنگاه H ⊗ z = 0 یا I = Imax اگر

: ( متغیر راس�های پیام�های به�روزسازی مرحله ) دوم گام

: کنید محاسبه i ∈ Aj و ∀j = ١, . . . , n

Mi,j =
∑

i′∈Aj ,i′ ̸=i

Ei,j + rj

.

کدواژه کنید فرض بΎیرید. نظر در را ١.٣.۴ مثال [١٧] .١.۴.۴ مثال

c = [٠ ٠ ١ ٠ ١ ١]T

باشد. ͳدریافت واژه y = [١ ٠ ١ ٠ ١ ١]T و است شده ارسال p = ٠٫ ٢ همΎذری احتمال با BSC کانال تحت

است p همΎذری) احتمال ͳیعن) گردد دریافت ١ و ارسال ٠ بیت اینکه احتمال ، است دودویی متقارن کانال چون

: است زیر صورت به BSC برای پیشین احتمالات ترتیب این .به

rj =


ln

p

١− p
yi = ١

ln
١− p

p
yi = ٠



عبورپیام کدگشای از استفاده با LDPC کدهای کدگشایی .۴ ٧٢فصل

: داریم کانال این در

ln
p

١− p
= ln

٠٫ ٢
٠٫ ٨

= −١٫ ٣٨۶٣

ln
١− p

p
= ln

٠٫ ٨
٠٫ ٢

= ١٫ ٣٨۶٣

: از عبارتند درستنمایی نسبت�های لΎاریتم بنابراین و

r = [−١٫ ٣٨۶٣ ١٫ ٣٨۶٣ − ١٫ ٣٨۶٣ ١٫ ٣٨۶٣ − ١٫ ٣٨۶٣ − ١٫ ٣٨۶٣]T

: آغاز در م�ͳدهیم. قرار ٣ را کدگشایی الΎوریتم تکرار تعداد ماکزیمم

Mi,j = rj

و ١ ͳبررس راس�های به ) دارد قرار ٣ و ١ بررس�ͳزوجیت معادله�های در ( اول متغیر راس متناظر طور به ) اول بیت

: بنابراین ( است متصل ٣

M١,١ = r١ = −١٫ ٣٨۶٣ M٣,١ = r١ = −١٫ ٣٨۶٣

: داریم بیت�ها سایر برای و

j = ٢ M١,٢ = r٢ = ١٫ ٣٨۶٣ M٢,٢ = r٢ = ١٫ ٣٨۶٣
j = ٣ M٢,٣ = r٣ = −١٫ ٣٨۶٣ M۴,٣ = r٣ = −١٫ ٣٨۶٣
j = ۴ M١,۴ = r۴ = ١٫ ٣٨۶٣ M۴,۴ = r۴ = ١٫ ٣٨۶٣
j = ۵ M٢,۵ = r۵ = −١٫ ٣٨۶٣ M٣,۵ = r۵ = −١٫ ٣٨۶٣
j = ۶ M٣,۶ = r۶ = −١٫ ٣٨۶٣ M۴,۶ = r۶ = −١٫ ٣٨۶٣

و است ۴ و ٢ و ١ بیت�های شامل اول بررس�ͳزوجیت معادله م�ͳشوند. محاسبه ͳخارج احتمالات ، ١ گام برای

: است وابسته ۴ و ٢ بیت�های احتمالات به ١ بیت به ١ ͳبررس راس از ͳخارج احتمالات بنابراین

E١,١ = ln

(
١+ tanh(M١,٢/٢)tanh(M١,۴/٢)
١− tanh(M١,٢/٢)tanh(M١,۴/٢)

)

= ln

(
١+ tanh(١٫ ٣٨۶٣/٢)tanh(١٫ ٣٨۶٣/٢)
١− tanh(١٫ ٣٨۶٣/٢)tanh(١٫ ٣٨۶٣/٢)

)

= ln

(
١+ ٠٫ ۶× ٠٫ ۶
١− ٠٫ ۶× ٠٫ ۶

)
= ٠٫ ٧۵٣٨
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ماتریس(�) این در ) اند شده داده قرار زیر ماتریس داخل ، محاسبه از پس را ͳخارج احتمالات سایر ترتیب این به

Ei,j بیانگر j ستون و i سطر عنصر سایرنقاط در و ندارد وجود j ستون و i سطر برای LLR که است این بیایΎر

: ( است

E =


٠٫ ٧۵٣٨ −٠٫ ٧۵٣٨ � −٠٫ ٧۵٣٨ � �

� ٠٫ ٧۵٣٨ −٠٫ ٧۵٣٨ � −٠٫ ٧۵٣٨ �
٠٫ ٧۵٣٨ � � � ٠٫ ٧۵٣٨ ٠٫ ٧۵٣٨

� � −٠٫ ٧۵٣٨ ٠٫ ٧۵٣٨ � −٠٫ ٧۵٣٨


های LLR اول بیت مثال عنوان به م�ͳیابیم. را ͳدرون و ͳبیرون احتمالات ( متغیر راس ) بیت هر برای حال

کل LLR ترتیب این به ، م�ͳکند دریافت کانال از را درون�ͳاش LLR و ٣ و ١ ͳبررس راس�های از را بیرون�ͳاش

: ( شد بیان ۵.٣ شل در که عبورپیام قوانین به توجه با ) ١ بیت برای

L١ = r١ + E١,١ + E٣,١ = −١٫ ٣٨۶٣+ ٠٫ ٧۵٣٨+ ٠٫ ٧۵٣٨ = ٠٫ ١٢١٣

برای روش همین به است. ٠ بیت این که م�ͳدهد نشان ١ بیت روی سخت تصمیم ، کل LLR علامت براساس

: داریم ۶ تا ٢ بیت�های
L٢ = r٢ + E١,٢ + E٢,٢ = ١٫ ٣٨۶٣
L٣ = r٣ + E٢,٣ + E۴,٣ = −٢٫ ٨٩٣٨
L۴ = r۴ + E١,۴ + E۴,۴ = ١٫ ٣٨۶٣
L۵ = r۵ + E٢,۵ + E٣,۵ = −١٫ ٣٨۶٣
L۶ = r۶ + E٣,۶ + E۴,۶ = −١٫ ٣٨۶٣

: داریم ها LLR علامت به توجه با بیت�ها روی سخت تصمیم اجرای با

z = [٠ ٠ ١ ٠ ١ ١]T

: م�ͳپردازیم z ͳدرست ͳبررس به حال

s = H ⊗ z =


١ ١ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ١ ١ ٠ ١ ٠
١ ٠ ٠ ٠ ١ ١
٠ ٠ ١ ١ ٠ ١

 [٠ ٠ ١ ٠ ١ ١]T = [٠ ٠ ٠ ٠]T

و م�ͳشود متوقف کدگشا و است نظر) کدمورد به (متعلق معتبر کدواژه z بنابراین ، است صفر s اینکه به توجه با

م�ͳشود. برگردانده شده کدگشایی واژه عنوان به z
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⋄

کرد. تعویض (١١.۴) معادله توان ͳم منظور این برای داد. کاهش را جم΄-ضرب الΎوریتم ͳپیچیدگ م�ͳتوان

ͳزینΎجای عبارت کار تسهیل برای ادامه داریم:(در (١١.۴) جایΎزین معادله یافتن برای

∏
j′

=
∏

j′∈Bi,j′ ̸=j

: نوشت زیر صورت به را Mi,j′ م�ͳتوان علاوه�براین م�ͳگیریم). نظر در را

Mi,j′ = αi,j′βi,j′

که

αi,j′ = sign(Mi,j′) , βi,j′ = |Mi,j′ |

: نوشت م�ͳتوان مفهوم این از استفاده با

∏
j′

tanh(Mi,j′/٢) =
∏
j′

αi,j′

∏
j′

tanh(βi,j′/٢)

: شد خواهد تبدیل زیر صورت به (١١.۴) معادله بنابراین

Ej,i = ٢tanh−١(
∏
j′

αi,j′

∏
j′

tanh(βi,j′/٢) )

= (
∏
j′

αi,j′)٢tanh−١(
∏
j′

tanh(βi,j′/٢) )
(١۴.۴)

: نوشت زیر صورت به آن�را م�ͳتوان جم΄ به ضرب تبدیل و (١۴.۴) معادله کردن مرتب با

Ej,i = (
∏
j′

αi,j′)٢tanh−١ln−١ln (
∏
j′

tanh(βi,j′/٢) )

= (
∏
j′

αi,j′)٢tanh−١ln−١(
∑
j′

ln tanh(βi,j′/٢) )
(١۵.۴)

تابع تعریف با حال

ϕ(x) = −ln tanh(x/٢) = ln
ex + ١
ex − ١
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: اینکه به توجه با و

ϕ(ϕ(x)) = ln
eϕ(x) + ١
eϕ(x) − ١

= x

: نوشت زیر صورت به م�ͳتوان را (١۵.۴) معادله نهایت در ( ϕ−١ = ϕ ͳیعن )

Ei,j = (
∏
j′

αi,j′)ϕ

(∑
j′

ϕ(Bi,j′)

)
(١۶.۴)

این ٢ پیمانه به جم΄ از استفاده با م�ͳتوان را علامت�ها ضرب ، شود اتخاذ سخت تصمیم Έی Mi,j′ هر روی اگر

آورد. بدست ( جستجو ) جدول Έی از استفاده با م�ͳتوان نیز را ϕ تابع و کرد محاسبه تصمیم�ها

(MPA) پیام عبور کدگشای تحلیل ۵.۴

م�ͳکنیم. بیان را حم Έی و تعریف Έی ، بپردازیم پیام عبور کدگشای تحلیل به اینکه از قبل

احتمال با BEC کانال تحت که باشد C دودویی ͳکدخط با متناظر تنر گراف T کنید فرض [١٨]: حم

p(T , δ, l, x) اگر گردد. اجرا T روی عبورپیام کدگشای ، پیام دریافت از پس و است شده ارسال δ ͳپاک�شدگ

آنگاه باشد شده ارسال x ∈ C اینکه فرض با باشد الΎوریتم ام l تکرار از بعد ͳپاک�شدگ ( ͳبیت یا ͳبلوک ) احتمال

p(T , δ, l, x) =
١
|C|
∑
x′∈C

p(T , δ, l, x′) = p(T , δ, l)

است. ͳارسال کدواژه از مستقل p(T , δ, l, x) ͳیعن

کدواژه ، ͳارسال کدواژه که کرد فرض م�ͳتوان عبورپیام الΎوریتم اجرای و کارایی تحلیل برای ترتیب این به

دارد. وجود ͳخط کد هر در که است صفر

نامیده S ١٠ توقف مجموعه ، نیستند حل قابل MPA توسط که کد نمادهای از مجموعه�ای .١.۵.۴ تعریف

ورودی دو حداقل ( N (S) ͳیعن S با مجاور ) ͳبررس راس�های اگر ، BEC کانال برای دیΎر عبارت به م�ͳشوند،

است V متغیر راس�های اندیس�های مجموعه از زیرمجموعه�ای S که ) S به متعلق متغیر راس�های از ͳپاک�شدگ

١٠ Stoping set
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. کدهمینگ - [٧,۴,٣] توقف مجموعه نشان�دهنده S = {١,٢,٣} مجموعه :۴.۴ شل

مجموعه ε ⊆ V کنید فرض دقیق�تر بیان به بود. خواهد ͳپاک�شدگ همیشه Ei,j ͳخروج پیام آنگاه باشند داشته (

داد خواهد تشیل را حل غیرقابل کد نمادهای S مجموعه آنگاه S ⊆ ε اگر بنابراین ، باشد کانال پاک�شدگ�ͳهای

. ندارند کدگشایی امان BEC تحت ( S به متعلق نمادهای ) نمادها این و

کانال تحت x ∈ C کنید فرض بΎیرید. نظر در را است همینگ [٧,۴,٣]-کد که C کد [٢۵] .٢.۵.۴ مثال

است S = {١,٢,٣} توقف مجموعه�های از ͳی شود. کدگشایی MPA توسط y ͳدریافت واژه و ارسال BEC

تعریف بنابر Έهری که است N (S) = {A,B} م�ͳبینید که همان�طور است. شده داده نشان ۴.۴ شل در که

مجموعه آنگاه باشد [? ? ? ٠ ٠ ٠ ?] ͳدریافت واژه اگر اند. شده متصل S به یال دو با حداقل توقف مجموعه

شرایط این تحت هرگز S که دید م�ͳتوان ۴.۴ شل در . S ⊆ ε بنابراین ، است ε = {١,٢,٣,٧} ͳپاک�شدگ

م�ͳگردد. کدگشایی MPA توسط x٧ فقط و نم�ͳشود کدگشایی

♢
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LDPC کد انتخاب چΎونه که است مطلب این درک و پیام عبور کدگشایی اجرای تحلیل بخش این از هدف

، کانال پارازیت از ͳسطح چه برای بدانیم م�ͳخواهیم T معین تنر گراف برای درحقیقت م�ͳگذارد. اثر اجرا این بر

حالت در مساله این متاسفانه . ( نم�ͳتواند ͳسطح چه برای یا ) کند تصحیح را خطاها است قادر عبورپیام کدگشای

تنر گراف�های از دسته Έی رفتار ͳونگΎچ ، شود تعیین است ممن آنچه ͳول است. باق�ͳمانده نشده حل هنوز ͳکل

ͳالΎچ تابع ͳتدریج تکامل کار این انجام برای است. تنر گراف بودن دورآزاد فرض با ، حافظه فاقد کانال تحت

م�ͳنامند. ١١ ͳالΎچ تکامل را فرآیند این که ، م�ͳشود دنبال پیام عبور الΎوریتم اجرای ͳط در ( خطا ) احتمال

از ͳخاص دسته توسط ( محتمل�تر طور به ) که کانال پارازیت سط ماکزیمم یافتن برای م�ͳتواند ͳالΎچ تکامل

را پارازیت سط ماکزیمم این . گردد استفاده ، م�ͳشود تصحیح پیام عبور الΎوریتم از استفاده با تنر گراف�های

به م�ͳتوان دارد را آستانه بهترین که دسته�ای شناسایی با ترتیب این به م�ͳنامند. خاص دسته این ١٢ ( (مرز آستانه

. ( بود نخواهیم آن ͳبررس دنبال به پایان�نامه این در که ) پرداخت دسته این به متعلق کدی ͳطراح

BECروی ͳالΎچ تکامل ١.۵.۴

به ادامه در باشد. درخت نظر مورد تنر گراف که م�ͳکنیم فرض ، BEC تحت پیام عبور الΎوریتم گرفتن نظر در با

م�ͳپردازیم. قاعده بی و باقاعده LDPC کدهای برای کانال این تحت ͳالΎچ تکامل بیان

قاعده کدهایLDPCبا

و ωc درجه از متغیری راس�ها با قاعده با LDPC تنر گراف�های همه شامل که T (ωc, ωr) تنر گراف�های دسته

ͳپاک�شدگ کانال روی عبورپیام کدگشای بدانیم م�ͳخواهیم بΎیرید. نظر در را است ωr درجه از ͳبررس راس�های

ام l تکرار در که باشد این احتمال ql کنید فرض م�ͳکند. رفتار چΎونه دسته این کدهای از استفاده با دودویی

تکرار در که باشد این احتمال pl و باشد ( ͳپاک�شدگ ) ? متغیر راس به ͳبررس راس از پیام Έی الΎوریتم،

بیت که است این احتمال pl ͳیعن ) باشد ( ͳپاک�شدگ ) ? ͳبررس به متغیر راس از پیام Έی ، الΎوریتم ام l

١١Density - evolution
١٢Thershold
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پیام Έی اگر است ? یال Έی روی ، متغیر به ͳبررس پیام .( است ͳپاک�شدگ هنوز الΎوریتم ام l تکرار در کدواژه

که م�ͳکنیم فرض ql احتمال محاسبه برای باشد. ? ͳبررس راس به دیΎر یال (ωr − ١) طریق از بیشتر، یا ورودی

م�ͳشود: حاصل زیر فرض دو از فرض این هستند. یدیΎر از مستقل ورودی پیام�های همه

. ͳاصل ͳبیت احتمالات بودن مستقل نتیجه در و کانال بودن حافظه فاقد .١

همبسته پیام�ها که م�ͳشود باعث دور وجود زیرا ندارد. وجود تنر گراف در کمتر یا ٢l طول به دوری هیچ .٢

شوند.

است برابر نباشد (?) ͳپاک�شدگ ͳبررس راس به دیΎر ورودی پیام (ωr−١) از Έی هیچ اینکه احتمال فرض این با

باشند ͳپاک�شدگ دیΎر ورودی پیام�های از بیشتر یا Έی اینکه احتمال بنابراین . (١ − pl) احتمالات ضرب با

: از است عبارت

ql = ١− (١− pl)
(ωr−١) (١٧.۴)

این δ احتمال با که ) باشد ? متغیر به کانال از شده ارسال ͳاصل پیام اگر است ? ͳبررس به متغیر پیام ام l تکرار در

احتمال با Έی هر که ) باشد ͳپاک�شدگ ام (l− ١) تکرار در متغیر به ورودی پیام�های همه و ( م�ͳدهد رخ حالت

: با است برابر احتمال این ورودی پیام�های همه بودن مستقل فرض با ترتیب این به ، ( م�ͳدهد رخ ql−١

pl = δ(ql−١)
(ωc−١) (١٨.۴)

: داریم (١٧.۴) از ql−١ جایΎذاری با

pl = δ(١− (١− pl−١)
(ωr−١))(ωc−١) (١٩.۴)

: داریم باشد، کانال توسط کدواژه بیت Έی ͳپاک�شدگ احتمال� p٠ اگر

p٠ = δ



عبورپیام کدگشای از استفاده با LDPC کدهای کدگشایی .۴ ٧٩فصل

: ,ωc)-باقاعده ωr) دسته برای ترتیب این به

p٠ = δ , pl = δ(١− (١− pl−١)
(ωr−١))(ωc−١) (٢٠.۴)

کدهای برای l تکرار تعداد از ͳتابع عنوان به عبورپیام کدگشایی در ͳپاک�شدگ احتمال م�ͳبینید که همان�طور

چه برای که کرد تعیین م�ͳتوان (٢٠.۴) ͳبازگشت رابطه محاسبه با ترتیب این به است. ,ωc)-باقاعده ωr) LDPC

م�ͳکند. تصحیح را ͳپاک�شدگ محتمل�تر طور به عبورپیام کدگشای ، ͳپاک�شدگ احتمال�های

ͳپاک�شدگ احتمال با دودویی ͳپاک�شدگ کانال تحت (٣,۶)-باقاعده دسته از کد Έی [١٧] .٣.۵.۴ مثال

اینکه احتمال م�ͳگیرد. قرار استفاده مورد کدگشایی برای پیام عبور کدگشا الΎوریتم و است شده ارسال δ = ٠٫ ٣

با بماند، ͳباق ͳپاک�شدگ ( باشد آزاد دور تنر گراف اگر ) عبورپیام کدگشایی تکرار l از بعد کدواژه بیت Έی

: م�ͳآید بدست زیر ͳبازگشت رابطه (٢٠.۴) به توجه

p٠ = ٠٫ ٣ , pl = (١− (١− pl−١)
۵)٢

: داریم ، م�ͳکنیم محاسبه l = ٧ برای را ͳبازگشت رابطه این

p٠ = ٠٫ ٣٠٠٠ p١ = ٠٫ ٢٠٧۶ p٢ = ٠٫ ١۴١٩
p٣ = ٠٫ ٠٨۵٨ p۴ = ٠٫ ٠٣٩٢ p۵ = ٠٫ ٠٠٩٨
p۶ = ٠٫ ٠٠٠٧ p٧ = ٠٫ ٠٠٠٠

ͳپاک�شدگ احتمال با BEC کانال تحت که آزاد -دور ۴ (٣,۶)-باقاعده LDPC کد از کدواژه Έی در بنابراین

م�ͳشود. صفر ، ͳپاک�شدگ احتمال عبورپیام الΎوریتم تکرار l = ٧ از بعد است شده ارسال δ = ٠٫ ٣

♢

(٢٠.۴) ͳبازگشت رابطه ، کانال ͳپاک�شدگ احتمال�های از محدوده�ای برای ۵.۴ شل در [١٧] .۴.۵.۴ مثال

δ ≥ ٠٫ ۴٣ که ͳهنگام م�ͳبینیم که همانطور . است شده محاسبه باقاعده -(٣،۶) دسته به متعلق کد Έی برای

باشد. بزرگ ͳخیل l اگر ͳحت نم�ͳیابد کاهش صفر به بماند ͳباق ( تکرار تعدادی از (بعد ͳپاک�شدگ اینکه احتمال
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(٣.۵.۴) مثال در شده محاسبه ͳپاک�شدگ احتمالات :۵.۴ شل

دو این بین که ای δ مقدار م�ͳکند. میل صفر به ͳپاک�شدگ احتمال l → ∞ ͳوقت δ ≤ ٠٫ ۴٢ برای که ͳحال در

(٢٠.۴) ͳبازگشت رابطه مجدد محاسبه با م�ͳنامند. -باقاعده (٣,۶) دسته ( مرز ) آستانه ، را م�ͳآید دست به مقدار

بین BECکانال تحت (٣.۶)-باقاعده دسته آستانه که دید م�ͳتوان است شده داده نشان ۶.۴ شل در که همانطور

است. ٠٫ ۴٢٩۴ و ٠٫ ۴٢٩٣

♢

قاعده کدهایLDPCبی

برحسب درجه توزیع�های از بی�قاعده LDPC کدهای ͳالΎچ تکامل ͳبررس برای شد بیان نیز قبلا که همانطور

: داریم (٧.٣.٣) تعریف براساس م�ͳشود. استفاده تنر گراف یال�های

∑
i

ρi = ١ ,
∑
i

λi = ١
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(۴.۵.۴) مثال در شده محاسبه ͳپاک�شدگ احتمالات :۶.۴ شل

: که م�ͳکنیم یادآوری

λ(x) = λ٢x+ λ٣x
٢ + . . .+ λix

i−١ + . . .
ρ(x) = ρ٢x+ ρ٣x

٢ + . . .+ ρix
i−١ + . . .

مستقل بافرض ) باشد ? متغیر به ͳبررس پیام اینکه احتمال عبورپیام کدگشای ام l تکرار در که م�ͳدانیم (١٧.۴) از

: از است عبارت ( ورودی پیا�های بودن

ql = ١− (١− pl)
(ωr−١)

برای ، شد بیان نیز (٧.٣.٣) تعریف در که همانطور . ( ωr درجه از ͳبررس راس به متصل یال Έی برای )

با بنابراین است. ρωr باشد شده متصل ωr درجه ͳبررس راس به یال Έی اینکه احتمال بی�قاعده تنر گراف Έی

) خطا متغیر به ͳبررس پیام اینکه احتمال متوسط بی�قاعده، تنر گراف به متعلق یال�های همه تحت میانگین محاسبه
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: باشد ( ͳپاک�شدگ

ql =
∑
i

ρi(١− (١− pl)
(i−١)) = ١−

∑
i

ρi(١− pl)
(i−١) (٢١.۴)

: داریم ρ(x) تعریف از استفاده با

ql = ١− ρ (١− pl)

مستقل فرض با ) باشد ? ͳبررس به متغیر پیام Έی الΎوریتم ام l تکرار در اینکه احتمال : که م�ͳدانیم (١٩.۴) از

: از است عبارت ( ورودی پیام�های بودن

pl = δ(١− (١− pl−١)
(ωr−١))(ωc−١)

به یال Έی اینکه احتمال بی�قاعده تنر گراف برای . ( است متصل ωc درجه متغیر راس به که یال Έی برای )

احتمال تنر گراف یالهای همه تحت میانگین محاسبه با ترتیب این به است. λωc باشد متصل ωc درجه متغیر راس

: باشد ͳپاک�شدگ ͳبررس به متغیر پیام Έی اینکه متوسط

pl = δ
∑
i

λi(ql−١)
(i−١) (٢٢.۴)

: داریم ql−١ جایΎذاری با نهایت در

pl = δλ (١− ρ (١− pl−١) )

: داریم بی�قاعده LDPC کدهای برای نتیجه در ، p٠ = δ فرض با

p٠ = δ , pl = p٠λ (١− ρ (١− pl−١) ) (٢٣.۴)
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آستانه ٢.۵.۴

به عبورپیام کدگشای ( δ ) کانال ͳپاک�شدگ احتمال چه برای که است مطلب این تعیین ،ͳالΎچ تکامل از هدف

: م�ͳشود تعریف زیر تابع pl روی δ اثر آزمایش برای م�ͳکند. تصحیح را ͳپاک�شدگ بیت�های همه محتمل�تر طور

f(p, δ) = δλ(١− ρ(١− p) )

: از است عبارت l تکرار در ͳپاک�شدگ احتمال

pl = f(pl−١, δ)

است. صعودی اکیدا p در δ > ٠ برای f(p, δ) تابع اینجا در ٠ ≤ δ, p ≤ ١ بنابراین هستند احتمالات δ و p که

آنگاه pl > pl−١ اگر بنابراین

pl+١(δ) = f(pl, δ) > f(pl+١, δ) = pl

: دارد پایین کران p = ٠ در pl(δ) ، δ ∈ [٠,١] برای

f(٠, δ) = δλ(١− ρ(١)) = δλ(١− ١) = ٠

: دارد بالا کران p = ١ در و

f(١, δ) = δλ(١− ρ(١− ١)) = δλ(١− ٠) = δ

که ͳهنگام p, δ ∈ [٠,١] ازای به بنابراین ٠ 6 f(p, δ) 6 δ و است صعودی اکیدا تابع p در f(p, δ) چون

دارد وجود ، (λ, ρ) توزیع جفت برای ترتیب این به م�ͳکند. میل p∞ ∈ [٠, δ] به متعلق عنصری به pl ، l → ∞

به علاوه�براین pl(δ
∗) → ٠ م�ͳکند میل بی�نهایت سمت به تکرارها تعداد که ͳهنگام که طوری به δ∗ ∈ [٠,١]

آستانه را δ∗ ترتیب این به pl(δ) → ٠ م�ͳکند میل بی�نهایت سمت به تکرارها تعداد که ͳهنگام نیز δ < δ∗ ازای



عبورپیام کدگشای از استفاده با LDPC کدهای کدگشایی .۴ ٨۴فصل

(۵.۵.۴) مثال در شده محاسبه ͳپاک�شدگ احتمالات :٧.۴ شل

: حقیقت در م�ͳگویند.

δ∗(λ, ρ) = sup

{
δ ∈ [٠,١] : pl(δ) → ٠

l → ∞

}

: بΎیرید نظر در را زیر درجه توزیع�های با بی�قاعده LDPC دسته [١٧] .۵.۵.۴ مثال

λ(x) = ٠٫ ١x+ ٠٫ ۴x٢ + ٠٫ ۵x١٩

و

ρ(x) = ٠٫ ۵x٧ + ٠٫ ۵x٨

: کد این نرخ

r(λ, ρ) = ١−
∫ ١
٠ ρ(x)d(x)∫ ١
٠ λ(x)d(x)

= ١−

∑
i

ρi/i∑
i

λi/i
≈ ٠٫ ۵

محاسبه کانال ͳپاک�شدگ متفاوت احتمالات از محدوده�ای برای را (٢٣.۴) ͳبازگشت رابطه آستانه، یافتن برای

کاهش صفر به مانده�باشد �ͳباق ͳپاک�شدگ اینکه احتمال δ ≥ ٠٫ ۵ برای م�ͳبینید ٧.۴ شل در همانطورکه م�ͳشود.



عبورپیام کدگشای از استفاده با LDPC کدهای کدگشایی .۴ ٨۵فصل

دوباره) ͳبررس) (۵.۵.۴) مثال در شده محاسبه ͳپاک�شدگ احتمالات :٨.۴ شل

به م�ͳرسد. صفر به خطا احتمال δ ≤ ٠٫ ۴ برای که ͳحال در ، باشد بزرگ ͳخیل l که ͳهنگام ͳحت) نم�ͳیابد

مقدار دو این بین کانال ͳپاک�شدگ احتمالات با (٢٣.۴) ͳبازگشت رابطه آستانه، به شدن Έنزدی برای ترتیب این

l اگر ͳحت بماند ͳباق ͳپاک�شدگ اینکه احتمال δ ≥ ٠٫ ۴٧۵ برای که م�ͳدهد نشان ٧.۴ شل م�ͳشود. محاسبه

م�ͳکند. میل صفر به خطا احتمال δ ≤ ٠٫ ۴۵ مقادیر برای که ͳحال در ، نم�ͳیابد کاهش صفر به باشد بزرگ ͳخیل

که همانطور م��ͳشود. محاسبه جدید مقدار دو این بین مقداری برای نظر مورد ͳبازگشت رابطه دوباره ترتیب این به

صفر به باشد بزرگ ͳخیل l اگر ͳحت بماند ͳباق ͳپاک�شدگ اینکه احتمال δ ≥ ٠٫ ۴٧۵ برای م�ͳبینید ٨.۴ شل در

مقادیر برای که ͳحال در ، نم�ͳیابد کاهش

δ ≤ ٠٫ ۴۶۵

٠٫ ۴۶۵ بین ͳپاک�شدگ احتمال ، دسته این برای آستانه که م�ͳگیریم نتیجه بنابراین م�ͳکند. میل صفر به خطا احتمال

است. ٠٫ ۴٧۵ و

♢
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پایداری ٣.۵.۴

افزایش تکرار تعداد بالا ͳخیل درجه با چندجمله�ای�هایی در که گرفت نتیجه م�ͳتوان (٢٠.۴) رابطه به توجه با

کرد تقریب صفر حول تیلور بسط توسط آن�را م�ͳتوان است Έکوچ pl ͳوقت چندجمله�ای رفتار درک برای م�ͳیابد.

:

pl = f(pl−١, δ) ≈ f ′(p, δ) pl−١ (٢۴.۴)

برای

f(x) = g(h(x))

: داریم

df

dx
=

dg

dh
× dh

dx

: بنابراین

f(p, δ) = δλ (h(p) )

که

h(p) = ١− ρ (١− p)

: داریم p به نسبت مشتقگیری با

df(p, δ)

dp
= δ

d λ

d h
× d h

d p

: داریم p = ٠ در مشتق مقدار محاسبه با

h(p = ٠) = ١− ρ(١) = ٠

d λ

d h
|p=٠ =

d λ

d h
|h=٠ = (λ٢ + ٢λ٣h+ . . .+ (i− ١)λih

(i−٢) + . . .)|h=٠ = λ٢
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و

d h

d p
|p=٠ =

d(١− ρ (١− p)

d p
|(١−p)=١ = ρ′(١)

: داریم (٢۴.۴) در جایΎذاری با

pl ≈ δλ٢ρ
′(١)pl−١ (٢۵.۴)

pl اینکه به باتوجه ) pl < pl−١ : باید کند میل صفر به pl اینکه برای l → ∞ هنگام��ͳکه . pl → ٠ هنگام�ͳکه

: داریم (٢۵.۴) از بنابراین و ( pl < pl−١ ≤ ١ باید پس است احتمال

δλ٢ρ
′ < ١ (٢۶.۴)

احتمال اینکه برای δ ͳپاک�شدگ احتمال با ͳپاک�شدگ کانال تحت (λ, ρ) درجه توزیع جفت برای بنابراین

: باشد داشته (٢٧.۴) صورت به بالایی کران باید λ٢ کند میل صفر به ͳپاک�شدگ

λ٢ <
١

δρ′(١)
(٢٧.۴)

م�ͳشود. نامیده پایداری١٣ محدودیت (٢٧.۴) نامعادله

کمر ۴.۵.۴

این به )م�ͳگردد. پیام�ها ) حاشیه�ای احتمال�های ͳهمبستگ موجب تنر گراف در دور وجود شد بیان که همانطور

١۴ کمر که دور کوچترین و م�ͳگذارد اثر ( جواب به ) کدگشا همΎرایی روی تنر گراف در دور وجود ترتیب

خواص اغلب که است این LDPC کد خواص مورد در مهم بسیار نکته Έی دارد. را اثر بیشترین ، م�ͳشود نامیده

کنید. توجه بعد مثال به م�ͳکند. تغییر ، متفاوت بررس�ͳزوجیت ماتریس انتخاب با کد Έی

١٣Stability constraint
١۴Girth
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ماتریس از استفاده با AWGN کانال تحت ضرب - جم΄ کدگشای اجرای ͳبیت خطای نرخ :٩.۴ شل
(۶.۵.۴) مثال بررس�ͳزوجیت

بررس�ͳزوجیت ماتریس دو [١٧] .۶.۵.۴ مثال

H١ =


١ ١ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ١ ١ ٠ ١ ٠
١ ٠ ٠ ٠ ١ ١
١ ٠ ١ ١ ١ ٠



H٢ =


١ ١ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ١ ١ ٠ ١ ٠
١ ٠ ٠ ٠ ١ ١
٠ ٠ ١ ١ ٠ ١


جم΄- کدگشای اجرای ٩.۴ شل دارد. ͳمتفاوت کمرهای آنها تنر گراف�های اما م�ͳدهند شرح را کد Έی دو هر

از ۴-دور) ) ۴ طول به دور تک حذف م�ͳدهد. نشان بررس�ͳزوجیت ماتریس دو این از Έی هر برای را ضرب

با متناظر تنر گراف در که ۴ طول به دور H٢ با متناظر تنر گراف (در بررس�ͳزوجیت ماتریس از حاصل تنر گراف

م�ͳدهد. کاهش ملاحظه�ای قابل طور به را جم΄-ضرب کدگشای اجرای م�ͳشود) حذف دارد، وجود H١

♢
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به توجه با ͳول م�ͳشود کدگشایی الΎوریتم�های از ͳبرخ بهینه عملرد موجب تنر گراف بودن دور فاقد هرچند

اندازه به ( است دور فاقد آن با متناظر تنر گراف که ) کدها این که دید م�ͳتوان م�ͳشود مطرح ادامه در که ͳلم

نیستند. توانا ͳکاف

باشد. جنگل آن با متناظر تنر گراف که است r نرخ با دودویی ͳخط کد Έی C کنید فرض [١٨] .٧.۵.۴ لم

است. ٢ وزن به کدواژه (
٢r − ١

٢
) n حداقل شامل C آنگاه

وجود ترتیب این به است وابسته همینگ فاصله مینیمم به کد Έی خطای تصحیح عملرد اینکه به توجه با

گذاشت. خواهد کد عملرد در نامطلوبی تاثیر باشد زیاد آنها تعداد اگر خصوص به ٢ وزن به کدواژه�های

کاذب کدواژه�های ۵.۵.۴

الΎوریتم ͳمحل عملرد ، پیام عبور الΎوریتم ͳپیچیدگ بودن پایین دلیل Έی شد، بیان این از پیش که همانطور

راس آن از که پیام�هایی روی فقط کدگشایی الΎوریتم در راس هر ͳیعن ) Hاست ماتریس با متناظر تنر گراف روی

ضعف Έی موجب همچنین عملرد این ͳطرف از . ( گراف به متعلق پیام�های دیΎر روی نه م�ͳکند عمل م�ͳبیند

نم�ͳداند. را گراف ساختار تمام راس هر ، م�ͳکند عمل ͳمحل طور به الΎوریتم چون : م�ͳگردد الΎوریتم در ͳاساس

LLR ( ͳمحل طور به ) که ( تنر گراف (برای جایΎزین گراف Έی کنید، توجه مطالب ادامه به بیشتر شرح برای

به متعلق معتبر کدواژه�های مجموعه م�ͳنامند. گرافپوشش١۵ را م�ͳکند تولید تنر گراف های LLR با مشابه هایی

ͳمحل طور به عبورپیام کدگشای چون م�ͳنامند. ١۶ کاذب کدواژه�های را تنر گراف Έی پوشش گراف�های همه

را پوشش گراف�های از Έی هر به متعلق کدواژه ، بΎذارد فرق پوشش گراف�های و ͳواقع تنر گراف بین نم�ͳتواند

از ͳی به حقیقت در م�ͳخورد شست کدگشا م�ͳگوییم ͳوقت بنابراین م�ͳداند. تنر گراف به متعلق کدواژه مشابه

است. همΎرا کاذب کدواژه�های

١۵Cover
١۶Pseudo-codewords



۵ فصل

الΎوریتم از استفاده کد�هایLDPCبا کدگشایی
LPکدگشایی

فصل مقدمه ١.۵

ساختن برای ٢ͳکاهشͳریزیخط برنامه از دقیق�تر بیان به یا ( LP ) ͳخط برنامه�ریزی از همارانش١ فلدمنو

همچنین ، ͳخط کدهای برای را کدگشایی روش این ͳمقالات ارائه با آنها کردند. استفاده کدگشایی الΎوریتم Έی

در زیادی کارهای پس آن از پرداخته�اند. LP کدگشایی تحلیل به و داده�اند شرح LDPC کدهای و توربو کدهای

است. شده انجام زمینه این

عملرد به Έنزدی عملردی دلیل به اخیر سال�های در LDPC کدهای برای LP کدگشایی از استفاده

این در که مطالبی اساس است. یافته افزایش ͳبلوک-متناه طول تحلیل توانایی همچنین و عبورپیام الΎوریتم�های

است. همارانش و فلدمن کارهای مبنای بر شود ͳم بیان فصل

دید: خواهیم فصل این در آنچه

بخش در م�ͳشود. مطرح نیاز مورد قضایای و تعاریف جمله از ͳخط برنامه�ریزی از نیازهایی پیش بخش۵.٢ در

م�ͳشود. بیان نیاز مورد ͳهندس تفسیر ۴.۵ در م�ͳشود. فرمول�بندی کدگشایی برای ͳکاهش ͳخط برنامه�ریزی ٣.۵

عملرد برای بهبود روش دو ۶.۵ در م�ͳشود. مطرح LP محدودیت�های تعریف برای ͳزینΎجای روش Έی ۵.۵ در

١Feldman et.al.
٢Linear programming relaxation

٩٠
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م�ͳشود. مطرح LP کدگشایی

ها نیاز پیش ٢.۵

ͳبرنامه�ریزی�خط هر در م�ͳدانیم م�ͳپردازیم. ͳبرنامه�ریزی�خط در نیاز مورد مفاهیم ͳبرخ یادآوری به بخش این در

نامیده ͳشدن جواب کند، صدق ͳبرنامه�ریزی�خط محدودیت�های همه در که x بردار هر زیر، ͳخط برنامه�ریزی مانند

م�ͳشود.

min. C T x
s.t. A x = b

x ≥ ٠

ͳماتریس بالا استاندارد ͳخط برنامه�ریزی در A از (منظور م�ͳنامند ͳشدن مجموعه را ͳشدن جواب�های همه مجموعه

جواب ساده طور به یا بهینه ͳشدن جواب م�ͳکند، مینیمم نیز را هدف تابع که x∗ ͳشدن جواب . است) m × n

Έی p آن در که است {x : px ≥ k} صورت به نقاط از مجموعه�ای نیم�فضا Έی اینکه به توجه با م�ͳنامند. بهینه

به (متعلق نیم�فضا ͳمتناه تعداد اشتراک است، اسالر Έی k و ( En ) بعدی n ͳاقلیدس فضای در ناصفر بردار

محدب F n فضای در را X مجموعه م�ͳنامند. ۴ ͳچندسقف را کراندار ͳچندوجه Έی و ٣ ͳچندوجه را ( Rn

λx١+λx٢ ∈ X باشیم داشته λ ∈ [٠ , ١] هر ازای به Xو در x٢ و x١ مفروض نقطه دو هر ازای به اگر م�ͳگویند

باشد λ ∈ (٠,١) اگر و م�ͳگویند x٢ و x١ محدب ترکیب را λx١ + λx٢ شل به نقطه هر که م�ͳکنیم (یادآوری

دلخواه مجموعه شامل محدب مجموعه کوچترین . ( م�ͳنامند x١, x٢ اکید محدب ترکیب را λx١ + λx٢ آنگاه

گویند. A محدب پوسته را A

ترکیب صورت به را x نتوان اگر ، گویند ͳراس نقطه را X محدب مجموعه به متعلق x نقطه .١.٢.۵ تعریف

نوشت. X به متعلق متمایز نقطه دو اکید محدب

٣Polyhedron
۴Polytope
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را M که محدودیت�هایی ضرایب بردار اگر باشد. ͳناته ͳچندوجه Έی M کنید فرض [۶] .٢.٢.۵ قضیه

. است گویا بردار Έی M ͳراس نقطه هر آنگاه ، باشند گویا م�ͳکنند تعریف

وجود بهینه ͳراس نقطه Έی آن�گاه باشد، داشته وجود بهینه جواب ͳخط برنامه�ریزی Έی در اگر [۶] .٣.٢.۵ قضیه

داشت. خواهد

برایکدگشایی ͳکاهش ͳبرنامه�ریزی�خط فرمولبندی ٣.۵

که م�ͳرسد نظر به ͳمنطق است، {٠,١} به متعلق آنها مؤلفه�های که دودویی کدواژه�ها�ی ماهیت به توجه با

کل در متاسفانه حاصل ILP مساله اما باشد. (ILP) صحیح عدد ͳبرنامه�ریزی�خط نیاز، مورد ͳبرنامه�ریزی�خط

ILP Έی برای تقریبی جوابی یافتن مشل، این کردن برطرف برای ͳطبیع حل راه Έی . [١١] است NP-hard

به حاصل جواب سپس ، م�ͳگردد حل حاصل LP مساله ابتدا ، صحیح عدد محدودیت�های حذف با لذا است.

است. ۵ ͳکاهش ͳبرنامه�ریزی�خط از استفاده ILP مساله حل روش Έی م�ͳشود. تبدیل است نظر مورد آنچه

LPبرای درستنمایی ماکزیمم کدگشایی ١.٣.۵

کدواژه کنید بΎیرید.فرض نظر در را HϵFm×n
٢ بررس�ͳزوجیت ماتریس با C ∈ F n

٢ دودویی ͳکدخط

y =
[
y١ · · · yn

]T و است شده ارسال پارازیت�دار و فاقد�حافظه کانال تحت x =
[
x١ · · · xn

]T
لΎاریتم : یاد�آوری ) باشد. LLR درستنمایی نسبت لΎاریتم بردار λ =

[
λ١ · · · λn

]T و ͳدریافت بردار

انتخاب کدگشایی راه Έی شود. کدگشایی y باید حال ( λi = ln

(
P (yi|xi = ٠)
P (yi|xi = ١)

)
LLR درستنمایی نسبت

کدواژه آن، به دلیل همین به دارد. را کدواژه) (محتمل�ترین درستنمایی احتمال ماکزیمم که است کدواژه�ای

کدگشایی براساس نظر مورد ͳخط برنامه�ریزی هدف تابع بخش این در م�ͳگویند. (ML) درستنمایی۶ ماکزیمم

۵LP relaxation
۶Maximmum likelihood codeworde
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آید. ͳم بدست درستنمایی ماکزیمم

x̂ = argmax P (y|x)
x ∈ C (١.۵)

لذا: مستقل�اند متغیرها است، بی�حافظه کانال چون

x̂ = argmax
n∏

i=١

P (yi|xi)

x ∈ C

= argmax ln
n∏

i=١

P (yi|xi)

x ∈ C

= argmin (− ln
n∏

i=١

P (yi|xi))

x ∈ C

= argmin (−
n∑

i=١

lnP (yi|xi))

x ∈ C

(٢.۵)

به م�ͳتوان را عبارت این لذا م�ͳشود انجام x تحت مینیمم�سازی چون ، است x از مستقل
n∑

i=١

lnP (yi|٠) عبارت

کرد: اضافه (٢.۵) آخر سطر به ثابت عنوان

x̂ = argmin (
n∑

i=١

lnP (yi|٠)−
n∑

i=١

lnP (yi|xi))

x ∈ C

= argmin
n∑

i=١

ln
P (yi|٠)
P (yi|xi)

x ∈ C

(٣.۵)

است: زیر صورت به xi = ١ که ͳهنگام و (صفر) ٠ با مساوی ، xi = ٠ ͳوقت
n∑

i=١

ln
P (yi|٠)
P (yi|xi)

عبارت

n∑
i=١

ln
P (yi|٠)
P (yi|xi)

=
n∑

i=١

λi
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: نوشت زیر صورت به توان ͳم را (٣.۵) بنابراین

x̂ = argmin
n∑

i=١

xi · (ln
P (yi|٠)
P (yi|xi)

)

x ∈ C

= argmin
n∑

i=١

λixi

x ∈ C

= argminλTx
x ∈ C

(۴.۵)

بهینه�سازی مساله ترتیب این به است. درستنمایی ماکزیمم کدواژه ، x̂ و نظر مورد هدف تابع (۴.۵) معادله

بود: خواهد زیر صورت به نظر مورد

min. λ T x
s.t. x ∈ C

(۵.۵)

همΎذری احتمال با BSC کانال که ͳحالت برای را λ توان ͳم که است λ T x ، مساله هدف تابع ترتیب این به )

λi حالت این در ، λi = ln

(
p

١− p

)
پس باشد yi = ١ ͳدریافت بیت اگر کرد: تفسیر صورت این به است p

است). ŷi = ١ کدگشایی هزینه

داریم: (۵.۵) از بنابراین H ⊗ x = 0 آنگاه x ∈ C اگر م�ͳدانیم

min. λ T x
s.t. H ⊗ x = 0

xj ∈ {٠,١}

(۶.۵)

منظور به شده گفته مطالب به توجه با صحیح�اند. عدد (۶.۵) بهینه�سازی مساله متغیرهای و محدودیت�ها

باید علاوه�براین . م��ͳشود تعویض xj ∈ [٠,١] با xj ∈ {٠,١} محدودیت ، ͳکاهش ͳبرنامه�ریزی�خط از استفاده

مراحل شوند. ͳبازنویس R تحت ͳخط معادلات صورت به م�ͳشوند انجام F٢ تحت که بررس�ͳزوجیت معادلات

شد. خواهد بیان زیر مثال قالب در ابتدا کار، این انجام
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بΎیرید: نظر در را زیر بررس�ͳزوجیت ماتریس [٢۵] .١.٣.۵ مثال

H =

 ١ ٠ ٠ ١ ١ ٠
٠ ١ ٠ ١ ٠ ١
٠ ٠ ١ ٠ ١ ١


بود: خواهد زیر صورت به H با متناظر بررس�ͳزوجیت معادلات ، x =

[
x١ . . . x۶

]T اگر

H ⊗ x =


r(١) : x١ ⊕ x۴ ⊕ x۵ = ٠
r(٢) : x٢ ⊕ x۴ ⊕ x۶ = ٠
r(٣) : x٣ ⊕ x۵ ⊕ x۶ = ٠

 (٧.۵)

معادلات اینکه برای حال است. H ماتریس ام i سطر با متناظر معادله (i = ١,٢,٣) ، r(i) از منظور که

، جدید فرمول�بندی این ابتدا هستیم. جدیدی متغیرهای و فرمول�بندی نیازمند شود، بیان R تحت بررس�ͳزوجیت

م�ͳشود: بیان r(١) ͳیعن اول سطر با متناظر معادله برای

بΎیرید، نظر در شده�اند استفاده r(١) بررس�ͳزوجیت معادله در که کد نمادهای اندیس�های مجموعه را S١ •

بنابراین

S١ = {١,۴,۵}

r(١) بررس�ͳزوجیت معادله در استفاده مورد کد نمادهای با متناظر که شود ͳم نامیده ٧ ͳمحل کدواژه xS١ •

:ͳیعن است

xS١ =
[
x١ x۴ x۵

]T
: داریم بنابراین م�ͳنامیم. B١ م�ͳکند استخراج x از را xS١ که ͳماتریس

B١ =

 ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠


: پس

xS١ = B١x (٨.۵)

م�ͳشود. انجام R تحت ضرب و جم΄ (٨.۵) معادله در که کنید توجه

٧Local codeword
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م�ͳشود: تعریف زیر صورت به A١ ماتریس حال •

کدواژه�ها صدق�م�ͳکنند.این r(١) بررس�ͳزوجیت معادله در که هستند ͳمحل کدواژه�های A١ ستون�های

برای بنابراین بود. خواهد صفر بردار A ستون�های از ͳی هستند. زوج وزن با dc طول به بردارهایی

: dc = ٣ نظر مورد مثال

xS١ ∈
{ [

٠ ٠ ٠
]T

,
[
٠ ١ ١

]T
,
[
١ ٠ ١

]T
,
[
١ ٠ ١

]T }

بنابراین

A١ =

 ٠ ٠ ١ ١
٠ ١ ٠ ١
٠ ١ ١ ٠


م�ͳشود: تعریف زیر صورت به م�ͳکند انتخاب r(١) برای را ͳدرست پیربندی که ω١

نشانگر٨ بردار •

ω١ =


ω١,∅

ω١,{۴,۵}
ω١,{١,۵}
ω١,{١,۴}

 ∈ F ۴
٢ 1Tω١ = ١ (٩.۵)

و م�ͳکنند صدق r(١) در که است ͳمتفاوت ͳمحل کدواژه�های تعداد با متناظر F ۴
٢ در ۴ که کنید توجه باید

است. ١ عناصر با برداری 1T از منظور که کنید توجه است. A١ ماتریس ستون�های تعداد همان حقیقت در

داریم: (٩،۵) از استفاده با بنابراین

ω١ ∈



١
٠
٠
٠



٠
١
٠
٠



٠
٠
١
٠



٠
٠
٠
١


 (١٠.۵)

که: دید توان ͳم حال

xS١ = A١ω١ (١١.۵)

٨Indicator
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نظر مورد مثال برای اگر حال م�ͳشود. انجام R تحت جم΄ و ضرب (١١.۵) در که کنید توجه

: آنگاه شود گرفته نظر در ω١ =
[
٠ ١ ٠ ٠

]T
ω١,∅ = ω١,{١,۵} = ω١,{١,۴} = ٠, ω١,{۴,۵} = ١

به است ( ͳکم متغیر دیΎر عبارت به یا ) نشانگر متغیر Έی ω١,{.} و xS١ =
[
٠ ١ ١

]
که طوری به

روابط از استفاده با م�ͳکند. ایجاد A١ ستون�های از ͳمحل کدواژه انتخاب با را مناسبی پیربندی ω١ ترتیب این

نوشت: م�ͳتوان (١١.۵) و (١٠.۵)

B١x = A١ω١ , ω١ ∈ F ۴
٢ , 1Tω١ = ١ (١٢.۵)

م�ͳتوان نیز بررس�ͳزوجیت معادلات سایر برای است. r(١) بررس�ͳزوجیت معادله با معادل (١٢.۵) ترتیب این به

است: زیر صورت به کار این حاصل ، آورد بدست شده گفته صورت به جدیدی ͳخط معادله

r(١) :



x١ ⊕ x۴ ⊕ x۵ = ٠ S١ = {١,۴,۵}

ω١ =


ω١,∅

ω١,{۴,۵}
ω١,{١,۵}
ω١,{١,۴}



B١ =

 ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠

 A١ =

 ٠ ٠ ١ ١
٠ ١ ٠ ١
٠ ١ ١ ٠





r(٢) :



x٢ ⊕ x۴ ⊕ x۶ = ٠ S٢ = {٢,۴,۶}

ω٢ =


ω٢,∅

ω٢,{۴,۶}
ω٢,{٢,۶}
ω٢,{٢,۴}



B٢ =

 ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١

 A٢ =

 ٠ ٠ ١ ١
٠ ١ ٠ ١
٠ ١ ١ ٠
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r(٣) :



x٣ ⊕ x۵ ⊕ x۶ = ٠ S٣ = {٣,۵,۶}

ω٣ =


ω٣,∅

ω٣,{۵,۶}
ω٣,{٣,۶}
ω٣,{٣,۵}



B٣ =

 ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١

 A٣ =

 ٠ ٠ ١ ١
٠ ١ ٠ ١
٠ ١ ١ ٠




♢

با برابر تعداد این قبل مثال در ) باشد یسان H ماتریس سطرهای در ١ها تعداد اگر شد مشاهده که همانطور

بود. خواهد (i = ١, . . . ,m) یسان متفاوت، بررس�ͳزوجیت معادلات برای Ai ماتریس�های ( dc = ٣

بود: خواهد زیر صورت به ͳکل فرمول�بندی ترتیب این به

باشد سطر آن در ١ها تعداد dc(i) کنید فرض ، H بررس�ͳزوجیت ماتریس (i = ١, . . . ,m) i سطر هر برای

که باشد dc(i)× n ͳماتریس Bi و i بررس�ͳزوجیت معادله در شرکت�کننده کد نمادهای اندیس�های مجموعه Si ،

توسط آن ستون�های که است dc(i)× ٢dc(i)−١ ͳماتریس Ai و م�ͳکند استخراج x کدواژه از را xSi ͳمحل کدواژه

م�ͳشود. تشیل ، م�ͳکنند صدق �ام i بررس�ͳزوجیت معادله در که ͳمحل کدواژه�های

: نوشت زیر صورت به م�ͳتوان را �ام i بررس��ͳزوجیت معادله

Bix = Aiωi , ωi ∈ {٠,١}٢
dc(i)−١

, 1Tωi = ١ (١٣.۵)

مورد بهینه�سازی مساله در (١٣.۵) جایΎذاری با م�ͳگیرد. انجام Rتحت ضرب و جم΄ (١٣.۵) در که کنید توجه
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داریم: نظر

min. λTx

s.t. Bix = Aiωi i = ١, . . . ,m

ωi ∈ {٠,١}٢dc(i)−١ ١Tωi = ١

Xj ∈ {٠,١} j = ١, . . . , n

(١۴.۵)

مساله هنوز اما هستند، R تحت ͳخط معادلات همه ترتیب این به هستند. x بردار مؤلفه�های xj که کرد توجه باید

را {٠,١} بنابراین اند. صحیح عدد دو هر ωi و xj زیرا است. (ILP) صحیح عدد ͳخط برنامه�ریزی بهینه�سازی،

م�ͳکنند. تبدیل [٠,١] به

م�ͳشود: ͳبازنویس زیر صورت به (١۴.۵) این�ترتیب به

min. λTx

s.t. Bix = Aiωi i = ١, . . . ,m

ωi ∈ [٠,١]٢dc(i)−١ ١Tωi = ١

Xj ∈ [٠,١] j = ١, . . . , n

(١۵.۵)

LPجواب�هایکدگشای ͳبررس ٢.٣.۵

درستنمایی ماکزیمم کدواژه دقیقا شده کدگشایی کدواژه که، است موفقیت�آمیز LP کدگشای مساله ͳصورت در

حاصل جواب است ممن بله نیستند، ( صحیح (عدد دودویی کدواژه�های همیشه LP مساله جواب�های باشد.

کدگشای غیرصحیح جواب�های است. شستخورده LPکدگشای باشد، جوابغیر�صحیح اگر باشند. غیر�صحیح

. گرفت) خواهد قرار بحث مورد بیشتر ͳهندس تفسیر بخش (در م�ͳشود نامیده ٩ جواب�هایکسری ،LP

شد، خواهد مطرح (٧.۵) بخش در که ͳافزونگ بررس�ͳزوجیت معادله کردن اضافه مانند روش�هایی حال این با

کرد. تبدیل عددصحیح جوابهای به را کسری جواب�های بتوان است ممن

٩Fractional solution
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نم�ͳتوان است، عددصحیح LP کدگشای جواب که ͳحالت در که، است این کرد توجه آن به باید که نکته�ای

ترتیب این به است. ML کدواژه که گفت، م�ͳتوان بله است ͳواقع ͳارسال کدواژه حتما حاصل جواب که گفت

خاصیت این است. ML کدواژه حتما جواب این برسد عددصحیح جواب به ͳخط برنامه�ریزی کدگشای اگر

. [١٢] م�ͳنامند ١٠ MLتصدیق را LP کدگشای

جواب زیرا است. ͳمهم بسیار مزیت پیام عبور کدگشا الΎوریتم�های با LP کدگشا مقایسه در خاصیت این

جواب اگر که ͳصورت در نیست. کدواژه که باشد دودویی بردار Έی است ممن عبورپیام الΎوریتم از حاصل

وجود نکته دو قبل جمله در حقیقت در است. ML کدواژه حتما ( دودویی بردار ) باشد صحیح عدد LP کدگشا

جواب اگر دوم: نکته و است کدواژه حتما جواب این باشد، عددصحیح LP کدگشا جواب اگر اول: نکته دارد،

[١٣] در فلدمن توسط قضیه دو قالب در نکته دو است.این ML کدواژه حتما جواب این باشد، کدواژه LP کدگشا

شد. خواهد بیان ͳهندس تفسیر بخش در که است شده مطرح

λمقیاسگذاری ٣.٣.۵

صورت به ، هدف تابع نظر مورد LP فرمول�بندی در چون

x̂ = argminλTx

:ͳیعن کرد. نخواهد تغییری جواب λTx در β ثابت عدد ضرب با لذا است. بهینه�سازی

x̂ = argminλTx = argmin(βλT )x (١۶.۵)

بود. نخواهد مهم پارازیت از ͳگاه آ بنابراین

١٠ML Certificate
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ͳهندس تفسیر ۴.۵

است، بیان�شده [١٢] ، [١١] در فلدمن توسط که را ͳمفاهیم ͳبرخ باید کنیم، بیان را ͳهندس تفسیر اینکه از قبل

دهیم. شرح را

که واحد ابرمعب عناصر عنوان به را آنها بΎیریم نظر در F n
٢ به متعلق را کدواژه�ها اینکه جای به کنید فرض

نوشت: زیر صورت به را نظر مورد بهینه�سازی مساله م�ͳتوان ترتیب این به بΎیریم. نظر در هستند، Rn به متعلق

min. λTx
s.t. x ∈ poly(C)

(یادآوری: است C کد به متعلق ترکیباتمحدبکدواژه�های از حاصل ͳچندسقف poly(C) از منظور بالا رابطه در که

:ͳیعن است). درستنمایی نسبت لΎاریتم بردار λT

poly(C) =

{∑
ν∈C

γνν : γν ≥ ٠ ,
∑
ν∈C

γν = ١

}

متعلق نقطه هر دارد). قرار [٠,١] معب ابر داخل (که م�ͳنامند ١١ کدواژه ͳچندسقف را ͳچندسقف این فلدمن

که: است x = (x١, . . . , xn) صورت به ، poly(C) به

∀i = ١, . . . , n xi =
∑
ν∈C

γννi

کنید: توجه زیر نکته به بپردازیم بحث ادامه به اینکه از قبل

ͳراس نقطه Έی حتما ( (٢.۵) در شده گفته مطالب به توجه (با بهینه�سازی مساله جواب اینکه به توجه با

است). یسان آنها ͳراس نقاط (زیرا م�ͳکنند تولید را ͳمشابه بهینه جوابهای دقیقا زیر بهینه�سازی مساله دو است،

argmin λTx = argminλTx
x ∈ C x ∈ poly(C) (١٧.۵)

١١Codeworde polytope



LP کدگشایی الΎوریتم از استفاده با LDPC کد�های کدگشایی .۵ ١٠٢فصل

دلیل همین به است. پیچیده بسیار محدب پوسته این دلخواه، کد هر برای م�ͳکند، بیان [١٠] در فلدمن که همانطور

کرده�اند. تعریف کدگشایی برای را P ͳکاهش ͳچندسقف همارانش و فلدمن

گراف به متعلق ͳبررس راس هر است، شده مطرح [١٢] در همارانش و فلدمن توسط که ͳکاهش LP در

هر علاوه�براین است. شده تعریف ١٣ سراسری کد عنوان به ͳمحل کدهای همه اشتراک و ١٢ ͳمحل کد تنر،

همه اشتراک و ( Pi ) ١۴ ͳمحل کدواژه ͳچندسقف عنوان به LP واژگان در تنر گراف به متعلق ͳبررس راس

م�ͳشود. تعریف ( P ) ١۵ سراسری ͳچندسقف عنوان به را ͳمحل کدواژه�های چندسقف�ͳهای

اندیس�های Jمجموعه = {١, . . . ,m} و ͳبررس راس�های اندیس�های مجموعه I = {١, . . . , n} فرضکنید

اگر تنها و اگر است ( C کد با (متناظر T تنر گراف به متعلق (i, j) ∈ I × J یال هر باشد. متغیر راس�های

راس�های همه اندیس�های مجموعه N (i) ، ∀i ∈ I باشد. ١ برابر H �زوجیت ͳبررس ماتریس به متعلق Hi,j عنصر

مجاور ͳبررس راس�های همه اندیس�های مجموعه N (j) ، ∀j ∈ J مشابه طور به و i ͳبررس راس با مجاور متغیر

از ͳزوج تعداد شامل که S ⊆ N (i) است) Si معادل N (i) که کنید (توجه بΎیرید. نظر در j متغیر راس با

به م�ͳشود تعریف ( xSi ͳمحل کدواژه با متناظر ) ͳمحل کدواژه مجموعه است متغیر راس�های اندیس�های

j /∈ S که ∀j ∈ N (i) ͳطرف از ، yj = ١ ، S به متعلق j هر ازای به آن با متناظر y ͳمحل کدواژه در که طوری

به متعلق S هر برای فلدمن .( yj ∈ {٠,١} ) م�ͳشوند انتخاب دلخواه طور به �ها yj سایر و yj = ٠ داریم:

را است S به وابسته ͳمحل کدواژه نشانگر که ωi,S ͳکم متغیر Ei = {S ⊆ N (i) : است {|S|زوج مجموعه

م�ͳکند. تعریف

i ͳبررس راس با متناظر ͳمحل کد در که متغیرهایی همه بین از که م�ͳدهد نشان تساوی این آنگاه ωi,S = ١ اگر

علاوه�براین باشند. داشته ١ با مساوی مقداری باید S مجموعه عناصر با متناظر متغیرهای ( xSi ͳیعن ) دارند وجود

،ͳبررس راس این در شرکت�کننده متغیرها همه �ͳبررس راس هر ازای به که ͳحالت نشانگر بعنوان ، ωi,∅ ͳکم متغیر

١٢Local code
١٣Global code
١۴Local codeword polytope
١۵Global polytope
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شد) بیان نیز قبل بخش�های در که (همان�طور ωi,S ͳکم متغیرهای م�ͳشود. تعریف م�ͳکنند، اخذ را صفر مقدار

کنند: صدق زیر شرایط در باید

∀S ∈ Ei , ٠ ≤ ωi,S ≤ ١ (١٨.۵)

علاوه�براین و

∑
S∈Ei

ωi,S = ١ (١٩.۵)

ωi,S (زیرا باشد ͳاصل جواب م�ͳتواند �ها S از ͳی فقط ، i ͳبررس راس هر ازای به که: است این شرایط این علت

. م�ͳکند) صدق �ام i بررس�ͳزوجیت معادله در S توسط که است ͳاصل کدواژه از ͳقسمت نشانگر عنوان به

ترتیب: این به م�ͳکند استفاده کدواژه�ها مؤلفه�های نمایش برای (x١, . . . , xn) متغیرهای از فلدمن

∀j ∈ J , ٠ ≤ xj ≤ ١ (٢٠.۵)

ͳمحل کدواژه ͳچندسقف به متعلق باید است مجاور i ͳبررس راس با که j متغیر راس که ͳهنگام xj نشانگر بنابراین

م�ͳشود: زیر محدودیت به منجر شرط این که باشد، i ͳبررس راس با متناظر

∀j ∈ N (i) , xj =
∑

S∈Ei , S∋j

ωi,S (٢١.۵)

در که که (x, ω) نقاط همه از است عبارت ( i ͳبررس راس هر ازای (به Pj ͳمحل کدواژه ͳچندسقف اساس براین

کدواژه ͳچندسقف بیانگر P =
∩

J Pj ترتیب این به و م�ͳکنند صدق ( (٢١.۵) تا (١٨.۵) ͳیعن) اخیر شرط ۴

کرد: بیان زیر صورت به م�ͳتوان را نظر مورد بهینه�سازی مساله بنابراین است.

min.
n∑

i=١

λixi

s.t. (x, ω) ∈ P

: داریم ، باشد P ͳچندسقف ͳراس نقاط مجموعه V (P) اگر که شود توجه باید

C ⊆ V (P) ⊆ P



LP کدگشایی الΎوریتم از استفاده با LDPC کد�های کدگشایی .۵ ١٠۴فصل

r(١) ( ͳمحل ͳچندسقف) محدب پوسته راست سمت شل و واحد معب چپ سمت شل :١.۵ شل

که: است این دارد P ͳچندسقف که ͳویژگ . ( poly(C) ⊆ P دیΎر عبارت به یا )

C = P ∩ {٠,١}n (٢٢.۵)

گویا، غیر�صحیح ͳراس نقاط سایر و است C کدواژه�های همان دقیقا P ͳچندسقف صحیح ͳراس نقاط ͳیعن

ͳچندسقف عنوان به [١٢] در ، دارد را (٢٢.۵) در شده گفته ͳویژگ که ͳچندسقف . هستند جواب�هایکسری

. شد خواهد بیان P ͳچندسقف مورد در بیشتری شرح ١.۴.۵ بخش زیر در . م�ͳشود تعریف ١۶ محض

: نوشت زیر صورت به م�ͳتوان را (١١.۵) رابطه (١.٣.۵) مثال در [٢۵] .١.۴.۵ مثال x١
x۴
x۵

 =

 ٠ ١ ١ ٠
٠ ١ ٠ ١
٠ ٠ ١ ١




ω١,∅
ω١,{١,۴}
ω١,{١,۵}
ω١,{۴,۵}

 , ω١,S ≥ ٠ , 1Tω = ١ (٢٣.۵)

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به L مجموعه محدب پوسته ͳکل حالت در م�ͳدانیم

Conv(L) =

{∑
l∈L

γll : γl ≥ ٠ ,
∑
l∈L

γl = ١

}
(٢۴.۵)

صورت به را A١ ماتریس است. γ معادل ω که م�ͳبینیم (٢۴.۵) رابطه و (٢٣.۵) رابطه محدودیت�های مقایسه با

م�ͳنویسیم: زیر

A١ = [p١ p٢ p٣ p۴]

١۶Proper polytope
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ͳمحل کدواژه�های ͳسقف چند :٢.۵ شل

از حاصل ͳمحل کدواژه ͳچندسقف ١.۵ شل باشند. A١ ستون�های E١ = {pi : i = ١, . . . ,٢(dc−١)} که

را (١.٣.۵) مثال ͳمحل کدواژه�های ͳچندسقف سایر ٢.۵ شل و . دهد ͳم نشان را r(١) بررس�ͳزوجیت معادله

است: زیر صورت به سراسری ͳچندسقف ترتیب این به دهد. ͳم نشان

P = P١ ∩ P٢ ∩ . . . ∩ Pm

♢

P ͳچندسقف شرح ١.۴.۵

از حاصل ͳچندسقف شل این در است. شده داده نشان بعدی دو فضای در P (ͳکل) ͳچندسقف ٣.۵ شل در

توسط P و چین نقطه با است) conv(C) ͳیعن کران�دار محدب پوسته همان (که C کد به متعلق کدواژه�های

کسری راس�های رنگ سفید دایره�های و کدواژه�ها رنگ، سیاه دایره�های است. شده داده نمایش پررنگ خطوط

تابع فقط که کنیم توجه باید . conv(C) ⊆ P م�ͳبینید که همانطور م�ͳدهد. نشان را نیستند) کدواژه (که

نظر در ͳچندسقف داخل پیان عنوان به م�ͳتوان را LP هدف تابع است. وابسته پارازیت به که است LP هدف

آنگاه باشد، حافظه فاقد کانال اگر . دارد قرار پیان از نقطه دورترین در که است ͳراس نقطه بهینه، جواب گرفت،

ͳکاهش LP کدگشا مقایسه با است. هزینه کمترین با کدواژه�ای بنابراین بود. خواهد ML کدواژه ͳدریافت کدواژه
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λبردار و کسری �های جواب کدواژه�ها، ، conv(C) ، P ͳچندسقف بین [٢۵]رابطه :٣.۵ شل

poly(C) ͳچندسقف همان محدودیت�ها، مجموعه دقیق ML کدگشا در که دید م�ͳتوان دقیق ML کدگشایی و

٣.۵ شل م�ͳکند. استفاده P بزرگتر ͳچندسقف از LP کدگشای که ͳحال در است. ( conv(C) محدب (پوسته

تابع ۴ بیانگر ٣.۵ شل در شده داده نمایش پیان ۴ باشد. شده ارسال x١ کدواژه کنید فرض بΎیرید، نظر در را

پارازیت فاقد کانال که است ͳحالت بیانگر (الف) پیان (البته . هستند متفاوت پارازیت�های تحت LP هدف

آنگاه باشد کم بسیار پارازیت اگر م�ͳبینید، (ب) در که همانطور هستند) موفق کدگشا هردو حالت این در و است

نظر در بهینه نقطه عنوان به را x١ ͳارسال کدواژه کدگشا، هردو زیرا بود خواهند موفق ML و LP کدگشای دو هر

کدگشای شرایط این به توجه با دارد، وجود کانال در (ب) به نسبت بیشتری پارازیت (پ) حالت در م�ͳگیرند.

است. ͳکاهش LP بهینه جواب f کسری راس چون م�ͳخورد شست LP کدگشای ͳول بود خواهد موفق ML

شد، خواهد بهینه جواب x٢ حالت این در زیرا م�ͳخورد شست ML (پ) به نسبت پارازیت افزایش با (ت) در

حالت در نهایت در است. کرده کشف را خطا LPکدگشای بنابراین است. f کسری راس هنوز LP بهینه جواب
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بر علاوه روش دو هر و است x٢ ،ML و LP کدگشای دو هر بهینه جواب ، است زیاد بسیار پارازیت که (د)

م�ͳخورد، شست ML ͳوقت آخر، حالت دو هر در که کنید توجه نیستند. خطا کشف به قادر کدگشایی در شست

شرح LP کدگشای تحلیل بخش (در است (LP کدگشا با تضاد (در کد نقضخود دلیل به LP کدگشای شست

. م�ͳگردد) بیان کامل�تری

کنید: توجه زیر گزاره دو به

براین علاوه است. کدواژه Έی دهنده نشان (x١, . . . , xn) ، (x, ω) ∈ P نقطه هر ازای به [١١] .٢.۴.۵ گزاره

P به متعلق صحیح مقدار با نقطه Έی ، (x, ωy) که طوری به ωy دارد وجود ، (y١, . . . , yn) کدواژه هر ازای به

. xj = yj ، j ∈ J هر ازای به که طوری به است،

ωi,S ∈ همه و xj ∈ {٠,١} ، j هر ازای به که طوری به باشد P به متعلق نقطه�ای (x, ω) کنید فرض اثبات.

رابطه ∀j ∈ J که باشد ͳبررس راس اندیس i فرضکنید و نباشد کدواژه (x١, . . . , xn) فرضکنید حال . {٠,١}

، S ∈ Ei هر ازای به است، صحیح عدد ω که حقیقت این و
∑
S∈Ei

ωi,S = ١ به توجه با نیست. برقرار yj = xj

داریم: xj =
∑

S∈Ei,S∈Ei

ωi,S براساس ∀j ∈ N (i) . ωi,S′ = ٠ ، S ′ ∈ Ei سایر برای و ωi,S = ١

در است، زوج |S| چون . xj = ٠ آنگاه ، j /∈ S و j ∈ N (i) هر ازای به و xj = ١ ، j ∈ S هر ازای به

است. تناقض Έی این که است y = x حتما i بررس�ͳزوجیت محدودیت

هر ازای به . xj = yj دهید قرار و باشد کدواژه (y١, . . . , yn) کنید فرض گزاره، دوم بخش اثبات برای

است کدواژه (y١, . . . , yn) چون . xj = yj = ١ که باشد N (i) به متعلق j راس�های از مجموعه�ای S ، i ∈ I

دهید قرار ، ωi,S متغیر ͳمعرف با و است زوج |S| بنابراین م�ͳکند. صدق i زوجیت ͳبررس محدودیت در y پس

هستند. صحیح متغیر�ها همه و هستند برقرار محدودیت�ها همه . ωy
i,S′ = ٠ ،S ′ ∈ Ei سایر ازای به و ωy

i,S = ١

�

:(ͳیعن) دارد ML تصدیق خاصیت LPکدگشای [١١] .٣.۴.۵ گزاره
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. کند ͳم تضمین را کدواژه آن بودن ML کدواژه ، الΎوریتم باشد، کدواژه Έی الΎوریتم ͳخروج اگر

P به متعلق نقاط هزینه با مساوی یا کمتر هزینه�ای (y, ωy) آنگاه باشد y کدواژه الΎوریتم ͳخروج اگر اثبات.

y بنابراین . است P به متعلق نقطه�ای (y′, ωy′) : داریم ٢.۴.۵ گزاره براساس ، y′ ̸= y کدواژه برای دارد.

دارد. y′ با مساوی یا کمتر هزینه��ای

�

ͳزینΎفرمول�بندیجای ۵.۵

علت م��ͳشود. [٢۵]بیان و [١١] از استفاده با LP محدودیت�های ساخت برای ͳزینΎجای روش Έی بخش این در

توجه با است. ( i = ١, . . . ,m ) ωi,S ͳکم متغیرهای حذف از استفاده با LP ͳپیچیدگ کاهش روش این بیان

افزایش ( ٢dc−١ ) نمایی طور به ωi,S متفاوت ͳکم متغیرهای تعداد بررس�ͳزوجیت معادله هر ازای به اینکه به

است، λTx کردن مینیمم هدف اینکه به توجه با دهد. کاهش را مساله ͳپیچیدگ م�ͳتواند آنها حذف بنابراین م�ͳیابد.

م�ͳشود، داده شرح ͳمثال ارائه با ابتدا فرمول�بندی روش این ندارد. λTx بر تاثیری ωi,S ͳکم متغیرهای حذف

م�ͳشود. بیان ͳکل حالت سپس

(٢۵.۵) رابطه در که بΎیرید نظر در را r(١) بررس�ͳزوجیت معادله (١.٣.۵) مثال در [٢۵] .١.۵.۵ مثال

است. شده اضافه بررس�ͳزوجیت معادله این از حاصل ماتریس به 1Tω١ = ١ محدودیت


١
x١
x۴
x۵

 =


١ ١ ١ ١
٠ ١ ١ ٠
٠ ١ ٠ ١
٠ ٠ ١ ١




ω١,∅
ω١,{١,۴}
ω١,{١,۵}
ω١,{۴,۵}

 , ω١,S ≥ ٠ (٢۵.۵)
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نیم�فضا ۴ :۴.۵ شل

م�ͳشود: تبدیل یافته تقلیل ͳانپل سطری شل به است، شده حاصل (٢۵.۵) از که ،(٢۶.۵) افزوده ماتریس


١ ١ ١ ١ ١
٠ ١ ١ ٠ x١
٠ ١ ٠ ١ x۴
٠ ٠ ١ ١ x۵

 ∼



١ ٠ ٠ ٠ ٢− x١ − x۴ − x۵
٢

٠ ١ ٠ ٠ x١ + x۴ − x۵
٢

٠ ٠ ١ ٠ x١ − x۴ + x۵
٢

٠ ٠ ٠ ١ −x١ + x۴ + x۵
٢


(٢۶.۵)

: داریم کنیم اضافه (٢۶.۵) به آنرا و کنیم ضرب (−١) در را ω١,S ≥ ٠ محدودیت اگر حال

−٢+ x١ + x۴ + x۵ ≤ ٠ (hs١)
−x١ − x۴ + x۵ ≤ ٠ (hs٢)
−x١ + x۴ − x۵ ≤ ٠ (hs٣)
x١ − x۴ − x۵ ≤ ٠ (hs٣)

(٢٧.۵)

مورد (٢٧.۵) در (٢۵.۵) محدودیت�های (همه است یسان (٢٧.۵) و (٢۵.۵) جواب فضای که کنید توجه

متغیر از استفاده بدون دیΎر ͳروش به بررس�ͳزوجیت معادله محدودیت�های ترتیب این به گرفته�اند). قرار استفاده

داد. نمایش ۴.۵ شل صورت به م�ͳتوان را (hs۴)-(hs١) از حاصل نیم�فضای ۴ شد. بیان ω١,S ͳکم

♢

با و م�ͳپردازیم (hs٢) فضای نیم و قبل مثال درباره مختصری شرح به کنیم، بیان را ͳکل حالت اینکه از قبل

صفحه نرمال بردار (hs٢) به توجه با بΎیرید. نظر در را ۵.۵ شل م�ͳکنیم. بیان را ͳکل حالت شرح این از استفاده
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(hs٢) از حاصل نیم�فضای :۵.۵ شل

به را واحد معب مرکز نقطه که برداری ͳیعن است)، واحد بردار 1 از منظور (که است n = p٠ −
١
٢

1 (hs٢)

صورت به م�ͳکنند) صدق آن در xSj
همه که طوری به سط این معادله بنابراین م�ͳکند. وصل فرد وزن به نقطه�ای

است. زیر

nT
(
xSj

− x٠,Sj

)
= ٠ (٢٨.۵)

۵.۵ شل در نظر مورد مثال برای بنابراین است. نظر مورد صفحه به متعلق نقطه�ای x٠,Sj
و نرمال بردار n که

است: زیر صورت به (hs٢) صفحه معادله

٢nT (xSj
− x٠,Sj

) = ٢(p٠ −
١
٢

1)T (xSj
− x٠,Sj

) = ٠

= ٢


 ٠
٠
١

−


١
٢١
٢١
٢




T  x١
x۴
x۵

−

 ٠
٠
٠

 = ٠

=

 ٠
٠
١

T  x١
x۴
x۵

 = ٠

= −x١ − x۴ + x۵ = ٠

(٢٩.۵)
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خاص مثال این از استفاده با است. (٢٧.۵) رابطه در (hs٢) نیم�فضا معادله همان این م�ͳبینیم که همانطور

کرد: بیان را نیم�فضا فرمول�بندی ͳکل حالت م�ͳتوان

nT
(
xSj

− x٠,Sj

)
≤ ٠

٢nTxSj
≤ ٢nTx٠,Sj

(٣٠.۵)

ترتیب: این به است فرد وزن به راس Έی n بردار نوک که باشید داشته توجه

N (j)︷ ︸︸ ︷
٢nT = [+١ + ١ . . . + ١ − ١ − ١ . . . − ١]︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸

V s.t. |V است| فرد N (j)− v

(٣١.۵)

البته هستند. مجاور j ͳبررس راس با که است متغیر راس�های اندیس�های از مجموعه�ای N (j) ، (٣١.۵) در که

شده بیان صورت این به بیشتر ͳراحت منظور به اینجا در ، باشد متفاوت ٢nT در +١ و −١ مان است ممن

مان�های سایر در و +١ ،٢nT بردار در V به متعلق اندیس�ها محل در که Nاست (j) از زیرمجموعه�ای V است.

ͳطرف از کرد. انتخاب صفحه به متعلق زوج وزن با ͳراس م�ͳتوان را x٠,Sj
نقطه م�ͳگیرد. قرار −١ ، ٢nT بردار

کرد تفسیر صورت این به ۵.۵ شل از استفاده با م�ͳتوان را مطلب این .WH(x٠,Sj
⊕ p٠) = ١ یا هامینگ وزن

به م�ͳرسیم. فرد وزن با ͳراس به معب به متعلق یال Έی امتداد در زوج وزن با معب راس Έی از حرکت با که:

داریم: بنابراین 1T x٠,Sj
= |V | ± ١ پس: است، ١ برابر p٠ از آن فاصله و زوج x٠,Sj

چون ترتیب این

N (j)︷ ︸︸ ︷
x٠,Sj

= [١ ١ . . . ١ ٠ ٠ . . . ٠]︸ ︷︷ ︸
|V |+ ١ زوج

(٣٢.۵)

بنابراین: است. شده نوشته بالا صورت به ͳراحت منظور به و کند، تغییر م�ͳتواند x٠,Sj
در ها ٠ و ١ها مان

٢nTx٠,Sj
= |V | − ١ (٣٣.۵)
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داریم: (٣٠.۵) رابطه از

٢nTxSj
≤ ٢nTx٠,Sj∑

j∈V

xj −
∑

j∈N (i)−V

xj ≤ |V | − ١
(٣۴.۵)

فرد وزن با راس هر به مربوط نیم�فضاهای باید پس بیابیم، را نیم�فضاها همه به مربوط معادله باید اینکه به توجه با

از فرد) وزن (با V زیرمجموعه انتخاب با معادل فرد وزن راس هر حقیقت در که بیابیم را واحد معب به متعلق

ͳکل بررس�ͳزوجیت محدودیت بنابراین باشند، واحد معب به متعلق داخل باید جواب�ها تمام چون است. N (j)

است: زیر صورت به ͳزینΎجای فرمولبندی در

∑
j∈V

xj −
∑

j∈N (i)−V

xj ≤ |V | − ١ , ∀V ∈ N (i) , |V فرد| , ٠ ≤ xj ≤ ١ (٣۵.۵)

کنید. توجه زیر مثال به (٣۵.۵) رابطه ͳبررس منظور به

بررس�ͳزوجیت معادله است. صورت(٣۶.۵) به هامینگ(٣،۴،٧) معادلاتبررس�ͳزوجیتکد [٢۵] مثال۵.۵.٢.

بΎیرید: نظر در را A

H ⊗ x =


chk(A) : x١ ⊕ x٢ ⊕ x۴⊕۵ = ٠
chk(B) : x٢ ⊕ x٣ ⊕ x۴⊕۶ = ٠
chk(B) : x۴ ⊕ x۵ ⊕ x۶⊕٧ = ٠

(٣۶.۵)

داریم: شود، ͳم مشاهده که طور همان

N (A) = {١,٢,۴,۵}

م�ͳنویسیم: زیر صورت به بیشتر ͳراحت برای A بررس�ͳزوجیت معادله برای را (٣۵.۵) رابطه



١ −١ −١ −١
−١ ١ −١ −١
−١ −١ ١ −١
−١ −١ −١ ١
١ ١ ١ −١
١ ١ −١ ١
١ −١ ١ ١
−١ ١ ١ ١




x١
x٢
x۴
x۵

 ≤



٠
٠
٠
٠
٢
٢
٢
٢



V = {١}
V = {٢}
V = {۴}
V = {۵}
V = {١,٢,۴}
V = {١,٢,۵}
V = {١,۴,۵}
V = {٢,۴,۵}

(٣٧.۵)
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♢

ͳزینΎهندسروشجای تفسیر درباره ͳنکات ١.۵.۵

فرض با است. ͳبررس راس�های درجه� برحسب نمایی ، P ͳسقف چند به متعلق محدودیت�های و متغیرها تعداد

(n + m٢δ+r ) نظر مورد ͳکاهش LP مساله باشد، تنر گراف به متعلق ͳبررس راس�های درجه ماکزیمم δ+r اینکه

(برای است ثابت δ+r زیرا است، n برحسب ͳخط ͳپیچیدگ این LDPC کدهای برای دارد. محدودیت و متغیر

ͳچندسقف از استفاده نیازمند P کارا حل برای ترتیب این به کنید). مراجعه [١١] ، [١٠] به اثبات و بیشتر مطالعه

. کنید توجه زیر تعاریف به منظور این برای کند. تولید ͳمشابه جواب�های که هستیم کوچتری

و ٠ ≤ fj ≤ ١ که {fj}j∈J متغیرهای تحت شده تعریف ͳچندسقف P کنید فرض [١١] .٣.۵.۵ تعریف

: شود ͳم تعریف زیر صورت به ١٧ تصویر ͳچندسقف ، باشد x ͳکم متغیرهای

P̄ = {f : ∃x s.t. (f, x) ∈ P}

اگر ، است ارز هم Q ͳچندسقف با P ͳچندسقف گوییم ͳم

P̄ = Q̄

. باشد

کنید. توجه زیر قضیه به کرد. خواهد تولید را ͳسانی نتایج Q و P تحت سازی بهینه

(٣۵.۵) محدودیت در که باشد x نقاط مجموعه Ωi ، i ͳبررس راس ازای به کنید فرض [١١] .۴.۵.۵ قضیه

ͳچندسقف دیΎر عبارت به هستند. ارز هم P سراسری ͳچندسقف و Ω آنگاه ، Ω = ∩jΩi و م�ͳکند صدق

P̄ = {f : ∃ ω s.t. (f, ω) ∈ P}

. م�ͳکند صدق (٣۵.۵) در که است ͳنقاط همه مجموعه دقیقا

١٧projection polytop
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و متغیر راس ، م�ͳشوند داده نمایش دایره با که راس�هایی . هامینگ کد (٧.۴.٣) فاکتور گراف :۶.۵ شل
هستند. ͳبررس راس�های م�ͳشوند، داده نمایش مربع با که راس�هایی

�

(LP)کدگشای عملرد بهبود ۶.۵

حالت دو در LP کدگشای از استفاده ͳبررس به شود، بیان LP کدگشای عملرد بهبود روش�های ͳبرخ اینکه از قبل

هستند، دور دارای آنها تنر گراف که کدهایی ( ب هستند. آزاد دور آنها با متناظر تنر گراف که کدهایی الف)

LPعدد کدگشای بهینه جواب هر که داد نشان م�ͳتوان آزاد)، (دور دور فاقد تنر گراف Έی برای م�ͳپردازیم.

عدد است ممن LP کدگشای مساله بهینه جواب باشد، دور دارای فاکتور گراف اگر که ͳحال در است. صحیح

کنید. توجه زیر مثال به نباشد. صحیح

تعریف زیر صورت به λ هزینه بردار کنید بΎیرید.فرض نظر در را ۶.۵ شل هامینگ کد [١٣] .١.۶.۵ مثال

تحت که دید م�ͳتوان . λi = +١ ، {٢, . . . ,٧} متغیر راس�های سایر برای و λ١ = −٧
۴
،١ متغیر راس شود.برای

از y١ = ١ باید شود ͳمنف هزینه�اش کدواژه�ای، اینکه برای زیرا دارند، ͳنامنف هزینه کدواژ�ه�ها همه ، هزینه تابع این

کدواژه هر ازای به ترتیب این به (yi = ١) باشد ١ باید کدواژه ازمؤلفه�ها�ی تا ٢ حداقل ۶.۵ شل به توجه با ͳطرف

x = (١,١/٢,٠,١/٢,٠,٠,١/٢) بΎیرید: نظر در را زیر کسری جواب حال است. +١
۴
کل هزینه حداقل

، C در و ωB,{٢,۴} = ωB,{∅} ، B برای و ωA,{١,٢} = ωA,{١,۴} = ١/٢ م�ͳهیم: قرار A ͳبررس راس برای
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که است −١/۴ جواب این هزینه و م�ͳکند صدق محدودیت�ها همه در (x, ω) که دید م�ͳتوان ، ωC,{۴,٧} = ωC,∅

است. کمتر کدواژه هر هزینه از

♢

LPکدگشای عملرد دوروشبهبود

با که ، م��ͳشود داده نشان اول روش در م�ͳگردد. مطرح LP کدگشای عملرد بهبود روش دو بخش، زیر این در

موجب (که را LP کدگشای کسری بهینه جواب بتوان است ممن ͳافزونگ زوجیت محدودیت�های از استفاده

محدویت�هایی یافتن بدنبال نیز دوم روش داد. MLتغییر کدواژه به تکرار چند از بعد م�ͳشود) LPستکدگشایش

ͳزینΎجای ͳبرنامه�ریزی�خط مساله ابتدا روشدوم، هدفدر این به رسیدن برای ͳول است LPبرشجوابکسری برای

مطرح بهبود الΎوریتم شده، ارائه ͳبرنامه�ریزی�خط مساله کسری جواب�های کردن دسته�بندی با سپس و م�ͳشود ارائه

م�ͳگردد.

ͳافزونگ محدودیت�های از استفاده کدگشایLPبا عملرد بهبود ١.۶.۵

معادلات توسط که محدودیت�هایی با را کارش LP کدگشای که، است صورت این به بخش این در کار اساس

نیاز مورد بررس�ͳزوجیت محدودیت�های ترکیب با نیاز صورت در سپس م�ͳکند. آغاز م�ͳشوند، ساخته بررس�ͳزوجیت

اضافه مساله به امان) صورت (در بیابد را ML کدواژه که ͳهنگام تا را ͳافزونگ بررس�ͳزوجیت محدودیت�های ،

مساله به ابتدا از ،ͳافزونگ بررس�ͳزوجیت محدودیت�های همه که ͳحالت با مقایسه در روش این از استفاده م�ͳکند.

شود. بیان ͳنکات است لازم بحث ادامه از قبل کند. ایجاد کمتری ͳپیچیدگ است ممن م�ͳشود، اضافه

متعلق سطرهایی HB,. .,HAو و باشد آن هزینه بردار λ و فاقد�حافظه کانال تحت ͳارسال بردار x کنید فرض .١

داریم: باشد. H بررس�ͳزوجیت ماتریس به

HA,. ⊗ x = ٠ ∧ HB,. ⊗ x = ٠ (٣٨.۵)
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HA,. ⊗ x = ٠ ∧ HB,. ⊗ x = ٠ ∧ (HA,. ⊕HB,.)⊗ x = ٠ (٣٩.۵)

رسید) جدید رابطه�ای به (٣٨.۵) معادله دو از م�ͳتوان ͳیعن)

ماتریس سطر دو ٢ پیمانه به جم΄ از که است. ͳافزونگ محدودیت (HA,. ⊕HB,.)⊗ x = ٠ جدید معادله

است. شده حاصل برر�س�ͳزوجیت

نیم�فضایی عنوان به م�ͳتوان را یΈبرش است. برش م�ͳگیرد، قرار استفاده بخشمورد این در که بعدی مفهوم .٢

جواب اگر حقیقت در م�ͳکند. حذف P ͳچندسقف جستجوی دامنه از را کسری جواب که گرفت نظر در

در استفاده مورد ͳچندسقف از جواب این حذف منظور به م�ͳتواند برش Έی ، باشد کسری ،LP کدگشای

اجرا دوباره م�ͳتواند LP کدگشای و م�ͳشود تولید جدیدی ͳچندسقف ترتیب این به رود. بار LP کدگشای

برسد نظر مورد بالای کران به کدگشا تکرار تعداد یا شود پیدا ML کدواژه که ͳهنگام تا فرآیند این شود.

م�ͳیابد. ادامه شود) گرفته درنظر ͳکران الΎوریتم، تکرار تعداد برای الΎوریتم در است (ممن

شد: تعریف زیر محدودیت جایΎزین فرمولبندی در این از پیش

∑
j∈v

xj −
∑

j∈N (i)−V

xj ≤ |v| − ١ ∀v ⊆ N (i) , |v|فرد ٠ ≤ xj ≤ ١ (۴٠.۵)

جواب x∗
k اگر است. N (i) از زیرمجموعه�ای v و i ͳبررس راس با مجاور متغیر راس�های اندیس N (i) آن در که

کند: صدق زیر معادله در ام، k تکرار

∑
j∈v

x∗
k,j −

∑
j∈N (i)−V

x∗
k,j > |v| − ١ (۴١.۵)

است: x∗
k در برش Έی زیر معادله آنگاه

∑
j∈v

xj −
∑

j∈N (i)−v

xj ≤ |v| − ١
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بررس�ͳزوجیت برش آن به م�ͳشود مطرح برش Έی عنوان به ͳافزونگ� بررس�ͳزوجیت محدودیت Έی که ͳهنگام

ͳوریتمΎال بعدی بخش زیر در م�ͳگویند. ( ( FS) ١٩ ممنوع مجموعه آن به مقالات از ͳبرخ در (و ١٨ ͳافزونگ

م�ͳشود. ارائه م�ͳکند، استفاده ͳافزونگ بررس�ͳزوجیت برش�های این از که

ͳاضاف بررس�ͳزوجیت برش�های الΎوریتم

است: زیر صورت به الΎوریم این مراحل

راس�های همه آنگاه باشد) λ هزینه بردار اینکه فرض (با باشد. LP کدگشای ͳخروج x̂ کسری جواب اگر .١

کنید. (حذف) هرس را هستند صحیح عدد مقدار با کد نمادهای با متناظر که فاکتور، گراف به متعلق متغیر

بنامید. F را جدید فاکتور گراف

بیابید. F فاکتور گراف در دور Έی .٢

را هستند متناظر دور، به متعلق ͳبررس راس�های با که بررس�ͳزوجیت ماتریس از سطرهایی ٢ پیمانه به جم΄ .٣

کنید. اضافه مساله به

بروید ١ مرحله به و دهید ادامه را LP کدگشای م�ͳکند، ایجاد را برش Έی جدید ͳبررس محدودیت این اگر .۴

بروید. ٢ مرحله به صورت این غیر در

شده�اند. حاصل زیر قضیه از مرحله ۴ این

فاکتور گراف اگر فقط کند مطرح را برش Έی م�ͳتواند ͳافزونگ بررس�ͳزوجیت محدودیت [٢٢] .٢.۶.۵ قضیه

باشد. دور شامل F

در λ =
[
−٧/۴ ١ ١ ١ ١ ١ ١

]T هزینه بردار با را هامینگ (٧،۴،٣) کد [٢۵] .٣.۶.۵ مثال

ͳخروج باشد. دودویی AWGNC نظر مورد کانال کنید فرض x =
[
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

]
بΎیرید. نظر

١٨Redundant parity check cut
١٩ Forbidden Set
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جدید فاکتور گراف :٧.۵ شل

کسری )جواب LP مساله حل از (پس ابتدا در LP کدگشای

x∗
٠ =

[
١ ١/٣ ٠ ١/٣ ١/٣ ٠ ٠

]T
x٧ و x۶ ، x٣ ، x١ از عبارتند دارند صحیح جواب که متغیری راس�های بالا، الΎوریتم اول مرحله با متناظر است.

شده، یافت دور به توجه با ببینید. را ٧.۵ شل شود. حذف هامینگ کد این با متناظر فاکتور گراف از باید که

:ͳیعن م�ͳشود. محاسبه C و A معادله دو جم΄ حاصل

chk(A)⊕ chk(C) = x١ ⊕ x٢ ⊕ x۶ ⊕ x٧ (۴٢.۵)

نقض ͳبررس به باید ͳیعن م�ͳکند؟ تولید برش Έی ،ͳافزونگ بررس�ͳزوجیت محدودیت این آیا که کرد خواهیم ͳبررس

م�ͳدهیم، قرار منظور این برای بپردازیم. (۴٠.۵) محدودیت

x =
[
x١ x٢ x٣ x۴ x۵ x۶ x٧

]T
=
[
١ ١/٣ ٠ ١/٣ ١/٣ ٠ ٠

]T
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داریم: (۴٠.۵) محدودیت به توجه با بنابراین

١ −١ ٠ ٠ ٠ −١ −١
−١ ١ ٠ ٠ ٠ −١ −١
−١ −١ ٠ ٠ ٠ ١ −١
−١ −١ ٠ ٠ ٠ −١ ١
١ ١ ٠ ٠ ٠ ١ −١
١ ١ ٠ ٠ ٠ −١ ١
١ −١ ٠ ٠ ٠ ١ ١

−١ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ١





x١
x٢
x٣
x۴
x۵
x۶
x٧


≤



٠
٠
٠
٠
٢
٢
٢


(۴٣.۵)

بنابراین (١−)١/٣+(١)١ = ٢/٣ � ٠ نیست: برقرار اول سطر م�ͳبینید که همانطور (۴٣.۵) در x دادن قرار با

محدودیت�های به را محدودیت این حال م�ͳشود. مطرح (٨.۵ شل در ١ (برش برش Έی بعنوان محدودیت این

(اما کسری جواب نیز مساله دوباره حل از حاصل جواب م�ͳکنیم. حل دوباره را مساله و م�ͳکنیم اضافه مساله

است کرده تغییر جواب اینکه به توجه با . x∗
١ =

[
١ ٢/٣ ٠ ١/٣ ٠ ١/٣ ٠

]T است، متفاوت)

برش Έی جستجوی به دوباره بنابراین است، کسری هنوز جواب چون است، برش Έی واقعا شده اضافه محدودیت

ͳخروج است، شده داده نشان مراحل این زیر جدول و ٨.۵ شل در که تکرار بار ۴ از بعد م�ͳپردازیم. جدید

LP کدگشای ترتیب این به است. x∗
۴ =

[
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

]T ،ML کدواژه نهایت در LP کدگشای

م�ͳشود. موفق بهبود الΎوریتم از استفاده با

تکرار ͳافزونگ زوجیت ͳبررس برش دور از حاصل زوجیت ͳبررس معادله LP جواب x∗
i

٠ [ ١ ١/٣ ٠ ١/٣ ١/٣ ٠ ٠ ]T

١ x١ − x٢ − x۶ − x٧ ≤ ٠ chk(A)⊕ chk(C) [ ١ ٢/٣ ٠ ١/٣ ٠ ١/٣ ٠ ]T

٢ x٢ − x٣ − x۵ − x٧ ≤ ٠ chk(B)⊕ chk(C) [ ١ ١/٢ ٠ ١/٢ ٠ ٠ ١/٢ ]T

٣ x١ − x٣ − x۵ − x۶ ≤ ٠ chk(A)⊕ chk(B) [ ١ ١/٢ ٠ ٠ ١/٢ ١/٢ ٠ ]T

۴ x١ − x٣ − x۴ − x٧ ≤ ٠ chk(A)⊕ chk(B)⊕ chk(C) [ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ]T

♢

( جداسازیجدید الΎوریتم ) دوم روشبهبود

م�ͳشود. مطرح ادامه در که است ͳمقدمات بیان نیازمند دوم روش

م�ͳتوان بΎیرید، نظر در را x∗ ∈ Rn گویا بردار و P ∈ Rn کراندار و گویا ͳچندوجه [٢٣] .۴.۶.۵ تعریف

ازای به که طوری به دارد وجود (
∏
,
∏

٠) ∈ Rn × R گویا بردار Έی نباشد) (اگر یا x∗ ∈ P که گرفت نتیجه
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٣.۶.۵ مثال شرح :٨.۵ شل

برشقابل�پذیرش را (
∏
,
∏

٠) ( x∗ /∈ P ) دوم حالت در .
∏T x ≤

∏
٠ x

∗ و
∏T x ≤

∏
٠ ، x ∈ P هر

م�ͳگویند. ٢٠

نامساوی�های است) (۴.۵.۵) قضیه از دیΎری بیان گزاره (این [٢٣] .۵.۶.۵ گزاره

∑
j∈v

xj −
∑

j∈N (i)−v

xj ≤ |v| ∀v ∈
∑
i

(۴۴.۵)

و H بررس�ͳزوجیت ماتریس ( i = {١, . . . ,m} ) r(i) سطر از حاصل
∑
i

= {v ⊆ Ni : |v|فرد} که

م�ͳدهند. شرح را Ci ͳمحل کدواژه ͳچندسقف conv(Ci) محدب پوسته کامل طور به ، ٠ ≤ x ≤ ١ نامساوی�های

است. شده بیان [١١] مرج΄ ۴ قضیه در اثبات.

�
٢٠Valid cut
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قابل�پذیرش برش�های Λاز خانواده� شد) بیان اول بهبود روش در که ͳوریتمΎال (مانند جداسازی الΎوریتم�های در

بیان بخش این در که جدیدی جداسازی الΎوریتم باشد). نداشته وجود دیΎری برش که ͳهنگام (تا م�ͳشوند محاسبه

ͳبرنامه�ریزی�خط این است. شده [٢٣]بیان در استکه ͳزینΎجای IP ͳبرنامه�ریزی�خط براساسفرمولبندی شد، خواهد

است: زیر صورت به ͳزینΎجای

min λTx (IPD)
s.t. Hx− ٢z = ٠

x ∈ {٠,١n}
z ≥ صحیح,٠

(۴۵.۵)

( GF (٢) ) F٢ تحت که Hx = ٠ دودویی محدودیت که م�ͳشود موجب z ∈ Zm ͳکم متغیر ،(۴۵.۵) در

همان محدودیت��ها تعداد که م�ͳشود موجب عمل این علاوه�براین، شود. تبدیل R میدان تحت ͳمحدودیت به است

بیان (۴۶.۵) در که IPD از حاصل ͳکاهش LP ابتدا روش این در باشد. بررس�ͳزوجیت ماتریس سطرهای تعداد

م�ͳشود. حل است شده

min λTx (RIPD)
s.t. Hx− ٢z = ٠∏T x ≤

∏
٠ (

∏
,
∏

٠) ∈ Λ
٠ ≤ x ≤ ١
z ≥ ٠

(۴۶.۵)

دیΎر عبارت به ندارد. وجود
∏T x ≤

∏
٠ نوع از ͳبرش هیچ آغازی مرحله در که کرد توجه نکته این به باید

این غیر در است. ML کدواژه ، x∗ آنگاه باشد، داشته (x∗, z∗) ∈ Zn+m صحیح جواب RIPD اگر . Λ = ∅

مساله حل جریان در ) شده یافت گویا غیرصحیح جواب حذف منظور به
∏T x ≤

∏
٠ نوع از برش�هایی صورت

حاصل RIPD و م�ͳشوند اضافه مساله به جدید محدودیت�های عنوان به برش�ها این م�ͳشوند. ساخته ( تکرار یا

گویا صحیح غیر دو) هر (یا z∗ یا x∗ ، است گویا غیرصحیح RILP جواب که ͳهنگام م�ͳگردد. حل دوباره

روش این که م�ͳگیرند قرار استفاده مورد گوموری برش�های آنگاه باشد z∗ ∈ Rm − Zm و x∗ ∈ Zn اگر است.

برش�های حالت این در م�ͳگیرد. قرار استفاده مورد صحیح عدد برنامه�ریزی در که است برش ساخت Έتکنی Έی

کنید. توجه زیر قضیه به گرفت. نظر در (۴٠.۵) محدودیت�های همان م�ͳتوان را گوموری
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،j ∈ J ازای به که طوری به باشد RIPD بهینه جواب (x∗, z∗) ∈ Zn × Rm کنید فرض [٢٣] .۶.۶.۵ قضیه

:ͳیعن (۴٧.۵) نامساوی م�ͳشود نقض (x∗, z∗) توسط که گوموری برش آنگاه . z∗j ∈ R− Z

∑
j∈v

xj −
∑

j∈N (i)−v

xj ≤ |v| − ١ (۴٧.۵)

. v := {i ∈ N (i) : x∗
j = ١} که است.

،j ∈ J Έی حداقل ازای به و x∗
j ∈ {٠,١} که طوری به باشد (x∗, z∗) ،RIPD بهینه جواب کنید فرض

آورد. بدست CGA1 الΎوریتم از استفاده با م�ͳتوان را نظر مورد گوموری برش ، z∗j ∈ R− Z

(CGA1) ساختبرش[٢٣] الΎوریتم

باشد. غیرصحیح z∗ و باشد صحیح x∗ که طوری به (x∗, z∗) : ورودی

گوموری. برش�های : ͳخروج

دهید: انجام را زیر مراحل m تا i = ١ ازای به .١

آنگاه: است فرد ki = ٢z∗i اگر •

v := {j ∈ N (i) : x∗
j = ١} دهید: قرار –

بسازید. را (۴٧.۵) محدودیت –

یافتن برای زیرا باشد). ͳبررس راس درجه بزرگترین δmax اینکه فرض با ) است o(mδmax) الΎوریتم این ͳپیچیدگ

ساختمحدودیت ͳپپچیدگ o(δmax) و م�ͳگیرد انجام جستجو mدفعه حداکثر بررس�ͳزوجیتنقضشده، محدودیت

ترتیب این به م�ͳشود. تعیین z نشانگر متغیر از استفاده با شده نقض بررس�ͳزوجیت محدودیت�های است. (۴٧.۵)

حتما ٢zi آنگاه باشد zi ∈ Z اگر اینکه به توجه با ͳیعن) باشد ام iمحدودیت نقضشده، محدودیت فرضکنید که،

م�ͳتوان را (۴٧.۵) محدودیت باشد). zi ∈ R− Z که باشد، فرد ٢zi است ممن ͳصورت در پس است، زوج
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، {j ∈ N (i) : x∗
j = ٠} برای و +١ ، {j ∈ N (i) : x∗

j = ١} برای xj ضریب که: ساخت صورت این به

.|v| = ki که طوری به گیرد قرار −١

نیز روش این در اگرچه . ٠ < x∗
j < ١ ، ∀j ∈ J که است ͳحالت شود، گرفته نظر در باید که دیΎری حالت

و (٧.۶.۵) گزاره�های از الΎوریتم این داریم. نیاز جدیدی الΎوریتم به ͳول کرد استفاده گوموری برش از م�ͳتوان

م�ͳشود. حاصل (٨.۶.۵)

دو حداقل آنگاه x∗ ∈ conv(C(i)) و RIPD صحیح غیر بهینه جواب x∗ کنید فرض [٢٣] .٧.۶.۵ گزاره

i ͳبررس راس دیΎر عبارت به . ٠ < xk < ١ و ٠ < xj < ١ که طوری به دارد وجود j, k ∈ N(i) اندیس

باشد. مجاور صحیح غیر مقدار با متغیر راس Έی با فقط نم�ͳتواند

که H ارز هم بررس�ͳزوجیت ماتریس از استفاده با تغییرات و جایΎزین�ͳها ͳبرخ با م�ͳتوان را C ͳخط کد

بر ͳمقدمات سطری اعمال از استفاده با م�ͳتوان را ͳزوجیت�ͳبررس ماتریس چنین ساخت. م�ͳدهیم، نمایش Ĥ با

بررس�ͳزوجیت راس هر ازای به (٧.۶.۵) گزاره همچنین است. برقرار Ĥ برای (۵.۶.۵) گزاره ساخت. H روی

که است این کرد توجه آن به باید نکته�ای است. برقرار Ĥ با متناظر تنر گراف به متعلق i ∈ {١, . . . ,m}

بررس�ͳزوجیت محدودیت�های عنوان به است ممن ( هستند ٢١ حقیقتکدواژه�هایدوگان در (که Ĥ سطرهای

( Ĥ ) جایΎزین بررس�ͳزوجیت ماتریس سطرهای از که (۴۴.۵) نامساوی�های بنابراین شوند. تفسیر ͳافزونگ

نامساوی�های برش��های را آنها از حاصل برش�های و م�ͳنامند. [٢٣] RPCنامساوی�های را م�ͳشوند، حاصل

است ای RPC دوگان کدواژه�های یافتن است، شده مطرح در[٢٣] که نشده حل مساله Έی ) م�ͳنامند. RPC

اندازه برمبنای ایده دو از که را (CA) الΎوریتم اینکه از قبل باشد) RPC برش آنها از حاصل محدودیت�های که

x∗ مؤلفه�های اندیس�های مجموعه Ai دیΎر عبارت (به Ai = {j ∈ J : Ĥi,j = ١, ٠ < x∗
j < ١} مجموعه

را ͳحالت کنیم، بیان را م�ͳشود ساخته است) (x∗, z∗) بهینه جواب در ( Ĥi,. به (متعلق گویا غیرصحیح مقدار با

م�ͳدهیم. شرح را |Ai| > ١ و |Ai| = ١ که

٢١ Dual codeword
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در است. شده داده RIPD مساله x∗ صحیح غیر بهینه جواب . |Ai| = ١ که بΎیرید نظر در را ͳحالت •

صحیح غیر مقدار با متغیر راس Έی با فقط که هستیم ͳزوجیت�ͳبررس راس جستجوی در CGA2 الΎوریتم

نم�ͳتواند x∗ که م�ͳگوییم (٧.۶.۵) گزاره به توجه با شود پیدا ͳزوجیت�ͳبررس ͳراس چنین اگر است. مجاور

به توجه با علاوه�براین باشد. (ͳمحل ͳچندسقف) بررس�ͳزوجیت راس این از حاصل محدب پوسته به متعلق

شده بیان زیر قضیه در مشاهدات این است. x∗ برای ͳبرش که دارد وجود RPC نامساوی (۵.۶.۵) گزاره

اند.

x∗ که طوری به باشد RIPD مساله بهینه جواب (x∗, z∗) ∈ Rn ×Rm کنید فرض [٢٣] .٨.۶.۵ قضیه

دقیقا که طوری به باشد داشته وجود i ∈ I اگر باشد. C کد بررس�ͳزوجیت ماتریس Ĥ و باشد غیرصحیح

باشد، فرد ki اگر آنگاه . ki = |{h ∈ N̂i|x∗
h = ١}| دهید قرار نباشد. صحیح x∗

j ، j ∈ N̂i Έی برای

∑
h∈N̂i: x∗

h=١

xh − xj −
∑

h∈N̂i: x∗
h=٠

xh ≤ ki − ١ (۴٨.۵)

آنگاه باشد، زوج ki اگر یا

∑
h∈N̂i: x∗

h=١

xh + xj −
∑

h∈N̂i: x∗
h=٠

xh ≤ ki (۴٩.۵)

است. شده نقض x∗ توسط که است قابل�پذیرش نامساوی

م�ͳکنند. حذف را بهینه جواب (۴٩.۵) یا (۴٨.۵) ، |Ai| = ١ اگر ترتیب این به

که طوری به باشد داشته وجود j ∈ N̂i دو حداقل Ĥ از i ∈ I سطر هر ازای به است ممن بعدی، حالت در •

م�ͳگردد. مشخص (١٠.۶.۵) و (٩.۶.۵) گزاره�های در حالت این . ( |Ai| > ١ ) باشد غیرصحیح x∗
j

باشد داشته وجود j ∈ N̂i دو حداقل Ĥ از i ∈ I سطر هر ازای به کنید فرض [٢٣] .٩.۶.۵ گزاره

و باشد فرد ( شد تعریف قبل گزاره در که ) ki اگر ،( |Ai| > ١ ) باشد غیرصحیح x∗
j که طوری به
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آنگاه
∑
j∈Ai

x∗
j < ١

∑
h∈N̂i: x∗

h=١

xh −
∑
j∈Ai

xj −
∑

h∈N̂i: x∗
h=٠

xh ≤ ki − ١ (۵٠.۵)

م�ͳکند. حذف را x∗ که است قابل�پذیرش برش Έی

:ͳیعن باشد. Ai به متعلق ناصحیح مؤلفه ماکزیمم اندیس ، jmax و باشد صحیح غیر x∗ کنید فرض

x∗
jmax = max{x∗

j : j ∈ Ai}

متعلق ناصحیح مؤلفه ماکزیمم اندیس ، jmax و باشد صحیح غیر x∗ کنید فرض [٢٣] .١٠.۶.۵ گزاره

آنگاه ، x∗
jmax >

∑
j∈Ai−{jmax}

x∗
j و باشد زوج ki اگر باشد Ai به

∑
h∈N̂i: x∗

h=١

xh + xjmax −
∑

j∈Ai−{jmax}

xj −
∑

h∈N̂i: x∗
h=٠

xh ≤ ki (۵١.۵)

م�ͳکند. حذف را x∗ که باشد، قابل�پذیرش برش Έی

ادامه در که Ĥ ساخت الΎوریتم بنابراین است. ͳرام�نشدن ͳکل حالت در RPC برش�های همه جستجوی

ͳمقدمات سطری اعمال توسط H ماتریس الΎوریتم این در کرد. خواهد Έکم جستجو این به م�ͳشود، بیان

ماتریس با C کد ارائه مطلوب) (حالت هدف م�ͳگردد. تبدیل Ĥ ارز هم ماتریس به ( GF (٢) (تحت

x∗
j که باشد داشته وجود j ∈ N̂i Έی دقیقا Ĥi,. سطر در که طوری به است، Ĥ ͳزینΎجای بررس�ͳزوجیت

است گویا غیرصحیح x∗
j Hکه ماتریس j ستون� که کرد خواهد ͳسع Ĥ ساخت الΎوریتم باشد. غیرصحیح

( م�ͳشود تبدیل H از ستون m حداکثر ) کند. تبدیل واحد بردار به را

[٢٣] (CA) Ĥ ساخت الΎوریتم

باشد. غیرصحیح x∗ که طور به (x∗, z∗) : ورودی

.Ĥ : ͳخروج
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. l = ١ دهید قرار .١

دهید: انجام را ۶ تا ٣ مراحل n تا j = ١ برای .٢

.۵ به برو صورت این غیر در ،۴ به برو آنگاه x∗
j ∈ (٠,١) اگر .٣

هر ازای به و Hl,j = ١ که ͳهنگام تا دهید انجام را ͳمقدمات سطری اعمال آنگاه l ≤ m اگر .۴

. ۵ به برو و Hi,j = ٠ ، i ∈ I − l

l = l + ١ دهید قرار .۵

. پایان آنگاه l > m اگر .۶

الΎوریتم. پایان .٧

کرد. محاسبه o(m٢n) ͳپیچیدگ با م�ͳتوان را Ĥ

م�ͳپردازیم. RPC برش�های ساخت الΎوریتم بیان به ادامه در

(CGA2)RPCساختبرش�های الΎوریتم

.Ĥ و باشد گویا غیرصحیح x∗ که طوری به (x∗, z∗) ∈ Rn+m : ورودی [٢٣]

خطا. یا جدید FS نامساوی : ͳخروج

دهید. انجام را ۵ تا ٢ گام�های m تا i = ١ برای .١

بیابید. را jmax و Ai ، ki مقادیر .٢

محاسبه را (۴٩.۵) محدودیت است زوج اگر و (۴٨.۵) محدودیت است فرد ki اگر آنگاه |Ai| = ١ اگر .٣

. پایان کنید،
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محاسبه را (۵٠.۵) محدودیت آنگاه
∑
j∈Ai

x∗
j < ١ و است فرد ki ، |Ai| ≥ ٢ اگر صورت این غیر در .۴

. پایان کنید،

(۵١.۵) محدودیت آنگاه x∗
jmax >

∑
j∈Ai−{jmax}

x∗
j و باشد زوج ki ، |Ai| ≥ ٢ اگر صورت این غیر در .۵

. پایان کنید، محاسبه را

است. داده رخ خطا شوید، خارج الΎوریتم از است، نشده پیدا ͳبرش هیچ اگر .۶

م�ͳشود. ملاقات یبار فقط Ĥ ورودی حالت بدترین در زیرا است o(mn) الΎوریتم این ͳپیچیدگ

با م�ͳتوان را x∗ اول تکرار در کرد. مطرح را جداسازی الΎوریتم م�ͳتوان حال شده بیان� مطالب به توجه با

مساله تکرار Έی در م�ͳشود. داده قرار Έی با برابر xj ،j هر ازای به λj < ٠ اگر ͳیعن یافت، سخت تصمیم اتخاذ

غیرصحیح z∗ و صحیح x∗ اگر است. شده یافت IPD بهینه جواب آنگاه باشد صحیح (x∗, z∗) اگر RIPD

کردن اضافه اگرچه م�ͳشود. ساخته FS محدویت الΎوریتم این اجرای با م�ͳشود. اجرا CAG١ الΎوریتم باشد گویا

غیرصحیح zi که i هر ازای به الΎوریتم این در ͳول است، ͳکاف غیرصحیح جواب برش برای FS محدودیت Έی

مورد الΎوریتم بعدی تکرارهای در است ممن زیرا م�ͳگردد اضافه مساله به i آن به مربوط FS محدودیت است،

اجرا CGA2 الΎوریتم سپس گردد اجرا باید Ĥ ساخت الΎوریتم ابتدا باشد غیرصحیح x∗ اگر گیرد. قرار استفاده

برش Έی از بیش اگر و برم�ͳگرداند. را خطا الΎوریتم نشد، پیدا الΎوریتم این در RPC برش Έی اگر م�ͳگردد.

در است ممن اینکه به توجه (با RIPD فرمول به را جدید برش�های این همه شود ساخته الΎوریتم توسط RPC

که م�ͳشود متوقف ͳهنگام جدید جداسازی الΎوریتم م�ͳگردد. اضافه گیرد) قرار استفاده مورد بعدی تکرارهای

. ندارد) وجود جدیدی برش که معنا این (به باز�گرداند را خطا الΎوریتم یا شود حاصل ML کدواژه

جداسازیجدید الΎوریتم

H ماتریس و λ هزینه بردار : ورودی [٢٣]

.x∗ بهینه جواب : ͳخروج
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کنید. حل را RIPD مساله .١

صورت: این غیر در الΎوریتم. پایان آنگاه است صحیح (x∗, z∗) اگر .٢

الΎوریتم از حاصل محدودیت و کنید اجرا را ( CGA1 ) الΎوریتم آنگاه است صحیح x∗ اگر •

بروید. ١ گام به و کنید اضافه RIPD مساله به را (CGA1)

اگر کنید. اجرا را (CGA2) الΎوریتم سپس و کنید اجرا را Ĥ ساخت الΎوریتم صورت این غیر در •

١ گام به و کنید اضافه RIPD مساله به را برش آن به مربوط محدودیت آنگاه شد پیدا برش Έی

. الΎوریتم پایان صورت این غیر در بروید.

LPکدگشای تحلیل ٧.۵

دهد: رخ خطا است ممن حالت دو در م�ͳشود استفاده LP کدگشای از که ͳهنگام

است. خطا LP کدگشای ͳخروج حالت این در نباشد. صحیح LP جواب که ͳهنگام .١

کدواژه همان ML کدواژه این ͳول است ML کدواژه نتیجه در که باشد کامل LP کدگشای بهینه جواب .٢

است ممن دقیق ML کدگشای ͳحت بنابراین است. خورده شست کد خود حالت این در نباشد. ͳارسال

شود. خطا دچار

LP کدگشای خطای احتمال نمایش برای P (err|x) مفهوم از است. ͳارسال کدواژه x بدانیم اینکه فرض با

استفاده با دارد وجود (y, ωy) ͳشدن جواب ، y ͳارسال کدواژه با متناظر (٢.۴.۵) گزاره براساس م�ͳشود. استفاده

کرد. بیان را بود خواهد موفق LP کدگشای آن تحت که را ͳشرایط م�ͳتوان مطلب این از

جز (به LP کدگشای ͳشدن جواب�های همه اگر باشد. شده ارسال y کدواژه کنید فرض [١١] .١.٧.۵ قضیه

صورت این غیر در شد. خواهد موفق LP کدگشای آنگاه باشند، داشته (y, ωy) هزینه از بیشتر هزینه�ای ( (y, ωy)

خورد. خواهد شست کدگشا این
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خیر) یا باشد موفق کدگشا است ممن اینکه به توجه (با دارد چندگانه بهینه جواب مساله، که ͳحالت در فلدمن

را LP کدگشای خوردن شست احتمال م�ͳتوان (١.٧.۵) قضیه به توجه با م�ͳگیرد. نظر در شست عنوان به را

از استفاده با

WER(y) = P (err|y) = P (∃(f, ω) ∈ P , f ̸= y :
∑
j

λjfj ≤
∑
j

λjyj ) (۵٢.۵)

داد. قرار ͳبررس مورد واژه) خطای (نرخ

فرضصفر ١.٧.۵

ͳارسال کدواژه که است این رایج فرض Έی ͳخط کدهای تحلیل هنگام شد، بیان نیز (۵.۴) بخش در که همانطور

که قضیه�ای به توجه با م�ͳگیرند. نظر در صفر) عناصر با n طول به برداری ͳیعن) صفر کدواژه را کانال) (تحت

برد. بار نیز LP کدگشای برای م�ͳتوان را فرض این که دید م�ͳتوان م�ͳشود بیان ادامه در

است. ͳارسال کدواژه از مستقل LP کدگشای شست احتمال [١١] .٢.٧.۵ قضیه

که نکته این (و متقارن ͳسقف چند مفهوم از است شده بیان [١٣] مرج΄ ضمیمه در که قضیه این اثبات در

مفهوم از خلاصه�ای بیان به ادامه در مفهوم این با آشنایی منظور به است شده استفاده است) متقارن نیز P ͳچندسقف

م�ͳپردازیم. متقارن ͳچندسقف

داده نمایش f [y] ∈ [٠ , ١]n با که y کدواژه به نسبت f ٢٢ نسبی نقطه f ∈ [٠ , ١]n نقطه هر ازای به

از: است عبارت م�ͳشود

∀j = ١,٢, . . . , n : f
[y]
j = |fj − yj|

(f [y])[y] = f داریم: ترتیب این به

ازای به اگر است C-متقارن ͳچندسقف ، C دودویی ͳخط کد برای P محض ͳچندسقف [١٠] .٣.٧.۵ تعریف

باشد. P به متعلق نیز f [y] نسبی نقطه ، y ∈ C کدواژه و f ∈ P نقطه هر
٢٢ Relative point



LP کدگشایی الΎوریتم از استفاده با LDPC کد�های کدگشایی .۵ ١٣٠فصل

C آنگاه باشد، C-متقارن ، P و باشد C کد برای محض ͳچندسقف Έی P ͳچندسقف اگر [١٠] .۴.٧.۵ قضیه

باشد. ͳخط باید

.∀y, y′ ∈ C , y − y′ ∈ C و است C کد به متعلق صفر کدواژه که دهیم نشان است ͳکاف اثبات برای اثبات.

کرد. مشاهده [١٠] در م�ͳتوان را کامل اثبات

�

است. C-متقارن ͳچندسقف ، P̄ تصویر ͳچندسقف ، C دودویی ͳکدخط هر ی برا [١٠] .۵.٧.۵ قضیه

کرد. بیان را (۶.٧.۵) نتیجه م�ͳتوان (٢.٧.۵) قضیه از استفاده با

اگر م�ͳخورد شست LP کدگشای باشد. ͳارسال کدواژه ، 0 صفر کدواژه کنید فرض [١١] .۶.٧.۵ نتیجه

متغیرهای از برداری ωn و 0 صفر کدواژه همان ٠n از منظور که (٠n, ωn) از (غیر باشد داشته وجود P در نقطه�ای

باشد. صفر کدواژه هزینه با مساوی یا کوچتر نقطه آن هزینه که است) n طول به ͳکم

کاذب کدواژه�های ٢.٧.۵

به توجه با کاذب کدواژه بیان به حال . شدیم آشنا پیام عبور کدگشایی در کاذب کدواژه�های مفهوم با این از پیش

ͳچندسقف راس�های C دودویی ͳکدخط کدواژه�های شد، بیان این از پیش که همانطور م�ͳپردازیم. LP کدگشای

:ͳیعن هستند P محض

C ⊆ V (P) ⊆ P ⊆ {٠,١}n

،( کدواژه��ها ) صحیح راس�های علاوه�بر P محض ͳچندسقف در که است این کرد توجه آن به باید که نکته�ای

م�ͳکنند ایفا را کاذب کدواژه�های نقش راس�ها ،LP کدگشای در دارند. وجود نیز صحیح) (غیر کسری راس�های

کدواژه�ها مجموعه که همانطور ترتیب، این به هستند. کاذب کدواژه�های از مجموعه�ای زیر کدواژه�ها حقیقت در و

حاصل استفاده، مورد زیر-بهینه کدگشایی الΎوریتم توسط کاذب کدواژه�های مجموعه م�ͳشوند، تولید کد توسط
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خواهد بهینه LP کدگشای جواب باشد آزاد) (دور دور فاقد فاکتور گراف اگر شد بیان قبلا که (همانطور م�ͳشود

تحلیل در زیر-بهینه کدگشای Έی به وابسته کاذب کدواژه�های بود). خواهد بهینه زیر صورت این غیر در بود

هستند. مفید کدگشا WER

و اگر خورد خواهد شست LP کدگشای باشد. ͳارسال کدواژه صفر، کدواژه کنید فرض [١٠] .٧.٧.۵ قضیه

یا کوچتر صفر) غیر کاذب (کدواژه آن ازای به هدف تابع مقدار که باشد داشته وجود کاذبی کدواژه اگر فقط

باشد. صفر با مساوی

کسری فاصله ٣.٧.۵

متعلق صحیح راس��های بین ͳی به Έی تناظر ، P محض ͳچندسقف Έی در شد بیان نیز این از پیش که همانطور

فاصله نام به ͳمفهوم ، P محض ͳچندسقف براساس فلدمن C = P ∩ {٠,١}n :ͳیعن دارد وجود کدواژها و P به

بین l١ فاصله او حقیقت در م�ͳکند. مطرح ( Έکلاسی ) هامینگ فاصله برای ͳزینΎجای عنوان به را ٢٣ کسری

این به م�ͳداند. {٠,١}n گسسته فضای به متعلق نقطه دو بین فاصله معادل را [٠ , ١]n فضای به متعلق نقطه دو

متعلق صحیح راس دو بین l١ فاصله مینیمم عنوان به را کد فاصله ، P محض ͳچندسقف بودن معین فرض با ترتیب

: ͳیعن م�ͳکند. ͳمعرف P ͳچندسقف به

d = min
n∑

j=١

|yj − y′j|

y, y′ ∈ V (P ∩ {٠,١}n)
y ̸= y′

(۵٣.۵)

P ͳچندسقف dfrac کسری فاصله فلدمن ، هست نیز کسری راس�های شامل P محض ͳچندسقف اینکه به توجه با

کاذب کدواژه�های ) P ͳچندسقف دیΎر راس هر و ( کدواژه ) صحیح راس Έی بین l١ فاصله مینیمم عنوان به را

٢٣Fractional distance
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: دیΎر بیان به م�ͳکند. تعریف (

dfrac = min

n∑
j=١

|yj − fj|

y ∈ C
f ∈ V (P)
f ̸= y

(۵۴.۵)

راس Έی کدواژه هر زیرا است. کد Έکلاسی فاصله برای بالایی کران همیشه کسری فاصله که داشت توجه باید

زیر قضیه به کرد. استفاده LP کدگشای کارایی تحلیل برای م�ͳتوان کسری فاصله مفهوم از است. P ͳچندسقف

کنید: توجه

کد ͳکاهش LP کدگشای به مربوط محض ͳچندسقف P و دودویی کد Έی l کنید فرض [١٣] .٨.٧.۵ قضیه

حداکثر اگر شد خواهد موفق P از استفاده با LP کدگشای آنگاه باشد dfrac ، P کسری فاصله اگر باشد. C

( است صحیح جز ⌈.⌉ از منظور ) باشد خطا دچار (BSC) دودویی متقارن کانال توسط بیت ⌈dfrac/٢⌉ − ١



۶ فصل

عددی نتایج

فصل مقدمه ١.۶

ذکر پایان�نامه این در که کدگشایی الΎوریتم�های ͳبرخ مقایسه از حاصل عددی نتایج ͳبررس به فصل این در

م�ͳپردازیم. شده�است،

: از است عبارت دید خواهیم فصل این در آنچه

ذکر پایان�نامه این در که کدگشایی روش�هایی از ͳبرخ بین شده انجام مقایسه�های از گزیده�ای ٢.۶ بخش در

م�ͳگردد. بیان است، شده

نتایج ͳبررس ٢.۶

( [٢٣] از استفاده (با شده�اند ذکر پایان�نامه این در که کدگشایی الΎوریتم�های ͳبرخ عملرد مقایسه منظور به

شده ساخته LDPC (١۵۵،۶۴)-کد همچنین و ٢٠٠ و ١٠٠ ͳطولهای�بلوک با قاعده با LDPC (٣،۴)-کد از

نسبت ͳافق محور م�ͳشود مشاهده ٣.۶ و ٢.۶ ، ١.۶ شل�های در که همانطور است. شده استفاده تنر[٢۴] توسط

١٠٠ طول به LDPC (٣،۴)-کد ͳیعن ٣.۶ و ١.۶ شل در است. خطا نرخ عمودی محور و پارازیت به سیΎنال

dB٠.۵ میزان به ML � کدگشای اجرای و جدید جداسازی الΎوریتم عملرد تفاوت تنر LDPC(١۵۵،۶۴)-کد و

قبول قابل زمان Έی در ML کدگشای ͳمنحن محاسبه به قادر [١٨] ،٢٠٠ طول به LDPC(٣،۴)-کد در م�ͳرسد.
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١٠٠ ͳبلوک طول با LDPC -کد (٣،۴) برای کدگشایی الΎوریتم�های ͳبرخ [٢٣]اجرای :١.۶ شل
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٢٠٠ ͳبلوک طول با . LDPC (٣،۴)-کد برای کدگشایی الΎوریتم�های ͳبرخ اجرای [٢٣] :٢.۶ شل

BP آوری: (یاد است BP کدگشای� عملرد به Έنزدی LP کدگشای عملرد شده ذکر کد هر در است. نبوده

در جدید جداسازی الΎوریتم عملرد نامبرده کد سه هر در این بر علاوه است). سنت گسترش الΎوریتم همان

افزایش با عملرد بهبود این م�ͳبینید (١.۶) جدول در که همانطور ͳول است. BPبرتر کدگشای از خطا تصحیح

گردد. حل باید بزگتری LP مساله شود وارد مساله به برش بیشتری تعداد هرچه زیرا است همراه ͳپیچیدگ
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تنر. LDPC (١۵۵،۶۴)-کد برای کدگشایی الΎوریتم�های ͳبرخ اجرای [٢٣] :٣.۶ شل
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کد LPکدگشای جداسازی الΎوریتم
برش�ها تکرارها برش�ها تکرارها

(۴٠,٢٠)LDPC ١۴٫ ٨ ۴٫ ٢ ٢۵٫ ٩ ۴٫ ۴
(٨٠,۴٠)LDPC ٣٣٫ ٨ ۵٫ ٧ ١٠٣٫ ۴ ٧٫ ۶
(١۶٠,٨٠)LDPC ٧۴٫ ٩ ٧٫ ٢ ٣٩٧٫ ٠ ١۶٫ ٣
(٢٠٠,١٠٠)LDPC ٩٨٫ ١ ٧٫ ٧ ۶١٢٫ ١ ٢١٫ ۴
(۴٠٠,٢٠٠)LDPC ٢١٠٫ ۴ ٩٫ ١ ٣٠٢٣٫ ٠ ٧٢٫ ٧

(١.۶)

در برش تعداد متوسط و (LP الΎوریتم اجرای (تعداد تکرارها تعداد متوسط بین مقایسه�ای [٢٣]١.۶ جدول در

SNR ١.۶ جدول در است. شده مطرح جدید جداسازی الΎوریتم و [٢٢] استاندارد LP کدگشایی الΎوریتم دو

ضرایب همچنین و است دشوارتر SNR کمتر مقادیر برای ML کدواژه یافتن زیرا است شده انتخاب ١.۵ با برابر

دید با را کدها از دسته این م�ͳتوانند مبحث این ادامه به علاقمندان م�ͳکند. تولید را اطمینان�تری قابل هدف تابع

دهند. ادامه فازی دیدگاه مبنای بر کدگشایی روش�های ویژه به فازی،

پایان
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Abstract

Resently, utilizing LDPC codes have been magnificently of interest for many resarchers
and applicants. In this project we first study basic and elementary concepts in the
coding theory and then investigate some message passing algorithms using factor

graphs, moreover we study linear programming decoding and some of its
improvements. finally we compare some of the decoding algorithms.

Keywords: LDPC Codes, Factor graph, Tanner graph, message passing algorithm,
Decoding, Encoding, Linear code, Linear programming and LP decoding.
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