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١ فصل

مقدمه

تاریخچه ١.١

معرفی و کشف امبارتسومیان١ ویکتور �نام به شوروی - ارمنی فیزیکدان توسط بار اولین برای معکوس مسائل

خواص و شرودینگر معادله�ی انرژی، سطوح تشکیل اتم، ساختار نظریه بود، دانش�آموز یک فقط او که حالی در شد.

به کرد، پیدا تسلط دیفرانسیل معادلات ویژه�ی مقادیر نظریه روی که زمانی و بود کرده مطالعه کامل طور به را آن

مطرح را سؤال این او کرد. اشاره دیفرانسیل معادلات ویژه�ی مقادیر و انرژی گسسته�ی سطوح بین ظاهری شباهت

شود یافت دیفرانسیل معادلات از مجموعه یک است ممکن آیا است، شده داده ویژه مقادیر از مجموعه یک ” کرد،

“ باشد؟ است، شده داده ویژه�ی مقادیر همان آن�ها ویژه�ی مقادیر که

ارتعاشات معادلات تعیین به مربوط که اشتورم-لیوویل٢ معکوس مسأله�ی یک به امبارتسومیان واقع، در

زمان یک طی و شد منتشر فیزیکی٣ مجله�ی یک در ١٩٢٩ سال در مقاله این است. پرداخته است، ریسمان

ستاره یک اگر ” گفت، فراموشی این توصیف در دهه چندین از پس امبارتسومیان شد. سپرده فراموشی به طولانی

“ افتاد. نخواهد آن برای فراموشی جز اتفاقی کند، منتشر فیزیک مجله�ی یک در را ریاضی مقاله�ی یک شناس،

و شد یافت سوئدی ریاضیدانان توسط ساله، بیست ویکتور مقاله�ی این دوم، جهانی جنگ اواخر در حال، این با

شد. تبدیل معکوس مسائل روی مطالعه برای شروعی نقطه�ی به

دیدگاه این هستند.“ جا همه در آن�ها، با مرتبط ویژه�ی مقادیر و ارتعاشات ” گفت: پارلت۴ ١٩٩٨ سال در

قابل تلاش�های دلیل همین به می�داد. آینده تحقیقات در ویژه مقادیر مهم نقش از خبر ویژه، مقادیر مورد در جالب

شد. انجام ماتریسی زمینه�ی در به�خصوص ویژه، مقادیر محاسبه�ی در توجهی

١Viktor Ambartsumian
٢Sturm-Liouville Inverse Problem
٣Zeschrift Fur
۴Parlett



٢ مقدمه .١

نتیجه در و سیستم یک از طیفی اطلاعات استخراج و تحلیل و تجزیه فرآیند واقع در مستقیم، مسأله�ی یک

... و خازن کشش، طول، جرم، مانند است، قبلی معلوم فیزیکی پارامترهای از سیستم یک دینامیکی رفتار تعیین

آن شده�ی تعیین قبل از رفتار به توجه با سیستم یک عناصر درستی کردن کنترل و تخمین تعیین، معکوس، مسأله�ی

ویژگی�های با ماتریس یک ساخت ماتریسی، معکوس مسأله�ی یک ماتریسی، بحث در به�خصوص است. سیستم

می�باشد. شده تعیین پیش از

می�باشد. شده تعیین قبل از طیفی اطلاعات با ماتریس یک ساخت ، معکوس۵ ویژه�ی مقدار مسأله�ی یک

باشند. ماتریس ویژه بردارهای یا ویژه� مقادیر از جزئی یا و کامل اطلاعات شامل است ممکن طیفی داده�های این

دیگری و حل�پذیری روی نظری مسأله�ی یکی است، همراه اساسی سؤال دو با معکوس ویژه�ی مقدار مسأله�ی هر

آن تحت که است کافی شرط یک یا لازم شرط یک وجود حل�پذیری، می�باشد. محاسبه�پذیری روی عملی مسأله�ی

به ماتریس ساخت فرآیند توسعه�ی محاسبه�پذیری، و باشد داشته داشته جواب یک معکوس ویژه مقدار مسأله�ی

می�باشد. است، حل�پذیر نظر مورد مسأله�ی اینکه به دانش با عددی، صورت

راحتی به معکوس ويژه�ی مقدار مسأله�ی باشد، نداشته معینی شروط و ساختار ماتریس�، اگر که است واضح

و شروط ایجاد گاهی فیزیکی، لحاظ از هم و ریاضی لحاظ از هم �دارتری معنی مسأله�ی ایجاد برای است. حل�پذیر

مسأله�ی یک واقع در معکوس ویژه�ی مقدار مسأله�ی یک دلیل، همین به است. ضروری ماتریس�ها از خاصی رده�ی

است. ۶ ساختاری معکوس ویژه�ی مقدار

عملی حل راه یک به دستیابی برای مسأله این روی مطالعات مختلف، فرمول�سازی و متفاوت شروط ایجاد با

مبحث در شده مطرح مسائل از قسمتی فقط زیاد، تلاش�های وجود با و می�باشد پراکنده بسیار واقعی، دنیای برای

اقدامات خلاصه به�طور که است این فصل این هدف است. شده حل و تشریح کامل طور به معکوس ویژه�ی مقدار

کنیم. بیان را مسأله این عددی الگوریتم�های و نظریه زمینه�ی دو هر در شده انجام

مکانیسم یک بر کید تأ آن در که ، ١٩٨۶ سال در گلدول٧ کتاب از عبارتند زمینه این در اولیه مطالعات

در دای٩ و ژو کتاب در کرده�است، عددی محاسبات بر کید تأ ١٩٨٧ سال در گلوب٨ و بولی کتاب است. کاربردی

در گلدول مقاله�ی بود. ناشناخته ملل سایر برای که است شده اشاره چینی زبان به زیادی نشریات به ١٩٩١ سال

یک ١٩٩٨ در چو١٠ مقاله�ی در است. پرداخته ١٩٩۵ تا ١٩٨۵ سال�های بین تحقیقات و فعالیت�ها به ١٩٩۶

سه به خود ویژگی�های به توجه با مسائل این است. شده انجام معکوس ویژه مقدار مسأله نه سی�و از بندی طبقه

۵Inverse Eigenvalue Problem
۶SIEP
٧Gladwell
٨Boley And Golub
٩Zhou And DAi

١٠Chu



٣ معکوس ویژه مقدار مسائل انواع .٢.١

جزئی.١٣ توصیفی و ١٢ ساختاری ، ١١ پارامتری می�شوند: تقسیم نوع

عنوان به کرد؛ پیدایش به شروع جدید مقالات و شد حل قدیمی�تر مسائل از بسیاری بعد، به زمان آن از

به چینی زبان از بار نخستین برای مسأله، این حساسیت روی نتایج از بسیاری ١٩٩٨ سال در یو کتاب در نمونه:

مسائل برحل است، روسی زبان از شده ترجمه که ٢٠٠٠ در چوگونف١۴ و ایکراموف رساله�ی شد. ترجمه انگلیسی

�است. کرده کید تأ مربوطه الگوریتم�های و متناهی معکوس ويژه مقدار

معکوس ویژه مقدار مسائل انواع ٢.١

بیان به� شود. بیان متفاوتی اشکال به است ممکن مسأله این معکوس، ویژه�ی مقدار مسائل کاربرد به توجه با

که است لازم شود ماتریس�ها از متفاوتی انواع ساخت به منجر معکوس، ویژه�ی مقدار مسأله�ی اینکه برای دیگر،

خواهد کمی خلاقیت ماتریس ساخت روی شرط هیچ�گونه بدون مسأله یک بگیرد. متفاوتی شکل�های مورد هر در

داشت.

مقادیر مجموعه به محدودیت اول شرط کند، صدق شرط دو در باید معکوس ویژه�ی مقدار مسأله�ی یک جواب

این در تفاوت مطلوب. ساختار به توجه با ماتریس، ساختار محدودیت دوم شرط و شده، تعیین قبل از ویژه�ی

این از یکی می�توان گاهی عمل در می�شود. معکوس ویژه�ی مقدار مسأله�ی از متفاوتی انواع ایجاد به منجر شروط،

تمام آوردن دست به برای اندازه�گیری وسیله�ی هیچ یا و دقیقی راه هیچ که حالتی در مثلا گرفت، نادیده را شروط

نمی�کنند. اعمال را اول شرط باشد، نداشته وجود ماتریس ویژه�ی مقادیر

تعیین در گاهی این و دارند تداخل هم با که هستند ویژگی�هایی شامل معمولا معکوس ویژه�ی مقدار مسائل

نویسی خلاصه و مسائل بهتر درک برای قسمت، این در می�شود. مشکل�ساز است، اهمیت�تر با ویژگی کدام اینکه

[۶] می�کنیم: طبقه�بندی زیر به�صورت را مسأله این انواع و کرده استفاده اختصاری کلمات از

١۵ متغیره چند معکوس مقدار�ويژه مسأله :MVIEP •

١۶ مربعات کمترین معکوس مقدار�ویژه مسأله :LSIEP •

١٧ پارامتری معکوس مقدار�ویژه مسأله :PIEP •

١٨ ساختاری معکوس مقدار�ویژه مسأله :SIEP •
١١ Parameterized IEP
١٢Structured IEP
١٣Partially Described IEP
١۴Ikramov and Chugunov
١۵Multi Variate Inverse Eigenvalue Problem
١۶Least Square Inverse Eigenvalue Problem
١٧Parameterized Inverse Eigenvalue Problem
١٨Structured Inverse Eigenvalue Problem



۴ مقدمه .١

١٩ افزوده معکوس مقدار�ویژه مسأله :AIEP •

٢٠ ضربی معکوس مقدار�ویژه مسأله :MIEP •

٢١ ماتریسی معکوس مقدار�ویژه مسأله :MIEP •

کاربردها ٣.١

مباحثی در مسائل این کاربردهای دارد. وجود کاربردی برنامه�های از بسیاری در معکوس ویژه�ی مقدار مسائل

دور، راه از سنجش و اکتشاف اصلی، مؤلفه�های آنالیز لرزه�ای، پرتو�نگاری شناسایی، سیستم کنترل، طراحی مثل،

سیستم�های شبیه�سازی مدار، نظریه�ی ساختار، آنالیز فیزیکذرات، مولکولی، طیف�سنج ژئوفیزیک، گیرنده، پردازش

می�باشد. ... و مکانیکی

است. شده معکوس مسائل درباره�ی مطالعات از عمده�ای بخش ایجاد باعث اشتورم-لیوویل معکوس مسائل

است، شده تعیین پیش از و دلخواه اطلاعات از استفاده با مناسب، مدل یک ساخت به مربوط معکوس مسائل

بحث می�باشد. ساختار طراحی و کاربردی مکانیک برای عملی ارزش دارای معکوس ویژه�ی مقدار مسائل بنابراین

و ژئوفیزیک در کاربرد از مثال�هایی مهندسی، مسائل از دیگری انواع در کاربرد بزرگتر، ابعاد با مسائل به راجع

ممکن می�شود، طراحی خاص الگوریتم یک آن در که عددی آنالیز زمینه�ی در حتی دید. [۶] در می�توان را فیزیک

آید. وجود به معکوس ویژه�ی مقدار مسأله�ی یک است

از مشخص، سیستم یک فیزیکی پارامترهای بازسازی کاربردها، این همه�ی در مشترک و مهم پدیده�ی یک

به که است ذکر قابل می�باشد. طبیعی حالت�های یا و طبیعی فرکانس�های ویژه به آن دینامیکی رفتار اطلاعات

شود. اعمال ماتریس بر اضافی شروط باید گاهی درک، قابل فیزیکی مدل یک ایجاد منظور

قائل تفاوت معکوس، مسأله�ی یک ماهیت در تخمین و دقیق تعیین بین باید که است این مهم نکته�ی یک

به بتواند سیستم که به�طوری باشد، کامل و دقیق داده�شده اطلاعات که زمانی ” می�گوید، باره این در گلدول شویم.

در و باشد ناقص اغلب و تقریبی اطلاعات، که زمانی و است مطرح ریاضی مسأله�ی یک شود، مشخص دقیق طور

می�یابد.” ضرورت مهندسی مسأله�ی یک کند، مطابقت شده تعیین اطلاعات با تقریبی طور به سیستم رفتار نتیجه

نظریه و شناسایی سیستم�های در خروجی، و حالت پس�خورد با �ویژه مقادیر تخصیص مسائل که است بدیهی

مقادیر�ویژه تخصیص مبحث در معکوس ویژه�ی مقدار کاربردهای از دیگر یکی برخوردارند. زیادی اهمیت از کنترل

بهترین از یکی است. شده انجام زمینه این در فقط پژوهش و تحقیق توجهی قابل تعداد است. کنترل نظریه در

١٩Additive Inverse Eigenvalue Problem
٢٠Multiplicative Inverse Eigenvalue Problem
٢١Matrix Inverse Eigenvalue Problem



۵ کاربردها .٣.١

مسائل از خاص حالت یک مقادیر�ویژه تخصیص مسائل آن در و است [٢] ٢٢ بایرنز مقاله�ی زمینه، این در مقالات

است. معکوس ویژه مقدار

بگیرید: نظر در را زیر دینامیکی خطی معادله�ی

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (١.١)

دو می�کند. مشخص u(t) ∈ Rm ورودی توسط را معین فیزیکی سیستم یک حالت x(t) ∈ Rn آن در که

هستند. زمان از مستقل B ∈ Rn×m و A ∈ Rn×n ماتریس

حالت کنترل قانون دو از استفاده با که است، u(t) ورودی انتخاب کنترل، نظریه در کلاسیک مسأله�ی یک

تحقیقات در گسترده به�طور آن�ها دوی هر که دارد وجود کنترل نوع دو کلی، حالت در می�شود. تعریف خروجی یا

است. شده انتخاب x(t) حالت خطی تابع یک عنوان به u(t) ورودی حالت، پس�خورد کنترل در شده�اند. بررسی

یعنی

u(t) = Fx(t) (٢.١)

می�شود: تبدیل زیر بسته�ی حلقه سیستم به (١.١) سیستم ترتیب این به

ẋ(t) = (A+BF )x(t) (٣.١)

سیستم پاسخ به بخشیدن سرعت و ثبات به رسیدن برای F ∈ Rn×n ماتریس انتخاب کنترل، در اصلی هدف

A + BF ماتریس ویژه�ی مقادیر تخصیص برای F انتخاب به می�تواند مسأله هدف این به رسیدن برای است.

آنچه برخلاف که است این ذکر قابل نکته می�نامند. مقادیر�ویژه٢٣ تخصیص مسأله�ی را، مسائل این شود. تبدیل

تخصیص مسأله�ی در F ماتریس شد، گفته معکوس ویژه�ی مقدار مسائل در ساختاری شرط مورد در قبل در

باشد، داشته خاصی ساختاری محدودیت F ماتریس که صورتی در ندارد. خاصی ساختاری فرم هیچ مقادیر�ویژه

شد. خواهد سخت بسیار مقادیر�ویژه تخصیص مسأله�ی

است دسترس در y(t) خروجی فقط و نیست، مشاهده قابل مستقیم به�طور x(t)حالت بردار موارد، بعضی در

می�شود: تعریف زیر قانون با که

y(t) = Cx(t) (۴.١)

y(t) خروجی از خطی تابع یک به�عنوان باید u(t) ورودی است. معلوم ماتریس یک C ∈ Rr×n آن در که

شود: انتخاب

u(t) = Ky(t) (۵.١)
٢٢Byrnes
٢٣Pole Assignment Problem
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می�شود: تبدیل زیر، فرم به بسته حلقه دینامیکی سیستم

ẋ(t) = (A+BKC)x(t) (۶.١)

و دلخواه ویژه� مقادیر به�طوریکه است، (m× r) ابعاد با ،K خروجی پس�خورد ماتریس انتخاب هدف، حال

کند. پیدا تخصیص A+BKC ماتریس به شده، تعیین قبل از

معکوس ویژه�ی مقدار مسائل از خاصی نوع یک خروجی٢۴ پس�خورد با �ویژه مقادیر تخصیص مسأله�ی این

تخصیص موضوع روی زیادی مقالات و تحقیقات است. (K ماتریس ساختاری فرم روی محدودیت (بدون

منابعی ١٩٨۵ سال در وندورف٢۶ و نیکولز کواسکی، و ١٩٨٩ سال در بایرنز٢۵ مقاله�ی دارد. وجود مقادیر�ویژه

می�باشد. زمینه این در بیشتر تحقیقات برای شروع نقطه�ی عنوان به عالی

معکوس ویژه�ی مقدار مسأله�ی انواع دیگر مانند مقادیر�ویژه تخصیص مسأله�ی که است این دیگر مهم نکته�ی

می�باشد. داده�ها آشفتگی در حساسیت کمترین روش�ها، این از یکی نمونه، عنوان به دارد. گوناگونی راه�حل�های

همگرایی شرطی، عدد رساندن حداقل به با می�شود، نامیده ستبر٢٧ روش تحقیقات، و مقالات در که روش این

بخشند. می بهبود را روش

غیر دینامیکی سیستم آن�ها از یکی دارد. وجود خروجی پس�خورد مسأله�ی در ،K ساختار از مختلفی نمونه�های

مقاله�ی در را مسأله این به راجع اولیه اطلاعات بعضی است. قطری ،K پس�خورد ماتریس آن در که است متمرکز

یافت. می�توان دارد، وجود مسائل از نوع این برای لازم الگوریتم�های آن در که ، ٢٨ ونگ و روسنتال راوی،

می�کنیم: ارائه را پایان�نامه فصل�های سایر از خلاصه�ای بخش، این مباحث ادامه در

اختصاص می�گیرند قرار استفاده مورد بعد فصول در که پیش�نیازهایی و تعاریف بیان به را پایان�نامه دوم فصل

می�دهیم.

قضایای و تعاریف از استفاده با سپس می�شود، بیان �ویژه تخصیصمقادیر در وجود قضیه�ی ابتدا سوم، فصل در

و می�پردازیم مسئله دو این بین ارتباط بیان به �ویژه، مقادیر تخصیص مسئله و معکوس مقدار�ویژه مسئله� در موجود

مقایسه به و می�دهیم ارائه خروجی پس�خورد با خطی سیستم�های �ویژه مقادیر تخصیص برای جدید روش یک سپس

می�پردازیم. دیگر روش�های با

ویژه مقدار مسئله�ی از استفاده با خطی دیفرانسیل سیستم�های بهینه کنترل جهت جدید روشی چهارم، فصل در

شده طراحی تشابهی، تبدیلات از استفاده با حالت، پس�خورد ماتریس ابتدا روش این در است. شده ارائه معکوس
٢۴Output Feedback Assignment Problem
٢۵Byrnes
٢۶Kautsky , Nichols and Van Dooren
٢٧Least Sensitive to Pertubations of Problem Data
٢٨Ravi, Rosenthal and Wang
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ماتریس معکوس، ویژه مقدار روش در شده ارائه قضایای و پایداری ناحیه�ی در ویژه مقادیر گرفتن نظر در با سپس و

باشند. پایداری ناحیه�ی در و دلخواه آن ویژه�ی مقادیر که می�شود محاسبه به�گونه�ای خروجی، پس�خورد با بسته حلقه

ارائه معکوس مقدار�ویژه�ی از استفاده با توسیع�یافته سیستم�های پایدار کنترل جهت جدید روشی پنجم، فصل در

یا و مشتق خروجی پس�خورد به�صورت کنترل قانون تعریف با توسیع�یافته سیستم ابتدا روش این در شده�است.

مقادیر�ویژه� گرفتن نظر در با سپس و می�شود تبدیل استاندارد سیستم یک به گزاره�ای، و مشتق خروجی پس�خورد

خروجی پس�خورد ماتریس معکوس، ویژه�ی مقدار مسأله حل روش در شده ارائه قضایای و پایداری ناحیه�ی در

باشد. شده تعیین قبل از و دلخواه ویژه�ی مقادیر بسته، حلقه ماتریس ویژه�ی مقادیر که می�گردد محاسبه به�گونه�ای

ارائه زمانی، تأخیر با سیستم�های پایدار کنترل جهت پایان�نامه این در شده ارايه جدید روشی ششم، فصل در

تبدیل استاندارد سیستم یک به افزوده، حالت بردار تعریف با زمانی تأخیر با سیستم ابتدا روش این در شده�است.

گسسته سیستم�های انواع روی روش این می�گردد. محاسبه K خروجی حالت پس�خورد ماتریس سپس و می�شود

است. شده بررسی زمانی تأخیر با

این در است. شده بیان راسر، مدل دوبعدی سیستم�های پایدار کنترل برای جدید، روش این هفتم، فصل در

پایداری که این به توجه با و شده استاندارد خطی سیستم یک به تبدیل راسر مدل توسط دوبعدی سیستم ابتدا روش،

شده محاسبه K خروجی خورد پس ماتریس است، یک�بعدی سیستم�های پایداری هم�ازر دوبعدی، سیستم�های در

است.

استفاده با ابتدا که به�این�ترتیب ایم. کرده بررسی بالا، مرتبه خطی سیستم�های روی را روش این هشتم، فصل در

ماتریس سپس شده، استاندارد خطی سیستم یک به تبدیل بالا، مرتبه خطی سیستم افزوده، ماتریس�های تکنیک از

می�کنیم. محاسبه را K خروجی خورد پس

آمده، دست به نتایج دادن نشان برای عددی مثال چند و الگوریتم یک فصل، هر پایان در که است ذکر به لازم

پیوست، قسمت در و نوشته MTLAB نرم�افزار از استفاده با روش، این های برنامه کد همچنین است. شده ارایه

است. شده آورده



٢ فصل

پیش�نیازها و تعاریف

می�کنیم. ارائه را بعد فصول برای مورد�نیاز پیش�نیازهای و تعاریف فصل، این در

[١٨] حالت معادله .١.٢ تعریف

نمود: توصیف زیر صورت به دیفرانسیل معادلات دستگاه یک با توان می را فیزیکی سیستم�های از بسیاری


dx١
dt = f١

(
x١(t),x٢(t), . . . ,xn(t),u١(t), . . .um(t), t

)
...
dxn
dt = fn

(
x١(t),x٢(t), . . . ,xn(t),u١(t), . . .um(t), t

) (١.٢)

کنیم: تعریف اگر دیفرانسیل(١.٢)، معادلات دستگاه برای

x(t) =

x١(t)...
xn(t)

 ,u(t) =

u١(t)
...

um(t)


داد: نمایش زیر صورت به می�توان را آن آن�گاه

ẋ(t) = f
(
x(t),u(t), t

)
(٢.٢)

m ستونی بردار یک u(t) و حالت بردار به موسوم nبعدی ستونی بردار یک x(t) زمان، متغیر t آن در که

می�باشد. کنترل متغیر یا ورودی بردار به موسوم بعدی

می�نامند. سیستم حالت معادله را فوق دیفرانسیل معادله

[١٨] خروجی بردار .٢.٢ تعریف

t و u(t) و x(t) به زیر به�صورت و می�کند تغییر زمان با که باشد بعدی r بردار یک y(t) که کنیم فرض

است: وابسته

٨



٩


y١(t) = g١

(
x١(t), . . . ,xn(t),u١(t), . . . ,um(t), t

)
...
yr(t) = gr

(
x١(t), . . . ,xn(t),u١(t), . . . ,um(t), t

)
y(t) =

y١(t)...
yr(t)

 = g
(
x(t),u(t), t

)
(٣.٢)

می�گویند. خروجی بردار y(t) به

[١٨] سیستم معادلات .٣.٢ تعریف

می�دهیم: نمایش زیر �صورت به و گویند سیستم معادلات را (۴.٢) معادلات

{
ẋ(t) = f

(
x(t), u(t), t

)
y(t) = g

(
x(t), u(t), t

) (۴.٢)

[١٨] خطی سیستم .۴.٢ تعریف

می�کنیم: تعریف زیر صورت به و گوییم خطی را سیستم باشند، خطی g و f توابع (۴.٢) معادلات در }اگر
dx١
dt

= a١١(t)x١(t) + . . .+ a١n(t)xn(t) + . . .+ b١١(t)u١(t) + . . .+ b١m(t) + . . .+ b١m(t)um(t)
dxn
dt

= an١(t)x١(t) + . . .+ ann(t)xn(t) + . . .+ bn١(t)u١(t) + . . .+ bnm(t) + . . .+ bnm(t)um(t){
y١(t) = c١١(t)x١(t) + . . .+ c١n(t)xn(t) + . . .+ d١١(t)u١(t) + . . .+ d١m(t) + . . .+ d١m(t)um(t)

yr(t) = cr١(t)x١(t) + . . .+ crn(t)xn(t) + . . .+ dn١(t)u١(t) + . . .+ drm(t) + . . .+ dnm(t)um(t)

هستند. f از حقیقی توابع bij ، aij آن در که
کنیم: تعریف اگر حال

A(t) =

a١١(t) . . . a١n(t)
... . . . ...

an١(t) . . . ann(t)

 B(t) =

b١١(t) . . . b١n(t)
... . . . ...

bn١(t) . . . bnn(t)



C(t) =

c١١(t) . . . c١n(t)
... . . . ...

cn١(t) . . . cnn(t)

 D(t) =

d١١(t) . . . d١n(t)
... . . . ...

dn١(t) . . . dnn(t)


داشت: }خواهیم

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t)

y(t) = C(t)x(t) +D(t)u(t)

از مستقل خطی معادلات صورت این در باشند، ثابت عبارتی به یا باشند زمان از مستقل D و C ،B ،A اگر
از: عبارتند }زمان،

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)
(۵.٢)



١٠ پیش�نیازها و تعاریف .٢

[١٨] زمانی گسسته خطی سیستم .۵.٢ تعریف

نظر در زیر صورت به� را خروجی و حالت معادلات خطی، گسسته�ی سیستم یک برای پایان�نامه، این در

می�گیریم:

x(k + ١) = Ax(k) +Bu(k) (۶.٢)

y(k) = Cx(k) (٧.٢)

[١٨] زمانی پیوسته خطی سیستم .۶.٢ تعریف

نظر در زیر صورت به� را خروجی و حالت معادلات خطی، پیوسته�ی سیستم یک برای پایان�نامه، این در

می�گیریم:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (٨.٢)

y(t) = Cx(t) (٩.٢)

[١٢] ماتریس رتبه .٧.٢ تعریف

نمایش rank(A) به�صورت را آن و گوییم A رتبه�ی را A ماتریس خطی مستقل ستون�های یا سطرها تعداد

می�دهیم.

[١٢] کامل رتبه ماتریس .٨.٢ تعریف

می�گویند. کامل رتبه را ماتریس باشند، خطی مستقل A ماتریس ستون�های یا سطرها همه�ی که وقتی

[٢۶] ماتریس طیف .٩.٢ تعریف

می�دهند. نمایش σ(A) نماد با را آن و می�گویند A ماتریس طیف ،A ماتریس �ویژه مقادیر مجموعه�ی به

[٢١] مشاهده�پذیر کاملا .١٠.٢ تعریف

مشاهده�پذیر کاملا (A,C) جفت به بگیرید؛ نظر در را r ≤ n ،Cr×n کامل رتبه ماتریس و An×n ماتریس

مشاهده�پذیری ماتریس اگر گویند


C
CA
...

CAn−١

 (١٠.٢)

ماتریس اینکه با است معادل این که باشد کامل رتبه



١١

[
A− SIn

C

]
(١١.٢)

می�گوییم. پذیری مشاهده ماتریس نیز (١١.٢) ماتریس به باشد. کامل رتبه S ∈ σ(A) هر برای

[٧] پذیری کنترل ماتریس .١١.٢ تعریف

می�کنیم. تعریف زیر صورت به را �پذیری کنترل ماتریس (۵.٢) معادله با شده توصیف سیستم برای

Q =
[
B AB A٢B . . . An−١B

]
[٧] پذیر کنترل سیستم .١٢.٢ تعریف

x(٠) دلخواه بردار از را سیستم حالت بتوان اگر گویند، پذیر کنترل را (۴.٢) معادلات با شده تولید سیستم

رساند. (tV لحظه در تعادل (حالت x(V ) مانند دیگری دلخواه بردار به متناهی، زمان در (t٠ لحظه در اولیه (حالت

می�گیریم. در�نظر صفر بردار را x(V ) معمولا

کنترل�پذیری ماتریس ستون�های اگر فقط و اگر گویند پذیر کنترل را (۴.٢) معادلات سیستم دیگر، عبارت به

(Rank(Q) = n) کند. تولید را Rn فضای سیستم

[١٨] حالت پس�خورد با گسسته خطی سیستم�های ویژه�ی مقدار تخصیص .١٣.٢ تعریف

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت سیستم حالت متغیر با متناسب را ورودی متغیر (۶.٢) خطی گسسته�ی سیستم در

u(k) = Fx(k) (١٢.٢)

با می�شود. نامیده حالت١ پس�خورد ماتریس و است ثابت درایه�های با حقیقی ماتریس Fm×n آن در که

داریم: (۶.٢) حالت معادله در (١٢.٢) معادله جایگذاری

x(k + ١) = Ax(k) +Bu(k) = Ax(k) +BFx(k)

= (A+BF )x(k)

با: است برابر حالت پس�خورد با بسته حلقه سیستم ترتیب به�این

x(k + ١) = (A+BF )x(k) (١٣.٢)
١State feedback



١٢ پیش�نیازها و تعاریف .٢

است، F خورد پس ماتریس یافتن حالت، پس�خورد با گسسته خطی سیستم�های ویژه مقدار تخصیص مسئله�ی

باشد. پایداری ناحیه در شده تعیین پیش از مجموعه�ای بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر که است ای به�گونه

[١٨] خروجی پس�خورد با زمانی گسسته خطی سیستم�های ویژه�ی مقدار تخصیص .١۴.٢ تعریف

سیستم خروجی متغیر با متناسب را ورودی متغیر ،(٨.٢) خروجی معادله با (۶.٢) خطی گسسته�ی سیستم در

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت

u(k) = Cy(k) (١۴.٢)

با می�شود. نامیده خروجی٢ پس�خورد ماتریس و است ثابت درایه�های با حقیقی ماتریس Cr×n آن در که

داریم: (۶.٢) معادله در خروجی کنترل قانون جایگذاری

x(k + ١) = Ax(k) +Bu(k)

= Ax(k) +BKCx(k)

= (A+BKC)x(k)

با: است برابر خروجی پس�خورد با بسته حلقه سیستم ترتیب به�این

x(k + ١) = (A+BKC)x(k) (١۵.٢)

است، K ماتریس یافتن خروجی، پس�خورد با گسسته خطی سیستم�های ویژه�ی مقدار تخصیص مسئله�ی

شکل در باشند. پایداری ناحیه در شده تعیین قبل از مجموعه�ای (١۵.٢) بسته حلقه ماتریس �ویژه مقادیر به�طوریکه

است. شده داده نمایش خروجی پس�خورد با سیستم (١.٢)

[٧] برداری همدم فرم .١۵.٢ تعریف

باشد. می زیر به�صورت می�شوند داده نمایش B̃ و Ã با به�ترتیب که B Aو ماتریس�های برداری همدم کلی فرم

B̃ =

[
B٠m×m

٠

]
Ã =

[
G٠m×n

I(n−m)×(n−m) o(n−m)×m

]
است. m× n ماتریس یک G٠ و است معکوس�پذیر و بالا�مثلثی m×m ماتریس یک B٠ آن در که

[١٢] متقارن ماتریس .١۶.٢ تعریف

.AT = A اگر می�شود نامیده متقارن A ماتریس یک
٢Output feedback



١٣

خروجی پس�خورد با خطی سیستم :١.٢ شکل

[١٢] وارون�پذیر ماتریس .١٧.٢ تعریف

باشد موجود (n × n) ابعاد با B ماتریس اگر گوییم، (نامنفرد) وارون�پذیر را n × n مربعی ماتریس یک

به�طوریکه

AB = BA = In

[١٢] متعامد ماتریس .١٨.٢ تعریف

باشد. برابر وارونش با آن ترانهاده�ی اگر تنها و اگر است متعامد Q ماتریس

QT = Q−١

QQT = QTQ = I

است. همانی ماتریس In آن در که

[١٢] بلوکی قطری ماتریس .١٩.٢ تعریف

با مربعی ماتریس�هایی آن قطری عناصر که است مربعی قطری ماتریس یک بلوکی،� قطری ماتریس یک

می�باشند. صفر آن عناصر سایر و هستند متفاوت اندازه�های

[١٢] شدنی قطری ماتریس .٢٠.٢ تعریف

یک اگر دیگر، بیان به باشد. قطری ماتریس یک متشابه هرگاه گویند شدنی قطری را A مربعی ماتریس

باشد. قطری ماتریس یک ، P−١AP ماتریس طوریکه به باشد موجود P معکوس�پذیر ماتریس

[١٢] A ماتریس پوچی فضای .٢١.٢ تعریف



١۴ پیش�نیازها و تعاریف .٢

F در AX = ٠ دستگاه جواب فضای صورت، این در باشد، F میدان روی m× n ماتریس A کنید فرض

می�دهیم. نمایش null(A) با را A پوچی فضای بعد و می�نامیم A پوچی فضای را

داریم: را زیر رابطه�ی همچنین

rank(A) + null(A) = n (١۶.٢)

لازم شرط .٢٢.٢ تعریف

S از N “ ، ”S اگر N ” واقع در است. S مقدم برای لازم شرط یک N نتیجه�ی شرطی، عبارت یک در

اتفاق نمیتواند N بدون S ” یا Sاست“ از ضعیف�تر N ” گفت می�توان همچنین “ S ⇒ N ” یا می�شود“ نتیجه

. بیفتد“

کافی شرط .٢٣.٢ تعریف

“ ،”N آنگاه Sاگر ” واقع در است. N ی نتیجه برای کافی شرط یک S مقدم یک شرطی، عبارت یک در

. کند“ می� تضمین را N ، S” ، است“ N از S”،“Sقوی�تر ⇒ N”،“را N می�دهد نتیجه S

S N S ⇒ N

T T T
T F F
F T T
F F T

[٢۶] QR تجزیه .٢۴.٢ تعریف

یک Q آن در که است A = QR ماتریس دو حاصلضرب به A ماتریس تجزیه ماتریس، یک QR تجزیه

است. به�فرد منحصر تجزیه این آنگاه باشد معکوس�پذیر A اگر است. مثلثی بالا ماتریس یک R و متعامد ماتریس

[٢۶]٣ مور-پنروز معکوس شبه .٢۵.٢ تعریف

همه�ی در به�طوریکه است ،A†
n×m منحصربه�فرد ماتریس ، مور-پنروز شبه�معکوس ،Am×n ماتریس برای

می�کند: صدق زیر شرایط

AA†A = A

A†AA† = A†

(AA†)H = AA†

(A†A)H = A†A
٣Moore–Penrose Pseudoinverse



١۵

خطی[٢۶] معادلات دستگاه .٢۶.٢ تعریف

می�ٰشود. گرفته نظر در AX = b صورت به مجهول n و معادله m با خطی معادلات دستگاه یک کلی صورت

دستگاه این حل فرآیند در است. n× ١ بردار یک x و m× ١ بردار یک b ، m× n ماتریس یک A آن در که

دارد. وجود زیر حالت�های دادن رخ امکان معادلات

است. ناسازگار یا جواب بدون دستگاه که حالتی الف-

بفرد منحصر جواب یک فقط دارد امکان این�صورت در که دارد جواب و است سازگار دستگاه که حالتی ب-

باشد. داشته جواب بیشمار اینکه یا باشد داشته

گرفت. نظر در می�توان را زیر حالت�های ،n و m مقادیر به توجه با

گویند. معین همواره را دستگاه حالت این در :m = n حالت -١

دارد. بفرد منحصر جواب یک و است سازگار معادلات دستگاه باشد، |A| ̸= ٠ اگر

دارد. جواب بیشمار باشد، سازگار دستگاه و |A| = ٠ اگر

ندارد. جواب اصلا باشد، ناسازگار دستگاه و |A| = ٠ اگر

دارد. جواب بیشمار و گویند فرومعین را دستگاه حالت این در :m < n حالت -٢

منحصر جواب یک بودن سازگار صورت در و گویند فرامعین را دستگاه حالت این در :m > n حالت -٣

ندارد. جواب بودن ناسازگار صورت در و بفرد



٣ فصل

در تخصیص و معکوس ویژه مقدار مسأله�ی
کنترل نظریه�ی

قضیه این از استفاده با سپس می�شود، بیان �ویژه مقادیر تخصیص مسأله�ی در وجود قضیه�ی ابتدا فصل، این در

آوردن با منظور این به می�کنیم. بررسی را معکوس ویژه�ی مقدار مسأله و �ویژه مقادیر تخصیص مسأله�ی بین ارتباط

و می�کنیم تبدیل �ویژه مقادیر تخصیص مسأله�ی به را معکوس ویژه�ی مقدار مسأله�ی یک آن، اثبات و قضیه یک

توضیح را معکوس ویژه�ی مقدار مسأله به ویژه مقادیر تخصیص مسأله�ی تبدیل یعنی مطلب، این برعکس ادامه در

ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسأله�ی روش از استفاده با ویژه مقادیر تخصیص برای جدید روشی سپس می�دهیم.

روش با آن�ها مقایسه به ویژه، �مقادیر تخصیص مسأله�ی حل دیگر روش�های بیان با آن، از� پس� می�دهیم. ارائه را

می�پردازیم. پایان�نامه این در شده ارائه

ویژه مقادیر تخصیص مسأله و معکوس ویژه مقدار مسأله بین ارتباط ١.٣

[٢١] وجود قضیه .١.٣ قضیه

کنترل�پذیر کاملا B ∈ Rn×m و A ∈ Rn×n ماتریس�های از جفت یک اگر شده، داده L مجموعه�ی هر برای

به�طوریکه: دارد وجود K ∈ Rm×n حقیقی ماتریس یک آنگاه باشند،

σ(A+BK) = L.

K ∈ Rn×r حقیقی ماتریس یک آنگاه باشند، مشاهده�پذیر Cکاملا ∈ Rr×nو A ∈ Rn×nجفت اگر همچنین

به�طوریکه: دارد وجود



١٧ ویژه مقادیر تخصیص مسأله و معکوس ویژه مقدار مسأله بین ارتباط .١.٣

σ(A+KC) = L.

[٢١] ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسئله�ی .١.٣ تعریف

آن در که {y١,y٢, . . . ,yp} و {x١,x٢, . . . ,xp} حقیقی n-بعدی بردارهای از خطی مستقل مجموعه�ی دو

معکوس ویژه�ی مقدار مسأله�ی بگیرید؛ نظر در را L = {λ١, λ٢, . . . , λn} شده�ی داده مجموعه�ی و است p ⩽ n

طوریکه: به است A ماتریس یافتن ماتریسی،

Axi = yi, i = ١,٢, . . . , p, (١.٣)

باشد: L شده�ی داده مجموعه�ی با برابر A ماتریس ویژه�ی مقادیر طیف و

σ(A) = L

است بسته مختلط اعداد تحت L و خطی مستقل {x١,x٢, . . . ,xp} مجموعه�ی که می�کنیم فرض آن در و

λ ∈ L ⇐⇒ λ̄ ∈ L.

تبدیل ویژه مقادیر تخصیص مسأله یک به را معکوس ویژه مقدار مسأله یک ،[٢١] زیر قضیه از استفاده با

می�کنیم:

مسأله آنگاه باشد، کامل رتبه ماتریس X و Y = [y١, . . . , yn] ،X = [x١, . . . , xn] فرض�کنید .٢.٣ قضیه

[٢١] باشد. کامل رتبه S ∈ σ(Y Xt) برای Y −SX ماتریس اگر است، حل قابل ماتریس ویژه مقادیر معکوس

یعنی است، حل قابل ویژه مقدار معکوس مسأله می�کنیم فرض� ابتدا برهان.

که: است موجود ای

AX = Y (٢.٣)

داریم: را زیر تساوی می�کنیم فرض سپس

A = Y Xt +W (٣.٣)

است. WX = ٠ و (n× n) دلخواه ماتریس W آن در که

داریم: QR تجزیه با ابتدا W ساختن برای



١٨ کنترل نظریه�ی در تخصیص و معکوس ویژه مقدار مسأله�ی .٣

X =
[
Q١ Q٢

] [R
٠

]
(۴.٣)

داریم: نتیجه در ،W = ZQt
٢ می�دهیم قرار

A = Y Xt + ZQt
٢ (۵.٣)

ماتریس ،(١.٣) قضیه بنابه هستند، پذیر مشاهده کاملا Qt
٢ و Y Xt ماتریس�های جفت کنیم ثابت اگر حال

طوری�که: به است، موجود K = Z

σ(Y Xt + ZQt
٢) = σ(A) = L (۶.٣)

می�شود. حل معکوس ویژه مقدار مسأله و شده پیدا A ماتریس نتیجه در و

بگیرید: نظر در را (٧.٣) مشاهده�پذیر ماتریس

[
Y Xt − SIn

Qt
٢

]
(٧.٣)

داشت: خواهیم را زیر رابطه

[
Y − SX ∗

٠ In−p

]
=

[
Y Xt − SIn

Qt
٢

] [
X Q٢

]
(٨.٣)

رتبه به بستگی (٧.٣) ماتریس بودن کامل رتبه می�دانیم است، کامل رتبه
[
X Q٢

]
�اینکه به توجه با حال

کاملا Qt
٢ و Y Xt ماتریس�های جفت آنگاه باشد، کامل رتبه Y − SX اگر پس دارد، Y − SX بودن کامل

است. حل قابل معکوس ویژه�ی مقدار نتیجه در و است مشاهده�پذیر

یک سپس و شده تبدیل ویژه مقدار تخصیص مسأله به�یک معکوس ویژه مقدار مسأله ابتدا قبل، قضیه در

مقدار تخصیص مسأله یک که است توجه قابل کردیم. بیان معکوس ویژه مقدار مسأله بودن حل�پذیر برای شرط

شود. تبدیل معکوس ویژه مقدار مسأله �یک به می�تواند نیز ویژه

تجزیه با باشد. کامل رتبه B و پذیر کنترل کاملا B ∈ Rn×m و A ∈ Rn×n ماتریس�های جفت کنید فرض

داریم: B ماتریس QR

B =
[
U٠ U١

] [R
٠

]
(٩.٣)

داریم: را زیر معادله است. نامنفرد مثلثی بالا ماتریس R و متعامد ماتریس�هایی [U٠, U١] آن در که



١٩ جدید روش .٢.٣

[
∗ AtU١ − SU١
Im ٠

]
=

[
At − SIn

Bt

] [
B U١

]
(١٠.٣)

نیز AtU١ − SU١ در�نتیجه است، کامل رتبه نیز B و A مشاهده�پذیر ماتریس و کامل رتبه
[
B U١

]
چون

و U١ کامل رتبه ماتریس و AtU١ ماتریس برای معکوس ویژه مقدار مسأله (٢.٣) قضیه بنابه است. کامل رتبه

که: به�طوری است موجود Ã ماتریس یعنی است. حل قابل S ∈ σ(AtU١U
t
١) = σ(At) ویژه مقادیر

{
ÃU١ = AtU١
σ(Ã) = L

(١١.٣)

حالت پس�خورد ماتریس اند، پذیر کنترل کاملا B و A ماتریس آن در که Ã = A + BK قراردادن با حال

می�آید: دست به زیر به�صورت بسته حلقه سیستم برای

K = B†(Ã−A) (١٢.٣)

ماتریس همان K که می�دهد نشان زیر مستقیم محاسبات است. Bماتریس مور-پنروز معکوس B† آن در که

است. نیاز مورد

A+BK = A+BB†(Ã−A)

= A+ U٠U
t
٠(Ã−A)

= A+ Ã−A

= Ã

(١٣.٣)

می�باشد. برقرار U٠U t
٠ = I رابطه و B = U٠R ،B† = R−١U t

٠ آن در که

برای معکوس ویژه�ی مقدار مسأله�ی و خروجی پس�خورد با ویژه مقادیر تخصیص مسأله ابتدا بعدی، بخش در

می�پردازیم. بخش این در شده ارايه جدید روش بیان به سپس می�کنیم، تعریف را خطی مستقل مجموعه چهار

جدید روش ٢.٣

[٢٢] خروجی پس�خورد با ویژه مقادیر تخصیص مسأله�ی .٢.٣ تعریف

می�گیریم: نظر در را زیر خروجی پس�خورد با زمان از مستقل خطی کنترل�پذیر سیستم

x(i+ ١) = Ax(i) +Bu(i) (١۴.٣)

y(i) = Cx(i) (١۵.٣)



٢٠ کنترل نظریه�ی در تخصیص و معکوس ویژه مقدار مسأله�ی .٣

فرض با هستند. خروجی بردار y(t) ∈ Rr و ورودی بردار u(t) ∈ Rm و حالت بردار x(t) ∈ Rn به�طوریکه

هستند. خروجی و ورودی حالت، ماتریس به�ترتیب C ∈ Rr×n و B ∈ Rn×m ، A ∈ Rn×n،١ ≤ m ≤ n

بسته حلقه سیستم به�طوریکه است، K خروجی پس�خورد ماتریس یافتن ویژه، مقادیر تخصیص مسئله�ی

x(i+ ١) = (A+BKC)x(i) (١۶.٣)

تعیین پیش از ویژه�ی مقادیر دارای ، A+BKC بسته حلقه ماتریس (یا شده تعیین پیش از قطب�های دارای

باشد. L = {λ١, λ٢, . . . , λn} مجموعه�ی در شده)

[٢٢] بردارها از مجموعه چهار برای ماتریسی معکوس ویژه مقدار مسأله .٣.٣ تعریف

حقیقی n-بعدی بردارهای از خطی مستقل مجموعه�ی چهار

{x١,x٢, . . . ,xp}{y١,y٢, . . . ,yp}

{xp+١,xp+٢, . . . ,xp+q}{yp+١,yp+٢, . . . ,xp+q}

مسأله�ی بگیرید، نظر در را L = {λ١, λ٢, . . . , λn} شده�ی داده مجموعه�ی و است p + q ⩽ n آن در که

طوریکه: به است A ماتریس یافتن ماتریسی معکوس ویژه�ی مقدار

Axi = yi, i = ١,٢, . . . , p, (١٧.٣)

Atxj = yj , j = p+ ١, . . . , p+ q. (١٨.٣)

باشد: L شده�ی داده مجموعه�ی با برابر A ماتریس ویژه�ی مقادیر طیف و

σ(A) = L. (١٩.٣)

است: بسته مختلط اعداد تحت L که می�کنیم فرض آن در و

λ ∈ L ⇐⇒ λ̄ ∈ L.

دهیم قرار اگر



٢١ جدید روش .٢.٣

Xr = [x١,x٢, . . . ,xp],

Xl = [xp+١,xp+٢, . . . ,xp+q],

Yr = [y١,y٢, . . . ,yp],

Yl = [yp+١,yp+٢, . . . ,yp+q].

باشد: برقرار باید زیر سازگاری شرط آنگاه باشد، موجود A ماتریس اگر ، (١٨.٣) و (١٧.٣) به توجه با

Xt
lYr = Yt

lXr. (٢٠.٣)

[٢٢] می�دهد: A ماتریس وجود برای کافی و لازم شرط یک زیر قضیه�ی

بردارهای که است این A ماتریس وجود برای کافی و لازم شرط آنگاه باشد، برقرار (٢٠.٣) شرط اگر .٣.٣ قضیه

به�طوریکه باشند، موجود i = ١,٢, . . . , n ،vi ∈ Si
v و ui ∈ Si

u

ut
ivj = σij i, j = ١, . . . , n (٢١.٣)

آنگاه باشد موجود ui اگر است. (λiX
t
r −Yt

r) و (λiX
t
l −Yt

l ) پوچ فضای ترتیب به Si
v و Si

u آن در که

آید: به�دست زیر معادله از می�تواند A ماتریس

A = Tdiag{λ١, λ٢, . . . , λn}T−١ (٢٢.٣)

T = [u١,u٢, . . . ,un] (٢٣.٣)

T−١ = [v١,v٢, . . . ,vn] (٢۴.٣)

به�دست زیر معادله�ی از ui بردار آنگاه بنامیم، Si
v و Si

u ماتریس ترتیب به را Si
v و Si

u پایه�ی بردارهای اگر

می�آید:

ui = Si
uxi (٢۵.٣)



٢٢ کنترل نظریه�ی در تخصیص و معکوس ویژه مقدار مسأله�ی .٣

vi = Si
vyi (٢۶.٣)

داریم (٢١.٣) معادله از

xt
i(S

i
u)

tSj
vyj = σij i, j = ١, . . . , n. (٢٧.٣)

استفاده با می�شود. غیرخطی معادله�ی n٢ با سیستم یک به تبدیل معکوس ویژه�ی مقدار مسأله�ی ترتیب، این به

آنجایی از می�شود. حل و تبدیل خطی معادله�ی n٢ به سیستم این می�دهیم، توضیح ادامه در که تکرار الگوریتم از

مجهول اسکالرهای تعداد می�باشد، (n− p) با برابر Si
v ماتریس بعد و است (n− q) با برابر Si

u ماتریس بعد که

می�شوند: محاسبه زیر صورت به (٢٧.٣) در

n(n− q) + n(n− p) = ٢n٢ − n(q + p) (٢٨.٣)

و می�باشند بزرگتر n٢ از (٢٨.٣) در شده محاسبه مجهول اسکالرهای تعداد ،p + q ≤ n شرط به توجه با

بود.[٩] خواهد جواب دارای (٢٧.٣) معادله�ی

معکوس ویژه�ی مقدار مسأله�ی یک به را خروجی پس�خورد با ویژه مقادیر تخصیص مسأله�ی زیر، روش به حال

Bt پوچ فضای پایه�ی بردارهای از آمده به�دست ماتریس�های به�ترتیب که V١ و U١ ماتریس اگر می�کنیم. تبدیل

داریم: است، بسته حلقه ماتریس A+BKC آن در که Ã = A+BKC فرض با آنگاه باشد، C و

ÃV١ = (A+BKC)V١ = AV١ (٢٩.٣)

Ut
١Ã = Ut

١(A+BKC) = Ut
١A (٣٠.٣)

مسأله�ی L مجموعه�ی داشتن و Yl = AV١ و Yl = AtU١ ،Xr = V١ ،Xl = U١ دادن قرار با

آن، هدف که می�شود تبدیل ماتریسی معکوس مقدارویژه�ی مسأله�ی به خروجی، پس�خورد با ویژه مقادیر تخصیص

باشد. L = {λ١, λ٢, . . . , λn} مجموعه�ی ،Ã ماتریس ویژه�ی مقادیر به�طوریکه است، Ã ماتریس یافتن

می�کند: صدق سازگاری شرط در مسأله که است واضح

Xt
lYr = Xt

lAV١ = U t
١AV١ = Yt

lXr (٣١.٣)

هستند: مشاهده قابل C و B ماتریس�های QR تجزیه�ی در V١ و U١ ماتریس�های

B =
[
U٠ U١

] [R
٠

]
C =

[
S ٠

] [V t
٠

V t
١

]
(٣٢.٣)



٢٣ جدید روش .٢.٣

هستند. متعامد ماتریس�هایی
[
V٠ V١

]
و
[
U٠ U١

]
آن در که

می�شود: محاسبه زیر صورت به K ماتریس باشد، داشته وجود Ã اگر

K = B†(Ã−A)C† (٣٣.٣)

C† = و B† = R−١U t
٠ معادله�های از هستند. C Bو مور-پنروز معکوس به�ترتیب C† و B† آن در که

است: نظر مورد ماتریس همان K که می�شود ثابت V٠S−١

A+BKC = A+BB†(Ã−A)C†C

= A+ U٠U
t
٠(Ã−A)V٠V

t
٠

= A+ Ã−A

= Ã

تکرار الگوریتم ١.٢.٣

پس�خورد با ویژه مقادیر تخصیص یا ماتریسی معکوس ویژه�ی مقدار مسأله�ی جواب�های شد، بحث قبلا که همانطور

دارد: بستگی زیر خطی معادلات دستگاه جواب�های به خروجی،

xt
i(S

i
u)

tSj
vyj = σij i, j = ١, . . . , n,

xt
iSi,jyj = σij i, j = ١, . . . , n.

صورت به ابتدا در می�کنیم. استفاده زیر روش از بالا دستگاه حل برای است. (Si
u)

tSj
v = Si,j آن در که

تبدیل مجهول، یک با خطی ی معادله n به فوق دستگاه آنگاه می�کنیم، تعیین اولیه مقادیر yiها برای تصادفی

می�شود:

xt
i[Si,١y١,Si,٢y٢, . . . ,Si,nyn] = eti (٣۴.٣)

xt
iAi = eti (٣۵.٣)

باشد، نداشته جواب است ممکن معادلات این اگرچه است. In همانی ماتریس از ستون iمین ،ei آن در که

[١١] بیاوریم: به�دست مور-پنروز معکوس از استفاده با را، تقریبی جواب بهترین می�توانیم همیشه ما



٢۴ کنترل نظریه�ی در تخصیص و معکوس ویژه مقدار مسأله�ی .٣

xt
i = etiA

†
i (٣۶.٣)

متوقف را فرآیند باشند، (٢٧.٣) معادله�ی برای جواب یک تکرار، یک در آمده به�دست yiهای و xiها این اگر

nسیستم و کرده جایگزین (٣٧.٣) در را تقریبی مقادیر وسیله�ی به آمده به�دست xiهای صورت، این غیر در می�کنیم.

می�کنیم: حل را مجهول yiهای با زیر خطی معادلات از

[xt
١S١,j ,x

t
٢S٢,j , . . . ,x

t
nSn,j ]yj = ej (٣٧.٣)

Biyi = ei (٣٨.٣)

آوریم: به�دست مورـپنروز معکوس به��وسیله�ی را، yiها برای تقریب بهترین مشابه، طور به

yj = B†
jej (٣٩.٣)

به زیر رابطه�ی از خطا مقدار می�شود. تکرار شود، نظر مورد خطای از کمتر خطا مقدار که جایی تا فرآیند، این

می�آیند: دست

E =
[∑

i

∑
j

(xt
iSi,jyj − σij)

٢
] ١
٢ (۴٠.٣)

معکوس، ویژه�ی مقدار مسأله�ی یک به خروجی، پس�خورد با ویژه مقادیر تخصیص مسأله�ی یک تبدیل در

معادله�ی در زیرا نیست، مهم K ماتریس مقدار که دلیل این به یکی دارند. مهمی نقش C و Bt پوچ فضای

می�شود: حذف (٣٠.٣) و (٢٩.٣)

ÃV١ = AV١ (۴١.٣)

ÃtU١ = AtU١ (۴٢.٣)

آن به مربوط ویژه�ی مقدار آنگاه باشد، فضاها این از یکی در A ویژه�ی بردار یک اگر که است، این دیگر دلیل

V ∈ null(B) یا و V ∈ null(C) و AV = µV اگر یعنی کند. تغییر نمی�تواند پس�خورد کنترل در ویژه بردار

آن�گاه باشد،

ÃV = AV +BKCV = AV = µV (۴٣.٣)



٢۵ جدید روش .٢.٣

اتفاق این باشد مشاهده�پذیر یا کنترل�پذیر سیستم اگر حال بهر شد. نخواهد تضمین سیستم شدن پایدار بنابراین

[٢٢] داشت: خواهیم را زیر نتیجه�ی نمی�افتد.

موجود A ناصفر چپ ویژه�ی بردار هیچ اگر، فقط و اگر است، کنترل�پذیر (١۵.٣) و (١۴.٣) سیستم .۴.٣ قضیه

است مشاهده�پذیر (١۵.٣) و (١۴.٣) سیستم مشابه، طور به باشد. داشته قرار Bt پوچ فضای در به�طوریکه نباشد،

باشد. داشته قرار C پوچ فضای در به�طوریکه نباشد موجود A ناصفر راست ویژه�ی بردار هیچ اگر فقط و اگر

آن�گاه: U tB = ٠ و U tA = λU t به�طوریکه باشد، موجود U ناصفر بردارویژه�ی یک اگر برهان.

U t[B,AB, . . . , An−١B] = [U tB, λU tB, . . . , λn−١U tB] = ٠ (۴۴.٣)

است. فرض با متناقض این که ،U t = ٠ پس است کامل رتبه پذیر کنترل ماتریس که آنجایی از

به�طوریکه: بیابیم، صفر غیر بردار یک می�توان نباشد، کنترل�پذیر سیستم اگر برعکس،

U t[B,AB, . . . , An−١B] = [U tB,U tAB, . . . , U tAn−١B] = ٠

حقیقت در می�سازند. را هستند ثابت At تحت که خطی زیرفضای یک Uها، تمام

(AtU)t[B,AB, . . . , An−١B] = [U tAB,U tA٢B, . . . , U tAnB] = ٠ (۴۵.٣)

کیلی-همیلتون: قضیه�ی به توجه با

An = a١A
n−١ + . . .+ anI

باید بنابراین می�دهد بدست فضا زیر این در خطی تبدیل یک At . U tAnB = ٠ که، گرفت نتیجه می�توان

. U tB = ٠ که باشد فضا زیر این در A چپ ویژه�ی بردار یک

شود. می اثبات متشابه طور به دوم قسمت

جدید روش الگوریتم ٢.٢.٣

( K پس�خورد ماتریس (تعیین خروجی پس�خورد با ویژه مقادیر تخصیص مسئله�ی حل هدف:

داده�ها) (ورودی :١ گام

کنید. وارد را L = {λ١, λ٢, . . . , λn} مجموعه�ی و C ، B ، A ماتریس

سازی) (آماده : گام٢
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و Yl = AtXl سپس بیابید. را هستند C و Bt پوچ فضای پایه�ی ترتیب به که Xr و Xl ماتریس�های

بیابید. را (λiXl − Yl)و(λiXr − Yr) پوچ فضای و کرده محاسبه را Yr = AXr

تکرار) (فرآیند : گام٣

دهید. ادامه برسد، نظر مورد اندازه�ی به خطا که جایی تا را فرآیند ،yi به تصادفی دهی مقدار با

خروجی) پس�خورد (ماتریس : گام۴

ماتریس�های ، T = [u١,u٢, . . . ,un] ماتریس از

Ã = Tdiag{λ١, λ٢, . . . , λn}T−١

K = B†(Ã−A)C†

بیابید. را

وارون C و B ماتریس�های دومی در و ناپذیر وارون C و B ماتریس�های اولی در که عددی مثال دو اینجا در

شود. می صفر روش خطای دوم مثال در است. شده ارائه هستند، پذیر

مجموعه�ی و ماتریس�ها برای را K مقدار بگیرید. نظر در را زیر پذیر کنترل زمانی گسسته سیستم .١.٣ مثال

کنید. پیدا داده�شده L = {−٠٫ ۵,−٠٫ ١,٠,٠٫ ١,٠٫ ٢,٠٫ ۴}

x(k + ١) = Ax(k) +Bu(k) (۴۶.٣)

y(k) = Cx(k) (۴٧.٣)

A =



٠ ١ ٠ ٠ ٢ −١
١ ٠ ٢ ٢ ١ −٢
٢ −٣ ١ ٢ ٠ ١
٠ ١ ٢ ١ −٢ ١
١ ٢ ١ ۴ ٢ ٣
−١ ٠ ٠ ٢ −٣ ٠

 B =



۵ ١ ٣
٢ −١ ۴
١ ٣ −٢
١ ٣ −١
٣ −٢ ١
٢ −٣ ۵



C =

١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٢ ۴ ٣ ٠ ٠
٢ ۵ −١ ٠ ١ ١



V١ = Xl =



٠٫ ٣۵٢٩ ٠٫ ٣۴٩٠ ٠٫ ٣۵٣٩
٠٫ ٣٢۴۴ −٠٫ ٣۶٩١ −٠٫ ۶١٠٨
−٠٫ ١٢۵٢ −٠٫ ٧٧۵٩ ٠٫ ٢٣٩٩
−٠٫ ۵٩٨۵ ٠٫ ٣٣۴١ −٠٫ ۴۴١۵
−٠٫ ١۵۶٧ −٠٫ ٠٩۶٠ −٠٫ ٣۵١۶
−٠٫ ۶٠٩٧ −٠٫ ١٣٨۴ ٠٫ ٣۵۴٣

 U١ = Xr =



٠ ٠ ٠
٠٫ ٢۴٣٩ −٠٫ ٠٩٠٩ −٠٫ ٠٩٠٩
٠٫ ٣٧٧۵ ٠٫ ٣٠٠٨ ٠٫ ٣٠٠٨
−٠٫ ۶۶۶٠ −٠٫ ٣۴٠۴ −٠٫ ٣۴٠۴
−٠٫ ۴٢١٠ ٠٫ ٨٧٧٧ −٠٫ ١٢٢٣
−٠٫ ۴٢١٠ −٠٫ ١٢٢٣ ٠٫ ٨٧٧٧
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Yl = AtU١ =



−٠٫ ٨۴٩١ −٢٫ ٢۵١٣ −٠٫ ۴٧٩٩
−١٫ ٢۴۶٢ ٢٫ ۶٣٧٩ −٠٫ ۴۵٠٣
−١٫ ٧۵٣٢ −١٫ ٢٧٢٢ −٢٫ ۵۶۵٣
−٢٫ ٣٢۵۴ −٢٫ ٣١٧۶ ٠٫ ٩٣۶٩
٣٫ ۴۴۶٧ −٠٫ ٠۶٢۵ ٠٫ ٢٧١۴
−٣٫ ۵۵۴۶ −٠٫ ۴۶٧٨ ١٫ ٧٢٩١

 Yr = AV١ =



−٠٫ ١٧٧١ ١٫ ٧٨۶٨ −١٫ ٢١٣٢
−٠٫ ١۵۵٩ ١٫ ٠۴٣٠ −١٫ ٩۵٧٠
−٢٫ ١٠٧١ −٠٫ ٢٢٩۵ ٠٫ ٧٧٠۵
٠٫ ٧۵۴٠ −١٫ ٧٠٧۵ ١٫ ٢٩٢۵
٢٫ ٧٠٨۴ ١٫ ۴٩٢٢ ١٫ ۴٩٢٢
−٢٫ ٢١٩۵ −٣٫ ٣۶۵٠ ١٫ ۶٣۵٠



S١
u =



٠٫ ٢٨۴٧ −٠٫ ٨١۶۶ ٠٫ ٠۵۶۶
٠٫ ۵٣۴٠ −٠٫ ١٨٣۵ −٠٫ ٢٨۶١
−٠٫ ٢٨۴٠ ٠٫ ١۶٩۵ −٠٫ ٣١٠١
٠٫ ۶٣٣۴ ٠٫ ۴٨٨۴ ٠٫ ٠١۵٢
٠٫ ١۶۴١ ٠٫ ٠۵٣۶ −٠٫ ٧٧٣۶
−٠٫ ٣۵٣۵ −٠٫ ١٧١٢ −٠٫ ۴۶٩١

 S٢
u =



٠٫ ١٩١٧ −٠٫ ٧٩٨۵ ٠٫ ٢٢٣۶
٠٫ ۴۶١١ −٠٫ ٣٣٨١ −٠٫ ٣٢۵٩
−٠٫ ٢٨٢٩ ٠٫ ١۵۴٨ −٠٫ ٣۴٣٩
٠٫ ۶٢٠٣ ٠٫ ٣۵٢٨ −٠٫ ٣٠٢١
−٠٫ ٠۶۵٠ −٠٫ ٢٢١٣ −٠٫ ٧۴۵٢
−٠٫ ۵٣٠٧ −٠٫ ٢٢۵١ −٠٫ ٢٨٠٩



S٣
u =



٠٫ ١٧٧۵ −٠٫ ٧٨۶١ ٠٫ ٢۶٠١
٠٫ ۴٣۶۵ −٠٫ ٣٧۴۶ −٠٫ ٣٢٩٠
−٠٫ ٢٨۶٢ ٠٫ ١۴۶٩ −٠٫ ٣۵٣۴
٠٫ ۵٩٩٣ ٠٫ ٣٠٨٨ −٠٫ ٣۶٨٣
−٠٫ ١٢۴۴ −٠٫ ٢٧۴٩ −٠٫ ٧١۶٠
−٠٫ ۵۶۶٩ −٠٫ ٢٢١٩ −٠٫ ٢٢۵٨

S۴
u =



٠٫ ١٢٧٨ −٠٫ ۵٨٠۴ ٠٫ ۶٣۶٣
٠٫ ۴۶٨٧ ٠٫ ۶٠٨۴ ٠٫ ٢۵٧١
٠٫ ۴۴٠٧ ٠٫ ١٣۴٣ −٠٫ ٢٢٢٩
٠٫ ٧٣٣٩ −٠٫ ٣٣۵٧ −٠٫ ٠١٢۵
٠٫ ٠٢۵۵ ٠٫ ٣۵۶٢ ٠٫ ٣۵٧١
−٠٫ ١٧۴۶ ٠٫ ١٨٨٠ ٠٫ ۵٩٢٩



S۵
u =



٠٫ ١۵٨٨ −٠٫ ٧۵۶٩ ٠٫ ٣٢٢٧
٠٫ ٣٨٢٩ −٠٫ ۴۴٠٩ −٠٫ ٣٢٧٠
−٠٫ ٢٩٧٧ ٠٫ ١٢٧٩ −٠٫ ٣٧١٠
٠٫ ۵۴٠٢ ٠٫ ٢١٨۵ −٠٫ ۴٧٩۶
−٠٫ ٢٣۶٧ −٠٫ ٣۵٩۶ −٠٫ ۶٣٩٠
−٠٫ ۶٢۵٩ −٠٫ ١٩٨٠ −٠٫ ١١۴٠

 S۶
u =



٠٫ ١۴٩٨ −٠٫ ٧٢۶۵ ٠٫ ٣٧٠٠
٠٫ ٣٢۶٧ −٠٫ ۴٩۶٣ −٠٫ ٣١۵٩
−٠٫ ٣١۵٢ ٠٫ ١٠۶٧ −٠٫ ٣٨۵۵
٠٫ ۴۶۴٢ ٠٫ ١٣٣١ −٠٫ ۵۶٢٢
−٠٫ ٣٣۵١ −٠٫ ۴١۵۴ −٠٫ ۵۴۶۵
−٠٫ ۶۶۶١ −٠٫ ١۵۵۵ −٠٫ ٠٠۶٢



S١
v =



٠٫ ١٩۶١ −٠٫ ۵۵۵۴ ٠٫ ۶٢١٨
٠٫ ۴۴۶٢ ٠٫ ۶۶٧٣ ٠٫ ٢٢٠۵
٠٫ ۴٣٣٠ ٠٫ ٠۶٨٢ −٠٫ ۴٠۵۴
٠٫ ٧۴٠۴ −٠٫ ٣٠٠٢ −٠٫ ٠٠٩٣
٠٫ ١٠٨٧ ٠٫ ٣٠۶٣ ٠٫ ٢٨۶٢
−٠٫ ١٢٢٣ ٠٫ ٢۴٠٢ ٠٫ ۵۶۴٢

 S٢
v =



٠٫ ١۵٢٨ −٠٫ ۵٧۶٩ ٠٫ ۶٢٨۶
٠٫ ۴۶١۶ ٠٫ ۶٢٧۵ ٠٫ ٢۵١۶
٠٫ ۴۴۴۴ ٠٫ ١١١٨ −٠٫ ٢٩٠٠
٠٫ ٧٣٣٨ −٠٫ ٣٢۴۴ −٠٫ ٠١٣۴
٠٫ ٠۵۶١ ٠٫ ٣٣٧١ ٠٫ ٣٣٢١
−٠٫ ١۵۶٣ ٠٫ ٢٠۵٢ ٠٫ ۵٨٩٠



S٣
v =



٠٫ ١۴٠۶ −٠٫ ۵٧٩٢ ٠٫ ۶٣٢١
٠٫ ۴۶۵١ ٠٫ ۶١٧٩ ٠٫ ٢۵۵٢
٠٫ ۴۴٣۴ ٠٫ ١٢٢٩ −٠٫ ٢۵٧٣
٠٫ ٧٣٣۶ −٠٫ ٣٣٠١ −٠٫ ٠١٣٣
٠٫ ٠۴١٢ ٠٫ ٣۴۶۴ ٠٫ ٣۴۴۵
−٠٫ ١۶۵۴ ٠٫ ١٩۶٧ ٠٫ ۵٩١٨

 S۴
v =



٠٫ ١٢٧٨ −٠٫ ۵٨٠۴ ٠٫ ۶٣۶٣
٠٫ ۴۶٨٧ ٠٫ ۶٠٨۴ ٠٫ ٢۵٧١
٠٫ ۴۴٠٧ ٠٫ ١٣۴٣ −٠٫ ٢٢٢٩
٠٫ ٧٣٣٩ −٠٫ ٣٣۵٧ −٠٫ ٠١٢۵
٠٫ ٠٢۵۵ ٠٫ ٣۵۶٢ ٠٫ ٣۵٧١
−٠٫ ١٧۴۶ ٠٫ ١٨٨٠ ٠٫ ۵٩٢٩



S۵
v =



٠٫ ١١۴۴ −٠٫ ۵٨٠۵ ٠٫ ۶۴١٣
٠٫ ۴٧٢۴ ٠٫ ۵٩٩٠ ٠٫ ٢۵٧۵
٠٫ ۴٣۶٠ ٠٫ ١۴۶٢ −٠٫ ١٨۶٩
٠٫ ٧٣۴٧ −٠٫ ٣۴١٢ −٠٫ ٠١١٠
٠٫ ٠٠٨٨ ٠٫ ٣۶۶۶ ٠٫ ٣۶٩٧
−٠٫ ١٨٣۶ ٠٫ ١٧٩١ ٠٫ ۵٩٢٢

 S۶
v =



٠٫ ٠٨۵٢ −٠٫ ۵٧٧٣ ٠٫ ۶۵٣٢
٠٫ ۴٨٠٩ ٠٫ ۵٨٠۴ ٠٫ ٢۵٣٧
٠٫ ۴٢٠٢ ٠٫ ١٧١۴ −٠٫ ١٠٩٨
٠٫ ٧٣٧۵ −٠٫ ٣۵١۴ −٠٫ ٠٠۴٧
−٠٫ ٠٢٧٣ ٠٫ ٣٨٩٠ ٠٫ ٣٩۴۵
−٠٫ ٢٠٠٨ ٠٫ ١۶٠٢ ٠٫ ۵٨۴١
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x =

 ٠٫ ٠٣١٩ ٠٫ ٠٠١٩ ٠٫ ٠٠٩٠ −٠٫ ٠٠٨۴ −٠٫ ٠۵۶٨ −٠٫ ١٨١٧
−٠٫ ٠۴٩٠ ٠٫ ٠٠٠٧ ٠٫ ٠٣٨٣ −٠٫ ٠٠٣٣ ٠٫ ٠٧۴۴ −٠٫ ٢٠٢٩
−٠٫ ٠٨٢۴ −٠٫ ٠٠١٠ −٠٫ ٠٠٢٨ ٠٫ ٠٠۵٨ ٠٫ ٠۵۵١ ٠٫ ٠٣٩٢



y =

−٢۴٫ ۴٩١٧ −٠٫ ١۵۵١ −٩٫ ٠٣١٠ ١٫ ١۴۶۶ −١١٫ ۴٣٧۴ ٠٫ ۵۴١۶
١٩٫ ٨۶۵٢ ٠٫ ١١۶۶ ۶٫ ٩٣۵٨ −١٫ ١٧٢٨ ٧٫ ٣۵۵٠ ۶٫ ٠٨۶٩
١٩٫ ۴٢۵٣ ٠٫ ١٣١٠ ١٣٫ ٣٩٨١ −١٫ ١٧٩٩ ٢۴٫ ٨٠٧٩ ۴٫ ۵٧۶٣



T =



٠٫ ٠٠۶۵ −٠٫ ٠٠٠۶ −٠٫ ٠٢٩١ ٠٫ ٠٠٣٨ −٠٫ ٠۴٣٨ ٠٫ ١٧٠۵
٠٫ ٠٠٧٨ −٠٫ ٠٠٠۵ −٠٫ ٠١۴٧ ٠٫ ٠٠٢۴ −٠٫ ٠١٨٨ ٠٫ ١١٠٨
−٠٫ ٠٠٠۴ ٠٫ ٠٠١۵ ٠٫ ٠١٩٩ −٠٫ ٠٠۶١ −٠٫ ٠٠۴٧ −٠٫ ١۶٩۶
٠٫ ٠٢١۶ −٠٫ ٠٠٠۵ −٠٫ ٠٠٣٠ ٠٫ ٠٠٠٩ ٠٫ ٠٠١۴ ٠٫ ٠٢۶٠
−٠٫ ٠۴۶۵ −٠٫ ٠٠٠٧ ٠٫ ٠٠٨۴ ٠٫ ٠٠٢٨ ٠٫ ٠۴٩٨ ٠٫ ٠٠۵۴
−٠٫ ٠٨۶۵ −٠٫ ٠٠١٣ ٠٫ ٠٠٣٨ ٠٫ ٠٠٧١ ٠٫ ٠٨٣٨ ٠٫ ٠٧٠٢



Ã =



−٣٫ ۴۵٩٣ ١٫ ٩۴۴١ −۴٫ ٢٠٠٩ −۶٫ ٢٩٢٣ −٠٫ ١٨٢١ −١٫ ۵٠٣۶
−١٫ ۵٢٧٢ ٢٫ ٠٨٩٢ −٠٫ ٨۶۶٧ −٢٫ ٠١٣٢ −٠٫ ١۶١١ −٠٫ ٢٩۵٠
٢٫ ٨٩٠۶ −٣٫ ۶۶٠٩ ١٫ ٢۴۶٧ ٢٫ ٨۶۶٩ ١٫ ٨۵١٣ −٠٫ ٣٩٧۶
٠٫ ۶۵۵٨ ١٫ ١٩۶٩ ١٫ ٨١٨١ ١٫ ۵٧٧٨ ٠٫ ۴٢١٧ ٠٫ ۴۴١١
−١٫ ٧٩٠٣ ٠٫ ۵٩٨١ −١٫ ١۵٢١ −٠٫ ٨١٩٨ −٣٫ ٢۶۶٩ ١٫ ٢٠۶۴
−۴٫ ۴۵۶٣ ١٫ ٩۶٠٩ −٣٫ ٢٧۵٧ −٣٫ ٢٨٣۵ −۶٫ ٢٨۴١ ١٫ ٩١٢۵



K =

−٠٫ ۴٨١٠ −٠٫ ٢١٧۴ −٠٫ ٠۶٩٧
٠٫ ٠٧۵٣ ٠٫ ٠۵۵٣ ٠٫ ١٣۵٩
−٠٫ ٧٠۶١ −٠٫ ٠٧٨۶ ٠٫ ٢٣۵٧


Error = ٠٫ ٠٣۶٧, Iteration = ۴٠

صفر تعادل نقطه�ی به xi حالت مؤلفه�های و ui ورودی مؤلفه�های همگرایی ترتیب به (٢.٣) و (١.٣) شکل�های در

است. شده داده نمایش



٢٩ جدید روش .٢.٣

می�شوند. همگرا صفر تعادل نقطه به ورودی بردار مؤلفه�های :١.٣ شکل



٣٠ کنترل نظریه�ی در تخصیص و معکوس ویژه مقدار مسأله�ی .٣

می�شوند. همگرا صفر تعادل نقطه به حالت بردار مؤلفه�های :٢.٣ شکل

را (١.٣) مثال ویژه مقادیر همان مثال این در بگیرید. نظر در زیر های ماتریس با را (۴۶.٣) سیستم .٢.٣ مثال

دهیم. تخصیص پذیرند، معکوس C و B های ماتریس آن در که سیستم این به

A =



٠ ١ ٠ ٠ ٢ −١
١ ٠ ٢ ٢ ١ −٢
٢ −٣ ١ ٢ ٠ ١
٠ ١ ٢ ١ −٢ ١
١ ٢ ١ ۴ ٢ ٣
−١ ٠ ٠ ٢ −٣ ٠

 B =



۵ ١ ٣ ٢ ٠ ١
٢ −١ ۴ ٨ −۴ ١
١ ٣ −٢ ٠ ٣ ۴
١ ٣ −١ ٧ −۴ ٠
٣ −٢ ١ −٣ ۵ ٧
٢ −٣ ۵ ۶ −۴ ٣



C =



١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٢ ۴ ٣ ٠ ٠
٢ ۵ −١ ٠ ١ ١
٧ ٣ ۵ ١ −۴ −٢
٢ ۵ −٧ −۶ ٢ ١
٠ ٢ ۵ ٧ ٣ ١

 Su = Sv =



١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١



x =



−١٫ ٢۶٨٠ ٠٫ ۵۴۴٢ −٠٫ ٧٨٣۶ ٠٫ ٣٣٧٠ ١٫ ۵٧۴٢ −٠٫ ١۶۴۵
٠٫ ۵۶٩٧ −٠٫ ۶٢۴۴ ٠٫ ٣١۴٧ −٠٫ ١٩۴٨ −٠٫ ٨۴۴٣ ١٫ ۶٣۴٢
٣٫ ٠٨٠۴ ١٫ ٠٠٣٣ −١٫ ۵۴۵٢ −٠٫ ٨۵٧١ ٠٫ ۶٨٧٨ −٢٫ ٠٩٧١
−٢٫ ٠۶٠٢ ٠٫ ۴۵۴۴ ٠٫ ١٩٨٧ ١٫ ۵٧۴٢ −٠٫ ۴٢۴۵ ٠٫ ٩١١٠
−١٫ ٧۴٠١ ٠٫ ۵٩۴٢ ٢٫ ٠۶١۶ −١٫ ١٣١٠ −٠٫ ١٨١١ −٠٫ ٢۵۴١
١٫ ٩۴۶٣ −٠٫ ۴٠٣٩ −٠٫ ١۴٧١ −٠٫ ۴۶١۶ ٠٫ ٧۵۶٨ −١٫ ٧۵٧۶



y =



٠٫ ١۶٢٢ ٠٫ ٢۶٣٠ ٠٫ ٢٢٩٠ ٠٫ ٠٧٨٢ ٠٫ ٨١٧٣ ٠٫ ۴٣١۴
٠٫ ٧٩۴٣ ٠٫ ۶۵۴١ ٠٫ ٩١٣٣ ٠٫ ۴۴٢٧ ٠٫ ٨۶٨٧ ٠٫ ٩١٠۶
٠٫ ٣١١٢ ٠٫ ۶٨٩٢ ٠٫ ١۵٢۴ ٠٫ ١٠۶٧ ٠٫ ٠٨۴۴ ٠٫ ١٨١٨
٠٫ ۵٢٨۵ ٠٫ ٧۴٨٢ ٠٫ ٨٢۵٨ ٠٫ ٩۶١٩ ٠٫ ٣٩٩٨ ٠٫ ٢۶٣٨
٠٫ ١۶۵۶ ٠٫ ۴۵٠۵ ٠٫ ۵٣٨٣ ٠٫ ٠٠۴۶ ٠٫ ٢۵٩٩ ٠٫ ١۴۵۵
٠٫ ۶٠٢٠ ٠٫ ٠٨٣٨ ٠٫ ٩٩۶١ ٠٫ ٧٧۴٩ ٠٫ ٨٠٠١ ٠٫ ١٣۶١





٣١ جدید روش .٢.٣

T =



−١٫ ٢۶٨٠ ٠٫ ۵۴۴٢ −٠٫ ٧٨٣۶ ٠٫ ٣٣٧٠ ١٫ ۵٧۴٢ −٠٫ ١۶۴۵
٠٫ ۵۶٩٧ −٠٫ ۶٢۴۴ ٠٫ ٣١۴٧ −٠٫ ١٩۴٨ −٠٫ ٨۴۴٣ ١٫ ۶٣۴٢
٣٫ ٠٨٠۴ ١٫ ٠٠٣٣ −١٫ ۵۴۵٢ −٠٫ ٨۵٧١ ٠٫ ۶٨٧٨ −٢٫ ٠٩٧١
−٢٫ ٠۶٠٢ ٠٫ ۴۵۴۴ ٠٫ ١٩٨٧ ١٫ ۵٧۴٢ −٠٫ ۴٢۴۵ ٠٫ ٩١١٠
−١٫ ٧۴٠١ ٠٫ ۵٩۴٢ ٢٫ ٠۶١۶ −١٫ ١٣١٠ −٠٫ ١٨١١ −٠٫ ٢۵۴١
١٫ ٩۴۶٣ −٠٫ ۴٠٣٩ −٠٫ ١۴٧١− ٠٫ ۴۶١۶ ٠٫ ٧۵۶٨ −١٫ ٧۵٧۶



Ã =



٠٫ ٣٢٠١ ٠٫ ۶٩۶۵ ٠٫ ١٧٨٠ ٠٫ ۴٣۵٣ ٠٫ ١۵٢٩ ٠٫ ۶۴۶١
٠٫ ١١٢٧ ٠٫ ٢۵۴۵ ٠٫ ٠۵۶٩ −٠٫ ٠١٧۶ ٠٫ ٠٣٢١ −٠٫ ٢٢٧۵
−٠٫ ۵٣٢٣ −١٫ ٩٧١٣ −٠٫ ۶٩٨۵ −١٫ ١٣٧٨ −٠٫ ٣٨٧١ −١٫ ٠٠۶١
٠٫ ٢۵۵٢ ١٫ ١١۶٣ ٠٫ ٣۶۵٢ ٠٫ ٧٢۴١ ٠٫ ١٨١٩ ٠٫ ٧٢٠٠
٠٫ ٠۴٣٢ ٠٫ ۴٧٨١ ٠٫ ١٩۶٢ ٠٫ ٢۶۵٣ ٠٫ ٠٩٢۶ ٠٫ ٣٨٨٣
−٠٫ ٣٣٠۴ −١٫ ٢٧۵٧ −٠٫ ٣٩۵٠ −٠٫ ۶۵٣۵ −٠٫ ٢٠۶٢ −٠٫ ۵٩٢٨



K =



٠٫ ۴۴٣۵ −٠٫ ۵۴٨٧ ٠٫ ۴۵٢٣ ٠٫ ٠٢٣٠ −٠٫ ٣٧۴٢ ٠٫ ٠١٣٩
٠٫ ٣٢٢١ ٠٫ ٧٣۶٨ −٠٫ ٧٢۴١ −٠٫ ٠۵۴۶ ٠٫ ۵٣٣۵ ٠٫ ١١٠٣
−١٫ ٣۴٠٩ ٠٫ ٢٩٩١ −٠٫ ۵٩٧۵ ٠٫ ١۴۶٩ ٠٫ ۴۴۴١ ٠٫ ١۵٩۵
−٢٫ ۶۵٢۵ −١٫ ٠٢۴۵ ١٫ ٠٨۴۵ ٠٫ ١۶۵٣ −٠٫ ۶۴١٧ −٠٫ ١٨۴١
−۴٫ ۴٧٨٧ −١٫ ۵٠١٠ ١٫ ٧١١۶ ٠٫ ٢٨٣۵ −١٫ ٠٢٣٣ −٠٫ ٣٣۶۶
٢٫ ۶٢٧٣ ١٫ ٣٣٩٢ −١٫ ١۴۴١ −٠٫ ٢۵٠٧ ٠٫ ٧٢۶٢ −٠٫ ٠١٣۵


Error = ٠, Iteration = ١



٣٢ کنترل نظریه�ی در تخصیص و معکوس ویژه مقدار مسأله�ی .٣

می�شوند. همگرا صفر تعادل نقطه به ورودی بردار مؤلفه�های :٣.٣ شکل



٣٣ A محاسبه برای ساختاری فرمول یک .٣.٣

می�شوند. همگرا صفر تعادل نقطه به حالت بردار مؤلفه�های :۴.٣ شکل

A محاسبه برای ساختاری فرمول یک ٣.٣

حل قابل معکوس ویژه مقدار مسأله�ی آنگاه باشد، کامل رتبه Y − SX ماتریس اگر ،(٢.٣) قضیه به توجع با

در ، i = ١, . . . , p ، xi و yi بردار�های ٢p که است این Y − SX بودن کامل رتبه برای کافی شرط یک است.

. rank([X,Y ]) = ٢p یا باشند خطی مستقل Rn



٣۴ کنترل نظریه�ی در تخصیص و معکوس ویژه مقدار مسأله�ی .٣

[٢١] می�دهد: A ماتریس محاسبه برای ساختاری فرمول یک زیر قضیه

مقدار مسأله آنگاه باشند، خطی مستقل xi و yi ، i = ١, . . . , p بردار�های مجموعه و p ≤ n
٢ اگر .۵.٣ قضیه

می�آید. بدست (۵١.٣) معادله وسیله به A نظر مورد ماتریس و است حل قابل معکوس ویژه

آنگاه باشد، p ≥ q اگر می�سازیم، زیر به�صورت Ad ∈ Rn×n بلوکی ماتریس یک برهان.

Ad = diag

{[
٠ −λ١λ٢
١ λ+ λ

]
, . . . ,

[
٠ −λ٢p−١λ٢p
٠ λ٢p−١ + λ٢p

]
, . . . , λ٢p+١, . . . , λn

}
(۴٨.٣)

اینصورت: غیر در

Ad = diag

{[
٠ −λ١λ٢
١ λ+ λ

]
, . . . ,

[
٠ −λ٢q−١λ٢q
٠ λ٢q−١ + λ٢q

]
, . . . , λ٢q+١, . . . , λn

}
(۴٩.٣)

است. λi و λi+١ با برابر ام i بلوک ویژه مقادیر آن در که

det(Ad١ − λI) = ٠

det
[
−λI λiλi+١
١ λi + λi+١

]
= ٠

− λiλ− λi+١λ+ λi+١ + λiλi+١ = ٠

(λ− λi)(λ− λi+١) = ٠

λ = λi, λ = λi+١

قرار یکسان بلوک در ،L مجموعه در اعداد از مزدوج جفت هر که فرض�کرد می�توان کلیت، از کاستن بدون

همواره مزدوج، مختلط عدد در جمع و ضرب (زیرا است. حقیقی Aj ماتریس تنظیم، این طبق درنتیجه بگیرند.

.σ(Aj) = L یعنی بود. خواهد L برابر Aj ماتریس ویژه�ی مقادیر طیف و می�باشد.) حقیقی عددی

بردار n − ٢p هستند. خطی مستقل {x١, y١, . . . , xp, yp} بردارهای مجموعه شد، فرض که همانطور

مجموعه�ی که به�طوری می�شود، یافت Rn در {z١, z٢, . . . , zn−٢p}

{x١, y١, . . . , xp, yp, z١, z٢, . . . , z(n−٢p)}

می�باشد. نامنفرد زیر فرم به ماتریس که است واضح باشند. خطی مستقل هنوز

T = [x١, y١, . . . , xp, yp, z١, z٢, . . . , z(n−٢p)] (۵٠.٣)

می�کنیم: تعریف زیر فرم به را، A مورد�نظر ماتریس حال

A = TAdT
−١ (۵١.٣)



٣۵ A محاسبه برای ساختاری فرمول یک .٣.٣

داریم: است Ad مشابه A چون

σ(A) = σ(Ad) = L. (۵٢.٣)

است. زیر برقرار شرایط که می�دهد نشان محاسبات

Axi − yi i = ١, . . . , p. (۵٣.٣)

است. حل قابل معکوس ویژه مقدار مسأله نتیجه در

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را S ماتریس i = ٢p+ ١, . . . , n، Zi انتخاب گرفتن درنظر بدون

S = diag

{[
λ٢ λ١
−١ −١

]
, . . . ,

[
λ٢p λ٢p−١
−١ −١

]
,١, . . . ,١

}
p ≥ q (۵۴.٣)

یا و

S = diag

{[
λ٢ λ١
−١ −١

]
, . . . ,

[
λ٢q λ٢q−١
−١ −١

]
,١, . . . ,١

}
q > p (۵۵.٣)

می�دهیم: قرار آنگاه

Ad = SΛS−١

A = TAdT
−١ = TSΛ(TS)−١

(۵۶.٣)

داریم: آن در که

S =

[
λ٢ λ١
−١ −١

]
, S−١ =

[
− ١

λ١−λ٢
− λ١

λ١−λ٢
١

λ١−λ٢
λ٢

λ١−λ٢

]
(۵٧.٣)

Ad = SΛS−١ =

[
٠ −λ١λ٢
١ λ١ + λ٢

]
(۵٨.٣)

ویژه�ی مقادیر که بیابید، به�گونه�ای را A ماتریس ، y =

[
٠
١

]
و x =

[
١
٢

]
خطی مستقل بردار دو برای .٣.٣ مثال

باشد. L = {١,٢} مجموعه آن

T =
[
x y

]
=

[
١ ٠
٢ ١

]
S =

[
λ٢ λ١
−١ −١

]
=

[
٢ ١
−١ −١

]



٣۶ کنترل نظریه�ی در تخصیص و معکوس ویژه مقدار مسأله�ی .٣

TS =

[
١ ٠
٢ ١

] [
٢ ١
−١ −١

]
=

[
٢ ١
٣ ١

]

(TS)−١ =

[
−١ ١
٣ −٢

]

A = TSΛ(TS)−١ =

[
٢ ١
٣ ١

] [
١ ٠
٠ ٢

] [
−١ ١
٣ −٢

]
=

[
۴ −٢
٣ −١

]

خروجی پس�خورد به�وسیله�ی ویژه مقادیر تخصیص برای پارامتری روش ۴.٣

حل به�وسیله�ی که �است، شده ارایه خروجی پس�خورد کنترل�گر محاسبه برای پارامتری روش یک بخش، این در

را ممکن کنترل�گرهای تمام که می�دهد نشان روش این واقع در می�آید. به�دست خطی غیر معادلات از مجموعه�ای

منحصر آورد. به�دست خطی، غیر معادلات از مجموعه�ای حل جهت مناسب افزارهای نرم از استفاده با می�توان

این در می�سازد. ممکن را دیگر شروط یا نرم کمترین با مناسب کنترل�گر انتخاب کنترل�گر، ماتریس نبودن به�فرد

عملیات وسیله�ی به سپس و آورده، به�دست را حالت پس�خورد کنترل�گر مفروض، پارامترهای وسیله�ی به روش

می�شود. محاسبه خروجی پس�خورد ماتریس مناسب تشابهی

حالت پس�خورد ماتریس وسیله�ی به ویژه مقادیر تخصیص ١.۴.٣

زمانی پیوسته سیستم حالت معادله

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (۵٩.٣)

می�شود: تعریف زیر به�صورت کنترل، قانون بالا، معادلات برای بگیرید، نظر در را

u(t) = Fx(t) (۶٠.٣)

داریم: را زیر معادله�ی برداری، همدم فرم به شده تبدیل سیستم حالت معادله��ی برای مشابه به�طور

ẋ(t) = Ãx(t) + B̃u(t) (۶١.٣)

معادله�ی حالت پس�خورد ماتریس F̃ آن در که می�کنیم، تعریف u(t) = F̃ x̃(t) صورت به را کنترل قانون

می�باشد. برداری همدم فرم به شده تبدیل سیستم

داشت: خواهیم (۵٩.٣) رابطه�ی در x̃(t) جایگذاری با

u(t) = F̃S−١T−١x(t), F = F̃S−١T−١ (۶٢.٣)



٣٧ خروجی پس�خورد به�وسیله�ی ویژه مقادیر تخصیص برای پارامتری روش .۴.٣

ماتریس می�برد، صفر به را Γ̃ = Ã + B̃F̃p بسته حلقه سیستم ویژه�ی مقادیر که حالتی پس�خورد ماتریس

می�کنیم: تعریف زیر فرم به و می�دهیم نشان F̃p با و می�نامیم اولیه حالت پس�خورد

F̃p = −B−١
٠ G٠ (۶٣.٣)

می�شود: محاسبه زیر صورت به استاندارد، سیستم اولیه�ی حالت پس�خورد ماتریس لذا

Fp = F̃pS
−١T−١ = −B−١

٠ G٠S
−١T−١ (۶۴.٣)

یعنی برداری همدم سیستم بسته حلقه ماتریس ویژه�ی مقادیر فوق، فرم به F̃p تعریف با داد نشان می�توان

هستند. صفر همگی Γ̃ = Ã+ B̃F̃p

Γ̃ = Ã+ B̃F̃p

=

[
G٠

In−m , On−m,m

]
+

[
B٠
٠

]
(−B−١

٠ G٠)

=

[
G٠

In−m , On−m,m

]
−

[
G٠
٠

]
=

[
٠

I ٠

]
⇒ eig(Ã+ B̃F̃p) = ٠

نیز Γ = A+BF یعنی استاندارد، سیستم بسته�ی حلقه ماتریس ویژه مقادیر که گفت می�توان Fp تعریف با

است: زیر به�صورت بودن متشابه دلیل برابرند. هم با آن�ها ویژه مقادیر لذا اند، متشابه Γ̃ و Γ زیرا است صفر

Γ̃ = Ã+ B̃F̃p

= S−١T−١ATS + S−١T−١BFTS = (TS)−١(A+BF )TS

= (TS)−١Γ(TS)

ماتریس ویژه�ی مقادیر که گونه�ای به است، F حالت پس�خورد ماتریس یافتن سیستم، یک کنترل از هدف

مقادیر طیف به موسوم ،L = {λ١, λ٢, . . . , λn} شده تعریف پیش از مجموعه در ،Γ = A + BF بسته حلقه

هستند. مختلط مزدوج زوج�های صورت به یا و حقیقی� ها λi که خاصیت این با باشند. ویژه

تعریف با سپس می�کنیم. تبدیل (B̃, Ã) برداری همدم فرم به (B,A) زوج ابتدا کار این جهت

F̃p = −B−١
٠ G٠ (۶۵.٣)
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زیر فرم به اولیه بسته حلقه ماتریس

Γ̃٠ = Ã+ B̃F̃p =

[
٠m×n

In−m ٠(n−m)×m

]
(۶۶.٣)

مجموع، ماتریس ویژه�ی مقادیر که است بدیهی کنیم. Dجمع = diag(λ٠, λ١, . . . , λn) قطری ماتریس با را

بود. خواهد D ماتریس ویژه مقادیر همان

Aλ = Γ̃٠ +D =



λ١ O

٠ . . .

١ . . .
. . .

O ١ ٠ λn


(۶٧.٣)

برداری همدم صورت به Aλ بطوریکه دهیم، انجام Aλ روی را نظیر سطری و ستونی تشابهی عملیات اگر حال

می�شود: تبدیل Ãλ

Ãλ =

[
Gλ

In−m , ٠(n−m)×m

]
(۶٨.٣)

است. L مجموعه همان Ãλ ویژه مقادیر لذا می�باشد، Aλ متشابه Ãλ که است واضح

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را حالت پس�خورد ماتریس حال

F̃ = B−١
٠ (−G٠ +Gλ) = −B−١

٠ G٠ +B−١
٠ Gλ = F̃p + F̃λ (۶٩.٣)

است: Ãλ ماتریس با برابر Γ̃ = Ã+ B̃F̃ بسته حلقه ماتریس فوق، تعریف با داد نشان می�توان

Γ̃c = Ã+ B̃F̃

=

[
G٠

In−m , On−m,m

]
+

[
B٠
٠

]
(B−١

٠ (−G٠ +Gλ))

=

[
Gλ

In−m , ٠(n−m)×m

]
= Ãλ

Γ = A+BF بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر لذا داریم. را F = F̃S−١T−١ = F̃T −١ رابطه�ی همچنین

قرار میان در یکی صورت به ،D قطری ماتریس در مزدوج مختلط زوج�های می�گیرند. قرار L مجموعه در نیز

آید.[١۵] به�دست حقیقی Gλ و شوند آسانتر تبدیلات تا می�گیرند



٣٩ خروجی پس�خورد به�وسیله�ی ویژه مقادیر تخصیص برای پارامتری روش .۴.٣

مسأله طرح ٢.۴.٣

در را زیر خروجی و حالت معادله�ی توسط شده تعریف مشاهده�پذیر و کنترل�پذیر زمان، از مستقل خطی سیستم

بگیرید: نظر

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (٧٠.٣)

y(t) = Cx(t) (٧١.٣)

به C ∈ Rr×n و B ∈ Rn×m ، A ∈ Rn×n، ورودی بردار u(t) ∈ Rm و حالت بردار x(t) ∈ Rn آن در که

rankC = r ، rankB = m می�کنیم فرض همچنین و هستند. خروجی و ورودی باز، حلقه ماتریس�های ترتیب

،K خروجی پس�خورد کنترل�گر ماتریس طراحی با ویژه مقادیر تخصیص هدف، .r ≤ n و m ≤ n ، mr ≥ n ،

زیر معادله�ی برای است. مطلوب ویژه�ی مقادیر با بسته حلقه سیستم تولید برای

u(t) = Ky(t) (٧٢.٣)

بسته�ی حلقه ماتریس که می�شود انتخاب طوری (m× r) ابعاد با کنترل�گر ماتریس K کنید فرض

ẋ(t) = (A+BKC)x(t) = Γcx(t) (٧٣.٣)

باشد. L = {λ١, λ٢, . . . , λn} ویژه�ی مقادیر دارای

داریم: حالت پس�خورد با ویژه مقدار تخصیص در

u(t) = Fx(t) (٧۴.٣)

است: زیر صورت به بسته� حلقه سیستم و

ẋ(t) = (A+BF )x(t) = Γcx(t) (٧۵.٣)

قرار L = {λ١, λ٢, . . . , λn} مجموعه توسط شده تعیین پیش از ویژه�ی مقادیر طیف در Γc ویژه�ی مقادیر که

داریم (٧۵.٣) و (٧٣.٣) معادله�های مقایسه�ی از دارند.

F = KC (٧۶.٣)
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به�دست C ماتریس معکوس روی از Kرا ماتریس توان نمی است، ماتریسمستطیلی یک C که این به توجه با

حالت پس�خورد ماتریس روی از Kرا ماتریس بتوان آن�ها کمک به تا می�شود ارائه راه�کارهایی بخش، این در آورد.

آورد. دست به� پارامتری

می�گیریم: نظر در را (B̃, Ã) برداری همدم فرم ابتدا

Ã =

[
G٠

In−m , On−m,m

]
B̃ =

[
B٠

On−m,m

]
(٧٧.٣)

ماتریس یک G٠ و واحد قطری عناصر با پذیر معکوس مثلثی بالا (m × m) ماتریس یک B٠ آن در که

می�گیریم: نظر در زیر صورت به را Ãλ ماتریس سپس است، (m× n)

Ãλ =

[
Gλ

In−m , On−m,m

]
(٧٨.٣)

است: زیر به�صورت (m× n) پارامتری درایه�های با ماتریس زیر یک Gλ آن، در که

Gλ =

g١١ . . . g١n
...

gm١ . . . gmn

 (٧٩.٣)

می�باشد. L = {λ١, λ٢, . . . , λn} در Ãλ ویژه�ی مقادیر و

می�گیریم: نظر در را بسته حلقه سیستم مشخصه جمله�ای چند ، gij میان رابطه�ی تعیین منظور به

Pn(λ) = det(Ãλ − λI) = (−١)n(λn + c١λ
n−١ + . . .+ cn) = ٠ (٨٠.٣)

نوشت: می�توان باشند، Ãλ ویژه مقادیر همان باید جمله�ای چند این ریشه�های اینکه به توجه با حال

Pn(λ) = (λ− λ١)(λ− λ٢) . . . (λ− λn) (٨١.٣)

زیر به�صورت را ،i = ١,٢, . . . , n برای ،ci ضرایب می�توان (٨١.٣) و (٨٠.٣) رابطه دادن قرار مساوی با

نمود: محاسبه
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c١ = −(λ١ + λ٢ + . . .+ λn)

c٢ = λ١λ٢ + λ٢λ٣ + . . .+ λn−١λn =
∑
i,j

λiλj

...

ck = (−١)k
∑

λiλj . . . λl

می�آید: به�دست زیر شرح به معادله n فوق، روابط و det(Ãλ − Iλ) محاسبه�ی با سپس

f١(g١١, . . . , gmn) = c١

f٢(g١١, . . . , gmn) = c٢
...

fn(g١١, . . . , gmn) = cn

امکان آزاد، پارامترهای بقیه�ی می�آید. به�دست اند، خطی غیر که مجهول (n×m) با معادله�ای n مجموعه یک

کرد انتخاب دلخواه صورت به را آن مجهول n(m − ١) باید حال می�دهند. ما به را زیادی جواب�های به رسیدن

کرد. محاسبه را دیگر مجهول n بتوان تا

در را Γ = A+BF بسته حلقه ماتریس ویژه مقادیر که را خطی غیر پارامتری حالت پس�خورد ماتریس حال

می�آید: به�دست زیر صورت به می�برد، Λ طیف همان

F = B−١
٠ (−G٠ +Gλ)T −١ (٨٢.٣)

پس�خورد ماتریس کردن پارامتری از خروجی پس�خورد ماتریس آوردن به�دست برای الگوریتم یک زیر قضیه�ی

می�دهد. ما به حالت

rm ≥ n شرط که حالتی در (A,C) پذیر مشاهده زوج همچنین و (A,B) کنترل�پذیر زوج برای .۶.٣ قضیه

[١۵] دارد. وجود خروجی پس�خورد ماتریس یک همواره باشد، برقرار

n همه�ی به�طوریکه دارد وجود F حالت پس�خورد ماتریس یک آنگاه باشند، کنترل�پذیر (A,B) جفت اگر برهان.

.الگوریتم�های [١٧] باشند L مثل دلخواه یکمجموعه�ی از می�توانند Γ = A+BF بسته حلقه سیستم ویژه�ی مقدار

دارد. وجود حالت پس�خورد ماتریس�های تعیین برای زیادی
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ویژه�ی nمقادیر همه�ی به�طوریکه دارد وجود K خروجی پس�خورد ماتریس یک مشاهده قابل سیستم یک برای

باشند. دلخواه مجموعه�ی در Γ = A+BKC بسته�ی حلقه سیستم

ماتریس�هایی معمولا C و K ،F که آنجایی از اگرچه می�شود. F = KC رابطه�ی به منجر این که است بدیهی

بیاید. به�دست C ماتریس معکوس از نمی�تواند K ماتریس هستند، مستطیلی

حال .FE = KCE نوشت می�توان که است بدیهی باشد، n×n یکه ماتریس E کنید فرض ترتیب، این به

ماتریس به تبدیل CE که گونه�ای به کنیم، ذخیره E در را آن�ها و دهیم انجام C ماتریس روی ستونی عملیات اگر

یعنی گردد، یکه بلوکی

CE = [Ir, O] (٨٣.٣)

شود انجام نیز F روی باید ستونی عملیات همان که است بدیهی آن�گاه

Fe = FE = KCE = K[Ir|٠] = [K|٠] (٨۴.٣)

⇒ [Fe١ |Fe٢ ] = [K|٠] (٨۵.٣)

می�آید. دست به K ماتریس دهیم قرار صفر مساوی را Fe٢ پارامترها مناسب انتخاب با بتوانیم چنانچه حال

[١۵]

می�شود. F حالت پس�خورد ماتریس از K کنترل�گر یافتن برای زیر الگوریتم ایجاد به منجر مطلب، این

الگوریتم

به�طوریکه ،( K خروجی پس�خورد ماتریس محاسبه�ی برای ، Gλ .(عناصر gij پارامترهای یافتن هدف:

باشد. L شده�ی تعیین پیش از مجموعه�ی در Γ بسته حلقه سیستم ویژه�ی مقادیر

L = {λ١, λ٢, . . . , λn} ویژه�ی مقادیر و (A,B,C) کنترل�پذیر و مشاهده�پذیر سیستم ماتریس�های ورودی:

است. بسته مختلط اعداد روی که

می�دهد. تخصیص را بسته حلقه سیستم ویژه�ی مقادیر که ، K خروجی پس�خورد ماتریس خروجی:

می�یابیم. را T و١− G٠ و B−١
٠ ابتدا :١ گام

تعیین را باشد Λ مجموعه�ی ویژه�ی مقادیر با برابر آن�ها ریشه�ی که مشخصه�ای چندجمله�ای ضرایب :٢ گام

کنید.

کنید. محاسبه را Pλ مشخصه�ی جمله�ای چند :٣ گام

به�دست مشخصه چندجمله�ای ضرایب دادن قرار معادل به�وسیله�ی را gij پارامترهای غیرخطی سیستم :۴ گام

آورید. به�دست ٣ و ٢ گام در آمده
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به�طوریکه C روی مقدماتی ستونی عملیات به�وسیله�ی را E ماتریس :۵ گام

CE = [Ir, Or,n−r]

داریم سپس کنید، مشخص را

FE = KCE = B−١
٠ (−G٠ +Gλ)T

−١E = [K,Or,n−r] (٨۶.٣)

حاصل�ضرب ستون (n−r) آخرین دادن قرار معادل به�وسیله�ی معادلات از m(n−r)مجموعه� بقیه�ی :۶ گام

بیابید. را صفر تا B−١
٠ (−G٠ +Gλ)T

−١

حل را نیوتن تکرار الگوریتم به�وسیله�ی خطی غیر معادلات مجموعه n + m(n − r) ≤ nm حال :٧ گام

کنید.

کنید. حساب را K و داده قرار Gλ در را پارامترها این :٨ گام

بگیرید: نظر در را خروجی پس�خورد با زیر مشاهده�پذیر و کنترل�پذیر سیستم .۴.٣ مثال

A =

−١ ٢ ٠
٠ −١ ٢
−٢ −٢ −٣

 B =

١ ١
١ −١
١ ١


شده فرض C ماتریس برای

C =

[
١ ٠ ٠
٠ ١ ٠

]

Ã =

−٢ ٠ ۵
٠ −٣ ٨
١ ٠ ٠

 B̃ =

١ ٠
٠ ١
٠ ٠



T −١ =

٠٫ ١٢۵ ٠٫ ۵ ٠٫ ٣٧۵
٠٫ ۵ −٠٫ ۵ ٠

٠٫ ١٢۵ ٠ −٠٫ ١٢۵


داریم: را زیر ماتریس�های به�وضوح

B−١
٠ =

[
١ ٠
٠ ١

]
G٠ =

[
−٢ ٠ −۵
٠ ٣ −٨

]
بدهیم. تخصیص بسته� حلقه سیستم به را L = { −٣−,٢−,١} ویژه�ی مقادیر می�خواهیم
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معادله�ي ،Gλ یافتن منظور به است. ۶ و ۶،١١ شده، داده ویژه�ی مقادیر با مشخصه جمله��ای چند ضرایب

می�آید: به�دست زیر صورت به Ãλ برداری همدم فرم مشخصه�ی

det(Ãλ − λI) =


g١١ − λ g١٢ g١٣ g١۴
g٢١ g٢٢ − λ g٢٣ g٢۴
١ ٠ −λ ٠
٠ ١ ٠ −λ

 = ٠

داریم: را زیر خطی غیر سیستم

− g١١ − g٢٢ = ۶

g١١g٢٢ − g١٢g٢١ − g١٣ = ١١

g١٣g٢٢ − g١٢g٢٣ = ۶

داریم: g١١ = −٢ ،g٢٢ = −۴ دادن قرار با

Gλ =

−٢ g١٢ −٣− g١٢g٢٣

g٢١ −۴ ۶+۴g١٢g٢٣
g١٢


داریم: g١٢ = −١٫ ٧۵ ،g٢٣ = −١٫ ١۴ دادن قرار با

F =

[
−٠٫ ٨٧۵ ٠٫ ٨٧۵ ٠
−٣٫ ۵ ٣٫ ۵ ٠

]

K =

[
−٠٫ ٨٧۵ ٠٫ ٨٧۵
−٣٫ ۵ ٣٫ ۵

]

روش�ها مقایسه�ی و نتیجه�گیری ۵.٣

اما می�کند، فراهم معکوس ویژه مقدار مسأله�ی حل و A ماتریس ساخت برای ساده روش یک (٣.٣) روش اگر�چه

یعنی یکسان، بلوک در مقدارویژه دو اگر همچنین دارد. نیاز
[
X Y

]
ماتریس برای ٢p رتبه به�فرض متأسفانه

بالایی حساسیت داده�ها آشفتگی به نسبت زیر، بلوکی ماتریس مقدارویژه آنگاه باشند، نزدیک به�هم خیلی ،λ١, λ٢
داریم: روش این در داشت. خواهد

Ad١ =

[
٠ −λ١λ٢
١ λ١ + λ٢

]
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فرض�کنید

diag{λ١, λ٢} = p−١Ad١p

آن در که

p =

[
λ٢ λ١
−١ −١

]
داریم: p ماتریس فروبنیوس شرطی عدد محاسبه�ی با حال

KF (p) =
٢+ |λ٢|١ + |λ٢|٢

|λ١ − λ١|
(٨٧.٣)

بود. خواهد بزرگ بسیار λ٢ و λ١ بودن نزدیک صورت در که

برای دلخواه، ویژه�ی مقادیر تخصیص در خروجی پس�خورد کنترل�گر برای کلی چوب چهار یک ،(۴.٣) روش در

واقع در که آمده�است به�دست پارامتری، برداری همدم فرم ساختار برپایه�ی مشاهده�پذیر، و کنترل�پذیر خطی سیستم�

باشد. می حالت پس�خورد ماتریس روی گسترش یک

از می�تواند همواره خروجی پس�خورد ماتریس که می�دهد نشان روش این

C =

[
١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠

]
محدودیتی هیچ و ندارد باز ماتریسحلقه ویژه�ی مقادیر از قبلی اطلاعات دانستن به نیاز همچنین شود. محاسبه

و می�دهد جواب به�خوبی (n ≤ کوچک(۵ های سیستم برای روش این نیست. ویژه مقادیر تعدد و نوع مکان، روی

پارامترهای بین رابطه�ی دلیل به روش این می�دهد. ارائه را آید به�دست است ممکن که پارامتری صورت�های همه�ی

انتخاب به توجه با که می�دهد نشان شده ارائه مثال�های است. حساس بسیار کوچک آشفتگی�های به خطی، غیر

باشد. نداشته وجود یا و قوی حساس، خیلی است ممکن کنترل�گر ویژه، مقادیر طیف

شده ارائه پایان�نامه اصلی روش که حالی در باشند، کامل رتبه باید C و B ماتریس�های (۴.٣) روش در

ابعاد در مخصوصا است، دشوار کمی خطی غیر سیستم ساخت همچنین ندارد. را شرط این (٢.٣) بخش در

روش که حالی در می�باشد پرهزینه بسیار بزرگ سیستم�های برای خطی غیر معادلات حل این �بر علاوه .(n×m)

ندارد. خطی غیر سیستم حل به نیاز پایان�نامه اصلی



۴ فصل

از استفاده با حالت پس�خورد ماتریس محاسبه
خروجی پس�خورد

معرفی ١.۴

بسیاری توجه مورد اخیر سال�های در پارامتری، حالت پس�خورد با خطی سیستم�های ویژه مقدار تخصیص مسئله�ی

مقاله�ی در شده بیان روش ٢٠٠٢ سال در ١ طهرانی و کرباسی مقاله�ی در .[١۵] است گرفته قرار محققین از

در حالت پس�خورد ماتریس سازی پارامتر برای جدید روش یک و یافته توسعه ١٩٩٣ سال در ٢ بل و کرباسی

برابر از می�تواند خطی غیر معادلات از سیستم یک که می�دهد نشان و است، شده معرفی ویژه مقادیر تخصیص

توسط شده ساخته چندجمله�ای با سیستم بسته حلقه ماتریس برداری همدم فرم مشخصه چندجمله�ای دادن قرار

پس�خورد ماتریس کردن پارامتری برای ایده همان [١۵] کرباسی مقاله�ی در بیابد. وجود به دلخواه، ویژه�ی مقادیر

در قبلا روش این است. شده پیشنهاد می�دهد، تخصیص بسته حلقه ماتریس به را دلخواه ویژه�ی مقادیر که خروجی

ماتریس از معینی شروط تحت را خروجی پس�خورد ماتریس آن در و است، شده بیان ٣ کاتایاما و ایچیکاوا مقاله�ی

است. محدود بسیار عمل در و دارد کاربرد خاصی حالات در فقط فرمول این می�آورند. دست به حالت پس�خورد

است. شده برداشته محدودیت�ها این کرباسی مقاله در

خروجی معادله�ی توسط شده تعریف مشاهده�پذیر و کنترل�پذیر زمان از مستقل خطی سیستم فصل، این در ما

می�گیریم: نظر در را زیر

x(i+ ١) = Ax(i) +Bu(i) (١.۴)
١Karbassi and Tehrani
٢Karbassi and Bell
٣Ichikawa and Katayama



۴٧ مسئله طرح .٢.۴

y(i) = Cx(i) (٢.۴)

،A ∈ Rn×n خروجی. بردار y(i) ∈ Rr و ورودی بردار u(i) ∈ Rm حالت، بردار x(i) ∈ Rn آن در که

می�کنیم فرض همچنین و هستند، خروجی و ورودی باز، حلقه ماتریس�های ترتیب به C ∈ Rr×n و B ∈ Rn×m

.r ≤ n و m ≤ n ،mr ≥ n ،rankC = r ،rankB = m

مقادیر با بسته حلقه سیستم یک تولید برای ،F حالت پس�خورد کنترل�گر ماتریس طراحی روش، این هدف

پس�خورد ماتریس ،[١۵] در شده بیان تشابهی تبدیلات از استفاده با ابتدا منظور، این به است. مطلوب ویژه�ی

با بسته حلقه ماتریس ماتریسی، معکوس ویژه مقدار روش از استفاده با سپس کرده فرمول�بندی را F حالت

در باشد. شده تعیین قبل از و دلخواه ویژه مقادیر دارای که مي�کنیم محاسبه ای گونه به را سیستم خروجی پس�خورد

این ترتیب، این به است. خطی غیر معادلات حذف آن نتیجه�ی و است یافته بهبود [١۵] در شده بیان روش واقع

عددی مثال یک و مراحل، ترتیب نمایش برای الگوریتم یک آخر در است. مفید بزرگ ابعاد با مسائل برای روش

است. گردیده ارائه روش این نتایج نمایش برای

مسئله طرح ٢.۴

در را (١.۴) خروجی و حالت معادله�ی توسط شده تعریف مشاهده�پذیر و کنترل�پذیر زمان از مستقل خطی سیستم

بگیرید: نظر

x(i+ ١) = Ax(i) +Bu(i)

y(i) = Cx(i)

مطلوب ویژه�ی مقادیر با بسته حلقه سیستم یک تولید برای ،F حالت پس�خورد کنترل�گر ماتریس یافتن هدف،

کنید فرض است.

u(i) = Ky(i) (٣.۴)

Γc بسته�ی حلقه ماتریس که می�شود، انتخاب طوری (m× r) ابعاد با K کنترل�گر ماتریس آن، در که

x(i+ ١) = (A+BKC)x(i) = Γcx(i) (۴.۴)

باشد. L = {λ١, λ٢, . . . , λn} ویژه�ی مقادیر دارای

بگیرید: نظر در زیر به�صورت را (B̃, Ã) برداری همدم فرم ابتدا



۴٨ خروجی پس�خورد از استفاده با حالت پس�خورد ماتریس محاسبه .۴

Ã =

[
G٠

In−m , On−m,m

]
B̃ =

[
B٠

On−m,m

]
(۵.۴)

ماتریس یک G٠ و واحد قطری عناصر با معکوس�پذیر و بالامثلثی (m × m) ماتریس یک B٠ آن در که

به�دست زیر صورت به حالت پس�خورد ماتریس است، شده داده نشان [١۵] در که همانطور است. (m × n)

می�آید:

F = B−١
٠ (−G٠ +Gλ)T −١ (۶.۴)

است: زیر ماتریس از (m× n) پارامتری ماتریس زیر یک Gλ آن، در که

Γ̃c =

[
Gλ

In−m , On−m,m

]
(٧.۴)

می�باشد. L = {λ١, λ٢, . . . , λn} در Γ̃c ویژه�ی مقادیر و

باشد. L شده تعیین پیش از ویژه�ی مقادیر دارای که کنیم، پیدا طوری را Γ̃c بسته�ی حلقه ماتریس باید حال

آورد. به�دست را Gλ ماتریس می�توان باشد، موجود Γ̃c اگر

را Γ̃c بسته�ی حلقه ماتریس یافتن برای معکوس ویژه�ی مقدار روش از استفاده چگونگی بعدی، بخش در

می�دهیم. توضیح

معکوس ویژه�ی مقدار ١.٢.۴

فرض با باشند، C̃ و B̃t پوچ فضای پایه�ی بردارهای از شده تشکیل ماتریس�های به�ترتیب V١ و U١ اگر حال

داریم: ، Γ̃c = Ã+ B̃KC̃

Γ̃cV١ = (Ã+ B̃KC̃)V١ = ÃV١ (٨.۴)

Ut
١Γ̃c = Ut

١(Ã+ B̃KC̃) = Ut
١Ã (٩.۴)

داشتن و Yr = ÃV١ و Yl = ÃtU١ ،Xr = V١ ،Xl = Uدادن١ قرار با �،(٣.٣) قضیه به توجه با حال

باشد. L مجموعه�ی آن ویژه�ی مقادیر طیف که یافت طوری را Γ̃ ماتریس می�توان ،L مجموعه�ی

الگوریتم ٢.٢.۴

F حالت پس�خورد ماتریس یافتن هدف:

کنید. وارد را L = {λ١, λ٢, . . . , λn} مجموعه�ی و B ،A ماتریس :١ گام

بیابید. را C̃ و T ، B̃ ،Ã ماتریس�های :٢ گام



۴٩ مسئله طرح .٢.۴

پوچ فضای سپس و Yl = ÃtXl و Yr = AXr و است Xr و Xl به�ترتیب، که C̃ و B̃t پوچ فضای :٣ گام

بیابید. را (λiXl − Yl) و (λiXr − Yr)

کنید. محاسبه را Γ̃c = Tdiag{λ−١
١ , . . . , λ−١

n }T−١ و Tماتریس سپس و yi xiو بردارهای :۴ گام

آورید. به�دست را Gλ ماتریس :۵ گام

کنید. محاسبه (۶.۴) رابطه�ی از را حالت پس�خورد ماتریس :۶ گام

تعیین طوری را F پس�خورد ماتریس می�خواهیم بگیرید، نظر در را زیر مشاهده�پذیر و کنترل�پذیر سیستم .١.۴ مثال

شود. داده تخصیص حلقه�بسته ماتریس به L = {−٠٫ ٣,٠,٠٫ ١} مقادیر که کنیم

A =

٨ ٩ ٢
٩ ۶ ۵
١ ٠ ٩

 B =

٧ ٠
٩ ٨
۶ ٩

 C =

[
١ ٢ ٠
٠ ١ ٠

]

Ã =

٣۵٫ ٧٢ ٧٣٫ ٢٢ −۵۴۵٫ ٧
٠ −١٢٫ ٧٢ ٩١٫ ٢۴
١ ٠ ٠



B̃ =

١ ١٫ ٧٧
٠ ١
٠ ٠

 C̃ =

[
−٠٫ ۴۴ ١٫ ٠٨ −٠٫ ٩٣
−٠٫ ٣۵ ٠٫ ۵٠ −٠٫ ٣٣

]

Xl =

٠٠
١

 Xr =

١٠
٠

 Yl =

١٠
٠

 Yr =

٣۵٫ ٧٢٠٠٠
١



S١
v =

٠ −٠٫ ٠٢٧٨
١ ٠
٠ ٠٫ ٩٩٩۶

 S٢
v =

٠ −٠٫ ٠٢٨٠
١ ٠
٠ ٠٫ ٩٩٩۶

 S٣
v =

٠ −٠٫ ٠٢٨١
١ ٠
٠ ٠٫ ٩٩٩۶



S١
u =

٠ −٠٫ ٢٨٧٣
١ ٠
٠ ٠٫ ٩۵٧٨

 S٢
u =

٠ ٠
١ ٠
٠ ١

 S٣
u =

٠ ٠٫ ٠٩٩۵
١ ٠
٠ ٠٫ ٩٩۵٠


x =

[
−٠٫ ۶١۴٧ −٠٫ ٧۵۴١ ٠٫ ٣٩٣٣
−٠٫ ١٠۵۵ −٠٫ ۵۴۴۵ ١.٢٣٣۵

]
y =

[
٠٫ ٩۴۴٣ ٠٫ ٨٠٨١ ٠٫ ۴۵٠۵
٠٫ ۴۵٨٣ ٠٫ ١۴٢٨ ٠٫ ٩٣٠۴

]

T =

 ٠٫ ٠٣٠٣ ٠ ٠٫ ١٢٢٧
−٠٫ ۶١۴٧ −٠٫ ٧۵۴١ ٠٫ ٣٩٣٣
−٠٫ ١٠١٠ −٠٫ ۵۴۴۵ ١٫ ٢٢٧۴


Γ̃ =

 ٠٫ ٩۴٨٢ ٠٫ ٠٧٩٧ −٠٫ ١١٠٣
−١١٫ ٩٠٢٩ −١٫ ١۴٨٢ ١٫ ۵٩٠٢

١ ٠ ٠





۵٠ خروجی پس�خورد از استفاده با حالت پس�خورد ماتریس محاسبه .۴

F =

[
٠٫ ١۴ ٠٫ ۵٢ −۴٫ ٧١
−٠٫ ٠٢ −٠٫ ٠۶ ٠٫ ۶٢

]

می�شوند. همگرا صفر تعادل نقطه به ورودی بردار مؤلفه�های :١.۴ شکل

می�شوند. همگرا صفر تعادل نقطه به حالت بردار مؤلفه�های :٢.۴ شکل



۵ فصل

توسیع�یافته سیستم�های ویژه مقادیر تخصیص

معرفی ١.۵

کاربرد می�کند. توصیف را فیزیکی سیستم یک خطی، سیستم�های دیگر مدل�های از بیش توسیع�یافته، سیستم�های

می�توان ... و اقتصاد شیمی، الکتریکی، مدار شبکه رباتیک، مانند متفاوتی زمینه�های در را توسیع�یافته سیستم�های

از تعدادی توسط ١٩٨١ سال از توسیع�یافته، های سیستم در ويژه مقدار تخصیص مبحث در اولیه کارهای یافت.

قابل تلاش�های اخیر سال�های در شد. آغاز ... و ١٩٨۴ سال در ٢ آرمنتانو ،١٩٨١ سال در ١ کوب مانند محققان

گرفته صورت یافته توسیع سیستم�های ستبری مطالعه�ی و پایداری تکنیک�های توسعه پایداری، آنالیز برای ملاحظه�ای

توسیع�یافته سیستم�های در ستبر ویژه مقدار تخصیص یک ٢٠٠۴ سال در ٣ لیو و لم دان، مثال، عنوان به است.

ماتریس ٢٠١٠ در ۴ آراجو مقاله در کردند، بررسی را ویژه ساختار تخصیص روش اساس بر خروجی، پس�خورد با

شرطی، ثابت مجموعه�ی یک و شده کنترل ثابت مجموعه�ی یک به�وسیله�ی چندوجهی شده�ی کنترل و ثابت پس�خورد

می�شود. ساخته اصلی سیستم از متشکل افزوده سیستم یک تعریف به�وسیله�ی همچنین و

می�گیریم: نظر در را زیر مشاهده�پذیر و کنترل�پذیر توسیع�یافته سیستم فصل، این در

Eẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (١.۵)

y(t) = Cx(t) (٢.۵)

فرض با هستند. خروجی و ورودی حالت، بردار به�ترتیب y(t) ∈ Rr u(t)و ∈ Rm ،x(t) ∈ Rn آن در که

منفرد همواره و مربعی ماتریسی E ∈ Rn×n و حقیقی ماتریس�های B ∈ Rn×m Aو ∈ Rn×n ،١ ≤ m ≤ n

١Cobb
٢Armentano
٣Duan,Lam and Liu
۴Araujo



۵٢ توسیع�یافته سیستم�های ویژه مقادیر تخصیص .۵

می�باشد.

ماتریس به�طوریکه است، K خروجی پس�خورد ماتریس یافتن جهت جدید روش یک ارائه�ی فصل، این هدف

خروجی پس�خورد از استفاده با ابتدا منظور این به باشد. شده تعیین پیش از مقادیر دارای سیستم(۵.١) بسته حلقه

و مفید خیلی می�تواند مشتق خروجی پس�خورد می�کنیم. تبدیل استاندارد سیستم به را یافته توسیع سیستم مشتق،

وجود عملی برنامه�های برخی به�علاوه باشد. ضروری نظر مورد عملکرد یک به رسیدن برای موارد برخی در حتی

در نمونه برای می�رسند. جواب به آسانتر حالت پس�خورد به�جای مشتق خروجی پس�خورد از استفاده با که دارند

. ... و فرود ارابه قطعات ارتعاش کنترل پل، طناب ارتعاش کنترل ماشین، چرخ توقف سیستم کنترل

خروجی پس�خورد از بعد ما که یافته، توسیع سیستم تبدیل در گزاره�ای و مشتق خروجی پس�خورد از استفاده

حالت دو فصل این در ترتیب، این به می�کند. حذف را A ماتریس بودن کامل رتبه شرط پرداخته�ایم، آن به مشتق،

است کامل رتبه A ماتریس آن در که یافته توسیع سیستم اول حالت شده�است. بررسی یافته توسیع سیستم از

استاندارد سیستم به توجه با نهایت در نیست. کامل رتبه A ماتریس آن در که یافته توسیع سیستم دوم حالت و

می�شود. محاسبه خروجی پس�خورد ماتریس ماتریسی، معکوس ویژه�ی مقدار روش و آمده به�دست

مشتق خروجی پس�خورد ٢.۵

می�شود. ارائه توسیع�یافته خطی سیستم� برای مشتق خروجی پس�خورد از استفاده با کنترل طرح بخش، این در

سیستم یک به را توسیع�یافته سیستم سپس و می�کنیم تعریف مشتق خروجی پس�خورد �صورت به را ورودی ابتدا

می�کنیم. تبدیل خروجی، پس�خورد با استاندارد

می�گیریم: نظر در را (١.۵) مشاهده�پذیر و پذیر کنترل توسیع�یافته�ی خطی سیستم

Eẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t)

،١ ≤ m ≤ n فرض با هستند. E ∈ Rn×n ،y(t) ∈ Rr ،u(t) ∈ Rm ،x(t) ∈ Rn به�طوریکه

می�باشند. B ∈ Rn×m و A ∈ Rn×n

می�کنیم: فرض

(A) rank[A] = n

(B) rank[E|B] = n

(C) rank[B] = m

می�کنیم: تعریف زیر فرم به را کنترل قانون حال



۵٣ مشتق خروجی پس�خورد .٢.۵

u(t) = KCẋ(t) (٣.۵)

است. خروجی پس�خورد ماتریس K آن در که

به�طوریکه: دارد وجود K آنگاه باشد، برقرار (B) فرض پیش اگر که است مشخص

rank[E −BKC] = n

زیر استاندارد معادله ،(١.۵) سیستم در شده تعریف کنترل قانون جایگذاری با و فوق رابطه در صادق K برای

می�آید: به�دست

Eẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

Eẋ(t) = Ax(t) +BKCẋ(t)

(E −BKC)ẋ(t) = Ax(t)

ẋ(t) = (E −BKC)−١Ax(t) (۴.۵)

آنگاه بگیرید. نظر در λ١, λ٢, . . . , λn ویژه�ی مقادیر و rank(Z) = n با را Z ∈ Rn×n ماتریس .١.۵ لم

.λ−١
١ , λ−١

٢ , . . . , λ−١
n با برابرند Z−١ مقادیرویژه�ی

به�طوریکه: دارد وجود ν ویژه�ی بردار یک ،Z از λ ∈ {λ١, λ٢, . . . , λn} ویژه�ی مقدار هر برای برهان.

Zν = λν

داریم: بنابراین ،λ ̸= ٠ پس rank(Z) = n که شده فرض

ν = Z−١λν → λ−١ν = Z−١ν

است. Z−١ ویژه�ی مقدار یک λ−١ بنابراین

(١.۵) لم از آنگاه بگیرید، نظر در Z ماتریس ویژه�ی مقدار یک را λ = a+ jb .١.۵ ملاحظه

λ−١ = (a+ jb)−١ =
a

a٢ + b٢
− j

b

a٢ + b٢



۵۴ توسیع�یافته سیستم�های ویژه مقادیر تخصیص .۵

هرویتز Z اگر پس هم�علامتند. λ−و١ λ حقیقی قسمت که کنید توجه بنابراین است. Z−١ ویژه�ی مقدار یک

است. هرویتز نیز Z−١ آنگاه باشد)، صفر آن ویژه�ی مقادیر تمامی حقیقی باشد(قسمت

دادن قرار با .١.۵ قضیه

An = A−١E, Bn = −A−١B, u(t) = KCxn(t). (۵.۵)

داشت: خواهیم را زیر سیستم

ẋn(t) = Anxn(t) +Bnun(t) (۶.۵)

y(t) = Cxn(t) (٧.۵)

{λ−١
١ , . . . , λ−١

n } مجموعه که خروجی خورد پس K و باشند پذیر کنترل (An, Bn) زوج می�کنیم فرض

آن�گاه می�دهد. تخصیص (۶.۵) بسته حلقه سیستم به را ،i = ١,٢, . . . , n برای λi ̸= ٠ و λi ∈ C به�طوریکه

هستند. (۶.۵) کنترل�پذیر سیستم بسته�ی حلقه ماتریس ویژه�ی مقادیر {λ١, . . . , λn} مجموعه ،Kپس�خورد برای

با (۶.۵) سیستم که دارد وجود K حالت پس�خورد آنگاه باشند، پذیر کنترل (An, Bn) زوج کنید فرض برهان.

داریم (۵.۵) از بماند، باقی پذیر کنترل (٧.۵) خروجی پس�خورد

ẋn(t) = Anxn(t) +Bnu(t)

ẋn(t) = A−١Exn(t)−A−١BKCẋn(t)

ẋn(t) = A−١(E −BKC)xn(t) (٨.۵)

این بنابراین هستند. (E−BKC)−١A از ای ویژه مقادیر λ١, . . . , λn می�شود نتیجه (١.۵) لم و (٨.۵) از

می�باشد. (٣.۵) مشتق حالت پس�خورد و (١.۵) سیستم بسته�ی حلقه ماتریس ویژه مقادیر ویژه، مقادیر

گزاره�ای و مشتق خروجی پس�خورد ٣.۵

ارائه توسیع�یافته خطی سیستم� برای گزاره�ای و مشتق خروجی پس�خورد از استفاده با کنترل طرح بخش، این در

سپس و می�کنیم تعریف گزاره�ای و مشتق خروجی پس�خورد از مجموعی به�صورت را ورودی بردار ابتدا می�شود.

می�کنیم. تبدیل خروجی پس�خورد با معمولی سیستم یک به را توسیع�یافته سیستم

بگیرید: نظر در را (١.۵) مشاهده�پذیر و کنترل�پذیر خطی توسیع�یافته�ی سیستم



۵۵ گزاره�ای و مشتق خروجی پس�خورد .٣.۵

Eẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t)

،١ ≤ m ≤ n فرض با هستند. E ∈ Rn×n و y(t) ∈ Rr ،u(t) ∈ Rm ،x(t) ∈ Rn به�طوریکه

می�باشند. B ∈ Rn×m و A ∈ Rn×n

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را گزاره�ای و مشتق خروجی پس�خورد کنترل حال

u(t) = KCẋ(t) +K ′Cx(t) (٩.۵)

بسته�ی حلقه سیستم به را پایدار و صفر غیر ویژه�ی مقادیر که است، خروجی پس�خورد ماتریس K ′ آن در که

سیستم

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (١٠.۵)

u(t) = K ′x(t) (١١.۵)

مقادیر که �طوری� به است، K خروجی پس�خورد ماتریس آوردن دست به برنامه، هدف پس می�دهد. اختصاص

انتخاب L = λ١, λ٢, . . . , λn شده�ی داده� مجموعه�ی از ،(١.۵) شده�ی کنترل سیستم بسته�ی حلقه ماتریس ویژه�ی

شود.

شرط که است این در مشتق خروجی پس�خورد به نسبت گزاره�ای و مشتق خروجی پس�خورد از استفاده مزیت

داریم: را زیر مفروضات ترتیب این به می�شود، حذف A ماتریس بودن کامل رتبه

(A) rank[E|B] = n

(B) rank[B] = m

: که دارند وجود C و K آنگاه باشد برقرار (A) فرض پیش اگر که است بدیهی .٢.۵ ملاحظه

rank[E −BKC] = n (١٢.۵)

خطی سیستم صورت به می�تواند را (١.۵) سیستم که می�گیریم نتیجه (٩.۵) از (١٢.۵) در صادق K برای

شود: بازنویسی زیر استاندارد



۵۶ توسیع�یافته سیستم�های ویژه مقادیر تخصیص .۵

Eẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

Eẋ(t) = Ax(t) +BKCẋ(t) +BK ′Cx(t)

(E −BKC)ẋ(t) = (A+BK ′C)x(t)

ẋ(t) = (E −BKC)−١(A+BK ′C)x(t) (١٣.۵)

می�کنیم: تعریف را زیر ماتریس�های .٢.۵ قضیه

An = (A+BK ′C)−١E, Bn = −(A+BK ′C)−١B (١۴.۵)

un(t) = KCxn(t) (١۵.۵)

λ−١
١ , λ−١

٢ , . . . , λ−١
n مجموعه که باشد حالتی Kپس�خورد فرضکنید هستند، کنترل�پذیر (An, Bn) زوج آن در که و

باشند زیر بسته�ی حلقه سیستم قطب�های

ẋn(t) = Anxn(t) +Bnun(t) (١۶.۵)

yn(t) = Cxn(t) (١٧.۵)

λ١, λ٢, . . . , λn مجموعه�ی K پس�خورد برای آنگاه ،i = ١,٢, . . . , n برای λi ̸= ٠ و λi ∈ C که به�طوری

شرط همچنین و هستند (٣.۵) گزاره�ای و مشتق خروجی پس�خورد با (١.۵) کنترل�پذیر سیستم از قطب�هایی

است. برقرار (١٢.۵)

با (١۶.۵) سیستم که دارد Kوجود خروجی پس�خورد آنگاه باشند، پذیر کنترل (An, Bn) زوج کنید فرض برهان.

.λ−١
١ , λ−١

٢ , . . . , λ−١
n با برابرند ویژه مقادیر (١۶.۵) فرضتوسط طبق بماند. باقی پذیر کنترل (١۵.۵) خروجی پس�خورد

داریم (١۶.۵) و (١۴.۵) از حال

ẋn(t) = (A+BK ′C)−١Exn(t)− (A+BK ′C)−١BKCxn(t)

= (A+BK ′C)−١(E −BKC)xn(t) (١٨.۵)

هستند. (E−BKC)(A+BK ′C)−١ از ای ویژه مقادیر λ١, . . . , λn می�شود نتیجه (١.۵) لم (١٨.۵)و از

می�باشد. (٣.۵) مشتق خروجی پس�خورد و (١.۵) سیستم از قطب�هایی قطب�ها، این بنابراین

می�باشد. [۵] و [١] در شده پیشنهاد روش�های از تعمیمی نتایج این



۵٧ گزاره�ای و مشتق خروجی پس�خورد .٣.۵

معکوس ویژه�ی مقدار ١.٣.۵

به�ترتیب که V١ و U١ ماتریس و Ã = An + BnKC بسته�ی حلقه سیستم معادله�ی گرفتن نظر در با حال

(١۴.۵) و (۵.۵) فرمول�های همچنین هستند C و Bt
n پوچ فضای پایه�ی بردارهای از آمده به�دست ماتریس�های

داریم:

ÃV١ = (An +BnKC)V١ = AnV١ (١٩.۵)

Ut
١Ã = Ut

١(An +BnKC) = Ut
١An (٢٠.۵)

مسأله�ی Yr = AnV١ و Yl = At
nU١ ، Yl = V١ ، Xl = U١ دادن قرار با �(٣.٣) قضیه به توجه با

مجموعه�ی آن ویژه�ی مقادیر به�طوریکه ، Ã ماتریس یافتن برای معکوس مقدارویژه�ی مسأله�ی به قطبی تخصیص

توسیع سیستم به L = {λ١, λ٢, . . . , λn}،ترتیب این به می�شود. تبدیل باشد، L′ = {λ−١
١ , λ−١

٢ , . . . , λ−١
n }

می�شود. داده تخصیص (١.۵) یافته�ی

می�آید به�دست زیر معادله از K خروجی پس�خورد ماتریس آنگاه باشد موجود Ã اگر

K = B†
n(Ã−An)C

† (٢١.۵)

هستند. C Bnو مور-پنروز معکوس به�ترتیب C† †Bو
n آن در که

rank(Bn)+ rank(C) ≥ و باشند کامل رتبه C و Bn اینکه فرض با و می�رسد جواب به عموما روش این

داشت. خواهیم L مجموعه�ی برای ،١ احتمال با جواب یک rank(An)

بود. خواهد صفر روش خطای باشند، پذیر معکوس CوBn ماتریس�های که حالتی در .٣.۵ ملاحظه

الگوریتم ٢.٣.۵

سیستم برای الگوریتم این آورده�ایم. را گام چهار شامل شده ارائه روش برای ساده الگوریتم یک بخش، این در

می�باشد. استفاده قابل نباشد، کامل رتبه که حالتی در هم و باشد کامل رتبه Aماتریس که حالتی در هم یافته، توسیع

را آن شده، گفته قضایای به توجه با نه، یا است کامل رتبه نظر مورد سیستم در A ماتریس اینکه به توجه با ابتدا

می�کنیم. استفاده زیر الگوریتم از و کرده تبدیل C و Bn ، An ماتریس�های شامل استاندارد سیستم به

یافته توسیع سیستم ویژه�ی مقدار تخصیص هدف:

کنید. وارد را λ١, . . . , λn مقادیرویژه�ی و Cو BوA ماتریس اول: گام

λ−١
١ , λ−١

٢ , . . . , λ−١
n مجموعه�ی Cو Bnو Anو ماتریس�های ،Aماتریس بودن کامل رتبه به توجه با دوم: گام

کنید. محاسبه را



۵٨ توسیع�یافته سیستم�های ویژه مقادیر تخصیص .۵

Yr = AnXr و Yl = At
nXl سپس یافته را Xr و Xl نام�های با ترتیب به C و Bt

n پوچ فضای سوم: گام

کنید. محاسبه را (λiXr − Yr) و (λiXl − Yl) پوچ فضای بیابید. را

Ã = Tdiag{λ−١
١ , . . . , λ−١

n }T−١ و Tماتریس سپس بیابید. تکرار روش از را y xو بردارهای چهارم: گام

فرمول از را K همچنین

K = B†
n(Ã−An)C

† (٢٢.۵)

کنید. محاسبه

بگیرید. نظر در را زیر زمانی پیوسته خطی یافته توسیع سیستم .١.۵ مثال

[
٠ ١
٠ ٠

] [
ẋ١(t)
ẋ٢(t)

]
=

[
١ ٠
٠ ١

] [
x١(t)
x٢(t)

]
+

[
١ ٢
−١ ٠

]
u(t)

y(t) =

[
٢ ٣
٠ −١

]
x(t)

سیستم و آورده دست به را Bn و An مقادیر ، (١.۵) قضیه به توجه با u(t) = KCẋ(t) گرفتن نظر در با

از استفاده با L−١ = {−٠٫ ۵,−١} گرفتن نظر در با سپس می�کنیم؛ بازنویسی استاندارد فرم به را توسیع�یافته

می�آوریم دست به را K خروجی پس�خورد ماتریس ماتریسی، معکوس ويژه مقدار روش

An =

[
٠ ١
٠ ٠

]
Bn =

[
−١ −٢
١ ٠

]
C =

[
١ −٢
٠ ٣

]

Su =

[
١ ٠
٠ ١

]
Sv =

[
١ ٠
٠ ١

]
x =

[
١٫ ٧١۶٢ −٠٫ ٣٠۶١
−٠٫ ٨٧۴٠ ١٫ ٩٨۴۴

]
y =

[
٠٫ ۶٣٢۴ ٠٫ ٢٧٨۵
٠٫ ٠٩٧۵ ٠٫ ۵۴۶٩

]

T =

[
١٫ ٧١۶٢ −٠٫ ٣٠۶١
−٠٫ ٨٧۴٠ ١٫ ٩٨۴۴

]
Ã =

[
−١٫ ٠۴٢۶ −٠٫ ٠٨٣٧
٠٫ ٢٧۶٣ −٠٫ ۴۵٧۴

]
K =

[
٠٫ ٢٧۶٣ ٠٫ ٠٣١٨
٠٫ ٣٨٣١ ٠٫ ۵١٢٣

]



۵٩ گزاره�ای و مشتق خروجی پس�خورد .٣.۵

می�شوند. همگرا صفر تعادل نقطه به ورودی بردار مؤلفه�های :١.۵ شکل

می�شوند. همگرا صفر تعادل نقطه به حالت بردار مؤلفه�های :٢.۵ شکل

بگیرید. نظر در را زیر زمانی پیوسته خطی یافته توسیع سیستم .٢.۵ مثال

[
٠ ١
٠ ٠

] [
ẋ١(t)
ẋ٢(t)

]
=

[
١ ٠
٠ ١

] [
x١(t)
x٢(t)

]
+

[
٠
١

]
u(t)

y(t) =
[
٢ ٣

]
x(t)

رتبه Aماتریس چون دهیم، تخصیص بسته حلقه سیستم به را L = {−١+٢i,−١−٢i} مقادیر می�خواهیم

استاندارد فرم به را توسیع�یافته سیستم و آورده دست به را Bn و An مقادیر ، (٢.۵) قضیه به توجه با نیست، کامل

مقدار روش از استفاده با L−١ = {−٠٫ ۴ − ٠٫ ٢i,−٠٫ ۴ + ٠٫ ٢i} گرفتن نظر در با سپس می�کنیم؛ بازنویسی

می�آوریم دست به را K خروجی پس�خورد ماتریس ماتریسی، معکوس ويژه



۶٠ توسیع�یافته سیستم�های ویژه مقادیر تخصیص .۵

An =

[
٠ ١
٠ ٠٫ ۵− ٠٫ ۵i

]
Bn =

[
٠

٠٫ ۵− ٠٫ ۵i

]
C =

[
٢ ٣

]
Xl =

[
٠٫ ٧٠٧١+ ٠٫ ٧٠٧١i

٠

]
Xr =

[
٠٫ ٨٣٢١
−٠٫ ۵۵۴٧

]
Yl =

[
٠

٠٫ ٧٠٧١+ ٠٫ ٧٠٧١i

]
Yr =

[
−٠٫ ۵۵۴٧

−٠٫ ٢٧٧۴+ ٠٫ ٢٧٧۴i

]
S١
v =

[
٠٫ ٣۵٢۴+ ٠٫ ٨١١۴i
−٠٫ ٠۴١٠− ٠٫ ۴۶۴۵i

]
S٢
v =

[
٠٫ ٩١۵۶− ٠٫ ٠١٩۵i
−٠٫ ٠٩٧۴+ ٠٫ ٣٨٩۶i

]
S١
u =

[
−٠٫ ٩٠۵٨+ ٠٫ ١١٣۴i
٠٫ ٣٣٩۶− ٠٫ ٢٢۶۵i

]
S٢
u =

[
−٠٫ ٧۵٣۵+ ٠٫ ۵١۵٣i
٠٫ ۴٠۴۵− ٠٫ ٠۵۵۴i

]
T =

[
٠٫ ٠١٣٢− ٠٫ ٧٠٢١i ٠
٠٫ ١٣۵٢+ ٠٫ ٢٨٣۵i ٠

]
Ã =

[
−٠٫ ٨ −١
٠٫ ٢ ٠

]
K =

[
−٠٫ ٢+ ٠٫ ٠٣٠٨i

]

می�شود. همگرا صفر تعادل نقطه به ورودی بردار مؤلفه :٣.۵ شکل



۶١ گزاره�ای و مشتق خروجی پس�خورد .٣.۵

می�شوند. همگرا صفر تعادل نقطه به حالت بردار مؤلفه�های :۴.۵ شکل



۶ فصل

با سیستم�های مقادیر�ویژه تخصیص
تأخیر�زمانی

معرفی ١.۶

به�عنوان و می�دهد، رخ ... و محاسبات نقل، و حمل اندازه�گیری، در معمولا دینامیکی، سیستم�های در زمانی تأخیر

در زمانی تأخیر می�توان مهندسی، مباحث در می�آید. حساب به سیستم ضعیف عملکرد و ثباتی بی اصلی منبع

اخیر سال�های در دلیل همین به دید. محاسبات در یا و نقل و حمل اندازه�گیری، در را دینامیکی های سیستم

است. شده انجام دینامیکی، رفتار صحیح پیش�بینی برای زمینه، این در زیادی تحقیق و مطالعه

از بعد شد. انجام ١٩۶٣ سال در ١ کورزویل توسط زمانی تاخیر با سیستم�های کنترل زمینه در تحقیقات اولین

آن از پس و کرد ارائه را زمانی تأخیر با سیستم�های برای حالت افزوده�ی بردار روش ،١٩۶۵ سال در ٢ کوپک آن

شرایط مثال، عنوان به کردند. استفاده زمانی تأخیر با سیستم�های کنترل برای کوپک ایده�ی از محققان از شماری

سیرموس مقاله�ي و ١٩٨٩ سال در ۴ لانگمن و کابامبا مقاله�ی در شد، بیان ٣ یانگ و دینگ توسط جدید پایداری

توسط پس�خورد ماتریس یافتن در ستبری بررسی است. شده ارائه ویژه مقدار تخصیص جهت تکنیک�هایی ۵ لویز و

تعیین و ثبات ٢٠١٢ در ٨ دانگ و وی مقاله�ی شد. انجام ٢٠١٠ در ٧ چو و لین چن، هو، و ٢٠٠١ در ۶ پارک

است. کرده بررسی را زمانی تاخیر با خطی غیر و خطی گسسته سیستم�های خروجی پس�خورد

١Kurzweil
٢Koepcke
٣Ding and Yang
۴Kabamba and Longman
۵Syrmos and Lewis
۶Park
٧Ho, Chen, Lin and Chou
٨Wei and Dong



۶٣ حالت بردار روی زمانی تأخیر با سیستم� .٢.۶

زمانی تأخیر با سیستم�های اول دسته�ی می�شوند، تقسیم دسته سه به زمانی تأخیر با زمانی، گسسته� سیستم�های

بردار روی زمانی تأخیر با سیستم دوم دسته�ی است. شده بررسی کامل طور به [١٩] در ورودی،که بردار روی

ماتریس ساخت روش، این از هدف است. حالت و ورودی بردار روی زمانی تأخیر با سیستم� سوم دسته�ی و حالت

حلقه سیستم طوری�که به است، زمانی تأخیر با سیستم نوع سه هر برای افزوده سیستم�های برای خروجی پس�خورد

باشد. پایداری ناحیه�ی در ویژه� مقادیر دارای بسته

حالت بردار روی زمانی تأخیر با سیستم� ٢.۶

می�گیریم: نظر در را زیر حالت بردار روی زمانی تأخیر با پذیر کنترل سیستم بخش، این در

x(i+ ١) = A٠x(i) +
r∑

j=١
Ajx(i− j) +Bu(i) (١.۶)

y(i) = C٠x(i) +
r∑

j=١
Cjx(i− j) (٢.۶)

A٠, Aj ∈ ، خروجی y(t)بردار ∈ Rr و ورودی بردار u(t) ∈ Rm،حالت بردار x(t) ∈ Rn به�طوریکه

هستند. ورودی و حالت ماتریس به�ترتیب B ∈ Rn×m و A ∈ Rn×n ،١ ≤ m ≤ n فرض با .Rn×n

دارای (١.۶) سیستم بسته حلقه ماتریس به�طوریکه Kاست خروجی پس�خورد ماتریس یافتن فصل، این هدف

روی زمانی تأخیر با سیستم افزوده، حالت بردار از استفاده با ابتدا منظور این به باشد. شده تعیین پیش از مقادیر

ویژه�ی مقدار روش و آمده به�دست سیستم به توجه با نهایت در می�کنیم. تبدیل استاندارد سیستم به را حالت بردار

می�شود. محاسبه خروجی پس�خورد ماتریس ماتریسی، معکوس

می�کنیم: تعریف زیر فرم به را افزوده حالت بردار حال

x١(i+ ١) =


x(i+ ١)
x(i)
...

x
(
i− (r − ١)

)
 (٣.۶)

می�آید: به�دست زیر استاندارد معادله ،(١.۶) سیستم در (٣.۶) جایگذاری با

x١(i+ ١) = Āx١(k) + B̄u(k) (۴.۶)

y(i) = C̄x١(i) (۵.۶)



۶۴ تأخیر�زمانی با سیستم�های مقادیر�ویژه تخصیص .۶

آن در که

Ā =


A٠ A١ . . . Ar

In ٠
... . . . ...
٠ . . . In ٠



B̄ =

B...
٠


C̄ =

[
C٠ C١ . . . Cr

]
محاسبه ای به�گونه را K خروجی پس�خورد ماتریس می�توان C̄ B̄و Āو مقادیر دادن قرار با حال می�باشد.

فضای در شده تعیین پیش از و صفر غیر ویژه�ی مقادیر دارای (Ā + B̄KC̄) بسته حلقه ماتریس که می�نماییم

باشد. پایداری

ورودی بردار روی تأخیر با سیستم ٣.۶

می�گیریم: نظر در را زیر ورودی بردار روی زمانی تأخیر با پذیر کنترل سیستم بخش، این در

x(i+ ١) = Ax(i) +
l∑

ν=١
Bνu(i− ν) (۶.۶)

y(i) = Cx(i) (٧.۶)

Bν ∈ Rn×m و A ∈ Rn×n ،١ ≤ m ≤ n فرض با .u(t) ∈ Rm و y(t) ∈ Rr و x(t) ∈ Rn آن در که

.m = n می�کنیم فرض همچنین هستند، ورودی و حالت ماتریس به�ترتیب

مقادیر دارای (١.۶) سیستم بسته حلقه ماتریس به�طوریکه است K خروجی پس�خورد ماتریس یافتن هدف،

بردار روی زمانی تأخیر با سیستم افزوده، حالت بردار از استفاده با ابتدا منظور این به باشد. شده تعیین پیش از

ویژه�ی مقدار روش و آمده به�دست سیستم به توجه با نهایت در می�کنیم. تبدیل استاندارد سیستم به را ورودی

می�شود. محاسبه خروجی پس�خورد ماتریس ماتریسی، معکوس

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را افزوده حالت بردار حال

x١(i+ ١) =


x(i+ ١)
u(i)
...

u
(
i− (l − ١)

)
 (٨.۶)



۶۵ ورودی و حالت بردار روی تأخیر با سیستم .۴.۶

می�آید: به�دست زیر استاندارد معادله ، (١.۶) سیستم در (٨.۶) جایگذاری با

x١(i) = Āx١(k) + B̄u(k) (٩.۶)

y(i) = C̄x١(i) (١٠.۶)

آن در که

Ā =


A٠ B١ B٢ . . . Bl−١ Bl

٠ . . . ٠
In

... . . . ...
٠ In ٠



B̄ =


B٠
Im
٠
...
٠


C̄ =

[
C ٠ . . . ٠

]
که می�نماییم محاسبه ای به�گونه را K خروجی پس�خورد ماتریس می�توان C̄ ، B̄ ، Ā مقادیر دادن قرار با حال

باشد. پایداری فضای در شده تعیین پیش از و صفر غیر ویژه�ی مقادیر دارای (Ā+ B̄KC̄) بسته حلقه ماتریس

ورودی و حالت بردار روی تأخیر با سیستم ۴.۶

می�گیریم: نظر در را زیر ورودی و حالت بردار روی زمانی تأخیر با پذیر کنترل سیستم بخش، این در

x(i+ ١) = A٠x(i) +
r∑

j=١
Ajx(i− j) +

l∑
ν=١

Bνu(i− ν) (١١.۶)

y(i) = C٠x(i) +
r∑

j=١
Cjx(i− j) (١٢.۶)

فرض با خروجی. y(t)بردار ∈ Rr و ورودی بردار u(t) ∈ Rn،حالت بردار x(t) ∈ Rn به�طوریکه

فرض همچنین هستند. ورودی و حالت ماتریس به�ترتیب Bν ∈ Rn×m و ،A٠, Aj ∈ Rn×n ١ ≤ m ≤ n

.m = n می�کنیم



۶۶ تأخیر�زمانی با سیستم�های مقادیر�ویژه تخصیص .۶

مقادیر دارای (١.۶) سیستم بسته حلقه ماتریس به�طوریکه است K خروجی پس�خورد ماتریس یافتن هدف،

بردار روی زمانی تأخیر با سیستم افزوده، حالت بردار از استفاده با ابتدا منظور این به باشد. شده تعیین پیش از

مقدار روش و آمده به�دست سیستم به توجه با نهایت در می�کنیم. تبدیل استاندارد سیستم به را ورودی و حالت

می�شود. محاسبه خروجی پس�خورد ماتریسی،ماتریس معکوس ویژه�ی

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را افزوده حالت بردار حال

x١(i+ ١) =



x(i+ ١)
x(i)
...

x
(
i− (r − ١)

)
u(i)
...

u
(
i− (l − ١)

)


(١٣.۶)

می�آید: به�دست زیر استاندارد ،معادله (١.۶) سیستم در (١٣.۶) جایگذاری با

x١(i+ ١) = Āx١(k) + B̄u(k) (١۴.۶)

y(i) = C̄x١(i) (١۵.۶)

آن در که

Ā =



A٠ A١ . . . Ar−١ Ar B١ B٢ . . . Bl−١ Bl

In ٠ . . . ٠
٠ In ٠

. . .
In

٠ . . . ٠
In

. . .
In

٠ . . . ٠





۶٧ ورودی و حالت بردار روی تأخیر با سیستم .۴.۶

B̄ =



B٠
٠
...
٠
Im
٠
...
٠


C̄ =

[
C٠ C١ . . . Cr

]
که می�نماییم محاسبه ای به�گونه را K خروجی پس�خورد ماتریس می�توان C̄ ، B̄ ، Ā مقادیر دادن قرار با اکنون

باشد. پایداری فضای در شده تعیین پیش از و صفر غیر ویژه�ی مقادیر دارای (Ā+ B̄KC̄) بسته حلقه ماتریس

معکوس مقدار�ویژه�ی ١.۴.۶

به�دست ماتریس�های به�ترتیب V١که U١و ماتریس و Ã = (Ā+B̄KC̄) معادله�ی گرفتن نظر در فصل،با این در

که معکوس ویژه مقدار مسئله�ی به قطبی، تخصیص مسئله�ی است، C̄ و B̄t پوچ فضای پایه�ی بردارهای از آمده

داریم می�شود. تبدیل است، Ã ماتریس یافتن هدف آن در

ÃV١ = (Ā+ B̄KC̄)V١ = ĀV١ (١۶.۶)

Ut
١Ã = Ut

١(Ā+ B̄KC̄) = Ut
١Ā (١٧.۶)

و Yr = ĀV١ و Yl = ĀtU١ ، Xr = V١ ، Xl = U١ دادن قرار با �(٣.٣) قضیه به توجه با حال

کرد. محاسبه را Ã ماتریس می�توان ، (Yl − λiXl) و (Yr − λiXr) ماتریس�های پوچ فضای محاسبه�ی

می�آید: به�دست زیر معادله از K خروجی پس�خورد ماتریس آنگاه باشد موجود Ã اگر

K = B̄†(Ã− Ā)C̄† (١٨.۶)

فرض با و می�رسد جواب به عموما روش هستند.این C̄ B̄و مور-پنروز معکوس به�ترتیب C̄† †B̄و آن در که

مجموعه�ی برای ،١ احتمال با جواب یک rank(B̄)+rank(C̄) ≥ rank(Ā) و باشند کامل رتبه C و B اینکه

بود. خواهد صفر روش خطای باشند، معکوس�پذیر C̄ و B̄ ماتریس�های که صورتی در داشت. خواهیم L



۶٨ تأخیر�زمانی با سیستم�های مقادیر�ویژه تخصیص .۶

الگوریتم ٢.۴.۶

برای استفاده قابل الگوریتم این آورده�ایم. را گام چهار شامل شده ارائه روش برای ساده الگوریتم یک بخش، این در

بردار روی تأخیر و ورودی بردار روی تأخیر حالت، بردار روی تأخیر یعنی زمانی تأخیر با سیستم حالت سه هر

ماتریس آنها همه�ی در و شد بررسی متفاوت بخش�های در حالت سه این اینکه به توجه با می�باشد. ورودی و حالت

به توجه با ابتدا می�باشد؛ یکسان اسامی دارای ولی متفاوت استاندارد، سیستم به تبدیل برای شده ایجاد افزوده

مناسب،آن ی افزوده ماتریس�های با است، زمانی باتأخیر سیستم نوع کدام جزو شده داده نظر مورد سیستم اینکه

می�کنیم. استفاده زیر الگوریتم از و کرده تبدیل C̄ و B̄ ، Ā ماتریس�های شامل استاندارد سیستم به را

زمانی. تاخیر با سیستم در K خروجی پس�خورد ماتریس یافتن هدف:

کنید. وارد را λ١, . . . , λn′ مقادیرویژه�ی و Cو BوA ماتریس اول: گام

است، ورودی) و (حالت هردو یا و ورودی حالت، بردار روی زمانی تأخیر با سیستم اینکه به توجه با دوم: گام

کنید. محاسبه را C̄وB̄وĀ ماتریس

را Yr = ĀXr و Yl = ĀtXl سپس یافته را Xr و Xl نام�های با ترتیب به C̄ و B̄t پوچ فضای سوم: گام

کنید. محاسبه را (λiXr − Yr) و (λiXl − Yl) پوچ فضای بیابید.

Ã = Tdiag{λ−١
١ , . . . , λ−١

n }T−١ ماتریسTو سپس بیابید. تکرار روش از را y xو بردارهای چهارم: گام

فرمول از را K همچنین

K = B̄†(Ã− Ā)C̄† (١٩.۶)

کنید. محاسبه

بگیرید. نظر در را زیر زمانی تأخیر با گسسته خطی سیستم .١.۶ مثال

x(i+ ١) =

١ ٠ ١
٠ −١ ١
٠ ٠ ٢

x(i) +

 ٢ ٠ ١
−١ ٢ −٣
٠ ٣ ۴

x(i− ١) +

٠ ١
١ ٠
٠ ٢

u(i)

y(i) =

[
١ ٠ −١
٠ ٢ −٣

]
x(i) +

[
١ −۴ ٠
١ ٠ ۵

]
x(i− ١)

داریم: دهیم، تخصیص بسته حلقه سیستم به را L = {−٠٫ ٠٫−,٣ ١,٠,٠٫ ١,٠٫ ٣,٠٫ ۵} مقادیر می�خواهیم

Ā =



١ ٠ ١ ٢ ٠ ١
٠ −١ ١ −١ ٢ −٣
٠ ٠ ٢ ٠ ٣ ۴
١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠

 B̄ =



٠ ١
١ ٠
٠ ٢
٠ ٠
٠ ٠
٠ ٠

 C̄ =

[
١ ٠ −١ ١ −۴ ٠
٠ ٢ −٣ ١ ٠ ۵

]



۶٩ ورودی و حالت بردار روی تأخیر با سیستم .۴.۶

Xl =



٠٫ ٨٩۴۴ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

−٠٫ ۴۴٧٢ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١

 Xr =



−٠٫ ٢۵١٧ ٠٫ ٢٣۵٣ −٠٫ ٩٠٨٧ ٠٫ ٠۴٠٨
−٠٫ ۴۴١۴ ٠٫ ١١٧٧ ٠٫ ١٧۶٩ ٠٫ ٨٠٩۴
٠٫ ۶٣۶٩ ٠٫ ١۴۶٩ −٠٫ ١۵۵١ ٠٫ ۵۴٠۵
٠٫ ١۵١٧ ٠٫ ٩٠٩۵ ٠٫ ٢٣٩٨ −٠٫ ١۵٣٠
−٠٫ ١٨۴٢ ٠٫ ٢۴٩۵ −٠٫ ١٢٨۵ −٠٫ ١۶٣٢
٠٫ ۵٢٨۴ −٠٫ ١۴٠٨ −٠٫ ٢١١٨ ٠٫ ٠٣١١



Yl =



٠٫ ٨٩۴۴ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١

١٫ ٧٨٨٩ ٠ ٠ ٠
−١٫ ٣۴١۶ ٠ ٠ ٠
−٠٫ ٨٩۴۴ ٠ ٠ ٠

 Yr =



١٫ ٢١٧١ ٢٫ ٠۶٠٣ −٠٫ ٧٩۶٠ ٠٫ ٣٠۶۵
−١٫ ٠٢۶٩ ٠٫ ٠۴١٢ −٠٫ ١٩٣۴ −٠٫ ۵٣۵٧
٢٫ ٨٣۴٧ ٠٫ ۴٧٨٩ −١٫ ۵۴٢۶ ٠٫ ٧١۶١
−٠٫ ٢۵١٧ ٠٫ ٢٣۵٣ −٠٫ ٩٠٨٧ ٠٫ ٠۴٠٨
−٠٫ ۴۴١۴ ٠٫ ١١٧٧ ٠٫ ١٧۶٩ ٠٫ ٨٠٩۴
٠٫ ۶٣۶٩ ٠٫ ١۴۶٩ −٠٫ ١۵۵١ ٠٫ ۵۴٠۵



S١
u =



٠٫ ٠٣٠٩ ٠٫ ٢١٠٨
−٠٫ ١٢٩١ ٠٫ ١٨٣۴
٠٫ ٢۵۴٩ ٠٫ ٠۶٧٣
−٠٫ ١٠٣٠ −٠٫ ٧٠٢۵
٠٫ ۴٣٠٣ −٠٫ ۶١١٢
−٠٫ ٨۴٩۵ −٠٫ ٢٢۴۴

 S٢
u =



٠٫ ٠۴١٣ ٠٫ ٠۵۴٨
−٠٫ ٠٠٧٨ ٠٫ ٠٨١١
٠٫ ٠٩٠٢ −٠٫ ٠١٨١
−٠٫ ۴١٣١ −٠٫ ۵۴٧٩
٠٫ ٠٧٧٧ −٠٫ ٨١٠۶
−٠٫ ٩٠١٩ ٠٫ ١٨١٢

 S٣
u =



−٠٫ ٠۶٣۵ −٠٫ ٠١٣۶
−٠٫ ٠۴٩٩ −٠٫ ٠۶۶٩
−٠٫ ٠۵٨١ ٠٫ ٠٧٢٣
−٠٫ ۶٣۴٩ −٠٫ ١٣۶١
−٠٫ ۴٩٩١ −٠٫ ۶۶٩۵
−٠٫ ۵٨١٣ ٠٫ ٧٢٣۵



S۴
u =



−٠٫ ٠۶٣۵ −٠٫ ٠١٣۶
−٠٫ ٠۴٩٩ −٠٫ ٠۶۶٩
−٠٫ ٠۵٨١ ٠٫ ٠٧٢٣
−٠٫ ۶٣۴٩ −٠٫ ١٣۶١
−٠٫ ۴٩٩١ −٠٫ ۶۶٩۵
−٠٫ ۵٨١٣ ٠٫ ٧٢٣۵

 S۵
u =



−٠٫ ١۵۴٧ ٠٫ ٠٩٢۴
−٠٫ ٢۴١٣ −٠٫ ٠٣۵٧
٠٫ ٠٢١١ ٠٫ ٢۶٩٨
−٠٫ ۵١۵۵ ٠٫ ٣٠٧٩
−٠٫ ٨٠۴٢ −٠٫ ١١٨٩
٠٫ ٠٧٠٢ ٠٫ ٨٩٩٢

 S۶
u =



−٠٫ ١١٩١ ٠٫ ٢۴۵٩
−٠٫ ٣٣۶١ ٠٫ ١٧٧١
٠٫ ٢٧٠٠ ٠٫ ٣٢٨٩
−٠٫ ٢٣٨١ ٠٫ ۴٩١٩
−٠٫ ۶٧٢١ ٠٫ ٣۵۴١
٠٫ ۵٣٩٩ ٠٫ ۶۵٧٨



S١
v =



−٠٫ ٠۶٩۴ ٠٫ ٠٠٧٢
−٠٫ ٧۵٣٨ ٠٫ ١٠٨٣
−٠٫ ٢٠٣٣ −٠٫ ٢۴١٠
٠٫ ۶١٨٣ ٠٫ ١۴١٩
٠٫ ٠١٧٣ −٠٫ ٣٢٩۴
−٠٫ ٠۵۴٧ ٠٫ ٨٩۵٣

 S٢
v =



٠٫ ٠٠۶١ −٠٫ ٠٠٣۵
−٠٫ ٧٧۵١ ٠٫ ٠٣۶۵
−٠٫ ٢١٩٩ −٠٫ ٢٣٨۴
٠٫ ۵۴٨٨ ٠٫ ١٧٣٣
−٠٫ ١٢۴٢ −٠٫ ٣۵٨۴
−٠٫ ١٨۵٠ ٠٫ ٨٨۵٠

 S٣
v =



٠٫ ٠۶٢٣ −٠٫ ٠٠٩۵
−٠٫ ٧۵٢٢ −٠٫ ٠٣١٠
−٠٫ ٢٢١١ −٠٫ ٢٣٢۵
٠٫ ۴٧٩٨ ٠٫ ١٨٨٣
−٠٫ ٢۴١۵ −٠٫ ۴٠٧٢
−٠٫ ٣٠۴٨ ٠٫ ٨۶٢٣



S۴
v =



٠٫ ٠۶٢٣ −٠٫ ٠٠٩۵
−٠٫ ٧۵٢٢ −٠٫ ٠٣١٠
−٠٫ ٢٢١١ −٠٫ ٢٣٢۵
٠٫ ۴٧٩٨ ٠٫ ١٨٨٣
−٠٫ ٢۴١۵ −٠٫ ۴٠٧٢
−٠٫ ٣٠۴٨ ٠٫ ٨۶٢٣

 S۵
v =



٠٫ ١٠٣٠ −٠٫ ٠١۶٢
−٠٫ ٧٠٣٩ −٠٫ ٠٩۶١
−٠٫ ٢١٣۶ −٠٫ ٢٢١۵
٠٫ ۴١۶٠ ٠٫ ١٩٠٣
−٠٫ ٣٢١١ −٠٫ ۴۶٩٨
−٠٫ ۴١۴٩ ٠٫ ٨٢٧٣

 S۶
v =



٠٫ ١٣٣٨ −٠٫ ٠٢٨۵
−٠٫ ۶۴٢٨ −٠٫ ١۵٧٣
−٠٫ ٢٠۵٠ −٠٫ ٢٠٢٨
٠٫ ٣۶٢٧ ٠٫ ١٧٧۵
−٠٫ ٣۶۵٠ −٠٫ ۵٣٩٣
−٠٫ ۵١١٩ ٠٫ ٧٨١۶


x =

[
−٠٫ ٠۴۴٨ ٠ ٠ ٠ ۴٫ ٣٣٩۵ −۵٫ ١۴٠٠
−٢٫ ٨۴۵۶ ٠ ٠ ٠ −٢٫ ۵٩٠٧ ۶٫ ١١۶٠

]
y =

[
٠٫ ٣۶۶٧ ٠ ٠ ٠ ٠٫ ١۵۵۶ ٠٫ ١١٨٨
−٠٫ ۴٠٧١ ٠ ٠ ٠ −٠٫ ٢١٨۶ ٠٫ ٠۶۴۴

]



٧٠ تأخیر�زمانی با سیستم�های مقادیر�ویژه تخصیص .۶

Ã =



−١٫ ۵٧٠٢ ١٫ ۴٩٩٨ ٠٫ ٧١١٠ ٠٫ ۴٢۴٨ −٠٫ ٣٢٢٩ −٠٫ ٢٠٨٧
٠٫ ٣٣۴٧ ٠٫ ۶۴٨٢ ٠٫ ١٢٢٨ ١٫ ٩٢۶۴ −١٫ ۴۵١٨ −٠٫ ٩۵٧١
−۵٫ ١۴٠۴ ٢٫ ٩٩٩۵ ١٫ ۴٢٢٠ −٣٫ ١۵٠۵ ٢٫ ٣۵۴٢ ١٫ ۵٨٢٧

١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠


K =

[
٠٫ ٨۶٠١ ٠٫ ۴٠٠٧
−٠٫ ١١٧٣ −٠٫ ٠٨۴٢

]
error = ٠٫ ٠٩, iteration = ٣٢

می�شوند. همگرا صفر تعادل نقطه به ورودی بردار مؤلفه�های :١.۶ شکل



٧١ ورودی و حالت بردار روی تأخیر با سیستم .۴.۶

می�شوند. همگرا صفر تعادل نقطه به حالت بردار مؤلفه�های :٢.۶ شکل



٧ فصل

مدل دوبعدی سیستم�های مقادیر�ویژه تخصیص
راسر

معرفی ١.٧

زیادی مندان علاقه گذشته سال�های در معمول، پارامتر یک جای به زمانی پارامتر دو با بعدی، دو خطی سیستم

تبدیل و پردازش مانند، مهندسی مختلف زمینه�های در را بعدی دو سیستم�های کاربرد است. کرده جلب خود به را

توسط بعدی دو حالت فضای تئوری دید. می�توان ... و آب جریان حرارت حرارتی، های فرآیند تصویر، داده�های

مباحثی مثل بعدی دو سیستم�های به مربوط ویژگی چندین مدل این پایه�ی بر شد. معرفی ١٩٧۵ سال در راسر١
کانگ٣ ،١٩٧٩ ١٩٧٨و سال�های در ایسینگ٢ توسط بودن دسترس قابل و مشاهده�پذیری کنترل�پذیری،� همچون

است. شده بررسی ١٩٧٧ سال در مورف۴ ١٩٨٠و سال در
کاسمیدو۶ و ١٩٨٠ و ١٩٧٩ سال در پاراسکوپولوس۵ توسط بعدی، دو سیستم�های ویژه�ی مقدار تخصیص

سیستم�های ویژه مقادیر تخصیص ،١٩٨٣ سال در کازورک٧ مقاله�ی در گرفت. قرار بررسی مورد ١٩٨٠ سال در

فرم با بعدی، دو سیستم�های از خاص گروه یک برای بعدی دو

A =

[
A١١ A١٢
٠ A٢٢

]
مقاله در بیشتر الگوریتم�های است. شده آورده جواب یک وجود برای لازم شروط از مجموعه یک و حل

١Roesser
٢Eising
٣Kung et.al
۴Morf et.al
۵Paraskevopoulos
۶Paraskevopoulos and Kosmidou
٧Kaczorek



٧٣ مسأله طرح .٢.٧

،١٩٨۶ در چو١٠ مقاله در است. شده ارائه ١٩٨۵ در کازورک٩ در یافته بهبود شرط یک و ١٩٨۴ در مرزیوس٨

است. شده پیشنهاد بعدی دو سیستم قطبی تخصیص برای پایدار عددی الگوریتم یک

مسأله طرح ٢.٧

بگیرید: نظر در را زیر راسر بعدی دو استاندارد مدل

[
xh(i+ ١, j)
xν(i, j + ١)

]
= A

[
xh(i, j)
xν(i, j)

]
+Bui,j (١.٧)

y(i, j) = C

[
xh(i, j)
xν(i, j)

]
(٢.٧)

A =

[
A١ A٢
A٣ A۴

]
B =

[
B١
B٢

]
C =

[
C١ C٢

]
(٣.٧)

و هستند عمودی و افقی حالت بردارهای xν(i, j) ∈ Rn٢ و xh(i, j) ∈ Rn١، i, j ∈ Z+ آن در که

و B١ ∈ Rn١ ، A۴ ∈ Rn٢×n٢ ،A١ ∈ Rn١×n١ خروجی، بردار yi,j ∈ Rr ورودی، بردار ui,j ∈ Rm

[٢۴] هستند. مناسب ابعاد با ثابت ماتریس�هایی B٢ ∈ Rn٢

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را (١.٧) سیستم برای خروجی پس�خورد قانون حال

u(i, j) = Ky(i, j) (۴.٧)

دو سیستم و (۴.٧) کنترل قانون از استفاده با می�باشد. خروجی پس�خورد ماتریس K ∈ Rm×r آن در که

می�آید: دست به زیر بسته�ی حلقه سیستم ،(١.٧) راسر مدل بعدی

[
xh(i+ ١, j)
xν(i, j + ١)

]
= (A+BKC)

[
xh(i, j)
xν(i, j)

]
(۵.٧)

به (A + BKC) بسته حلقه سیستم به�طوریکه است K خروجی پس�خورد ماتریس یافتن بخش، این هدف

باشد. پایدار مجانبی طور

خروجی، پس�خورد ماتریس طراحی برای معکوس ویژه�ی مقدار مسئله�ی از استفاده چگونگی بعدی، بخش در

توضیح را باشد شده تعیین پیش از و دلخواه ویژه�ی مقادیر دارای (A+BKC) بسته حلقه ماتریس که طوری به

می�دهیم.
٨Mertzios
٩Kaczorek

١٠Chu



٧۴ راسر مدل دوبعدی سیستم�های مقادیر�ویژه تخصیص .٧

معکوس ویژه� مقدار ١.٢.٧

به�ترتیب که V١ و U١ ماتریس و Ã = (A + BKC) ی بسته حلقه سیستم معادله�ی گرفتن نظر در با حال

داریم: است، C و Bt پوچ فضای پایه�ی بردارهای از آمده به�دست ماتریس�های

ÃV١ = (A+BKC)V١ = AV١ (۶.٧)

Ut
١Ã = Ut

١(A+BKC) = Ut
١A (٧.٧)

مسأله�ی Yr = AV١ و Yl = AtU١ ،Xr = V١ ،Xl = U١ دادن قرار با �(٣.٣) قضیه به توجه با

مجموعه�ی آن مقادیر�ویژه�ی به�طوریکه ،Ã ماتریس یافتن برای معکوس مقدارویژه�ی مسأله�ی به قطبی تخصیص

می�شود. تبدیل باشد، L = {λ١, λ٢, . . . , λn}

می�آید: به�دست زیر معادله از K خروجی پس�خورد ماتریس آنگاه باشد، موجود Ã اگر

K = B†(Ã−A)C† (٨.٧)

هستند. C Bو مور-پنروز معکوس به�ترتیب C† †Bو آن در که

rank(B)+rank(C) ≥ rank(A) و کامل رتبه C Bو اینکه فرض با و می�رسد جواب به عموما روش این

داشت. خواهیم L مجموعه�ی برای ،١ احتمال با جواب یک باشند،

بود. خواهد صفر روش خطای باشند، پذیر معکوس CوB ماتریس که حالتی در .١.٧ ملاحظه

الگوریتم ٢.٢.٧

راسر مدل به توجه با ابتدا آورده�ایم. را گام چهار شامل شده ارائه روش برای ساده الگوریتم یک بخش، این در

الگوریتم از و کرده تبدیل C و B ، A ماتریس�های شامل استاندارد سیستم به را آن بعدی، دو سیستم�های برای

می�کنیم. استفاده زیر

راسر. مدل بعدی دو سیستم� K خروجی پس�خورد ماتریس یافتن هدف:

کنید. وارد را λ١, . . . , λn مقادیرویژه�ی و C٢ و C١ ، B٢ ، B١ ، A۴ ، A٣ ، A٢ ، A١ اول:ماتریس�های گام

بیابید. را C و B و A ماتریس راسر، مدل به توجه با دوم: گام

Yl = AtXl و Yr = AXr و سپس یافته را Xl و Xr نام�های با ترتیب به C و Bt پوچ فضای سوم: گام

بیابید. را (λiXl − Yl) و (λiXr − Yr) پوچ فضای کنید. محاسبه را

بیابید. تکرار روش از را y xو بردارهای چهارم: گام

کنید. محاسبه را K همچنین Ã ماتریسTو پنجم: گام



٧۵ مسأله طرح .٢.٧

بگیرید: نظر در را زیر ماتریس�های با (١.٧) راسر بعدی دو مدل .١.٧ مثال

A =



٧ ۴ ۴ ۵ ٢ ۶
۴ ٩ ٨ ٧ ١ ٣
١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٩ ۵ ۴ ۶ ٨
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠



B =



٢ ۴
۵ ٧
٠ ٠
٠ ٠
٣ ۶
٠ ٠

 C =

[
١ ٢ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠

]

مجانبی طور به بسته حلقه سیستم که طوری به است، K خروجی پس�خورد ماتریس یافتن هدف مثال، این در

دهیم. می تخصیص بسته حلقه سیستم به را {−٠٫ ۵,−٠٫ ٣,٠,٠٫ ١,٠٫ ٢٢,٠٫ ۴} ویژه مقادیر باشد. پایدار

Xl =



٠ ٠ ٠٫ ٨٣٢١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ −٠٫ ۵۵۴٧ ٠
٠ ٠ ٠ ١

 Xr =



٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١



Yl =



١ ٠ ۵٫ ٨٢۴۴ ٠
٠ ١ −١٫ ۶۶۴١ ٠
٠ ٠ ٠٫ ۵۵۴٧ ٠
٠ ٠ ١٫ ٩۴١۵ ٠
٠ ٠ −١٫ ۶۶۴١ ١
٠ ٠ ٠٫ ۵۵۴٧ ٠

 Yr =



۴ ۵ ٢ ۶
٨ ٧ ١ ٣
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
۵ ۴ ۶ ٨
٠ ٠ ١ ٠


x =

[
−٠٫ ٣١٩٢ ٠٫ ٢٧۶٨ ٠٫ ۴٢٣٩ ٠٫ ۶۵٨۵ ٠٫ ١٩۵٣ −٠٫ ۵٩۵۴
−٠٫ ٨٨٠١ −٠٫ ٩٨٧۶ −٠٫ ۴٢٣٧ −٠٫ ٧٨٠۵ −٠٫ ٣٣٧٩ ١٫ ٢۵٠٣

]
y =

[
٠٫ ۴٢٩٠ ٠٫ ٢٢۵٧ ٠٫ ٣۵١٢ ٠٫ ۶۵٢٨ ٠٫ ٠۶٠٨ ٠٫ ٢٢٠۴
٠٫ ٢١۴٣ ٠٫ ۴٧٣٣ ٠٫ ۶۶٧۴ ٠٫ ٨٨۴٢ −٠٫ ١٣٧۶ ١٫ ١۵۴۶

]

Ã =



−١٨٫ ٢٣۶٨ ۴٫ ٠١٠٢ −١٫ ٧٧٨۶ −۵٫ ٩٧۴١ ۴٫ ٨٩٧٧ −١٫ ٧٩٧۴
−٣٢٫ ٣٢٨٠ ٧٫ ٨١٠٢ −٣٫ ٢٢۵٧ −١٠٫ ۶۵۵۵ ٩٫ ٠٠٠٢ −٣٫ ٢٧٣٣

١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠

−٣٧٫ ٨۵۵١ ٩٫ ٠١۵٣ −٣٫ ۶۶٧٩ −١٢٫ ۴۶١٢ ١٠٫ ٣۴۶۵ −٣٫ ۶٩۶١
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠


K =

[
۵٫ ٢٢۴٢ −١١٫ ٢۵٣۶
−٨٫ ٩٢١٣ ١٨٫ ٢۴٧٧

]



٧۶ راسر مدل دوبعدی سیستم�های مقادیر�ویژه تخصیص .٧

می�شوند. همگرا صفر تعادل نقطه به ورودی بردار مؤلفه�های :١.٧ شکل



٧٧ مسأله طرح .٢.٧

می�شوند. همگرا صفر تعادل نقطه به حالت بردار مؤلفه�های :٢.٧ شکل



٨ فصل

مرتبه�-بالا سیستم�های مقادیر�ویژه تخصیص

معرفی ١.٨

خاص حالت است. شده ارائه (استاندارد) اول مرتبه خطی سیستم�های ویژه مقادیر تخصیص برای زیادی روش�های

سازه، و لرزه آنالیز مثل، دارد. کاربرد زیادی زمینه�های در که می�باشد دو مرتبه خطی سیستم بالا، مرتبه سیستم

گرفته قرار توجه مورد بسیار سیستم�ها این کنترل روی مطالعه رو این از . و... رباتیک کنترل فضاپیما، کنترل

[٨] است.

و چانگ مقالات در می�توانید را دو مرتبه سیستم�های ویژه مقدار تخصیص برای تحقیقات نتایج از بعضی

الگوریتم یک ،١٩٩٩ سال در کیم٣ و کیم مقاله در ببینید. ١٩٩۶ سال در داتا٢ و چو ١٩٩٢و سال در مقامی١

از است. شده پیشنهاد معین مثبت متقارن ضرایب ماتریس� با دو مرتبه خطی سیستم ویژه مقدار تخصیص برای
همکارانش۴ و داتا مقاله در است. کاربردی بسیار دارد نیاز اصلی سیستم داده�های به فقط الگوریتم این که آنجایی

متقارن ضرایب ماتریس با دو مرتبه خطی سیستم ویژه�ی مقدار تخصیص برای مؤثر روش یک ،٢٠٠٠ سال در

سیستم�های برای ستبر ویژه�ی مقدار تخصیص مسئله ،٢٠٠١ سال در کاوسکی۵ و نیکول مقاله در است. شده ارائه

است. شده بحث دو درجه خطی

می�گیریم: نظر در را زیر مشاهده�پذیر و کنترل�پذیر بالا�ی مرتبه زمان از مستقل خطی سیستم بخش، این در

Amx(m)(t) +Am−١x
m−١(t) + . . .+A١ẋ(t) +A٠x(t) = Bu(t) (١.٨)

١J. Juang and P. G. Maghami
٢E. K. Chu and B. N. Datta
٣Y. Kim and H. S. Kim
۴B. N. Datta, S. Elhay, Y. Ram, and D. Sarkissian
۵ N. K. Nichols and J. Kautsky



٧٩ مسئله طرح .٢.٨

y(t) = Cx(t) (٢.٨)

هستند. خروجی و ورودی حالت، بردار به�ترتیب ،y(t) ∈ Rr و u(t) ∈ Rm، x(t) ∈ Rn آن در به�طوریکه

همچنین هستند. ورودی و حالت ماتریس�های به�ترتیب B ∈ Rn×m و A٠, Aj ∈ Rn×n ،١ ≤ m ≤ nفرض با

باشد. rank(B) = r و det(Am) ̸= ٠ می�کنیم فرض

دارای سیستم بسته حلقه ماتریس که به�طوری است، K خروجی خورد پس ماتریس یافتن فصل، این هدف

ماتریس�های از استفاده با را بالا مرتبه خطی سیستم ابتدا منظور این به باشد. شده تعیین قبل از و دلخواه ویژه مقادیر

معکوس ویژه مقدار مسئله روش از استفاده با سپس کرده، تبدیل اول مرتبه استاندارد خطی سیستم یک به افزوده،

ماتریس نهایت در باشد، شده تعیین قبل از ویژه مقادیر دارای که یابیم می طوری را بسته حلقه ماتریس ماتریسی،

می�آوریم. دست به را خروجی پس�خورد

مسئله طرح ٢.٨

بگیرید: نظر در را (١.٨) مشاهده�پذیر و کنترل�پذیر بالای مرتبه خطی سیستم

Amx(m)(t) +Am−١x
m−١(t) + . . .+A١ẋ(t) +A٠x(t) = Bu(t)

دو مرتبه و یک مرتبه استاندارد سیستم به ترتیب به بالا، سیستم باشد، m = ٢ و m = ١ اگر که است واضح

می�شود. تبدیل

زیر: افزوده ماتریس دادن قرار با

ZT =
[
xT ẋT . . .

(
x(m−١))T ]

می�شود: زیر استاندارد سیستم به تبدیل بالا سیستم

ż(t) = Aez(t) +Beu(t) (٣.٨)

y(t) = Cex(t) (۴.٨)

آن در که

Ae =


٠ In

. . .
In

−A−١
m A٠ −A−١

m A١ . . . −A−١
m Am−١

 (۵.٨)



٨٠ مرتبه�-بالا سیستم�های مقادیر�ویژه تخصیص .٨

mn×mn ماتریس یک

Be =
[
٠ . . . ٠

(
A−١

m B
)T ]T (۶.٨)

mn× n ماتریس یک

Ce =
[
C ٠ . . . ٠

]
(٧.٨)

[٨] می�باشد. r ×mn ماتریس یک

ماتریس می�توان می�شود، داده توضیح بعدی بخش در که معکوس ویژه�ی مقدار مسئله�ی از استفاده با حال

پایداری ناحیه در ویژه مقادیر دارای (٣.٨) سیستم بسته حلقه ماتریس که کرد، تعیین طوری Kرا خروجی پس�خورد

باشد.

معکوس ویژه� مقدار ١.٢.٨

به�ترتیب که V١ و U١ ماتریس و Ã = (Ae + BeKCe) بسته�ی حلقه سیستم معادله�ی گرفتن نظر در با حال

داریم: است، Ce و Bt
e پوچ فضای پایه�ی بردارهای از آمده به�دست ماتریس�های

ÃV١ = (Ae +BeKCe)V١ = AeV١ (٨.٨)

Ut
١Ã = Ut

١(Ae +BeKCe) = Ut
١Ae (٩.٨)

تخصیص مسأله�ی Yr = AV١ و Yl = AtU١ ،Xr = V١ ،Xl = U١ دادن قرار با �(٣.٣) قضیه به توجه با

ماتریس مقادیر�ویژه�ی به�طوریکه می�شود، تبدیل Ãماتریس یافتن برای معکوس مقدارویژه�ی مسأله�ی به ویژه مقدار

باشد. L = {λ١, λ٢, . . . , λn} مجموعه�ی با برابر Ã

می�آید: به�دست زیر معادله از K خروجی پس�خورد ماتریس آنگاه باشد، موجود Ã اگر

K = B†
e(Ã−Ae)C

†
e (١٠.٨)

هستند. Ce Beو مور-پنروز معکوس به�ترتیب C†
e †Bو

e آن در که

rank(Be) + rank(Ce) ≥ و کامل رتبه Ce و Be اینکه فرض با و می�رسد جواب به عموما روش این

داشت. خواهیم L مجموعه�ی برای ،١ احتمال با جواب یک باشند، rank(Ae)

بود. خواهد صفر روش خطای باشد، پذیر معکوس Ce Beو ماتریس که حالتی در .١.٨ ملاحظه



٨١ مسئله طرح .٢.٨

الگوریتم ٢.٢.٨

ماتریس�های فرم به توجه با ابتدا آورده�ایم. را گام چهار شامل شده ارائه روش برای ساده الگوریتم یک بخش، این در

Be ،Ae ماتریس�های شامل استاندارد سیستم به را (١.١) سیستم ،(٧.٨) و (۶.٨) ،(۵.٨) در شده تعریف افزوده

می�کنیم. استفاده زیر الگوریتم از و کرده تبدیل Ce و

بالا. مرتبه سیستم در K خروجی پس�خورد ماتریس یافتن هدف:

کنید. وارد را λ١, . . . , λn′ مقادیرویژه�ی و C ،B ،A٠, . . . , Am اول:ماتریس�های گام

بیابید. را Ce و Be ،Ae ماتریس�های دوم: گام

Yl = AtXl و Yr = AXr و سپس یافته را Xr و Xl نام�های با ترتیب به Ce و Bt
e پوچ سوم:فضای گام

بیابید. را (λiXl − Yl) و (λiXr − Yr) پوچ فضای کنید. محاسبه را

Ã = Tdiag{λ−١
١ , . . . , λ−١

n }T−١ ماتریسTو سپس بیابید. تکرار روش از را y xو چهارم:بردارهای گام

فرمول از را K همچنین

K = B†
e(Ã−Ae)C

†
e (١١.٨)

کنید. محاسبه

{−٣−,٢−,١,−۴} مقادیرویژه می�خواهیم بگیرید، نظر در را زیر دوی مرتبه زمانی پیوسته خطی سیستم .١.٨ مثال

دهیم: تخصیص بسته حلقه سیستم به را

[
١ ٠
٠ ١

]
x(٢)(t) +

[
١ ٠
٠ ٠

]
ẋ(t) +

[
٠ ١
١ ٢

]
x(t) =

[
١ ٠
٣ ١

]
u(t)

Ae =


٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١
٠ −١ −١ ٠
−١ −٢ ٠ ٠



Be =


٠ ٠
٠ ٠
١ ٣
٠ ١

 Ce =

[
١ −١ ٠ ٠
٠ ٢ ٠ ٠

]

Xl =


١ ٠
٠ ١
٠ ٠
٠ ٠

 Xr =


٠ ٠
٠ ٠
١ ٠
٠ ١





٨٢ مرتبه�-بالا سیستم�های مقادیر�ویژه تخصیص .٨

Yl =


٠ ٠
٠ ٠
١ ٠
٠ ١

 Yr =


١ ٠
−١ ٠
−١ ٠
٠ ٠


x =

[
−١٫ ۴۴٧٩ −١٫ ٠٨١۶ ٣٫ ٨٠٧٧ −٣٫ ٧٠۴٣
١٫ ۶٧٩٣ ١٫ ٣۴۶٣ −۴٫ ۶٨۴٧ ۴٫ ٩٧٩٨

]
y =

[
٢٫ ٢٣٨١ ١٫ ٢٢۵۵ ۶٫ ۵٩٠۴ ٧٫ ١٧٠٩
١٫ ٩٠١٣ ١٫ ٢۵٩٢ ۵٫ ٩۶١٧ ۶٫ ۴٩٠٨

]

T =


١٫ ٠٢٣٩ ٠٫ ۴٨٣٧ −١٫ ٢٠۴١ ٠٫ ٨٩٨۴
−١٫ ١٨٧۴ −٠٫ ۶٠٢١ ١٫ ۴٨١۴ −١٫ ٢٠٧٨
−١٫ ٠٢٣٩ −٠٫ ٩۶٧۴ ٣٫ ۶١٢٣ −٣٫ ۵٩٣٧
١٫ ١٨٧۴ ١٫ ٢٠۴٢ −۴٫ ۴۴۴٣ ۴٫ ٨٣١١



Ã =


٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١

۴١٫ ٩۶٨٣ ٣٨٫ ۶٣٨٩ ١٢٫ ٨١١۵ ١۴٫ ٣۶٠۶
−۵٧٫ ۴٣٢١ −۵٢٫ ٣٠۴١ −٢٢٫ ٠۶٨٣ −٢٢٫ ٨١١۵


K =

[
٢١١٫ ٢۶۴۶ ٢٠٠٫ ٩٠٧٩
−۵۶٫ ۴٣٢١ −۵٣٫ ٣۶٨١

]
error = ٠٫ ٠٨٩٨, iteration = ٢٣



٨٣ مسئله طرح .٢.٨

می�شوند. همگرا صفر تعادل نقطه به ورودی بردار مؤلفه�های :١.٨ شکل

می�شوند. همگرا صفر تعادل نقطه به حالت بردار مؤلفه�های :٢.٨ شکل



٩ فصل

نتیجه�گیری

ویژه مقادیر تخصیص مسئله با آن ارتباط سپس و است شده بیان معکوس ویژه مقدار مسئله� ابتدا پایان�نامه، این در

با و کردیم ارائه ویژه مقادیر تخصیص برای جدید روشی ارتباط، این از استفاده با کرده�ایم. بررسی را کنترل نظریه در

(٣.٣) روش پرداختیم. خود روش با آن�ها مقایسه به ویژه، مقادیر تخصیص مسئله حل برای دیگر روش چند بیان

به�فرض متأسفانه اما می�کند فراهم معکوس ویژه مقدار مسأله�ی حل و A ماتریس ساخت برای ساده روش یک

به نزدیک λ١, λ٢ یعنی یکسان بلوک در ویژه مقدار دو اگر همچنین دارد، نیاز
[
X Y

]
ماتریس برای ٢p رتبه

بالا حساسیت این دلیل همچنین داشت. خواهد بالایی حساسیت داده�ها، آشفتگی به نسبت روش این باشند، �هم

شد. بررسی سوم فصل آخر در کامل طور به

برای دلخواه ویژه�ی مقادیر تخصیص در خروجی پس�خورد کنترل�گر برای کلی چوب چهار یک ،(۴.٣) روش در

�است. آمده به�دست پارامتری، برداری همدم فرم ساختار برپایه�ی مشاهده�پذیر، و کنترل�پذیر خطی سیستم�

مکان، روی محدودیتی هیچ و ندارد باز حلقه ماتریس ویژه�ی مقادیر از قبلی اطلاعات دانستن به نیاز روش این

همه�ی و می�دهد جواب به�خوبی (n ≤ ۵) کوچک های سیستم برای روش این نیست. ویژه مقادیر تعدد و نوع

خطی، غیر پارامترهای بین رابطه�ی دلیل به روش این می�کند. ارائه را آید به�دست است ممکن که پارامتری فرم�های

مقادیر طیف انتخاب به توجه با که می�دهد نشان شده ارائه مثال�های است. حساس بسیار کوچک آشفتگی�های به

باشد. نداشته وجود یا و قوی حساس، خیلی است ممکن کنترل�گر ویژه،

شده ارائه پایان�نامه اصلی روش که حالی در باشند، کامل رتبه باید C و B ماتریس�های (۴.٣) روش در

ابعاد در مخصوصا است دشوار کمی خطی غیر سیستم ساخت همچنین ندارد. را شرط این (٢.٣) بخش در

روش که حالی در می�باشد، پرهزینه بسیار بزرگ سیستم�های برای خطی غیر معادلات حل علاوه�براین .n × m

ندارد. خطی غیر سیستم حل به نیاز پایان�نامه، اصلی

می�باشد. خطی غیر معادلات حذف آن نتیجه�ی و است یافته بهبود [١۵] در شده بیان روش چهارم، فصل در



٨۵

است. مفید بزرگ ابعاد با مسائل برای روش این ترتیب، این به

تأخیر با سیستم�های توسیع�یافته، سیستم�های برای را پایان�نامه این در شده ارائه جدید روش بعدی فصول در

هر آخر در را آن موفقیت�آمیز نتایج و کرده بررسی مرتبه�بالا سیستم�های و راسر مدل دوبعدی سیستم�های زمانی،

کرده�ایم. ارائه مجزا صورت به پایداری، نمودار�های و عددی مثال�های ،تحت مجزا طور به فصل

می�توان می�شود. ایجاد ،(٣٣.٣) فرمول در مور-پنروز شبه�معکوس فرآیند در خطا دلیل به جدید روش خطای

داد. قرار بررسی مورد را خطا این کاهش برای SV D تجزیه از استفاده

تحت خروجی خورد پس ماتریس که، است کرده بیان (۴.٣) سعادتجو و کرباسی توسط شده پیشنهاد روش

کرده�ایم. ذکر قبلا را روش این معایب و مزایا که آید، به�دست حالت پس�خورد ماتریس از می�تواند معینی شرایط

�از: است عبارت اینجانب مطالعه مورد دیگر روش�های با مقایسه در کردیم، ارائه پایان�نامه این در که روشی مزایای

غیرخطی معادلات حل حذف •

K خروجی پس�خورد ماتریس و C خروجی ماتریس شکل روی محدودیت هرگونه حذف •

بزرگ ابعاد با مسائل در روش این بودن کم�هزینه •

باز حلقه ماتریس ویژه مقادیر دانستن به نیاز عدم •

سیستم�های برای روش این بودن استفاده قابل نتیجه در و ویژه مقادیر تعداد و موقعیت به نبودن حساس •

زمانی پیوسته�ی و گسسته

روش این کدنویسی بودن ساده •

(٣٣.٣) فرمول در C و B ماتریس که حالتی در که کرد، اشاره آن خطای به می�توان روش این معایب از

بود. خواهد صفر روش خطای باشند، معکوس�پذیر



١٠ فصل

آ پیوست

clc

close all

clear all

A=input(’please enter matrix A :’)

B=input(’please enter matrix B:’);

C=input(’please enter matrix C:’);

P=input(’please enter matrix P:’);

Bt=pinv(B);

Ct=pinv(C);

U1=null(B’);

V1=null(C);

Xl=U1

Xr=V1

Yl=A’*U1

Yr=A*V1

n=length(p);

for i=1:n

SV(:,:,i)=null(((p(i).*Xr)-Yr)’);

SU(:,:,i)=null(((p(i).*Xl)-Yl)’);



٨٧

end

[r,c]=size(SU(:,:,1));

y=rand(c,r);

x=zeros(c,r);

e=eye(n);

for ii=1:200

for i=1:n

for j=1:n

S=SU(:,:,i)’*SV(:,:,j);

a(:,j)=S*y(:,j);

end

a1=pinv(a);

x(:,i)=e(i,:)*a1;

end

for j=1:n

for i=1:n

S=SU(:,:,i)’*SV(:,:,j);

a(:,i)=S*x(:,i);

end

a1=pinv(a);

y(:,j)=a1’*e(:,j);

end

Error=0;

for j=1:n

for i=1:n

S=SU(:,:,i)’*SV(:,:,j);

Error=((((x(:,i)’*S)*y(:,j))-e(i, j))2);

end

end



٨٨ آ پیوست .١٠

Error=sqrt(Error);

if Error<0.1

Iteration=ii

x

y

Error

break

end

end

for i=1:n

T(:,i)= SU(:,:,i)*x(:,i);

end

Atilde=(T*diag(p))*inv(T)

K=(Bt*(Atilde-A))*Ct
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