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چͺیده
با دیفرانسیل معادلات عمومͬ جواب یافتن برای عمومͬ روشͬ تا مͬ�کنیم سعͬ نامه پایان این در
کنیم. بیان دیفرانسیل، معادلات در آن کاربرد و نورمن - وی روش و غیر�خطͬ برهم�نهͬ اصل از استفاده
تعریف ابتدا دوم فصل در مͬ�دهیم. توضیح را هستند نیاز مورد که پایه تعاریف و مفاهیم ͷی فصل در
شده داده شرح آنها از مثال�هایͬ با گروه عمل و برداری میدان�های امتداد سپس و مͬ�کنیم بیان را امتداد
محاسبه برای روش�ها برخͬ و دیفرانسیلͬ ناورداهای تعریف شامل فصل این از بعدی بخش�های است.
دیفرانسیل معادله به دوم مرتبه خطͬ دیفرانسیل معادله ͷی کاهش مسئله�ی سوم، فصل در مͬ�باشد. آنها
نورمن - وی توسط که را روشͬ فصل این دیͽر بخش�های در مͬ�کنیم، بازبینͬ را اول مرتبه ریͺاتͬ
برای را روش این و مͬ�دهیم توضیح را بود شده داده توسعه دیفرانسیلͬ معادلات جواب�های تعیین برای
مرتبه دیفرانسیل معادلات دستͽاه برای برهم�نهͬ اصل مͬ�بریم. کار به ریͺاتͬ دیفرانسیل معادله بررسͬ

است. گرفته قرار بررسͬ مورد چهارم فصل در اول



به: تقدیم

مهربانم مادر

زحماتش پاس به

عزیزم و خوب همسر

صبوریش پاس به

گلم دختر به

مͬ�زدودند. وجودم از را تحصیل و کار ͬͽخست که



سپاس�گزاری...

جهت در و دهد تمیز بد از را خوب تا فرمود، عطا شعور و عقل انسان به که ایزدمنان درگاه به بͬ�کران سپاس
نهد. راهنمایͬ و هدایت جهت همین در را جامعه و بردارد گام خوبͬ�ها

حجازی، سیدرضا دکتر آقای جناب معزز و بزرگوار استاد از را خویش قدردانͬ و تشͺر مراتب وسیله بدین
خواستارم ایزدمنان از و نمود. یاری نامه پایان این تنظیم و تهیه در را بنده و نهاد منت حقیر بنده این به که

فرماید. منصور و بهروز زندگیشان و دانش و علوم مقدس سنͽر��های در بزرگوار این که
پایان این داوری� و مطالعه زحمت که دسترنج الهام دکتر خانم سرکار و پسندیده هادی دکتر آقای جناب از
تحصیل دوران طͬ در که مهربانم و عزیز همسر از خاتمه در و دارم. را امتنان کمال فرمودند، تقبل را نامه
تشͺر نمودند، یاری تحصیل ادامه در را ما تحمل این با و نموده، تحمل را زندگͬ مشͺلات و مشقت و رنج

مͬ�کنم. قدردانͬ و

التوفیق ا... فͬ

فر سعیدی محمود
٩٢/٠۶/٢۵
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ج مطالب فهرست



مقدمه



٢ مطالب فهرست

اقتصاد، مهندسͬ، مثل امروزی کاربردی علوم اصلͬ زبان را دیفرانسیل معادلات مͬ�توان جدیت به شاید
مͬ�کند، خطور ذهن به که مساله�ای اولین دیفرانسیل معادله دستͽاه ͷی دیدن با همیشه نامید. و... ͷفیزی
بیان مختلف معادلات برای گوناگونͬ روش�های دلیل همین به است. سیستم آن جواب�های یا جواب یافتن
تقارن�های مطالعه در آن ریشه�های آمد. بوجود میلادی نوزدهم قرن اواخر در لͬ گروه�های نظریه است. شده
اولین لͬ گروه�های مفهوم است. �آنها برای حلͬ پیداکردن روش و دیفرانسیل معادلات دستͽاه�های از برخͬ
وی اصلͬ هدف و نامید[۴] پیوسته” ”گروه�های را �آنها زمان آن در و شد مطرح ل١ͬ سوفوس توسط دفعه
لͬ نوع از معادلات امروزه دیفرانسیل معادلات این بود. دیفرانسیل معادلات مورد در گالوا نظریه توسعه
استفاده با است آن بر سعͬ نامه پایان این در است. ریͺاتͬ معادلات آن مشهور نمونه ͷی و مͬ�شوند نامیده
هندسͬ دیدگاه از دیفرانسیل، معادلات در آن کاربرد و [١]٢ نورمن - وی روش و غیرخطͬ برهم�نهͬ اصل از

شود. بیان دیفرانسیل معادلات عمومͬ جواب یافتن برای عمومͬ روشͬ
عمل نحوه�ی و لͬ گروه�های ادامه در مͬ�کنیم، بیان را هندسه از اساسͬ مفاهیم ابتدا نامه پایان این در
و آورده را دیفرانسیلͬ ناورداهای و امتداد و جت فضای تعاریف دوم، فصل در است. شده توصیف �آنها
تقارن گروه محاسبه�ی روش و ١-پارامتری گروه�های مورد در ناورداها محاسبه�ی ͬͽونͽچ فصل ادامه�ی در
دیفرانسیل معادله به دوم مرتبه خطͬ دیفرانسیل معادله ͷی کاهش مسئله�ی سوم، فصل در مͬ�کنیم. بیان را
برای نورمن - وی توسط که را روشͬ فصل این دیͽر بخش�های در مͬ�کنیم، بازبینͬ را اول مرتبه ریͺاتͬ
بررسͬ برای را روش این و مͬ�دهیم توضیح را بود شده داده توسعه دیفرانسیل معادلات جواب�های تعیین
فصل در اول مرتبه دیفرانسیل معادلات دستͽاه برای برهم�نهͬ اصل مͬ�بریم. کار به ریͺاتͬ دیفرانسیل معادله

است. گرفته قرار بررسͬ مورد چهارم

١SophusLie
٢Wei−Norman



١ فصل

پیشنیازها و مقدمات



۴ پیشنیازها و مقدمات .١

هندسه بنیادی مفاهیم ١.١

است. شده بیان تبدیلات گروه عمل و لͬ گروه�های ادامه در نیاز، مورد اولیه و بنیادی مفاهیم فصل این در

گوییم �بعدیn ͬͺتوپولوژی یͷمنیفلد را آن باشد ͷتوپولوژی فضای ͷیM فرضمͬ�کنیم تعریف١.١.١.
باشد: برقرار زیر شرایط هر�گاه

مانند همͬ از جدا باز مجموعه�های زیر p, q ∈ M نقطه�ی دو هر برای یعنͬ باشد، هاسدورف M •
.q ∈ V و p ∈ U طوری�که به باشد داشته وجود M از U, V ⊂M

باشد. داشته شمارا پایه�ی یعنͬ باشد، دوم نوع شمارای M •

ͷی با همئومورف ͬͽهمسای ͷی در مشمول آن نقطه هر یعنͬ باشد، n بعد از اقلیدسͬ موضعا M •
باشد. Rn از باز زیر�مجموعه

از همبند باز زیر�مجموعه�های Vα Mو منیفلد باز زیرمجموعه�های از شمارا گردایه�ای {Uα}α∈I فرضمͬ�کنیم
مختصاتͬ کارت را (Uα, φα) آنͽاه باشد همئومورفیسم φα : Uα → Vα و ∪α∈IUα =M اگر باشند. Rn

نͽاشت باشند M منیفلد روی کارت دو (V, ψ) و (U,φ) اگر حال مͬ�نامیم. M منیفلد روی
ψ ◦ φ−١ : φ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ).

آنها بین گذر نͽاشت هرگاه مͬ�نامیم سازگار هموار طور به را کارت دو مͬ�نامیم. ψ به φ از گذر نͽاشت را
باشد. دیفئومورفیسم

سازگار هموار طور به دو به دو A اعضای هرگاه Mمͬ�نامیم یͷاطلسروی را A = {(Uα, φα)}α گردایه�ی
اطلس هیچ در مشمول هرگاه است ماکسیمال A اطلس باشند. M برای باز پوشش ͷی Uαها و باشند،

نباشد. دیͽری
ͬͺتوپولوژی منیفلد هر است. هموار ماکسیمال اطلس ͷی ،M ͬͺتوپولوژی منیفلد روی هموار ساختار ͷی

مͬ�دهیم. نشان (M,A) با و نامیده هموار منیفلد ͷی را A هموار ساختار ͷی به مجهز

. مͬ�باشد (Rn, I) مختصاتͬ کارت با n-بعدی هموار منیفلد ͷی Rn اقلیدسͬ فضای .٢.١.١ مثال

گوییم هموار نͽاشتͬ را F : M → N نͽاشت باشند، هموار منیفلدهایͬ N و M اگر .٣.١.١ تعریف
روی χ̃β : Ũβ → Ṽβ ⊂ Rn کارت هر و M روی χα : Uα → Vα ⊂ Rm مختصاتͬ کارت هر برای هرگاه

باشد. هموار نͽاشتͬ χ̃β ◦ F ◦ χ−١
α : Rm → Rn نͽاشت طوری�که به ،N

در مشتق ͷی را X : C∞(M) → R خطͬ عملͽر مͬ�گیریم نظر در را M هموار منیفلد .۴.١.١ تعریف
.X(fg)(p) = f(p)X(g) + g(p)X(f) اگر مͬ�نامیم p ∈M نقطه



۵ هندسه بنیادی مفاهیم .١.١

مͬ�دهیم: قرار

TpM = {X : است p ∈M نقطه در مشتق عملͽر ͷی X},

کلاف را
⊔

p∈M TpM = TM هم�چنین مͬ�نامیم. p ∈ M نقطه در M منیفلد مماسͬ فضای را آن و
مͬ�گوییم. M منیفلد مماسͬ

که مͬ�باشد x ∈ M نقطه�ی هر در v |x∈ TM |x مماس بردار M روی v برداری میدان .۵.١.١ تعریف
میدان ،(x١, . . . , xm) موضعͬ مختصات در مͬ�کند. تغییر دیͽر نقطه�ی به نقطه�ای از هموار طور به v|x

فرم دارای x از ξi(x) هموار تابع هر برای برداری

v|x = ξ١
∂

∂x١
+ ξ٢

∂

∂x٢
+ · · ·+ ξm

∂

∂xm
,

مͬ�باشد.

باشد. آنها بین هموار نͽاشتͬ F : M → N و هموار منیفلدهایͬ N و M مͬ�کنیم فرض .۶.١.١ تعریف
هر ازای به که مͬ�نامیم F دیفرانسیل نͽاشت را dF |x: TM |x→ TN |x نͽاشت x ∈ M هر ازای به

ضابطه با v|x ∈ TM |x و f ∈ C∞(N)

dF (v|x)f(y) = v(f ◦ F )(x), y = F (x),

مͬ�نامند. پیش�برنده نͽاشت را آن و مͬ�دهند نشان نیز F∗ با را F دیفرانسیل نͽاشت مͬ�شود. تعریف

میدان ͷی نیز ،[v,w] آنها، لͬ کروشه�ی باشند، M روی برداری میدان دو w و v اگر .٧.١.١ تعریف
مͬ�شود: تعریف زیر صورت به f :M → R هموار توابع همه برای که است برداری

[v,w](f) = v(w(f))−w(v(f)). (١.١)

باشیم: داشته اگر موضعͬ، مختصات در هم�چنین

v =

m∑
i=١

ξi(x)
∂

∂xi
, w =

m∑
i=١

ηi(x)
∂

∂xi
,

داریم: سپس

[v,w] =

m∑
i=١

(v(ηi)−w(ξi))
∂

∂xi
=

m∑
i=١

m∑
j=١

(
ξj
∂ηi

∂xj
− ηj

∂ξi

∂xj

)
∂

∂xi
. (٢.١)



۶ پیشنیازها و مقدمات .١

کروشه�ی سپس مͬ�گیریم، نظر در را c′ و c ثابت�های Mو روی u و w ،v برداری میدان�های .٨.١.١ گزاره
مͬ�کند: صدق زیر خواص در آنها لͬ

دوخطͬ •
[cv + c′v′,w] = c[v,w] + c′[v′,w],

[v, cw + c′w′] = c[v,w] + c′[v,w′].

پادمتقارن •
[v,w] = −[w,v].

ژاکوبͬ اتحاد •
[u, [v,w]] + [w, [u,v]] + [v, [w,u]] = ٠.

مͬ�شود. اثبات آسانͬ به (٢.١) و (١.١) از استفاده با برهان.

مماس بردارهای dF آن دیفرانسیل باشد، منیفلدها بین هموار نͽاشتͬ F : M → N اگر .٩.١.١ تعریف
دارد وجود F ∗ القایͬ خطͬ نͽاشت ترتیب همین به مͬ�کند. نͽاشت N روی مماس بردارهای به Mرا روی
M روی دیفرانسیلͬ k-فرم�های به را N روی دیفرانسیلͬ k-فرم�های و مͬ�شود نامیده F هم�دیفرانسیل که

مͬ�برد،
F ∗ : ΛkT

∗N |F (x)→ ΛkT
∗M |x .

باشد، N روی موضعͬ مختصات y = (y١, . . . , yn) Mو روی موضعͬ مختصات x = (x١, . . . , xm) اگر
سپس

F ∗(dyi) =

m∑
j=١

∂yi

∂xj
· dxj ,

مͬ�گیریم: نتیجه کلͬ حالت در مͬ�برد. پایه یͷ-فرم�های روی F ∗ از را عملͬ ،y = F (x) که

F ∗

(∑
I

αI(y)dy
I

)
=
∑
I,J

αI(F (x))
∂yI

∂xJ
dxJ ,

هم�دیفرانسیل نͽاشت مͬ�باشد. J = (j١, . . . , jk) و I = (i١, . . . , ik) ،∂yI/∂xJ = det(∂yik/∂xjν ) که
مͬ�نامند. نیز پس�کشنده نͽاشت را



٧ لͬ گروه�های .٢.١

لͬ گروه�های ٢.١

طوری�که به است r-بعدی هموار منیفلدی ساختار با G گروه ͷی r-پارامتری، لͬ یͷگروه .١.٢.١ تعریف
گروهͬ عمل

m : G×G→ G, m(g, h) = g · h, g, h ∈ G,

وارون و
i : G→ G, i(g) = g−١, g ∈ G,

باشند. منیفلدها بین هموار نͽاشت�هایͬ

جمع را آن عمل�گروه مͬ�گیریم، نظر در را است معلومͬ منیفلدی ساختار دارای که G = Rr .٢.٢.١ مثال
جمعͬ عمل به نسبت برداری میدان ͷی معمولͬ وارون را، آن وارون نͽاشت و (x, y) 7→ x + y برداری
مͬ�باشد. r-پارامتری آبلͬ لͬ گروه Rr بنابراین هموارند �وضوح به عمل�گروه دو این مͬ�گیریم. نظر در (−x)

مͬ�باشد.) جابجایͬ�پذیر بردارها جمع (عمل

راست از ضرب ،g ∈ G گروهͬ عنصر هر برای باشد. لͬ گروه ͷی G مͬ�کنیم فرض .٣.٢.١ تعریف
دیفئومورفیسم مͬ�شود، تعریف Rg−١ = (Rg)

−١ معͺوس با Rg(h) = h · g وسیله�ی به که Rg : G→ G

باشیم: داشته G در h و g هر برای اگر مͬ�شود نامیده راست ناوردای G روی v برداری میدان ͷی است.
dRg(v|h) = v|Rg(h) = v|hg.

ناوردای برداری میدان�های همه�ی از برداری فضای ͷی G لͬ گروه از G راست لͬ جبر� .۴.٢.١ تعریف
دوخطͬ عملͽر با G برداری فضای �لͬ، جبر عمومͬ�تر، طور به مͬ�باشد. G روی راست

[ , ] : G × G → G,

مͬ�کند. صدق �لͬ کروشه خواص در و مͬ�شود نامیده لͬ کروشه که است

مͬ�کنیم. عمل شͺل همین به نیز چپ لͬ جبر� و چپ ناوردای برداری میدان�های تعریف برای

وسیله�ی به که تبدیلات از موضعͬ گروه ͷی باشد. هموار منیفلد ͷی M مͬ�کنیم فرض .۵.٢.١ تعریف
طوری�که به است عمل�گروه تعریف حوزه که U باز زیرمجموعه مͬ�کنند، عمل M روی G لͬ گروه ͷی
است: زیر خاصیت�های دارای که مͬ�شود داده Ψ : U →M هموار نͽاشت و ،{e} ×M ⊂ U ⊂ G×M

.Ψ(g,Ψ(h, x)) = Ψ(g ·h, x) آنͽاه (g ·h, x) ∈ U هم�چنین و (g,Ψ(h, x)) ∈ U ،(h, x) ∈ U اگر •

.Ψ(e, x) = x ،x ∈M هر برای •

.Ψ(g−١,Ψ(g, x)) = x و (g−١,Ψ(g, x)) ∈ U آنͽاه (g, x) ∈ U اگر •
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تبدیلات گروه عمل ١.٢.١

با را u = f(x) تابع است. شده بیان g ∈ G گروهͬ عنصر تحت u = f(x) تابع تبدیل نحوه�ی اینجا در
تابع تعریف حوزه Ω مͬ�گیریم، نظر در Γf = {(x, f(x)) : x ∈ Ω} ⊂ X × U ≃ Rp × Rq آن گراف
f تابع گراف اگر مͬ�باشد. X × U از معین p-بعدی زیرمنیفلد ͷی Γf که کنید توجه است. u = f(x)

است: زیر صورت به g وسیله�ی به Γf تبدیل باشد، g تبدیلات گروه تعریف حوزه از زیرمجموعه�ای
g · Γf = {(x̃, ũ) = g · (x, u) ; (x, u) ∈ Γf}.

عمل هموار طور به G چون وجود، این با نیست. ũ = f̃(x̃) مثل دیͽری تابع گراف لزوما g ·Γf مجموعه�ی
تعریف حوزه�ی کردن محدود و مناسب تعریف با مͬ�گذارد، تغییر بدون را Γf ،G همانͬ عناصر و مͬ�کند
مانند دیͽری تابع گراف g · Γf = Γf̃ مͬ�شویم مطمئن همانͬ، عنصر ͬͽهمسای در g عنصر برای و (Ω) f

مͬ�نامیم. g وسیله�ی به f تابع تبدیل را f̃ تابع و f̃ = g · f مͬ�نویسیم و است ũ = f̃(x̃)

مͬ�کنیم: فرض کلͬ حالت در
(x̃, ũ) = g · (x, u) = (Ξg(x, u), ϕg(x, u)),

مͬ�شود: داده زیر معادلات وسیله�ی به g · f از Γf̃ = g · Γf گراف باشند. هموار توابعͬ Ξg و ϕg که

x̃ = Ξg(x, f(x)) = Ξg ◦ (I× f)(x),

ũ = ϕg(x, f(x)) = ϕg ◦ (I× f)(x), x ∈ Ω.

برای چون کنیم. حذف بالا معادلات دستͽاه از را x باید است. X روی همانͬ تابع I و x ∈ Ω اینجا در
شود ͷنزدی همانͬ عنصر به کافͬ اندازه به g صورتͬ�که در مͬ�دانیم و Ξg ◦ (I × f) = I داریم g = e

موضعͬ طور به معͺوس تابع قضیه�ی وسیله�ی به این�رو از است، غیرتͺین Ξg ◦ (I × f) ژاکوبین ماتریس
داریم: x برای

x = [Ξg ◦ (I× f)]−١(x̃).

است. محاسبه قابل ũ باشد پذیر وارون دوم عامل هرگاه لذا
ũ = g · f(x) = [ϕg ◦ (I× f)] ◦ [Ξg ◦ (I× f)]−١(x̃).

شود: تبدیل مستقل متغیر فقط است ممͺن موارد بعضͬ در
(x̃, ũ) = g · (x, u) = (Ξg(x), u),

: کنیم حذف را x مͬ�توانیم آسانͬ به مͬ�شود. تعریف Ξ−١
g = Ξg−١ با و است X از دیفئومورفیسم ͷی Ξg

x̃ =Ξg(x),

⇒ x = Ξ−١
g (x̃) = Ξg−١(x̃).
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بنابراین
f̃(x̃) = ũ = u = f(x) = f(Ξg−١(x̃)).

مͬ�بریم. کار به زیر مثال در را شده گفته مطالب حال

به G تبدیلات باشد. X × U ≃ R٢ روی دوران�ها گروه عمل G = SO(٢) مͬ�کنیم فرض .۶.٢.١ مثال
مͬ�شوند: داده نمایش زیر صورت

(x̃, ũ) = θ · (x, u) = (x cos θ − u sin θ, x sin θ + u cos θ).

وسیله�ی به f روی SO(٢) گروه است. Γf ⊂ X × U آن گراف که باشد، تابع ͷی u = f(x) کنید فرض
روی f(x) اگر اما بود. نخواهد دیͽری تابع گراف θ ·Γf آنͽاه باشد بزرگ θ اگر مͬ�کند. عمل آن گراف دوران
خوش�تعریف تابع گراف θ · Γf سپس نباشد بزرگ خیلͬ |θ| و باشد شده تعریف a ≤ x ≤ b متناهͬ بازه�ی

مͬ�باشد. Γf̃ = θ · Γf که بود خواهد ũ = f̃(x̃)

با آن دوران بنابراین است. مستقیم خط ͷی f گراف مͬ�گیریم. نظر در را u = f(x) = ax+ b خطͬ تابع
مͬ�یابیم. را (f̃ (یعنͬ θ تحت f تبدیل حال بود. خواهد دیͽر مستقیم خط ͷی θ زاویه

(x̃, ũ) = θ · (x, ax+ b) = (x cos θ − (ax+ b) sin θ, x sin θ + (ax+ b) cos θ).

کنیم: حذف بالا معادلات جفت از را x باید ũ = f̃(x̃) کردن پیدا برای

x̃ =x cos θ − (ax+ b) sin θ

⇒ x =
x̃+ b sin θ

cos θ − a sin θ
.

داریم: cot θ ̸= aفرض با

ũ = f̃(x̃) = x sin θ + (ax+ b) cos θ

=
x̃+ b sin θ

cos θ − a sin θ
sin θ +

(
a

x̃+ b sin θ

cos θ − a sin θ
+ b

)
cos θ

...

=
sin θ + a cos θ

cos θ − a sin θ
x̃+

b

cos θ − a cos θ
.

شد. خطͬ تابعͬ دوباره θ تحت f تبدیل که مͬ�بینیم

طوری�که به مͬ�باشد x = ϕ(ε) هموار پارامتری منحنͬ v برداری میدان ͷی از انتͽرال منحنͬ تعریف٧.٢.١.
یعنͬ: باشد، برابر نقطه آن در v مقدار با منحنͬ نقطه هر بر مماس بردار
ϕ̇(ε) = v|ϕ(ε), ∀ε ∈ R.
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دیفرانسیل معادله سیستم از جوابͬ x = ϕ(ε) = (ϕ١(ε), . . . , ϕm(ε)) باید موضعͬ، مختصات در
معمولͬ

dxi

dε
= ξi(x), i = ١, . . . ,m, (٣.١)

مͬ�باشند. x در v ضرایب �ξi(x)ها که باشد

Mمͬ�گذرد در x نقطه از که پارامتری ماکسیمال انتͽرال منحنͬ باشد، برداری میدانͬ v اگر .٨.٢.١ تعریف
مͬ�نامیم. v وسیله�ی به شده تولید شار را Ψ و مͬ�دهیم نشان Ψ(ε, x) با را

از گذرنده انتͽرال منحنͬ روی نقطه�ای Ψ(ε, x) ،٠ شامل Ix بازه�ی در ε هر و x ∈M هر برای بنابراین
است: زیر خاصیت�های دارای ε, δ ∈ R هر برای برداری میدان شار بود. خواهد M در x

Ψ(δ,Ψ(ε, x)) = Ψ(δ + ε, x), x ∈M, (۴.١)

Ψ(٠, x) = x,

d

dε
Ψ(ε, x) = v|Ψ(ε,x).

وسیله�ی به شده تولید شار که مͬ�بینیم تبدیلاتموضعͬ خاصیتگروه با (۴.١) از اول خاصیت� دو مقایسه�ی با
از ١-پارامتری گروه اغلب است یͺسان M منیفلد روی R لͬ گروه موضعͬ گروه عمل با برداری میدان
تیلور قضیه�ی وسیله�ی به این�رو از مͬ�شود نامیده عمل ͷکوچ بͬ�نهایت مولد ،v برداری میدان و تبدیلات

داریم: موضعͬ مختصات در

Ψ(ε, x) = x+ εξ(x) +O(ε٢),

Mعمل روی که باشد تبدیلات از ١-پارامتری گروه Ψ(ε, x) اگر هستند. v ضرایب ξ = (ξ١, . . . , ξm) که
مͬ�آید. دست به ε = ٠ دادن قرار با (۴.١) وسیله�ی به آن ͷکوچ بͬ�نهایت مولد سپس مͬ�کنند

v|x =
d

dε

∣∣∣∣∣
ε=٠

Ψ(ε, x). (۵.١)

دارد. وجود کوچͺشان بͬ�نهایت مولدهای و تبدیلات از موضعͬ ١-پارامتری گروه�های بین ͷبه�ی�ͷی تناظری
آنها نمایͬ نͽاشت عنوان به v برداری میدان وسیله�ی به شده تولید ١-پارامتری گروه یا شار محاسبه�ی اغلب

نمادگذاری بنابراین مͬ�شود، گرفته نظر در

exp(εv)x ≡ Ψ(ε, x),

مͬ�بریم. کار به v برداری میدان وسیله�ی به شده تولید شار یا ١-پارامتری زیرگروه برای را
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شارها. و برداری میدان�های از مثال�هایͬ .٩.٢.١ مثال

شار باید چون مͬ�گیریم. نظر در v = ∂/∂x ≡ ∂x برداری میدان و x مختصات با را M = R •
باشد، ε = ٠ در x اولیه مقدار با ẋ = ١ از جوابͬ v وسیله�ی به شده تولید ١-پارامتری) (عمل�گروه

: لذا

exp(εv)x = exp(ε∂x)x = x+ ε.

باید v = x∂x برداری میدان وسیله�ی به شده تولید هم�چنین مͬ�شود. نامیده انتقالات عمل�گروه که
بنابراین: باشد، ε = ٠ در x اولیه مقدار با ẋ = x معمولͬ دیفرانسیل معادله از جوابͬ

exp(εv)x = exp(εx∂x)x = eεx.

دارد. نام مقیاسͬ تبدیلات گروه که

مͬ�گیریم، نظر در صفحه در را دوران�ها گروه •

Ψ(ε, (x, y)) = (x cos ε− y sin ε, x sin ε+ y cos ε).

داریم: (۵.١) طبق که مͬ�باشد v = ξ(x, y)∂x + η(x, y)∂y برداری میدان آن ͷکوچ بͬ�نهایت مولد

ξ(x, y) =
dx

dε

∣∣∣∣∣
ε=٠

(x cos ε− y sin ε) = −y,

η(x, y) =
dx

dε

∣∣∣∣∣
ε=٠

(x sin ε+ y cos ε) = x.

سیستم جواب�های با بالا تبدیلات گروه است. v = −y∂x+x∂y آن، ͷکوچ بͬ�نهایت مولد بنابراین
معمولͬ دیفرانسیل معادلات

dx/dε = −y, dy/dε = x,

دارد. مطابقت

کنیم فرض .١٠.٢.١ قضیه

X =

n∑
i=١

Xi ∂

∂xi

p نقطه حول yi مانند کارتͬ آنͽاه Xp ̸= ٠ و p ∈ M اگر طوری�که به باشد، M روی برداری میدان ͷی
.X = ∂

∂y١
که است موجود
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[۶] برهان.

به شده تولید ١-پارامتری زیرگروه در ε = ١ دادن قرار با exp : G → G نمایͬ نͽاشت .١١.٢.١ تعریف
مͬ�آید: دست به v وسیله�ی

exp(v) ≡ exp(v)e.

هر برای g · x = Ψ(g, x) با که باشد تبدیلات از موضعͬ گروهͬ G مͬ�کنیم فرض .١٢.٢.١ تعریف
روی G از G لͬ جبر� با متناظر ͷکوچ بͬ�نهایت عملͬ مͬ�کند. Mعمل منیفلد روی (g, x) ∈ U ⊂ G×M

عمل با آن شار و است M روی برداری میدان ͷی ψ(v) باشد v ∈ G اگر که معنͬ این به دارد. وجود M
Ψx(g) = Ψ(g, x) فرض با و x ∈M هر برای است. منطبق M روی G از exp(εv) ١-پارامتری زیرگروه

داریم:

ψ(v)|x =
d

dε

∣∣∣∣∣
ε=٠

Ψ(exp(εv), x) = dΨx(v|e).

داریم: Ψx ◦Rg(h) = Ψg·x(h) چون Gx = {g ∈ G; (g, x) ∈ U} که g ∈ Gx برای علاوه به
dΨx(v|g) = dΨg·x(v|e) = ψ(v)|g·x.

داریم: و مͬ�شود نامیده G گروه عمل از ͷکوچ بͬ�نهایت مولد v ∈ G برداری میدان

v|x =
d

dε

∣∣∣∣∣
ε=٠

exp(εv)x, v ∈ g.

M = R حقیقͬ خط روی برداری میدان�های از دیفئومورفیسم بعد متناهͬ �لͬ جبر سه دقیقا .١٣.٢.١ مثال
دارند: وجود

x 7→ x+εانتقالات از ١-پارامتری گروه عنوان Mبه روی R از عملͬ ،∂x وسیله�ی به شده تولید جبر •
مͬ�کند. تولید را

تولید را x 7→ λxتجانس گروه دوم برداری میدان ،x∂x و ∂x وسیله�ی به شده تولید بعدی دو �لͬ جبر •
که کنید توجه مͬ�کند.

[∂x, x∂x] = ∂x.

وسیله�ی به شده تولید ٢× ٢ ماتریسͬ �لͬ جبر با �لͬ جبر )این
٠ ١
٠ ٠

)
و

(
١ ٠
٠ ٠

)
(۶.١)

فرم از بالامثلثͬ ماتریس�های تمام از لͬ گروه ͷی برداری، میدان�های این است. )ایزومورف
α β

٠ ١

)
, α > ٠,

مͬ�باشد. x 7→ αx+ β ،R روی متناظر عمل مͬ�کنند. تولید
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وسیله�ی به تولیدشده بعدی سه جبر •

v١ = ∂x, v٢ = x∂x, v٣ = x٢∂x,

وارونه�سازی موضعͬ گروه سوم برداری میدان که

x 7→ x

١− εx
, |ε| < ١

x
,

است. برداری میدان�های همین از مضربͬ دوباره برداری میدان دو هر لͬ کروشه�ی که مͬ�کند. تولید را
پایه�های با را SL(٢) لͬ جبر� سپس کنیم، جایͽزین −v٣ = −x٢∂x با را v٣ اگر

A١ =

(
٠ ١
٠ ٠

)
, A٢ =

( ١
٢ ٠
٠ −١

٢

)
, A٣ =

(
٠ ٠
١ ٠

)
,

بͬ�نهایت مولدهای با حقیقͬ خط روی SL(٢) ویژه�ی خطͬ گروه از موضعͬ عملͬ بنابراین مͬ�یابیم.
تصویری گروه عمل�گروه، این دارد. وجود −x٢∂x و x∂x ،∂x ͷکوچ

x 7→ αx+ β

γx+ δ
,

(
α β

γ δ

)
∈ SL(٢),

مͬ�باشد.

تابع هرگاه است، پیچشͬ M منیفلد روی {v١, . . . ,vr} برداری میدان�های از دستͽاه .١۴.٢.١ تعریف
i, j, k = هر برای طوری�که به دارد وجود ckij(x), x ∈ M, i, j, k = ١, . . . , r هموار و مقدار حقیقͬ

١, . . . , r

[vi,vj ] =
r∑

k=١
ckijvk,

(فروبنیوس١) .١۵.٢.١ قضیه
{v١, . . . ,vr} دستͽاه بنابراین Mباشند، منیفلد روی هموار برداری میدان�های v١, . . . ,vr کنید فرض

باشد. پیچشͬ اگر تنها و اگر است پذیر انتͽرال

[۶] برهان.

١Frobenius



٢ فصل

دیفرانسیل معادلات تقارن�های و ناوردا



١۵ امتداد .١.٢

و مͬ�دهیم. ارائه را آنها محاسبه�ی روش و دیفرانسیلͬ ناورداهای و ناورداها امتداد، مفهوم فصل این در
معادلات تقارن گروه مشخصکردن و تقارن گروه محاسبه�ی برای که ͷکوچ بͬ�نهایت روش�های از هم�چنین

مͬ�شود. استفاده است، شده ارائه دیفرانسیل

امتداد ١.٢

q-متغیر و مستقل p-متغیر از f : X ≃ Rp −→ U ≃ Rq هموار و مقدار حقیقͬ تابع .١.١.٢ تعریف
k-ام مرتبه متمایز جزئͬ مشتقات برای مختلف امͺان pk ≡

(
p+k−١

k

)
تعداد مͬ�گیریم، نظر در را وابسته

،J = (j١, · · · , jk) که uαJ = ∂Jf
α(x) مختصات با Uk ≃ Rqpk مͬ�دهیم قرار دارد. وجود f تابع از

شامل که U (n) = U × U١ × · · · × Un مͬ�دهیم قرار هم�چنین مͬ�باشد. α = ١, . . . , q و ١ ≤ jk ≤ p

q + qp١ + · · ·+ qpn = q
(
p+n
n

)
= qp(n) بعد از اقلیدسͬ فضای ͷی و n تا ٠ مرتبه از تابع مشتقات تمام

مͬ�نامیم. f n-ام مرتبه امتداد را آن و مͬ�دهیم نشان u(n) = pr(n)f(x) با را U (n) عضو هر حال مͬ�باشد.

متغیرهای مشتقات و وابسته متغیرهای ، مستقل متغیرهای همه�ی شامل X×Uکه (n) فضای تعریف٢.١.٢.
مͬ�گوییم. X × U کامل فضای n-ام مرتبه جت فضای را مͬ�باشد n-ام مرتبه تا وابسته

آن، n-ام مرتبه�ی امتداد آنͽاه مͬ�گیرد قرار M ⊂ X × U در آن گراف که باشد تابع ͷی u = f(x) اگر
قرار M (n) ≡ M × U١ × · · · × Un n-ام مرتبه جت فضای در آن گراف که است تابع ͷی ،pr(n)f(x)

مͬ�گیرد.

وابسته متغیر ١ و مستقل متغیر ٢ از هموار تابعͬ f : X ≃ R٢ −→ U ≃ R١ مͬ�کنیم فرض .٣.١.٢ مثال
امتداد را آن و مͬ�دهیم نشان u(٢) = pr(٢)f(x, y) با را U (٢) عضو هر .u = f(x, y) مͬ�دهیم قرا باشد،

مͬ�باشد: زیر صورت به که مͬ�نامیم f تابع دوم مرتبه�ی

pr(٢)f(x, y) = (u;ux, uy;uxx, uxy, uyy)

=

(
f ;
∂f

∂x
,
∂f

∂y
;
∂٢f

∂x٢
,
∂٢f

∂x∂y
,
∂٢f

∂y٢

)
.

R٢ × R کامل فضای دوم مرتبه�ی جت فضای را (x, y;u;ux, uy;uxx, uxy, uyy) ≃ R٨ فضای هم�چنین
مͬ�گوییم.

گروه عمل امتداد ١.١.٢

فضای از M ⊂ X × U باز زیرمجموعه روی که باشد تبدیلات از موضعͬ گروهͬ G مͬ�کنیم فرض
M (n) n-ام مرتبه�ی جت فضای روی G از القایͬ موضعͬ عمل مͬ�کند. عمل وابسته و مستقل متغیرهای
مͬ�شود نامیده ( M روی G n-ام مرتبه�ی امتداد صحیح�تر طور به (یا G n-ام مرتبه امتداد که دارد وجود



١۶ دیفرانسیل معادلات تقارن�های و ناوردا .٢

تابع متناظر مشتقات به را u = f(x) تابع مشتقات امتداد این مͬ�شود. داده نمایش pr(n)G صورت به و
مͬ�کند. تبدیل ũ = f̃(x̃) تبدیلͬ

را SO(٢) دوران�های گروه عمل و X × U ≃ R٢ طوری�که به p = q = ١ مͬ�کنیم فرض .۴.١.٢ مثال
با X × U (١) ≃ R٣ که مͬ�دانیم کنیم. محاسبه را pr(١)SO(٢) اول امتداد مͬ�خواهیم مͬ�گیریم. نظر در

کنیم: عمل مͬ�توانیم زیر طریق به ũx̃ محاسبه�ی برای (٣.١) به توجه با مͬ�باشد. (x, u, ux) مختصات

ũx̃ =
ũx
x̃x

=
(x sin θ + u cos θ)x
(x cos θ − u sin θ)x

=
sin θ + ux cos θ

cos θ − ux sin θ
.

از: عبارتست X × U (١) در pr(١)SO(٢) شده�ی داده امتداد عمل بنابراین

pr(١)θ.(x, u, ux) =

(
x cos θ − u sin θ, x sin θ + u cos θ,

sin θ + ux cos θ

cos θ − ux sin θ

)
,

. |θ| < |arccotux| که

برداری میدان�های امتداد ٢.١.٢

استفاده قابل راحتͬ به که مͬ�شود، ارائه برداری میدان�های امتداد محاسبه�ی برای صریحͬ فرمول اینجا در
مͬ�رود. کار به بعدی فصل�های در تقارن گروه محاسبه�ی برای مثال طور به و است.

مͬ�کنیم فرض .۵.١.٢ قضیه

v =

p∑
i=١

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=١

ϕα(x, u)
∂

∂uα
, (١.٢)

برداری میدان v n-ام مرتبه امتداد باشد. M ⊂ X × U باز مجموعه زیر روی برداری میدانͬ

pr(n)v = v +

q∑
α=١

∑
J

ϕJα(x, u
(n))

∂

∂uαJ
, (٢.٢)

و ١ ≤ jk ≤ p ،J = (j١, . . . , jk) آن در که مͬ�باشد. M (n) ⊂ X × U (n) متناظر جت فضای روی
داریم: هم�چنین مͬ�باشد. ٠ ≤ k ≤ n

ϕJα(x, u
(n)) = DJ

(
ϕα −

p∑
i=١

ξiuαi

)
+

p∑
i=١

ξiuαJ,i, (٣.٢)

آن در که
uαi =

∂uα

∂xi
, uαJ,i =

∂uαJ
∂xi

,

DJ = Dj١Dj٢ · · ·Djk ,

Di =
∂

∂xi
+

q∑
α=١

∑
J

uαJ,i
∂

∂uαJ
.

مͬ�باشد. i-ام مولفه�ی به نسبت کامل مشتق Di علاوه به



١٧ امتداد .١.٢

فرض .n = ١ مͬ�دهیم قرار این�رو از مͬ�کنیم محاسبه اول مرتبه�ی مشتقات برای را فرمول ابتدا برهان.
�باشد: زیر صورت به آن تبدیلات فرمول و متناظر ١-پارامتری گروه gε = exp(εv) مͬ�کنیم

(x̃, ũ) = gε · (x, u) = (Ξε(x, u),Φε(x, u)).

کنید توجه

ξi(x, u) =
d

dε

∣∣∣∣∣
ε=٠

Ξi
ε(x, u), i = ١, · · · , p, (۴.٢)

ϕα(x, u) =
d

dε

∣∣∣∣∣
ε=٠

Φα
ε (x, u), α = ١, · · · , q, (۵.٢)

باشد تابع ͷی u = f(x) و (x, u(١)) ∈ M(١) مͬ�کنیم فرض مͬ�باشند. Φε و Ξε مولفه�های Φα
ε و Ξi

ε که
باشیم: داشته صریح طور به یا u(١) = pr(١)f(x) طوری�که به

u(α) = f (α)(x), u
(α)
i = ∂f (α)(x)/∂xi.

اگر (حداقل است خوش�تعریف gε گروهͬ عنصر �وسیله�ی به f تبدیل ،ͷکوچ کافͬ اندازه�ی به های ε برای
�وسیله�ی به و باشد) x از ͬͺکوچ مناسب ͬͽهمسای f تعریف حوزه�ی

ũ = f̃ε(x̃) = (gε · f)(x̃) = [Φε ◦ (I× f)] ◦ [Ξε ◦ (I× f)]−١(x̃),

سپس مͬ�باشد J f̃ε(x̃) = (∂f̃αε /∂x̃
i) ژاکوبین، ماتریس زنجیره�ای، قاعده�ی از استفاده با مͬ�شود. داده

J f̃ε(x̃) = J [Φε ◦ (I× f)](x) · {J [Ξε ◦ (I× f)](x)}−١, (۶.٢)

چون باشد) شده تعریف آن معͺوس درصورتͬ�که )
x = [Ξε ◦ (I× f)]−١(x̃),

برای مͬ�شود. فراهم pr(١)gε اول امتداد برای واضحͬ فرمول بنابراین مͬ�باشد، J f̃ε(x̃)ماتریس ورودی�های
بͽیریم. مشتق ε = ٠ گرفتن نظر در با ε به نسبت (۶.٢) از بایستͬ pr(١)vͷکوچ بͬ�نهایت مولد کردن پیدا

سپس باشد ε توابع از وارون�پذیر مربعͬ ماتریس M(ε) اگر که بیاورید یاد به ابتدا
d

dε
[M(ε)−١] = −M(ε)−١

dM(ε)

dε
M(ε)−١.

است، همانͬ تبدیلات با متناظر ε = ٠ چون که کنید توجه هم�چنین

Ξ٠(x, f(x)) = x, Φ٠(x, f(x)) = f(x), (٧.٢)

باشد p× p همانͬ ماتریس I اگر طوری�که به
J [Ξ٠ ◦ (I× f)](x) = I, J (Φ٠ ◦ (I× f)](x) = J f(x).



١٨ دیفرانسیل معادلات تقارن�های و ناوردا .٢

داریم لیب�نیز قاعده�ی از استفاده با ،ε = ٠ مͬ�دهیم قرار و مͬ�گیریم مشتق (۶.٢) از حال

d

dε

∣∣∣∣∣
ε=٠

J f̃ε(x̃) =
d

dε

∣∣∣∣∣
ε=٠

J [Φε ◦ (I× f)](x)− J f(x) · d
dε

∣∣∣∣∣
ε=٠

J [Ξε ◦ (I× f)](x)

= J [ϕ ◦ (I× f)](x)− J f(x) · [ξ ◦ (I× f)](x).

کرده�ایم. استفاده (۴.٢) از و ستونͬ�اند بردارهای ϕ = (ϕ١, . . . , ϕq)
T و ξ = (ξ١, . . . , ξp)T دوم تساوی در

-(α, k) ورودی یعنͬ مͬ�دهد.�� را pr(١)v در ∂/∂uαk از ϕkα تابعͬ مضرب�های آخر فرمول ماتریس ورودی�های
ام،

ϕkα(x, pr
(١)f(x)) =

∂

∂xk
[ϕα(x, f(x))]−

p∑
i=١

∂fα

∂xi
· ∂

∂xk
[ξi(x, f(x))],

کامل مشتق تعریف �وسیله�ی به بنابراین مͬ�باشد.

ϕkα(x, u
(١)) = Dk[ϕα(x, u)]−

p∑
i=١

Dk[ξ
i(x, u)]uαi

= Dk

[
ϕα −

p∑
i=١

ξiuαi

]
+

p∑
i=١

ξiuαki, (٨.٢)

در را قضیه این�که برای مͬ�کند. اثبات n = ١ در را (٣.٢) حالت این .uαki = ∂٢uα/∂xk∂xi که مͬ�باشد
جت(١+n)-ام، فضای که است این توجه مورد موضوع مͬ�کنیم. استفاده استقرا از کنیم اثبات کلͬ حالت
این به شود. مشاهده جت(n)-ام فضای از (M(n))(١) اول جت فضای زیرفضای �عنوان به (١+n)Mمͬ�تواند

n-ام مرتبه�ی مشتقات از اول مرتبه�ی مشتقات �عنوان به مͬ�تواند uαJ +n)-ام ١) مرتبه�ی مشتقات که دلیل
و p = ٢ برای مͬ�کنیم. بررسͬ مورد این در را مثالͬ شود) اثبات مͬ�تواند روش چندین شود.(به گرفته نظر در
وابسته�ی متغیرهای �عنوان به را (ux, uy) دارد. را (x, y;u;ux, uy)مختصاتM(١) اول جت فضای q = ١
X × Ũ از بازی زیرمجموعه�ی تنها M(١) سپس ،uy = w و ux = v مͬ�دهیم قرار و مͬ�گیریم نظر در جدید
،M(١) اول جت فضای بنابراین دارد. را w و v ،u وابسته�ی متغیر سه Ũ اما است ٢-بعدی ،X هنوز مͬ�باشد،
(x, y;u; v, w;ux, uy, vx, vy, wx, wy) مختصات با X × Ũ (١) از بازی زیرمجموعه�ی ،(M(١))(١) یعنͬ

مͬ�باشد.
روابط �وسیله�ی به که است زیرفضایͬ M(٢) ⊂ (M(١))(١)بنابراین ،w = uy و v = ux چون حال

v = ux, w = uy, vy = wx,

مشتقات برابری و (M(١))(١) در uy و ux غیرضروری متغیرهای �وسیله�ی به و مͬ�شود تعریف X× Ũ (١) در
ادامه در pr(n−١)v از pr(n)v تعیین برای استقرا مراحل مͬ�شود. مشخص u از مختلط دوم مرتبه�ی جزئͬ
فرمول �وسیله�ی به بنابراین و مͬ�گیریم نظر در M(n−١) روی برداری میدان عنوان به را pr(n−١)v ما مͬ�آید؛
زیرفضای به را نتیجه برداری میدان�های سپس دهیم، امتداد (M(n−١))(١) به را آن مͬ�توانیم اول مرتبه�ی امتداد



١٩ امتداد .١.٢

این امͺان که کنیم بررسͬ (بایستͬ شد. خواهد مشخص pr(n)v امتداد نتیجه در مͬ�کنیم محدود M(n)

جدید n-ام مرتبه�ی مختصات حال مشخصاست.) فرمول به توجه با البته، باشد، داشته وجود کردن محدود
١ ≤ α ≤ q و ١ ≤ k ≤ p ،J = (j١, . . . , jn−١) که uαJ,k = ∂uαJ/∂x

k �وسیله�ی به (M(n−١))(١) در
صورت به ،pr(n−١)v اول امتداد در ∂/∂uαJ,k ضرایب ،(٨.٢) مطابق مͬ�شود. داده است،

ϕJ,kα = Dkϕ
J
α −

p∑
i=١

Dkξ
i · uαJ,i, (٩.٢)

فراهم pr(n)v تابعͬ ضرایب برای مفیدی بازگشتͬ رابطه�ی (٩.٢) دید، خواهیم که طور (همان مͬ�باشد.
�وسیله�ی به مͬ�کند. حل را (٩.٢) بازگشتͬ رابطه�ی (٣.٢) فرمول که کنیم بررسͬ است کافͬ حال مͬ�کند.)

داریم، استقرا

ϕJ,kα = Dk

{
DJ

(
ϕα −

p∑
i=١

ξiuαi

)
+

p∑
i=١

ξiuαJ,i

}
−

p∑
i=١

Dkξ
i · uαJ,i

= DkDJ

(
ϕα −

p∑
i=١

ξiuαi

)
+

p∑
i=١

(Dkξ
i · uαJ,i + ξiuαJ,ik)−

p∑
i=١

Dkξ
i · uαJ,i

= DkDJ

(
ϕα −

p∑
i=١

ξiuαi

)
+

p∑
i=١

ξiuαJ,ik,

مͬ�شود. تͺمیل استقرا مراحل و مͬ�باشد (٣.٢) شͺل دارای ϕJ,kα بنابراین .uαJ,ik = ∂٢uαJ/∂x
i∂xk که

ͷکوچ بͬ�نهایت مولد با X × U ≃ R× R روی که را SO(٢) دوران گروه .۶.١.٢ مثال
v = −u ∂

∂x
+ x

∂

∂u
,

اول مرتبه امتداد و ξ = −u ،ϕ = x اینجا در مͬ�گیریم. نظر در را مͬ�کند عمل

pr(١)v = v + ϕx
∂

∂ux
,

�وسیله�ی به
ϕx = Dx(ϕ− ξux) + ξuxx = Dx(x+ uux)− uuxx = ١+ u٢x,

مͬ�باشد: زیر صورت به pr(٢)v در ∂

∂uxx
از ϕxx تابعͬ مضرب هم�چنین مͬ�شود. داده

ϕxx = D٢
x(ϕ− ξux) + ξuxxx = D٢

x(x+ uux)− uuxxx = ٣uxuxx.

داده زیر صورت به مͬ�کند عمل X ×U (٢) روی که pr(٢)SO(٢) دوم امتداد ͷکوچ بͬ�نهایت مولد بنابراین
مͬ�شود:

pr(٢)v = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
+ (١+ u٢x)

∂

∂ux
+ ٣uxuxx

∂

∂uxx
.



٢٠ دیفرانسیل معادلات تقارن�های و ناوردا .٢

در (١.٢) مشابه را v برداری میدان دارد. وجود برداری میدان�های امتداد محاسبه�ی برای نیز زیر روش
مͬ�دهیم: قرار و مͬ�گیریم نظر

Qα(x, u
(١)) = ϕα(x, u)−

p∑
i=١

ξi(x, u)uαi , α = ١, . . . , q; (١٠.٢)

این با مͬ�گیریم. نظر در v برداری میدان مشخصه�ی عنوان به را Q(x, u(١)) = (Q١, . . . , Qq) q-تایͬ
مͬ�آید: در زیر شͺل به (٣.٢) تعریف،

ϕJα = DJQα +

p∑
i=١

ξiuαJ,i. (١١.٢)

داریم: آن کردن مرتب و (٢.٢) در آن کردن جایͽزین با

pr(n)v =

q∑
α=١

∑
J

DJQα
∂

∂uαJ
+

p∑
i=١

ξi

{
∂

∂xi
+

q∑
α=١

∑
J

uαJ,i
∂

∂uαJ

}
,

این�رو از مͬ�باشد، کامل مشتق کروشه، داخل عبارت

pr(n)v = pr(n)vQ +

p∑
i=١

ξiDi, (١٢.٢)

که

vQ =

q∑
α=١

Qα(x, u
(١))

∂

∂uα
, pr(n)vQ =

q∑
α=١

∑
J

DJQα
∂

∂uαJ
, (١٣.٢)

.٠ ≤ ♯J ≤ n و

ناورداها ٢.٢

کنیم. تعریف را M شده داده منیفلد از دلخواه مجموعه�های زیر تقارن گروه و ناوردایͬ اینجا در

مͬ�کند. عمل M منیفلد روی که باشد تبدیلات از موضعͬ گروهͬ G مͬ�کنیم فرض .١.٢.٢ تعریف
به g ∈ G و x ∈ φ اگر هرگاه مͬ�نامیم φ از تقارن گروه ͷی را G و �ناورداG ،φ ⊂ M زیرمجموعه

.g · x ∈ φسپس باشد، شده تعریف g · x طوری�که

انتقالات از ١-پارامتری گروه ͷی Gc اگر .٢.٢.٢ مثال
(x, y) 7→ (x+ cε, y + ε), ε ∈ R,

خط�هایͬ چنین برای تقارن گروه ͷی Gc و Gc-ناوردا ، x = cy + d خط�های سپس باشد، c ثابت برای
مͬ�باشد.



٢١ ناورداها .٢.٢

تابع مͬ�کنند. Mعمل منیفلد روی که باشد تبدیلات از موضعͬ گروه ͷی G مͬ�کنیم فرض .٣.٢.٢ تعریف
به g ∈ G هر و x ∈ M هر برای هرگاه مͬ�گوییم �ناورداG را مͬ�باشد منیفلد نیز N که F : M → N

.F (g · x) = F (x) باشیم داشته باشد شده تعریف g · x طوری�که

ͷی F (x, y) = x − cy تابع مͬ�گیریم، نظر در را (٢.٢.٢) مثال صفحه در انتقالات گروه .۴.٢.٢ مثال
Gc-ناورداست.

تابع مͬ�کنند. عمل M منیفلد روی که باشد تبدیلات از موضعͬ گروه ͷی G مͬ�کنیم فرض .۵.٢.٢ گزاره
ͷکوچ بͬ�نهایت مولد هر برای اگر تنها و اگر مͬ�نامیم -ناوردا G را F : M → R هموار و مقدار حقیقͬ

باشیم: داشته G از v

v(F ) = ٠, ∀x ∈M. (١۴.٢)

،x ∈M اگر برهان.
d

dε
F (exp(εv)x) = v(F )[exp(εv)x],

اگر برعͺس مͬ�شود. اثبات (١۴.٢) ضرورت ε = ٠ دادن قرار با باشد. شده تعریف exp(εv)x هرگاه
سپس باشد، برقرار جا همه (١۴.٢)

d

dε
F (exp(εv)x) = ٠,

از exp(εv)x موضعͬ ١-پارامتری زیرگروه است، همبندی برای ثابتͬ F (exp(εv)x) چون
Gx = {g ∈ G : باشد شده تعریف g.x}

ͷکوچ بͬ�نهایت مولدهای نمایͬ توابع از متناهͬ ضرب �عنوان به Gxمͬ�تواند عنصر هر اما مͬ�کند. تعریف را
مͬ�باشد. F (g.x) = F (x) ،g ∈ Gx هر برای این�رو از شود، نوشته G از vi

اینجا، در کنیم. تعریف را تبدیلات گروه تحت موضعا-ناوردا زیرمجموعه�های یا توابع مفهوم است لازم
نظر در را هستند ͷنزدی همانͬ عنصر به کافͬ اندازه�ی به که تبدیلاتͬ گروه از دسته آن تحت ناوردایͬ تنها

مͬ�گیریم.

زیر مͬ�کند. عمل M منیفلد روی که باشد تبدیلات از موضعͬ گروه ͷی G مͬ�کنیم فرض .۶.٢.٢ تعریف
عنصر از G̃x ⊂ Gx ͬͽهمسای x ∈ φ هر برای اگر مͬ�شود نامیده موضعͬ �ناوردایG ،φ ⊂ M مجموعه

.g.x ∈ φ باشیم: داشته g ∈ G̃x هر برای طوری�که به باشد داشته وجود G همانͬ
اگر مͬ�شود نامیده موضعͬ �ناوردایG مͬ�باشد، M از بازی زیرمجموعه U که F : U → N هموار تابع
هر برای طوری�که به باشد داشته وجود G در e همانͬ عنصر از G̃x ⊂ Gx ͬͽهمسای x ∈ U هر برای

.F (g.x) = F (g) باشیم: داشته g ∈ G̃x

باشد) شده تعریف M از باز زیرمجموعه ͷی روی فقط اگر (حتͬ مͬ�شود نامیده سراسری G-ناوردای ،F
.F (g.x) = F (g) باشیم: داشته ،g.x ∈ U طوری�که به g ∈ G و x ∈ U هر برای اگر
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خط قطعه باشد. R٢ در (x, y) 7→ (x+ ε, y) افقͬ انتقالات گروه G مͬ�کنیم فرض .٧.٢.٢ مثال
{(x, y) : y = ١−,٠ < x < ١}.

ضابطه�ای دو تابع مشابه طور به نیست. ناوردا -G اما است موضعͬ G-ناوردای

F (x, y) =

{
٠, y ≤ ٠ ∨ y > ٠ ∧ x > ٠,
e−١/y, y > ٠ ∧ x < ٠.

داریم: |ε| < |x| هر برای چون مͬ�باشد، U = R٢ \ {(٠, y) : y ⩾ ٠} روی G-ناوردا موضعا و هموار
نیست. سراسری -ناوردای G ،F که است واضح .F (x+ ε, y) = F (x, y)

�کند. عمل s-بعدی مدارهای Mبا m-بعدی منیفلد روی نیم���منظم طور به G مͬ�کنیم فرض .٨.٢.٢ قضیه
همسایͽͬ�ای در ζ١(x), . . . , ζm−s(x) تابعͬ مستقل موضعͬ ناوردای (m− s) دقیقا سپس ،x٠ ∈M اگر
برای باشد شده تعریف x٠ از همسایͽͬ�ای در که گروه عمل از دیͽر ناوردای هر علاوه به دارند. وجود x٠ از

دارد: را زیر فرم F هموار تابع
ζ(x) = F (ζ١(x), . . . , ζm−s(x)).

هستند. ناوردا x٠ از همسایͽͬ�ای در سراسری طور به ζ١, . . . , ζm−s ناورداهای سپس باشد Gمنظم عمل اگر

[١٢] برهان.

ناورداها ساختن برای روش�هایͬ ١.٢.٢

ͷکوچ بͬ�نهایت مولد با که باشد تبدیلات از ١-پارامتری گروه ͷی G مͬ�کنیم فرض

v = ξ١(x)
∂

∂x١
+ · · ·+ ξm(x)

∂

∂xm
.

معادله از جوابͬ G از ζ(x) موضعͬ ناوردای ͷی مͬ�کند، عمل M روی شده داده موضعͬ مختصات در
است: زیر خطͬ و همͽن اول، مرتبه جزئͬ دیفرانسیل

v(ζ) = ξ١(x)
∂ζ

∂x١
+ · · ·+ ξm(x)

∂ζ

∂xm
= ٠. (١۵.٢)

١−mجواب این�رو از دارد. وجود تابعͬ مستقل سپس١−mناوردای ،v|x٠ ̸= ٠ اگر (٨.٢.٢) قضیه به بنا
ͷکلاسی قضیه�ای دارد. وجود x٠ از ای ͬͽهمسای در (١۵.٢) جزئͬ دیفرانسیل معادله برای تابعͬ مستقل
زیر متناظر مشخصه سیستم از گرفتن انتͽرال با مͬ�تواند آنها عمومͬ حل که مͬ�دهد نشان معادلاتͬ چنین از

شود: پیدا معمولͬ دیفرانسیل معادلات از
dx١

ξ١(x)
=

dx٢

ξ٢(x)
= · · · = dxm

ξm(x)
.



٢٣ ناورداها .٢.٢

دارند: را زیر فرم آن جواب�های که
ζ١(x١, x٢, . . . , xm) = c١ , . . . , ζm−١(x١, x٢, . . . , xm) = cm−١.

برای تابعͬ مستقل جواب�های ζ١, . . . , ζm−١ واقع در انتͽرال�گیری�اند، از حاصل ثابت�های c١, . . . , cm−١

پیچیده�تر کمͬ r > ١ که تبدیلات از r-پارامتری گروه از مستقل ناورداهای محاسبه�ی مͬ�باشند. (١۵.٢)
دهند تشͺیل G برای ͷکوچ بͬ�نهایت مولدهای از پایه�ای k = ١, . . . , r و vk =

∑
ξik(x)

∂

∂xi
اگر است.

محاسبه زیر همͽن و خطͬ اول، مرتبه جزئͬ دیفرانسیل معادلات سیستم حل �وسیله�ی به ناورداها سپس
مͬ�شوند:

vk(ζ) =
m∑
i=١

ξik(x)
∂ζ

∂xi
= ٠, k = ١, . . . , r.

لذا باشد. v١, . . . ,vk برداری میدان�های همه�ی از مشترکͬ ناوردای بایستͬ ζ ناوردای هر دیͽر عبارت به
v٢, . . . ,vr برداری میدان�های بعد مرحله�ی در .v١ مثلا مͬ�کنیم، محاسبه را برداری میدان ͷی ناوردای ابتدا
میدان r− ١ این مشترک ناوردای سپس و مͬ�کنیم بازنویسͬ مختصات عنوان به v١ ناوردای از استفاده با را

مͬ�کنیم. بیان واضح�تر را مطلب مثال ͷی با حال مͬ�یابیم. را جدید برداری

برداری میدان�های .٩.٢.٢ مثال
v = −y ∂

∂x
+ x

∂

∂y
, w = ٢xz ∂

∂x
+ ٢yz ∂

∂y
+ (z٢ + ١− x٢ − y٢)

∂

∂z
.

روی و مͬ�کنند تولید R٣ روی تبدیلات از ٢-پارامتری آبلͬ گروه ͷی که مͬ�گیریم نظر در R٣ روی را
ζ(x, y, z) ناوردای مͬ�کنند. عمل منظم طور به M = R٣\({x = y = ٠} ∪ {x٢ + y٢ = ١, z = ٠})
مشخصه�ی سیستم مͬ�یابیم. را v مستقل ناوردای ابتدا مͬ�باشد. v(ζ) = ٠ = w(ζ) معادله دو از جوابͬ

ثابت�های برای ،z = c′ و x٢+y٢ = c تساوی�ها از گرفتن انتͽرال با مͬ�باشد. dx
−y

=
dy

x
=
dz

٠ ،v متناظر

.x٢ + y٢ = r٢ مͬ�دهیم قرار مͬ�باشند. v از مستقل ناورداهای انتͽرال�گیری�اند، از حاصل که c, c′ دلخواه
مͬ�کنیم. بیان دوباره z و r از استفاده با را w حال

x٢ + y٢ = r٢ ⇒ ٢x ∂
∂x

+ ٢y ∂
∂y

= ٢r ∂
∂r

⇒ w = ٢rz ∂
∂r

+ (z٢ + ١− r٢)
∂

∂z
.

دیفرانسیل معادله از جوابͬ باید بنابراین باشد v از z و r ناورداهای از تابعͬ بایستͬ ζ چون
w(ζ) = ٢rz ∂ζ

∂r
+ (z٢ + ١− r٢)

∂ζ

∂z
= ٠.

مͬ�باشد: زیر صورت به آن مشخصه سیستم باشد.
dr

٢rz =
dz

z٢ + ١− r٢
.
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معمولͬ، دیفرانسیل معادله این حل با

ζ =
z٢ + r٢ + ١

r
=
x٢ + y٢ + z٢ + ١√

x٢ + y٢
.

مͬ�باشد. گروه این مستقل ناوردای تنها

M ⊂ X×U باز زیرمجموعه روی که باشد تبدیلات از موضعͬ Gیͷگروه فرضمͬ�کنیم تعریف١٠.٢.٢.
مشتقات و u ،x به وابسته η :M (n) → R هموار Gتابع از n-ام مرتبه دیفرانسیلͬ یͷناوردای مͬ�کند. عمل
عمل�گروه از ناوردا ͷی η باشد شده تعریف pr(n)g · (x, u(n)) که g ∈ G هر برای طوری�که به مͬ�باشد u

است: pr(n)G شده داده امتداد
η(pr(n)g · (x, u(n))) = η(x, u(n)), (x, u(n)) ∈M (n).

�مͬ�کنند عمل v = −u∂x+x∂u مولد X×Uبا = R٢ روی Gکه = SO(٢)دوران�های گروه .١١.٢.٢ مثال
با pr(١)SO(٢) اول امتداد از معمولͬ ناوردای واقع در اول مرتبه دیفرانسیلͬ ناوردای مͬ�گیریم. نظر در را

ͷکوچ بͬ�نهایت مولد
pr(١)v = −u ∂

∂x
+ x

∂

∂u
+ (١+ u٢x)

∂

∂ux
.

داریم: دهیم، نشان (x, y, z) با را (x, u, ux) متغیرهای اگر مͬ�باشد.

w = pr(١)v = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
+ (١+ z٢)

∂

∂z
.

دو R٣ در نقطه هر از همسایͽͬ�ای در بنابراین نمͬ�شود صفر هرگز R٣ روی w برداری میدان که کنید توجه
این در مشخصه سیستم دارد. وجود w �وسیله�ی به شده تولید ١-پارامتری گروه از تابعͬ مستقل ناوردای

مͬ�باشد: زیر صورت به مورد
dx

−y
=
dy

x
=

dz

١+ z٢
.

مͬ�باشد. r =
√
x٢ + y٢ شعاع ناورداها از ͬͺی بنابراین شد، محاسبه (٩.٢.٢) مثال در اول تساوی که

داریم: و مͬ�کنیم جایͽزین
√
r٢ − y٢ با را x دیͽر ناوردای کردن پیدا برای

dy√
r٢ − y٢

=
dz

١+ z٢
.

بنابراین مͬ�باشد. k دلخواه ثابت برای arcsin y
r
= arctan z + k آن جواب

arctan z − arcsin
y

r
= arctan z − arctan

y

x
.

مͬ�آید: دست به آن تانژانت گرفتن با ناوردا این از ساده�تری بیان مͬ�باشد. w برای دوم دیفرانسیلͬ ناوردای
اولیه متغیر تغییر به توجه با بنابراین ،xz − y

yz + x

xux − u

x+ uux
و

√
x٢ + u٢

مͬ�دهند. تشͺیل SO(٢) برای اول مرتبه دیفرانسیلͬ ناورداهای از کاملͬ مجموعه�ی
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عمل M ⊂ X × U ≃ R٢ منیفلد روی که باشد تبدیلات از گروه ͷی G مͬ�کنیم فرض .١٢.٢.٢ گزاره
باشند. G از n-ام مرتبه دیفرانسیلͬ ناورداهای w = ζ(x, u(n)) و y = η(x, u(n)) که کنید تصور مͬ�کند.

مشتق سپس

dw

dy
=
dw/dx

dy/dx
≡ Dxζ

Dxη
, (١۶.٢)

مͬ�باشد. G برای +n)-ام ١) مرتبه دیفرانسیلͬ ناوردای ͷی

v = ξ∂x + ϕ∂u و هموار تابعͬ ζ(x, u(n)) مͬ�کنیم فرض داریم. نیاز زیر فرمول به اثبات برای برهان.
سپس باشد. برداری میدان

pr(n+١)v(Dxζ) = Dx[pr
(n)v(ζ)]−Dxξ ·Dxζ. (١٧.٢)

که مͬ�بینیم امتداد برای (١٢.٢) فرمول از استفاده با

pr(n+١)v(Dxζ) = pr(n+١)vQ(Dxζ) + ξD٢
xζ,

حالͬ�که در

Dx[pr
(n)v(ζ)] = Dx[pr

(n)vQ(ζ)] +Dx(ξDxζ).

مͬ�یابد، کاهش زیر ساده�تر فرمول به (١٧.٢) بنابراین

pr(n+١)vQ(Dxζ) = Dx[pr
(n)vQ(ζ)].

(١۶.٢) اثبات مͬ�باشد. کامل مشتقات و برداری میدان�های عمومͬ تبدیل قاعده�ی از ویژه موردی فرمول، این
(١٧.٢) از استفاده با باشد. G از ͷکوچ بͬ�نهایت مولدی v مͬ�کنیم فرض مͬ�دهیم، ادامه را

pr(n+١)v

[
dw

dy

]
=

١
(Dxη)٢

{pr(n+١)v(Dxζ) ·Dxη −Dxζ · pr(n+١)v(Dxη)}

=
١

(Dxη)٢
{Dx[pr

(n)v(ζ)] ·Dxη −Dxξ ·Dxζ ·Dxη}

− ١
(Dxη)٢

{Dxζ ·Dx[pr
(n)v(η)] +Dxζ ·Dxξ ·Dxη}

= ٠,

عمل تحت ͷکوچ بͬ�نهایت ناوردای dw/dy بنابراین pr(n)v(ζ) = ٠ = pr(n)v(η)فرض به توجه با چون
ناورداست. (۵.٢.٢) گزاره�ی به توجه با لذا مͬ�باشد pr(n+١)G
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عمل M ⊂ X × U ≃ R٢ روی که باشد تبدیلات از ١-پارامتری گروه G مͬ�کنیم فرض .١٣.٢.٢ گزاره
از تابعͬ مستقل ناورداهای از کاملͬ مجموعه�ی w = ζ(x, u, ux) و y = η(x, u) مͬ�کنیم فرض مͬ�کند.

مشتقات سپس باشند. pr(١)G اول امتداد

y, w, dw/dy, . . . , dn−١w/dyn−١ (١٨.٢)

مͬ�کنند. فراهم n ≥ ١ برای pr(n)G n-ام مرتبه�ی امتداد برای تابعͬ مستقل ناورداهای از کاملͬ مجموعه�ی

مشتقاتk-ام چون طرفͬ از کنیم. ثابت را (١٨.٢) استقلال کافیست (١٢.٢.٢) قضیه�ی به توجه با برهان.
توابع به تنها که y, w, · · · , dk−١/dyk−١ از لذا هستند، وابسته uk+١ = dk+١u/dxk+١ به تنها dkw/dyk

مستقل�اند. وابسته�اند، x, u, . . . , uk

دیفرانسیل معادلات ٣.٢

با وابسته متغیر q و مستقل متغیر p با n-ام مرتبه دیفرانسیل معادلات از ∆ سیستم ͷی .١.٣.٢ تعریف
و u = (u١, . . . , uq) ،x = (x١, . . . , xp) شامل ∆ν(x, u

(n)) = ٠, ν = ١, . . . , ℓ معادلاتͬ سیستم
در ∆(x, u(n)) = (∆١(x, u

(n)), . . . ,∆ℓ(x, u
(n))) توابع مͬ�شود. داده n مرتبه تا x به نسبت u مشتقات

X×U (n) فضایجت از هموار نͽاشتͬ عنوان به ∆مͬ�تواند طوری�که به فرضمͬ�شوند هموار اندیس�هایشان
.∆ : X × U (n) → Rℓ شود، دیده ℓ-بعدی اقلیدسͬ فضای به

با را سیستم جواب مجموعه

S∆ = {(x, u(n))|∆ν(x, u
(n)) = ٠, ν = ١, · · · ,m}, (١٩.٢)

که است (x, u(n)) ∈ Jn نقاط تمام شامل و n-ام، مرتبه�ی جت فضای از زیرمجموعه�ای که مͬ�دهیم نشان
مͬ�کند. صدق سیستم در

باشد. دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی ∆ν(x, u
(n)) = ٠, ν = ٠, . . . , ℓ مͬ�کنیم فرض .٢.٣.٢ تعریف

ℓ× (p+ qp(n)) ژاکوبین ماتریس اگر گوییم ماکسیمال رتبه دارای را آن

J∆(x, u(n)) =

(
∂∆ν

∂xi
,
∂∆ν

∂uαJ

)
,

.∆ν(x, u
(n)) = ٠ باشیم: داشته هرگاه باشد ℓ رتبه از (x, u(n)) متغیرهای همه�ی به نسبت ∆ از

تقارن�ها ۴.٢

گروه ͷی ∆ برای تقارن یͷگروه باشد. دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی ∆ مͬ�کنیم فرض .١.۴.٢ تعریف
عمل دستͽاه وابسته و مستقل متغیرهای فضای Mاز باز مجموعه زیر روی که است Gتبدیلات از موضعͬ
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شده تعریف g · f ،g ∈ G هر برای و باشد ∆ از جواب ͷی u = f(x) هرگاه که خاصیت این با مͬ�کند
باشد. دستͽاه از جواب ͷی نیز u = g · f(x) آنͽاه باشد،

عمل M m-بعدی منیفلد روی که باشد تبدیلات از همبند موضعͬ لͬ گروه G کنید تصور .٢.۴.٢ قضیه
جبری معادلات از سیستم ͷی F :M → Rℓ, ℓ ≤ m کنید فرض مͬ�کند.

Fν(x) = ٠, ν = ١, . . . , ℓ,

دارای سیستم جواب از x نقطه�ی در (∂Fν/∂x
k) ژاکوبین ماتریس که معنͬ این به باشد، ماکسیمال رتبه�ی با

G از v ͷکوچ بͬ�نهایت مولد هر برای اگر تنها و اگر است سیستم تقارن گروه G سپس باشد. ℓ رتبه�ی
باشیم: داشته

v[Fν(x)] = ٠, ν = ١, . . . , ℓ, (٢٠.٢)

.F (x) = ٠ هرگاه

.[١٢] برهان.

از n-ام مرتبه�ی سیستم ∆(x, u(n)) = ٠ و X × U از بازی زیرمجموعه�ی M کنیم فرض .٣.۴.٢ قضیه
تصور است. �شده تعریف S∆ ⊂ M (n) متناظر جواب مجموعه�ی با M روی که باشد دیفرانسیل معادلات
این به مͬ�گذارد ناوردا را S∆ آن امتداد و مͬ�کند Mعمل روی که باشد تبدیلات از موضعͬ گروه ͷیG کنید
.pr(n)g ·(x, u(n)) ∈ S∆ باشیم: داشته تعریف صورت در g ∈ G هر برای (x, u(n)) ∈ S∆ گاه هر که معنͬ

مͬ�باشد. دیفرانسیل معادلات دستͽاه از تقارن گروه ͷی Gسپس

.[١٢] برهان.

G گروه برای را مهمͬ و ͷکوچ بͬ�نهایت شرایط بلافاصله (٣.۴.٢) و (٢.۴.٢) قضیه�ی دو ترکیب با
مͬ�باشد. دیفرانسیل معادلات سیستم تقارن گروه G آن، �وسیله�ی به که مͬ�یابیم

رتبه با دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی ∆ν(x, u
(n)) = ٠, ν = ٠, . . . , ℓ کنید فرض .۴.۴.٢ قضیه

مͬ�کند عمل M روی که باشد تبدیلات از موضعͬ گروه ͷی G اگر باشد. M ⊂ X × U روی ماکسیمال
باشیم: داشته G از v ͷکوچ بͬ�نهایت مولد هر برای و

pr(n)v[∆ν(x, u
(n))] = ٠, ν = ١, . . . , ℓ,

مͬ�باشد. دستͽاه این برای تقارن گروه ͷی G آنͽاه .∆(x, u(n)) = ٠ هرگاه

مͬ�شود. اثبات (٣.۴.٢) و (٢.۴.٢) قضیه�ی به توجه با برهان.
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مجموعه�ی ،κ = in با I١, . . . , Iκ مͬ�کنیم فرض و باشد، تبدیلͬ گروه G مͬ�کنیم فرض .۵.۴.٢ قضیه
ͷی باشند. V (n) ⊂ J (n) باز زیرمجموعه�ی روی تابعͬ مستقل n-ام مرتبه�ی دیفرانسیلͬ ناورداهای از کاملͬ
زیرمجموعه�ی به هرگاه اگر، تنها و اگر مͬ�پذیرد تقارن گروه عنوان به را G دیفرانسیل، معادلات از سیستم

نوشت: دیفرانسیلͬ ناورداهای برحسب را آن توانیم به شود، تحدید V (n)

∆ν(x, u
(n)) = Fν(I١(x, u

(n)), . . . , Iκ(x, u
(n))) = ٠, ν = ١, . . . , ℓ.

توصیف دیفرانسیلͬ ناورداهای �وسیله�ی به که n مرتبه�ی دیفرانسیل معادلات از ناوردا سیستم�های تنها
مͬ�گیرند: قرار زیر تͺین زیرنمایش در نمͬ�شوند

Sn = Jn/V n = {z ∈ Jn| dimG(n)|z < sn},

n و کند عمل موثر موضعا طور به G اگر ویژه، به نیستند. ماکسیمال شده داده امتداد عمل مدارهای که
بͬ�نهایت مولدهای آن روی که مͬ�باشد Jn از زیرمجموعه�ای تنها Sn سپس باشد، G پایایͬ مرتبه�ی حداقل
به مͬ�تواند دیفرانسیل معادلات از G-ناوردا سیستم هر هستند. خطͬ وابسته�ی G شده�ی داده امتداد ͷکوچ
صفر �وسیله�ی به ( (موضعا مͬ�تواند و است V n از زیرمجموعه�ای که منظم، مولفه�ی ͷی الف) از اجتماعͬ
تͺین، مولفه�ی ͷی ب) و ،(۵.۴.٢) قضیه�ی مشابه شود، مشخص دیفرانسیلͬ ناورداهای سیستم قراردادن
مشخص ͷکوچ بͬ�نهایت مولدهای خطͬ ͬͽوابست �وسیله�ی به این�رو از و است Sn از زیرمجموعه�ای که

شود. تجزیه دیͽر ممͺن شرایط با مͬ�شود،

گرمای معادله�ی .۶.۴.٢ مثال
ut − uxx = ٠,

مͬ�کنیم فرض مͬ�گیریم. نظر در را

v = ξ(x, t, u)∂x + τ(x, t, u)∂t + ϕ(x, t, u)∂u,

به�صورت آن دوم امتداد باشد. آن ͷکوچ بͬ�نهایت مولد

pr(٢)v = v + ϕx∂ux + ϕt∂ut + ϕxx∂uxx + ϕxt∂uxt + ϕtt∂utt ,

بایستͬ ناوردایͬ ͷکوچ بͬ�نهایت ضابطه�ی طبق مͬ�باشد.

٠ = pr(٢)v(ut − uxx)|ut−uxx=٠ = (ϕt − ϕxx)|ut−uxx=٠, (٢١.٢)

داریم: آن در که

ϕt = Dtϕ− uxDtξ − utDtτ

= ϕt − ξtux + (ϕu − τt)ut − ξuuxut − τuu
٢
t ,
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ϕx = Dxϕ− uxDxξ − utDxτ

= ϕx + (ϕu − ξx)ux − τxut − ξuu
٢
x − τuuxut,

ϕxx = Dxϕ
x − uxxDxξ − uxtDxτ

= ϕxx + (٢ϕxu − ξxx)ux − τxxut + (ϕuu − ٢ξxu)u٢x − ٢τxuuxut

−ξuuu٣x − τuuu
٢
xut + (ϕu − ٢ξx)uxx − ٢τxuxt − ٣ξuuxuxx

−τuutuxx − ٢τuuxuxt.

بایستͬ ϕxx و ϕt برای شده محاسبه رابطه�ی و ،(٢١.٢) طبق

٠ = ϕt − ξtux + (ϕu − τt)ut − ξuuxut − τuu
٢
t − ϕxx − (٢ϕxu − ξxx)ux

+τxxut − (ϕuu + ٢ξxu)u٢x + ٢τxuuxut + ξuuu
٣
x + τuuu

٢
xut

−(ϕu − ٢ξx)uxx + ٢τxuxt + ٣ξuuxuxx + τuutuxx + ٢τuuxuxt.

داریم: (ut = uxx (چون uxx با ut کردن جایͽزین با آن در که

٠ = ϕt − ξtux + (ϕu − τt)uxx − ξuuxuxx − τuu
٢
xx − ϕxx − (٢ϕxu − ξxx)ux

+τxxuxx − (ϕuu + ٢ξxu)u٢x + ٢τxuuxuxx + ξuuu
٣
x + τuuu

٢
xuxx

−(ϕu − ٢ξx)uxx + ٢τxuxt + ٣ξuuxuxx + τuu
٢
xx + ٢τuuxuxt.

مͬ�دهیم، قرار برابر هم با را متشابه ی�ͷجمله�ای�های ضرایب آن در

uxuxt ٠ = ٢τu

uxt ٠ = ٢τx

u٢xx ٠ = τ − τ

u٢xuxx ٠ = τuu

uxuxx ٠ = −ξu + ٢τxu + ٣ξu

uxx ٠ = −τt + τxx + ٢ξx

u٣x ٠ = ξuu

u٢x ٠ = ٢ξxu − ϕuu

ux ٠ = ξxx − ξt − ٢ϕxu

١ ٠ = ϕt − ϕxx
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داریم: قبلͬ جزئͬ دیفرانسیل معادلات خطͬ سیستم حل با

ξ = c١ + c۴x+ ٢c۵t+ ۴c۶xt,

τ = c٢ + ٢c۴t+ ۴c۶t٢,

ϕ = (c٣ − c۵x− ٢c۶t− c۶x
٢)u+ α(x, t),

مͬ�شود: تولید زیر برداری میدان�های �وسیله�ی به ͷکوچ بͬ�نهایت تقارن�های جبر�لͬ .αt = αxx که

v١ = ∂x,

v٢ = ∂t,

v٣ = u∂u,

v۴ = x∂x + ٢t∂t,

v۵ = ٢t∂x − xu∂u,

v۶ = ۴tx∂x + ۴t٢∂t − (x٢ + ٢t)∂u,

vα = α(x, u)∂u.

مͬ�کند، تولید تبدیلات از ١-پارامتری گروه ͷکوچ بͬ�نهایت مولد هر

G١ : (x+ ε, t, u),

G٢ : (x, t+ ε, u),

G٣ : (x, t, eε, u),

G۴ : (eεx, e٢εt, u),

G۵ : (x+ ٢εt, t, u · exp(−εx− ε٢t)),

G۶ :

(
x

١− ۴εt ,
t

١− ۴εt , u
√
١− ۴εt exp

[
−εx٢

١− ۴εt

])
,

Gα : (x, t, u+ εα(x, t)).

مͬ�باشد. آن از جدیدی جواب ũ(x̃, t̃) سپس باشد، گرما معادله�ی از جوابͬ u(x, t) مͬ�کنیم فرض حال
١-پارامتری گروه

G۶ : (x̃, t̃, ũ) =

(
x

١− ۴εt ,
t

١− ۴εt , u
√
١− ۴εt exp

[
−εx٢

١− ۴εt

])
,
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سپس مͬ�گیریم. نظر در را

ũ(x̃, t̃) = u(x, t)
√
١− ۴εt exp

[
−εx٢

١− ۴εt

]

= u

(
x̃

١+ ۴εt̃
,

t̃

١+ ۴εt̃

)exp

[
−εx̃٢

١+ ۴εt̃

]
√
١+ ۴εt̃

,

داریم: ،u =
√
ε/π مͬ�دهیم قرار مͬ�باشد. گرما معادله�ی از جوابͬ نیز

ũ(x̃, t̃) =

√
ε exp

[
−εx̃٢

١+ ۴εt̃

]
√
π
√
١+ ۴εt̃

.

بنابراین مͬ�کنیم، جایͽزین (G٢ از استفاده (با −١/۴ε با را t̃

ũ(x̃, t̃) =
١√
۴πt̃

exp

[
−x̃٢

۴t̃

]
, t ≥ ٠,

مͬ�باشد. گرما معادله�ی اساسͬ جواب که



٣ فصل

نورمن � وی روش و غیرخطͬ برهم�نهͬ اصل



٣٣ غیرخطͬ برهم�نهͬ اصل .١.٣

غیرخطͬ برهم�نهͬ اصل ١.٣

اول، مرتبه ریͺاتͬ دیفرانسیل معادله به دوم مرتبه خطͬ دیفرانسیل معادله ͷی کاهش مسئله�ی فصل این در
لͬ گروه ͷی در دیفرانسیلͬ معادله ͷی جواب�های تعیین برای نورمن - وی توسط که را روشͬ ادامه در

است. شده بود،بیان شده داده توسعه
بͽیرید درنظر را زیر خطͬ دوم مرتبه دیفرانسیل معادله

d٢u

dt٢
+ b(t)

du

dt
+ c(t)u = ٠ (١.٣)

برداری میدان که مͬ�شود باعث بودن خطͬ خاصیت
X = u

∂

∂u

مͬ�کند تولید زیر صورت به (١.٣) معادله نقطه�ای تقارن�های از ١-پارامتری لͬ گروه ͷی
exp(εX)(t, u) = (t̃, ũ) =⇒ G : (t, eϵu)

بنابراین مͬ�باشد. نقطه�ای تقارن گروه G که
t̄(ϵ) = t, ū(ϵ) = eϵu.

برداری میدان v = ϕ(u) به u مختصات تغییر با
X = u

∂

∂u

به (١٠.٢.١) قضیه طبق
X =

∂

∂v

پس u = ev نتیجه در مͬ�شود، منجر v = log u معادله به Xv = ١ معادله بنابراین مͬ�شود. تبدیل

du

dt
= ev

dv

dt
= u

dv

dt
. (٢.٣)

آنͽاه بنویسیم، (١.٣) معادله در را جدید مختصات اگر حال

(
dv

dt
)٢ev +

d٢v

dt٢
ev + b(t)

dv

dt
ev + c(t)ev = ٠

d٢v

dt٢
+ b(t)

dv

dt
+ (

dv

dt
)٢ + c(t) = ٠

دهیم، کاهش را معادله مرتبه x = dv
dt متغیر تغییر با اگر بنابراین نشده ظاهر قبلͬ معادله در v مجهول تابع

مͬ�آوریم. دست به را زیر ریͺاتͬ معادله آنͽاه

dx

dt
= −c− bx− x٢ (٣.٣)
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: داریم (٢.٣) رابطه به توجه با بنابراین است. شده اشاره در[١۴] که
du

dt
= u

dv

dt

x =
١
u

du

dt
(۴.٣)

است. برابر (۴.٣) و (٣.٣) دیفرانسیل معادله با (١.٣) دیفرانسیل معادله بنابراین

بͽیریم مشتق t به نسبت (۴.٣) رابطه از اگر برهان.
dx

dt
=

−du
dt

u٢
du

dt
+
١
u

d٢u

dt٢

داریم: آنͽاه شود، جایͽذاری (٣.٣) معادله در و
−du
dt

u٢
du

dt
+
١
u

d٢u

dt٢
+
b

u

du

dt
+

١
u٢
d٢u

dt٢
+ c = ٠

نتیجه: در
d٢u

dt٢
+ b(t)

du

dt
+ c(t)u = ٠.

تعیین وابسته برداری میدان چند از انتͽرال خم ͷی عنوان به مͬ�توان را ریͺاتͬ معادله هندسͬ دیدگاه از
کرد.

Γ =
(
a٠(t) + a١(t)x+ a٢(t)x

٢
) ∂

∂x
.

نوشت. زیر برداری میدان�های از وابسته ضرایب چند از خطͬ ترکیب صورت به را برداری میدان این که
L٠ =

∂

∂x
, L١ = x

∂

∂x
, L٢ = x٢

∂

∂x

زیر شده تعریف رابطه�های با که

[L٠, L١] =[∂x, x∂x] = (∂x)(x∂x)− (x∂x)(∂x) = ∂x = L٠ (۵.٣)

[L٠, L٢] =[∂x, x٢∂x] = (∂x)(x٢∂x)− (x٢∂x)(∂x) = ٢x∂x = ٢L١

[L١, L٢] =[x∂x, x٢∂x] = (x∂x)(x٢∂x)− (x٢∂x)(x∂x) = ٢x٢∂x− x٢∂x = x٢∂x = L٢

است. ایزومورفیسم sl(٢,R) با بنابراین مͬ�کند. تولید بعدی سه لͬ جبر

برداری میدان�های از متناهͬ بعد با لͬ جبرهای دقیق طور به بالا در شده ثابت لͬ گروه�های .١.١.٣ مثال
از: عبارتند اینها هستند.که M = R حقیقͬ خط روی

تولید انتقال از ١-پارامتری گروه عنوان به M روی R از عمل ͷی این که :∂x توسط شده تولید جبر (١)
x 7→ x+ ϵ مͬ�کند:



٣۵ غیرخطͬ برهم�نهͬ اصل .١.٣

تولید را x 7→ λx انبساط گروه برداری میدان دو که x∂x و ∂x توسط شده تولید بعدی دو لͬ جبر (٢)
که: کنید توجه مͬ�کند،

[∂x, x∂x] = ∂x

توسط شده تولید ٢× ٢ های ماتریس لͬ جبر با لͬ جبر این )بنابراین
٠ ١
٠ ٠

) (
١ ٠
٠ ٠

)
فرم به مثلثͬ بالا ماتریس�های همه لͬ گروه این و است. )ایزومورفیسم

α β
٠ ١

)
, α > ٠

مͬ�کند. تولید را است x 7→ αx+ β صورت به R روی متشابه عمل که را
توسط شده تولید بعدی سه جبر�های (٣)

v١ = ∂x, v٢ = x∂x, v٣ = x٢∂x,

مͬ�شود. تولید وارونه�سازی از موضعͬ گروه برداری میدان سومین
x 7→ x

١− ϵx
, |ϵ| < ١

x
.

مͬ�باشد: زیر صورت به لͬ جبر این برای جابجاگر جدول

v١ v٢ v٣
v١ ٠ v١ ٢v٢
v٢ −v١ ٠ v٣
v٣ −٢v٢ −v٣ ٠

پایه�ها با SL(٢) مانند یͺسان جابجاگر جدول آنͽاه کنیم جایͽزین −v٣ = −x٢∂x با v٣ ما اگر

A١ =

(
٠ ١
٠ ٠

)
, A٢ =

(
١ ٠
٠ −١

)
, A٣ =

(
٠ ٠
١ ٠

)
با حقیقͬ خط روی SL(٢) ویژه خطͬ گروه از موضعͬ عمل ͷی بنابراین مͬ�آید. دست به

∂x, x∂x, −x٢∂x

تصویری گروه عمل مانند گروه عمل این مͬ�کنند. عمل ͷکوچ بͬ�نهایت مولد�های مانند که دارد وجود

x 7→ αx+ β

γx+ δ
,

(
α β
γ δ

)
∈ SL(٢),

است. خطͬ تبدیلات از

.٢.١.٣ مثال
ψ : SL(٢)×R −→ R
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Ψx : SL(٢) −→ R

ضابطه با
ψx

(
α β
γ δ

)
=
αx+ β

γx+ δ

dΨx(A١ |I٢) =
d

dt
|t=٠ Ψx(I٢ +A١t)

=
d

dt
|t=٠ Ψx

[(
١ ٠
٠ ١

)
+

(
٠ t
٠ ٠

)]
=

d

dt
|t=٠ Ψx

(
١ t
٠ ١

)
=

d

dt
|t=٠

x+ t

٠+ ١ = ١ ≡ ∂x

هم�چنین

dΨx(A٢ |I٢) =
d

dt
|t=٠ Ψx(I٢ +A٢t)

=
d

dt
|t=٠ Ψx

[(
١ ٠
٠ ١

)
+

(
t ٠
٠ −t

)]
=

d

dt
|t=٠ Ψx

(
١+ t ٠
٠ ١− t

)
=

d

dt
|t=٠

tx+ x

−t+ ١ = ٢x ≡ x∂x

مͬ�باشد. صورت همین x∂x٢−به آوردن �دست به روش

نورمن � وی روش ٢.٣

دیفرانسیل معادله دستͽاه .١.٢.٣ تعریف

dxi(t)

dt
= Xi(x, t), i = ١, . . . , n, (۶.٣)

مͬ�باشد. زیر صورت به برداری میدان از انتͽرال خم�های صورت به آن جواب�های که بͽیرید نظر در

X = Xi(x, t)
∂

∂xi
. (٧.٣)

اولیه شرایط با Φt نͽاشت ͷی t ͷکوچ مقدار برای دیفرانسیل معادله جواب�های یͺتایͬ و وجود طبق
: که است شده تعریف x(٠) ͬͽهمسای در f توابع و دارد. وجود x(٠) = (xi(٠))

[U(t)f ](x) = f
(
Φ−١
t (x)

)
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: بͽیریم مشتق t به نسبت ]وقتͬ
dU(t)

dt
f

]
(x) =

d

dt

(
(foΦ−١

t )(x)
)
=
dxi

dt

∂f

∂xi
(Φ−١

t (x))

=X(f)
(
Φ−١
t (x)

)
= [U(t)(Xf)](x).

بنابراین است، قبول قابل f پذیر مشتق تابع هر برای رابطه این
dU(t)

dt
= U(t)X.

برداری میدان�های از خطͬ ترکیب صورت به که X عملͽرهای برای دیفرانسیل معادله ͷی [١٨] به توجه با
مͬ�باشد، Rn در

X =

m∑
k=١

ak(t)Lk,

.٢.٢.٣ مثال

dU(t)

dt
=

m∑
k=١

ak(t)U(t)Lk, (٨.٣)

مͬ�باشد. زیر فرم به عمومͬ جواب پس مͬ�کند، تولید متناهͬ بعد با حقیقͬ لͬ جبر ͷی Lk که

U(t) = Πm
i=١ exp(gi(t)Li), (٩.٣)

فرم به دستͽاه جواب gi(t) توابع که

m∑
i=١

ai(t)Li =

m∑
i=١

ġi(t)
[
Πm

j=i+١ exp(−gi(t)adLj)
]
Li, (١٠.٣)

هستند. gi(٠) = ٠, i = ١, . . . ,m. اولیه شرایط با
دستͽاه هم�چنین و کرد استفاده ریͺارتͬ معادله برای مͬ�توان را نورمن - وی توسط شده پیشنهاد روش این
مͬ�تواند اینجا در ریͺارتͬ دیفرانسیل معادله حقیقت در کنیم، حل نیز را بالاتر درجه با دیفرانسیل معادلات

دیفرانسیل معادله و مͬ�گیرد SL(٢,R) در مقداری که باشد U(t) عملͽر ͷی

dU(t)

dt
= U(t)[a٠(t)L٠ + a١(t)L١ + a٢(t)L٢], (١١.٣)

وابسته برداری میدان�های k = ٠,١,٢ برای Lk برداری میدان�های که مͬ�پذیرد، U(٠) = I اولیه شرایط با
sl(٢,R) با ایزومورفیسم لͬ جبر و یافتند توسعه R حقیقͬ خط روی که هستد SL(٢,R) از چپ عمل به

مͬ�کند. تولید
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طوری�که به دارد وجود u٠(t), u١(t), u٢(t) توابع [١٨] نورمن - وی روش برطبق .٣.٢.٣ مثال
u(٠)٠ = u(٠)١ = u(٠)٢ = ٠

و

U(t) = exp(u١L١) exp(u٢L٢) exp(u٠L٠) (١٢.٣)

: داریم (١٠.٣) رابطه از استفاده با بنابراین

a٠(t)L٠ + a١(t)L١ + a٢(t)L٢ =u̇١(t) exp(−u٠(t)adL٠) exp(−u٢(t)adL٢)L١

+u̇٢(t) exp(−u٠(t)adL٠)L٢ + u̇٠(t)L٠

=u̇١(L١ − u٠L٠ + u٢L٢ − ٢u٠u٢L١ + u٢٠u٢L٠)

+u̇٢(L٢ − ٢u٠L١ + u٢٠L٠) + u̇٠L٠

=(−u٠u̇١ + u٢٠u٢u̇١ + u٢٠u̇٢ + u̇٠)L٠

+(u̇١ − ٢u٠u٢u̇١ − ٢u٠u̇٢)L١ + (u٢u̇١ + u̇٢)L٢

مͬ�آید. �دست به زیر صورت به ui توابع برای دیفرانسیل معادلات از دستͽاهͬ بنابراین

a٠(t) =− u٠u̇١ + u٢٠u٢u̇١ + u٢٠u̇٢ + u̇٠ (١٣.٣)

a١(t) =u̇١ − ٢u٠u٢u̇١ − ٢u٠u̇٢ (١۴.٣)

a٢(t) =u٢u̇١ + u̇٢ (١۵.٣)

نوشت: زیر نرمال فرم به مͬ�توان را آن که

u̇٠ =a٠(t) + u٠u̇١ − u٢٠u٢u̇١ − u٢٠u̇٢

=a٠(t) + u٠(u̇١ − ٢u٠u٢u̇١ + u٠u٢u̇١ − ٢u٠u̇٢ + u٠u̇٢)

=a٠(t) + u٠(u̇١ − ٢u٠u٢u̇١ − ٢u٠u̇٢) + u٢٠(u٢u̇١ + u̇٢)

=a٠(t) + a١(t)u٠(t) + a٢(t)u
٢
٠(t)

u̇١ =a١(t) + ٢u٠u٢u̇١ + ٢u٠u̇٢

=a١(t) + ٢u٠(u٢u̇١ + u̇٢)

=a١(t) + ٢a٢(t)u٠(t)

u̇٢ =a٢(t)− u٢u̇١ + ٢u٠u٢٢u̇١ + ٢u٠u٢u̇٢ − ٢u٠u٢٢u̇١ − ٢u٠u٢u̇٢

=a٢(t)− a١(t)u٢ − ٢u٠u٢(u٢u̇١ + u̇٢)

=a٢(t)− a١(t)u٢(t)− ٢a٢(t)u٠(t)u٢(t)
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: داریم بنابراین

u̇٠(t) =a٠(t) + a١(t)u٠(t) + a٢(t)u
٢
٠(t) (١۶.٣)

u̇١(t) =a١(t) + ٢a٢(t)u٠(t)

u̇٢(t) =a٢(t)− a١(t)u٢(t)− ٢a٢(t)u٠(t)u٢(t)

جواب و کرد پیدا u(٠)٠ = u(٠)١ = u(٠)٢ = ٠ شرط با مͬ�توان را (١۶.٣) معادله جواب�های از ͬͺی
شͺل به را دیفرانسیل معادله از عمومͬ

x(t) = (U(t)x)(٠) = [exp(u١L١) exp(u٢L٢) exp(u٠L٠)x] |t=٠, (١٧.٣)

بنابراین نوشت.

x(t) =
eu١x٠

١− u٢eu١x٠
+ u٠ (١٨.٣)

. (x(٠)١ → ∞, x(٠)٢ = ٠, x(٠)٣ = ١) آنͽاه کنیم، استفاده مستقل را اولیه شرایط اگر .x٠ = x(٠) که
کرد. تعیین را xو٣ x٢ و x١ بالا در نامبرده اولیه شرایط و (١٨.٣) به توجه با بنابراین

x١(t) =
eu١x١

١− u٢eu١x١
+ u٠ =

eu١

١− u٢eu١
+ u٠ =

١
−u٢(t)

+ u٠(t) (١٩.٣)

x٢(t) =
eu١x٢

١− u٢eu١x٢
+ u٠ = u٠(t) (٢٠.٣)

x٣(t) =
eu١x٣

١− u٢eu١x٣
+ u٠ =

eu١

١− u٢eu١
+ u٠ (٢١.٣)

است. محاسبه قابل بالا روابط از راحتͬ به u٢, u١, u٠ توابع نتیجه در

u٠(t) = x٢(t) (٢٢.٣)

: داریم (٢٢.٣) و (١٩.٣) روابط به توجه با

x١ − x٢ =
−١
u٢(t)

=⇒ u٢(t) =
−١

x١ − x٢
(٢٣.٣)

: داشت خواهیم (٢٣.٣) و (٢٢.٣) و (٢١.٣) روابط به توجه با هم�چنین

x٣(t)− x٢(t) =
eu١(t)

١− ١
x٢(t)−x١(t)

eu١(t)
=⇒ eu١(t) =

(x٣(t)− x٢(t))(x٢(t)− x١(t))

(x٣(t)− x١(t))

نتیجه در

u١(t) = log

[
(x٣(t)− x٢(t))(x٢(t)− x١(t))

(x٣(t)− x١(t))

]
(٢۴.٣)
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برهم�نهͬ اصل آنͽاه کنیم، جایͽذاری (١٨.٣) رابطه در u٢, u١, u٠ توابع مقادیر اگر حالا

x(t) =
x٠x١(x٣(t)− x٢(t)) + x٢(t)(x١(t)− x٣(t))

x٠(x٣(t)− x٢(t)) + x١(t)− x٣(t))
(٢۵.٣)

مͬ�شود. نوشته هم زیر صورت به که مͬ�آید، دست به ریͺاتͬ معادله برای

(x− x٢)(x٣ − x١)

(x− x١)(x٣ − x٢)
= x٠ (٢۶.٣)

که دارد وجود نیز دیͽر متناوب حالت پنج بلͺه نمͬ�افتد اتفاق (١٢.٣) فاکتورگیری فقط U(t) عملͽر برای
مͬ�کنیم. بیان را آنها

دوم) حالت
U(t) = exp(g٠L٠) exp(g١L١) exp(g٢L٢)

دستͽاه قبل حالت طبق که

ġ٠ =a٠e
−g١ (٢٧.٣)

ġ١ =a١ − ٢a٠g٢

ġ٢ =a٢ − a١g٢ + a٠g
٢
٢,

صورت به آن عمومͬ جواب بنابراین مͬ�آید، وجود به g(٠)٠ = g(٠)١ = g(٠)٢ = ٠ شرایط با

x(t) =
eg١(x٠ + g٠)

١− g٢eg١(x٠ + g٠)
(٢٨.٣)

x١, x٢, x٣ (٢٨.٣)مقادیر و ( x(٠)١ → ∞, x(٠)٢ = ٠, x(٠)٣ = ١ اولیه( شرایط به توجه با که مͬ�باشد،
کرد. محاسبه زیر صورت به

x١(t) =
eg١

−g٢eg١
=

−١
g٢

(٢٩.٣)

x٢(t) =
g٠eg١

١− g٠g٢eg١

x٣(t) =
eg١)١+ g٠)

١− g٢eg١)١+ g٠)

(٢٩.٣) رابطه اول معادله به توجه با است. محاسبه قابل g٠, g١, g٢ مقادیر راحتͬ به بنابراین

g٢ =
−١
x١

(٣٠.٣)
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: داریم (٣٠.٣) و (٢٩.٣) رابطه دوم معادله به توجه با

x٢ +
x٢
x١

+ g٠e
g١ = g٠e

g١

⇒ g٠e
g١ =

x١x٢
x١ − x٢

x٣(t) =
eg١)١+ g٠)

١− g٢eg١)١+ g٠)
=⇒ x٣ +

x٣
x١
eg١ +

x٢x٣
x١ − x٢

= eg١ +
x١x٢
x١ − x٢

⇒ x٣ −
x١x٢
x١ − x٢

+
x٢x٣
x١ − x٢

=
x١ − x٣
x١

eg١

⇒ eg١ =
x٢١(x٣ − x٢)

(x١ − x٢)(x١ − x٣)

بنابراین

g١ = log

[
x٢١(x٣ − x٢)

(x١ − x٢)(x١ − x٣)

]
(٣١.٣)

بنابراین g٠eg١ = x١x٢
x١−x٢

داشتیم

g٠ =

x١x٢
x١−x٢

eg١
=
x٢(x١ − x٣)

x١(x٣ − x٢)
(٣٢.٣)

در را معادله این جواب اگر است، جدید ریͺاتͬ معادله ͷی (٢٧.٣) سوم معادله مͬ�بینیم که طور همان
g٠ کنیم، جایͽذاری اول معادله را g١ مقدار اگر هم�چنین مͬ�آید. دست به g١ مقدار دهیم، قرار دوم معادله
آن توسط باشیم، داشته را معادله از جواب ͷی اگر که مͬ�گیریم را نتیجه این بنابراین مͬ�آید. دست به نیز

است. محاسبه قابل راحتͬ به عمومͬ جواب نهایت در آوریم، �دست به را جواب�ها بقیه مͬ�توانیم
سوم) حالت

U(t) = exp(h٢L٢) exp(h١L١) exp(h٠L٠) (٣٣.٣)

دستͽاه قبل حالت�های طبق که

ḣ٠ = a٠ + a١h٠ + a٢h
٢
٠ (٣۴.٣)

ḣ١ = a١ − ٢a٢h٠

ḣ٢ = a٢e
h١

عمومͬ جواب و

x(t) =
eh١x٠

١− h٢x٠
+ h٠ (٣۵.٣)
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: داریم (٣۵.٣) و اولیه شرایط به توجه با بنابراین مͬ�آید، �دست به

x١(t) =
−eh١
h٢

+ h٠ (٣۶.٣)

x٢(t) =h٠

x٣(t) =
eh١

١− h٢
+ h٠

مͬ�شود. محاسبه زیر صورت به (٣۶.٣) روابط به توجه با h٠, h١, h٢ مقادیر نتیجه در

h٠ = x٢(t) (٣٧.٣)

x١(t)− x٢(t) =
−eh١
h٢

=⇒ (x٢(t)− x١(t))h٢ = eh١

x٣(t)− x٢(t) =
eh١

١− h٢
=⇒ (x٣(t)− x٢(t))(١− h٢)

⇒(x٢(t)− x١(t))h٢ = (x٣(t)− x٢(t))(١− h٢)

⇒x٢(t)− x١(t)

x٣(t)− x٢(t)
=

١
h٢

− ١

نتیجه در

h٢ =
x٢(t)− x٣(t)

x١(t)− x٣(t)
(٣٨.٣)

پس eh١ = (x٢(t)− x١(t))hداشتیم،٢

h١ = log

[
(x٣(t)− x٢(t))(x٢(t)− x١(t))

(x٣(t)− x١(t))

]
(٣٩.٣)

معادله در را آن جواب اگر که است ریͺاتͬ معادله (٣۴.٣) اول معادله حالت این در که باشید داشته توجه
شود داده قرار سوم معادله در را hمقدار١ اگر ترتیب همین به مͬ�آید، دست به h١ مقدار کنیم جایͽذاری دوم

مͬ�آید. دست به h٢ مقدار
چهارم) حالت

U(t) = exp(f١L١) exp(f٠L٠) exp(f٢L٢), (۴٠.٣)

دستͽاه که

ḟ٠ =a٠ + a١f٠ − ٢a٠f٠f٢ (۴١.٣)

ḟ١ =a١ − ٢a٠f٢

ḟ٢ =a٢ − a١f٢ + a٠f
٢
٢ ,
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آن عمومͬ جواب

x(t) =
ef١x٠ + f٠

١− f٢(ef١x٠ + f٠)
. (۴٢.٣)

: داریم اولیه شرایط و (۴٢.٣) رابطه به توجه با بنابراین مͬ�باشد،

x١(t) =
ef١x١ + f٠

١− f٢(ef١x١ + f٠)

پس x١ −→ ∞ چون

x١(t) =
ef١

−f٢ef١
=⇒ x١(t) =

−١
f٢

(۴٣.٣)

هم�چنین

x٢(t) =
ef١x٢ + f٠

١− f٢(ef١x٢ + f٠)

بنابراین x(٠)٢ = ٠ چون

x٢(t) =
f٠

١− f٢f٠
(۴۴.٣)

هم�چنین

x٣(t) =
ef١x٣ + f٠

١− f٢(ef١x٣ + f٠)

نتیجه در x(٠)٣ = ١ چون

x٣(t) =
ef١ + f٠

١− f٢(ef١ + f٠)
(۴۵.٣)

است. محاسبه قابل راحتͬ به بالا روابط به توجه با f٠, f١, f٢ مقادیر حال

f٢ =
−١
x١

x٢(t) =
f٠

١− f٢f٠
=⇒ x١)٢+

١
x١
f٠) = f٠ =⇒ x٢ = (١− x٢

x١
)f٠

⇒f٠ =
x١x٢
x١ − x٢

x٣(t) =
ef١x٣ + f٠

١− f٢(ef١x٣ + f٠)
=⇒ x٣(t)

(
١+

١
x١

(
ef١ +

x١x٢
x١ − x٢

))
= ef١ +

x١x٢
x١ − x٢

⇒x٣(t) +
x٣
x١
ef١ +

x٣x٢
x١ − x٢

= ef١ +
x١x٢
x١ − x٢

⇒x٣(x١ − x٢) + x٢(x٣ − x١)

(x١ − x٢)
=

(x١ − x٣)

x١
ef١

⇒ef١ =
x٢١(x٣ − x٢)

(x١ − x٢)(x١ − x٣)

f١ = log

[
x٢١(x٣ − x٢)

(x١ − x٢)(x١ − x٣)

]
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مͬ�باشد. دوم حالت مثل f٢ برای (۴١.٣) رابطه در سوم معادله مͬ�بینیم که طور همان
پنجم) حالت

U(t) = exp(v٠L٠) exp(v٢L٢) exp(v١L١) (۴۶.٣)

صورت به آن دستͽاه اول حالت مثل نیز صورت این در

v̇٠ =a٠e
−v١ (۴٧.٣)

v̇١ =a١ − ٢a٠v٢e−v١

v̇٢ =a٢e
v١ − a٠v

٢
٢e

−v١

صورت به نیز آن عمومͬ جواب و

x(t) =
ev١(x٠ + v٠)

١− v٢(x٠ + v٠)
, (۴٨.٣)

محاسبه قابل زیر صورت به x١, x٢, x٣ مقادیر اولیه شرایط و (۴٨.٣) رابطه به توجه با بنابراین مͬ�باشد،
مͬ�باشد.

x١(t) =
ev١(x١ + v٠)

١− v٢(x١ + v٠)

پس x١ −→ ∞ چون

x١(t) =
ev١v٠
−v٢v٠

=⇒ x١(t) =
ev١

−v٢
(۴٩.٣)

بنابراین x(٠)٢ = ٠ هم�چنین

x٢(t) =
ev١(x٢ + v٠)

١− v٢(x٢ + v٠)
=⇒ x٢(t) =

ev١v٠
١− v٢v٠

(۵٠.٣)

پس x(٠)٣ = ١ چون

x٣(t) =
ev١(x٣ + v٠)

١− v٢(x٣ + v٠)
=⇒ x٣(t) =

ev١)١+ v٠)

١− v١)٢+ v٠)
(۵١.٣)
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: داریم (۵١.٣) و (۵٠.٣) و (۴٩.٣) به توجه با بنابراین

ev١ =− x١v٢

x٢ =
ev١v٠

١− v٢v٠
=⇒ x٢ − x٢v٢v٠ = −x١v٢v٠

⇒x٢ = (x٢ − x١)v٢v٠ =⇒ v٢v٠ =
x٢

(x٢ − x١)

x٣ =
ev١)١+ v٠)

١− v١)٢+ v٠)
=⇒ x٣ − x٣v٢ − x٣v٢v٠ = −x١v٢ − x١v٢v٠

⇒x٣ + (x١ − x٣)v٢ = (x٣ − x١)
x٢

(x٢ − x١)

⇒v٢ =
−(x٢ − x٣)x١

(x٢ − x١)(x١ − x٣)

⇒ev١ = x١
(x٢ − x٣)x١

(x٢ − x١)(x١ − x٣)
=⇒ v١ = log

[
x٢١(x٢ − x٣)

(x٢ − x١)(x١ − x٣)

]

⇒v٢v٠ =
x٢

(x٢ − x١)
=⇒ v٠ =

(x٣ − x١)x٢
(x٢ − x٣)x١

ششم) حالت

U(t) = exp(w٢L٢) exp(w٠L٠) exp(w١L١) (۵٢.٣)

: داریم قبل حالت�های مثل

ẇ٠ =a٠e
−w١ − a٢w

٢
٠e

w١ (۵٣.٣)

ẇ١ =a١ + ٢a٢w٠e
w١

ẇ٢ =a٢e
w١

صورت به آن عمومͬ جواب و

x(t) =
ew١x٠

١− w٢x٠
+ w٠e

w١ (۵۴.٣)

: داریم (۵۴.٣) رابطه و اولیه شرایط به توجه با است،

x١(t) =
ew١x١

١− w٢x١
+ w٠e

w١

پس x١ −→ ∞ چون

x١(t) =
ew١

١− w٢
+ w٠e

w١ (۵۵.٣)

بنابراین x(٠)٢ = ٠ هم�چنین

x٢(t) =
ew١x٢

١− w٢x٢
+ w٠e

w١ =⇒ x٢(t) = w٠e
w١ (۵۶.٣)
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پس x(٠)٣ = ١ چون

x٣(t) =
ew١x٣

١− w٢x٣
+ w٠e

w١ =⇒ x٣(t) =
ew١

١− w٢
+ w٠e

w١ (۵٧.٣)

: داریم x١, x٢, x٣ مقادیر به توجه با نتیجه در

x١ − x٢ =
−ew١

w٢
=⇒ ew١ = (x٢ − x١)w٢

⇒(x٣ − x١)(٢− w٢) = ew١

⇒(x٣ − x١)(٢− w٢) = (x٢ − x١)w٢ =⇒ w٢ =
(x٣ − x٢)

(x٣ − x١)

⇒ew١ = (x٢ − x١)w٢ =⇒ w١ = log

[
(x٢ − x١)(x٣ − x٢)

(x٣ − x١)

]
⇒x٢(t) = w٠e

w١ =⇒ w٠ =
x٢(x٣ − x١)

(x٢ − x١)(x٣ − x٢)

ͷی که نیست، ریͺاتͬ معادله نوع از ناپذیر جدایͬ دیفرانسیل معادله آخر حالت دو در مͬ�بینیم که طور همان
آوریم. دست به را جواب�ها بقیه توانیم به جواب، آن توسط و کنیم پیدا را معادله جواب

ریͺاتͬ معادله آنͽاه کنیم، تعریف ϕ(t) = v̇١ (۴٧.٣) سوم معادله در اگر بنابراین

ϕ̇ =
١
٢ϕ

٢ + q(t)ϕ+ p(t) (۵٨.٣)

شرط با

q(t) =
ȧ٢
a٠
, p(t) = ȧ١ − ٢a٠a٢ −

a١
a٠
ȧ٢ +

a٢١
٢ (۵٩.٣)

تغییر و بͽیریم مشتق (۵٣.٣) رابطه دوم معادله از اگر این مشابه نیز ششم حالت مورد در مͬ�آید. دست به
ریͺاتͬ معادله آنͽاه ببریم، کار به را φ(t) = ẇ١ متغیر

φ̇ = s(t) + r(t)φ+
١
٢φ

٢ (۶٠.٣)

که مͬ�آید، دست به

r(t) =
ȧ٢
a٢
, s(t) = ȧ١ −

a١
a٢
ȧ٢ + ٢a٠a٢ −

١
٢a

٢
١. (۶١.٣)

به که SL(٢,R) در خم ͷی کردن تعیین و دیفرانسیل معادله مرتبه دادن کاهش با که مͬ�گیریم را نتیجه این
نتیجه در داریم. را معادله از عمومͬ جواب کردن پیدا توانایͬ مͬ�شود، منجر دیفرانسیل معادله دستͽاه ͷی

برهم�نهͬ اصل توسط را ریͺاتͬ معادله از عمومͬ جواب

x =
x٠x١(x٣ − x٢) + x٢(x١ − x٣)

x٠(x٣ − x٢) + (x١ − x٣)
(۶٢.٣)



۴٧ نورمن - وی روش .٢.٣

اصل از اصلͬ دیفرانسیل معادله ساختن نو از که است این کلͬ هدف حالا است. ثابت ͷی x٠ که مͬ�بینیم،
با برهم�نهͬ(۶٢.٣) اصل ریͺاتͬ معادله مورد این در است. ممͺن چͽونه شده داده برهم�نهͬ

x٠ =
a− cx

dx− b

آنͽاه بدهیم، قرار صفر برابر و گرفته مشتق قبلͬ معادله از اگر است، معادل

(ȧ− ċx− cẋ)(dx− b)− (a− cx)(ḋx+ dẋ− ḃ) = ٠

⇒ ẋ =
(ċd− cḋ)

(bc− ad)
x٢ +

(−ȧd+ aḋ+ ḃc− bċ)

(bc− ad)
x+

(ȧb− aḃ)

(bc− ad)
,

است. ریͺاتͬ معادله ͷی



۴ فصل

مرتبه دیفرانسیل معادله برای برهم�نهͬ اصل
اول



۴٩ برهم�نهͬ اصل .١.۴

برهم�نهͬ اصل ١.۴

دیفرانسیل معادله دستͽاه

dxi

dt
= Xi(x, t), i = ١, . . . , n (١.۴)

تابع و اولیه جواب�های از {x(١), . . . , x(m)}مجموعه آیا که دهیم، توضیح مͬ�خواهیم بͽیرید. نظر در را
صورت به (١.۴) عمومͬ جواب طوری�که به دارد وجود Φ : Rn(m+١) −→ Rn

x = Φ(x(١), . . . , x(m); a١, . . . , an),

بپردازیم کلͬ حالت به اینͺه از قبل است. وابسته اولیه شرایط به که هستند، ثابت�هایͬ an, . . . , a١ شود. بیان
دستͽاه، مورد این در کم دست مͬ�کنیم، ملاحظه

dx

dt
= Ax, x ∈ Rn,

خم ͷی عنوان به مͬ�تواند ϕt شار مͬ�کند مشخص است. خطͬ مستقل دستͽاه ثابت، ماتریس ͷی A که
مͬ�کند ایجاب شار شود. بیان ϕt(x) = eAtx با GL(n,R) گروه روی

dϕt
dt

= ϕtoA

باشد. شده تعیین جواب�ها از مجموعه�ای صورت به مͬ�تواند که
مستقل که مͬ�گیریم درنظر {x١(t), . . . , xn(t)} جواب�ها از مجموعه را آن ستون�های که X ،n×nماتریس

نتیجه در است، معͺوس�پذیر مͬ�گردد تشͺیل آنها از که ماتریسͬ پس هستند.
X(t) = (x١(t), . . . , xn(t))

بنابراین است، وارون�پذیر ماتریس ͷی

X(t) = etAX(٠) =⇒ etA = X(t)X(٠)−١

دستͽاه هر با کنیم. پیدا را اول مرتبه دیفرانسیل معادله شار که مͬ�دهد را اجازه این اولیه دستͽاه جواب�های
توسط GL(n,R) روی معادله ͷی مͬ�توانیم Rn روی خطͬ دیفرانسیل معادله

ġ = gA

یا
g−١

dg

dt
= A

دستͽاه چند برای مͬ�توان جواب پیداکردن روش این از کنیم.�� وابسته gl(n,R) از عضوی A ماتریس که
وابسته

dx

dt
= A(t)x.
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دهیم، نشان X(t) = (x١(t), . . . , xn(t)) با را اولیه جواب�های از مجموعه ما اگر مورد این در کرد.����� استفاده
آنͽاه

X(t) = R(t,٠)X(٠) =⇒ R(t,٠) = X(t)X(٠)−١

آنͽاه شود، حفظ ساختار در دوران اگر که کنیم بررسͬ مͬ�خواهیم

A(t) = ϕ−١t o
dϕt
dt

مجموعه از خطͬ عملͽر توسط عمومͬ جواب که است این امر حقیقت است. gl(n,R) از معین جبر زیر ͷی
برداری میدان که است بدیهͬ این است. خطͬ برهم�نهͬ اصل ͷی این و است، شده تعیین اولیه جواب�های
اصل نوع ͷی است واضح مورد این در کم دست چون بیافتد، اتفاق امر این خواهیم به و باشد غیرخطͬ
دادن تعمیم از غیرخطͬ برهم�نهͬ اصل این است، شده اثبات [٨] لͬ توسط که دارد وجود غیرخطͬ برهم�نهͬ

است. شده جایͽزین M منیفلد برای Rn و غیر��خطͬ، گروه از عمل که قبلͬ ترکیب
که مͬ�گوید دستͽاه�ها قبیل این جواب یͺتایͬ و وجود برای قضیه ،(١.۴) رابطه دستͽاه از کلͬ حالت در
مقادیر میان که داشت، خواهد وجود Rn ��� از موضعͬ دیفئومورفیسم ͷی t ͷکوچ اندازه به مقدار هر برای

مͬ�کند. برقرار نظیر به نظیر تناظر t پارامتر از واضح مقادیر و اولیه
دیفئومورفیسم از دیͽر لͬ زیر�گروه�های به است، توصیفشده gt خم توسط که برداری میدان دیͽر انواع برای

است. دادن تعمیم قابل غیر�خطͬ برهم�نهͬ اصل چون دارد تعلق
بر مͬ�تواند شده تعریف (١.۴) دستͽاه با کلͬ دوران که است این مͬ�کند، برقرار�� [٨] لͬ توسط که نتایجͬ

باشد. شده بیان اولیه جواب m حسب

کنید ملاحظه هموار منیفلد روی را r بعد با G لͬ گروه مؤثر عمل .١.١.۴ مثال
Φ : G×M →M, Φg :M →M, Φx : G→M,

x(٠) اولیه نقطه ͷی مͬ�شود. داده نشان g ∈ G, x ∈ M برای Φg(x) = Φx(g) = Φ(g, x) نͽاشت با که
با M منیفلد در خم ͷی را گروه در g : I → G خم�های همه و مͬ�کنیم، انتخاب
x(t) = Φ(g(t), x(٠)) = Φg(t)(x(٠)) = Φx(٠)(g(t)),

داریم آنͽاه بͽیریم، مشتق t به نسبت اگر مͬ�دهیم. نشان
ẋ(t) = Φx(٠)∗g(t)ġ(t).

.ẋ(t) ∈ Tx(t)M و ġ(t) ∈ Tg(t)G که
آنͽاه باشد، x٢ = Φg(x١) اگر

Φx٢ = Φx١ ◦Rg,

داریم g ∈ G هر برای زیرا مͬ�باشد، G لͬ گروه در راست انتقال ͷی Rg که
Φx٢(g

′) = Φ(g′, x٢) = Φ(g′,Φ(g, x١)) = Φ(g′g, x١) = (Φx١ ◦Rg)(g
′).
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داریم زنجیری مشتق�گیری قاعده از استفاده با حال
Φx٢∗ = (Φx١∗ ◦Rg),

بنابراین
Φx١∗ = (Φx٢∗ ◦Rg−١),

آنͽاه کنیم، استفاده x١ = x(٠) و g = g(t) برای رابطه این از اگر
ẋ(t) = Φx(t)∗e(Rg−١(t)∗g(t)ġ(t)).

بنابراین ġ(t) ∈ Tg(t)G و e ∈ G همانͬ عنصر با g(t) راست از انتقال Rg−١ چون
Rg−١(t)∗g(t)ġ(t) ∈ TeG.

مختصات در باشد. هموار تابعͬ f : M → R و Mروی برداری میدان ͷی v کنید فرض .٢.١.۴ تعریف
داریم: زنجیره�ای قاعده از استفاده با باشد، v =

∑
ξi(x) ∂

∂xi اگر موضعͬ

d

dε
f(exp(εv)x) =

m∑
i=١

ξi(exp(εv)x)
∂f

∂xi
(exp(εv)x)

≡ V (f)[exp(εv)x]

ε = ٠ در �ویژه به

d

dε
|ε=٠f(exp(εv)x) =

m∑
i=١

ξi(x)
∂f

∂xi
(x) = v(f)(x) (٢.۴)

M روی f(x) مقدار حقیقͬ تابع روی اول مرتبه جزئͬ مشتقات با دیفرانسیل ͷی عنوان به v برداری میدان
: تیلور قضیه از استفاده با .بنابراین مͬ�کند عمل

f(exp(εv)x) = f(x) + εv(f)(x) + o(ε٢)

روند ادامه با مͬ�دهد. v توسط شده تولید شار تحت f تابع در ͷکوچ بͬ�نهایت تغییر v(f) بنابراین
داریم: تیلور بسط در جایͽزینͬ و دیفرانسیل�گیری

f(exp(εv)x) = f(x) + εvf(x) +
ε٢

٢ v
٢(f)(x) + . . .+

εk

k!
vk(f)(x) + o(εk+١),

... (f)v٢و = v(v(f)), v٣(f) = v(v٢(f)) که
است. دارا را مشتق اصلͬ خواص v توسط شده تعیین عملͽر این بر علاوه

بودن: خطͬ .١
v(f + g) = v(f) + v(g)

لایب�نیتز: قاعده .٢
v(fg) = v(f).g + f.v(g)
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توسط �شده داده موضعͬ مختصات در ویژه به است مماس بردار ͷی x در هموار توابع فضای روی مشتق هر
استفاده مختصات از عاری روش ͷی در مماسͬ کلاف مماسو بردار تعریف در اغلب رویͺرد این

∑
ξi ∂

∂xi

fاست، :M → R هر برای هموار تابع ͷی v(f) آنͽاه Mباشد، روی برداری میدان ͷی v اگر پس مͬ�شود.
کرد. تعریف را مشتق برای برداری میدان مͬ�توان بنابراین

و باشد. g �لͬ جبر از پایه ͷی {eα}rα=١ کنید فرض .٣.١.۴ مثال
[eα, eβ] =

∑
γ

cγαβeγ ,

داریم (٢.۴) به توجه با f مشتق�پذیر تابع هر برای صورت این در اولیه برداری میدان�های Xα و

(Xαf) =
d

dt
[f(exp(−teα)m)] |t=٠,

پس
[Xα, Xβ] =

∑
γ

cγαβXγ ,

داریم (١.۴) دستͽاه به توجه با بنابراین
X(t) =

∑
aα(t)Xα

و
g−١

dg

dt
= aα(t)eα

است. شده جایͽزین اول مرتبه معادلاتخطͬ از بالاتر بعد با یͷدستͽاه با شده داده روشدستͽاه این در

است. شده جابجا G گروه روی جدید دستͽاه ͷی با را دیفرانسیل معادلات از اولیه دستͽاه دیͽر عبارت به

.x١(t) = Φ(g(t), x(٠)١) طو�ری�که به دارد وجود g(t) خم برای مختلف حالت�های انتخاب اصل این در
x٢(t)مشخص جواب اگر باشد. بدیهͬ غیر است ممͺن x(٠)١ نقطه در گروه درآوردن تعادل حالت به زیرا
دادیم. کاهش را x(٠)٢ و x(٠)١ از ایزوتروپͬ گروه به نسبت مشترک فصل گروه ابهام آنͽاه کنیم، انتخاب را
تͺرار را روش این مͬ�توانیم برسیم xm, . . . , x١ مشخص جواب�های m از مجموعه ͷی به زمانͬ�که تا و
مجموعه که است واضح باشد. mn ≥ r باید که داریم شرایط mn و مجهول توابع تا r اینجا در البته کنیم،

طوری�که به است. شده بیان xm, . . . , xصورت١ به دستͽاه اولیه جواب

x١(t) = Φ(g(t), x(٠)١) (٣.۴)

... = ......

xm(t) = Φ(g(t), xm(t))

پس باشد. ضمنͬ تابع قضیه طریق از g(t) آوردن دست به برای مینیمال مجموعه ͷی
g(t) = (F (x١(t), . . . , xm(t);x(٠)١, . . . , xm(٠)) ,
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نوشت. زیر صورت به مͬ�توان را دیͽر جواب هر نتیجه در
x(t)− Φ(F (x١(t), . . . , xm(t);x(٠)١, . . . , xm(٠)), x(٠)) = ٠.

کوچͺترین Φ : G×M →M عمل با مͬ�کند. تعریف حرکت برای ثابت ͷی رابطه این چپ طرف بنابراین
و یافته Mmتوسعه =M × . . .×M روی G عمل ایزوتوپͬ گروه طوری�که به مͬ�یابیم، را m صحیح عدد

با Φ
Φm(g, x١, . . . , xm) = (Φ(g, x١), . . . ,Φ(g, xm)),

n = ١ حالت برای مثال ͷی با مͬ�یابد. کاهش هستند متفاوت مختصات�ها طوری�که به همانͬ عنصر در
مͬ�شود. داده توضیح روش این

دیفرانسیلͬ عملͽر برای حقیقͬ و متناهͬ بعد با لͬ جبر ͷی مͬ�خواهیم .۴.١.۴ مثال

Xα = fα(x)
∂

∂x
.

زیر و sl(٢,R) در برداری های میدان حقیقͬ و متناهͬ بعد با �لͬ جبر مͬ�دانیم که طور همان کنیم. پیدا
پس است. آن جبر�های

X٠ = x
∂

∂x
,X− =

∂

∂x
,X+ = x٢

∂

∂x
.

داریم بنابراین

[X٠, X−] = [x
∂

∂x
,
∂

∂x
] = − ∂

∂x
= −X−

[X٠, X+] = [x
∂

∂x
, x٢

∂

∂x
] = x٢

∂

∂x
= X+

[X−, X+] = [
∂

∂x
, x٢

∂

∂x
] = ٢x ∂

∂x
= ٢X٠

حقیقͬ توابع Xبا = a١X٠+a٢X++a٠X− خطͬ ترکیب صورت به مͬ�توان را X برداری میدان نتیجه در
نوشت. a٠ = a٠(t), a١ = a١(t), a٢ = a٢(t)

دیفرانسیل معادله سپس هستند، حقیقͬ اعداد a٢, a١, a٠ که مͬ�کنیم فرض سادگͬ برای
dx

dt
= X(x, t) = a٠ + a١x+ a٢x

٢

مͬ�کنیم محاسبه را دترمینان اول است. ریͺاتͬ معادله که مͬ�آوریم، دست ∣∣∣∣∣∣به
١ x١ x٢١
١ x٢ x٢٢
١ x٣ x٢٣

∣∣∣∣∣∣ = (x١ − x٢)(x٢ − x٣)(x٣ − x١)

جواب ͷی همیشه a+ bx٢+ cx٢٢ = ٠ و a+ bx١+ cx٢١ = ٠ دستͽاه حالͬ�که در است، صفر مخالف که
.m = ٣ بنابراین دارد،
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برداری میدان�های عمومͬ جواب آوردن دست به برای اکنون

V٠ = x
∂

∂x
+ x١

∂

∂x١
+ x٢

∂

∂x٢
+ x٣

∂

∂x٣
,

V− =
∂

∂x
+

∂

∂x١
+

∂

∂x٢
+

∂

∂x٣
,

V+ = x٢
∂

∂x
+ x٢١

∂

∂x١
+ x٢٢

∂

∂x٢
+ x٢٣

∂

∂x٣

دستͽاه از را جواب و
V٠f = V+f = V−f = ٠

V− و V٠ برداری میدان زیرا است، انتͽرال�پذیر جزئͬ دیفرانسیل معادلات از دستͽاه این مͬ�آوریم. دست به
مͬ�کند. تعریف انتͽرال�پذیر توزیع آنها بنابراین است، بسته �لͬ جبر ͷی V+ و

بنویسم را آن مشخصه سیستم اگر V−f = دستͽاه٠ به توجه با

dx

١ =
dx١
١ =

dx٢
١ =

dx٣
١

داریم انتͽرال�گیری با حال
u١ = x− x١, u٢ = x١ − x٢, u٣ = x٢ − x٣,

صورت به مͬ�توان را V٠f = ٠ شرایط f(x, x١, x٢, x٣) = φ(u١, u٢, u٣) اگر
u١

∂φ

∂u١
+ u٢

∂φ

∂u٢
+ u٣

∂φ

∂u٣
= ٠,

آن مشخصه سیستم بنابراین نوشت.
du١
u١

=
du٢
u٢

=
du٣
u٣

نتیجه در است.
v١ =

u١
u٢
, v٢ =

u٣
u٢
, φ(u١, u٢, u٣) = ϕ(v١, v٢),

صورت به مͬ�توان V+f = ٠ شرایط سرانجام

v١(v١ + ١) ∂ϕ
∂v١

− v٢(v٢ + ١) ∂ϕ
∂v٢

= ٠.

آن مشخصه سیستم بنابراین
dv١

v١(v١ + ١) = − dv٢
v٢(v٢ + ١)

∫داریم
dξ

ξ(ξ + ١) = log
ξ

ξ + ١



۵۵ برهم�نهͬ اصل .١.۴

از تابعͬ که مͬ�آوریم، دست به را f حرکت ثابت�های پس
ζ =

v١
(v١ + ١)

v٢
(v٢ + ١) ,

نتیجه در است،
(x− x١)(x٢ − x٣)

(x− x٢)(x١ − x٣)
= c

نظر در مستقل جواب سه از تابع ͷی عنوان به را x(t) اگر کردیم، فراهم غیرخطͬ برهم�نهͬ اصل ͷی پس
داریم بͽیریم

x =
(x١ − x٣)x٢c+ x١(x٣ − x٢)

(x١ − x٣)c+ (x٣ − x٢)
.

است. ریͺاتͬ معادله آن که دارد وجود غیر�خطͬ دیفرانسیل معادله ͷی فقط n = ١ برای بنابراین
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Abstract
In this thesis we try to express a general method for finding the solutions of differential

equations by using the non-linear superposition principle and the Wei-Norman method and
their usage in differential equations. In Chapter 1, we explain the concepts and basic defi-
nitions that are needed. In chapter 2, first we state the definitions of prolongation and then
the prolongation of vector fields and group action are described with some examples. Other
sections of this chapter include differential invariants definition and some methods for cal-
culating. In chapter 3,we review the problem of reducing a second order linear differential
equation to a non-linear Riccati differential equation. In the other sections of this chapter we
explain a method developed by Wei and Norman for determining the solutions of a differential
equations and we apply the method to study Riccati differential equation. The superposition
principle for first order differential equations system is studied in chapter 4.
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