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 مالکیت نتایج و حق نشر
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ر د. این مطلب باید به نحو مقتضی به دانشااه صنعتی شاهرود می باشدتجهمبات ساخته شده است( متعلق 

 تولمدات علمی مربوطه ذکر شود .
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 پیشگفتار

مورد توجه محققان زیادی قرار ررفته است به  در چند دهه اخمر یتاخمرسمست  های  کنتر  مستأله

، شممی، فمبیک، پبشتکیمهندستی،  زمانی اغلب در ستمستت  های متنوعی مانند تاخمراین خاطر که 

می  اآن ه عملکرد نامناسبباعث در این سمست  ها  تاخمروجود  اتفاق می افتد به طوریکهو ...  اقتصاد

طور ه ب این معادلات نشان داده می شوند که یتاخمرمعادلات دیفرانسمل این سمست  ها توسط  .شود

تعداد باعث ایجاد  تاخمرجود . و]22 [ندقرار ررفته ا هرستتتترده ای در دهه های رذشتتتته مورد مطالع

 تحلمل این سمست ی می شود به هممن خاطر، تاخمردر معادله مشخصه سمست  های  نامتناهی ریشه

می مشکل  ،پسخورد کنتر  کنندهدر بررسی پایداری و طراحی  ها با روش های کلاستمک مخصتوصتاً

مقالات  وررفته  ستمست  ها مورد توجه قرارتحلمل پایداری این  مستأله ،سته دهه اخمر طی در باشتد.

 FSA2و روش  ]24 [در SP1 روش مانندهمچنمن روش هایی . ]9 [ح شده استمطر زیادی در این زممنه

اده شده استف یتاخمرسمست  های  کنتر ، برای تاخمربه یک سمست  بدون  مستألهبا تبدیل  ]33 [در

 شوند باعث به کار برده می واقعیاستت. چنمن روش هایی ممکن است هناامی که برای سمست  های 

محاسباتی هنوز  مشکلاتشتوند. بعلاوه اجرای کامل چنمن روش هایی به خاطر خطاهای غمر منتظره 

 3هایی با استفاده از توابع لماپانوف کنتر  کننده برای این ستمست  ها همچنمنباز استت.  مستألهیک 

 5(AREs)ی یا معادلات ریکاتی جبر 4(LMIs) کار بردن نامعادلات ماتریستتتی خطی با به ]12، 8 [در

 یتاخمرسمست  های ارر چه می توان از چنمن روش هایی برای انواد کلی تری از . شتده است طراحی

ر با های متغمتاخمربا  سمست  هاییی، ستمست  های تغممر پذیر با زمان، غمر خط مانند ستمستت  های

پمچمده ای دارند بندی  وش ها نماز به فرمو استفاده کرد اما این ر با چند تاخمر و ستمست  های زمان

ی ممناستتب در دستتترس نلماپانوف  روش های ستمستتتماتمک کلی برای ستتاخت توابع از طرف دیار و

                                                      
Smith Peredictor 1  

AssignmentFinite Spectrum  2  

Lyapunov 3  

nequalitiesIatrix Minear L 4  

quationsElgebraic Riccati A 5  
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 با استفاده از آن هااین سمست  ها و تحلمل حلملی برای بدستت آوردن جواب یک روش ت اخمراً. باشتد

و از آن  تحقمق به معرفی این روش می پردازی  که در اینه است مطرح شتد ]21 ، 1 [در تابع لامبرت

 .چنمن سمست  هایی استفاده می کنم برای کنتر  

نماز داری . در فصل دود  آن هاشامل مطالبی است که در فصل های بعد به  ،فصل او  از این پایان نامه

شان می را ن ردمنحصر بف تاخمرسمست  هایی با می پردازی  و فرد فضای حالت  تابع لامبرتبه معرفی 

ی م تابع لامبرتفاده از ست  ها با استدنبا  بدستت آوردن جواب برای این سمه ب بعددهم . در فصتل 

باشتم . در فصتل چهارد نمب به تحلمل پایداری این ستمستت  ها با استفاده از این تابع می پردازی . در 

می  ریداری سمست  کنتر  پذیبررسی پا ابتدا به فصتل پنج  که فصتل اصتلی این پایان نامه می باشد

نتر  کمقدار ویژه و با طراحی با استفاده از تخصمص  ،که ستمستت  پایدار نباشد در صتورتی پردازی  و

 ن فصلای در ادامه . همچنمنکنتر  نمایم  ،پایدار را به صورت سمست  ، سعی می کنم پسخورد کننده

در  تاخمربرای کنتر  سمست  های ناوردای زمانی خطی با  روشی جدیدبه عنوان  تابع لامبرتاز روش 

. هم نشان می دیک مثا  ارائه را با  نتایج بدست آمده ورودی استفاده می کنم  و سپسمتغمر حالت و 

 .نتایج این تحقمق را بمان می کنم در فصل آخر نمب خلاصه و 
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 صل اولف 2

 تعاریف و پیش نیازها

 عاریف و پیش نیازهای ریاضیت 2-2

𝑛یک ماتریس  𝐴فرض کنم   2-2 تعریف × 𝑛 باشد. ریشه های چند جمله ای، 

(1-1) 𝑃𝑛(𝜆) = 𝑑𝑒𝑡(𝐴 − 𝜆𝐼)  

رویم . به  𝐴ماتریس  1موستتود استتت، مقادیر ویژه ی 𝐴را که به چند جمله ای مشتتخصتته ی ماتریس 

موجود باشد  𝑥ر بردار غمر صفمی نامم ، ارر و تنها ارر  𝐴را یک مقدار ویژه ی ماتریس  λعبارت دیار، 

 ،به طوری که

 (1-2) 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 

 رویم . λ  یمتناظر با مقدار ویژه  2یرا بردار ویژه  𝑥بردار 

یکی از کاربردهای مه  مقادیر ویژه و بردارهای ویژه در قطری ستتازی ماتریس های مربعی استتت. ارر 

 انمی تو ن ماتریس را با تبدیل تشابهیبردار ویژه مستتقل خطی باشد، ای 𝑛 دارای  𝐴𝑛×𝑛یک ماتریس 

نمی تواند  ،بردار ویژه مستقل خطی را نداشته باشد 𝑛قطری نمود ولی ماتریسی که مجموعه کاملی از 

 تبدیل کرد. 3جردن متعارفیچنمن ماتریسی را باید به فرد  قطری رردد

 هممشه مشابه با یک ماتریس بلوکی قطری می باشد. ،ماتریس دلخواه قضمه زیر نشان می دهد که هر

 رونه ای که، وجود دارد به 𝑇 ، یک ماتریس نامنفرد 𝐴𝑛×𝑛ماتریس دلخواه  برای هر 2-2 قضیه

                                                      
  Eigenvalue1  

Eigenvector2  

Jordan Canonical Form3  
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 (1-3) 𝐽𝑛×𝑛 = 𝑇
−1𝐴𝑇 =

[
 
 
 
 
 
 
𝐽1

𝐽2 0

∙
∙

∙
0 ∙

𝐽𝑚]
 
 
 
 
 
 

 

 به صورت،  𝐽𝑖 هر یک از بلوا های جردنکه در آن  است

 (1-4) 𝐽𝑖 =

[
 
 
 
 
𝜆𝑖 1 0 ⋯ 0
0 𝜆𝑖 1 ⋱ ⋮
⋮
0
0

⋱
⋯
0

⋱
0
⋯

⋱
𝜆𝑖
0

0
1
𝜆𝑖]
 
 
 
 

𝑛𝑖×𝑛𝑖

, 𝑖 = 1,… ,𝑚 

 .]5 [می باشند 𝐴مقادیر ویژه ی ماتریس ها  𝜆𝑖 هر یک ازمی باشد که 

نمب می  1را به فرد قطری بلوکی تبدیل می کند ماتریس مدُا  𝐴𝑛×𝑛که ماتریس  𝑇بته ماتریس تبدیل 

برای بدست آوردن  می توان jordan(A)=[T,J]و   jordan(A)از دستتور  MATLABدر نرد افبار رویند. 

جردن حاصل را  متعارفیماتریس  قطف jordan(A)استفاده نمود. دستور  𝐴جردن ماتریس  متعارفیفرد 

ماتریس فرد  𝐽ماتریس تبدیل مربوطه و  𝑇متاتریس  jordan(A)=[T,J] ارائته می دهتد و در دستتتتور

 است. 𝐴جردن ماتریس  متعارفی

 وجود داشتتته باشتتد که 𝑚رویند هر راه عدد طبمعی مانند  2را پوچتوان 𝐴𝑛×𝑛ماتریس : 1-2تعریف 

 𝐴𝑚 = 0. 

 می توان رابطه زیر را به کار برد، 𝐴ماتریس  3همچنمن یادآوری می کنم  که برای محاسبه پوچی

(1-5) 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) + 𝑛𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝐴) = 𝑛 

 را نشان می دهد. 𝐴رتبه ماتریس  𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴)که در آن 

                                                      
Matrix Modal1  

Nilpotent2  

Nullity3  
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 تعاریف و پیش نیازهای کنترل 2-1

سمست   1ها براساس تابع تبدیل مدلسازی و تحلمل سمست  ،بتنی بر کنتر  کلاستمکمدر روش های 

اما در روش های می کند. ورودی و خروجی سمست  را بمان  صتورت می رمرد که این تابع ارتبا  بمن

از جمله مبایای این روش  .استتت 2ستتمستتت  بر پایه فضتتای حالتمدلستتازی  ،مبتنی بر کنتر  مدرن

 سمست ، 3(MIMO) چند خروجی -ستمست  های چند ورودی قابلمت استتفاده از آن برای، مدلستازی

می باشد. صورت کلی معادلات فضای حالت به شکل زیر  4با زمان تغممر پذیرهای خطی، غمر خطی و 

 ت،اس

 (1-1) 
𝑥̇(𝑡) = 𝑓[𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡] 
𝑦(𝑡) = 𝑔[𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝑡] 

بردار ورودی  𝑢𝑚×1(𝑡)را متغمرهای حالت می نامند.  عناصر آنبردار حالت است و  𝑥𝑛×1(𝑡)که در آن 

نمب توابع غمر خطی متغمر با زمان هستند که  𝑔و  𝑓 ،بردار خروجی هستتند. در حالت کلی 𝑦𝑘×1(𝑡)و 

و تغممر  نشتتان می دهند. برای ستتمستتت  های خطینحوه ارتبا  بردارهای حالت، ورودی و خروجی را 

 معادلات به صورت زیر قابل ساده سازی هستند،  5(ناوردای زمانی) ناپذیر با زمان

 (1-1) 
𝑥̇(t) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) 
𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡) 

ماتریستتتی  𝐷𝑘×𝑚ماتریس خروجی و  𝐶𝑘×𝑛ماتریس ورودی،  𝐵𝑛×𝑚ماتریس حالت،  𝐴𝑛×𝑛کته در آن، 

 است که ارتبا  مستقم  بمن ورودی و خروجی را نشان می دهد.

 1متغمرهای حالت در یک ستمستت  می تواند تعبمر فمبیکی داشتته باشد و قابل اندازه رمری با حسار

ریاوتتی باشتتد و تعبمر  کاملاًباشتتد مانند ولتاژ، جریان، دما، ستترعت، فشتتار و جابجایی و نمب می تواند 

                                                      
Transfer Function1  

State Space2   

Multi Output-Multi Input3  

Time Varying4  

 Time Invariant5  

Sensor1  
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 فقط برای ساده سازی محاسبات ریاوی است. از آنجایی آن هاو علت استفاده از  باشد فمبیکی نداشته

رخلاف ب به هممن دلمل، ب متغمرهای حالت انتخاب شده داردبستای به انتخا ،که نمایش فضای حالت

ای حالت متعددی نمایش های فض تابع تبدیل که یک نمایش منحصتر به فرد از یک ستمستت  استت،

 .بدست آورد می توان  برای یک سمست

 حل معادلات فضای حالت 2-1-2

 صورت کلی معادلات فضای حالت را در نظر بامرید،

𝑥̇(t) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) 
𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡) 

در  آن هارا از معادله او  بدستتت آورد و با جایاذاری  𝑥(𝑡)برای حل این معادلات لازد استتت تا بردار 

 نمود. معادله او  را در نظر بامرید،را محاسبه  خروجی سمست  ،معادله دود

𝑥̇(t) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) 

 ،می باشدادله ای به صورت زیر پاسخ کلی چنمن مع

 (1-8) 𝑥(𝑡) = 𝑒𝐴(𝑡−𝑡0)𝑥(𝑡0) + 𝑒
𝐴𝑡∫ 𝑒−𝐴𝜏𝐵𝑢(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

 

𝑒𝐴𝑡 می رویند و با نماد 1تابع نمایی ماتریستتی استتت که به آن ماتریس انتقا  حالت φ(𝑡)  نمایش نمب

 می دهند، 

𝑥(𝑡) = φ(𝑡 − 𝑡0)𝑥(𝑡0) + ∫ φ(𝑡 − 𝜏)𝐵𝑢(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑡0

 

 معادلات را به صورت همان در نظر بامری ،  در صورتی که

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) 

 ،عادله همان به شکل زیر خواهد بودجواب م ،در این صورت

                                                      
State Transition Matrix1  
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 (1-9) 𝑥(𝑡) = 𝑒𝐴(𝑡−𝑡0)𝑥(𝑡0) = φ(𝑡 − 𝑡0)𝑥(𝑡0) 

 عی یا بدون ورودی سمست  می باشد.ماتریس انتقا  حالت در واقع بمان کننده پاسخ طبم در آن که

 کنترل پذیری 2-1-1

  ،سمست  خطی ناوردای زمانی 9-2تعریف 

𝑥̇(t) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) 

𝑡 را بتته ازای ≥ 𝑡0  بتتا حتتالتتت اولمتته یو 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 . هررتتاه ورودی در نظر می رمری 𝑢(𝑡) کتته 

 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1] ،حتالت اولمه ی 𝑥0 را در زمان 𝑡1 حالت انتقا  دهد، به حالت صتتتفر 𝑥0  را در زمان𝑡0 

 لازد به ذکر است حالت صفر در اینجا بمانار حالت تعاد  می باشد. رویم . 1پذیر کنتر 

آن ر رمرند که دباید مسائلی مورد مطالعه قرار زیرا  .اساسی دارد یاهممت ،یک ستمست  کنتر  پذیری

کنتر   در نتمجه. به حالت تعاد  می باشتتد ،هدف، انتقا  ستتمستتت  از یک حالت اولمه ی دلخواه ها

 شر  لازد برای وجود جواب است.پذیری، 

 پایداری سیستم های کنترل 2-1-9

اجبای سمست  برای پمش بمنی رفتار دیناممکی سمست  لازد شناخت  ،در طراحی یک ستمست  کنتر 

ت که هنااد اعما  یک شر  اولمه است. یک سمست  کنتر  خطی ناوردای زمانی، در صورتی پایدار اس

به حالت تعاد  خود بررردد. حالت تعاد  برای یک ستمستت  کنتر  خطی، حالتی است  ،جدید به آن

 روجی در آن حالت باقی بماند.خ ،که در صورت نبود ورودی و اغتشاش

ستمستتت  کنتر  خطی  به بررستی مفهود ریاوتی پایداری در ستتمستت  های کنتر  می پردازی . حا 

  ،ناوردای زمانی

(1-12)  𝑥̇(t) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) 

                                                      
lablelContro1  
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  ،با بردار ورودی

 (1-11) 𝑢(𝑡) = 𝐾𝑥(𝑡) 

در نظر می  انتخاب شده است را 𝑥(𝑡)متناسب با بردار حالت ،  𝑢(𝑡)که در آن  ،موسود به قانون کنتر 

𝐾ستتمستتت  کنتر  را یک ستتمستتت  کنتر  با پس خورد حالت و  ،در این صتتورترمری .  ∈ ℛ𝑚×𝑛  را

 رویم . 1ماتریس پسخورد حالت

 رابطه ی زیر بدست می آید، (11-1)و  (12-1)دو معادله با ترکمب 

 (1-12) 𝑥̇(𝑡) = (𝐴 + 𝐵𝐾)𝑥(𝑡) 

ستمست  حلقه باز رویم .  ا ماتریس حلقه باز و مقادیر ویژه آن را مقادیر ویژهر 𝐴در این رابطه ماتریس 

𝐴همچنمن ماتریس  + 𝐵𝐾 سمست  آن را مقادیر ویژه  را ماتریس ستمستت  حلقه بستته و مقادیر ویژه

 حلقه بسته می نامم .

برخی از تعاریف و اصتطلاحات را که در مطالعه ستمستت  های کنتر  با آنها برخورد خواهم   ،در ادامه

 داشت، ارائه می کنم .

را سمست  های  همو نقشی بروی عمل کنتر  نداردخروجی  آن هاستمست  هایی که در  4-2تعریف 

 .]34 [حلقه باز رویندکنتر  

ستمست  های کنتر  حلقه بسته می نامم .  خوردی را عموماً ستمستت  های کنتر  پس 5-2تعریف 

و رسمدن به پایداری  ی ستمست خورد برای کاهش خطا منظور از کنتر  حلقه بستته استتفاده از پس

 است.

𝑛یک ماتریس  𝐴 فرض کنمد 1-2 قضیه × 𝑛  باشد. به ازای هر بردار حالت اولمه ی𝑥0  سمست  خطی ،

                                                      
                                    State Feedback Matrix  1  
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  ،ناوردای زمانی

𝑥̇(t) = 𝐴𝑥(𝑡) , 𝑥(0) = 𝑥0 

 ،زیر می باشد یک جواب منحصر به فرد به صورتدارای 

𝑥(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡𝑥0 

 (11-1)و  (12-1)جواب سمست  حلقه بسته ،  𝑥0با استتفاده از این قضمه و انتخاب بردار حالت اولمه ی 

 را به صورت زیر بدست می آوری ،

𝑥(𝑡) = 𝑒(𝐴+𝐵𝐾)𝑡𝑥0 

 ی ،دار آنااه در سمت چپ صفحه مختلط قرار رمرند ،حلقه بستهچنانچه تماد مقادیر ویژه سمست  

𝑙𝑖𝑚
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = 𝑥0 𝑙𝑖𝑚
𝑡→∞

𝑒(𝐴+𝐵𝐾)𝑡 = 0 

 ههر حالت اولمه در صتتورتی به حالت تعاد  برده می شتتود ک ،این رابطه بمان می کند که با رذر زمان

 منفی باشند.   ،قه بستهحلقسمت حقمقی تماد مقادیر ویژه ماتریس 

را یک سمست  پایدار  (11-1)و  (12-1)تعریف شده توسط معادلات  ستمست  کنتر  خطی 6-2 تعریف

تی د. در صورمنفی باش ماتریس حلقه بسته مقادیر ویژه می نامم  هر راه قسمت حقمقی همهمجانبی 

دو صتتورت  مقادیر ویژه منفی یا صتتفر باشتتد ستتمستتت  را پایدار و در غمر اینکه قستتمت حقمقی همه 

 .مست  را ناپایدار نامم س

تعریف شتتده توستتط  برای ستتمستتت  کنتر  خطی،  𝐾 دیافتن ماتریس پستتخور مستتأله 7-2 تعریف

تخصمص مقادیر ویژه  مسألها ستمستت  پایدار مجانبی باشد ربه رونه ای که  (11-1)و  (12-1)معادلات 

 .رویم 

در تحلمل و طراحی های این پایان نامه تنها ستمست  های خطی و تغممر ناپذیر با زمان در نظر ررفته 

 خواهند شد.



 

 

8 

 دوم صلف 1

 یتاخیرسیستم های مقدمه ای بر 

های آشکار تاخمریک دلمل آن استت که طبمعت پر از  .در دنما فراوان هستتند یتاخمرستمستت  های 

به عنوان مدلی برای یک رده ببرگ از سمست   غالباً یتاخمرسمست  های ست که ا نآدلمل دیار  .است

وجود  .انتقا  اطلاعات یا ماده مورد بحث استهای مهندسی به کار برده می شوند که در آن انتشار و 

ت  در مقایسه با سمس های طولانی باعث می شود آنالمب و کنتر  این سمست  هاتاخمر مخصتوصاً تاخمر

ی مطرح می تاخمرچند مثا  از سمست  های  ،در این فصتل .پمچمده تر شتود بستمار تاخمرهای بدون 

و فرد فضتای حالت این ستمستت  ها را نشان می  دازی می پر تابع لامبرتکنم  و همچنمن به معرفی 

 .دهم 

 تاخیر 1-2

یک  به ستمستت یا پاستخ  واکنش ،که در نتمجه آن ویژری یک ستمستت  فمبیکی استت 1زمانی تاخمر

ه باز یک مکان  یا انرژی به لحاظ فمبیکی هر زمان که اطلاعات .می افتد تاخمربه  ،نمروی وارد شتتتده

مقدار آن به فاصتتتله و  که به وجود می آید تاخمر ،به همراه انتقا  شتتتودمکان دیار انتقا  داده می 

 ستند. طولانی هخملی  برخی دیارکوتاه و ها تاخمربعضی  به این ترتمب بستای دارد سرعت انتقا 

در  و می تواند به وجود آید ک ستتمستتت ستتاختار ی تشتتکمل دهنده در هر یک از اجبای زمانی تاخمر

، یقتصادا، هواییصنعتی، الکتریکی،  زیستی، متنوعی مانند ستمستت  های بمولوژیکی، ستمستت  های

وجود  .اتفاق می افتد ... و ه های همدرولمکی و شبکه های ارتباطیشبک اجتماعی، فرایندهای شمممایی،

ر د به هممن خاطر باعث ناپایداری می شودراهی ت  ها در این سمس های طولانیتاخمر مخصوصاً تاخمر

که مورد توجه  موووعاتی هستند آن هاپایداری  مسأله تحلمل این ستمستت  ها و ،طی سته دهه اخمر

                                                      
Time Delay1  
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 .ندمحققان قرار ررفته ا

 یتاخیرمعادلات دیفرانسیل  1-1

از سمست  های دیناممکی هستند که در  رده مه  و ببرگیک  1(DDEsی )تاخمرمعادلات دیفرانستمل 

 .]9 [نده امعرفی شد 3و لاپلاس 2کاندورست توسط هجده قرن 

  ،صورتبه  4(ODEs) معادلات دیفرانسمل معمولینجایی که از آ

 (2-1) 𝑥̇(t) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)) 

𝑥(𝑡)متغمرهای ،یک مد  رایج برای نمایش ستتمستتت  های دیناممکی هستتتند که در این مد  ∈ ℛ𝑛 

تغممر متغمر های حالت را نسبت به زمان مشخص می  ،و معادله دیفرانسمل می باشندهای حالت متغمر

نمی توان از این  یتاخمرستتمستتت  های مانند  برخی از ستتمستتت  های دیناممکیبرای نمایش اما  ،کند

نها رفتار سمست  نه ت ،تاخمردر این سمست  ها برخلاف سمست  های بدون  زیرا معادلات استتفاده کرد

 .نمب وابسته است بلکه همچنمن به حالت های قبللی حالت های فع به

ی استفاده می شود که در معادلات دیفرانسملاز  همانطور که اشاره کردی  این ستمست  ها برای نمایش

 .رویندمی  یتاخمر زمانی وجود دارد که به آنها معادلات دیفرانسمل تاخمرآنها فاکتورهای 

𝑥(𝑡) برای  یتاخمرمعادله دیفرانسمل  کلی صورت ∈ ℛ𝑛 به صورت، 

 (2-2) 𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥𝑡)      

𝑥𝑡آن که در می باشد = {𝑥(ℎ): ℎ ≤ 𝑡}   و𝑓  یک تابع ازℛ × ℛ𝑛 × در این که  نمایشی است. ℛ𝑛به  ₵

 ،به صورت استفاده می شود منحصر به فرد تاخمربا سمست  یک  نشان دادنبرای  پایان نامه

                                                      
Differential Equations Delay1  

Condorcet2  

Laplace3  

Ordinary Differential Equations4  
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 (2-3) 𝑥̇(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡 − ℎ)) 

 در این معادله تاخمر جودو .زمانی را نشان می دهد تاخمر ℎو  یک تابع خطی است 𝑓که در آن استت 

به هممن دلمل،  ]32 [می شتتود یتاخمرستتمستتت  های ت نمایی در معادله مشتتخصتته ایجاد عبار باعث

مشکل اصلی این  واقع، . درمی باشتدشته تعداد نامتناهی ریدارای این ستمستت  ها  معادله مشتخصته

 تحلمل این بنابراین .یک طمف نامتناهی از مقدارهای ویژه می شوندستت که باعث ایجاد ا معادلات آن

با سمست  های بدون در مقایسه  خصتو  در بررستی پایداری های کلاستمک بهستمستت  ها با روش 

 .خواهد بود پمچمده تر ،تاخمر

ل می ح با استفاده از روش های ترسممی، عددی و تقریبیچنمن مسائلی اغلب به طور غمر مستقم  و 

 در این روش واستفاده می شود که یک تقریب رویا است  1پاده تقریب روش در بسماری موارد از .شوند

اما این روش شامل  .جایابین می شود یکسرعبارت یک  ،به جای عبارت نمایی در معادله مشتخصته

روش های دیاری نمب  .]9 [شود اصلی در سمست  محدودیت هایی استت و می تواند منجر به ناپایداری

ن ردیدار کپا سپس و تاخمربدون به یک سمست   یتاخمرستمست  برای تبدیل  آن هاارد که از وجود د

 به کار برده می واقعیچنمن روش هایی ممکن است زمانی که برای یک سمست  . ستفاده می شودآن ا

  باز است. مسألههنوز یک  آنهااجرای مطمئن علاوه بر این  .باعث خطاهای غمر منتظره شوند ،دنشو

در زممنه های علمی متنود و مهندسی شامل تحلمل  2تابع لامبرتاستفاده از روش  ،در سا  های اخمر

ای سمست  هبرای بررسی  تابع لامبرت. ایده به کار بردن ه استترواد پمدا کرد یتاخمرستمستت  های 

مورد بررسی قرار محققان دیار نمب توسط  مسألههمچنمن این . ]25 [می باشد 3رایت متعلق به یتاخمر

ستمست  های  پایدارستازیبرای در این پایان نامه روشتی که  .]2، 1 [ه استتو بهبود داده شتد هررفت

رای ب روشی جدیدمی باشد که  تابع لامبرتده از استتفا ،به کار برده می شتود آن هاکنتر  و  یتاخمر

                                                      
 Pade Approximation1  

Function WLambert 2  

rightW3  
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 است. یتاخمرسمست  های آنالمب و کنتر  

به  ،عمل اتفاق می افتد زمانی در تاخمربرای درا این مطلب که چاونه و  تابع لامبرتمعرفی قبتل از 

 می پردازی . یتاخمرسمست  های از  ساده چند مثا بمان 

داده شده نشان  𝑙یک مخبن آب و یک لوله به طو   1-2شکل  در (سیستم هیدرولیکی) 2-1مثال 

 ،]1 [است. برای این مخبن آب یک مد  خطی به صورت زیر در نظر ررفته شده است

𝑥̇(𝑡) =
1

𝐴𝜌
(𝑢𝑖𝑛(𝑡 − ℎ) −

𝜌𝑔𝑥(𝑡)

𝑅
) 

 𝑅 زمان، 𝑡زمانی،  تاخمر ℎشتتاب ررانشی،  𝑔چاالی آب،  ρمقطع عروتی استت، ستطح  𝐴که در آن 

ستتطح تراز آب می باشتتد.  𝑥(𝑡)ستترعت جریان ورودی و  𝑢𝑖𝑛مقاومت همدرودیناممکی لوله خروجی، 

یک کنتر  با در نظر ررفتن  بنابراین باشد. 0.5𝑚استت که سطح آب درون مخبن  آنهدف از کنتر  

 به صورت، مناسب 1پسخورد

𝑢𝑖𝑛 = 𝑘𝑥(𝑡) 

 ،به صورتو  یتاخمرمعادله دیفرانسمل یک  توسطسمست  حلقه بسته می تواند 

𝑥̇(𝑡) = −
𝑔

𝐴𝑅
𝑥(𝑡) +

𝑘

𝐴𝜌
𝑥(𝑡 − ℎ) 

 نشان داده شود.

 

 سمست  همدرولمکی: 1-2شکل 

                                                      
Feedback Control1  
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 ،ساده را به صورت زیر در نظر بامرید آونگمعادله حرکت یک  (آونگ مسأله) 1-1مثال 

𝑇(𝑡 − ℎ) − 𝑚𝑔𝑙𝑠𝑖𝑛(𝜃(𝑡)) = 𝑚𝑙2𝜃̈(𝑡) 

 رشتاور ورودی می باشد. 𝑇و  آونگجرد  𝑚شتاب ررانشی،  𝑔، آونگطو   𝑙که در آن 

𝜃در نقطه  آونگهدف ناه داشتتتن  = 𝜃0  .که مد  غمر خطی می تواند در  می توان نشتتان داداستتت

𝜃اطراف  = 𝜃0 به صورت خطی زیر تبدیل شود، 

[
∆𝜃̇(𝑡)

∆𝜃̈(𝑡)
] = [

0 1

−
𝑔

𝑙
𝑐𝑜𝑠(𝜃0) 0] [

∆𝜃(𝑡)

∆𝜃̇(𝑡)
] + [

0

−
𝑔𝑠𝑖𝑛(𝜃0)

𝑙

] + [
0
1

𝑚𝑙2
] 𝑇(𝑡 − ℎ) 

θ∆ با در نظر ررفتن = 𝜃 − 𝜃0 و 

𝑇(𝑡) = [𝑘1 𝑘2] [
∆𝜃(𝑡)

∆𝜃̇(𝑡)
] +𝑚𝑔𝑙𝑠𝑖𝑛(𝜃0) 

 ،سمست  حلقه بسته می تواند به صورت زیر نشان داده شود بنابراین

[
∆𝜃̇(𝑡)

∆𝜃̈(𝑡)
] = [

0 1

−
𝑔

𝑙
𝑐𝑜𝑠(𝜃0) 0] [

∆𝜃(𝑡)

∆𝜃̇(𝑡)
] + [

0 0
𝑘1
𝑚𝑙2

𝑘2
𝑚𝑙2

] [
∆𝜃(𝑡 − ℎ)

∆𝜃̇(𝑡 − ℎ)
] 

 

 ساده : آونگ2-2شکل 

شتتده استتت تا ستتالها تلاش  (درون ساالولی تاخیریک با  HIVمدل سااازی بیماری ) 9-1مثال 

چنمن مدلهایی می توانند  .بدست آید HIV مدلی برای دیناممک بمماری ،براساس معادلات دیفرانسمل

کمک کنند. همانطور که در  مناستتبو طراحی رژی  های درمانی  HIVدر تحلمل و آنالمب بهتر بمماری 
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در مقابل  .آلوده می کند ،خا را با یک ستتترعت  1، ستتتلو  های هدف HIVمی بمنمد  3-2شتتتکل 

پروتئمن های ویروستتی  به جلورمری از تقستتم  شتتدن و انتقا  پلی 2داروهایی مانند بازدارنده پروتئاز

ن چورا از بمن می برد.  کمک می کنند. ستتمستتت  ایمنی بدن انستتان نمب برخی از ویروس های عفونی

 تاخمریک  ،زمانی طو  می کشتتد تا ویروس وارد یک ستتلو  هدف شتتود و قبل از تولمد ویروس جدید

 درون سلولی( در این فرایند زیستی اتفاق می افتد. تاخمر)

 

 ]32  [تبدیل می کند T*را به مولد سلو  های آلوده  Tسلو  های هدف  𝜷با سرعت ثابت  HIV :3-2شکل 

را آلوده می  𝑇سلو  های هدف  ،با یک سرعت ثابت HIVمی شود  مشاهده 3-2شکل  که درهمانطور 

از زمان بمن  تاخمرتبدیل شوند. زمان  ∗𝑇ه به تولمد کننده سلو  های آلود آن هاکند و باعث می شود 

 ویروس بعدی حاصل می شود. ورود ویروس اولمه به یک سلو  و تولمد

 ،]32 [و به صورت زیر مدلسازی شود یتاخمرمعادلات دیفرانسمل می تواند به وسمله این مد  

𝑑𝑇∗(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛽𝑇0𝑉𝐼(𝑡 − ℎ) − 𝛿𝑇

∗(𝑡) 

 
𝑑𝑉𝐼(𝑡)

𝑑𝑡
= (1 − 𝑛𝑝)𝑁𝛿𝑇

∗(𝑡) − 𝑐𝑉𝐼(𝑡) 

𝑑𝑉𝑁𝐼(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑛𝑝𝑁𝛿𝑇

∗(𝑡) − 𝑐𝑉𝑁𝐼(𝑡) 

غلظت مولد سلو   ∗𝑇)تراک ( ستلو  هدف،  غلظت 𝑇0، تاخمرزمان  ℎزمان ستپری شتده،  𝑡که در آن 

 𝑐غمر عفونی در پلاستتتما، ویروس های غلظت  𝑉𝑁𝐼عفونی در پلاستتتما،  های ویروس غلظت 𝑉Iآلوده، 

 متوستتط تعداد 𝑁ستترعت از بمن رفتن ستتلو  تولمد کننده ویروس،  δ، از بمن رفتن ویروس ستترعت

                                                      
Target Cells1  

roteaseP2  
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اثر داروی بازدارنده پروتئاز را نشتتان  𝑛𝑝ستتلو  آلوده در طی مدت عمر و جدید مولد هر  ویروس های

آلوده می  𝛽ستلو  های هدف را با سرعت  HIVفرض شتده استت که  در این مد  می دهد. همچنمن

همچنمن می تواند به  این مد  به مولد ستتلو  های عفونی تبدیل شتتوند. آن هاکند و باعث می شتتود 

 ،نشان داده شودماتریسی و به صورت زیر  یتاخمرمعادلات دیفرانسمل  وسمله

[

𝑇̇∗(𝑡)

𝑉̇𝐼(𝑡)

𝑉̇𝑁𝐼(𝑡)

] = [

−𝛿 0 0
(1 − 𝑛𝑝)𝑁𝛿 −𝑐 0

𝑛𝑝𝑁𝛿 0 −𝑐
] [

𝑇∗(𝑡)

𝑉𝐼(𝑡)

𝑉𝑁𝐼(𝑡)
] + [

0 𝛽𝑇0 0
0 0 0
0 0 0

] 𝑥(𝑡 − ℎ),   𝑡 > 0 

 که در آن،

𝑥(𝑡) = 𝑔(𝑡) = {𝑇𝑠𝑠
∗ 𝑉𝑠𝑠 0}𝑇 , 𝑡 ∈ [−ℎ, 0] 

  باشد.می 

 .استتت کنتر  دماتفاق می افتد در زندری روزمره اکه  یتاخمرستتمستتت  ز یک یک مثا  ستتاده دیار ا

کرده اند  را تجربه مشکل تنظم  دمای آب افرادنشتان داده می شتود اکثر  4-2شتکل در همانطور که 

. دمای واقعی اغلب خارد از حد مطلوب است و خملی داغ یا خملی سترد استتوقات دمای آب راهی ا

ای جاری شدن آب از شمر بر ست کها این به خاطر آن شود و کنتر طو  می کشد تا دما  راهی مدتی

طو  لوله آب و  فشتتار بهکه  استتت تاخمربدن انستان زمانی صتترف می شتود. این زمان یک به ستمت 

 بستای دارد.

سرعت جریان  1پویبیو  قانوناساس ب یک مایع تراک  ناپذیر استت و برآ این کهدر این مثا  با فرض 

 ،]33 [ برابر است با آب

𝐹 =
𝜋𝑅4

8𝜇𝑙
∆𝑝 

 طو  لوله و 𝑙 ،شعاد لوله 𝑅 همچنمن  .چسبندری جنبشی آب را نشان می دهد 0.01ر براب µ که در آن

                                                      
Poiseuille1  
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∆𝑝  زمانی  تاخمرلوله را نشان می دهند.  دو سرتفاول فشارℎ را می توان به صورت زیر بدست آورد، 

ℎ =
𝜋𝑅2𝑙

𝐹
=
8𝜇

∆𝑝
(
𝑙

𝑅
)
2

 

 

 : طرح ساده از سمست  دوش4-2شکل 

 تابع لامبرت 1-9

در ریاومات به آن  و ]4 [ه استشد عرفیم 1183تا  1128های  این تابع توستط لامبرت و اویلر در سا 

𝜔هر تابع  به طوریکه ماا یا وتترب لااریتمی می رویند،تابع اُ = 𝑊(𝐻)  که در رابطه زیر صتتدق می

 کند،

(2-4) 𝑊(𝐻)𝑒𝑊(𝐻) = 𝐻 

تعداد نامتناهی  دارای و 𝐻مختلط مقدار با یک آررومان مختلط ، تابعاین  ناممده می شود. تابع لامبرت

𝑘و برای  𝑊𝑘به صورت  𝑘شتاخه استت به طوریکه هر شاخه با یک اندیس  = −∞,⋯ ,−1,0,1,⋯ ,∞ 

و هر یک از شاخه ها در ناممده می شود  تابع لامبرت، شاخه اصلی  𝑊0که در آن  نشان داده می شود

 رابطه،

(2-5) 𝑊𝑘(𝐻)𝑒
𝑊𝑘(𝐻) = 𝐻 

می توانند با استتتفاده از توابع  تابع لامبرتو شتتاخه های دیار از  شتتاخه اصتتلی .]21 [صتتدق می کند

بار برای از این نرد افدر این پایان نامه نمب محاستتبه شتتوند.  MATLAB وجود در نرد افبارهایی مانندم

 .کنم محاسبات استفاده می 
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یک مقدار  𝐻در آن  که تابع لامبرتاز  𝑊𝑘(𝐻) ر شاخههمی شود  مشاهده 5-2شتکل  درهمانطور که 

نسبت به محور  تصتویر هر شاخههمچنمن  .خود می باشتد به دارای تصتویر مخصتو مختلط استت، 

𝐻 نقطه  در 1−دارای ممنمم  مقدار  نمب اصلی قسمت حقمقی شاخه. حقمقی متقارن است =
−1

𝑒
 ستا 

 ،]4 [ه بمان دیار داری ب .(را ببمنمد 1-2شکل )

(2-1) 𝑅𝑒{𝑊0(𝐻)} ≥ −1 

 

 ]4 [تابع لامبرت: تصاویر شاخه های 5-2شکل 

 

 

𝒌مقدارهای حقمقی شاخه های  :1-2شکل  = 𝒌و  𝟎 =  ]4 [تابع لامبرتاز  𝟏−

و سپس  1مقدارهای ویژه که از آن در تعممن راستت ترین تابع لامبرتاز خصتوصتمت های دیار  یکی

                                                      
Rightmost Eigenvalues1  
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 ،]21 [به صورت زیر می باشد استفاده می شود یتاخمر تعممن پایداری سمست 

 (2-1) 𝑚𝑎𝑥[𝑅𝑒{𝑊𝑘(𝐻)}] = 𝑅𝑒{𝑊0(𝐻)} 

ت شامل عبارت های نمایی برای حل معادلااز آن استتفاده  ،تابع لامبرتخوا  مه   دیار همچنمن از

 صورت زیر عمل می کنم ، به تابع لامبرتاستفاده از حل معادله زیر با  به منظور. برای مثا  می باشد

2t = 3𝑡 + 1 → 1 = (3𝑡 + 1)𝑒−𝑡𝑙𝑛2 →
1

3
= (𝑡 +

1

3
) 𝑒−𝑡𝑙𝑛2 → −

𝑙𝑛2

3
= −(𝑡𝑙𝑛2 +

𝑙𝑛2

3
) 𝑒−𝑡𝑙𝑛2 

→ −
𝑙𝑛2

3
𝑒−

𝑙𝑛2
3 = −(𝑡𝑙𝑛2 +

𝑙𝑛2

3
) 𝑒−𝑡𝑙𝑛2−

𝑙𝑛2
3 → −(𝑡𝑙𝑛2 +

𝑙𝑛2

3
) = 𝑊(−

𝑙𝑛2

3
2−

1
3) 

→ 𝑡 = −
1

𝑙𝑛2
 𝑊 (−

𝑙𝑛2

3
2−

1
3) +

1

3
 

 بدست می آید. تابع لامبرتاز جواب معادله با استفاده  به این ترتمب

عادله م می توانکه به کمک آن  استاین  تابع لامبرتاستفاده از اصتلی  مبیتبنابراین می توان رفت 

که  MATLABبه کمک نرد افبار ی خطی اسکالر را حل کرد و سپس تاخمرستمستت  های مشتخصته 

 کرد.مشخص  موقعمت ریشه ها رااست،  تابع لامبرتبرای محاسبه  lambertwدارای یک تابع به ناد 

𝜔توالی برای را می توان با استفاده از روش نموتن و با تقریب های م تابع لامبرت = 𝑊(𝐻)  به صورت

 زیر تقریب زد،

(2-8) 𝜔𝑗+1 = 𝜔𝑗 −
𝜔𝑗𝑒

𝜔𝑗 − 𝐻

𝑒𝜔𝑗 +𝜔𝑗𝑒
𝜔𝑗

 

 حاسبه می شود،مزیر رابطه  نمب از تابع لامبرتمشتق از 

 (2-9) 𝑑𝑊

𝑑𝐻
=

𝑊(𝐻)

𝐻(1 +𝑊(𝐻))
, 𝐻 ≠ 0,−1 𝑒⁄  

 یتاخیرسیستم های  1-4

سمل معادلات دیفرانزمانی به وسمله  تاخمرسمست  های خطی شامل  نمب بمان کردی  قبلاًهمانطور که 
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 اخمرتبا  خطیفضای حالت یک سمست  ناوردای زمانی  معادلهبه طوریکه  می شوند نشان داده یتاخمر

 ،می باشدبه صورت زیر  منحصر به فرد

 (2-12) 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐴𝑑𝑥(𝑡 − ℎ), 𝑡 > 0 

𝑛ماتریس های  𝐴𝑑 و𝐴 که در آن × 𝑛 هستند، 𝑥(𝑡) یک بردار حالت 𝑛 × ℎاست و  1 > زمانی  تاخمر 0

که  𝑔(𝑡) اولمه برداری بعیکتا داشتته باشد یک تاجواب  (12-2)معادله  این کهرای ب نشتان می دهد.را 

𝑛 ×  باید وجود داشته باشد به رونه ای که، نمب می باشد، 1

 (2-11) 𝑥(𝑡) = 𝑔(𝑡), 𝑡𝜖[−ℎ, 0] 

 ،این کهو با توجه به  می توان از تبدیل لاپلاس استفاده کرد (12-2)معادله برای حل 

ℒ(𝑥(𝑡 − ℎ)) = ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑥(𝑡 − ℎ)𝑑𝑡
∞

0

= ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑥(𝑡 − ℎ)𝑑𝑡 +∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑥(𝑡 − ℎ)𝑑𝑡
∞

ℎ

ℎ

0

 

 ،این کههمچنمن از عملار لاپلاس می باشد و  ℒکه در آن 

0 < 𝑡 < ℎ → −ℎ < 𝑡 − ℎ < 0 → 𝑥(𝑡 − ℎ) = 𝑔(𝑡 − ℎ) 

 ،بدست می آوری 

ℒ(𝑥(𝑡 − ℎ)) = ∫ 𝑒−𝑠𝑡
ℎ

0

𝑔(𝑡 − ℎ)𝑑𝑡 +∫ 𝑒−𝑠(𝑡+ℎ)𝑥(𝑡)𝑑𝑡 = ∫ 𝑒−𝑠𝑡
ℎ

0

∞

0

𝑔(𝑡 − ℎ)𝑑𝑡

+ 𝑒−𝑠ℎ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑥(𝑡)𝑑𝑡
∞

0

 

 ،با توجه به اینکه

𝑋(𝑠) = ℒ(𝑥(𝑡)) = ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑥(𝑡)𝑑𝑡
∞

0

 

𝑥(0)و با در نظر ررفتن  = 𝑥0 خواهم  داشت، 

 (2-12) 𝑠𝑋(𝑠) − 𝑥0 = 𝐴𝑋(𝑠) + 𝐴𝑑 (𝑒
−𝑠ℎ𝑋(𝑠) + ∫ 𝑒−𝑠𝑡

ℎ

0

𝑔(𝑡 − ℎ)𝑑𝑡) 

 بدست می آوری ، (12-2)با ساده کردن رابطه 
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 (2-13) (𝑠𝐼 − 𝐴 − 𝐴𝑑𝑒
−𝑠ℎ)𝑋(𝑠) = 𝑥0 + 𝐴𝑑∫ 𝑒−𝑠𝑡

ℎ

0

𝑔(𝑡 − ℎ)𝑑𝑡, 

 ،]21 [بنابراین داری 

(2-14) 𝑋(𝑠) = (𝑠𝐼 − 𝐴 − 𝐴𝑑𝑒
−𝑠ℎ)

−1
(𝑥0 + 𝐴𝑑∫ 𝑒−𝑠𝑡

ℎ

0

𝑔(𝑡 − ℎ)𝑑𝑡) 

محاسبه  (13-2)از رابطه  و با استتفاده از عکس تبدیل لاپلاس می تواند جواب ستمستت  به این ترتمب

یک متغمر  𝑠که در آن  𝑒𝑠𝑡𝐶  فردبا فرض یک جواب غمر صفر به  صته سمست  نمبمعادله مشتخ شتود.

 ،به صورت یک ثابت است 𝐶اسکالر و 

(2-15) 
𝑑𝑒𝑡(𝑠𝐼 − 𝐴 − 𝐴𝑑𝑒

−𝑠ℎ) = 𝑠𝑛 + 𝑎𝑛−1(𝑒
−𝑠ℎ)𝑠𝑛−1 +⋯+ 𝑎1(𝑒

−𝑠ℎ)𝑠 + 𝑎0(𝑒
−𝑠ℎ)

= 0 

ها برای  𝑎𝑖د و نمی باشریشته های معادله مشخصه یا همان مقادیر ویژه  𝑠 که در آن بدستت می آید 

𝑖 = 1,⋯ , 𝑛 − امتناهی جواب اوتح است که این معادله دارای تعداد نو. ]9 [هستتند 𝑒−𝑠ℎتوابعی از  1

 استفاده کرد که دراز این معادله مشخصه  می توان یتاخمرستمست  پایداری یک  رای تحلملباستت. 

 به بررسی آن می پردازی .فصل چهارد 
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 سوم فصل 9

 تابع لامبرت به وسیله یتاخیرسیستم های بدست آوردن جواب 

به  یتاخمرمعادلات دیفرانستتتمل دا کردن یک جواب تحلملی برای تتاکنون تلاش های زیادی برای پم

 معادلاتبرای  . وجود و یکتایی جوابه استوسمله حل معادله مشخصه تحت شرایط متفاوت انجاد شد

 رایت یکتایی جواب توسطهمچنمن اثبات شده است.  2و لانل 1ها   خطی توسط دیفرانستمل تاخمری

یک روش برای حل ستتمستتت  های ناوردای زمانی خطی از  اخمراً .ه استتتنمب مورد مطالعه قرار ررفت

 .ه استمطرح شتد 4آلستوی و 3آستل توستط تابع لامبرتبا استتفاده از  معادلات دیفرانستمل تاخمری

 بدست آمده، از فرد جواب لی است وجواب دارای فرد تحلم از سایر روش هابرخلاف نتایج بدست آمده 

پتارامترهتا در آن قرار می رمرند و روی مقدارهای ویژه و جواب چاونته  کته تشتتتخمص داد می توان

ن به ای. است تابع لامبرتقدار ویژه متناظر با یک شتاخه از همچنمن هر م می رذارند تأثمرستمستت ، 

ابع تمی تواند با استفاده از ماتریس  معادلات دیفرانسمل معمولیمفهود ماتریس انتقا  حالت در  ترتمب

برای  مطرح شده روشاز  ،در این فصتل تعمم  داده شتود. لات دیفرانستمل تاخمریمعادبرای  لامبرت

و برای حالت اسکالر و برخی حالت های خا  دیار  یتاخمرمعادلات دیفرانسمل حل سمست  هایی از 

استتتفاده می کنم  و روش را برای حالت های کلی تر که در آن ماتریس های وتترایب ستتمستتت  از 

 حالت ناهمان نمب به کار می بری .و  دشوننمی جابجا  تاخمریمعادلات دیفرانسمل 

                                                      
Hale1  

Lunel2  

Asl3  

Ulsoy4  
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 نسیستم های همگ 9-2

 حالت اسکالر 9-2-2

 ،همان و از مرتبه او  زیر را در نظر می رمری  یتاخمرمعادله دیفرانسمل   

 (3-1) 
𝑥̇(𝑡)+ 𝑎𝑥(𝑡) + 𝑎𝑑𝑥(𝑡 − ℎ) = 0, ℎ > 0, 𝑡 > 0 

𝑥(𝑡) = 𝑔(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0] 

 که جواب معادله به صورت،این فرضبا 

 (3-2) 𝑥(𝑡) = 𝑒𝑠𝑡𝐶𝐼 

در  𝑥(𝑡)با قرار دادن  نمب هر عدد مختلط قابل قبو  استتت و 𝐶𝐼و یک عدد مختلط  𝑠باشتتد که در آن 

 بدست می آوری ، سمست  معادله

(3-3) (𝑠𝑒𝑠𝑡 + 𝑎𝑒𝑠𝑡 + 𝑎𝑑𝑒
𝑠(𝑡−ℎ))𝐶𝐼 = 0 → (𝑠 + 𝑎 + 𝑎𝑑𝑒

−𝑠ℎ)𝑒𝑠𝑡𝐶𝐼 = 0 

𝑒𝑠𝑡𝐶𝐼چون  ≠  ،نتمجه می رمری  آنااه 0

(𝑠 + 𝑎 + 𝑎𝑑𝑒
−𝑠ℎ) = 0 (3-4)  

 ،خواهم  داشت 𝑒𝑠ℎدر  (4-3) رابطهبا ورب 

(3-5) (𝑠 + 𝑎)𝑒𝑠ℎ = −𝑎𝑑 

 ،و بدست می آوری  ورب کرده ℎ𝑒𝑎ℎرا در  (5-3)رابطه همچنمن 

 (3-1) (𝑠 + 𝑎)ℎ𝑒(𝑠+𝑎)ℎ = −𝑎𝑑ℎ𝑒
𝑎ℎ 

𝑊(𝐻)𝑒𝑊(𝐻) که در رابطه 𝑊(𝐻)همانطور که می دانم  هر تابع  = 𝐻  تابع لامبرتیک صدق می کند 

 ،داری  بنابراین .است

(3-1) 𝑊(−𝑎𝑑ℎ𝑒
𝑎ℎ) = (𝑠 + 𝑎)ℎ 

  ،نتمجه می رمری  (1-3) رابطهاز 
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(3-8) 𝑠 =
1

ℎ
𝑊(−𝑎𝑑ℎ𝑒

𝑎ℎ) − 𝑎 

 ،و همچنمن بدست می آوری 

(3-9) 𝑊(−𝑎𝑑ℎ𝑒
𝑎ℎ)𝑒𝑊(−𝑎𝑑ℎ𝑒

𝑎ℎ) = −𝑎𝑑ℎ𝑒
𝑎ℎ 

𝑊(−𝑎𝑑ℎ𝑒  به طوریکه
𝑎ℎ)  در را  تابع لامبرتمقدار𝐻 = −𝑎𝑑ℎ𝑒

𝑎ℎ نشان می دهد. 

      جواب کلی معادله دیفرانستتتمل مرتبه او  به صتتتورت ترکمب خطی از همه جواب های این ترتمب به

] 12[، 

(3-12) 
𝑥𝑘(𝑡) = 𝑒

𝑠𝑘𝑡 = 𝑒
(
1
ℎ
 𝑊𝑘(−𝑎𝑑ℎ𝑒

𝑎ℎ)−𝑎)𝑡, 𝑘 = 0,±1,±2,⋯ 

  ،به صورتو 

(3-11) 𝑥(𝑡) = ∑ 𝑒
(
1
ℎ
 𝑊𝑘(−𝑎𝑑ℎ𝑒

𝑎ℎ)−𝑎)𝑡
𝐶𝑘
𝐼

∞

𝑘=−∞

 

 ،به صورت زیر نمب نشان داد می توانرا  (11-3). رابطه است

 (3-12) 𝑥(𝑡) = ∑ 𝑥𝑘(𝑡)

∞

𝑘=−∞

𝐶𝑘
𝐼 , 𝑡 ≥ −ℎ 

  ،این کهو از 

(3-13) 𝑥(𝑡) = 𝑔(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0] 

  ،بدست می آوری 

(3-14) 𝑔(𝑡) = ∑ 𝑥𝑘(𝑡)

∞

𝑘=−∞

𝐶𝑘
𝐼 , 𝑡 ∈ [−ℎ, 0] 

𝐶𝑘برای محاسبه ورایب 
𝐼  ابتدا بازه[−ℎ,   ،تقسم  می کنم  ،قسمت 2𝑁به به صورت زیر را  [0

[−ℎ, 0] = [−ℎ,−ℎ +
ℎ

2𝑁
] ∪ [−ℎ +

ℎ

2𝑁
,−ℎ +

2ℎ

2𝑁
]∪⋯∪ [

−ℎ

2𝑁
, 0] 

 ،بدست می آوری انتهایی بازه ها ابتدا و  در نقا  𝑔(𝑡)و سپس با محاسبه مقدار تابع 
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𝑔(0) = ⋯+ 𝐶−𝑁
𝐼 𝑥−𝑁(0) + 𝐶−(𝑁−1)

𝐼 𝑥−(𝑁−1)(0) + ⋯+ 𝐶−1
𝐼 𝑥−1(0) + 𝐶0

𝐼𝑥0(0) + 𝐶1
𝐼𝑥1(0) 

+ ⋯+𝐶(𝑁−1)
𝐼 𝑥𝑁−1(0) + 𝐶𝑁

𝐼 𝑥𝑁(0) + ⋯  , 

𝑔 (
−ℎ

2𝑁
) = ⋯+ 𝐶−𝑁

𝐼 𝑥−𝑁 (
−ℎ

2𝑁
) + 𝐶−(𝑁−1)

𝐼 𝑥−(𝑁−1) (
−ℎ

2𝑁
) +⋯+ 𝐶−1

𝐼 𝑥−1 (
−ℎ

2𝑁
) + 𝐶0

𝐼𝑥0 (
−ℎ

2𝑁
)

+ 𝐶1
𝐼𝑥1 (

−ℎ

2𝑁
) +⋯+𝐶(𝑁−1)

𝐼 𝑥𝑁−1 (
−ℎ

2𝑁
) + 𝐶𝑁

𝐼 𝑥𝑁 (
−ℎ

2𝑁
) +⋯ , 

𝑔 (
−2ℎ

2𝑁
) = ⋯+ 𝐶−𝑁

𝐼 𝑥−𝑁 (
−2ℎ

2𝑁
) + 𝐶−(𝑁−1)

𝐼 𝑥−(𝑁−1) (
−2ℎ

2𝑁
) +⋯+ 𝐶−1

𝐼 𝑥−1 (
−2ℎ

2𝑁
)

+ 𝐶0
𝐼𝑥0 (

−2ℎ

2𝑁
) + 𝐶1

𝐼𝑥1 (
−2ℎ

2𝑁
) +⋯+𝐶(𝑁−1)

𝐼 𝑥𝑁−1 (
−2ℎ

2𝑁
) + 𝐶𝑁

𝐼 𝑥𝑁 (
−2ℎ

2𝑁
) +⋯  

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ 

𝑔(−ℎ) = ⋯+ 𝐶−𝑁
𝐼 𝑥−𝑁(−ℎ) + 𝐶−(𝑁−1)

𝐼 𝑥−(𝑁−1)(−ℎ) +⋯+ 𝐶−1
𝐼 𝑥−1(−ℎ) + 𝐶0

𝐼𝑥0(−ℎ)

+ 𝐶1
𝐼𝑥1(−ℎ) +⋯+ 𝐶(𝑁−1)

𝐼 𝑥𝑁−1(−ℎ) + 𝐶𝑁
𝐼 𝑥𝑁(−ℎ) +⋯ , 

  ،ماتریسی صورتبه  می تواناکنون این معادلات را 

(

 
 
 
 

𝑔(0)

𝑔 (
−ℎ

2𝑁
)

𝑔 (
−2ℎ

2𝑁
)

⋮
𝑔(−ℎ) )

 
 
 
 

⏟        
𝐺(ℎ,𝑁)

≈

(

 
 
 
 

𝑥−𝑁(0) ⋯ 𝑥𝑁(0)

𝑥−𝑁 (
−ℎ

2𝑁
) ⋯ 𝑥𝑁 (

−ℎ

2𝑁
)  

𝑥−𝑁 (
−2ℎ

2𝑁
)

⋮
𝑥−𝑁(−ℎ)

⋯
⋱
⋯

𝑥𝑁 (
−2ℎ

2𝑁
)

⋮
𝑥𝑁(−ℎ) )

 
 
 
 

⏟                    
𝑋(ℎ,𝑁)

(

 
 
 

𝐶−𝑁
𝐼

𝐶−(𝑁−1)
𝐼

𝐶−(𝑁−2)
𝐼

⋮
𝐶𝑁
𝐼 )

 
 
 

⏟      
𝐶(𝑁)

 (3-15) 

 ،یا به صورت

(3-11) 𝐺(ℎ,𝑁) ≈ 𝑋(ℎ,𝑁)𝐶(𝑁) 

𝐶𝑘)تقریبی از بردار 𝐶(𝑁)نوشتتتت که در آن بردار 
𝐼)
𝑇
= (⋯ , 𝐶−𝑁

𝐼 , ⋯ , 𝐶−1
𝐼 , 𝐶0

𝐼 , 𝐶1
𝐼 , ⋯ , 𝐶𝑁

𝐼 ,⋯ و برای  (

 ، عملار ترانهاده است(.𝑇 می باشد )در اینجا  𝑁مقدارهای ببرگ از 

2𝑁)که یک ماتریس  𝑋(ℎ,𝑁)ماتریس  وارون پذیریبا فرض   + 1) × (2𝑁 + ، بدست می می باشد (1

 ،آوری 
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(3-11) 𝐶(𝑁) ≈ 𝑋−1(ℎ, 𝑁)𝐺(ℎ, 𝑁) 

𝐶𝑘ورایب  بنابراین
𝐼 را می توان از رابطه زیر بدست آورد، 

(3-18) 𝐶𝑘
𝐼 = 𝑙𝑖𝑚

𝑁→∞
{𝑋−1(ℎ, 𝑁)𝐺(ℎ, 𝑁)}𝑘   

که در ادامه به توومح آن  استفاده کرد 𝐶𝑘𝐼 استبه وترایبحهمچنمن می توان از تبدیل لاپلاس برای م

 می پردازی .

 ،را به صورت زیر بدست می آوری  (1-3) تبدیل لاپلاس از معادله سمست ابتدا 

 (3-19) 
𝑠𝑋(𝑠) − 𝑥0 + 𝑎𝑑𝑒

−𝑠ℎ𝑋(𝑠) + 𝑎𝑑∫ 𝑒−𝑠𝑡
ℎ

0

𝑔(𝑡 − ℎ)𝑑𝑡 + 𝑎𝑋(𝑠) 

= (𝑠 + 𝑎𝑑𝑒
−𝑠ℎ + 𝑎)𝑋(𝑠) − 𝑥0 + 𝑎𝑑∫ 𝑒−𝑠𝑡

ℎ

0

𝑔(𝑡 − ℎ)𝑑𝑡 = 0 

 بنابراین،

(3-22) 𝑋(𝑠) =
𝑥0 − 𝑎𝑑 ∫ 𝑒−𝑠𝑡

ℎ

0
𝑔(𝑡 − ℎ)𝑑𝑡

𝑠 + 𝑎𝑑𝑒
−𝑠ℎ + 𝑎

 

 ،خواهم  داشت (11-3)همچنمن با ررفتن تبدیل لاپلاس از معادله 

(3-21) 𝑋(𝑠) = ∑
𝐶𝑘
𝐼

𝑠 − 𝑠𝑘

∞

𝑘=−∞

 

𝑋(𝑠)  را به صورت زیر در نظر می رمری  (21-3)در معادله، 

(3-22) 𝑋(𝑠) = ∑
𝐶𝑘
𝐼𝑛𝑘(𝑠)

𝑑(𝑠)

∞

𝑘=−∞

 

 ،را به صورت زیر تعریف می کنم  𝑑(𝑠)و  𝑛𝑘(𝑠)چند جمله ای های و  

(3-23) 𝑑(𝑠) = ∏ (𝑠 − 𝑠𝑘),

∞

𝑘=−∞

 𝑛𝑘(𝑠) =
𝑑(𝑠)

(𝑠 − 𝑠𝑘)
 

 نتمجه می رمری ، (22-3)و  (22-3)در معادله های  هاکسر و مخرد صورتبا مقایسه سپس 
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(3-24) 𝑑(𝑠) = ∏ (𝑠 − 𝑠𝑘) = 𝐽(𝑠)(𝑠 + 𝑎𝑑𝑒
−𝑠ℎ + 𝑎) 

∞

𝑘=−∞

 

 و

(3-25) ∑ 𝐶𝑘
𝐼𝑛𝑘(𝑠) = 𝐽(𝑠)

∞

𝑘=−∞

(𝑥0 − 𝑎𝑑∫ 𝑒−𝑠𝑡
ℎ

0

𝑔(𝑡 − ℎ)𝑑𝑡) 

دارای  𝑛𝑘(𝑠) ، (23-3)با توجه به معادله  می باشتتد. 𝑠بر حستتب چند جمله ای نامعمن  𝐽(𝑠)که در آن 

 ویژری جالب و مفمدی به صورت زیر می باشد،

(3-21) 
𝑛𝑘(𝑠 = 𝑠𝑙) 

= 0,                                                                                                         𝑘 ≠ 𝑙 

= ⋯(𝑠𝑙 − 𝑠𝑘−2)(𝑠𝑙 − 𝑠𝑘−1)(𝑠𝑙 − 𝑠𝑘+1)(𝑠𝑙 − 𝑠𝑘+2)⋯ ,            𝑘 = 𝑙 

𝑠با استفاده از این ویژری و با قرار دادن  = 𝑠𝑘  بدست می آوری ، (25-3)در معادله 

(3-21) 
⋯ ,𝐶0

𝐼 =
𝐽(𝑠0) (𝑥0 − 𝑎𝑑 ∫ 𝑒−𝑠0𝑡

ℎ

0
𝑔(𝑡 − ℎ)𝑑𝑡)

𝑛0(𝑠0)

=
𝐽(𝑠0) (𝑥0 − 𝑎𝑑 ∫ 𝑒−𝑠0𝑡

ℎ

0
𝑔(𝑡 − ℎ)𝑑𝑡)

⋯(𝑠0 − 𝑠−2)(𝑠0 − 𝑠−1)(𝑠0 − 𝑠1)⋯
,⋯ 

 با توجه به اینکه داری ،

(3-28) 𝐽(𝑠) =
∏ (𝑠 − 𝑠𝑘)
∞
𝑘=−∞

(𝑠 + 𝑎𝑑𝑒
−𝑠ℎ + 𝑎)

 

 بنابراین،

(3-29) 
𝐽(𝑠0) = 𝑙𝑖𝑚

𝑠→𝑠0

∏ (𝑠 − 𝑠𝑘)
∞
𝑘=−∞

(𝑠 + 𝑎𝑑𝑒
−𝑠ℎ + 𝑎)

= 𝑙𝑖𝑚
𝑠→𝑠0

𝜕
𝜕𝑠
∏ (𝑠 − 𝑠𝑘)
∞
𝑘=−∞

𝜕
𝜕𝑠
(𝑠 + 𝑎𝑑𝑒

−𝑠ℎ + 𝑎)
  

=
⋯ (𝑠0 − 𝑠−2)(𝑠0 − 𝑠−1)(𝑠0 − 𝑠1)⋯

1 − 𝑎𝑑ℎ𝑒
−𝑠0ℎ

 

 قرار دهم  خواهم  داشت، (21-3)حا  ارر نتمجه بدست آمده را در معادله 

(3-32) 𝐶𝑘
𝐼 =

𝑥0 − 𝑎𝑑 ∫ 𝑒−𝑠𝑘𝑡
ℎ

0
𝑔(𝑡 − ℎ)𝑑𝑡

1 − 𝑎𝑑ℎ𝑒
−𝑠𝑘ℎ

 

𝐶𝑘به این ترتمب معادله برای بدست آوردن ورایب 
𝐼 .بدست می آید 
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𝐴 این کهرا در نظر بامرید. با فرض  1-2 سمست  همدرولمکی در مثا  2-9ثال م = 10𝑚2 ، 

 ρ = 1000𝑘𝑔𝑚−3 ،𝑔 = 10𝑚𝑠−2  ،ℎ = 1𝑠  ،𝑅 = 10𝑚
−1

2 𝑘𝑔
−1

𝑘و  2 = باشتتد سمست  حلقه  1000−

 ،بسته به صورت زیر بدست می آید

𝑥̇(𝑡) = −
𝑔

𝐴𝑅
𝑥(𝑡) +

𝑘

𝐴𝜌
𝑥(𝑡 − ℎ) = −0.1𝑥(𝑡) − 0.1𝑥(𝑡 − 1) 

 ،به صورت شرایط اولمه در نظر ررفتن با

𝑥(𝑡) = 𝑔(𝑡) = 0 , 𝑡 ∈ [−1,0) 

𝑥(𝑡) = 10, 𝑡 = 0 

𝐶𝑘و وتترایب  𝑠𝑘به محاستتبه 
𝐼 . زمانی که  ،برای مثا  می پردازی𝑘 = با استتتفاده از نرد افبار  استتت 0

MATLAB ، بدست می آوری 

𝑠0 =
1

ℎ
𝑊0(𝑎𝑑ℎ𝑒

−𝑎ℎ) + 𝑎 = 𝑊0(−0.1𝑒
0.1) − 0.1 = −0.2253 , 𝐶0

𝐼 = 11.4321 

 1-3جدو   محاسبه می شوند که در نرد افباراین نمب با استفاده از نتایج برای برخی از شاخه های دیار 

 .نشان داده شده است

 با استفاده از تابع لامبرت 1-3: نتایج بدست آمده برای محاسبه جواب در مثا  1-3جدو  

𝑘 𝑘 = −2 𝑘 = −1 𝑘 = 0 𝑘 = 1 𝑘 = 2 

𝑠𝑘 −4.4439−7.3183 𝑖 −3.53722 −0.2253 −4.4439+7.3183 𝑖 −4.9861+13.7968 𝑖 

𝐶𝑘
𝐼  −0.5165+1.1304 𝑖 −4.1030 11.4321 −0.5165−1.1304 𝑖 −0.1891−0.6715 𝑖 

 سمست  از معادله،جواب  به این ترتمب

𝑥(𝑡) = ∑ 𝑒𝑠𝑘𝑡𝐶𝑘
𝐼

∞

𝑘=−∞

 

 .تعداد متناهی شاخه نمب تقریب زده شودمی تواند با استفاده از این جواب  کهتعممن می شود 
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 حالت ماتریسی 9-2-1

 ،زیر را در نظر می رمری ی همان تاخمر معادله دیفرانسمل

𝑥̇(𝑡) + 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐴𝑑𝑥(𝑡 − ℎ) = 0, ℎ > 0 , 𝑡 > 0 

𝑥(𝑡) = 𝑔(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0] 
(3-31)  

هستند.    𝑛 × 𝑛 ,𝐴 ماتریس هاینمب   𝐴𝑑 است و   𝑛 × 1 یک بردار حالت   𝑥(𝑡) که در آن 

 ،زیر باشد ض می کنم  جواب این معادله به صورتفر

(3-32) 𝑥(𝑡) = 𝑒𝑆𝑡𝑪𝐼 

𝑛یک ماتریس  𝑆که در آن  × 𝑛 و  با درایه های مختلط می باشد𝑪𝐼  نمب یک بردار ثابت𝑛 ×  است. 1

 ،بدست می آوری  سمست  در معادله 𝑥(𝑡)با قرار دادن 

(3-33) (𝑆𝑒𝑆𝑡 + 𝐴𝑒𝑆𝑡 + 𝐴𝑑𝑒
𝑆(𝑡−ℎ))𝑪𝐼 = 0 → (𝑆 + 𝐴 + 𝐴𝑑𝑒

−𝑆ℎ)𝑒𝑆𝑡𝑪𝐼 = 0 

𝑒𝑆𝑡𝑪𝐼چون  ≠  ،نتمجه می رمری  آنااه 0

(3-34) (𝑆 + 𝐴 + 𝐴𝑑𝑒
−𝑆ℎ)= 0 

𝐴𝑑برای حالت خا  که  = می شود  معادله دیفرانسمل معمولیتبدیل به یک  (31-3)سمست   ،باشد 0

 می شود، به صورت زیر نوشته (34-3)معادله  بنابراینو 

(3-35) 𝑆 + 𝐴 = 0 ↔ 𝑆 = −𝐴 

𝑪𝐼و با این فرض که  (32-3) در معادله (35-3)با قرار دادن  = 𝑥0 ،باشد، نتمجه می رمری  که 

(3-31) 𝑥(𝑡) = 𝑒−𝐴𝑡𝑥0 

 می باشد. معادلات دیفرانسمل معمولیجواب سمست  همان از فرد که همان 

 ،خواهم  داشت 𝑒𝑆ℎ در (34-3) رابطهبا ورب در ادامه 

(3-31) (𝑆 + 𝐴)𝑒𝑆ℎ = −𝐴𝑑 
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 ،بدست می آوری و  کردهورب  ℎ𝑒𝐴ℎ را در (31-3)همچنمن رابطه 

(3-38) (𝑆 + 𝐴)ℎ𝑒𝑆ℎ𝑒𝐴ℎ = −𝐴𝑑ℎ𝑒
𝐴ℎ 

,𝐴در صتورتی که ماتریستهای  𝐴𝑑 داشته باشم   به عبارت دیار و یا جابجا شتوند𝐴𝐴𝑑 = 𝐴𝑑𝐴 ، آنااه 

,𝑆ماتریس های  𝐴 به صورت، (38-3) معادله بنابراین ]32 [نمب جابجا خواهند شد 

(3-39) (𝑆 + 𝐴)ℎ𝑒𝑆ℎ𝑒𝐴ℎ = (𝑆 + 𝐴)ℎ𝑒(𝑆+𝐴)ℎ 

𝑒𝑋𝑒𝑌زیرا رابطه  نوشتته می شتود = 𝑒𝑋+𝑌  تنها زمانی برقرار است که ماتریس های𝑋, 𝑌  با ه  جابجا

𝑋𝑌شوند )برای مثا   = 𝑌𝑋 )بنابراین، 

(3-42) (𝑆 + 𝐴)ℎ𝑒(𝑆+𝐴)ℎ = −𝐴𝑑ℎ𝑒
𝐴ℎ    

 ،نتمجه می رمری  (42-3)از رابطه و  تابع لامبرتتعریف طبق 

(3-41) (𝑆 + 𝐴)ℎ = 𝑊(−𝐴𝑑ℎ𝑒
𝐴ℎ) 

 بدست می آوری ، 𝑆برای  (41-3) با حل معادله

(3-42) 𝑆 =
1

ℎ
𝑊(−𝐴𝑑ℎ𝑒

𝐴ℎ) − 𝐴 

 بنابراین،

(3-43) 𝑆𝑘 =
1

ℎ
𝑊𝑘(−𝐴𝑑ℎ𝑒

𝐴ℎ) − 𝐴 

 و

(3-44) 𝑥(𝑡) = ∑ 𝑒
(
1
ℎ
𝑊𝑘(−𝐴𝑑ℎ𝑒

𝐴ℎ)−𝐴)𝑡

∞

𝑘=−∞

𝑪𝑘
𝐼  

 برای حالت اسکالر است. 𝑥(𝑡)که این جواب مشابه فرد 

,𝐴ماتریس های در حالت کلی اما  𝐴𝑑  شوند بنابرایننمی جابجا 𝑆  و𝐴  هممن نمب جابجا نخواهند شد به

 ،دلمل
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(3-45) (𝑆 + 𝐴)ℎ𝑒𝑆ℎ𝑒𝐴ℎ ≠ (𝑆 + 𝐴)ℎ𝑒(𝑆+𝐴)ℎ 

 که در رابطه، تابع لامبرتبرای نوشتن جواب به صورت عبارت هایی از ماتریس  به این ترتمب

(3-41) 𝑊(𝐻)𝑒𝑊(𝐻) = 𝐻 

𝑛یک ماتریس  𝐻 صدق می کند و در آن  × 𝑛  ،ماتریس مجهو  می باشد𝑄 رونه ای معرفی می  را به

 ،کنم  که در رابطه زیر صدق کند

(3-41) (𝑆 + 𝐴)ℎ𝑒(𝑆+𝐴)ℎ = −𝐴𝑑ℎ𝑄 

 ،ا بدست می آوری روابط زیر ر (41-3)با  (41-3) رابطهبا مقایسه 

(3-48) (𝑆 + 𝐴)ℎ = 𝑊(−𝐴𝑑ℎ𝑄) 

 و

(3-49) 𝑊(−𝐴𝑑ℎ𝑄)𝑒
𝑊(−𝐴𝑑ℎ𝑄) = −𝐴𝑑ℎ𝑄 

𝐻در را  تابع لامبرتمقدار  𝑊(−𝐴𝑑ℎ𝑄) که در آن = −𝐴𝑑ℎ𝑄 (48-3). با حل معادله نشتتان می دهد 

 بدست می آوری ، 𝑆برای 

(3-52) 𝑆 =
1

ℎ
𝑊(−𝐴𝑑ℎ𝑄) − 𝐴 

 ،خواهم  داشت (34-3) در (52-3) با قرار دادن رابطههمچنمن 

(3-51) 𝑊(−𝐴𝑑ℎ𝑄)𝑒
𝑊(−𝐴𝑑ℎ𝑄)−𝐴ℎ = −𝐴𝑑ℎ 

 (52-3)استفاده می کنم  و سپس با قرار دادن آن در رابطه  𝑄که از این رابطه برای محاستبه ماتریس 

 می پردازی .  𝑆 ماتریس به محاسبه

 ،ترکمب خطی ازبه صورت  یتاخمرمعادله دیفرانسمل جواب کلی  به این ترتمب

(3-52) 𝑥𝑘(𝑡) = 𝑒
𝑆𝑘𝑡 = 𝑒

1
ℎ
𝑊𝑘(−𝐴𝑑ℎ𝑄𝑘)−𝐴, 𝑘 = 0,±1,±2,⋯ 

 ،به صورتو 
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(3-53) 𝑥(𝑡) = ∑ 𝑒𝑆𝑘𝑡𝑪𝑘
𝐼

∞

𝑘=−∞

 

𝑪𝑘بردار  در اینجا .بدستت می آید
𝐼  یک بردار𝑛 × 𝐶𝑘مشابه ورایب و  است 1

𝐼 محاسبه  در حالت اسکالر

 ،به صورت (53-3) در رابطهنمب  𝑆𝑘ماتریس  می شود.

(3-54) 𝑆𝑘 =
1

ℎ
𝑊𝑘(−𝐴𝑑ℎ𝑄𝑘) − 𝐴 

است که با  تابع لامبرتاممن شتاخه از  𝑘بدستت آمده برای  𝑄مقدار ماتریس  𝑄𝑘می باشتد که در آن 

 ،از رابطهو   MATLABنرد افبار درfsolve  استفاده از روش های عددی مانند تابع

(3-55) 𝑊𝑘(−𝐴𝑑ℎ𝑄𝑘)𝑒
𝑊𝑘(−𝐴𝑑ℎ𝑄𝑘)−𝐴ℎ = −𝐴𝑑ℎ 

به طوریکه هرراه  را نشتتان می دهد تابع لامبرتس ماتریدر این معادله،  𝑊𝑘محاستتبه می شتتود که 

رد را معرفی ک تابع لامبرتمی توان ماتریس  ،یک ماتریس مختلط مربعی باشتتتد تابع لامبرتآررومان 

 ،در رابطهکه 

(3-51) 𝑊𝑘(𝐻𝑘)𝑒
𝑊𝑘(𝐻𝑘) = 𝐻𝑘 

 صدق می کند.

𝐻𝑘 دهم  قرار میحا   = −𝐴𝑑ℎ𝑄𝑘  ،و با به کار بردن تبدیلات تشابهی𝐻𝑘  را به صورت زیر تبدیل می

 ،کنم 

(3-51) 𝐻𝑘 = 𝑇𝑘𝐽𝑘𝑇𝑘
−1 

 𝐻𝑘ماتریس از  𝜆𝑘𝑖 ارر مقدارهای ویژه  .متاتریس مدُا  می باشتتتد 𝑇𝑘و  𝐻𝑘فرد جردن  𝐽𝑘کته در آن 

به صورت  𝑊𝑘(𝐻𝑘)و است  𝜆𝑘𝑖 یک ماتریس قطری با درایه های قطری  𝐽𝑘متمایب باشند آنااه ماتریس 

 ،]18 [ زیر محاسبه می شود

(3-58) 𝑊𝑘(𝐻𝑘) = 𝑇𝑘𝑊𝑘(𝐽𝑘)𝑇𝑘
−1 = 𝑇𝑘{𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑊𝑘(𝜆𝑘1),𝑊𝑘(𝜆𝑘2),⋯ ,𝑊𝑘(𝜆𝑘𝑛))}𝑇𝑘

−1 

 ،از رابطه زیر بدست می آید 𝑊𝑘(𝐻𝑘)متمایب نباشند  𝐽𝑘از ماتریس  𝜆𝑘𝑖 ی که مقدارهای ویژه صورتو در 
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(3-59) 𝑊𝑘(𝐻𝑘) = 𝑇𝑘{𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑊𝑘(𝐽𝑘1(𝜆𝑘1)),𝑊𝑘(𝐽𝑘2(𝜆𝑘2)),⋯ ,𝑊𝑘(𝐽𝑘𝑠(𝜆𝑘𝑠)))}𝑇𝑘
−1 

 ،که در آن

(3-12) 
𝑊𝑘(𝐽𝑘𝑖(𝜆𝑘𝑖)) =

[
 
 
 
 
 𝑊𝑘(𝜆𝑘𝑖) 𝑊𝑘

′(𝜆𝑘𝑖) …
1

(𝑚 − 1)!
𝑊𝑘
(𝑚−1)(𝜆𝑘𝑖)

0
⋮
0

𝑊𝑘(𝜆𝑘𝑖) ⋯
1

(𝑚 − 2)!
𝑊𝑘
(𝑚−2)(𝜆𝑘𝑖)

⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝑊𝑘(𝜆𝑘𝑖) ]

 
 
 
 
 

 

 

𝑚یک بلوا جردن  𝐽𝑘𝑖(𝜆𝑘𝑖) و ×𝑚  است و𝑚  مرتبه تکرار مقدار ویژه𝜆𝑘𝑖 شد.می با 

𝑊1برای مثا   ([
1 3
2 4

]) ,𝑊−1 ([
1 1 1
0 1 2
0 0 3

 .محاسبه می کنم را  ([

𝐻برای  = [
1 3
2 4

 زیر هستند، به صورت ماتریس های مدُا  و قطری شده [

𝑇 = [
−0.9094 −0.5658
0.4160 −0.8246

] , 𝐽 = [
−0.3723 0

0 5.3723
] 

 ،بدست می آوری  بنابراین .ه نظمر مقادیر ویژه متمایبندبردارهای ویژ 𝑇ماتریس  ه طوریکه ستونهایب

𝑊1(𝐽) = 𝑊1 ([
−0.3723 0

0 5.3723
]) = [

𝑊1(−0.3723) 0

0 𝑊1(5.3723)
]

= [
−3.0765 + 7.4630𝑖 0

0 0.1251 + 4.7388𝑖
] 

 ،به صورت زیر محاسبه می شود 𝑊1(𝐻)در نتمجه 

𝑊1(𝐻) = 𝑇𝑊1(𝐽)𝑇
−1 = [

−2.3117 + 6.8122𝑖 1.6720 − 1.4227𝑖
1.1147 − 0.9484𝑖 −0.6397 + 5.3896𝑖

] 

𝐻برای  = [
1 1 1
0 1 2
0 0 3

به  MATLABبا استتتتفاده از نرد افبار ماتریس های مدُا  و قطری شتتتده نمب  [

 ،زیر بدست می آید صورت

 T = [
1 −2 −1

1 0 −2

1 0 0

] , 𝐽 = [
3 0 0

0 1 1

0 0 1

] 

 ،خواهم  داشتدر نتمجه 
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𝑊−1(𝐽) = 𝑊−1 ([
3 0 0
0 1 1
0 0 1

]) = [

𝑊−1(3) 0 0

0 𝑊−1(1) 𝑊−1
′ (1)

0 0 𝑊−1(1)
]

= [
−0.4358 − 4.6183𝑖 0 0

0 −1.5339 − 4.3752𝑖 1.0275𝑖 − 0.2235𝑖
0 0 −1.5339 − 4.3752𝑖

] 

 ،به صورت زیر بدست می آید 𝑊−1(𝐻)بنابراین 

𝑊−1(𝐻) = 𝑇𝑊−1(𝐽)𝑇
−1

= [
−1.5339 − 4.3752𝑖 1.0257 − 0.2252𝑖 0.0706 − 0.0179𝑖

0 −1.5339 − 4.3752𝑖 1.0981 − 0.2431𝑖
0 0 −0.4358 − 4.6183𝑖

] 

 ،سمست  زیر را در نظر بامرید 1-9 مثال

𝑥̇(𝑡) = [
−1 −3
2 −5

] 𝑥(𝑡) + [
1.66 −0.697
0.93 −0.330

]𝑥(𝑡 − 1) 

𝑘را برای  𝑆𝑘و ستتپس  𝑄𝑘ماتریس های ابتدا  = و از روابط  MATLAB با استتتفاده از نرد افبار 1,0,1−

 نشان داده شده است. 2-3جدو   درنمب  𝑆𝑘از  𝜆𝑘𝑖مقدارهای ویژه  محاسبه می کنم . (54-3)و  (3-55)

 تابع لامبرتبا استفاده از  2-3برای محاسبه جواب در مثا  : نتایج بدست آمده 2-3جدو  

𝑘 = ±1 𝑘 = 0 𝑘 

[
−18.8024 ∓ 10.2243𝑖 6.0782 ∓ 2.2661𝑖
−61.1342 ∓ 23.681𝑖 1.0161 ∓ 0.2653𝑖

] [
−9.9183 14.2985
−32.7746 6.5735

] 𝑄𝑘  

[
−0.3499 ± 4.9801𝑖 −1.6253 ∓ 0.1459𝑖
2.4174 ∓ 0.1308𝑖 −5.1048 ± 4.5592𝑖

] [
0.3055 −1.4150
2.1317 −3.3015

] 𝑆𝑘  

{
−1.3990 ± 5.0935𝑖
−4.0558 ± 4.4458𝑖

 {
−1.0119
−1.9841

 𝜆𝑘𝑖  

  ،از رابطه سمست  جواب 2-3جدو   در 𝑆𝑘با استفاده از مقدارهای 

𝑥(𝑡) = ∑ 𝑒𝑆𝑘𝑡𝑪𝑘
𝐼 = ⋯+ 𝑒𝑆−1𝑡𝑪−1

𝐼

∞

𝑘=−∞

+ 𝑒𝑆0𝑡𝑪0
𝐼 + 𝑒𝑆1𝑡𝑪1

𝐼 +⋯ 

𝑪𝑘ورایب که در آن  بدست می آید
𝐼  استفاده از نرد افبار با را می توانMATLAB  شرایط اولمهو، 

𝑥(𝑡) = 𝑔(𝑡) , 𝑡 ∈ [−ℎ, 0) 

𝑥(𝑡) = 𝑥0, 𝑡 = 0 

ℎفرض می کنم  برای  .کردمحاسبه  = 1𝑠, 𝑘 = 𝑥0داشته باشم   1,0,1− = 𝑔(𝑡) = [1;  با استفاده [0

 ،از این نرد افبار بدست می آوری 
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𝑪−1
𝐼 = [

1.8003 + 1.9750𝑖
5.6819 + 4.1444𝑖

] , 𝑪0
𝐼 = [

−0.0327
−2.7724

] , 𝑪1
𝐼 = [

1.8003 − 1.9750𝑖
5.6819 − 4.1444𝑖

] 

 نتایج بدستت آمده با جوابی که برای این ستمستت  و با استفاده از انتارا  رمری عددی 1-3شتکل در 

 مقایسه شده است. ،بدست می آید

 

 ]32 [تابع لامبرتمقایسه جواب بدست آمده از انتارا  رمری عددی و : 1-3شکل 

 بدست تابع لامبرتمشتاهده می شتود هر چه تعداد شتاخه ها بمشتر می شود جوابی که با استفاده از 

 مطابقت بمشتری دارد. ،می آید با جواب بدست آمده از انتارا  رمری عددی

 ناهمگنسیستم های  9-1

 حالت اسکالر 9-1-2

 ،زیر را در نظر می رمری  یتاخمرمعادله دیفرانسمل 

(3-11) 𝑥̇(𝑡)+ 𝑎𝑥(𝑡) + 𝑎𝑑𝑥(𝑡 − ℎ) = 𝑏𝑢(𝑡), 𝑡 > 0, ℎ > 0 

𝑥(𝑡) = 𝑔(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0] 

   که به صورت، بدست آمده است ]14 [رد جواب این معادله ناهمان

(3-12) 𝑥(𝑡) = ∫ 𝜓(𝑡, 𝜉)𝑏𝑢(𝜉)
𝑡

0

𝑑𝜉 

,𝜓(𝑡می باشد که در آن تابع  𝜉) باید در شرایط زیر صدق کند، 

(3-13) 𝑎) 
𝜕

𝜕𝜉
𝜓(𝑡, 𝜉) = {

−𝑎𝜓(𝑡, 𝜉),                        𝑡 − ℎ ≤ 𝜉 < 𝑡

−𝑎𝜓(𝑡, 𝜉) − 𝑎𝑑𝜓(𝑡, 𝜉 + ℎ), 𝜉 < 𝑡 − ℎ
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𝑏) 𝜓(𝑡, 𝑡) = 1 

𝑐) 𝜓(𝑡, 𝜉) = 0, 𝜉 > 𝑡 

,𝜓(𝑡 اولمه تابع 𝜉)  یک تابع . کردمحاسبه  تابع لامبرتروش براستاس را می توان𝜓(𝑡, 𝜉)   که در شر

 ،استاو  صدق می کند به صورت زیر 

(3-14) 𝜓(𝑡, 𝜉) = 𝑒𝑎(𝑡−𝜉) 

 ،به صورتری که در شر  دود صدق می کند تابع دیا

𝜓(𝑡, 𝜉)𝑘 = 𝑒
(
1
ℎ
 𝑊𝑘(−𝑎𝑑ℎ𝑒

𝑎ℎ)−𝑎)(𝑡−𝜉)
= 𝑒𝑠𝑘(𝑡−𝜉), 𝑘 = −∞,⋯ ,∞ (3-15)  

جواب کلی می  بنابراینوجود دارد  تابع لامبرتتعداد نامتناهی جواب برای شاخه های  چون می باشد.

 ،اند به صورت مجمود زیر نوشته شودتو

(3-11) 𝜓(𝑡, 𝜉) = ∑ 𝑒𝑠𝑘(𝑡−𝜉)
∞

𝑘=−∞

𝐶𝑘
𝑁 

 ،داری به این ترتمب 

𝑎) 𝜓(𝑡, 𝜉) = {

𝑒𝑎(𝑡−𝜉), 𝑡 − ℎ ≤ 𝜉 < 𝑡

∑ 𝑒𝑠𝑘(𝑡−𝜉)
∞

𝑘=−∞

𝐶𝑘
𝑁 , 𝜉 < 𝑡 − ℎ

 

𝑏) 𝜓(𝑡, 𝜉) = 0, 𝜉 > 𝑡 

(3-11)  

 ،جواب معادله ناهمان به صورت زیر نوشته می شود در نتمجه

0 حالت او : ≤ 𝑡 ≤ ℎ 

(3-18) 𝑥(𝑡) = ∫ 𝑒𝑎(𝑡−𝜉)
𝑡

0

𝑏𝑢(𝜉)𝑑𝜉 

𝑡 حالت دود: > ℎ 

(3-19) 𝑥(𝑡) = ∫ ∑ 𝑒𝑠𝑘(𝑡−𝜉)𝐶𝑘
𝑁

∞

𝑘=−∞

𝑏𝑢(𝜉)𝑑𝜉 + ∫ 𝑒𝑎(𝑡−𝜉)
𝑡

𝑡−ℎ

𝑡−ℎ

0

𝑏𝑢(𝜉)𝑑𝜉 

,0]حا  با تقسم  بازه  ℎ] 2 به𝑁 محاسبه  به (19-3)و  (18-3) با استفاده از روابطهمچنمن  قسمت و𝐶𝑘
𝑁 



 

 

35 

 ،می پردازی 

(

 
 
 
 

𝜎(ℎ)

𝜎 (ℎ −
ℎ

2𝑁
)

𝜎 (ℎ −
2ℎ

2𝑁
)

⋮
𝜎(0) )

 
 
 
 

=

⏟          
𝜎̅

 

(

 
 
 
 

𝜂−𝑁(ℎ) ⋯ 𝜂𝑁(ℎ)

𝜂−𝑁 (ℎ −
ℎ

2𝑁
) ⋯ 𝜂𝑁 (ℎ −

ℎ

2𝑁
)

𝜂−𝑁 (ℎ −
2ℎ

2𝑁
)

⋮
𝜂−𝑁(0)

⋯
⋱
⋯

𝜂𝑁 (ℎ −
2ℎ

2𝑁
)

⋮
  𝜂𝑁(0) )

 
 
 
 

⏟                        
𝜂̅

(

 
 
 

𝐶−𝑁
𝑁

𝐶−(𝑁−1)
𝑁

𝐶−(𝑁−2)
𝑁

⋮
𝐶𝑁
𝑁 )

 
 
 
+

(

 
 
 
 

𝛿(ℎ)

𝛿 (ℎ −
ℎ

2𝑁
)

𝛿 (ℎ −
2ℎ

2𝑁
)

⋮
𝛿(0) )

 
 
 
 

⏟          
𝛿̅

 

(3-12)  

 ،که در آن

(3-11) 

𝜎(𝑡) = ∫ 𝑒𝑎(𝑡−𝜉)
𝑡

0

𝑏𝑢(𝜉)𝑑𝜉 

𝜂(𝑡) = ∫ ∑ 𝑒𝑠𝑘(𝑡−𝜉)𝐶𝑘
𝑁

∞

𝑘=−∞

𝑏𝑢(𝜉)𝑑𝜉
𝑡−ℎ

0

 

𝛿(𝑡) = ∫ 𝑒𝑎(𝑡−𝜉)
𝑡

𝑡−ℎ

𝑏𝑢(𝜉)𝑑𝜉 

𝐶𝑘 به این ترتمب
𝑁 به صورت زیر نشان داده می شود، 

(3-12) 𝐶𝑘
𝑁 = 𝑙𝑖𝑚

𝑁→∞
[𝜂̅−1(ℎ, 𝑁) ∙ (𝜎̅ − 𝛿̅)]

𝑘
 

مچنمن مشتابه ستمست  های همان برای حالت اسکالر و با استفاده از تبدیل لاپلاس می توان نشان ه

𝐶𝑘ورایب داد که 
𝑁  رابطهرا از، 

 (3-13) 𝐶𝑘
𝑁 =

1

1 − 𝑎𝑑ℎ𝑒
−𝑠𝑘ℎ

 

𝐶𝑘حا  با استفاده از روابط بالا و وریب نمب می توان بدستت آورد. 
𝑁  بدست آمده جواب معادله ناهمان

𝑡را برای  ∈ [0, ℎ]  به صورت زیر بدست می آوری، 



 

 

31 

(3-14) ∫ 𝑒𝑎(𝑡−𝜉)
𝑡

0

𝑏𝑢(𝜉)𝑑𝜉 = ∫ ∑ 𝑒𝑠𝑘(𝑡−𝜉)𝐶𝑘
𝑁

∞

𝑘=−∞

𝑏𝑢(𝜉)𝑑𝜉 + ∫ 𝑒𝑎(𝑡−𝜉)
𝑡

𝑡−ℎ

𝑡−ℎ

0

𝑏𝑢(𝜉)𝑑𝜉 

(3-15) 

→ ∫ 𝑒𝑎(𝑡−𝜉)
𝑡

0

𝑏𝑢(𝜉)𝑑𝜉 −∫ 𝑒𝑎(𝑡−𝜉)
𝑡

𝑡−ℎ

𝑏𝑢(𝜉)𝑑𝜉 = ∫ ∑ 𝑒𝑠𝑘(𝑡−𝜉)
∞

𝑘=−∞

𝑡−ℎ

0

𝐶𝑘
𝑁𝑏𝑢(𝜉)𝑑𝜉  

→ ∫ 𝑒𝑎(𝑡−𝜉)
𝑡−ℎ

0

𝑏𝑢(𝜉)𝑑𝜉 = ∫ ∑ 𝑒𝑠𝑘(𝑡−𝜉)
∞

𝑘=−∞

𝑡−ℎ

0

𝐶𝑘
𝑁𝑏𝑢(𝜉)𝑑𝜉 

→ ∫ 𝑒𝑎(𝑡−𝜉)
𝑡−ℎ

0

𝑏𝑢(𝜉)𝑑𝜉 − ∫ ∑ 𝑒𝑠𝑘(𝑡−𝜉)
∞

𝑘=−∞

𝑡−ℎ

0

𝐶𝑘
𝑁𝑏𝑢(𝜉)𝑑𝜉 = 0 

→ ∫ {𝑒𝑎(𝑡−𝜉) − ∑ 𝑒𝑠𝑘(𝑡−𝜉)
∞

𝑘=−∞

𝐶𝑘
𝑁}

𝑡−ℎ

0

𝑏𝑢(𝜉)𝑑𝜉 = 0, 𝑡 ∈ [0, ℎ] 

θقرار می دهم   = 𝑡 − 𝜉 بدست می آوری  و، 

(3-11) ∫ {𝑒𝑎𝜃 − ∑ 𝑒𝑠𝑘𝜃
∞

𝑘=−∞

𝐶𝑘
𝑁}

ℎ

𝑡

𝑏𝑢(𝑡 − 𝜃)𝑑𝜃 = 0 

 نتمجه می رمری ، بنابراین

𝑒𝑎𝜃 = ∑ 𝑒𝑠𝑘𝜃
∞

𝑘=−∞

𝐶𝑘
𝑁  , 𝜃 ∈ [0, ℎ]          

0 این کهاز و  ≤ 𝜃 ≤ ℎ 0 وری بدستتت می آ ≤ 𝑡 − 𝜉 ≤ ℎ در نتمجه 𝑡 − ℎ ≤ 𝜉 ≤ 𝑡 خواهم   بنابراین

 داشت،

𝑒𝑎(𝑡−𝜉) = ∑ 𝑒𝑠𝑘(𝑡−𝜉)
∞

𝑘=−∞

𝐶𝑘
𝑁 , 𝜉 ∈ [𝑡 − ℎ, 𝑡]         (3-11)  

 ،معادله ناهمان به صورت زیر حاصل می شود جواب (11-3)و  (14-3)ز روابط ابه این ترتمب 

𝑥(𝑡) = ∫ ∑ 𝑒𝑠𝑘(𝑡−𝜉)𝐶𝑘
𝑁

∞

𝑘=−∞

𝑏𝑢(𝜉)𝑑𝜉
𝑡

0

 (3-18)  

 ،به صورت زیر بدست می آید (11-3)معادله جواب کلی  بنابراین

(3-19) 𝑥(𝑡) = ∑ 𝑒𝑠𝑘𝑡𝐶𝑘
𝐼

∞

𝑘=−∞

+∫ ∑ 𝑒𝑠𝑘(𝑡−𝜉)𝐶𝑘
𝑁

∞

𝑘=−∞

𝑏𝑢(𝜉)𝑑𝜉
𝑡

0

 

  ،که در آن
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(3-82) 𝑠𝑘 =
1

ℎ
 𝑊𝑘(−𝑎𝑑ℎ𝑒

𝑎ℎ) − 𝑎 

 .است

 ،سمست  زیر را در نظر بامرید 9-9 مثال

𝑥̇(𝑡) = 𝑎𝑥(𝑡) + 𝑎𝑑𝑥(𝑡 − ℎ) + 𝑏𝑢(𝑡), 𝑡 > 0 

𝑎 این کهبا فرض  = 𝑎𝑑 = ℎو  1− = 1𝑠 باشد و داشته باشم،  

𝑏𝑢(𝑡) = 𝑐𝑜𝑠(𝑡) , 𝑡 > 0 

 ،برای شرایط اولمه

𝑥(𝑡) = 𝑔(𝑡) = 1, 𝑡 ∈ [−1,0) 

𝑥(𝑡) = 𝑥0 = 1, 𝑡 = 0 

 به محاسبه جواب سمست  می پردازی .

𝑆𝑘به محاستتبه بتدا برای بدستتت آوردن جواب ستتمستتت  ا , 𝐶𝑘
𝐼 , 𝐶𝑘

𝑁  . نتایج برای شتتاخه های می پردازی

𝑘 = نشتتان داده شتتده  3-3جدو   رد ،دانبدستتت آمده  MATLABکه با استتتفاده از نرد افبار  1,0,1−

 است.

 تابع لامبرتبا استفاده از  3-3: نتایج بدست آمده برای محاسبه جواب در مثا  3-3جدو  

𝑘 ⋯ 𝑘 = −1 𝑘 = 0 𝑘 = 1 ⋯ 

𝑠𝑘 ⋯ −0.6050−1.7882𝑖 −0.6050+1.7882𝑖 −2.0528+7.7184𝑖 ⋯ 

𝐶𝑘
𝐼  ⋯ 1.1014+0.8494𝑖 1.1014−0.8494𝑖 0.9669−0.2506𝑖 ⋯ 

𝐶𝑘
𝑁 ⋯ 0.2712+0.3477𝑖 0.2712−0.3477𝑖 −0.0009−0.1296𝑖 ⋯ 

 محاسبه می شوند. MATLABبه هممن ترتمب و با استفاده از نرد افبار برای شاخه های دیار نمب نتایج 

 ،از معادله زیر جواب سمست بنابراین 

𝑥(𝑡) = ∑ 𝑒𝑠𝑘𝑡𝐶𝑘
𝐼

∞

𝑘=−∞

+∫ ∑ 𝑒𝑠𝑘(𝑡−𝜉)𝐶𝑘
𝑁

∞

𝑘=−∞

𝑏𝑢(𝜉)𝑑𝜉
𝑡

0
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با  را سمست  بدست آمده برای نمب پاسخ 2-3شکل شتود. می و برای تعداد متناهی شتاخه تقریب زده 

 از انتارا  رمری در مقایسه با جواب بدست آمدهر( )توپ تابع لامبرتاز  شاخه روش جدید و برای هفت

 نشان می دهد. )خط تمره( عددی

 

 ]32 [تابع لامبرتاز انتارا  رمری عددی و قایسه جواب بدست آمده م: 2-3شکل 

 حالت ماتریسی 9-1-1

   ،ناهمان زیر را در نظر بامرید یتاخمرمعادله دیفرانسمل 

(3-81)  𝑥̇(𝑡) + 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐴𝑑𝑥(𝑡 − ℎ) = 𝐵𝑢(𝑡), 𝑡 > 0, ℎ > 0 

𝑥(𝑡) = 𝑔(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0] 

,𝐴آن  که در 𝐴𝑑 ماتریس های  𝑛 × 𝑛، 𝐵  یک ماتریس𝑛 × 𝑟 ، 𝑥(𝑡)  یک بردار حالت𝑛 × یک  𝑢(𝑡)و  1

𝑟 ورودی بردار ×  ،به صورتو  مشابه حالت اسکالر ،جواب این معادله .است 1

𝑥(𝑡) = ∑ 𝑒𝑆𝑘𝑡𝑪𝑘
𝐼

∞

𝑘=−∞

+∫ ∑ 𝑒𝑆𝑘(𝑡−𝜉)
∞

𝑘=−∞

𝑪𝑘
𝑁𝐵𝑢(𝜉)𝑑𝜉

𝑡

0

 (3-82)  

 ،بدست می آید که در آن

(3-83) 𝑆𝑘 =
1

ℎ
 𝑊𝑘(−𝐴𝑑ℎ𝑄𝑘) − 𝐴 

𝑪𝑘و می باشتد 
𝐼  یک بردار نمب𝑛 × ,𝐴و وابستته به  1 𝐴𝑑 , ℎ  در حالمکه می باشدشرایط اولمه و 𝑪𝑘

𝑁  یک

𝑛ماتریس  × 𝑛 به و وابستتته 𝐴, 𝐴𝑑 , ℎ نمب هر دو این وتترایببستتتای ندارد.  هایط اولمبه شتتر استتت اما 
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تابع شتتاخه از متناظر با هر  در این معادله نمب 𝑄𝑘ماتریس  استتکالر محاستتبه می شتتوند.مشتتابه حالت 

و برای شرایط اولمه متنوعی  MATLABدر نرد افبار  fsolveبا استفاده از تابع  و به روش عددی لامبرت

 ،بدست می آید از معادله زیر

(3-84) 𝑊𝑘(−𝐴𝑑ℎ𝑄𝑘)𝑒
𝑊𝑘(−𝐴𝑑ℎ𝑄𝑘)−𝐴ℎ = −𝐴𝑑ℎ 

 سمست  زیر را در نظر بامرید، 4-9 مثال

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐴𝑑𝑥(𝑡 − ℎ) + 𝐵𝑢(𝑡), 𝑡 > 0, ℎ > 0 

 ،با شرایط اولمه

𝑥(𝑡) = 𝑔(𝑡) = [1 0]𝑇 , 𝑡 ∈ [−ℎ, 0) 

𝑥(𝑡) = 𝑥0 = [1 0]
𝑇 , 𝑡 = 0 

ℎو با در نظر ررفتن  = 1𝑠 و  

𝐴 = [
−1 −3
2 −5

] , 𝐴𝑑 = [
1.66 −0.697
0.93 −0.330

] , 𝐵𝑢(𝑡) = [
𝑐𝑜𝑠(𝑡)
0

] , 𝑡 > 0 

𝑆𝑘ابتدا برای بدستت آوردن جواب ستمست  به محاسبه  , 𝑪𝑘
𝐼 , 𝑪𝑘

𝑁  می پردازی  که نتایج برای شاخه های

𝑘 =  .نشان داده شده است 4-3جدو   بدست آمده اند در MATLABکه با استفاده از نرد افبار  1,0,1−

 تابع لامبرتبا استفاده از  4-3: نتایج بدست آمده برای محاسبه جواب در مثا  4-3جدو  

𝑘 = ±1 𝑘 = 0 𝑘 

[
−0.3499 ± 4.9801𝑖 −1.6253 ∓ 0.1459𝑖
2.4174 ∓ 0.1308𝑖 −5.1048 ± 4.5592𝑖

] [
0.3055 −1.4150
2.1317 −3.3015

] 𝑆𝑘  

[
1.8003 ∓ 1.9750𝑖
5.6819 ∓ 4.1444𝑖

] [
−0.0327
−2.7724

] 𝑪𝑘
𝐼  

[
0.0767 ∓ 0.1876𝑖 0.0142 ± 0.419𝑖
0.0239 ∓ 0.0013𝑖 0.0196 ∓ 0.1925𝑖

] [
0.3424 −0.0789
−0.0563 0.4855

] 𝑪𝑘
𝑁 

  ،با به کار بردن این مقدارها در رابطه

𝑥(𝑡) = ∑ 𝑒𝑆𝑘𝑡𝑪𝑘
𝐼

∞

𝑘=−∞

+∫ ∑ 𝑒𝑆𝑘(𝑡−𝜉)
∞

𝑘=−∞

𝑪𝑘
𝑁𝐵𝑢(𝜉)𝑑𝜉

𝑡

0

 

 تابع لامبرتاز  شاخهآوری . نتایج بدست آمده برای هفت می  جواب سمست  را بدست
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 (𝑘 =  3-3شتتکل در ی در مقایستته با جواب بدستتت آمده از انتارا  رمری عدد (1,0,1,2,3−,2−,3−

 نشان داده شده است.

 

 ]32 [تابع لامبرتاز انتارا  رمری عددی و قایسه جواب بدست آمده م: 3-3شکل 

ی نشان مرا  معادلات دیفرانسمل تاخمریو  معادلات دیفرانسمل معمولیمقایسته جواب  نمب 5-3جدو  

تابع از با استتتفاده  معادلات دیفرانستتمل تاخمریدهد. همانطور که مشتتاهده می شتتود جوابی که برای 

 .دارد معادلات دیفرانسمل معمولیبدست می آید شباهت ظاهری با جواب  لامبرت

 معمولی و معادلات دیفرانسمل تاخمری: مقایسه جواب معادلات دیفرانسمل 5-3جدو  

𝐷𝐷𝐸𝑠 𝑂𝐷𝐸𝑠 

 𝑆𝑐𝑎𝑙𝑎𝑟 𝐶𝑎𝑠𝑒 

𝑥̇(𝑡) = 𝑎𝑥(𝑡) + 𝑎𝑑𝑥(𝑡 − ℎ) + 𝑏𝑢(𝑡), 𝑡 > 0 𝑥̇(𝑡) = 𝑎𝑥(𝑡) + 𝑏𝑢(𝑡), 𝑡 > 0 
𝑥(𝑡) = 𝑔(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0) ;  𝑥(𝑡) = 𝑥0, 𝑡 = 0 𝑥(𝑡) = 𝑥0, 𝑡 = 0 

𝑥(𝑡) = ∑ 𝑒𝑠𝑘𝑡𝐶𝑘
𝐼

∞

𝑘=−∞

+∫ ∑ 𝑒𝑠𝑘(𝑡−𝜉)
∞

𝑘=−∞

𝐶𝑘
𝑁𝑏𝑢(𝜉)𝑑𝜉

𝑡

0

 𝑥(𝑡) = 𝑒𝑎𝑡𝑥0 +∫ 𝑒𝑎(𝑡−𝜉)𝑏𝑢(𝜉)𝑑𝜉
𝑡

0

 

𝑠𝑘 =
1

ℎ
𝑊𝑘(𝑎𝑑ℎ𝑒

−𝑎ℎ) + 𝑎  

 𝑀𝑎𝑡𝑟𝑖𝑥 − 𝑉𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟 𝐶𝑎𝑠𝑒 

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐴𝑑𝑥(𝑡 − ℎ) + 𝐵𝑢(𝑡), 𝑡 > 0 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡), 𝑡 > 0 

𝑥(𝑡) = 𝑔(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0) ;  𝑥(𝑡) = 𝑥0, 𝑡 = 0  𝑥(𝑡) = 𝑥0, 𝑡 = 0 

𝑥(𝑡) = ∑ 𝑒𝑆𝑘𝑡𝑪𝑘
𝐼

∞

𝑘=−∞

+∫ ∑ 𝑒𝑆𝑘(𝑡−𝜉)
∞

𝑘=−∞

𝑪𝑘
𝑁𝐵𝑢(𝜉)𝑑𝜉

𝑡

0

 𝑥(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡𝑥0 +∫ 𝑒𝐴(𝑡−𝜉)𝐵𝑢(𝜉)𝑑𝜉
𝑡

0

 

𝑆𝑘 =
1

ℎ
𝑊𝑘(𝐴𝑑ℎ𝑄𝑘) + 𝐴 
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 چهارم فصل 4

 تابع لامبرت به وسیله یتاخیرسیستم های بررسی پایداری 

لامبرت  عاستفاده از تاببا سپس  ابتدا تعاریفی برای بررسی مفهود پایداری بمان می کنم  ،در این فصل

 بررسی پایداری سمست  های تاخمری در هر دو حالت اسکالر و ماتریسی می پردازی .به 

 پایداری 4-2

 زیر استفاده کرد، ری یک سمست  می توان از تعاریفبه طور کلی در بررسی پایدا

 ،هر راه است پایدار مجانبی ،خطی یتاخمرسمست  یک  2-4 تعریف

 (4-1) 𝑙𝑖𝑚
𝑡→∞

𝑥(𝑡) = 0 

یر نم  از تعریف زبررسی ک آن استفاده از معادله مشخصهرا با  یتاخمرستمستت  ارر بخواهم  پایداری 

 استفاده می کنم .

 استت ارر همه جواب های معادله مشخصه پایدار مجانبی ،خطی یتاخمرستمستت  یک  1-4 تعریف

 در سمت چپ صفحه مختلط قرار رمرند. سمست 

 حالت اسکالر 4-2-2

مقدارهای ویژه را می توان از شاخه راست ترین است که موقعمت  این تابع لامبرتروش یکی از فواید 

تعممن کرد و ستتپس از نتمجه بدستتت آمده برای تعممن پایداری یک ستتمستتت  از  تابع لامبرتاصتتلی 

راستتت ترین قطب ها می شتتود  برای حالت استتکالر ثابت. استتتفاده کرد معادلات دیفرانستتمل تاخمری

𝑘) تابع لامبرت)مقدارهای ویژه( با استتتفاده از شتتاخه اصتتلی  = به عبارت دیار  ،بدستتت می آیند (0

 داری ،
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(4-2) 𝑅𝑒{𝑠0} = 𝑅𝑒 {
1

ℎ
𝑊0(𝑎𝑑ℎ𝑒

−𝑎ℎ) + 𝑎} ≥ 𝑅𝑒{𝑠𝑘}, ∀𝑘 ≠ 0 

 .کرداز شاخه اصلی تنها برای تعممن پایداری استفاده  می توان بنابراین

 اسکالر خطی زیر را در نظر بامرید، یتاخمرسمست  

𝑥̇(𝑡) = 𝑎𝑥(𝑡)+ 𝑎𝑑𝑥(𝑡 − ℎ) (4-3)  

,𝑎که در آن   𝑎𝑑 , 𝑥(𝑡) ∈ ℎ و ₵ > است ارر و  پایدار مجانبی (3-4)سمست   4-2می باشتد. از تعریف  0

𝑠  تنها ارر ریشه های معادله مشخصه − 𝑎 − 𝑎𝑑𝑒
−𝑠ℎ .در سمت چپ صفحه مختلط قرار رمرند 

 به صورت زیر عمل می کنم ، تابع لامبرتبا استفاده از  برای بدست آوردن ریشه های معادله مشخصه

𝑠 − 𝑎 − 𝑎𝑑𝑒
−𝑠ℎ = 0 ↔ 𝑠 − 𝑎 = 𝑎𝑑𝑒

−𝑠ℎ ↔ (𝑠 − 𝑎)ℎ𝑒𝑠ℎ𝑒−𝑎ℎ = 𝑎𝑑ℎ𝑒
−𝑎ℎ

↔ (𝑠 − 𝑎)ℎ𝑒(𝑠−𝑎)ℎ = 𝑎𝑑ℎ𝑒
−𝑎ℎ 

 ، با استفاده از رابطه

𝑊(𝐻)𝑒𝑊(𝐻) = 𝐻 

 بدست می آوری ،

(𝑠 − 𝑎)ℎ =𝑊(𝑎𝑑ℎ𝑒
−𝑎ℎ) ↔ 𝑠 =

1

ℎ
𝑊(𝑎𝑑ℎ𝑒

−𝑎ℎ)+ 𝑎 

،خواهم  داشتبنابراین   

𝑠𝑘 =
1

ℎ
𝑊𝑘(𝑎𝑑ℎ𝑒

−𝑎ℎ)+ 𝑎 

 حا  به بمان یک ل  می پردازی .

است ارر و تنها ارر،  پایدار مجانبی ،اسکالر خطی یتاخمرسمست   2-4لم   

𝑅𝑒 {
1

ℎ
𝑊0(𝑎𝑑ℎ𝑒

−𝑎ℎ) + 𝑎} < 0 (4-4)  

1، (1-2)در معادله  تابع لامبرتبنا به خاصتمت  اثبات:

ℎ
𝑊0(𝑎𝑑ℎ𝑒

−𝑎ℎ) + 𝑎  در ممان همه ریشتته های

1معادله مشتخصته یعنی 

ℎ
𝑊𝑘(𝑎𝑑ℎ𝑒

−𝑎ℎ)+ 𝑎, 𝑘 = 0,±1,±2,⋯  .است مقدار ویژه ت ترینراس ∞±,
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 .]21 [حک  بدست می آید 2-4از تعریف  بنابراین

𝑎سمست  زیر را با  2-4 مثال = −1, 𝑎𝑑 = ℎو 0.5 = 1s  ،در نظر بامرید 

𝑥̇(𝑡) = 𝑎𝑥(𝑡)+ 𝑎𝑑𝑥(𝑡 − ℎ) 

 معادله مشخصه این سمست  به صورت،

𝑠 + 1 − 0.5𝑒−𝑠 = 0 

 بدست می آوری ، تابع لامبرتاز معادله با استفاده این با حل می باشد. 

𝑠𝑘 = 𝑊𝑘(0.5𝑒) − 1 

𝑘برای شتتتاخه های  MATLABبا استتتتفاده از نرد افبار  بته این ترتمتب = −3,⋯ مقدارهای ویژه  3,

 نشان داده شده است. 1-4جدو  نتایج نمب در  .محاسبه می شوند

 تابع لامبرتاز با استفاده  1-4رای سمست  در مثا  : مقادیر ویژه محاسبه شده ب1-4جدو  

𝑠0 = −0.3149 
𝑠−1 = −2.2211 − 4.442𝑖 𝑠1 = −2.2211 + 4.442𝑖 
𝑠−2 = −3.0915 − 10.3044𝑖 𝑠2 = −3.0915 + 10.3044𝑖 
𝑠−3 = −3.5450 − 17.1313𝑖 𝑠3 = −3.5450 + 17.1313𝑖 

 ه دلملب زیرا همانطور که بمان کردی  .استبه هستندمقدارهای ویژه دیار نمب به هممن ترتمب قابل مح

نمب  1-4شکل  نامتناهی است. ،ویژهتعداد مقدارهای ی در معادله مشتخصته سمست ، عبارت نمایوجود 

 .طمف ویژه این سمست  را نشان می دهد

 

𝒂با  (3-4): طمف ویژه سمست  1-4شکل  = −𝟏,𝒂𝒅 = 𝟎. 𝒉و  𝟓 = 𝟏𝒔 ] 32[ 
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سمت چپ صفحه مختلط  دار ویژه درپایدار می باشد و راست ترین مق ،واوتح استت که این ستمست 

 قرار ررفته است.ناممده می شود(  1(LHP) )که اصطلاحاً نم  صفحه چپ

 فراه  یتاخمرسمست  های همانطور که مشتاهده می شود روش لامبرت ابباری برای تحلمل و کنتر  

,𝑎می کند به رونه ای که هر مقدار ویژه که به صتتورت یک عبارت بر حستتب پارامترهای  𝑎𝑑 , ℎ  نشتتان

 است. تابع لامبرتمتناظر با یک شاخه از  ،داده می شود

 حالت ماتریسی 4-2-1

 ،را در نظر بامرید زیر یتاخمرسمست  

(4-5) 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐴𝑑𝑥(𝑡 − ℎ), 𝑡 ≥ 0, ℎ > 0 

𝑥(𝑡) = 𝑔(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0] 

و همچنمن  𝑆𝑘به مقدارهای ویژه ماتریس شر  پایداری آن نشان می دهد که فرد جواب این ستمست  

تنها ارر  استتت ارر و پایدار مجانبی ،یتاخمرستتمستتت  به عبارت دیار  .وابستتته استتت 𝑒𝑆𝑘س ماتری

 در مفهود و یا به طور معاد در ستتتمت چپ صتتتفحه مختلط قرار رمرند  𝑆𝑘مقدارهای ویژه ماتریس 

از طرفی محاستتتبه . ]21 [درون دایره واحد قرار رمرند 𝑒𝑆𝑘همه ی مقدارهای ویژه ماتریس  فلمتاپانو

برای تعداد نامتناهی شتتاخه شتتدنی نمستتت در حالمکه تعممن راستتت ترین  𝑒𝑆𝑘و یا  𝑆𝑘های  ماتریس

 اهممت بستتتماری دارد. ،پایداری در ممان تعداد نامتناهی مقدار ویژه تشتتتخمصمقتدارهای ویژه برای 

با استفاده از شاخه ست ترین قطب ها ثابت شده است را ،برای حالت اسکالرهمانطور که اشتاره کردی  

 ،می تواند برای حالت ماتریسیهمچنمن اثبات برای حالت اسکالر  .بدست می آیند تابع لامبرتاصتلی 

,𝐴زمانی که  𝐴𝑑 داشتتته باشتتم   که خا  و یا در حالت باشتتند 2شتتدنی همبمان مثلثی𝐴𝐴𝑑 = 𝐴𝑑𝐴 

اثبات برای حالت کلی وجود ندارد اما در همه مثا  های حل  تاکنون چه ارر. ]19 [م  داده شتتود تعم

پوچی   𝑚او  که در آنشاخه  𝑚ویژه با استفاده از  هایمشاهده شده است که راست ترین مقدار ،شده

                                                      
Left Half Plane1  

Simultaneously Triangularizable2  
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𝐴𝑑  همچنمن ارر ماتریس وترایب  .]1 [بدستت می آید ،باشتدمی𝐴𝑑  مقدارهای ویژه چندرانه صفر را

 تتابع لامبراست که راست ترین مقدارهای ویژه با استفاده از شاخه اصلی  نداشتته باشد مشاهده شده

رت یک حدس مانند زیر این مشاهدات به صو معمولاًبدست می آیند و چون اثبات کاملی وجود ندارد 

لکه ب معادلات دیفرانسمل تاخمریتعممن پایداری ستمستت  هایی از علاوه بر  آنطرح می شتود که از م

همچنمن برای قرار دادن یک زیر مجموعه از مقدارهای ویژه در موقعمت های مورد نظر استتتتفاده می 

 کنم . 

 ،]28 [ مقدارهای ویژه چندرانه صفر را نداشته باشد آنااه 𝐴𝑑ارر ماتریس ورایب حدس: 

(4-1) 𝑚𝑎𝑥[𝑅𝑒{𝑒𝑖𝑔( 𝑆0)}] ≥ 𝑅𝑒{𝑒𝑖𝑔(𝑆𝑘)}, 𝑘 = −∞,⋯ ,0,⋯ ,∞   

  ،]1 [این کههمچنمن با بمان 

𝑚𝑎𝑥[𝑅𝑒{𝑒𝑖𝑔(𝑆−𝑚)},⋯ , 𝑅𝑒{𝑒𝑖𝑔(𝑆𝑚)}] ≥ 𝑚𝑎𝑥[𝑅𝑒{𝑒𝑖𝑔(𝑆𝑘)}] , ∀𝑘 (4-1)  

𝑚 که در آن  = 𝑛𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑦(𝐴𝑑)اررکه  بمان کرد به این صورت راحدس مطرح شده ، می توان می باشد 

 ،آنااهصفر باشد  𝐴𝑑 پوچی

(4-8) 𝑚𝑎𝑥[𝑅𝑒{𝑒𝑖𝑔(𝑆0)}] ≥ 𝑚𝑎𝑥[𝑅𝑒{𝑒𝑖𝑔(𝑆𝑘)}] , ∀𝑘 

باشد می  1رتبه کامل 𝐴𝑑 مقدارهای ویژه چند رانه صتفر را نداشتته باشتد و یا 𝐴𝑑 ارربه عبارت دیار 

شاخه او  برای  𝑚 در غمر این صورت همه برای تعممن پایداری استفاده کرد تنها از شتاخه اصلی توان

 ی پایداری سمست  باید بررسی شوند.رسمدن به یک نتمجه برا

راست ترین  مشاهده شده است ،باشد 𝐴𝑑 ماتریسبرای  ورتی که صتفر یک مقدار ویژه چندرانهدر صت

𝑘) شاخه اصلیمقدارهای ویژه با استفاده از  = 𝑘 و یا  (0 =  بدست می آیند.±1

،احتماد به فرض زیر داری  (5-4) سمست شر  پایداری برای  یک رسمدن بهبرای همچنمن   

                                                      
Full Rank1  
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 ،به صورت (5-4)خطی  یتاخمرسمست  جمله ای مشخصه  چند 2-4فرض 

(4-9) 𝑑𝑒𝑡(𝑠𝐼 − 𝐴 − 𝐴𝑑𝑒
−𝑠ℎ) =∏(𝑠 − 𝛼𝑖 − 𝛽𝑖𝑒

−𝑠ℎ) = 0

𝑛

𝑖=1

 

  ،که در آناست 

𝛼𝑖, 𝛽𝑖 ∈ ₵ , 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛 

 .]21 [دنمی باش

,𝐴ارر  2-4 تذکر 𝐴𝑑 ستتت که ا همبمان مثلثی شتتدنی باشتتند که در مورد آن شتتر  لازد و کافی آن

𝐴𝐴𝑑 − 𝐴𝑑𝐴 اه ماتریس نامنفردی وجود دارد کهباشتتد آنا پوچتوان 𝐴, 𝐴𝑑  را همبمان به ماتریس های

  ،آنکه در مثلثی تبدیل می کند 

𝛼𝑖, 𝛽𝑖 ∈ ₵, 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛 

 .]21 [عناصر روی قطر ماتریس های مثلثی شده هستند

,𝐴زمانی که دو ماتریس  ،در حالت خا  بنابراین 𝐴𝑑    با ه  جابجا می شتتتوند یعنی داشتتتته باشتتتم

𝐴𝐴𝑑 = 𝐴𝑑𝐴 یک ماتریس ،ماتریس همبمان مثلثی شدنی هستند زیرا ماتریس صفر رفت دو می توان 

 پوچتوان است.

∏ این کههمچنمن از  (𝑠 − 𝛼𝑖 − 𝛽𝑖𝑒
−𝑠ℎ) = 0𝑛

𝑖=1   واوح است که برای هر𝑖  داری، 

(𝑠 − 𝛼𝑖 − 𝛽𝑖𝑒
−𝑠ℎ) = 0 → 𝑠 − 𝛼𝑖 = 𝛽𝑖𝑒

−𝑠ℎ → (𝑠 − 𝛼𝑖)ℎ𝑒
(𝑠−𝛼𝑖)ℎ = 𝛽𝑖ℎ𝑒

−𝛼𝑖ℎ 

→ (𝑠 − 𝛼𝑖)ℎ = 𝑊(𝛽𝑖ℎ𝑒
−𝛼𝑖ℎ) → 𝑠 =

1

ℎ
𝑊(𝛽𝑖ℎ𝑒

−𝛼𝑖ℎ) + 𝛼𝑖 → 𝑠𝑘 =
1

ℎ
𝑊𝑘(𝛽𝑖ℎ𝑒

−𝛼𝑖ℎ) + 𝛼𝑖 

به صورت زیر بدست  (5-4) سمست یک شر  برای پایداری  یربرقرار باشد از ل  ز 1-4ارر فرض  بنابراین

 می آید.

  ،است ارر و تنها ارر پایدار مجانبی ،خطی یتاخمرسمست   1-4بنا به فرض  2-4لم 
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(4-12) 𝑅𝑒 {
1

ℎ
𝑊0(𝛽𝑖ℎ𝑒

−𝛼𝑖ℎ) + 𝛼𝑖} < 0 

 .]21 [باشد

 را در حالت کلی شرح می دهد. (5-4) یتاخمرسمست  ی پایدارالاوریت  زیر روش بررسی همچنمن 

 2-4الگوریتم 

𝑘) را برای شاخه اصلی (11-4)معادله  -1راد  =  حل می کنم ، Q0 و برای پمدا کردن (0

𝑊𝑘(−𝐴𝑑ℎ𝑄𝑘)𝑒
𝑊𝑘(−𝐴𝑑ℎ𝑄𝑘)−𝐴ℎ = −𝐴𝑑ℎ (4-11)  

 ،را بدست می آوری  𝑆0قرار می دهم  و  (12-4)را در معادله  Q0  -2راد 

(4-12) 𝑆𝑘 =
1

ℎ
𝑊𝑘(−𝐴𝑑ℎ𝑄𝑘) − 𝐴 

 .قسمت های حقمقی منفی هستند یا خمر دارای 𝑆0بررسی می کنم  آیا همه مقدارهای ویژه  -3راد 

 .]32 [پایداری سمست  تعممن می شود به این ترتمبو 

𝑙با پارامترهای  آونگسمست   1-4 مثال = 2𝑚  ،𝑚 = 1𝑘𝑔  ،𝑔 = 10ms−2  ،θ0 = 20
ℎو  0 = 1𝑠 

 در نظر بامرید،را 

[
∆𝜃̇(𝑡)

∆𝜃̈(𝑡)
] = [

0 1

−
𝑔

𝑙
𝑐𝑜𝑠(𝜃0) 0] [

∆𝜃(𝑡)

∆𝜃̇(𝑡)
] + [

0

−
𝑔𝑠𝑖𝑛(𝜃0)

𝑙

] + [
0
1

𝑚𝑙2
] 𝑇(𝑡 − ℎ) 

θ∆که در آن  = 𝜃 − 𝜃0 و 

𝑇(𝑡) = [0 𝑐] [
∆𝜃(𝑡)

∆𝜃̇(𝑡)
] +𝑚𝑔𝑙𝑠𝑖𝑛(𝜃0) 

، قصد داری   𝑐با انتخاب مقدارهای متفاوت برای وریب با استفاده از پارامترهای داده شده و  .می باشد

 به بررسی پایداری سمست  زیر بپردازی ،

[
∆𝜃̇(𝑡)

∆𝜃̈(𝑡)
] = [

0 1
−4.6985 0

] [
∆𝜃(𝑡)

∆𝜃̇(𝑡)
] + [

0 0

0
𝑐

4
] [
∆𝜃(𝑡 − 1)

∆𝜃̇(𝑡 − 1)
] 
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𝑐را بدستتت می آوری . در این مثا  ارر  𝐴𝑑ابتدا رتبه  ≠ زیرا  برابر یک استتت 𝐴𝑑 باشتتد آنااه رتبه 0

𝑒𝑖𝑔(𝐴𝑑) = {0,
𝑐

4
ده استفا معادله دیفرانسمل تاخمریاز شتاخه اصلی برای بررسی پایداری  می باشتد. {

𝑐. ارر می کنم  = ی م معادله دیفرانستمل معمولیتبدیل به  دیفرانستمل تاخمریمعادله  آنااه باشتد 0

𝑒𝑖𝑔(𝐴)نمستت زیرا  پایدار مجانبیستمستت   شتود و می توان بررستی کرد = ±2.1676𝑖  می باشد. از

 ،که تابع لامبرتصفر می باشد و طبق این خاصمت از  𝐴𝑑طرفی چون یکی از مقدارهای ویژه 

𝑊𝑘(0) = {
0, 𝑘 = 0

−∞, 𝑘 ≠ 0
 

𝑘1)روش عادی که در آن شاخه های همانند  نمی توان = 𝑘2) به  مسألهستفاده می شود را برای حل ا

𝑘1) 1لازد است که روش شاخه های همبرید بنابراین .کار برد ≠ 𝑘2)  به کار ببری  به طوریکه در این را

 را هممشه مساوی با صفر در نظر می رمری . 𝑘2مثا ، 

 بدست می آوری . Matlabدر نرد افبار  fsolveرا برای شاخه اصلی و با استفاده از تابع  𝑄0,0 سپس

  ،فرض می کنم 

𝑄 = [
𝑞11 𝑞12
𝑞21 𝑞22

] 

 بدست می آوری ، بنابراین

𝐴𝑑ℎ𝑄 = [
0 0

0
𝑐

4
] [
𝑞11 𝑞12
𝑞21 𝑞22

] = [
0 0

𝑞21
𝑐

4
𝑞22

𝑐

4
] 

 ،زیر بدست آورد را به صورت 𝐴𝑑ℎ𝑄 برای ماتریس و مدُا  ماتریس های قطری شده من می توانهمچن

𝐽 = [𝑞22
𝑐

4
0

0 0
] , 𝑇 = [

0 −
𝑞22
𝑞21

1 1

] 

 ،همبرید به صورت زیر تعریف می شودنمب برای شاخه های  تابع لامبرتماتریس 

𝑊𝑘1,𝑘2(𝐴𝑑ℎ𝑄𝑘1,𝑘2) = 𝑇 [
𝑊𝑘1 (𝑞22

𝑐

4
) 0

0 𝑊𝑘2(0)
]𝑇−1 

                                                      
Hybrid Branch1  
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 ،داری  بنابراین

𝑊0,0(𝐴𝑑ℎ𝑄0,0) = 𝑇 [
𝑊0 (𝑞22

𝑐

4
) 0

0 𝑊0(0)
] 𝑇−1 

 ،در رابطه زیر صدق می کند 𝑄0,0که در آن ماتریس 

𝑊0,0(𝐴𝑑ℎ𝑄0,0)𝑒
𝑊0,0(𝐴𝑑ℎ𝑄0,0)+𝐴ℎ = 𝐴𝑑ℎ 

 ،را از معادله زیر بدست آورد 𝑆0,0 می توان 𝑄0,0بعد از محاسبه 

𝑆0,0 =
1

ℎ
𝑊0,0(𝐴𝑑ℎ𝑄0,0) + 𝐴 

 .تعممن کرد 𝑆0,0پایداری سمست  را از روی ماتریس  براساس حدس مطرح شده می توان سپس و

𝑐انتخاب می کنم   ،برای مثا  =  ،بدست می آوری  MATLABبا استفاده از نرد افبار  و 2

𝑆0,0 = [
0 1

−3.7153 −0.1668
] 

𝑒𝑖𝑔(𝑆0,0) به صورت 𝑆0,0مقدارهای ویژه ماتریس  بنابراین = −0.0834 ± 1.9257𝑖 به  آید. بدست می

𝑐با انتخاب  می توان رفت این ترتمب =  سمست  پایدار می باشد. 2

 نشان می دهد. 𝑐نمب نتایج را برای مقدارهای متفاوت از  2-4جدو  

 تابع لامبرتبا استفاده از  c: نتایج بدست آمده برای مقدارهای متفاوت از 2-4جدو  

𝑐 = 6 𝑐 = 4 𝑐 = 2 𝑐 = −2 𝑐 

[
1 0

1.5658 0.0148
] [

1 0
1.6024 −0.0974

] [
1 0

1.6643 −0.2823
] [

1 0
1.9919 −0.8577

] 𝑄0,0 

[
0 1

−2.4002 0.0217
] [

0 1
−2.9122 −0.1086

] [
0 1

−3.7153 −0.1668
] [

0 1
−5.4264 0.3135

] 𝑆0,0 

0.0108 ± 1.5492𝑖 −0.0543 ± 1.7056𝑖 −0.0834 ± 1.9257𝑖 0.1567 ± 2.3242𝑖 𝜆0 
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 پنجم فصل 5

تابع  به وسیله یتاخیرسیستم های برای کنترل مقدار ویژه تخصیص 

 لامبرت

خطی با استفاده از  معادلات دیفرانستمل تاخمریپایدارستازی ستمستت  هایی از  مستأله ،در دهه اخمر

 به یتاخمرستمست  های پایدارستازی مقاود  مستألهمورد مطالعه قرار ررفته استت.  ،کنتر  پستخورد

در این روش  به طوریکه ه استمورد بررستی قرار ررفت ]15 [تخصتمص طمف متناهی در روش وستمله

. دنوقعمت های مورد نظر انتقا  داده شوبه مهی و دلخواه از مقدارهای ویژه تعداد متنا ستعی می شود

ه استتت که مشتتابه روش تخصتتمص مقدار ویژه مطرح شتتد ]11 [پایدارستتازی عددی نمب دریک روش 

ی اخمرتدر تعممن راست ترین مقدارهای ویژه یک سمست   معادلات دیفرانسمل معمولیکلاسمک برای 

 ویژه از معادله مشتتخصه هایین مقدارراستت تر ،در این روش با استتفاده از شتبمه ستازی می باشتد.

 در اتتغممر نسبت به حساسمت راست ترین مقدارهای ویژهبا استفاده از و ستپس محاستبه می شتود 

 صفحه مختلط انتقا  پمدا می کنند.مقدارهای ویژه به سمت چپ ، 1بهره

 استفاده از، یتاخمرسمست  های یک روش برای پایدارسازی انطور که در فصتل قبل اشتاره کردی  هم

به وسمله تخصمص مقدار  2پسخورد کنتر  کنندهطراحی  مسأله، در این فصل. می باشتد تابع لامبرت

 منحصر تاخمربا یک و  تاخمریمعادلات دیفرانستمل برای ستمستت  های ناوردای زمانی خطی از  ویژه

برای تعممن پایداری و  تابع لامبرتهتایی با استتتتفاده از مثتا   ،در ادامته .می رمری در نظر را  بفرد

برخلاف معادلات دیفرانسمل  و چون کنم ارائه می  این معادلات ازیک ستمست   تخصتمص قطب برای

ف به خاطر طم معادلات دیفرانسمل تاخمرییک سمست  از برای تخصمص همه مقدارهای ویژه معمولی 

ستعی می شتود راست ترین مقدارهای ویژه به محل  به هممن دلملشتدنی نمستت  عملاً نامتناهی آن

                                                      
Gain1  

Feedback Controller2  
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برای یک سمست  که به  پسخورد کنتر  کنندهدر طراحی همچنمن  .دنهای مورد نظر انتقا  داده شتو

𝑆𝑘تعداد نامتناهی ماتریسچون ی شود، نشان داده م یتاخمرمعادلات دیفرانستمل وستمله  ود دارد وج  

با استتفاده از روش تخصمص  انتخاب شتده از مقدارهای ویژه و قرار دادن یک تعداد متناهیدر نتمجه 

قدارهای ویژه م سایرممکن استت باعث شتود  ]3 [معادلات دیفرانستمل معمولیقطب کلاستمک برای 

 ناممده می شود( 1(RHP) )که اصطلاحاً نم  صفحه راست سمت راست صفحه مختلطکنتر  نشتده به 

ی کنتر  یک ستتمستتت  استتتفاده می برا تابع لامبرتدر آن از  . اما این روش که]11 [پمدا کنندانتقا  

بدون از دست دادن پایداری  را قوانمن کنتر  مناسبی، سود در فصل طرح شدهبراساس حدس مشود، 

 فراه  می کند.

 تخصیص مقدار ویژه 5-2

 ،زیر را در نظر بامرید اسکالر خطی یتاخمرسمست  

(5-1) 𝑥̇(𝑡) = 𝑎𝑥(𝑡)+ 𝑎𝑑𝑥(𝑡 − ℎ) 

 ،به صورت زیر بدست می آید تابع لامبرتاستفاده از جواب این سمست  با 

(5-2) 𝑥(𝑡) = ∑ 𝑒
(
1
ℎ
 𝑊𝑘(𝑎𝑑ℎ𝑒

−𝑎ℎ)+𝑎)𝑡

∞

𝑘=−∞

𝐶𝑘
𝐼  

𝑠معادله مشتخصته این سمست  همانطور که نشان دادی  به صورت   − 𝑎 − 𝑎𝑑𝑒
−𝑠ℎ = می باشد که  0

  ،در آن

(5-3) 𝑠𝑘 = 𝜆𝑘 =
1

ℎ
 𝑊𝑘(𝑎𝑑ℎ𝑒

−𝑎ℎ) + 𝑎, 𝑘 = −∞,⋯ ,−1,0,1,⋯ ,∞. 

 راست ترین مقدار ویژه با استفاده از شاخه ،ه استهمانطور که در فصل های قبل اشاره شد می باشتد.

ه راست ترین ب می توان بنابراین .پایداری سمست  تعممن می شود به این ترتمباصلی بدست می آید و 

 .اختصا  داد را دلخواه انتخاب می شودمقدار ویژه مقداری در صفحه مختلط که به 

                                                      
Half PlaneRight 1  
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𝜆فرض می کنم  مقدار ویژه مورد نظر که به دلخواه انتخاب می شتتتود 
𝑑𝑒𝑠𝑖𝑟𝑒𝑑

 باشتتتد به عبارت دیار 

 ،داشته باشم 

(5-4) 𝜆𝑑𝑒𝑠𝑖𝑟𝑒𝑑 = 𝜆0 =
1

ℎ
 𝑊0(𝑎𝑑ℎ𝑒

−𝑎ℎ) + 𝑎 

 تابع با استفاده از روش های عددی مانند ،این معادله را می توان برای بدستت آوردن پارامتر مورد نظر

fsolve نرد افبار در MATLAB .حل کرد 

𝑎سمست  زیر را با  2-5 مثال = −1, ℎ = 1𝑠 در نظر بامرید، 

𝑥̇(𝑡) = 𝑎𝑥(𝑡)+ 𝑎𝑑𝑥(𝑡 − ℎ) 

مورد نظر  موقعمت هایراستتتت ترین مقدار ویژه به  آن کهکه مورد نماز استتتت برای  𝑎𝑑مقدارهایی از 

 شده است.نشان داده  1-5جدو  انتقا  داده شود در 

 ویژه مورد نظر برای هر مقدار 𝒂𝒅: مقدارهای متناظر از 1-5جدو  

0.5 0 −0.5 𝜆𝑑𝑒𝑠𝑖𝑟𝑒𝑑 
2.4731 1.0000 0.3033 𝑎𝑑 

 ،معادله با حلو  MATLAB در نرد افبار fsolveکه این مقدارها هر کداد با استفاده از تابع 

𝜆𝑑𝑒𝑠𝑖𝑟𝑒𝑑 = 𝜆0 =
1

ℎ
 𝑊0(𝑎𝑑ℎ𝑒

−𝑎ℎ) + 𝑎 

نمی  تابع لامبرتحدودیت برد شتاخه های که به خاطر م باید توجه داشتت از طرفیبدستت می آیند. 

سمست  های . برای اختصا  داد را در صفحه مختلطاری هر مقد ،به راست ترین مقدارهای ویژه توان

 ،سانی مشاهده می شود کهاسکالر خطی به آ یتاخمر

(5-5) 𝑅𝑒 {
1

ℎ
𝑊0(𝑎𝑑ℎ𝑒

−𝑎ℎ) + 𝑎} ≥ 𝑅𝑒 {
−1

ℎ
+ 𝑎} ≥

−1

ℎ
+ 𝑎 

𝑅𝑒{𝑊0(𝐻)}داری  زیرا  ≥ ی نتمجه م تابع لامبرتخاصمت استتفاده از این  در این مثا  با بنابراین 1−

 که، رمری 
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𝑅𝑒{𝜆0} =
1

ℎ
𝑅𝑒{𝑊0(𝑎𝑑ℎ𝑒

−𝑎ℎ)}⏟            
≥−1

+ 𝑎 ≥
−1

ℎ
+ 𝑎 ≥ −2 

 .باشد 𝑎𝑑با هر مقدار  2−راست ترین مقدار ویژه در این مثا  نمی تواند کمتر از  به هممن خاطر

مورد نظر به موقعمت های راست ترین مقدارهای ویژه  ،آمدهبدست  𝑎𝑑با استفاده از مقدارهای  بنابراین

 ،با محاسبه .دنداده می شو انتقا 

𝜆𝑘 =
1

ℎ
 𝑊𝑘(𝑎𝑑ℎ𝑒

−𝑎ℎ) + 𝑎 

𝑘برای  = 𝑎𝑑و  1,0,1− =  ،بدست می آوری  MATLABبا استفاده از نرد افبار  0.3033

𝒂𝒅با  1-5ویژه محاسبه شده برای سمست  در مثا   ادیر: مق2-5جدو   = 𝟎. 𝟑𝟎𝟑𝟑 

𝜆−1 = −2.7333 − 4.3318𝑖 
𝜆0 = −0.5 

𝜆1 = −2.7333 + 4.331𝑖 
𝑘همچنمن برای  = −3,… 𝑎𝑑 و  3, =  ،خواهم  داشت1.0000

𝒂𝒅با  1-5ویژه محاسبه شده برای سمست  در مثا   : مقادیر3-5جدو   = 𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎 

𝜆0 = 0 

𝜆−1 = −1.5321 − 4.5972𝑖 𝜆1 = −1.5321 + 4.5972𝑖 
𝜆−2 = −2.3940 − 10.688𝑖 𝜆2 = −2.3940 + 10.688𝑖 
𝜆−3 = −2.8490 − 17.1715𝑖 𝜆3 = −2.8490 + 17.1715𝑖 

𝑘و برای  = −7,… 𝑎𝑑 و  7, =  ،بدست می آوری مب ن 2.4731

𝒂𝒅با  1-5ویژه محاسبه شده برای سمست  در مثا   : مقادیر4-5جدو   = 𝟐. 𝟒𝟕𝟑𝟏 

𝜆0 = 0.5 
𝜆−1 = −0.6621 − 4.7829𝑖 𝜆1 = −0.6621 + 4.7829𝑖 
𝜆−2 = −1.4890 − 10.9510𝑖 𝜆2 = −1.4890 + 10.9510𝑖 
𝜆−3 = −1.9423 − 17.2241𝑖 𝜆3 = −1.9423 + 17.2241𝑖 
𝜆−4 = −2.2533 − 23.5087𝑖 𝜆4 = −2.2533 + 23.5087𝑖 

𝜆−5 = −2.4901 − 29.7952𝑖 𝜆5 = −2.4901 + 29.7952𝑖 
𝜆−6 = −2.6814 − 36.0817𝑖 𝜆6 = −2.6814 + 36.0817𝑖 
𝜆−7 = −2.8419 − 42.3681𝑖 𝜆7 = −2.8419 + 42.3681𝑖 

مب طمف ویژه این ستمستت  را نشتان می دهد. همانطور که مشاهده می شود با استفاده از ن 1-5شتکل 

به موقعمت های مورد نظر   دقمقاًرا راستتتت ترین مقدارهای ویژه  می توانبدستتتت آمده  𝑎𝑑مقدارهای 
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(−0.5(∇); 0(O);  داد.انتقا   ((×)0.5

 

𝒂 با (1-5): طمف ویژه سمست  1-5شکل  = −𝟏,𝒉 = 𝟏𝒔  و𝒂𝒅 21 [ 1-5جدو   های بدست آمده در[ 

به ساختار و پارامترهای  پمچمده می شود و با توجه مسألهالاتر از مرتبه ب یتاخمرستمستت  های برای 

به طوریکه ارر مقدارهای نادرست  یک ستمستت  محدودیت هایی در تخصتمص مقدار ویژه وجود دارد

همچنمن تعممن دقمق یک  .جواب با شکست مواجه خواهد شدروش در رسمدن به  اختصا  داده شود

برای  ار را انجاد داد.و خطا این ک آزمون یش تکراربا رو اما می توان .محدوده می تواند مشتتکل باشتتد

مثا  ارر مقدار انتخاب شتتتده مناستتتب نباشتتتد مقدارهای کوچکتر از مقدار مورد نظر و یا مقدارهای 

 .کنم را دوباره حل می  مسألهو  متفاوت از راست ترین مقدارهای ویژه مورد نظر را انتخاب می کنم 

 پسخورد کنترل کنندهطراحی  5-1

 اسکالرحالت  5-1-2

 ،را در نظر بامرید زیراسکالر  یتاخمرمعادله دیفرانسمل 

(5-1) 𝑥̇(𝑡) = 𝑎𝑥(𝑡) + 𝑎𝑑𝑥(𝑡 − ℎ) + 𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡) = 𝑘𝑥(𝑡)   

 ،به صورت معادله مشخصه این سمست 

(5-1) 𝑠 − 𝑎 − 𝑎𝑑𝑒
−𝑠ℎ − 𝑘 = 0 
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کستتر زیر را  ،با استتتفاده از روش تقریبات پاده به جای عبارت نمایی در معادله مشتتخصتتهمی باشتتد. 

 ،جایابین می کنم 

(5-8) 𝑒−𝑠ℎ =
𝑒
−𝑠ℎ
2

𝑒
𝑠ℎ
2

≈
1 −

𝑠ℎ
2

1 +
𝑠ℎ
2

 

 ،قرار می دهم  و بدست می آوری  (1-5)را در معادله  (8-5) رابطه

(5-9) 𝑠2ℎ + 𝑠(2 − 𝑎ℎ − 𝑘ℎ + 𝑎𝑑ℎ) − 2(𝑎 + 𝑘) − 2𝑎𝑑 = 0 

در نظر برای مثا  با  .را بدستتتت آورد 𝑘 بهره کنتر  وانمی تبرای یک قطب مورد نظر  به این ترتمب

𝑎 پارامترهایررفتن  = 1, 𝑎𝑑 = −2, ℎ = 1s صورت زیر بدست می آید به (9-5) معادله، 

(5-12) 𝑠2 − 𝑠(1 + 𝑘) + 2 − 2𝑘 = 0 

 دارای دو قطب پایدار باشد (12-5)معادله  آن کهشر  لازد برای می دانم   تئوری چند جمله ای هااز 

باید داشته  در این مثا  بنابراین .]34 [آن استت که وترایب آن ه  علامت و همچکداد صتفر نباشتند

𝑘باشتتم   < معادله دارای دو قطب پایدار به  نتمجه می رمری  1.1−مستتاوی  𝑘 با قرار دادنکه  1−

 ،صورت زیر است

𝑠1, 𝑠2 = −0.500 ± 2.0488𝑖 

𝑎 به همراه پارامترهای با قرار دادن این بهره کنتر   = 1, 𝑎𝑑 = −2, ℎ = 1𝑠   (1-5)در معادله ستمست 

 ،خواهم  داشت

 𝑥̇(𝑡) = −0.1𝑥(𝑡) − 2𝑥(𝑡 − 1) 

𝑠به صورت ت  عادله مشخصه این سمسم + 0.1 + 2𝑒−𝑠 = ارت نمایی در می باشد به دلمل وجود عب 0

به صورت زیر  را جواب های این معادله مشخصه و استفاده می کنم  تابع لامبرتمعادله مشتخصته از 

 ،محاسبه می کنم 

𝑠𝑘 = 𝑊𝑘(−2𝑒
0.1) − 0.1 
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𝑘برای  = −2,−1,0,⋯ مقادیر ویژه می پردازی  و به محاستتبه  MATLAB از نرد افبارو با استتتفاده  3,

 ،بدست می آوری 

𝒂با  (34-5) ویژه محاسبه شده برای سمست  ادیر: مق5-5جدو   = 𝟏, 𝒂𝒅 = −𝟐, 𝒉 = 𝟏𝒔  و𝒌 = −𝟏. 𝟏 

𝑠−1 = 0.1449 − 1.7128𝑖 𝑠0 = 0.1449 + 1.7128𝑖 
𝑠−2 = −1.3602 − 7.6916𝑖 𝑠1 = −1.3602 + 7.6916𝑖 
𝑠−3 = −1.9550 − 14.0055𝑖 𝑠2 = −1.9550 + 14.0055𝑖 

 .نشان داده شده استنمب  2-5شکل در طمف ویژه این سمست  

 

 ]21 [طراحی شده با استفاده از تقریب پاده پسخورد کنتر  کننده: طمف ویژه با 2-5شکل 

   قطبشکست انتقا ،تقریبات پادهروش طراحی شده با استفاده از  پسخورد کنتر  کنندهطمف ویژه با 

 پایدار کردن سمست  را نشان می دهد. بنابراینمورد نظر و  به موقعمت

ارر چه تقریب های پاده مرتبه بالاتر یا تقریب های کستتتری پمشتتترفته می تواند برای تقریب عبارت 

ایجاد می  مسأله هایی محدودیت هایی در دقت استفاده شود اما چنمن روش نمایی در معادله مشخصه

 .]23، 22 [جر به ناپایداری سمست  اصلی شوندکنند و ممکن است من

𝜆با قطب مورد نظر  (1-5)از معادله مشخصه سمست   همچنمن
𝑑𝑒𝑠𝑖𝑟𝑒𝑑

به صورت  𝑘معادله خطی برای ،  

 ،زیر بدست می آید

(5-11) 𝜆
𝑑𝑒𝑠𝑖𝑟𝑒𝑑

− 𝑎 − 𝑎𝑑𝑒
−𝜆𝑑𝑒𝑠𝑖𝑟𝑒𝑑ℎ − 𝑘 = 0 



 

 

51 

𝑎پارامترهای  در نظر ررفتن مثا  بابرای  = 1, 𝑎𝑑 = −1, ℎ = 1𝑠  و با جایابین کردنλ
𝑑𝑒𝑠𝑖𝑟𝑒𝑑

= −1  

𝑘 بهره (11-5)در معادله  = ین بهره کنتر  برای ا با به کار بردن . ستتپسبدستتت می آوری را   0.7183

 ،بدست می آوری  (1-5) سمست 

𝑥̇(𝑡) = 1.7183𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑡 − 1) 

 ،به صورتت  معادله مشخصه این سمس

𝑠 − 1.7183+𝑒−𝑠 = 0 

 ،از رابطهرا  معادلههای این  ریشهمی باشد. 

𝑠𝑘 = 𝑊𝑘(−𝑒
−1.7183) + 1.7183 

𝑘برای  به این ترتمب .محتاستتتبه می کنم  = −4,⋯ ,0,⋯  MATLAB و با استتتتفاده از نرد افبار 4,

 ،آوری دارهای ویژه را به صورت زیر بدست می مق

𝒂با  (34-5) ویژه محاسبه شده برای سمست  : مقادیر1-5جدو   = 𝟏, 𝒂𝒅 = −𝟏, 𝒉 = 𝟏𝒔  و𝒌 = 𝟎. 𝟕𝟏𝟖𝟑 

𝑠0 = 1.4938 

𝑠−1 = −1.000 𝑠1 = −1.000 
𝑠−2 = −2.1177 − 7.3743𝑖 𝑠2 = −2.1177 + 7.3743𝑖 

𝑠−3 = −2.6749 − 13.8296𝑖 𝑠3 = −2.6749 + 13.8296𝑖 
𝑠−4 = −3.021 − 20.1893𝑖 𝑠4 = −3.021 + 20.1893𝑖 

 .نشان داده شده است 3-5شکل در ه این سمست  طمف ویژ

 

 ]21 [طراحی شده با استفاده از روش خطی پسخورد کنندهکنتر  : طمف ویژه با 3-5شکل 
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در  قطب قرار رمرد راست ترین 1−در موقعمت مطلوب ها مشتاهده می شتود زمانی که یکی از قطب 

بدست می آید اما  𝑘بهره ، ارر چه برای مقدار ویژه مورد نظرمی باشد و  ستمت راستت صفحه مختلط

وجود دارد که  تعداد نامتناهی قطببه کار می بری   (11-5)در معادله  بدست آمده را هناامی که بهره

ر دارای قستتمت های حقمقی ببررتر از قطب مورد نظ آن هاصتتدق می کنند و برخی از  معادلهاین در 

اده از طراحی شده با استف پسخورد کنتر  کنندهطمف ویژه با  ،مشابه روش قبل به این ترتمبهستند. 

پایدار کردن ستمست  را نشان مورد نظر و در نتمجه  طب به موقعمتشتکستت انتقا  ق نمب روش خطی

قسمت حقمقی راست  انمی تو تابع لامبرتبا استتفاده از که  در ادامه نشتان داده می شتود می دهد.

 .مورد نظر انتقا  داد و سمست  را پایدار کرد به موقعمت دقمقاًترین قطب را 

 ،سمست  زیر را در نظر بامرید

(5-12) 𝑥̇(𝑡) = 𝑎𝑥(𝑡) + 𝑎𝑑𝑥(𝑡 − ℎ) + 𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡) = 𝑘𝑥(𝑡) 

  ،باشدبه صورت زیر می  معادله مشخصه این سمست  

(5-13) 𝑠 − 𝑎 − 𝑎𝑑𝑒
−𝑠ℎ − 𝑘 = 0 

صورت زیر محاسبه می به  تابع لامبرتبا استفاده از را  ریشه های معادله مشخصه یا همان مقادیر ویژه

 ،کنم 

(5-14) 𝑠𝑘 =
1

ℎ
𝑊𝑘(𝑎𝑑ℎ𝑒

−(𝑎+𝑘)ℎ) + 𝑎 + 𝑘 

𝑎 قرار می دهم  (1-5)حا  در معادله ستتتمستتتت   = 1, 𝑎𝑑 = −1, ℎ = 1s دار ویژه مورد نظر را مق و

  ،را به رونه ای پمدا می کنم  که 𝑘 تابع لامبرتبا استفاده از  در نظر می رمری  و 1−مساوی با 

𝑅𝑒 {𝑠0 =
1

ℎ
𝑊0(𝑎𝑑ℎ𝑒

−(𝑎+𝑘)ℎ) + 𝑎 + 𝑘} = −1 

MATLAB ، 𝑘نرد افبار در  fsolveتابع  با استتفاده از این معادلهبا حل  که باشتد = بدست  3.5978−

 .یدمی آ
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𝑘برای همچنمن  = −4,⋯ ,0,⋯  ،خواهند بودصورت زیر  به مقدارهای ویژهسایر  4,

𝒂با  (34-5) ویژه محاسبه شده برای سمست  : مقادیر1-5جدو   = 𝟏, 𝒂𝒅 = −𝟏, 𝒉 = 𝟏𝒔  و𝒌 = −𝟑. 𝟓𝟗𝟕𝟖 

𝑠0 = −1 − 2.1991𝑖 
𝑠−1 = −1 − 2.1991𝑖 𝑠1 = −1+ 2.1991𝑖 
𝑠−2 = −2.0716 − 7.9203𝑖 𝑠2 = −2.0716 + 7.9203𝑖 
𝑠−3 = −2.6486 − 14.1336𝑖 𝑠3 = −2.6486 + 14.1336𝑖 
𝑠−4 = −3.0157 − 20.3999𝑖 𝑠4 = −3.0157 + 20.3999𝑖 

 .نشان می دهدبدست آمده،  بهره کنتر  طمف ویژه سمست  را بانمب  4-5شکل 

 

 ]21 [تابع لامبرتطراحی شده با استفاده از روش  پسخورد کنتر  کننده: طمف ویژه با 4-5شکل 

ن نشان می دهد راست تری ،تابع لامبرتطراحی شده با استفاده از  پسخورد کنتر  کنندهطمف ویژه با 

 در موقعمت مورد نظر قرار ررفته است. دقمقاًمقدار ویژه 

یک مد  خطی برای ستتمستتت  مخبن آب همدرولمکی در نظر  (ساایسااتم هیدرولیکی) 1-5 مثال

 بامرید،

𝑥̇(𝑡) =
1

𝐴𝜌
(𝑢𝑖𝑛(𝑡 − ℎ) −

𝜌𝑔𝑥(𝑡)

𝑅
) 

𝐴که در آن  = 10𝑚2 ،سطح مقطع عروی است ρ = 1000𝑘𝑔𝑚−3 ،چاالی آب 𝑔 = 10𝑚𝑠−2  شتاب

ℎ ررانشی، = 1𝑠 تاخمر، 𝑡 ،زمان 𝑅 = 10𝑚
−1

2 𝑘𝑔
−1

سرعت  𝑢𝑖𝑛 اومت همدرو دیناممکی لوله خروجی،مق 2

 ستطح تراز آب می باشتد. در این مثا  قصتد داری  یک کنتر  پسخورد مناسب 𝑥(𝑡)جریان ورودی و 
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𝑢𝑖𝑛 = 𝑘𝑥(𝑡) . طراحی کنم  و قطب های ستتمستتت  حلقه بستتته را به موقعمت های خا  انتقا  دهم 

به و  یمرتاخمعادلات دیفرانسمل ابتدا یادآوری می کنم  که ستمستت  حلقه بسته می تواند به وسمله 

 داده شود،صورت زیر نشان 

𝑥̇(𝑡) = −
𝑔

𝐴𝑅
𝑥(𝑡) +

𝑘

𝐴𝜌
𝑥(𝑡 − ℎ) = −0.1𝑥(𝑡) − 0.1𝑥(𝑡 − 1) 

 بدست می آوری ، بنابراین

𝜆𝑘 =
1

ℎ
𝑊𝑘 (

𝑘

𝐴𝜌
ℎ𝑒

𝑔
𝐴𝑅
ℎ) −

𝑔

𝐴𝑅
, 𝑘 = −∞,⋯ ,−1,0,1,⋯ ,∞ 

راستت ترین قطب با استفاده از شاخه ثابت شتده استت که همانطور که می دانم  برای حالت استکالر 

دارای برد  تابع لامبرتهمچنمن توجه داری  که هر شتتتاخه از  .بدستتتت می آید تابع لامبرتاصتتتلی 

𝑅𝑒{𝑊0(𝐻)}برای شاخه اصلی مخصتو  به خود استت به طوریکه  ≥  در این مثا  پسمی باشد.  1−

 ،داری 

𝑅𝑒 {
1

ℎ
𝑊0 (

𝑘

𝐴𝜌
ℎ𝑒

𝑔
𝐴𝑅
ℎ) −

𝑔

𝐴𝑅
} ≥ 𝑅𝑒 {−

1

ℎ
−
𝑔

𝐴𝑅
} ≥ −

1

ℎ
−
𝑔

𝐴𝑅
≥ −1.1 

زیرا شتتترایط برای  انتخاب کرد 1.1−راستتتت ترین مقدار ویژه مورد نظر را کمتر از  نمی توان بنابراین

و  ندارد وجود معادلات دیفرانسمل تاخمری ی ازتخصتمص مقدار ویژه به طور دلخواه برای ستمست  های

محدودیت در تخصمص مقدار  ،سمست  زمانی و ورایب تاخمربه مقدار  با توجه نمب برای حالت استکالر

قرار  0.5− موقعمت راستتت ترین مقدار ویژه را در ،برای مثا  .را ببمنمد( B)وتتمممه  ویژه وجود دارد

  ،در نظر می رمری  از حل معادلهمقدار ویژه ای که را متناظر با  𝑘 دهم  و

𝜆𝑑𝑒𝑠𝑖𝑟𝑒𝑑 = 𝑅𝑒 {
1

ℎ
𝑊0 (

𝑘

𝐴𝜌
ℎ𝑒

𝑔
𝐴𝑅
ℎ) −

𝑔

𝐴𝑅
} 

آوری  به طوریکه می بدست  MATLABدر نرد افبار  fsolveو با استفاده از روش های عددی مانند تابع 

𝑘برای این مثا   =  بدست می آید. 2.4261−
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 ورودیدر  تاخیرسیستم هایی با  5-1-1

  ،در نظر بامریددر ورودی را  تاخمربا  معادلات دیفرانسمل معمولیسمست  زیر از 

(5-15) 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡 − ℎ) 
𝑢(𝑡) = 𝐾𝑥(𝑡) 

دیل می به صورت زیر تب معادلات دیفرانسمل تاخمریستمستت  حلقه بستته به یک سمست  از  بنابراین

 ،شود

(5-11) 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝐾𝑥(𝑡 − ℎ) 

 را در حالت کلی شرح می دهد. 𝐾 بهرهالاوریت  زیر روش محاسباتی بدست آوردن 

 2-5الگوریتم 

𝜆ابتتدا مقتدارهای ویژه مورد نظر  -1رتاد 
𝑖,𝑑𝑒𝑠𝑖𝑟𝑒𝑑

𝑖 را برای  = 1,⋯ , 𝑛  انتخاب می کنم  و قرار می

 ،دهم 

(5-11) 𝜆
𝑖
(𝑆0) = 𝜆𝑖,𝑑𝑒𝑠𝑖𝑟𝑒𝑑 

𝜆 که در آن 
𝑖
(𝑆0)، 𝑖  اممن مقدار ویژه از ماتریس𝑆0 .است 

𝐴دو ماتریس ورایب جدید  -2راد  = 𝐴, 𝐴𝑑 = 𝐵𝐾  قرار می دهم  (18-5)در معادله را، 

(5-18) 𝑊𝑘(𝐴𝑑ℎ𝑄𝑘)𝑒
𝑊𝑘(𝐴𝑑ℎ𝑄𝑘)+𝐴ℎ = 𝐴𝑑ℎ 

یک ماتریس مجهو  و با همه  𝐾 توجه کنمد که .را بدستتتت می آوری  𝑄0ماتریس  به روش عددیو 

 ی باشد.م 𝐾 یک تابع از مجهو  𝑄0درایه های نامعلود می باشد و 

 ،قرار می دهم  (19-5)بدست آمده را در معادله  𝑄0ماتریس  -3راد 

(5-19) 𝑆𝑘 =
1

ℎ
𝑊𝑘(𝐴𝑑ℎ𝑄𝑘) + 𝐴 

 محاسبه می کنم . 𝐾  و مقدارهای ویژه آن را به صورت تابعی از ماتریس مجهو 𝑆0 سپس
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حل می  MATLABدر نرد افبار  fsolveبا استتتفاده از روش های عددی مانند  را (11-5)معادله  -4راد 

 .]21 [کنم 

می توان به طور خلاصه و با استفاده را  (11-5)روش تخصمص قطب برای سمست  حلقه بسته همچنمن 

 زیر بمان کرد.از الاوریت  

 1-5 الگوریتم

λراست ترین مقدارهای ویژه ابتدا  -1راد 
𝑖,𝑑𝑒𝑠𝑖𝑟𝑒𝑑

𝑖را برای   = 1,⋯ , 𝑛 . انتخاب می کنم 

𝐾شر  اولمه  -2راد  = 𝐾0  در نظر می رمری را. 

𝜆تا زمانی که  -3راد 
𝑖(𝑆0,𝑛𝑒𝑤) − 𝜆𝑖,𝑑𝑒𝑠𝑖𝑟𝑒𝑑 ≥ 𝑡𝑜𝑙𝑒𝑟𝑎𝑛𝑐𝑒  و برای𝑖 = 1,⋯ , 𝑛 

𝐾انتخاب می کنم   -1 = 𝐾𝑛𝑒𝑤 

𝐴𝑑,𝑛𝑒𝑤فرض می کنم   -2 = 𝐵𝐾𝑛𝑒𝑤  معادله زیر را برای𝑄0,𝑛𝑒𝑤 ،حل می کنم  به طوریکه                            

𝑊0(𝐴𝑑,𝑛𝑒𝑤ℎ𝑄0,𝑛𝑒𝑤)𝑒
(𝑊0(𝐴𝑑,𝑛𝑒𝑤ℎ𝑄0,𝑛𝑒𝑤)+𝐴ℎ) = 𝐴𝑑,𝑛𝑒𝑤ℎ 

 ، محاسبه می کنم -3

𝑆0,𝑛𝑒𝑤 =
1

ℎ
𝑊0(𝐴𝑑,𝑛𝑒𝑤ℎ𝑄0,𝑛𝑒𝑤) + 𝐴 

 ،زیر را در نظر بامرید 1ون در پلمعادله  9-5 مثال

𝑥̈(𝑡) + 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑥̇(𝑡) + 𝑥(𝑡) = 𝑔(𝑥, 𝑡; ℎ) 

 که در آن،

𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝜀(𝑥2(𝑡) − 1) 

 ،نشان داده شود نمب تواند به صورت زیرمی طرف چپ این معادله 

                                                      
olPer Dan V1  
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𝑔(𝑥, 𝑡; ℎ) = 𝑘1𝑥(𝑡 − ℎ) + 𝑘2𝑥̇(𝑡 − ℎ) 

 ،بدست می آوری دله ون در پل با قرار دادن هر کداد از این عبارت ها در معا

𝑥̈(𝑡) + 𝑥(𝑡) = 𝜀(1 − 𝑥2(𝑡))𝑥̇(𝑡) + 𝑘1𝑥(𝑡 − ℎ) + 𝑘2𝑥̇(𝑡 − ℎ) 

 ،داری  با خطی کردن معادله بالا در نقطه تعاد  صفر و برای اغتشاش های بمنهایت کوچک

𝑥̈(𝑡) + 𝑥(𝑡) = 𝜀𝑥̇(𝑡) + 𝑘1𝑥(𝑡 − ℎ) + 𝑘2𝑥̇(𝑡 − ℎ) 

𝑥1یا به طور معاد  و با تعریف  = 𝑥  و𝑥2 = 𝑥̇  معادله های حالت زیر را بدست می آوری، 

(5-22) {
𝑥̇1(𝑡)

𝑥̇2(𝑡)
} = [

0 1
−1 𝜀

] {
𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)
} + [

0 0
𝑘1 𝑘2

] {
𝑥1(𝑡 − ℎ)

𝑥2(𝑡 − ℎ)
} 

 یا

𝑥̇(𝑡) = [
0 1
−1 𝜀

]
⏟    

𝐴

 𝑥(𝑡) + [
0
1
]⏟
𝐵

[𝑘1 𝑘2]⏟      
𝐾

𝑥(𝑡 − ℎ) 

در این مثا  به بررسی کنتر   پسخورد کنتر  کنندهقبل از تخصتمص مقدار ویژه برای بدست آوردن 

 پذیری این سمست  می پردازی . 

 ،در طی دهه اخمر شرایط برای کنتر  پذیری سمست 

(5-21) 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡 − ℎ) 

,0]سمست  روی بازه مطرح شد به رونه ای که  ]11 [در 1آلبرات توستط 𝑡1]  کنتر  پذیر است ارر یک

قابل قبو  )یعنی اندازه پذیر و کراندار روی یک بازه زمانی متناهی( وجود داشته باشد به  𝑢(𝑡)کنتر  

𝑥(𝑡1)که  قسمی = 0, 𝑡1 > ℎ . 

,0]سمست  روی بازه من مطابق با معمار ارائه شده توسط آلبرات، همچن 𝑡1]  کنتر  پذیر است ارر و تنها

  ،ارر

(5-22) 𝑟𝑎𝑛𝑘[𝐵 ⋮ 𝐴𝐵] = 𝑛 

                                                      
 Olbrot1  
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 ،زیرا کنتر  پذیر است ،در این مثا  سمست  بنابراین باشد.

𝑟𝑎𝑛𝑘[𝐵 ⋮ 𝐴𝐵] = 2 

ه در قسمت قبل ک)تخصتمص مقدار ویژه(  1با استتفاده از روش جایابی قطب این ترتمببه  می باشتد.

نتخاب و با ا رای پایدار کردن سمست  طراحی کردمناسب ب پسخورد کنتر  کننده می توان ،معرفی شد

 .مورد نظر در صفحه مختلط قرار دادمقدارهای ویژه را در موقعمت های ،  𝑘2 و 𝑘1 بهره های

𝑘1باشم   داشتته (22-5)عادله مدر حا  ارر  = 𝑘2 = 𝜀که زمانی  سمست آنااه   0 = باشد ناپایدار  0.1

0.0500است و مقدارهای ویژه آن  ± 0.9987𝑖 .هستند 

ℎبرای مثا  زمانی که  = 0.2𝑠 1− باشتد ارر مقدارهای ویژه مورد نظر ± 2𝑖  باشند که به طور دلخواه

  ،بدست می آوری  place_dde تابعو  MATLABبا استفاده از نرد افبار  انتخاب می شوند آنااه

𝑘1 = −1.9667, 𝑘2 = −1.8773 

𝐾ستمست  را بعد از به کار بردن پسخورد این پاستخ  5-5شتکل  = [−1.9667 نشان می  [1.8773−

 سمست  را پایدار می کند. بدست آمده پسخورد. همانطور که مشاهده می شود دهد

 

𝑲 : پاسخ سمست  بعد از به کار بردن پسخورد5-5شکل  = [−𝟏. 𝟗𝟔𝟔𝟕 −𝟏. 𝟖𝟕𝟕𝟑] 

𝑙با پارامترهای  آونگستمست   (آونگ)سایساتم  4-5 مثال = 2𝑚  ،𝑚 = 1𝑘𝑔  ،𝑔 = 10ms−2  ،

                                                      
 Pole Placement1  
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θ0 = 20
ℎو  0 = 0.2𝑠 را در نظر بامرید، 

[
∆𝜃̇(𝑡)

∆𝜃̈(𝑡)
] = [

0 1

−
𝑔

𝑙
𝑐𝑜𝑠(𝜃0) 0] [

∆𝜃(𝑡)

∆𝜃̇(𝑡)
] + [

0

−
𝑔𝑠𝑖𝑛(𝜃0)

𝑙

] + [
0
1

𝑚𝑙2
] 𝑇(𝑡 − ℎ) 

𝜃∆که در آن  = 𝜃 − 𝜃0 و 

𝑇(𝑡) = [𝑘1 𝑘2] [
∆𝜃(𝑡)

∆𝜃̇(𝑡)
] +𝑚𝑔𝑙𝑠𝑖𝑛(𝜃0) 

  ،سمست  حلقه بسته به صورتبا استفاده از پارامترهای داده شده،  بنابراین

[
∆𝜃̇(𝑡)

∆𝜃̈(𝑡)
] = [

0 1
−4.6985 0

] [
∆𝜃(𝑡)

∆𝜃̇(𝑡)
] + [

0 0
𝑘1
4

𝑘2
4

] [
∆𝜃(𝑡 − 0.2)

∆𝜃̇(𝑡 − 0.2)
] 

 ،و یا به صورت

[
∆𝜃̇(𝑡)

∆𝜃̈(𝑡)
] = [

0 1
−4.6985 0

] [
∆𝜃(𝑡)

∆𝜃̇(𝑡)
] + [

0
1

4

] [𝑘1 𝑘2] [
∆𝜃(𝑡 − 0.2)

∆𝜃̇(𝑡 − 0.2)
] 

 . این سمست  کنتر  پذیر است زیرا،نشان داده می شود

𝑟𝑎𝑛𝑘[𝐵 ⋮ 𝐴𝐵] = 2 

𝐾پمدا کردن  ،هدف بنابراین = [𝑘1 𝑘2]  به رونه ای استت که راستت ترین قطب های سمست  حلقه

1− موقعمت بسته در ± 2𝑖 .قرار بامرند 

MATLAB  ،𝑘1با استفاده از نرد افبار  = 5.1845,  𝑘2 = نمب  1-5شکل  را بدست می آوری . 4.9190−

 پاسخ سمست  را بعد از به کار بردن این پسخورد نشان می دهد.
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𝑲 : پاسخ سمست  بعد از به کار بردن پسخورد1-5شکل  = [𝟓. 𝟏𝟖𝟒𝟓 −𝟒. 𝟗𝟏𝟗𝟎] 

 حالت در متغیر تاخیربا  یسیستم های 5-1-9

 ،را در نظر بامریدحالت  در متغمر تاخمربا معادلات دیفرانسمل از  سمست  زیر

(5-23) 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐴𝑑𝑥(𝑡 − ℎ) + 𝐵𝑢(𝑡) 

𝑢(𝑡) با در نظر ررفتن = 𝐾𝑥(𝑡) + 𝐾𝑑𝑥(𝑡 − ℎ) می آید سمست  حلقه بسته به صورت زیر بدست، 

(5-24) 𝑥̇(𝑡) = (𝐴 + 𝐵𝐾)𝑥(𝑡) + (𝐴𝑑 + 𝐵𝐾𝑑)𝑥(𝑡 − ℎ) 

 .وندزیر تعممن می ش و با استفاده از الاوریت  با تخصمص مقدار ویژه برای این سمست  𝐾,𝐾𝑑 های بهره

 9-5الگوریتم 

𝜆ابتتدا مقتدارهتای ویژه مورد نظر  -1رتاد 
𝑖,𝑑𝑒𝑠𝑖𝑟𝑒𝑑

𝑖را برای    = 1,⋯ , 𝑛   انتخاب می کنم  و قرار می

 ،دهم 

(5-25) 𝜆
𝑖
(𝑆0) = 𝜆𝑖,𝑑𝑒𝑠𝑖𝑟𝑒𝑑 

𝜆 که در آن 
𝑖
(𝑆0) ،𝑖  اممن مقدار ویژه از𝑆0 .است 

𝐴دو ماتریس وتتترایب جدید  - 2راد  = 𝐴 + 𝐵𝐾, 𝐴𝑑 = 𝐴𝑑 + 𝐵𝐾𝑑   به کار می  (21-5)را در معادله

 ،بری 
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(5-21) 𝑊𝑘(𝐴𝑑ℎ𝑄𝑘)𝑒
𝑊𝑘(𝐴𝑑ℎ𝑄𝑘)+𝐴ℎ = 𝐴𝑑ℎ 

 برای شاخه اصلی حل می کنم .و  𝑄0این معادله را برای بدست آوردن  و

یک تابع از  𝑄0ماتریس های مجهو  و با همه درایه های نامعلود می باشتتتند و  𝐾,𝐾𝑑توجه کنمد که 

 می باشد. 𝐾,𝐾𝑑مجهو   

 ،قرار می دهم  (21-5)بدست آمده را در معادله  𝑄0 ماتریس -3راد 

(5-21) 𝑆𝑘 =
1

ℎ
𝑊𝑘(𝐴𝑑ℎ𝑄𝑘) + 𝐴 

 حاسبه می کنم .م 𝐾,𝐾𝑑و مقدارهای ویژه آن را به صورت تابعی از ماتریس مجهو   𝑆0 سپس

 MATLABدر نرد افبار  fsolveرا با استتتفاده از روش های عددی مانند  (25-5)معادله ستتپس  -4راد 

 .]21 [ حل می کنم

با استفاده می توان به طور خلاصه و را  (24-5)روش تخصمص قطب برای سمست  حلقه بسته همچنمن 

 بمان کرد.از الاوریت  زیر نمب 

 4-5الگوریتم 

λراست ترین مقدارهای ویژه ابتدا  -1راد 
𝑖,𝑑𝑒𝑠𝑖𝑟𝑒𝑑

𝑖را برای   = 1,⋯ , 𝑛 . انتخاب می کنم 

𝐾شرایط اولمه  -2راد  = 𝐾0  و𝐾𝑑 = 𝐾𝑑0  در نظر می رمری را. 

𝜆تا زمانی که  -3راد 
𝑖(𝑆0,𝑛𝑒𝑤) − 𝜆𝑖,𝑑𝑒𝑠𝑖𝑟𝑒𝑑 ≥ 𝑡𝑜𝑙𝑒𝑟𝑎𝑛𝑐𝑒  و برای𝑖 = 1,⋯ , 𝑛  

𝐾انتخاب می کنم   -1 = 𝐾𝑛𝑒𝑤  و𝐾𝑑 = 𝐾𝑑,𝑛𝑒𝑤 

𝐴𝑛𝑒𝑤فرض می کنم   -2 = 𝐴 + 𝐵𝐾   و𝐴𝑑,𝑛𝑒𝑤 = 𝐴𝑑 + 𝐵𝐾𝑑,𝑛𝑒𝑤  معادله زیر را برای 

𝑄0,𝑛𝑒𝑤 حل می کنم  به قسمی که، 

𝑊0(𝐴𝑑,𝑛𝑒𝑤ℎ𝑄0,𝑛𝑒𝑤)𝑒
𝑊0(𝐴𝑑,𝑛𝑒𝑤ℎ𝑄0,𝑛𝑒𝑤)+𝐴𝑛𝑒𝑤ℎ = 𝐴𝑑,𝑛𝑒𝑤ℎ 
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  ،محاسبه می کنم -3

𝑆0,𝑛𝑒𝑤 =
1

ℎ
𝑊0(𝐴𝑑,𝑛𝑒𝑤ℎ𝑄0,𝑛𝑒𝑤) + 𝐴𝑛𝑒𝑤 

در                      تابع لامبرته از اب بدستتت آمدبا استتتفاده از فرد جوچنمن ستتمستتتمی  کنتر  پذیریبررستتی 

 مورد مطالعه قرار ررفت که در ادامه خلاصه ای از آن را بمان می کنم . ]29 [

 ،سمست  زیر را در نظر بامرید

(5-28) 
𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐴𝑑𝑥(𝑡 − ℎ) + 𝐵𝑢(𝑡), 𝑡 > 0 
𝑥(𝑡) = 𝑔(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0) 

𝑥(𝑡) = 𝑥0, 𝑡 = 0 

,𝑥0است ارر برای هر شر  اولمه  1پذیر نقطه ای کنتر  (28-5)ستمستت   2-5 تعریف 𝑔(𝑡) یک زمان 

𝑡1, 0 < 𝑡1 <  برای 𝑢(𝑡) و یک کنتر  قابل قبو  )اندازه پذیر و کراندار در یک بازه زمانی متناهی( ∞

𝑡 ∈ [0, 𝑡1]  29 [ که به قسمیوجود داشته باشد[،  

(5-29) 𝑥(𝑡1; 𝑔, 𝑥0, 𝑢(𝑡)) = 0 

 .بمان می کنم  را معاد  ه  می باشند که نقطه ای سه شر  لازد و کافی برای کنتر  پذیریدر ادامه 

 ،ارر و تنها اررپذیر نقطه ای است  کنتر  (28-5) سمست 

1- 𝑟𝑎𝑛𝑘 [𝒞(0, 𝑡1) = ∫ ∑ 𝑒𝑆𝑘(𝑡1−𝜉)
∞

𝑘=−∞

𝑪𝑘
𝑁𝐵𝐵𝑇 { ∑ 𝑒𝑆𝑘(𝑡1−𝜉)

∞

𝑘=−∞

𝑪𝑘
𝑁}

𝑇

𝑑𝜉] = 𝑛
𝑡1

0

 

∑همه ی سطرهای  -2 𝑒𝑆𝑘(𝑡−0)∞
𝑘=−∞ 𝑪𝑘

𝑁𝐵  مستقل خطی باشند. (∞,0]در بازه 

𝑠𝐼) ماتریس ستتطرهایهمه ی  -3 − 𝐴 − 𝐴𝑑𝑒
−𝑠ℎ)

−1
𝐵  بر روی ممدان اعداد مختلط به جب در ریشتته

 مستقل خطی باشند. ،ای معادله مشخصهه

                                                      
ise ControllableW-Point1  
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∑ تبدیل لاپلاسمحاسبه با را می توان  برای کنتر  پذیری نقطه ای شتر  سود 𝑒𝑆𝑘(𝑡−0)∞
𝑘=−∞ 𝑪𝑘

𝑁𝐵 

  ،از معادله این شر برای پمدا کردن . بدست آورد

(5-32) 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐴𝑑𝑥(𝑡 − ℎ) + 𝐵𝑢(𝑡) 

 ،تبدیل لاپلاس می رمری به صورت زیر 

𝑠𝑋(𝑠) − 𝑥(0) = 𝐴𝑋(𝑠) + 𝐴𝑑𝑒
−𝑠ℎ𝑋(𝑠) + 𝐴𝑑∫ 𝑒−𝑠𝑡

ℎ

0

𝑔(𝑡 − ℎ)𝑑𝑡 + 𝐵𝑈(𝑠) 

 بنابراین،

𝑋(𝑠) = (𝑠𝐼 − 𝐴 − 𝐴𝑑𝑒
−𝑠ℎ)

−1
(𝑥(0) + 𝐴𝑑∫ 𝑒−𝑠𝑡

ℎ

0

𝑔(𝑡 − ℎ)𝑑𝑡)

+ (𝑠𝐼 − 𝐴 − 𝐴𝑑𝑒
−𝑠ℎ)

−1
𝐵𝑈(𝑠) 

 ،خواهم  داشت به این ترتمب

(5-31) 
𝑥(𝑡) = ℒ−1 ((𝑠𝐼 − 𝐴 − 𝐴𝑑𝑒

−𝑠ℎ)
−1
(𝑥(0) + 𝐴𝑑∫ 𝑒−𝑠𝑡

ℎ

0

𝑔(𝑡 − ℎ)𝑑𝑡))

+ ℒ−1 ((𝑠𝐼 − 𝐴 − 𝐴𝑑𝑒
−𝑠ℎ)

−1
𝐵𝑈(𝑠)) 

زیر بدست می  و به صورت تابع لامبرتکه با استفاده از  (28-5)سته این رابطه با جواب سمست  مقایبا 

 ،آید

(5-32) 𝑥(𝑡) = ∑ 𝑒𝑆𝑘𝑡
∞

𝑘=−∞

𝑪𝑘
𝐼 +∫ ∑ 𝑒𝑆𝑘(𝑡−𝜉)

∞

𝑘=−∞

𝑪𝑘
𝑁𝐵𝑢(𝜉)𝑑𝜉

𝑡

0

 

 ،نتمجه می رمری  که

(5-33) ℒ ( ∑ 𝑒𝑆𝑘(𝑡−0)
∞

𝑘=−∞

𝑪𝑘
𝑁𝐵) = (𝑠𝐼 − 𝐴 − 𝐴𝑑𝑒

−𝑠ℎ)
−1
𝐵 

در نتمجه شتتر  ستتود برای کنتر  پذیری  یک عملار خطی یک به یک استتت ،ون تبدیل لاپلاسچ و

 .بدست می آید

 رجود شود. ]29 [برای مشاهده اثبات کامل معاد  بودن این سه شر  به 
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طی به خ پستتخورد کنتر  کنندهکنتر  پذیر نقطه ای باشتتد طراحی  ،ستتمستتت یک  ارر به این ترتمب

 وسمله تخصمص مقدار ویژه برای آن امکان پذیر است و در غمر اینصورت امکان پذیر نمی باشد.

 ،نظر بامریدسمست  زیر را در  5-5 مثال

𝑥̇(𝑡) = [
1.1 −0.1732

−0.0577 1.1
] 𝑥(𝑡) + [

0.35 0.2598
0.0866 0.35

] 𝑥(𝑡 − ℎ) + [
1

−0.5774
] 𝑢(𝑡) 

قطه ای کنتر  پذیر ن ،سمست  که شر  استفاده می کنم این از ستمست  برای بررستی کنتر  پذیری 

𝑠𝐼) استت ارر و تنها ارر ستطرهای ماتریس − 𝐴 − 𝐴𝑑𝑒
−𝑠ℎ)

−1
𝐵 مستتقل خطی باشند. به این ترتمب 

 بدست می آوری ،

(𝑠𝐼 − 𝐴 − 𝐴𝑑𝑒
−𝑠ℎ)

−1
𝐵 =

[
 
 
 

5

5𝑠 − 6 − 𝑒−𝑠ℎ

−5 √3⁄

5𝑠 − 6 − 𝑒−𝑠ℎ]
 
 
 

 

مست و یر نقطه ای نکنتر  پذ ،سمست  بنابراینوابسته خطی هستند  ،واوح است که دو سطر ماتریس

 .ردسمست  پمدا ک این پسخورد مناسبی برای پایدار کردن کنتر نمی توان 

 ،زمانی زیر را در نظر بامرید تاخمرمد   6-5ثال م

𝑥̇(𝑡) = [
0 0
0 1

] 𝑥(𝑡) + [
−1 −1
0 −0.9

] 𝑥(𝑡 − ℎ) + [
0
1
] 𝑢(𝑡) 

را به صتتورت زیر  𝑆0و ستتپس  MATLAB ، 𝑄0با استتتفاده از نرد افبار  ،قبل از به کار بردن پستتخورد

 ،آوری  بدست می

𝑄0 = [
1 0

−0.0054 0.9048
] , 𝑆0 = [

−1.1183 −1.1054
0 0.1098

] 

زمانی  بنابراینهستند و  0.1098و  𝑆0  ،−1.1183راست ترین مقدارهای ویژه یا همان مقدارهای ویژه 

ℎکه  = 0.1𝑠  ماتریس می باشد𝑆0 ناپایدار است. از آنجایی که سمست  در شرطی که  دارای یک قطب

فاده از است اند بامی تو کنتر  پذیری آزمون، برای کنتر  پذیری نقطه ای بمان کردی  صتدق می کند

با استتتفاده از تخصتتمص مقدار ویژه می  بنابراین ،نجاد شتتودا pwcontr_test و تابع MATLABنرد افبار 
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 .سمست  طراحی کرداین رای پایدار کردن ب مناسب پسخورد کنتر  کنندهیک  نتوا

که در نظر می رمری ،  0.5− در موقعمت قسمت حقمقی راست ترین مقدار ویژه رابرای مثا  زمانی که 

 ،بهره های بدست آمده ،ددلخواه انتخاب می شوبه 

𝐾 = [−0.7453 −1.2219]; 𝐾𝑑 = [0.2581 −0.2240] 

با به  به این ترتمببدست می آیند.  place_dde و تابع MATLABمی باشتند که با استفاده از نرد افبار 

ستمست  را  می توان نشتان داده شتده استت 1-5شتکل همانطور که در بردن بهره های مورد نظر کار 

  .رد نظر در صفحه مختلط انتقا  دادموویژه را به موقعمت راست ترین مقدار و پایدار کرد 

 

𝑲 ز به کار بردن پسخورد: پاسخ سمست  بعد ا1-5شکل  = [−𝟎. 𝟕𝟒𝟓𝟑 −𝟏. 𝟐𝟐𝟏𝟗];𝑲𝒅 =

[𝟎. 𝟐𝟓𝟖𝟏 −𝟎. 𝟐𝟐𝟒𝟎] 

برای کنتر  سمست  های ناوردای  روشتی جدیدبه عنوان  تابع لامبرتاز روش  در ادامه این پایان نامه

می  اننشیک مثا  ارائه را با  نتمجهحالت و ورودی استفاده می کنم  و در متغمر  تاخمرزمانی خطی با 

 دهم .

 حالت و ورودیمتغیر  در تاخیرهای با  یستمس 5-1-4

 حالت و ورودی را در نظر بامرید، متغمر در تاخمربا  معادلات دیفرانسملاز کنتر  پذیر  سمست 

(5-34) 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐴𝑑𝑥(𝑡 − ℎ) + 𝐵𝑢(𝑡) + 𝐵𝑑𝑢(𝑡 − ℎ) 

𝑢(𝑡) با در نظر ررفتن = 𝐾𝑥(𝑡) می آید، سمست  حلقه بسته به صورت زیر بدست 



 

 

12 

(5-35) 𝑥̇(𝑡) = (𝐴 + 𝐵𝐾)𝑥(𝑡) + (𝐴𝑑 + 𝐵𝑑𝐾)𝑥(𝑡 − ℎ) 

 ده از الاوریت  زیر تعممن می شود.با استفاو ویژه  هایبا تخصمص مقدار 𝐾بهره 

 5-5الگوریتم 

𝜆ابتتدا مقتدارهتای ویژه مورد نظر  -1رتاد 
𝑖,𝑑𝑒𝑠𝑖𝑟𝑒𝑑

𝑖را برای    = 1,⋯ , 𝑛   انتخاب می کنم  و قرار می

 دهم ،

(5-31) 𝜆
𝑖
(𝑆0) = 𝜆𝑖,𝑑𝑒𝑠𝑖𝑟𝑒𝑑 

𝜆 که در آن 
𝑖
(𝑆0) ،𝑖  اممن مقدار ویژه از𝑆0 .است 

𝐴دو ماتریس وتتترایب جدید  -2رتاد  = 𝐴 + 𝐵𝐾, 𝐴𝑑 = 𝐴𝑑 + 𝐵𝑑𝐾 به کار می  (31-5) را در معادله

 بری ،

(5-31) 𝑊𝑘(𝐴𝑑ℎ𝑄𝑘)𝑒
𝑊𝑘(𝐴𝑑ℎ𝑄𝑘)+𝐴ℎ = 𝐴𝑑ℎ 

ماتریس  𝐾توجه کنمد که  و برای شتاخه اصلی حل می کنم . 𝑄0این معادله را برای بدستت آوردن  و

 می باشد. 𝐾یک تابع از مجهو   𝑄0مجهو  و با همه درایه های نامعلود می باشند و 

 قرار می دهم ، (38-5)بدست آمده را در معادله  𝑄0 ماتریس -3راد 

(5-38) 𝑆𝑘 =
1

ℎ
𝑊𝑘(𝐴𝑑ℎ𝑄𝑘) + 𝐴 

 محاسبه می کنم . 𝐾و مقدارهای ویژه آن را به صورت تابعی از ماتریس مجهو   𝑆0 سپس

حل می  MATLABدر نرد افبار  fsolveرا با استفاده از روش های عددی مانند  (31-5)عادله م -4را د 

 کنم .

 بدست می آید و سمست  حلقه بسته پایدار می شود. 𝐾 پسخورد کنتر  کننده به این ترتمب

 زیر را در نظر بامرید، یتاخمرسمست   7-5مثال 
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𝑥̇(𝑡) = [
0 0
0 1

] 𝑥(𝑡) + [
−1 −1
0 −0.9

] 𝑥(𝑡 − ℎ) + [
0
1
] 𝑢(𝑡) + [

1
1
] 𝑢(𝑡 − ℎ), 𝑢(𝑡) = 𝐾𝑥(𝑡) 

𝐾قبل از به کار بردن پستخورد )برای مثا ،  = راست ترین مقدارهای ویژه یا همان مقدارهای ویژه  (0

𝑆0  ،−1.1183  زمانی که  بنابراینهستند و  0.1098وℎ = 0.1𝑠  ناپایدار  کنتر  پذیر، می باشد سمست

رای مناسب ب پستخورد کنتر  کنندهیک  ده از تخصتمص مقدار ویژه می تواناستتفابا  بنابراین استت.

مقدار های ویژه را به موقعمت  𝐾 مستت  کنتر  پذیر، طراحی کرد و با انتخاب پسخوردپایدار کردن ست

 .ادهای مورد نظر در صفحه مختلط انتقا  د

𝐾هدف پمدا کردن در این مثا  نمب  = [𝑘1 𝑘2] در ه راستتتت ترین مقدار ویژه به رونه ای استتتت ک

ماتریس پس خورد حالت  place_ddeو تابع Matlab  که با استتتفاده از نرد افبار قرار بامرد 1−موقعمت 

 دست می آوری ،را به صورت زیر ب

(5-39) 𝐾 = [−0.0760 −1.6548] 

نمب پاسخ سمست  را بعد از به کار بردن  8-5شکل  پایدار می شود. حلقه بسته ستمست  این ترتمببه و 

 نشان می دهد. بدست آمده پسخورد

 

𝑲 : پاسخ سمست  بعد از به کار بردن پسخورد8-5شکل  = [−𝟎. 𝟎𝟕𝟔𝟎 −𝟏. 𝟔𝟓𝟒𝟖] 

 ،خطی زیر کنتر  پذیرایدارسازی سمست  برای پ تابع لامبرتهمچنمن می توان از روش 

(5-42) 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) 

𝑢(𝑡)استتفاده کرد. به این صتورت که با در نظر ررفتن  = 𝐾𝑑𝑥(𝑡 − ℎ)  سمست  حلقه بسته به صورت
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 زیر بدست می آید،

(5-41) 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝐾𝑥(𝑡 − ℎ) 

پسخورد حالت ماتریس  ،شابه حالت های قبلستپس با در نظر ررفتن ماتریس های ورایب جدید و م

 پایدار می شود.سمست  حلقه بسته  به این ترتمبرا بدست می آوری  و  مناسب
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 ششمفصل  6

 خلاصه و نتایج

 خلاصه 6-2

که در سا  های اخمر مطرح  یتاخمرسمست  های برای آنالمب و کنتر   روشی جدید در این پایان نامه،

ت بدس یتاخمرمعادلات دیفرانسمل . جواب های تحلملی برای ستمست  هایی از شتده را معرفی کردی 

ستتمستتت  های و برای یک رده از  پستتخورد کنتر  کنندهآمد. همچنمن نتایج جدیدی برای طراحی 

 معادلات دیفرانسمل تاخمریبرای یک ستمستت  داده شده که به وسمله به طوریکه  ارائه شتد. یتاخمر

پایداری تعممن می شود و ارر سمست  ناپایدار باشد بعد از  تابع لامبرتاس براست نشتان داده می شتود

به وسمله تخصمص مقدار ویژه یک پسخورد پایدار کننده طراحی می  ،پذیری ستمست بررستی کنتر  

ی امثا  های عددی نمب برپایدار شود. می تواند  این معادلاتشتود و سترانجاد ستمست  حلقه بسته از 

ستند ه دارای یک طمف نامتناهی معادلات دیفرانسمل تاخمری رائه شد. از آنجایی کهتوومح این روش ا

 دعی شس به هممن دلملقه بسته وجود ندارد حلسمست  همه مقدارهای ویژه  برایو امکان تخصتمص 

نقش مهمی سمست   که در تعممن پایداری مقدارهای ویژهبه یک زیرمجموعه از  ،مقدار های مورد نظر

 .شوداختصا  داده  ،دارند

  نتایج 6-1

وریکه رردید به طارائه ی تاخمرکنتر  و پایدارسازی سمست  های  پایان نامه نتایج جدیدی برای در این

 نندهکنتر  ک، ستمستت  حلقه بسته به با اختصتا  مقادیر ویژه مناستب و تابع لامبرتبا استتفاده از 

ی ناپایدار را به صورت پایدار، کنتر  اخمرتبتوان ستمست  که  کردی به رونه ای محاستبه پستخورد را 

را ببمنمد( تعدادی از آنها فاقد  5-2متا این روش را بتا روش هتای دیار مقایستتته کردی  )بخش نمود. 

 ]11 [در مطرح شدهروش . عموممت هستتند و ممکن است برای مسائل خاصی با شکست مواجه شوند
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 از سایر روش یک روش تکراری براستاس حساسمت مقدارهای ویژه نسبت به بهره کنتر  می باشد که

 می توان از جمله دارای فوایدی است که نمب ارائه شده در این تحقمق روش. همچنمن استت ترمؤثرها 

 تقریبدر این روش  سمست  نمایی در معادله مشتخصهرت عبادقت آن اشتاره کرد به این خاطر که به 

از دیار فواید این روش آن است که  تر استت. جوابی که بدستت می آید دقمق بنابراین زده نمی شتود

بنابراین مفهود  می باشتتد معادلات دیفرانستتمل معمولیفرد جواب بدستتت آمده مشتتابه جواب برای 

برای  تابع لامبرترا می توان با استتتتفاده از مفهود ماتریس  این معادلاتمتاتریس انتقتا  حتالتت در 

تعمم  داد در نتمجه برخی روش ها برای آنالمب و کنتر  سمست  هایی از  دیفرانستمل تاخمریمعادلات 

شتتامل آنالمب پایداری، کنتر  پذیری و روش های تخصتتمص مقدار ویژه  معادلات دیفرانستتمل معمولی

رانستتمل معادلات دیفخطی را می توان برای ستتمستتت  هایی از  پستتخورد کنتر  کنندهبرای طراحی 

 تعمم  داد. تاخمری

مستتت  ستتبرای آنالمب و کنتر   و قابل اجرا مؤثریک روش بنابراین تحقمق ارائه شتتده در این پایان نامه 

 .نشان می دهد یتاخمرهای 

 و کارهای آینده باز مسئله های 6-9

ابع تروش استفاده از ماتریس از آنجایی که به آن اشاره کرد این است که  می توانای که  مسألهاولمن 

نمب  𝑄𝑘برای بدست آوردن  بمان کردی  قبلاًهمانطور که  و است 𝑄𝑘وابستته به تعممن ماتریس  لامبرت

 ،معادله

(1.1) 𝑊𝑘(𝐴𝑑ℎ𝑄𝑘)𝑒
𝑊𝑘(𝐴𝑑ℎ𝑄𝑘)+𝐴ℎ = 𝐴𝑑ℎ 

و برای  MATLAB نرد افبار در fsolveا استفاده از تابع عددی و ببرای شرایط اولمه متنوعی به روش را 

 وجود ندارد. 𝑄𝑘برای وجود و یکتایی  یشرایط هنوز اما حل می کنم  هر شاخه

یژه چندرانه صفر مقدارهای و 𝐴𝑑مطرح شد زمانی که این است که در همه مثا  هایی که  ردیا مسأله



 

 

11 

𝑘)ری با استفاده از شاخه اصلی پایدارا نداشته باشد  =  مسألهاین  د کهشتعممن می  تابع لامبرتاز  (0

اثبات کلی  هنوز لت ماتریسیبرای حالت استکالر اثبات شده است اما برای برخی فرد های خا  از حا

 وجود ندارد.

ل معادلات دیفرانسم از ییبرای ستمست  هار ویژه رابطه بمن کنتر  پذیری و تخصتمص مقداهمچنمن 

ی سمست  هامی توانند برای های پستخورد  کنتر  کنندهارر چه . باز دیار استت مستألهیک  تاخمری

خواه اختصا  داده می طراحی شتوند اما به این معنا نمستت که راست ترین مقدار ویژه به دل یتاخمر

ی برخ ،محدودیت هایی وجود دارد و در بدترین حالت ،پارامترها و ساختار سمست  شود زیرا با توجه به

 .ندپایدار نشو ،پسخوردهر مقدار  از سمست  ها ممکن است با

 پیشنهادات 6-4

 کنتر  کنندهبرای طراحی  با محاستبه شتعاد پایداری سمست  تابع لامبرتاز روش  می توانامه در اد

د که تما استتفاده کرد. همچنمن تاکنون در اکثر مستائل حل شده از این فرض استفاده کردی  1مقاود

ینه و مشکلات در حالمکه در برخی کاربردهای مهندسی به خاطر هب حالت ها قابل اندازه رمری هستند

شخمص ت برای هممن طور مستقم  قابل اندازه رمری نمستندبعضی حالت ها به  ،در پماده سازی حسار

با تخممن  را این روش می توان . بنابراینلازد می باشتتد 2مشتتاهده کننده یک برآوردکننده حالت و یا

 .ردبه کار ب مشاهده کنندهبرای طراحی پسخورد  متغمر های حالت و با استفاده از تخصمص مقدار ویژه

آن  به کاربرد می توانکه  می شوداستفاده  نمب برای تحلمل حستاسمت تابع لامبرتهمچنمن از روش 

وریکه عبارت به طدرون ستلولی اشتاره کرد  تاخمرا یک ب HIVمد  بمماری برای آنالمب حستاستمت در 

سبت به ت  نمعادله مشخصه سمستحلملی برای حستاسمت راست ترین مقدار ویژه، با ررفتن مشتق از 

و راست ترین  هر کداد از پارامترهادن مقدار با قرارداآید. به این ترتمب بدست می  هر یک از پارامترها

                                                      
  Robust Controller1  

Observer2  
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ک یآیا افبایش مقدار  کنم فاده از علامت مشتق تعممن می استت با ،در روابط بدستت آمدهمقدار ویژه 

 حستاسمت نسبت به یکارر  بنابراین؟ ژه را افبایش یا کاهش خواهد دادراستت ترین مقدار وی ،پارامتر

یک پارامتر باعث می شود راست ترین مقدارهای مقدار  افبایش نتمجه می رمری  که پارامتر مثبت باشد

ود و به شبمشتر ناپایدار  ایمنی بدن ستمست  وانتقا  پمدا کنند  صتفحه مختلط ویژه به ستمت راستت

 د. پارامترها سعی می کنم  سمست  پایدار شو با تغممر مقدار به این ترتمب س.عک
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 Aضمیمه  

 MATLAB کد  

 .را می آوری در این پایان نامه کدهای متلب استفاده شده  در این قسمت

% DDE_Sol = find_Sk(A,Ad,h,N,Q_initial) 

% The argument N and Q_initial are optional 

% Find Sk for each branch given A, Ad and h for a DDE system  

% x_dot(t) = A*x(t) + Ad*x(t-h) 

% Q_initial is the inital condition for Qk 

% N is the index of the branches of interest; 

function DDE_Sol = find_Sk(A,Ad,h,N,Q_initial,thredhold) 

options_def = optimset('Display','iter');  

if nargin < 3 

    error('No enough input arguments') 

elseif nargin < 4 

    N = 0;    % default is to solve for principal branch 

    Q_initial = expm(-A*h); 

    options = options_def; 

elseif nargin < 5  

    Q_initial = expm(-A*h); 

    options = options_def; 

elseif nargin <6 

    options = options_def; 

else 

    if thredhold~=0 % if the thredhold is specified 

        options = options_def; 

        options.TolFun = thredhold;  

    else 

        options = options_def; 

    end 

end  

dim_Ad = length(Ad); % system order 

DDE_Sol = {}; 

if dim_Ad == 1 % scalar case 

    if Ad == 0 

        warning('First order ODE; x = exp(A*t)*x_0') 

    else 

        for i = 1: length(N) 

             DDE_Sol{i}.Sk = lambertw(N(i),Ad*h*exp(-A*h))/h+A; 

             DDE_Sol{i}.branchID = N(i); 

             error1 = norm(lambertw(N(i),Ad*h*exp(-A*h))-Ad*h-h*DDE_Sol{i}.Sk); 

             error2 = norm(DDE_Sol{i}.Sk*eye(length(A))-A-Ad*expm(-DDE_Sol{i}.Sk*h)); 

             DDE_Sol{i}.error = [error1 error2]; 

        end 

    end 

else % matrix case 

       for i =1: length(N) 

             [DDE_Sol{i}.Sk,DDE_Sol{i}.Q,error1,error2]=QS_matrix(A,Ad,h,N(i),Q_initial,options); 

             DDE_Sol{i}.branchID = N(i);  

             DDE_Sol{i}.error = [error1 error2]; 

       end 
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end  

% currentQ =DDE_Sol{i}.Q % display the Q for current iteration 

% find Sk and Qk for matrix case 

function [S,Q1,error1,error2] = QS_matrix(A,Ad,h,branch_id,Q_initial,options) 

if sum(sum(Q_initial == inf))>0 

    reduced = 1; % Reduced elements for Q 

    notfixed = Q_initial ~= inf; % find elements not fixed 

    notfixed = reshape(notfixed,1,[]); 

    res_Q = reshape(Q_initial,1,[]); 

    reduced_Q = res_Q(notfixed); % formulate the new vecter of design variables 

    Q = fsolve(@LambQ,reduced_Q,options,A,Ad,h,branch_id,reduced,notfixed); 

else 

    reduced = 0; % full elements for Q 

    fixed = 0; 

    Q = fsolve(@LambQ,Q_initial,options,A,Ad,h,branch_id,reduced,fixed); 

end  

if reduced ==0 

    Q1 = Q; 

else 

    % if the reduced Q is used, convert the results back to matrix with 

    % original dimension 

    Q1 = zeros(1,length(A)^2);  

    position = find(notfixed==1); 

    for k=1:length(position) 

        Q1(position(k)) = Q(k); 

    end 

    Q1  = reshape(Q1,length(A),[]); 

end        

H = Ad*h*Q1; 

W = lambertw_matrix(branch_id,H); 

S = W/h+A; 

error1 = norm(W*expm(W+A*h)-Ad*h); % must be the solution to the lambert w function eqn. 

error2 = norm(S*eye(length(A))-A-Ad*expm(-S*h)); % must be the solution to the char. eqn. 

error = [error1 error2]; % both must be close to zero 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- -- 

% [CI, uniqueness]= find_CI(S,A,Ad,h) 

% Find CI_k for the kth branch given A, Ad, h and Sk for this branch 

% Important assumption: Any two eigenvalues from different branches are 

% distinct ! 

% When Ad is invertible, S should be a matrix; when Ad is singular, S 

% should be a scalar 

% If the solution is unique, uniqueness=1; otherwise uniqueness=0  

function [CI, uniqueness]= find_CI(A,Ad,h,S,g0,x0)  

sys_order = length(A);  

% scalar case 

if sys_order==1 

    CI=(x0+Ad*preshape_conv(g0,S,h))/(1+Ad*h*exp(-S*h)); %(x0+Ad*G(Sk))/(1+Ad*h*exp(-S*h)) 

    uniqueness = 1; 

    return 

end  

% matrix case 

if length(S)==sys_order % general case, S is a matrix 

    E = eig(S); 

    syms s 

    L1_num = 1; 

    for i=1:sys_order 

        L1_num = L1_num*(s-E(i)); 

    end 

    char_eqn = det(s*eye(sys_order)-A-Ad*expm(-s*h)); 
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    L1 = diff(L1_num)/diff(char_eqn); 

    R_matrix = []; 

    L_matrix = []; 

    for k =1:sys_order 

        R1_num = adjugate(eye(sys_order)*E(k) - S);     

        L1_num = subs(L1,s,E(k)); 

        L2_num = adjugate(E(k)*eye(sys_order)-A-Ad*exp(-E(k)*h)); 

        L3_num = x0+Ad*preshape_conv(g0,E(k),h); % (x0+Ad*G(Sk)) 

        R_matrix = [R_matrix;R1_num];  % stacked right side 

        L_matrix = [L_matrix;L1_num*L2_num*L3_num];  % stacked left side 

    end 

    uniqueness = rank(L_matrix)==sys_order; 

    % for having an unique solution, matrix should have full column rank 

    CI = pinv(R_matrix)*L_matrix; % use generalized pseudo inverse to calcuate the solution  

elseif sys_order>1 && length(S)==1 % hybrid branch case, S is a scalar 

    syms s 

    char_eqn = det(s*eye(sys_order)-A-Ad*expm(-s*h)); 

    L1 = 1/diff(char_eqn); 

    L1_num = subs(L1,s,S); 

    L2_num = adjugate(S*eye(sys_order)-A-Ad*exp(-S*h)); 

    L3_num = x0+Ad*preshape_conv(g0,S,h); 

    CI = L1_num*L2_num*L3_num; 

    uniqueness = (L1_num~=0); 

else 

    error('Dimension of A and S are not compatible'); 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

% [CN, uniqueness]= find_CN(S,A,Ad,h) 

% Find CN_k for the kth branch given A, Ad, h and Sk for this branch 

% Important assumption: Any two eigenvalues from different branches are distinct ! 

% When Ad is invertible, S should be a matrix; when Ad is singular, S should be a scalar 

% If the solution is unique, uniqueness=1; otherwise uniqueness=0  

function [CN, uniqueness]= find_CN(A,Ad,h,S) 

E = eig(S); 

sys_order = length(A);  

% scalar case 

if sys_order == 1 

    CN = 1/(1+Ad*h*exp(-S*h)); 

    uniqueness = 1; 

    return 

end  

% matrix case 

if length(S) == sys_order % general case, S is a matrix 

    syms s 

    L1_num = 1; 

    for i=1:sys_order 

        L1_num = L1_num*(s-E(i)); 

    end 

    char_eqn = det(s*eye(sys_order)-A-Ad*expm(-s*h)); % char eqn. 

    L1 = diff(L1_num)/diff(char_eqn); 

    R_matrix = []; 

    L_matrix = []; 

    for k =1:sys_order 

        R1_num = adjugate(eye(sys_order)*E(k) - S);     

        L1_num = subs(L1,s,E(k)); 

        L2_num = adjugate(E(k)*eye(sys_order)-A-Ad*exp(-E(k)*h)); 

        R_matrix = [R_matrix;R1_num]; % stacked right side 

        L_matrix = [L_matrix;L1_num*L2_num]; % stacked left side 

    end 

    uniqueness = rank(L_matrix)==sys_order;  
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    % for having an unique solution, matrix should have full column rank 

    CN = pinv(R_matrix)*L_matrix; % use generalized pseudo inverse to calcuate the solution 

elseif sys_order>1 && length(S)==1 % hybrid branch case, S is a scalar 

    syms s 

    char_eqn = det(s*eye(sys_order)-A-Ad*expm(-s*h)); 

    L1 = 1/diff(char_eqn); 

    L1_num = subs(L1,s,S); 

    L2_num = adjugate(S*eye(sys_order)-A-Ad*exp(-S*h)); 

    CN = L1_num*L2_num; 

    uniqueness = (L1_num~=0); 

else 

    error('Dimension of A and S are not compatible'); 

end 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- -- 

% calculate matrix lambert w function 

function W = lambertw_matrix(K,X)  

if nargin == 1 % Only calculate principal branches 

    X = K; 

    K = 0; 

end 

rank_X = rank(X);  

dim_X = length(X); % system order 

LMW = zeros(dim_X); 

[V,D] =  jordan(X); % transform to Jordan form  

% check superdiagonal terms 

super_diag = []; 

if dim_X==1; 

    super_diag = 0; 

else 

    for i = 2:dim_X 

        super_diag = [super_diag D(i-1,i)]; 

    end 

end  

% calculate the Lambert W func. for diagnal terms 

for i = 1:dim_X 

    if D(i,i)==0  

        % use principal branch for 0 eigenvalue 

        LMW(i,i)=lambertw(0,D(i,i)); % warning('Ad is singular, hybrid branch is used') 

    else 

        LMW(i,i)=lambertw(K,D(i,i));  

    end 

end 

% calculate the Lambert W func. for other upper triangle terms 

if sum(super_diag)==0 

    flag =0; % all jordan blocks have a size of 1 

else 

    flag =1; % some jordan blocks have a size > 1 

    block_start = 1; % where an jordan block begins 

    block_end = 1; % where an jordan block ends 

    for j=2:dim_X 

        if j>=block_end 

            if super_diag(j-1)==1 

                block_start = j-1; 

                if ~isempty(find(super_diag(j-1:end)==0)) 

                    block_end = min(find(super_diag(j-1:end)==0))+j-2; 

                else 

                    block_end = dim_X; 

                end 

                for k1 =block_start:block_end 
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                    for k2 = k1: block_end 

                        if  D(block_start,block_start)~=0 

                              LMW(k1,k2)=der_lambertw(K,D(block_start,block_start),k2-k1)/factorial(k2-k1);  

                             % (k2-k1)th deritive of lambertw(D(i))/(k2-k1)!  

                        end 

                    end 

                end 

            end 

        end 

    end 

end  

W = V*LMW*V^-1; % similarity transformation                                               

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- -- 

% Piecewise controllability test for a system of DDEs 

% x_dot(t) = A*x(t) + Ad*x(t-T)+B*u(t) 

% Check the linear independence of the rows of (sI-A-Ad*exp(-s*h))^-1*B 

% Let [C_1(s);C_2(s); ... ;C_n(s)]= (sI-A-Ad*exp(-s*h))B; If there exist p1, p2,...,pn, such that 

% [C_1(p1) C_1(p2) ... C_1(pn);...;C_n(p1) C_n(p2) ...C_n(pn)] has full 

% rank, then C_1(s), C_2(s), ... ,C_n(s) are linearly independent 

function contr_flag = pwcontr_test(A,Ad,B,h) 

thred = 1e-5; 

if nargin < 4 

    error('No enough input arguments') 

end  

dim = length(A); % dimension of the system 

syms s 

char = s*eye(dim)-A-Ad*exp(-s*h); 

contr_gram = char^-1*B; 

runs = 10; % test 10 times. If failed everytime, the system is NOT piecewise controllable; if passed for a 

run, the system is piecewise controllable 

contr_flag = 0; % default is set to be not piecewise controllable 

for j = 1:runs 

    p = 10*rand(dim,1); % random variable [p1 p2 p3 ... pn] 

    contr_matrix = []; 

    for i = 1:dim 

        contr_matrix = [contr_matrix subs(contr_gram, p(i))]; 

% formulating the matrix [C(p1) C(p2) .... C(pn)] 

    end 

    if det(contr_matrix) > thred 

        contr_flag =1; 

        disp('The system of DDEs is piecewise controllable.') 

        break; 

    end  

end 

if contr_flag==0 

    disp('The system of DDEs is NOT piecewise controllable.') 

end 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

% Find a feedback gain K to place the rightmost eigenvalue of the closed-loop at desired place 

% contr mode 1: u = -K*x(t) 

% the closed-loop system is x_dot(t) = (A-B*K)*x(t) + Ad*x(t-h) 

% contr mode 2: u =  -Kd*x(t-h) 

% the closed-loop system is x_dot(t) = A*x(t) + (Ad-B*Kd)*x(t-h) 

% contr mode 3: u = -K*x(t) - Kd*x(t-h) 

% the closed-loop system is x_dot(t) = (A-B*K)*x(t) + (Ad-B*Kd)*x(t-h) 

% observer mode 4: observer gain is L 

% the closed-loop system is x_dot(t) = (A-L*C)*x(t) + Ad*x(t-h) 

% default mode is 1. 

% K = place_dde(A,Ad,B,h,branch,pole_desired,contr_mode,K0,Q_ini,thredhold) 
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% The arguments contr_mode, K0, Q_ini and thredhold are optional 

% pole_desired must be a scalar. For complex values, e.g., you can use either -1+i or -1-i. 

function K = place_dde(A,Ad,B,h,branch,pole_desired,contr_mode,K0,Q_ini,thredhold) 

options_K_def = optimset('Display','final'); 

th2 = 0; 

[B_row, B_col] = size(B); 

if nargin <=5 

   warning('No enough input arguments.') 

elseif nargin ==6 

    contr_mode = 1;% default mode 1:u(t) =  -Kx(t) 

    K0 = ones(B_col,length(A)); 

    Q_ini = expm(-A*h); % use e^(-Ah) to initialize Q 

elseif nargin ==7 % only contr mode is selected 

    if contr_mode <=2 

        K0 = ones(B_col,length(A)); Q_ini = expm(-A*h); % mode 1 and 2 

    elseif contr_mode ==3 

        K0 = [ones(B_col,length(A)) zeros(B_col,length(A))];  Q_ini = expm(-A*h); % mode 3 

    elseif contr_mode ==4 

        K0 = ones(length(A),B_row); Q_ini = expm(-A*h); % observer mode 

    else 

        warning('mode must be <= 4'); 

    end 

elseif nargin ==8 

    Q_ini = expm(-A*h);     

elseif nargin ==10 

        if thredhold(1)~=0 

            options_K_def.TolFun = thredhold(1); 

        end 

        if thredhold(2)~=0 

            th2 = thredhold(2); % if thredhold is not zero, use it  to replace the default thredhold  

        end 

end 

  

if length(pole_desired)>1 

    warning('Pole_desired is a scalar, please enter either a real number, or a complex number'); 

end  

K =  fsolve(@find_K,K0,options_K_def,A,Ad,B,h,branch,pole_desired,contr_mode,Q_ini,th2)  

 

function rtn=find_K(X,A,Ad,B,h,branch,pole_desired,contr_mode,Q_initial,thredhold2) 

[B_row, B_col] = size(B); 

% calculate the closed-loop system 

if contr_mode == 1 

    K = X; Kd = zeros(B_col,length(A));A_cl = A-B*K;Ad_cl = Ad-B*Kd; 

elseif contr_mode ==2 

    Kd = X; K = zeros(B_col,length(A));A_cl = A-B*K;Ad_cl = Ad-B*Kd; 

elseif contr_mode ==3 

    K = X(:,1:length(A)); Kd = X(:,length(A)+1:end);A_cl = A-B*K;Ad_cl = Ad-B*Kd; 

elseif contr_mode ==4 

    A_cl = A-X*B;Ad_cl = Ad; 

end 

% can do the assignment for only one branch! 

if length(branch)~=1 

    error('Please select one and only one branch'); 

end 

% find the solution for the closed-loop system 

DDE_Sol = find_Sk(A_cl,Ad_cl,h,branch,Q_initial,thredhold2); 

% showing the current result 

eig_S   =  eig(DDE_Sol{1}.Sk) 

% calcuate the errors of eigenvalues 
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if isreal(pole_desired) 

    rtn = (max(real(eig_S))-pole_desired)^2; % match only the real part 

else 

    real_eig_diff = max(real(eig_S))-real(pole_desired); 

    imag_eig_diff = max(imag(eig_S(find(real(eig_S)==max(real(eig_S))))))-abs(imag(pole_desired)); 

    rtn = [real_eig_diff^2;imag_eig_diff^2]; % match both real and imag parts 

end     

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- -- 

% find Sk and CI 

A = -0.1; Ad = -0.1; h=1;  

DDE_Sol = find_Sk(A,Ad,h,0); 

Sk = DDE_Sol{1}.Sk; 

Sk = eig(DDE_Sol{1}.Sk) 

g = [0];x0 = [10]; 

[CI,uniqueness] = find_CI(A,Ad,h,Sk,g,x0) 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- ------------ 

% Matrix lambert W function 

W = [1 1 1;0 1 2;0 0 3]; branch = -1; % repeated eigenvalue 

jordan(W) 

lambertw_matrix(branch,W) 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- -- 

% Matrix Function: Compute Qk  

global h k1 k2 A Ad I  % Define variable for fsolve   

k1 = 0;k2=k1;  % Branch of the matrix Lambert W function 

I     =  eye(2);   % for identity matrix 

h     =  0.1;    % time-delay 

A     =  [-1 -3;2 -5]; Ad    =  [1.66 -0.697;0.93 -0.330]; % coefficient matrices of the system A=-Ad;B=-A 

x0=I;    % initial condition for interation => identity matrix   

tol=1e-8;options = optimset('MaxFunEvals',1000,'TolFun',1e-8); % iteration options 

X   =  fsolve(@equations,x0,options) 

 

function rtn=equations(x) 

global h k1 k2 A Ad I 

X   = [x(1) x(2) x(3) x(4)]; 

Q   =  [x(1) x(2);x(3) x(4)];  D =  Ad*h*Q; 

[v,d]  =  eig(D); 

W    =  v*[lambertw(k1,d(1,1)) 0;0 lambertw(k2,d(2,2))]*inv(v); % for matrix Lambert W function  

EX   =  expm(W+A*h); 

Left  =  (W*EX);                                               

Right  =  Ad*h;                                                   

rtn   =  [Left(1,1)-Right(1,1) 

          Left(1,2)-Right(1,2)     

          Left(2,1)-Right(2,1) 

          Left(2,2)-Right(2,2)]; 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- -- 

% find Sk 

B = -A 

Q   =  [X(1) X(2);X(3) X(4)]               % result for Qk 

D   =  Ad*h*Q; [v,d] =  eig(D);          % To compute Sk     

W  =  v*[lambertw(k1,d(1,1)) 0;0 lambertw(k2,d(2,2))]*inv(v); 

Sk   =  1/h*W-B                      % result for Sk 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

% find CI 

h = 1;                                

A = [-1 -3;2 -5]; Ad = [1.66 -0.697;0.93 -0.330]; 

% coefficient matrices of the system A=-Ad;B=-A 

Sk = [0.3055 -1.4150;2.1317 -3.3015]; 

g = [1;0];x0 = [1;0]; 

[CI,flag] = find_CI(A,Ad,h,Sk,g,x0) 
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----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- -- 

% find Sk,CI and CN 

A = -1; Ad = -1; h=1;  

DDE_Sol = find_Sk(A,Ad,h,1); 

Sk = DDE_Sol{1}.Sk; 

Sk = eig(DDE_Sol{1}.Sk) 

[CN,uniqueness] = find_CN(A,Ad,h,Sk) 

g = [1];x0=[1]; 

[CI,uniqueness] = find_CI(A,Ad,h,Sk,g,x0) 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

% find CI and CN 

h = 1;                                 

A = [-1 -3;2 -5]; Ad = [1.66 -0.697;0.93 -0.330]; % coefficient matrices of the system A=-Ad;B=-A 

Sk = [-0.3499-4.9801i -1.6253+0.1459i;2.4174+0.1308i -5.1048-4.5592i]; 

[CN,flag] = find_CN(A,Ad,h,Sk) 

g = [1;0]; x0=[1;0]; 

[CI,flag] = find_CI(A,Ad,h,Sk,g,x0) 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- -------- 

% find Sk 

A = [0 1;-4.6985 0]; Ad = [0 0;0 0.5]; h=1; 

Q_ini =expm(-A*h); 

DDE_Sol = find_Sk(A,Ad,h,0,Q_ini); 

DDE_Sol{1}.Sk 

Sk = eig(DDE_Sol{1}.Sk) 

----------------------------------------------------------------------------------------------------- -------------------------- 

% compute ad 

function num1  

a = -1; 

lambda_des = -0.5; % place the right most pole at -0.5 

ad_ini = 0; 

h = 1; 

options=optimset('Display','iter'); % Option to display output 

ad = fsolve(@assign_lambert,ad_ini,options,a,h,lambda_des)  

display(['right most pole is placed at:' num2str(lambertw(0,ad*h*exp(-a*h))/h+a)])  

 

function F = assign_lambert(ad,a,h,lambda_des) 

F = real(lambertw(0,ad*h*exp(-a*h))/h+a)-lambda_des; 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

% compute k 

function num2  

a = 1; 

ad = -1; 

lambda_des = -1; % place the right most pole at -1 

k_ini = 2; 

h = 1; 

options=optimset('Display','iter'); % Option to display output 

k = fsolve(@assign_lambert,k_ini,options,a,ad,h,lambda_des) 

 

function F = assign_lambert(k,a,ad,h,lambda_des) 

F = real(lambertw(0,ad*h*exp(-(a+k)*h))/h+(a+k))-lambda_des; 

----------------------------------------------------------------------------------------- -------------------------------------- 

% compute k 

function num3 

a = -0.1;  

ad_res = 0.1;  

lambda_des = -0.5; % place the right most pole at -0.5 

k_ini = 0; 

h = 1; 

options=optimset('Display','iter'); % Option to display output 
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K = fsolve(@assign_lambert,k_ini,options,a,ad_res,h,lambda_des)  

display(['right most pole is placed at:' num2str(lambertw(0,ad_res*K_placed*h*exp(-a*h))/h+a)]) 

 

function F = assign_lambert(k,a,ad_res,h,lambda_des) 

F = real(lambertw(0,ad_res*k*h*exp(-a*h))/h+a)-lambda_des; 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

% compute K 

h    =  0.2;% time-delay 

A = [0 1;-1 0.1] ; Ad = [0 0 ;0 0] ; B = [0;1]; % open loop 

% pole_desired=[-1+2.5i]; 

pole_desired=[-1+2i]; 

% pole_desired=[-1+1.5i]; 

Q_ini = [inf inf;1 1]; 

Kd_ini = [1 1]; 

contr_mode = 2; 

branch =0; 

% K  = place_dde(A,Ad,B,h,branch,pole_desired,contr_mode); 

threshold = [1e-8, 1e-8]; 

K = place_dde(A,Ad,B,h,branch,pole_desired,contr_mode); 

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------ - 

% compute K 

h    =  0.2;% time-delay 

A = [0 1;-4.6985 0] ; Ad = [0 0 ;0 0] ; B = [0;0.25]; % open loop 

% pole_desired=[-1+2.5i]; 

pole_desired=[-1+2i]; 

% pole_desired=[-1+1.5i]; 

Q_ini = [inf inf;1 1]; 

Kd_ini = [1 1]; 

contr_mode = 2; 

branch =0; 

% K  = place_dde(A,Ad,B,h,branch,pole_desired,contr_mode); 

threshold = [1e-8, 1e-8]; 

K = place_dde(A,Ad,B,h,branch,pole_desired,contr_mode); 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- -- 

% contr.test 

h     =  1; % time-delay 

A = [0 0;0 1]; Ad = [-1 -1;0 -0.9]; h = 1; B = [0;1]; 

pwcontr_test(A,Ad,B,h) 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------  

% find Sk 

A   =  [0 0;0 1]; Ad   =  [-1 -1;0 -0.9]; h=0.1; 

Q_ini =expm(-A*h); 

DDE_Sol = find_Sk(A,Ad,h,0,Q_ini); 

DDE_Sol{1}.Sk 

Sk = eig(DDE_Sol{1}.Sk) 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- -- 

% compute K and Kd 

h     =  0.1; % time-delay 

A = [0 0;0 1] ; Ad = [-1 -1;0 -0.9] ; B = [0;1]; % open loop 

pole_desired=[-1]; 

Q_ini = expm(-A*h); 

Kd_ini = [1 1]; 

K_ini=[1 1] 

contr_mode = 3; 

branch =0; 

% K  = place_dde(A,Ad,B,h,branch,pole_desired,contr_mode); 

threshold = [1e-8, 1e-8];  

K = place_dde(A,Ad,B,h,branch,pole_desired,contr_mode); 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- -- 
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 Bضمیمه 

 5ضمیمه برای فصل 

1.B محدودیت در تخصیص مقدار ویژه 

  های سمستمی توان راست ترین قطب  تابع لامبرتبراستاس روش  ،نمب بمان کردی  قبلاًهمانطور که 

کنتر  رای طراحی ه مختلط انتقا  داد و از این روش برا به موقعمت های مورد نظر در صتتفح یتاخمر

 استفاده کرد. پسخورد کننده

 ،سمست  زیر را در نظر بامرید

(1.B) 𝑥̇(𝑡) = 𝑎𝑥(𝑡) + 𝑢(𝑡 − ℎ), 𝑎 > 0 

 ،با کنتر  پسخورد خطی

(2.B) 𝑢(𝑡) = 𝑓𝑥(𝑡) 

  ،در چنمن حالتی سمست  حلقه بسته به صورتاست.  حالت پسخورد 𝑓که در آن 

(3.B) 𝑥̇(𝑡) = 𝑎𝑥(𝑡) + 𝑓𝑥(𝑡 − ℎ) 

 ،به صورت زیر بدست می آید (B.3)ریشه از معادله مشخصه سمست  راست ترین  .بدست می آید

(4.B) 𝑠0 =
1

ℎ
𝑊0(𝑓ℎ𝑒

−𝑎ℎ) + 𝑎 

رار دادن راست ترین با ق می توان پایدار کردن سمست  است به طوریکه 𝑓هدف اصتلی از انتخاب بهره 

 ،معادلهموقعمت مورد نظر و با حل  مقدار ویژه در

(5.C) 𝜆𝑑𝑒𝑠𝑖𝑟𝑒𝑑 =
1

ℎ
𝑊0(𝑓ℎ𝑒

−𝑎ℎ) + 𝑎 

 .، سمست  را پایدار کرد 𝑓بدست آوردن بهره مناسب  برای



 

 

89 

𝑎فرض کنمد  2 مثال = 1, ℎ = 0.1s  ،و راستتت ترین مقدار ویژه مورد نظر𝜆𝑑𝑒𝑠𝑖𝑟𝑒𝑑  ،−1 آنااه  باشتتد

 ،حل می کنم  𝑓معادله زیر را برای بدست آوردن بهره 

−1 =
1

0.1
𝑊0(𝑓 × 0.1 × 𝑒

−0.1) + 1 

𝑓و بدست می آوری   = −1.8097 . 

 به نتمجه بالا اما طراحی شود یتاخمرسمست  های می تواند برای  پستخورد کنتر  کنندهارر چه یک 

به  هر مقداری را اختصتتتا  داد. با توجه می توانت که به راستتتت ترین مقدار ویژه این معنا نمستتت

وجود دارد و در  در تخصمص مقدار ویژه محدودیت هایی زمانی، تاخمر ی ستمستت  مخصوصاًپارامترها

 پایدار شوند. 𝑓پسخورد ها نمی توانند با هر مقدار  بدترین حالت برخی سمست 

، دارای تصویر ار مختلط استتتیک مقد 𝐻که  تابع لامبرتاز  𝑊𝑘(𝐻)همانطور که می دانم  هر شتاخه 

مخصتو  به خود می باشتد همچنمن تصویر هر شاخه نسبت به محور حقمقی متقارن است و قسمت 

𝐻در  1− دارای ممنمم  مقدار 𝑊0حقمقی شتاخه اصتلی  =
−1

𝑒
قستمت حقمقی شاخه  بنابرایناستت.  

در تخصمص راست  که نامساوی زیر را در خصو  حد پایمن است 1−اصلی هممشه ببررتر یا مساوی 

 ترین ریشه نتمجه می دهد،

(6.B) 𝑅𝑒{𝑠0} = 𝑅𝑒{𝜆𝑑𝑒𝑠𝑖𝑟𝑒𝑑} =
1

ℎ
𝑅𝑒{𝑊0(𝑓ℎ𝑒

−𝑎ℎ)}⏟          
≥−1

+ 𝑎 ≥
−1

ℎ
+ 𝑎 

کوچک باشتتد عبارت  ℎزمانی مانند یک عامل وزنی عمل می کند. ارر  تاخمردر این نامستتاوی عکس 

𝑊0(𝑓ℎ𝑒پایداری 
−𝑎ℎ)  پسخورد که می تواند با𝑓 ًبمشتری روی  تنظم  شود دارای اثر نسبتا𝑠0  است و

پایدار  ،دزمانی ببرگ باش تاخمررفت که ارر  می توانزمانی که سمست  ناپایدار است  بنابراینعکس. به 

می تواند هر مقدار حقمقی باشد  𝑓پسخورد  کهاینفرض بنابراین با کردن سمست  مشکل تر خواهد بود. 

𝑊0(𝑓ℎ𝑒حتی ارر عبارت 
−𝑎ℎ)  با انتخاب مقدار𝑓 ،به صورت زیر کاهش پمدا کند 

(7.B) 𝑓ℎ𝑒−𝑎ℎ = −
1

𝑒
→ 𝑓 = −

1

ℎ𝑒1−𝑎ℎ
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وجود ندارد.   ∗ℎ، ببررتر از  ℎزمانی  تاخمروجود دارد کته امکتان پایداری برای  ∗ℎیتک مقتدار آناتاه 

  ،یعنی

(8.B) 0 =
−1

ℎ∗
+ 𝑎 → ℎ∗ =

1

𝑎
 

𝑎برای مثا  ارر  = ℎآنااه برای هر  1 > ℎ∗ = 1𝑠 پستتخورد هر مقدار  ستتمستتت  نمی تواند با𝑓  پایدار

ℎشتود. برای مثا  زمانی که  = 2𝑠 طبق نامستاوی هممشتته ببررتر از ، راستت ترین مقدار ویژه ،باشتد

برای  .سمست  را پمدا کردزمانی بحرانی برای پایدارسازی  تاخمر می توان به این ترتمبمی باشد.  0.5+

𝑓مثا  ارر  > سمست  همچااه پایدار  بنابراینهممشته ببررتر از صفر است  𝑊0باشتد آنااه آررومان  0

 نمی شود.

باشد حالت های متفاوتی از این  ، حالت و یا هر دوزمانی در ورودی تاخمر این کههمچنمن با توجه به 

 ،وجود دارد. برای مثا  حالت زیر را در نظر بامرید مسأله

(9.B) 𝑥̇(𝑡) = 𝑎𝑥(𝑡) + 𝑎𝑑𝑥(𝑡 − ℎ) + 𝑢(𝑡) 

 که در آن،

(10.B) 𝑢(𝑡) = 𝑓𝑥(𝑡) + 𝑓𝑑𝑥(𝑡 − ℎ) 

 ،راست ترین ریشه به صورت بنابراین

(11.C) 𝑠0 =
1

ℎ
𝑊0((𝑎𝑑 + 𝑓𝑑)ℎ𝑒

−(𝑎+𝑓)ℎ) + 𝑎 + 𝑓 

 مشابه قبل بحث کرد. می توانپایدارسازی و محدودیت های آن  می باشد که در مورد مسائل
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