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چͺیده
مͬ�توان جواب�ها از استفاده با که چرا دارد علوم تمامͬ در خاصͬ اهمیت دیفرانسیل معادلات حل
از بنابراین . نیست پذیر امͺان راحتͬ به همیشه جواب�ها تمامͬ آوردن بدست اما نمود تحلیل را مسايل
و جواب ͷی داشتن با ، است تقارن گروه ͬͺکم ابزارهای این از ͬͺی مͬ�کنیم. استفاده ͬͺکم ابزارهای
گروه�های آوردن بدست برای اما ، رسید جواب�ها از بسیاری به مͬ�توان تقارن گروه�های در آن دادن قرار
پرداخته کاربردی�تر روش دو به است آن بر سعͬ نامه پایان این در . دارد وجود متنوعͬ روش�های تقارن
امتداد در و است شده بررسͬ تقارن گروه�های آوردن بدست در برداری میدان�های روش ابتدا در شود.

. است شده اشاره نیز Harrisonروش همچنین و است شده ذکر دیفرانسیلͬ فرم�های روش آن
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චاری... ণپاس໋�
٢ اوست های هͬ از روح هوی و های اوست دم�های از نای این دمدمه

. یافت پایان و سامان پژوهش این تا کرد یاری پنهانش و پیدا توفیق که را نواز بنده کارساز خداوند سپاس

مجدانه تلاش�های که است بزرگواری استاد دانش و معرفت خرمن از چینͬ خوشه ثمره پژوهش این نͽارش

این موضوع بررسͬ که است آن .حقیقت ساخت آسان نͽارنده بر را توفیق این به حصول ، ایشان مخلصانه و

زمینه این در تفحص و تحقیق ضرورت به نظر اما ، مͬ�خواست نͽارنده بضاعت از بیش بضاعتͬ نامه پایان

رضا سید دکتر آقای جناب محترم استاد ͹سن گران تجربیات و نظرات از بهره�گیری و شخصͬ علاقه با

توجه . نهم گام راه این در دانستم خود وظیفه منابع کمبود جمله از رو پیش فراوان مشͺلات علیرغم حجازی

عظیم اتͺای نقطه ایشان موشͺافانه و علمͬ مشاوره�های و پژوهشͬ امور به حجازی دکتر آقای جناب عمیق

صاحب بͬ�تردید . داشت ادامه مستمرأ آن دشواری�های و پژوهش مراحل کلیه بر که بود کننده�ای دلͽرم و

حرفأ علمنͬ «من شریف حدیث حͺم به و کرد نخواهد فراموش را بزرگوار استاد بیشمار محبت�های قلم این

. مͬ�داند ایشان بͬ�دریغ و صمیمانه ارشاد�های ابدی مدیون را خود « عبدأ صیرنͬ فقد

زحمت که دسترنج الهام دکتر خانم سرکار و پسندیده هادی دکتر آقای جناب از مͬ�دانم خود وظیفه پایان در

بنمایم. را تشͺر کمال فرمودند تقبل را رساله این داوری و مطالعه
است.٣ تاک رگ در ناخورده باده هزار رزان کار رسیده پایان به که مبر گمان

ঈوشਔی ৯۱۳۹۲/۶/۲۵دا

٢مولانا
٣حافظ
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٢ مطالب فهرست

دارد زیادی بسیار وکاربرد�های مͬ�کند بازی علوم از بسیاری در بارزی و مهم بسیار نقش ریاضیات امروزه

... و اقتصاد ، ͷفیزی ، مهندسͬ مانند علومͬ در که است دیفرانسیلͬ معادلات حل ، کاربردها این از ͬͺی

این حل .بنابراین است علوم این اصلͬ زبان دیفرانسیل معادلات گفت بتوان جد به شاید . مͬ�رود کار به

دیدن با که نͺته�ای اولین همیشه و مͬ�شود مطرح علوم این در که است مسایلͬ حل برای کلیدی ، معادلات

روش�های راستا این در . است آن جواب�های یا جواب یافتن ، هستیم روبرو آن با معادلات دستͽاه ͷی

مختلف انواع به معادلات طبقه�بندی با که است شده بیان مختلف دیفرانسیل معادلات حل برای گوناگونͬ

و هندسͬ دیدگاهͬ با است شده سعͬ �نامه پایان این در اما مͬ�دهد. شرح را طبقه آن به مختص حل روش

معادلات دستͽاه حل برای کار�آمدی بسیار روش�های لͬ گروه�های ، ناوردا�ها ، جت فضاهای ͷکم به

خطͬ غیر و خطͬ معمولͬ دیفرانسیل معادلات تمامͬ برای اجرا قابل و بوده کلͬ که شود بیان دیفرانسیل

نباشد. متعلق ، خاص دسته�ای به و باشد

ادامه در نمود. پایه�گذاری و آغاز را روش این ، میلادی ١٩ قرن در که بود کسͬ اولین ل۴ͬ سفوس ماریس

او کار که ، پرداختند او کار تͺمیل به کارتان۵ همچون دیͽری بزرگ دانشمندان ، او ارزشمند کارهای

. مͬ�گیرد قرار بررسͬ مورد که است استقبال مورد و کاربردی بسیار موضوعͬ نیز هم�اکنون

بپذیرد نقطه�ای تبدیلات از r-پارامتری لͬ گروه ، شده داده معمولͬ دیفرانسیل معادله اگر داد نشان لͬ

انتͽرال�گیری ͷی با یافته کاهش دیفرانسیل معادله جواب�های اینرو از مͬ�یابد کاهش ͬͺی معادله مرتبه

شده داده معمولͬ دیفرانسیل معادله اگر و مͬ�دهد بدست را اصلͬ معمولͬ دیفرانسیل معادله جواب�های

مرتبه r معادله مرتبه باشد حل�پذیر آن با متناظر لͬ جبر و بپذیرد نقطه�ای تبدیلات از r-پارامتری گروه

انجام استاندارد متغیر�های وسیله به یا دیفرانسیلͬ ناورداهای ساختن با مرتبه کاهش این که مͬ�یابد کاهش

یافتن برای معمولͬ دیفرانسیل معادله مرتبه کاهش بر علاوه تقارن گروه�های از مͬ�توان بنابراین . مͬ�گیرد

کرد. استفاده اولیه شده داده جواب�های از استفاده با جدید جواب�های یا جواب

معادلات سیستم مرتبه کاهش برای حل�پذیر گروه�های از بیانچ۶ͬ همچون دیͽری دانشمندان ادامه در

و دیفرانسیلͬ فرم�های از استفاده با نیز دیͽری دانشمندان اما کردند. استفاده اول مرتبه معمولͬ دیفرانسیل

بودند آن دنبال به که چیزی اما ، گماردند همت دیفرانسیل معادلات تقارن�های یافتن به کارتان فرم�های

روشنͬ به و است لͬ مشتقات از استفاده تقارن�ها کلید که دریافتند آنها ادامه نمͬ�کرد.در قانع را آنها و نبود

. کردند مشخص را دیفرانسیل معادلات همه در آنها کاربرد ͬͽونͽچ
۴Marius Sophus Lie
۵Cartan
۶Bianchi



٣ مطالب فهرست

آوردن بدست و دیفرانسیل معادلات حل در کاربردی�تر روش دو که است این بر سعͬ پایان�نامه این در

آورده اولیه مفاهیم عنوان به مطالبͬ ١ فصل در بنابراین بͽیرد. قرار مقایسه و مطالعه مورد تقارن گروه�های

تصویری بتواند خواننده و پرداخت بعدی فصول بررسͬ و مطالعه به بتوان تا دانست آغاز در باید که شده

به مثال با و شده ذکر برداری میدان�های روش ٢ فصل در آورد. بدست را خود نیاز مورد مطالب از کلͬ

فصل مانند و است شده آورده دیفرانسیلͬ فرم�های روش ٣ فصل در . است شده پرداخته روش این توضیح

است. شده آورده روی مثال�ها به بهتر درک برای قبل

بررسͬ و تحقیق و کار ادامه برای لازم علاقه�مندی ، مطلب فهم و مطالعه ضمن خواننده است امید پایان در

باشد. کرده کسب را



١ فصل
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۵ هندسه بنیادی مفاهیم .١.١

هندسه بنیادی مفاهیم ١.١

است. شده داده توضیح بعدی فصل�های در نیاز مورد ابتدایͬ مفاهیم فصل این در

گوئیم n-بعدی ͬͺتوپولوژی منیفلد ͷی آنرا باشد ͷتوپولوژی فضای ͷی M مͬ�کنیم فرض .١.١.١ تعریف

باشد: برقرار زیر شرایط هر�گاه

مانند M از هم از جدا باز زیرمجموعه�های M از p, q نقطه دو هر برای یعنͬ ، باشد هاسدورف M •

. q ∈ V و p ∈ U که طوری به باشند موجود V و U

باشد. داشته شمارا پایه�ی یعنͬ باشد، دوم نوع شمارای M •

ͷی با همیومورف ͬͽهمسای ͷی در مشمول آن نقطه هر یعنͬ باشد، n بعد از اقلیدسͬ موضعا M •

باشد. Rn از باز زیر�مجموعه

مشتقات هرگاه گویند دیفرانسیل�پذیر یا C∞ یا Fهموار : U ⊂ Rn → V ⊂ Rmاشتͽن .٢.١.١ تعریف

باشد. پیوسته و موجود مرتبه�ای هر از F جزئͬ

زیر�مجموعه�های Vα Mو منیفلد زیرمجموعه�های از شمارا گردایه�ای {Uα}α مͬ�کنیم فرض .٣.١.١ تعریف

چارت را (Uα, φα) آنͽاه باشد همیومورفیسم φα : Uα → Vα و ∪αUα =M اگر باشند. Rn از همبند باز

مͬ�نامیم. M منیفلد روی ١مختصاتͬ

نͽاشت باشند M منیفلد روی چارت دو (V, ψ) و (U,φ) اگر حال

ψ ◦ φ−١ : φ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ).

ψ ◦ φ−١ هرگاه مͬ�نامیم سازگار هموار طور به را فوق چارت دو مͬ�نامیم. ψ به φ از گذر نͽاشت را

باشد. دیفیومورفیسم

هرگاه گوئیم هموار نͽاشتͬ را F :M → N نͽاشت باشند، هموار منیفلدهایͬ N Mو اگر .۴.١.١ تعریف

N روی ψβ : Ũβ → Ṽβ ⊂ Rn چارت هر و M روی φα : Uα → Vα ⊂ Rm مختصاتͬ چارت هر برای

باشد. هموار نͽاشتͬ ψβ ◦ F ◦ φ−١
α : Rm → Rn مرکب نͽاشت

را F باشد هموار نͽاشتͬ F : M → N و باشند هموار منیفلد دو N و M کنیم فرض .۵.١.١ تعریف

. باشند هموار F−١ و F و باشد دوسویͬ F هرگاه گوییم دیفیومورفیسم
١Chart



۶ نیاز�ها پیش و اولیه مفاهیم .١

به دو به دو A اعضای هرگاه مͬ�نامیم M روی اطلس ͷی را A = {(Uα, φα)}α مجموعه .۶.١.١ تعریف

نباشد. دیͽری اطلس هیچ در مشمول هرگاه است ماکسیمال A اطلس باشند. سازگار هموار طور

هر است. هموار ماکسیمال اطلس ͷی ،M ͬͺتوپولوژی منیفلد روی هموار ساختار ͷی .٧.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان (M,A) با و نامیده هموار منیفلد ͷی را A هموار ساختار ͷی به مجهز ͬͺتوپولوژی منیفلد

-n ͬͺتوپولوژی هموار منیفلد Sn = {x ∈ Rn+١ : |x| = ١} n-بعدی واحد کره • .٨.١.١ مثال

است. بعدی

است. n-بعدی هموار ͬͺتوپولوژی منیفلد RPn = {[x] : x ∈ Rn+١} •

است. n-بعدی هموار منیفلد ͷیV = spanR{e١ · · · en} مانند n-بعدی برداری فضای هر •

×M(mمنیفلد n,C) ماتریس�های و بعدی -m× n هموار ×M(mمنیفلد n,R) ماتریس�های کلیه •

است. ٢mnبعدی هموار

دکارتͬ حاصلضرب آنͽاه باشند n-بعدی هموار منیفلد N و m-بعدی هموار منیفلد M اگر .٩.١.١ قضیه

است. ×m-بعدی n هموار منیفلد M ×N

[١٢] برهان.

است. پیوسته منیفلد دو بین هموار نͽاشت هر .١٠.١.١ لم

(V, ψ) و p شامل (U,φ) مانند چارت�هایͬ آنͽاه . p ∈M و باشد هموار F :M → N کنید فرض برهان.

. است پیوسته ψ ◦ F ◦ φ−١ آنͽاه است هموار ψ ◦ F ◦ φ−١ : φ(U) → ψ(V ) که موجودند F (p) شامل

پیوسته�اند. ψ−١ و φ−١ بنابراین همیومورفیسم�اند ψ : V → ψ(V ) و φ : U → φ(U) چون

ψ−١ ◦ (ψ ◦ F ◦ φ−١) ◦ φ = (ψ−١ ◦ ψ) ◦ F ◦ (φ−١ ◦ φ) = F |U

است. پیوسته M روی F بنابراین بود دلخواه U چون و است پیوسته F |U لذا

با F تابع آنͽاه dimN = n و dimM = m اگر است مفروض F : M → N هموار تابع .١١.١.١ قضیه

باشند. هموار ها Fi هرگاه است هموار F (p) = (F١(p), · · · , Fn(p)) ضابطه�ی

[١٢] برهان.

Mو روی اطلس دو {(Vβ, ψβ)} و {(Uα, φα)} اگر باشد، پیوسته F : M → N کنید فرض .١٢.١.١ لم

باشد. هموار ψβ ◦ F ◦ φα−١ هرگاه است هموار F آنͽاه باشند N



٧ هندسه بنیادی مفاهیم .١.١

[١٢] برهان.

است. هموار هموار، نͽاشت دو ترکیب .١٣.١.١ لم

[١٢] برهان.

ͷی دارای p ∈ M نقطه هر اگر ، است موضعͬ دیفیومورفیسم F : M → N نͽاشت .١۴.١.١ تعریف

باشد. دیفیومورفیسم F |U : U → F (U) و باز F (U) ⊂ N که باشد U مانند باز ͬͽهمسای

ͷی p ∈ M هر ازای به اینصورت در باشد دوسویͬ و موضعͬ دیفیومورفیسم ͷی F : M → N اگر

است. دیفیومورفیسم F : U → V که است موجود F (p) شامل V و p شامل U مانند باز ͬͽهمسای

پوششͬ نͽاشت π : X → Y نͽاشت ، باشند ͷتوپولوژی فضای دو �Y و X کنید فرض .١۵.١.١ تعریف

ͬͽهمسای ͷی دارای x ∈ X هر برای و باشند راهͬ همبند موضعأ و همبند Y و X ، پوشا π هرگاه دارد نام

. باشد همیومورفیسم π−١ : π(U) → U که طوری به باشد U مانند باز

π : M̃ → M هموار پوششͬ نͽاشت ، باشند همبند هموار منیفلد دو M̃ و M اگر .١۶.١.١ تعریف

که طوری به باشد U مانند باز ͬͽهمسای ͷی دارای p ∈ M نقطه هر اگر است هموار پوشای نͽاشت ͷی

است. دیفیومورفیسم π−١ : π(U) → U

گویند. پوشش پایه منیفلد M به و پوششͬ منیفلد M̃ به

σ : M → M̃ مانند پیوسته�ای نͽاشت π : M̃ → M پیوسته�ی نͽاشت از ٢ برش ͷی .١٧.١.١ تعریف

.π ◦ σ = IdM که است

. است ٣ موضعͬ برش ͷی σ کند صدق π ◦ σ = IdU شرط در σ : U → M̃ و باشد U ⊂M اگر

M̃ از نقطه هر اینصورت در باشد هموار پوششͬ نͽاشت ͷی π : M̃ → M کنیم فرض .١٨.١.١ لم

p = π(q) از ͬͽهمسای ͷی q ∈ M̃ اگر ، این بر علاوه است. π از هموار موضعͬ برش ͷی در مشمول

σ(p) = q که است موجود σ : U → M̃ مانند همواری برش و U مانند

.[١٢] برهان.

مفروض M ͬͺتوپولوژی منیفلد روی F : M → R(V ) مقدار برداری یا حقیقͬ نͽاشت .١٩.١.١ تعریف

suppF = {x ∈M : f(x) ̸= ٠} بستار از عبارتست F محمل ، است
٢Section
٣Local Section



٨ نیاز�ها پیش و اولیه مفاهیم .١

صورت به a نقطه در را مماس بردارهای مجموعه ، a ∈ Rn کنید فرض .٢٠.١.١ تعریف

است: برقرار بردارها این بین زیر روابط مͬ�گیریم، نظر در Rn
a = {va : v ∈ Rn}

va +wa = (v +w)a , k(va) = (kv)a

است. برداری فضای ͷی Rn
a فوق روابط به توجه با

زیر روابط در هرگاه مͬ�نامیم a نقطه در مشتق ͷی را X : C∞(Rn) → R خطͬ نͽاشت .٢١.١.١ تعریف

کند: صدق

f, g ∈ C∞(Rn) X(fg)(a) = Xf · g(a) + f(a)X(g)

با را Rn aدر نقطه در مشتق عملͽرهای تمام فضای

TaRn = {X : C∞(R) −→ R | است {Xمشتق

مͬ�گوییم. a نقطه در Rn مماسͬ فضای آن به و مͬ�دهیم نشان

داریم: باشند a ∈ Rn نقطه در مشتق عملͽر دو Y و X اگر

(X + Y )f = Xf + Y f , c(Xf) = (cX)f

است. برداری فضای ͷی TaRn ، بالا ویژگͬ دو طبق

: آنͽاه Xباشد ∈ TaRn و a ∈ TaRn کنید فرض .٢٢.١.١ لم

Xf = ٠ آنͽاه باشد ثابت f اگر •

X(fg) = ٠ آنͽاه f(a) = g(a) = ٠ اگر •

بنابراین: g = ١ و f = c مͬ�دهیم قرار :١ برهان.

X(g) = X(g · g) = gXg + gXg = ٢Xg =⇒ X(g) = ٠

X(f) = X(cg) = cXg = ٠

. است بدیهͬ اثبات :٢



٩ هندسه بنیادی مفاهیم .١.١

مͬ�کنیم: تعریف زیر شͺل به را Dv

∣∣
a
: C∞(Rn) −→ R خطͬ عملͽر باشد va ∈ Rn

a کنیم فرض

Dv

∣∣
a
f = Dvf(a) =

d

dt

∣∣∣
t=٠

f(a+ tv)

داریم: مشتق زنجیری قاعده طبق آنͽاه باشد ei استاندارد پایه با R در بردار ͷی va =
∑

n
i=١v

iei|a اگر

f = f(x١, · · · , xn) , a = (a١ · · · an) , a+ tv = (a١ + tv١, · · · , an + tvn)

d

dt

∣∣∣
t=٠

f(a+ tv) =
d

dt
f(a١ + tv١, · · · , an + tvn) =

∂f

∂x١
dx١

dt
+ · · ·+ ∂f

∂xn
dxn

dt

= v١
∂f

∂x١
+ · · ·+ vn ∂f

∂xn
=
∑

n
i=١v

i ∂f

∂xi
= Dv

∣∣
a
f

مͬ�سازد. TaRn برای پایه ͷی
{ ∂

∂x١

∣∣∣
a
, · · · , ∂

∂xn

∣∣∣
a

}
مجموعه بنابراین

اگر مͬ�نامیم p ∈M نقطه�ی در مشتق ͷی را X : C∞(M) −→ R خطͬ عملͽر .٢٣.١.١ تعریف

X(fg)(p) = f(p)Xg + g(p)Xf

با را p ∈M نقطه در مشتق عملͽرهای تمام مجموعه

TpM = {X : C∞(M) → R|است {Xمشتق

منیفلد بر مماس بردارهای TpM اعضای به مͬ�شود. گفته p نقطه در M مماسͬ فضای آن به و داده نشان

مͬ�شود نامیده مماس۴ͬ کلاف ⊔p∈MTpM = TM است بعدی -n برداری فضای ͷی TpM و مͬ�شود گفته

است. بعدی ٢n هموار منیفلد و

نͽاشت p ∈M هر ازای به آنͽاه باشد، هموار نͽاشت ͷی F :M → N اگر .٢۴.١.١ تعریف

گویند. برنده۵ پیش نͽاشت F∗ مͬ�نامیم.به p نقطه�ي در F نͽاشت مشتق را F∗p : TpM → TF (p)N

(F∗pX)f = X(f ◦ F )

است: برقرار نیز زیر روابط
۴Tangent Bundle
۵Push Forward



١٠ نیاز�ها پیش و اولیه مفاهیم .١

•

F∗p(aX + bY )f = a(F∗pX)f + b(F∗pY )f

•

(F∗pX)(fg) = f(F (p))(F∗pX)g + g(F (p))(F∗pX)f

: هستند مفروض G : N −→ P و F :M −→ N هموار نͽاشت دو .٢۵.١.١ لم

(١

(G ◦ F )∗ = G∗ ◦ F∗

(٢

(IdM )∗ = IdTpM

. است ایزومورفیسم F∗p : TpM −→ TF (p)N آنͽاه باشد دیفیومورفیسم F اگر (٣

[١٢] برهان.

و است M منیفلد روی هموار خم ͷی α : I →M هموار تابع I ⊂ R کنیم فرض .٢۶.١.١ تعریف

α′(t٠) = α̇(t٠) = α∗
d

dt

∣∣∣
t=t٠

∈ Tα(t٠)M

در α مانند هموار خم ͷی بر مماس X آنͽاه باشد X ∈ TpM اگر ، است p ∈ M نقطه .٢٧.١.١ قضیه

است: زیر شرایط با M

α(٠) = p α′(٠) = X

مختصاتͬ پایه X = Xi ∂

∂xi

∣∣∣
p
باشد p نقطه از گذرنده هموار مختصاتͬ چارت (U,φ) کنید فرض برهان.

مͬ�کنیم تعریف مختصات این در α(t) = (tX١, · · · , tXn) صورت به را α : (−ε, ε) → U خم . است

که مͬ�دهد نشان بالا محاسبات و است α(٠) = p شرط با هموار خم ، خم این که است واضح

α′(٠) = Xi ∂

∂xi

∣∣∣
α(٠)

= X

.

بردار t٠ ∈ I برای آنͽاه هستند مفروض α : I → M وخم F : M → N هموار تابع .٢٨.١.١ قضیه

مͬ�شود. F)بیان ◦ α)′(t٠) = F∗(α
′(t٠)) صورت به F ◦ α : I → N خم در t = t٠ نقطه در مماس



١١ هندسه بنیادی مفاهیم .١.١

داریم: برهان.

(F ◦ α)′(t٠) = (F ◦ α)∗
d

dt

∣∣∣
t٠
= F∗ ◦ α∗

d

dt

∣∣∣
t٠
= F∗

(
α∗

d

dt

∣∣∣
t٠

)
= F∗(α

′(t٠))

که مͬ�باشد x ∈ M نقطه�ی هر در v|x ∈ TxM مماس بردار M روی v برداری میدان .٢٩.١.١ تعریف

میدان ،(x١, . . . , xm) موضعͬ مختصات در مͬ�کند. تغییر دیͽر نقطه�ی به نقطه�ای از هموار طور به v|x
فرم دارای x از ξi(x) هموار تابع هر برای برداری

v|x = ξ١
∂

∂x١
+ ξ٢

∂

∂x٢
+ · · ·+ ξm

∂

∂xm
, (١.١)

مͬ�دهیم. χ(M)نشان با را M روی هموار برداری میدان�های تمام مجموعه مͬ�باشد.

میدان ͷی نیز ،[v,w] آنها، ۶ لͬ کروشه�ی باشند، M روی برداری میدان دو w و v اگر .٣٠.١.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به f :M → R هموار توابع همه برای که است برداری

[v,w](f) = v(w(f))−w(v(f)). (٢.١)

باشیم: داشته اگر موضعͬ، مختصات در همچنین

v =
m∑
i=١

ξi(x)
∂

∂xi
, w =

m∑
i=١

ηi(x)
∂

∂xi
,

داریم: بنابراین

[v,w] =

m∑
i=١

(v(ηi)−w(ξi))
∂

∂xi
=

m∑
i=١

m∑
j=١

(
ξj
∂ηi

∂xj
− ηj

∂ξi

∂xj

)
∂

∂xi
. (٣.١)

لͬ کروشه�ی مͬ�گیریم، نظر در را c′ و c ثابت�های و M روی u و w ،v برداری میدانهای .٣١.١.١ گزاره

مͬ�کند: صدق زیر خواص در آنها

دوخطͬ •

[cv + c′v′,w] = c[v,w] + c′[v′,w],

[v, cw + c′w′] = c[v,w] + c′[v,w′].

پادمتقارن •

[v,w] = −[w,v].

۶Lie Bracket



١٢ نیاز�ها پیش و اولیه مفاهیم .١

ژاکوبͬ اتحاد •

[u, [v,w]] + [w, [u,v]] + [v, [w,u]] = ٠.

مͬ�شود. اثبات آسانͬ به (٣.١) و (٢.١) از استفاده با برهان.

X١, X٢ ∈ χ(M) و باشد دیفیومورفیسم ͷی F :M → N اگر .٣٢.١.١ قضیه

F∗[X١, X٢] = [F∗X١, F∗X٢] (۴.١)

[١٢] برهان.

ω : TxM → R مقدار حقیقͬ و خطͬ تابع مͬ�گیریم، نظر در را x ∈M شده�ی داده نقطه�ی تعریف٣٣.١.١.

مماسͬ برداری فضای دوگان ١-فرم�ها فضای مͬ�کند. تعریف x در دیفرانسیلͬ ١-فرم مماسͬ، فضای روی

با هم�مماسͬ فضاهای مͬ�شود. نوشته T ∗
xM صورت به و �شده نامیده هم�مماسͬ فضای و مͬ�باشد TxM

کلاف تشͺیل مماسͬ، کلاف مشابه که مͬ�دهند را T ∗M = ⊔x∈MT
∗
xM

٧ هم�مماسͬ کلاف تشͺیل هم

نظر در را f : M → R هموار و مقدار حقیقͬ تابع مͬ�دهد. M m-بعدی منیفلد روی ٢m-بعدی برداری

x = (x١, . . . , xm) موضعͬ مختصات در است. ١-فرم ،df =
∑m

i=١
∂f

∂xi
dxi آن، دیفرانسیل مͬ�گیریم،

پایه�ای هستند، مماسͬ فضای از ∂xj مختصاتͬ پایه�های دوگان که مختصاتͬ، توابع از dxi دیفرانسیل�های

در ١-فرم هر پایه این حسب بر مͬ�کنند. فراهم مختصاتͬ چارت از نقطه هر در هم�مماسͬ فضاهای برای

دارد: را زیر موضعͬ مختصات فرم عمومͬ حالت

ω =

m∑
i=١

hi(x)dx
i.

تعریف مماسͬ فضای روی متناوب چندخطͬ نͽاشت عنوان به بالاتر مراتب از دیفرانسیلͬ فرم�های

است: زیر k-خطͬ نͽاشت x ∈M نقطه�ی در Ω دیفرانسیلͬ k-فرم بنابراین مͬ�شوند.

Ω : TxM × · · · × TxM︸ ︷︷ ︸
kبار

→ R,

x در k-فرم�ها همه�ی فضای مͬ�شود. گرفته نظر در صفر مرتبه�ی از فرمͬ عنوان به f مقدار حقیقͬ تابع

مͬ�باشد.
(
m
k

)
بعد از برداری فضایͬ و مͬ�شود داده نمایش ΛkT ∗

xM بوسیله�ی

مماس بردارهای dF آن دیفرانسیل باشد، منیفلدها بین هموار نͽاشتͬ F :M → N اگر .٣۴.١.١ تعریف

دارد وجود F ∗ القایͬ خطͬ نͽاشت ترتیب همین به مͬ�کند. نͽاشت N روی مماس بردارهای به Mرا روی
٧Cotangent Bundle



١٣ هندسه بنیادی مفاهیم .١.١

M روی دیفرانسیلͬ k-فرم�های به را N روی دیفرانسیلͬ k-فرم�های و مͬ�شود نامیده F هم�دیفرانسیل که

. مͬ�برد

F ∗ : ΛkT ∗
F (x)N −→ ΛkT ∗

xM.

که

(F ∗ω)X = ω(F∗X) X ∈ TpM

y = (y١, . . . , yn) Mو روی موضعͬ مختصات x = (x١, . . . , xm) اگر . است دیفرانسیلͬ ١-فرم ، ω و

سپس باشد، N روی موضعͬ مختصات

F ∗(dyi) =

m∑
j=١

∂yi

∂xj
· dxj ,

مͬ�گیریم: نتیجه کلͬ حالت در و مͬ�برد. پایه ١-فرم�های روی F ∗ از را عملͬ ،y = F (x) که

F ∗

(∑
I

αI(y)dy
I

)
=
∑
I,J

αI(F (x))
∂yI

∂xJ
dxJ ,

.J = (j١, . . . , jk) Iو = (i١, . . . , ik) ،∂yI/∂xJ = det(∂yik/∂xjν ) که

مͬ�نامند. نیز ٨ پس�کشنده نͽاشت را هم�دیفرانسیل نͽاشت

: آنͽاه باشد f ∈ C∞(N) و نͽاشت ͷی F :M −→ N اگر .٣۵.١.١ لم

(١

F ∗df = d(f ◦ F )

(٢

F ∗(fω) = (f ◦ F )F ∗ω

[١٢] برهان.

شده تعریف دیفرانسیلͬ فرم یا برداری میدان σ Mو روی برداری میدان v مͬ�کنیم فرض .٣۶.١.١ تعریف

مͬ�باشد: زیر صورت به x ∈M در آن مقدار و v به نسبت σ ٩ لͬ مشتق باشد. M روی

£v(σ) = v(σ)|x = lim
ε→٠

ϕ∗ε(σ|exp(εv)x)− σ|x
ε

=
d

dε

∣∣∣∣∣
ε=٠

ϕ∗ε(σ|exp(εv)x). (۵.١)

مͬ�باشد. σ خود با یͺسان نوع از شیئͬ v(σ) که کنید توجه
٨Pull-Back
٩Lie Derivative



١۴ نیاز�ها پیش و اولیه مفاهیم .١

همان v به نسبت w لͬ مشتق Mباشند. روی هموار برداری میدان�های w و v کنید .فرض .٣٧.١.١ گزاره

است: w و v لͬ کروشه�ی

v(w) = [v,w].

.[١٢] برهان.

است.
(∂F i

∂xj
)
ژاکوبین ماتریس رتبه با برابر x ∈M نقطه در F :M → N نͽاشت رتبه .٣٨.١.١ تعریف

باشد. ثابت رتبه دارای اگر است منظم F نͽاشت

این .در باشد r ثابت رتبه با منظم نͽاشت ͷی F : M → N کنید فرض رتبه: قضیه .٣٩.١.١ قضیه

به دارد وجود N روی y = (y١, · · · , yn) و M روی x = (x١, · · · , xm) مختصاتͬ چارت�های صورت

که: طوری

y = F (x) = (x١, · · ·xr,٠, · · · ,٠)

.[١٢] برهان.

نامیده تابعͬ Mمستقل منیفلد روی مقدار حقیقͬ هموار توابع از {f١, · · · , fk} مجموعه .۴٠.١.١ تعریف

طوری به باشد داشته وجود H(z١, · · · , zk) هموار تابع و U ͬͽهمسای x٠ ∈M نقطه هر برای اگر مͬ�شوند

اگر مͬ�شوند نامیده تابعͬ وابسته توابع این . H(f١(x), · · · , fk(x)) = ٠ باشیم داشته x ∈ U همه برای که

نباشد. برقرار شرط این

مͬ�شوند نامیده تابعͬ مستقل کنند صدق df١ ∧ · · · ∧ dfk ̸= ٠ شرط در f١, · · · , fk اگر .۴١.١.١ گزاره

هستند. تابعͬ وابسته غیراینصورت در

.[١٧] برهان.

طوری به مͬ�باشد x = ϕ(ε) هموار پارامتری منحنͬ v برداری میدان ͷی از انتͽرال منحنͬ .۴٢.١.١ تعریف

یعنͬ: ، باشد برابر نقطه آن در v مقدار با منحنͬ نقطه هر بر مماس بردار که

ϕ̇(ε) = v|ϕ(ε), ∀ε ∈ R.

دیفرانسیل معادله سیستم از جوابͬ x = ϕ(ε) = (ϕ١(ε), . . . , ϕm(ε)) بایستͬ ، موضعͬ مختصات در

معمولͬ

dxi

dε
= ξi(x), i = ١, . . . ,m,

مͬ�باشند. x در v ضرایب ξi(x) که باشند



١۵ لͬ گروه�های .٢.١

لͬ گروه�های ٢.١

طوری به است r-بعدی هموار منیفلدی ساختار با G گروه ͷی ، r-پارامتری لͬ گروه ͷی .١.٢.١ تعریف

گروهͬ عمل که

m : G×G→ G, m(g, h) = g · h, g, h ∈ G,

وارون و

i : G→ G, i(g) = g−١, g ∈ G,

باشند. منیفلدها بین هموار نͽاشت�هایͬ

است. لͬ گروه ͷی و بعدی صفر هموار منیفلد ��، جمع عمل با صحیح اعداد مجموعه • .٢.٢.١ مثال

برداری جمع را آن عمل�گروه ، مͬ�گیریم نظر در را است معلومͬ منیفلدی ساختار دارای که G = Rr •

جمعͬ عمل به نسبت برداری میدان ͷی معمولͬ وارون ، را آن وارون نͽاشت و (x, y) 7→ x + y

r-پارامتری آبلͬ لͬ گروه Rr بنابراین هموارند وضوح به عملͽر دو این . مͬ�گیریم نظر در (−x)

مͬ�باشد.) جابجایͬ�پذیر بردارها جمع (عمل مͬ�باشد.

عمومͬ خطͬ گروه •

GL(n) = {X : detX ̸= ٠},

n٢-پارامتری لͬ گروه ͷی ، ماتریس�ها ضرب عمل با وارون�پذیر n × n ماتریس�های همه�ی شامل

ویژه�ی خطͬ گروه مͬ�باشد.

SL(n) = {X ∈ GL(n) : detX = ١}

گروه است. n٢)-پارامتری − ١) لͬ گروه ͷی ، ͷی دترمینان با وارون�پذیر ماتریس�های همه�ی شامل

متعامد

O(n) = {X ∈ GL(n) : XTX = I},

ویژه�ی متعامد گروه و −n(n-پارامتری ١)
٢ لͬ گروه

SO(n) = {X ∈ O(n) : detX = ١},



١۶ نیاز�ها پیش و اولیه مفاهیم .١

آفین گروه همچنین مͬ�باشد. −n(n-پارامتری ١)
٢ لͬ گروه

A(n− ١) =
{(

A a

٠ ١

)
: A ∈ GL(n− ١) , a ∈ Rn−١

}

است. −n(n-پارامتری ١) لͬ گروه

•

Sp(r) = {A ∈ GL(٢r,R) , |ATJA = J}

که

J =

(
٠ −I
I ٠

)
در مختلط صفحه�ی روی را ماتریسͬ گروه�های این همه�ی اگر است. -پارامتری r(٢r + ١) لͬ گروه

مͬ�شود. برابر دو آنها بعد بͽیریم نظر

است. G لͬ گروه زیر H پس باشد G لͬ گروه بسته گروه زیر H ⊂ G اگر .٣.٢.١ لم

[١٧] برهان.

هموار نͽاشت و G لͬ گروه توسط M هموار منیفلد روی تبدیلات گروه عمل ͷی .۴.٢.١ تعریف

در همچنین و Φ(g, x) = g · x که مͬ�شود مشخص Φ : G×M →M

•

e · x = x

•

g · (h · x) = (g · h) · x x ∈M, g ∈ G.

مͬ�کند. صدق

Mعمل روی که تبدیلات از موضعͬ گروه ͷی . باشد هموار منیفلد ͷیM مͬ�کنیم فرض .۵.٢.١ تعریف

حوزه U باز مجموعه زیر که مͬ�شود داده Ψ : U −→M هموار نͽاشت و G لͬ گروه ͷی بوسیله�ی مͬ�کند

: است زیر خواص دارای همچنین و {e} ×M ⊂ U ⊂ G×M و است گروه عمل تعریف

.Ψ(g,Ψ(h, x)) = Ψ(g·h, x)سپس (g·h, x) ∈ U همچنین و (g,Ψ(h, x)) ∈ U ،(h, x) ∈ U اگر •



١٧ ناوردا مجموعه��های و معادلات .٣.١

.Ψ(e, x) = x ،x ∈M هر برای •

.Ψ(g−١,Ψ(g, x)) = x و (g−١,Ψ(g, x)) ∈ U سپس (g, x) ∈ U اگر •

نامیده G ایزوترپͬ زیرگروه x ∈ M نقطه در Gx = {g|g · x = x} ⊂ G زیرگروه • .۶.٢.١ تعریف

(٣.٢.١) از استفاده با که است لͬ زیرگروه ͷی Gx است. نظر مورد Mمنیفلد و لͬ گروه G مͬ�شود.

مͬ�شود. اثبات

یعنͬ باشد همانͬ برابر نقاط تمام در ایزوترپͬ زیرگروه اگر مͬ�کند عمل آزاد ، تبدیلات گروه •

Gx = {e} ∀x ∈M

برقرار همانͬ ͬͽهمسای در g ̸= e نقاط همه برای بالا شرط اگر مͬ�کند عمل آزاد موضعأ G گروه •

باشد.

باشند داشته متفاوت عمل�های متفاوت گروهͬ عناصر اگر مͬ�کند عمل موثر صورت به تبدیلات گروه •

.g = h اگر تنها و اگر g · x = h · x باشیم داشته x ∈M هر برای که طوری به

G از بسته نرمال زیرگروه که ،GM = {g | g.x = x, ∀x ∈ M} سراسری ایزوتروپͬ زیرگروه •

وتنها اگر مͬ�کند عمل موثر طور به G که معنͬ این به مͬ�گیرد اندازه را G عمل بودن موثر مͬ�باشد

روی موثر طور به که G

GM
خارج�قسمتͬ گروه با را آن نͺند عمل موثر طور به G اگر .GM = {e} اگر

که کنیم تصور مͬ�توانیم کلͬ حالت در بنابراین مͬ�کنیم. جایͽزین مͬ�کند عمل G خود همانند M

موثر موضعأ طور به G لͬ گروه مͬ�گوییم مͬ�کنند. عمل موثر (موضعأ) طور به گروه�ها عمل همه�ی

باشد. G از گسسته زیرگروهͬ GM سراسری ایزوتروپͬ زیرگروه اگر مͬ�کند عمل

ناوردا مجموعه��های و معادلات ٣.١

مͬ�کند. عمل M منیفلد روی که باشد تبدیلات از موضعͬ گروهͬ G مͬ�کنیم فرض .١.٣.١ تعریف

شده تعریف g · x که بطوری g ∈ G و x ∈ φ اگر ، هرگاه مͬ�نامیم G-ناوردا ،φ ⊂ M زیرمجموعه

.g · x ∈ φ باشیم داشته باشد

اگروتنها مͬ�شود نامیده F١(x) = · · ·Fk(x) = ٠ معادلات دستͽاه از تقارن گروه G گروه .٢.٣.١ تعریف

باشد. G-ناوردا مجموعه زیر ͷی SF = {x|F١(x) = · · ·Fk(x) = ٠} اگر

منیفلد از ١٠ کمین غیرتهͬ ناوردای گروه زیرمجموعه�ی موضعͬ، تبدیلات گروه از مدار ͷی .٣.٣.١ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در که است مدار صورتͬ در O ⊂M دیͽر، عبارت به مͬ�باشد. M
١٠Minimal



١٨ نیاز�ها پیش و اولیه مفاهیم .١

است. g · x ∈ O سپس باشد، شده تعریف g · x و g ∈ G ،x ∈ O اگر •

�باشد. تهͬ Õ یا Õ = O آنͽاه کند صدق بالا شرط در Õ و Õ ⊂ O اگر •

مͬ�کند. عمل M روی که باشد تبدیلات از موضعͬ گروه ͷی G مͬ�کنیم فرض .۴.٣.١ تعریف

بعد Mدارای از زیرمنیفلدی عنوان به آن مدارهای همه اگر مͬ�کند عمل ١١ نیم-�منظم طور به G گروه •

باشند. یͺسان

x ∈ M نقطه هر برای ، عمل بودن نیم-منظم بر علاوه اگر مͬ�کند عمل منظم طور به G گروه •

به را U ، G از مدار هر که باشد داشته وجود خاصیت این با x از U دلخواه ͷکوچ ͬͽهمسای

کند. تقسیم مسیری همبند زیرمجموعه�های

اگر اگروتنها مͬ�کند عمل آزاد موضعأ صورت Mبه منیفلد روی G r-پارامتری لͬ گروه ͷی .۵.٣.١ گزاره

مداراتش اگر اگروتنها مͬ�کند عمل آزاد موثر صورت به G گروه . باشند r یͺسان بعد دارای G مدارات

باشند. s = dimG− dimGM بعد دارای

.[١٧] برهان.

انتقالات از ١-پارامتری گروه ͷی Gc اگر .۶.٣.١ مثال

(x, y) 7→ (x+ cε, y + ε), ε ∈ R,

باشد. مͬ خط�هایͬ چنین برای تقارن گروه ͷی Gc و Gc-ناوردا ، x = cy+ d خط�های باشد، c ثابت برای

تابع . مͬ�کند Mعمل منیفلد روی که باشد تبدیلات از موضعͬ گروه ͷی G مͬ�کنیم فرض .٧.٣.١ تعریف

طوری به g ∈ G هر و x ∈M هر برای هرگاه مͬ�گوئیم G-ناوردا را مͬ�باشد منیفلد نیز N که F :M → N

.F (g · x) = F (x) باشیم داشته باشد شده تعریف g · x که

ͷی F (x, y) = x − cy تابع ، مͬ�گیریم نظر در را قبل) (مثال صفحه در انتقالات گروه .٨.٣.١ مثال

Gc-ناورداست.

از ناوردا ͷی . مͬ�کند عمل M منیفلد روی که باشد تبدیلات از گروه ͷی G کنید فرض .٩.٣.١ تعریف

. I(g · x) = I(x) باشیم داشته g ∈ G تمام برای که است I :M → R مقدار حقیقͬ تابع G
١١Semi-Regular



١٩ لͬ جبر .۴.١

شده تعریف I :M → R تابع باشد. M منیفلد روی کننده عمل لͬ گروه G کنید فرض .١٠.٣.١ تعریف

تبدیلات تمام و x ∈ U تمام برای هرگاه مͬ�شود نامیده موضعͬ ناوردای U ⊂ M باز مجموعه زیر روی

I(g · x) = I(x) باشیم داشته Vx ⊂ G که g ∈ Vx

ناوردای I بنابراین g · x ∈ U که طوری به باشد برقرار x ∈ U, g ∈ G همه برای I(g · x) = I(x) اگر

مͬ�شود. نامیده سراسری

مدارات با M m-بعدی منیفلد روی منظم نیمه صورت به که باشد لͬ گروه G کنید فرض .١١.٣.١ قضیه

I١, · · · , Im−s تابعͬ مستقل موضعͬ ناوردای m − s xتعداد ∈ M نقطه هر در . مͬ�کند عمل s-بعدی

مͬ�تواند U روی شده تعریف دیͽر موضعͬ ناوردای هر که طوری به دارد وجود U ͬͽهمسای در شده تعریف

عمل منظم صورت به G اگر . شود نوشته I = H(I١, · · · , Im−s) اصلͬ ناورداهای از تابعͬ صورت به

یعنͬ باشند برابر ناورداها تمام اگر اگروفقط مͬ�گیرند قرار مدار ͷی در y, x ∈ U نقطه دو کند

Iν(y) = Iν(x) ν = ١, · · · ,m− s

.[١٧] برهان.

لͬ جبر ۴.١

ͷیM روی v برداری میدان مͬ�کند. Mعمل منیفلد روی که باشد گروهͬ G کنید فرض .١.۴.١ تعریف

g · xو x ∈ M و g ∈ G dg(v|x)که = v|g·x یعنͬ باشد ثابت عمل تحت اگر مͬ�شود نامیده G-ناوردا

است. شده تعریف

باشند راست و چپ ضربͬ نͽاشت�های Rg : h −→ h · g و Lg : h −→ g · h کنید فرض .٢.۴.١ تعریف

اگر مͬ�شود نامیده راست ناوردای و dLg(v) = v اگر مͬ�شود نامیده چپ ناوردای G روی v برداری میدان

. g ∈ G که dRg(v) = v

راست ناوردای برداری میدان�های همه�ی از برداری فضای ͷی G لͬ گروه از G راست جبرلͬ تعریف١.۴.٣.

دوخطͬ عملͽر با G برداری فضای جبرلͬ، عمومͬ�تر، طور به مͬ�باشد. G روی

[ , ] : G × G → G,

مͬ�کند. صدق کروشه�لͬ خواص در و مͬ�شود نامیده لͬ کروشه که است

نͽاشت�های از صورتحاصلضربͬ به گروهͬ عنصر هر باشد G لͬ جبر با همبند لͬ Gگروه اگر .۴.۴.١ گزاره

مͬ�شود. نوشته نمایͬ

g = exp(v١) ◦ exp(v٢) ◦ · · · ◦ exp(vk) v١ · · ·vk ∈ G



٢٠ نیاز�ها پیش و اولیه مفاهیم .١

. [١٣] برهان.

شار ۵.١

را Ψ و مͬ�کنیم تعریف Ψ(ε, x) با را M در x نقطه از گذرنده انتͽرال خم ، باشد برداری میدان ͷی v اگر

Ψ(ε, x) ، صفر شامل Ix بازه در ε هر و x ∈ M هر برای بنابراین مͬ�نامیم. v توسط شده تولید ١٢ شار

: است زیر خاصیت دارای برداری میدان شار است. M در x از گذرنده انتͽرال خم از نقطه�ای

•

Ψ(δ,Ψ(ε, x)) = Ψ(δ + ε, x), x ∈M

•

Ψ(٠, x) = x,

•
d

dε
Ψ(ε, x) = v|Ψ(ε,x).

باشد v = ∂x برداری میدان و x مختصات با M = R کنید فرض • .١.۵.١ مثال

α = x(ε)
∂

∂x
+ y(ε)

∂

∂y

Xα(ε) = α′(ε)

بنابراین

α′(ε) = x′
∂

∂x
+ y′

∂

∂y

پس

x′(t) = ١ ∂x

∂ε
≡ ١ ≡ x ≡ ε+ k

پس: x = k داریم بنابراین مͬ�گیریم نظر در را α(٠) = x اولیه شرایط ، شار آوردن بدست برای

exp(εv)x = exp(ε∂x) =⇒ exp(ε∂x)x = x+ ε

داریم: باشد α(٠) = (x, y) اولیه شرط با v = x٢∂x + xy∂y اگر •

Xα(ε) = α′(ε)

α′(ε) = x′(ε)∂x + y′(ε)∂y

١٢Flow



٢١ ͷکوچ بینهایت گروه عمل .۶.١

بنابراین:
dx

dε
= x٢ ⇒ dx

x٢
= dε⇒

∫
dx

x٢
=

∫
dε⇒ −١

x
= ε+ c⇒ x = − ١

ε+ c

dy

dε
= xy ⇒ dy

dε
= − ١

ε+ c
y ⇒ dy

y
= − dε

ε+ c
⇒ − ln y = −ln(ε+c)+lnk ⇒ y =

k

ε+ c

داریم: اولیه شرط از استفاده با

x = −١
c
⇒ c = −١

x

ε = ٠ ⇒ y =
k

c
⇒ k = yc⇒ k = −y

x

یعنͬ نباشد v تͺین نقطه� x٠ اگر . Mباشد روی شده تعریف برداری میدان v مͬ�کنیم فرض .٢.۵.١ قضیه

که طوری به دارد وجود x٠ ͬͽهمسای در y = (y١, . . . , ym) اصلاحͬ موضعͬ مختصات سپس ،v|x٠ ̸= ٠

مͬ�کند. تولید را exp(tv)y = (y١ + t, y٢, . . . , ym) انتقالͬ شار v = ∂/∂y١

. [١٢] برهان.

ͷکوچ بینهایت گروه عمل ۶.١

تبدیلات از لͬ گروه بنابراین ، مͬ�شود تولید برداری میدان�های شار توسط تبدیلات از پارامتری ͷی گروه

به که مͬ�کند مشخص Mرا روی برداری میدان�های از مجموعه�ای مͬ�کند عمل M منیفلد روی که G

از موضعͬ گروه�های بین ͷی به ͷی تناظری . مͬ�شوند معرفͬ گروه عمل ͷکوچ بینهایت مولدهای عنوان

تبدیلات از پارامتری ͷی گروه v ∈ G اگر ویژه به . دارد وجود کوچͺشان بینهایت مولدهای و تبدیلات

شار یا تبدیلات از پارامتری ͷی گروه از v̂ ͷکوچ بینهایت مولد با v کند تولید را {exp(tv)|t ∈ R} ⊂ G

تعریف زیر دیفرانسیل با گروه عمل از ͷکوچ بینهایت مولد بنایراین مͬ�شود. مشخص x → exp tv · x

مͬ�شود:

v̂|x =
d

dx
exp(tv)x

∣∣∣
t=٠

x ∈M v ∈ G

نتیجه: در

v̂ = dΦx(v|e)

.Φx ◦Rh = Φh·x چون مͬ�شود، Φx(g)تعریف = g · x صورت به Φx : G→M که

حافظ dΦx dΦx(vg)که = v̂|g·x بنابراین ، باشد G روی راست ناوردای برداری میدان v ∈ G = GR اگر

است. برداری میدان�های بین لͬ کروشه



٢٢ نیاز�ها پیش و اولیه مفاهیم .١

عنصر ρهر خطͬ نͽاشت . باشد M منیفلد روی تبدیلات گروه ͷی G کنید فرض .١.۶.١ قضیه

همومورفیسم لͬ جبر که Mمͬ�نͽارد منیفلد روی v̂ = ρ(v) یعنͬ متناظرش برداری میدان به را v ∈ G = GR

از متناهͬ بعد با لͬ جبر ͷی Ĝ = ρ(G) تصویر بنابراین . مͬ�کند تعریف را ρ([v,w]) = [ρ(v), ρ(w)]

که است G

GM
تقسیم گروه از موثر لͬ جبر با ایزومورفیسم که مͬ�دهد تشͺیل M روی برداری میدان�های

ͷی اگر اگروفقط مͬ�کند Mعمل روی موثر موضعأ بطور G مشخصأ . است سراسری ایزوترپͬ گروه GM

.kerρ = ٠ یعنͬ: باشد ͷی به

. [٢٢] برهان.

لͬ گروه G باشدو M منیفلد روی برداری میدان�های از متناهͬ بعد با لͬ جبر G کنید فرض .٢.۶.١ قضیه

شده داده لͬ جبر با ͷکوچ بینهایت مولدهای که دارد وجود G از موضعͬ عمل بنابراین . است G لͬ جبر با

. هستند منطبق

. [١٧] برهان.

صورت به که SL(n) عمل�گروه .٣.۶.١ مثال

p→ αp+ β

γp+ δ

که مͬ�کند عمل RP١ روی ، است

A =

(
α β
γ δ

)
∈ GL(٢)

ماتریس�های با بنابراین و است صفر اثر با ٢× ٢ ماتریس�های همه شامل SL(٢) لͬ جبر

J− =

(
٠ ١
٠ ٠

)
J٠ =

(
١ ٠
٠ −١

)
J+ =

(
٠ ٠
١ ٠

)
دارد: جابجایͬ خاصیت آنها لͬ کروشه که مͬ�شود تولید

[J−, J٠] = −٢J−, [J+, J٠] = ٢J+, [J−, J+] = J٠

دارد: وجود آنها ͷکوچ بینهایت مولدهای و پارامتری ͷی زیرگروه بین ͷی به ͷی تناظری

:انتقالات p 7→ p+ t v− = ∂p

:تجانس p 7→ e٢tp v٠ = ٢p∂p

:معͺوس�ها p 7→ p

tp+ ١ v+ = −p٢∂p



٢٣ ͷکوچ بینهایت گروه عمل .۶.١

علامت�هاست. در تفاوت تنها و مͬ�کنند پیروی بالا جابجایͬ قواعد همان از v−,v٠,v+برداری میدان�های

[v−,v٠] = ٢v− [v+,v٠] = −٢v+ [v−,v+] = −v٠

ثابت�های و هستند خطͬ وابسته نقطه�ای v−,v٠,v+ ͷکوچ بینهایت مولد سه است بعدی ͷی منیفلد چون

موثر موضعأ SL(٢) ، (١.۶.١) قضیه طبق بنابراین c−v−+ c٠v٠+ c+v+ = ٠ که ندارد وجود بدیهͬ غیر

مͬ�کند. RP١عمل روی

برای بنابراین . مͬ�کند Mعمل منیفلد روی که باشد G لͬ جبر با لͬ گروه ͷیG کنید فرض .۴.۶.١ گزاره

است: ͷکوچ بینهایت مولدهای توسط شده تولید زیرفضای x گذرنده مدارات به مماس فضای x ∈M هر

است. G|x بعد برابر مدارات بعد خصوص به G|x = {v̂|x |v ∈ G} ⊂ TxM

. [٣] برهان.

اگر اگروفقط مͬ�کند عمل متعدی صورت به M همبند منیفلد روی لͬ جبر ͷی .۵.۶.١ نتیجه

G|x = TxM x ∈M

. [١٧] برهان.

فضای اگر اگروفقط است انتقالͬ ناوردای x متغیره ͷی هموار توابع از F متناهͬ بعد با فضای .۶.۶.١ لم

باشد. همͽن و ثابت ضرایب با معمولͬ خطͬ دیفرانسیل معادلات جواب

. [١٧] برهان.

ناورداست G تحت I :M → R تابع . کند Mعمل منیفلد روی G همبند گروه کنید فرض .٧.۶.١ قضیه

. v[I] = ٠ اگر اگروفقط

دیفرانسیل t به نسبت I[exp(tv)] = I(x) ناوردایͬ شرط از . بͽیرید نظر در ثابت را v ∈ G برهان.

داریم باشد برقرار v[I] = ٠ اگر برعͺس . مͬ�رسیم نظر مورد نتیجه به و مͬ�دهیم قرار t = ٠ و مͬ�گیریم

ثابت v توسط شده تولید پارامتری ͷی زیرگروه تحت I[exp(tv)x] بنابراین و d(I[exp(tv)x])/dt = ٠

ناورداست. I پس . است

ͷکوچ بینهایت مولدهای با تبدیلات پارامتری ͷی گروه از u = I(x) ناوردای قضیه طبق بنابراین

مͬ�کند: صدق زیر همͽن اول مرتبه خطͬ معادلات دستͽاه در v =
∑

i ξ
i(x)∂xi

m∑
i=١

ξi(x)
∂u

∂xi
= ٠ (۶.١)



٢۴ نیاز�ها پیش و اولیه مفاهیم .١

را جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات . مͬ�آید بدست سازی مشخصه روش توسط دستͽاه این جوابهای

مͬ�کنیم: جا جابه دیفرانسیل معادلات از مشخصه سیستم با
dx١

ξ١(x)
=

dx٢

ξ٢(x)
= · · · = dxm

ξm(x)
(٧.١)

ثابت�های ها ci که مͬ�شوند نوشته I١(x) = c١, · · · , Im−١(x) = cm−١ فرم به موضعͬ صورت به جواب�ها

پارامتری ͷی گروه از مستقل ناورداهای از کاملͬ مجموعه I١, · · · , Im−١ توابع اینͺه اثبات . هستند انتͽرال

نیست. سخت است، v توسط شده تولید

برداری میدان توسط شده تولید پارامتری ͷی گروه .٨.۶.١ مثال

v = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
+ (١+ z٢)

∂

∂z

از: عبارتست (شار) تبدیلات گروه . مͬ�دهیم شرح را

(x, y, z) →
(
x cos t− y sin t, x sin t+ y cos t,

sin t+ z cos t

cos t− z sin t

)
(٨.١)

نقطه آن از گذرنده انتͽرال خم شده پارامتری معادله(٨.١) بنابراین باشد ثابت (x, y, z) اگر که کنید توجه

است: زیر صورت به برداری میدان این برای مشخصه�سازی(٧.١) سیستم است.
dx

−y
=
dy

x
=

dz

١+ z٢

x٢+y٢ = c١ صورت به آن عمومͬ جواب که است جداشدنͬ دیفرانسیل معادله ͷی dy
dx

= −x
y
اول معادله

دوم معادله حل برای . ناورداست r =
√
x٢ + y٢ استوانه�ای شعاع بنابراین . است انتͽرال ثابت c١ که است

tan−١ z−sin−١(
y

r
) = tan−١ z−tan−١(

y

x
) = c٢ صورت به جواب .

√
r٢ − y٢ مͬ�دهیم قرار xجای به

تابع yz + x ̸= ٠ برای که مͬ�گیریم نتیجه . است دوم ناوردای tan−١ z − tan−١(
y

x
) بنابراین است

مͬ�دهد. نشان را تابعͬ مستقل ناورداهای از کاملͬ مجموعه r =
√
x٢ + y٢, w = (xz − y)/(yz + x)

مͬ�دهیم: شرح را مͬ�شود تولید زیر برداری میدان سه با که R روی SL(٢,R) گروه عمل .٩.۶.١ مثال

v− = ٢y∂x + z∂y, v٠ = −٢x∂x + ٢z∂z, v+ = x∂y + ٢y∂z

بعدی دو ͬͽهم ، مدارات بنابراین و مͬ�کنند تولید را بعدی دو فضای بالا برداری میدان�های مبدأ از خارج

دستͽاه معادله اولین حل . بیابیم ناوردا ͷی تنها که است این بر انتظار بنابراین . مبدأ) از غیر هستند(به

مͬ�دهد را w = xz, y ناورداهای است dx/٢x = dy/٠ = dz/(−٢z) صورت به که v٠ از مشخصه

بدست I به نسبت v+ بردن کار به با . باشد I = F (w, y) = F (xz, y) شͺل به باید ناوردا بنابراین

مͬ�آوریم:

٢xyFw + xFy = ٠



٢۵ ͷکوچ بینهایت گروه عمل .۶.١

است. انتظار مورد ناوردای I = y٢ − xz بنابراین

بینهایت مولدهای از G فضای اگر اگروفقط G-ناورداست ͷی N ⊂ M بسته منیفلد زیر .١٠.۶.١ قضیه

. G|x ⊂ TxN یعنͬ این و باشد N بر مماس جا همه ͷکوچ

. [١۴] برهان.

F١(x) = · · · = Fk(x) = ٠ منظم معادلات دستͽاه از تقارن گروه ͷی همبند لͬ گروه ͷی .١١.۶.١ قضیه

باشیم داشته v ∈ G ͷکوچ بینهایت مولد هر برای اگر فقط اگرو� است

v[Fν(x)] = ٠ ν = ١, · · · , k, F١(x) = · · ·Fk(x) = ٠ (٩.١)

.[١٧] برهان.

شرط برسͬ برای . است دورانͬ ناوردای ͷی است دایره ͷی معادله که x٢+ y٢ = ١ معادله .١٢.۶.١ مثال

مͬ�کنیم. استفاده F (x, y) = x٢ + y٢ − ١ تابع تعریف برای v = −y∂x + x∂y مولد از ͷکوچ بینهایت

منظم معادله است صفر غیر دایره ͷی dF چون . v(F ) = ٠ داریم جا همه بنابراین ناورداست ͷی F چون

است. دورانͬ ناوردای جواب مجموعه و است

هرجا که v(H) = −٢xy(x٢ + ١−(١H بنابراین است H(x, y) = x۴ + x٢y٢ + y٢ − ١ کامل�تر مثال

است. دورانͬ ناوردای H(x, y) = ٠ جواب مجموعه بنابراین v(HF ) = ٠ داریم H = ٠

برداری میدان . مͬ�کند Mعمل منیفلد روی که است همبندی تبدیلات گروه G کنید فرض .١٣.۶.١ قضیه

است. G در ͬͺکوچ بینهایت مولد v که [v,w] = ٠ اگر اگروفقط G-ناورداست ͷی M روی w

در آن مقدار با را exp(tv)x نقطه در w مقدار و ارزش باید ما . است G از ͬͺکوچ بینهایت مولد v برهان.

نͽاشت باید ، مͬ�گیرند قرار متفاوتͬ مماسͬ فضاهای در برداری میدان دو این چون . کنیم مقایسه x نقطه

توان به را آمده بدست نتیجه زیر فرمول از استفاده با . برگردانیم x به d exp(−tv) از استفاده با w|exp(tv)x

مͬ�دهیم: بسط t

f(exp(tv)x) = f(x) + tv(f(x)) +
١
٢ t

٢v(v(f(x))) + · · ·

مͬ�رسیم: زیر نتیجه به و

d exp(−tv)[w|exp(tv)x] = w|x + t[v,w]|x + · · · .

میدان شار القایͬ گروه عمل تحت w برداری میدان از ͷکوچ بینهایت تغییر [v,w] لͬ کروشه نتیجه در

لͬ کروشه آنͽاه باشد v از القایͬ شار تحت ، ناوردا ͷی w اگر خصوص به . مͬ�دهد نشان را v برداری

شد. خواهد صفر



٢۶ نیاز�ها پیش و اولیه مفاهیم .١

ناوردایͬ شرط اگر بنابراین . مͬ�آید بدست معمولͬ دیفرانسیل معادلات برای قضیه یͺتایͬ از قضیه عͺس

G پارامتری ͷی زیرگروه تحت w برداری میدان باشد برقرار ͷکوچ بینهایت مولد هر برای ͷکوچ بینهایت

مͬ�آید. بدست (۴.۴.١) گزاره از قضیه بنابراین ناورداست

برداری میدان نیز Iw آنͽاه باشد، ناوردا تابعͬ I و G-ناوردا برداری میدان ͷی w اگر .١۴.۶.١ گزاره

خطͬ مستقل نقطه�ای که باشند ناوردایͬ برداری میدان�های w١, · · · ,wk اگر کلͬ حالت در G-ناورداست.

باشند. G-ناوردا توابع Ik ضرایب اگر اگروفقط هستند G-ناوردا نیز w =
∑k

i=١ Ikwk آنͽاه هستند

. [١٧] برهان.

ناوردا دیفرانسیلͬ فرم�های و لͬ مشتقات ٧.١

باشد: ناپذیر تغییر گروه عمل کشنده پس تحت اگر است G-ناوردا ، M در Ω دیفرانسیلͬ فرم

g∗(Ω|g·x) = Ω|x g ∈ G, x ∈M

. هستند ناوردا نیز ناوردا فرم�های وج ضرب و جمع . هستند معمولͬ ناوردای توابع ناوردا صفر-فرم�های

از dω دیفرانسیل . مͬ�کند تولید ناوردا k-فرم ͷی نیز ناوردا تابع ͷی در ناوردا k-فرم ͷی ضرب همچنین

ناورداست. k)-فرم + ١) ͷی k-فرم هر

ناورداست. -فرم ١ نیز dI دیفرانسیل باشد ناوردا Iتابعͬ اگر .١.٧.١ گزاره

. [١٧] برهان.

فرم از v(Ω) لͬ مشتق . است exp(tv) شار با M منیفلد روی برداری میدان ͷی v .٢.٧.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به v به نسبت Ω دیفرانسیلͬ

£v Ω = v(Ω)|x =
d

dx
exp(tv)∗ (Ω|exp(tv)x)

∣∣∣
t=٠

(١٠.١)

برمͬ�گرداند. x به را exp(tv)x نقطه exp(tv)∗ نͽاشت کشنده پس که کنید توجه

exp(tv)∗(Ω|exp(tv)x) = Ω|x + tv(Ω)|x + · · · (١١.١)

است. برابر [v,w] لͬ کروشه با v برداری میدان به نسبت w برداری میدان لͬ مشتق .٣.٧.١ گزاره

. [١٢] برهان.



٢٧ ناوردا دیفرانسیلͬ فرم�های و لͬ مشتقات .٧.١

صورت به (x١, · · · , xm) موضعͬ مختصات حالت در دیفرانسیلͬ فرم�های خارجͬ مشتق .۴.٧.١ گزاره

مͬ�شود: نوشته زیر

dΩ =
m∑
i=١

dxi ∧ ∂Ω

∂xi

. [١٢] برهان.

لͬ مشتق اگر اگروفقط ناورداست G تبدیلات از همبند لͬ گروه تحت Ω دیفرانسیلͬ فرم .۵.٧.١ قضیه

v(Ω) = ٠ : یعنͬ شود صفر v ∈ G ͷکوچ بینهایت مولد هر به نسبت

مͬ�باشد. (١٣.۶.١) قضیه برهان مشابه کاملأ برهان برهان.

برداری میدان به نسبت dx از لͬ مشتق باشد Rm روی حجم فرم dx = dx١∧ · · · ∧dxm اگر .۶.٧.١ مثال

v ضرایب دیورژانس divξ =
∑

i ∂ξ
i/∂xi که است v(dx) = (divξ)dx برابر v =

∑p
i=١ ξi(x)∂xi

divξ = ٠ اگر اگروفقط است حجم حافظ Rm روی تبدیلات گروه بنابراین . است

به . مͬ�کند عمل آزاد موثر صورت به M m-بعدی منیفلد روی که r-بعدی لͬ گروه G .٧.٧.١ قضیه

هستند. خطͬ مستقل نقطه�ای که دارد وجود ω١, · · · , ωm G-ناوردای ١-فرم ، m موضعͬ صورت

. [١٧] برهان.
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٢٩ امتداد .١.٢

امتداد ١.٢

q-متغیر و مستقل p-متغیر از f : X ≃ Rp −→ U ≃ Rq هموار و مقدار حقیقͬ تابع .١.١.٢ تعریف

k-ام مرتبه متمایز جزئͬ مشتقات برای مختلف امͺان pk ≡
(
p+k−١

k

)
تعداد مͬ�گیریم، نظر در را وابسته

J = (j١, · · · , jk) که uαJ = ∂Jf
α(x) مختصات با Uk ≡ Rqpk مͬ�دهیم قرار دارد. وجود f تابع از

تمام شامل که U (n) = U ×U١× · · ·×Un مͬ�دهیم قرار همچنین مͬ�باشد. α = ١, . . . , q و ١ ≤ jk ≤ p

q + qp١ + · · · + qpn = q
(
p+n
n

)
= qp(n) بعد از اقلیدسͬ فضای ͷی و n تا صفر مرتبه از تابع مشتقات

مͬ�نامیم. f n-ام مرتبه امتداد را آن و مͬ�دهیم نشان u(n) = pr(n)f(x) با را U (n) عضو هر حال مͬ�باشد.

متغیرهای مشتقات و وابسته متغیرهای ، مستقل متغیرهای همه�ی شامل X×Uکه (n) فضای تعریف٢.١.٢.

u = f(x) اگر مͬ�گوییم. X × U کامل فضای n-ام مرتبه ١ جت فضای را مͬ�باشد n-ام مرتبه تا وابسته

ͷی ،pr(n)f(x) آن، n-ام مرتبه�ی امتداد آنͽاه مͬ�گیرد قرار M ⊂ X × U در آن گراف که باشد تابع ͷی

مͬ�گیرد. قرار M (n) ≡M × U١ × · · · × Un n-ام مرتبه جت فضای در آن گراف که است تابع

مختصاتموضعͬ در x = (x١, · · · , xp) مستقل متغیر p با دیفرانسیل معادلات یͷدستͽاه تعریف٣.١.٢.

موضعͬ مختصات در u = (u١, · · · , uq) وابسته متغیر q و مͬ�شود نوشته X ≃ Rp اقلیدسͬ فضای روی

وابسته و مستقل متغیرهای تمام شامل E = X × U ≃ Rp+q کامل فضای مͬ�شود. بیان U ≃ Rq روی

است. برقرار وابسته و مستقل متغیرهای فضای بین دیفیومورفیسمͬ است.

(x̄, ū) = g · (x, u) + (χ(x, u), ψ(x, u)) (١.٢)

است: زیر صورت به برداری میدان است همبند گروه وقتͬ

v =

p∑
i=١

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=١

φα(x, u)
∂

∂uα
(٢.٢)

مͬ�شود. تعریف وابسته و مستقل متغیرهای فضای روی که

ξi = ξi(x) ضرایب اگر اگروفقط مͬ�کند تولید ٢ تار حافظ تبدیلات از پارامتری ͷی گروه ، برداری میدان�

. باشد نداشته ͬͽبست وابسته، متغیرهای به

اگر است عمودی برداری میدان و φα = ٠ یعنͬ باشند صفر عمودی ضرایب اگر است افقͬ برداری میدان

ξi = ٠ یعنͬ باشند صفر افقͬ ضرایب

تبدیلات پارامتری ͷی گروه .۴.١.٢ مثال

gt · (x, u) = (x cos t− u sin t, x sin t+ u cos t)

١Jet Space
٢Fiber
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را u = f(x) تابع تبدیل این مͬ�کند. عمل E = R٢ وابسته و مستقل متغیرهای فضای روی که داریم را

tچرخش زاویه اگر ماند خواهد باقͬ تعریف خوش تابعͬ گراف gt · Γf گراف بنابراین مͬ�نͽارد گرافش به

است: زیر صورت به ضمنͬ فرم در f̄ = gt · f تبدیلات تابع معادله . نباشد بزرگ خیلͬ

x̄ = x cos t− f(x) sin t, ū = x sin t+ f(x) cos t

نیز تبدیل تابع ، باشد آفین u = ax + b اگر مثال برای . مͬ�کند حذف معادله دو از را x ، ū = f̄(x̄)که

صورت به ضمنͬ فرم در و است آفین

ū =
sin t+ a cos t

cos t− a sin t
x̄+

b

cos t− a sin t
(٣.٢)

مͬ�شود. تعریف است cos θ ̸= ٠ وقتͬ که است

ناوردا توابع ٢.٢

باشد. G-ناوردا (موضعأ) Γf اگر ناورداست ، G تبدیلات گروه تحت u = f(x) تابع .١.٢.٢ تعریف

مدارات با E ≃ X×U روی متعدی و منظم صورت به که باشد تبدیلاتͬ گروه G فرضکنید .٢.٢.٢ قضیه

ناورداهای از کاملͬ مجموعه I١(x, u), · · · , Ip−s(x, u), J١(x, u), · · · , Jq(x, u) مͬ�کند. عمل بعدی r

است: زیر صورت به موضعͬ فرم در موضعأ u = f(x) G-ناوردا تابع هر بنابراین است. G تابعͬ مستقل

w = h(y), y = I(x, u), w = J(x, u)

. [١٧] برهان.

مشتقات و u و x به که است Q(x, u(١)) توابع از یqͷ-تایͬ برداری(٢.٢) میدان مشخصه .٣.٢.٢ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به و است وابسته u اول مرتبه

Qα(x, u(١)) = φα(x, u)−
p∑

i=١
ξi(x, u)

∂uα

∂xi
, α = ١, · · · , q (۴.٢)

دستͽاه جواب اگر اگروفقط ناورداست نقطه�ای تبدیلات همبند گروه تحت u = f(x) تابع .۴.٢.٢ قضیه

باشد: زیر اول مرتبه جزئͬ دیفرانسیل معادلات

Qα(x, u(١)) = ٠, α = ١, · · · , q (۵.٢)

. [١٧] برهان.

ناوردا تابع است.هر Q = x + uux صورت به −u∂x + x∂u دوران برداری میدان مشخصه .۵.٢.٢ مثال

گراف بنابراین و مͬ�رسیم x٢ + u٢ = c به �راحتͬ به معادله این از کند. صدق x+ uux = ٠ معادله در باید

است. دایره از زاویه�ای تابع



٣١ امتداد و جت فضای .٣.٢

امتداد و جت فضای ٣.٢

تابع هر و مͬ�شود داده نشان (x, un)صورت به z ∈ Jn جت فضای در نقطه هر تعریف(١.١.٢) به توجه با

همه�ی شامل و است Un به X از که است u(n) = f (n)(x) امتداد n-امین دارای U به X از u = f(x)

توجه است f (٠) = f و است uαj = ∂j f
α(x) ، f (n) تابعͬ مختصات . است� n مرتبه تا fͬجزئ مشتقات

. است Jn از p-بعدی زیرمنیفلد که است Γ(n)
f = {(x, f (n)(x))} صورت به f (n) امتداد تابع گراف کنید

هستند Jn در نقطه ͷی کننده مشخص بنابراین و برابرند n-ام مرتبه امتداد دارای تابع دو x ∈ X نقطه در

برابر آنها n-ام مرتبه مشتقات و خودشان که معنͬ این به باشند برابر n مرتبه برخورد دارای اگر اگروفقط

باشند. x نقطه در برابر n-ام مرتبه تیلور بسط دارای گفت مͬ�توان دیͽر عبارت به یا باشند

روی g(١)t اول مرتبه امتداد . بͽیرید نظر در را (۴.١.٢) مثال در شده ذکر پارامتری ͷی گروه .١.٣.٢ مثال

خطͬ جمله�ای چند . بͽیرید نظر در را (x٠, u٠, p٠) نقطه . مͬ�کند عمل (x, u, p) نقاط فضای

به تبدیلات تابع f ′(x٠) = p٠, f(x٠) = u٠ که کنید توجه . داریم را u = f(x) = p٠(x − x٠) + u٠

: بنابراین است (۴.١.٢) صورت

f̄(x̄) =
sin t+ p٠ cos t

cos t− p٠ sin t
x̄+

u٠ − p٠x٠
cos t− p٠ sin t

f̄(x̄٠) = ū٠ = x٠ sin t+ u٠ cos t همچنین و x̄٠ = x٠ cos t− u٠ sin t بنابراین

بنابراین مͬ�شود. تعریف p٠ ̸= cot t وقتͬ که p̄٠ =
¯́
f(x̄٠) = (sin t + p٠ cos t)/(cos t − p٠ sin t) و

است: زیر صورت به اول مرتبه امتداد

g
(١)
t · (x, u, p) =

(
x cos t− u sin t, x sin t+ u cos t,

sin t+ p cos t

cos t− p sin t

)
(۶.٢)

عمومͬ نقطه�ای تبدیلات از خاصͬ حالت قبل مثال .٢.٣.٢ مثال

x̄ = χ(x, u) ū = ψ(x, u) (٧.٢)

جت فضای روی p = ux دارد. وابسته متغیر ͷی و مستقل متغیر ͷی که است E ≃ R × R فضای روی

است: زیر کسری خطͬ تبدیل (٧.٢) اول مرتبه امتداد بنابراین مͬ�شود. تعریف J١

p̄ =
αp+ β

γp+ δ
(٨.٢)

،برابر ضرایب که

α =
∂ψ

∂u
, β =

∂ψ

∂x
, γ =

∂χ

∂u
, δ =

∂χ

∂x
(٩.٢)

هستند. ψ و χ مشتقات و هستند
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کامل مشتقات ۴.٢

n-ام مرتبه جت فضای از باز مجموعه زیر روی که F : Jn → R مقدار حقیقͬ هموار تابع .١.۴.٢ تعریف

مͬ�شود. نامیده n مرتبه از دیفرانسیلͬ تابع مͬ�شود، تعریف

روی F (x, u(٢)) = uxx+uyy دوم مرتبه دیفرانسیلͬ تابع با uxx+uyy = لاپلاس٠ معادله مثال برای

مͬ�شود. تعریف ، است (x, y, u) مختصات دارای و است E = R٢ × R که J٢E جت فضای

تابع xi به نسبت F کامل مشتق بͽیرید. نظر در n مرتبه از دیفرانسیلͬ تابع را F (x, u(n)) .٢.۴.٢ تعریف

مͬ�کند. صدق زیر شرط در u = f(x) هموار تابع هر برای که است DiF +n)-ام ١) مرتبه دیفرانسیلͬ

DiF (x, f
(n+١)(x)) =

∂

∂xi
F (x, f (n)(x))

دیفرانسیلͬ تابع کامل مشتق u وابسته متغیر ͷی و x مستقل متغیر ͷی حالت در مثال عنوان به

است: زیر کلͬ فرم دارای x به نسبت F (x, u(n))

DxF =
∂F

∂x
+ ux

∂F

∂u
+ uxx

∂F

∂ux
+ uxxx

∂F

∂uxx
+ · · · . (١٠.٢)

امتداد فرمول که کنید توجه کاربرد اولین برای است. Dx(xuuxx) = uuxx + xuuxxx + xuxuxx مثلأ

شود: نوشته زیر صورت به مͬ�تواند (٨.٢) کلͬ

p̄ =
dū

dx̄
=
Dxψ

Dxχ

مͬ�شود: نوشته زیر صورت به q = uxx با دوم مرتبه امتداد

q̄ =
d٢ū

dx̄٢
=

١
Dxχ

Dx(
Dxψ

Dxχ
) =

Dxχ ·D٢
xψ −Dxψ ·D٢

xχ

(Dxχ)٣
(١١.٢)

مͬ�رسیم: زیر موضعͬ فرم به (۴.١.٢) مثال در شده بحث دورانͬ گروه حالت در مثال )برای
x cos t− u sin t, x sin t+ u cos t,

sin t+ p cos t

cos t− p sin t
,

q

(cos t− p sin t)٣

)
(١٢.٢)

که: است Di دیفرانسیلͬ اول مرتبه ،عملͽر xi مستقل متغیر i-امین به نسبت کامل مشتق کلͬ حالت در

Di =
∂

∂xi
+

q∑
α=١

∑
J

uαJ,i
∂

∂uαJ
(١٣.٢)

دلخواه مرتبه هر از j متقارن اندیس�های تمام روی (١٣.٢) در سیͽما که uαJ,i = Di(u
α
J ) = uα

j١···jik
که

است.

DiF = ٠ شد خواهد صفر کامل مشتقات تمام از F (x, u(n)) دیفرانسیلͬ تابع .٣.۴.٢ نتیجه

باشد. ثابت F اگر iاگروفقط = ١, · · · , p

. [١٧] برهان.



٣٣ برداری میدان�های امتداد .۵.٢

برداری میدان�های امتداد ۵.٢

مرتبه امتداد . بͽیرید نظر در مͬ�کند تولید را exp(tv) تبدیلات از پارامتری ͷی گروه که v برداری میدان

گروه امتداد از ͬͺکوچ بینهایت مولد که است Jn جت فضای روی برداری میدان ، v(n) برداری میدان n-ام

داریم: (x, u(n)) ∈ Jn نقطه هر برای بنابراین است. exp(tv)(n) پارامتری ͷی

v(n)|(x,u(n)) =
d

dt
exp(tv)(n) · (x, u(n))

∣∣∣
t=٠

(١۴.٢)

آن مشخصه Q = (Q١, · · · , Qq) کنید فرض و بͽیرید نظر در (٢.٢) برداری میدان را v .١.۵.٢ قضیه

است: زیر صورت به ضمنͬ صورت به v n-ام مرتبه امتداد . است آمده (۴.٢) در که باشد

v(n) =

p∑
i=١

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=١

∑
♯J=j=٠

φα
J (x, u

(j))
∂

∂uαJ
(١۵.٢)

: از هستند عبارت ضرایب که

φα
J = DJQ

α +

p∑
i=١

ξiuαJ,i (١۶.٢)

gε = exp(εv) کنید فرض . n = ١ بنابراین ، مͬ�کنیم اثبات اول مرتبه مشتق برای را قضیه ابتدا در برهان.

: داریم بنابراین ، باشد شده داده تبدیل با متناظر پارامتری ͷی گروه

(x̄, ū) = gε · (x, u) = (Ξε(x, u),Φε(x, u)),

: کنید توجه . است شده تعریف که

ξi(x, u) =
d

dε

∣∣∣
ε=٠

Ξi
ε(x, u), i = ١, · · · , p, (١٧.٢)

φα(x, u) =
d

dε

∣∣∣
ε=٠

Φα
ε (x, u), α = ١, · · · , q,

ͷی u = f(x) کنید فرض ، است شده داده (x, u(١)) ∈ M (١) هستند. Φε و Ξε مولفه�های Φα
ε و Ξi

ε که

ضمنͬ صورت به یا u(١) = pr(١)f(x) بنابراین باشد تابع

uα = fα(x), uαi = ∂fα(x)/∂xi.

: داریم و است تعریف خوش gε گروهͬ عنصر با f تبدیل ، ͷکوچ کافͬ اندازه به ε برای که

ū = f̄ε(x̄) = (gε · f)(x̄) = [Φε ◦ (١× f)] ◦ [Ξε ◦ (١× f)]−١(x̄).

داریم: Jf̄ε(x) = (∂f̄αε /∂x̄
i) ژاکوبین ماتریس از استفاده با

Jf̄ε(x̄) = J[Φε ◦ (١× f)](x) · {J[Ξε ◦ (١× f)](x)}−١ (١٨.٢)

که

x = [Ξε ◦ (١× f)]−١(x̄).
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قرار ε = ٠ و گرفته مشتق ε به نسبت (١٨.٢) فرمول از pr(١)v ͷکوچ بینهایت مولدهای یافتن برای

: داریم باشد توابع از وارون�پذیر مربعͬ ماتریس ͷی M(ε) اگر که باشید داشته نظر در . مͬ�دهیم
d

dε
[M(ε)−١] = −M(ε)−١

dM(ε)

dε
M(ε)−١

داریم: همانͬ تبدیل با متناظر ε = ٠ چون که کنید توجه همچنین

Ξ٠(x, f(x)) = x, Φ٠(x, f(x)) = f(x), (١٩.٢)

: پس باشد p× p همانͬ ماتریس ͷی I اگر بنابراین

J[Ξ٠ ◦ (١× f)](x) = I, J(Φ٠ ◦ (١× f))(x) = Jf(x).

داریم: لایپ�نیتز قاعده از استفاده با و داده قرار ε = ٠ و گرفته دیفرانسیل (١٨.٢) از اکنون

d

dε

∣∣∣
ε
Jf̄ε(x̄) =

d

dε

∣∣∣
ε=٠

J[Φε ◦ (١× f)](x)− Jf(x) · d
dε

∣∣∣
ε=٠

J[Ξε ◦ (١× f)](x)

= J[Φ ◦ (١× f)](x)− Jf(x) · J[ξ ◦ (١× f)](x).

(١٧.٢) در که هستند ستونͬ بردارهای ϕ = (ϕ١, · · · , ϕq)T و ξ = (ξ١, · · · , ξp)T دوم نامساوی در که

مثال طور به ، مͬ�دهد را pr(١)v در ∂/∂uαk از ϕkα توابع ضرایب آخر فرمول ماتریس ورودی�های . است آمده

است: زیر صورت به ورودی ,α)-ام k)

ϕkα(x, pr
(١)f(x)) =

∂

∂xk
[ϕα(x, f(x))]−

p∑
i=١

∂fα

∂xi
· ∂

∂xk
[ξi(x, f(x))].

داریم: کلͬ مشتقات تعریف با بنابراین

ϕkα(x, u
(١)) = Dk[ϕα(x, u)]−

p∑
i=١

Dk[ξ
i(x, u)]uαi (٢٠.٢)

= Dk

[
ϕα −

p∑
i=١

ξiuαi

]
+

p∑
i=١

ξiuαki,

حالت در قضیه اثبات برای مͬ�شود. اثبات n = ١ حالت در (١۶.٢) فرمول و uαki = ∂٢uα/∂xk∂xi که

، فضای زیر M (n+١) n)-ام + ١) جت فضای که مهم نͺته این به توجه مͬ�کنیم. استفاده استقرا�ء از کلͬ

-ام (n+١) مرتبه مشتق هر که است علت بدین این و است اساسͬ ، است (M (n))(١) اول مرتبه جت فضای

استفاده یͷمثال از بیشتر توضیح برای شود. نوشته n-ام مرتبه مشتق از اول مرتبه صورتمشتق به uαjمͬ�تواند
(x, y;u;ux, uy) مختصات دارای M (١) اول مرتبه جت فضای q = ١ و p = ٢ حالت در مثلأ مͬ�کنیم.

که است X × Ū (١) از بازی مجموعه زیر M (١) بنابراین مͬ�کنیم استفاده uy = ω و ux = υ از . است

یعنͬ M (١) از اول مرتبه جت فضای بنابراین ، است ω و υ و u متغیر سه دارای Ū اما است بعدی دو X
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بود خواهد (x, y;u; υ, ω;ux, uy, υx, υy, ωx, ωy)مختصات با X× Ū (١) از بازی مجموعه زیر (M (١))(١)

در زیر روابط با شده تعریف فضای زیر M (٢) ∈ (M (١))(١) پس ω = uy و υ = ux بودیم داده قرار اما

است: X × Ū (١)

υ = ux, ω = uy, υy = ωx,

: است صورت بدین pr(n−١)v از pr(n)v آوردن بدست برای ما استقرایͬ روش بنابراین

چهار مرتبه امتداد فرمول از استفاده با و مͬ�گیریم نظر Mدر (n−١) روی برداری میدان عنوان به را pr(n−١)v

محدود M (n) فضای زیر به را آمده بدست برداری میدان ادامه در . مͬ�دهیم امتداد (M (n−١))(١) به را آن

(M (n−١))(١) جدید n-ام مرتبه مختصات اکنون . مͬ�دهد بدست را pr(n)v n-ام مرتبه امتداد که مͬ�کنیم

(٢٠.٢) طبق . ١ ≤ α ≤ q و J = (j١, · · · , jn−١,(١ ≤ k ≤ p که مͬ�آید بدست uαj,k = ∂uαj /∂x
k با

: است زیر مطابق pr(n−١)v از اول مرتبه امتداد در ∂/∂uαj,k ضرایب

ϕJ,kα = Dkϕ
J
α −

p∑
i=١

Dkξ
i · uαJ,i. (٢١.٢)

داریم: استقراء با بنابراین کنیم بررسͬ (٢١.٢) بازگشتͬ رابطه با را (١۶.٢) است کافͬ حال

ϕJ,kα = Dk

{
DJ

(
ϕα −

p∑
i=١

ξiuαi

)
+

p∑
i=١

ξiuαJ,i

}
−

p∑
i=١

Dkξ
i · uαJ,i

= DkDJ

(
ϕα −

p∑
i=١

ξiuαi

)
+

p∑
i=١

(Dkξ
i · uαJ,i + ξiuαJ,ik −

p∑
i=١

Dkξ
i · uαJ,i

= DkDJ

(
ϕα −

p∑
i=١

ξiuαi

)
+

p∑
i=١

ξiuαJ,ik,

مͬ�شود. کامل اثبات و است (١۶.٢) فرم به ϕαJ,k بنابراین . uαJ,ik = ∂٢uαJ/∂x
i∂xk که

صورت به برداری میدان بنابراین . بͽیرید نظر در وابسته متغیر ͷی و مستقل متغیر ͷی .٢.۵.٢ مثال

صورت به آن مشخصه و است v = ξ(x, u)∂x + φ(x, u)∂u

Q(x, u, ux) = φ(x, u)− ξ(x, u)ux (٢٢.٢)

: صورت به v برداری میدان دوم مرتبه امتداد . است

v(٢) = ξ(x, u)
∂

∂x
+ φ(x, u)

∂

∂u
+ φx(x, u(١))

∂

∂ux
+ φxx(x, u(٢))

∂

∂uxx
(٢٣.٢)

بنابراین ، شده داده (١۶.٢) توسط ϕxx و ϕx ضرایب که مͬ�شود. تعریف J٢ روی که است

φx = DxQ+ ξuxx = φx + (φu − ξx)ux − ξuu
٢
x, (٢۴.٢)
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φxx = D٢
xQ+ ξuxxx = φxx + (٢φxu − ξxx)ux+ (٢۵.٢)

(φuu − ٢ξxu)u٢xε− ξuuu
٣
x + (φu − ٢ξx)uxx − ٣ξuuxuxx

به v = −u∂x + x∂u دوم مرتبه امتداد مثال برای هستند. جزئͬ مشتقات φ و ξ ضرایب (٢۵.٢) در که

است: زیر صورت

v(٢) = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
+ (١+ u٢x)

∂

∂ux
+ ٣uxuxx

∂

∂uxx
(٢۶.٢)

به معمولͬ دیفرانسیل معادلات سیستم از گیری انتͽرال با (١٢.٢) تبدیلات گروه که
dx

dt
= −u, du

dt
= x,

dp

dt
= ١+ p٢,

dq

dt
= ٣pq,

از پͬ در پͬ استفاده از پرهیز برای کار این که کردیم استفاده uxx و ux جای به q و p از که رسید خواهیم

دوم مرتبه جزئͬ مشتقات حذف از v اول مرتبه امتداد که کنید توجه است. شده برده بͺار جزئͬ مشتقات

مͬ�آید. بدست (٢٣.٢) در

میدان . داریم u وابسته متغیر ͷی و t و x مستقل متغیر دو کنید فرض مثال دومین عنوان به .٣.۵.٢ مثال

برداری

v = ξ(x, t, u)∂x + τ(x, t, u)∂t + φ(x, t, u)∂u

است: زیر برداری میدان v دوم مرتبه امتداد است. Q = φ− ξux − τut مشخصه دارای

v(٢) = ξ∂x + τ∂t + φ∂u + φx∂ux + φt∂ut + φxx∂uxx + φxt∂uxt + φtt∂utt (٢٧.٢)

که

φx = DxQ+ ξuxx + τuxt = φx + (φu − ξx)ux − τxut − ξuu
٢
x − τuuxut (٢٨.٢)

φt = DxQ+ ξuxt + τutt = φt − ξtut + (φu − τt)ut − ξuuxut − τuu
٢
t (٢٩.٢)

φxx = D٢
xQ+ ξuxxx + τuxxt (٣٠.٢)

= φxx + (٢φxu − ξxx)ux − τxxut + (φuu − ٢ξxu)u٢x

− ٢τxuuxut − ξuuu
٣
x − τuuu

٢
xut + (φu − ٢ξx)uxx

− ٢τxuxt − ٣ξuuxuxx − τuutuxx − ٢τuuxuxt.

مͬ�کند: صدق زیر شرط در برداری میدان امتداد از (١۶.٢) ضرایب .۴.۵.٢ نتیجه

φα
J,i = Diφ

α
J −

p∑
j=١

Diξ
iuαJ,j (٣١.٢)
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صورت به v اول مرتبه امتداد ضرایب خصوص به و

φα
i = Diφ

α −
p∑

j=١
(Diξ

i)uαj . (٣٢.٢)

کرد: استفاده زیر فرم از مͬ�توان (٣٠.٢) ، (٢٩.٢) ، (٢٨.٢) فرمول�های جای به است

φx = Dxφ− (Dxξ)ux − (Dxτ)ut,

φt = Dtφ− (Dtξ)ux − (Dtτ)ut,

φxx = Dxφ
x − (Dxξ)uxx − (Dxτ)uxt.

. [١٧] برهان.

تͺاملͬ برداری میدان ، برداری میدان امتداد فرمول برای جایͽزین نزدیͺترین

vQ =

q∑
α=١

Qα(x, u(١))
∂

∂uα
(٣٣.٢)

صورت به آن امتداد و است v برداری میدان سازی مشخصه پایه بر که است

v
(n)
Q =

q∑
α=١

∑
♯J≥٠

DJQ
α(x, u(١))

∂

∂uαJ
(٣۴.٢)

صورت: به n-ام مرتبه امتداد بنابراین است

v(n) = v
(n)
Q +

p∑
i=١

ξiDi (٣۵.٢)

است.

تقارن گروه محاسبه ۶.٢

مͬ�دهیم. شرح را تقارن گروه�های آوردن بدست نحوه مثال�ها از استفاده با بخش این در

است: زیر صورت به حرارت معادله مͬ�دهیم. شرح را حرارت معادلات تقارن گروه�های .١.۶.٢ مثال

ut = uxx (٣۶.٢)

E = X×U (٢) و q = ١ و p = ٢ بنابراین ، داریم u وابسته متغیر ͷی و t و x مستقل متغیر ٢ معادله این در

صورت به برداری میدان بنابراین . ut − uxx = ٠ : داریم معادله دادن قرار صفر با

v = ξ(x, t, u)
∂

∂x
+ τ(x, t, u)

∂

∂t
+ φ(x, t, u)

∂

∂u
(٣٧.٢)

امتداد دوم مرتبه تا را برداری میدان n = ٢ چون بیابیم. را φ و τ و ξ توابع ممͺن ضرایب تمام باید است.

مͬ�دهیم.

v(٢) = v + φx ∂

∂ux
+ φt ∂

∂ut
+ φxx ∂

∂uxx
+ φxt ∂

∂uxt
+ φtt ∂

∂utt
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قرار برابر (٣٠.٢) و (٢٩.٢) و (٢٨.٢) ضرایب با را برداری میدان در φtt و φxt و φxx و φt و φx ضرایب

مͬ�آوریم: بدست و داده

φt = φxx

مͬ�رسیم: زیر جدول به مͬ�کنیم استفاده ut از uxx جای به و مͬ�دهیم ادامه ترتیب همین به و

Monomial Coefficient

uxuxt ٠ = −٢τu (a)

uxt ٠ = −٢τx (b)

u٢xx − τu = −τu (c)

u٢xuxx ٠ = −τuu (d)

uxuxx − ξu = −٢τxu − ٣ξu (e)

uxx − φu − τt = −τxx + φu − ٢ξx (f)

u٣x ٠ = −ξuu (g)

u٢x ٠ = φuu − ٢ξxu (h)

ux − ξt = ٢φxu − ξxx (j)

١ φt = φxx (k)

از فقط است تابعͬ τ که مͬ�یابیم در (b) و (a) معادله از ابتدا در مͬ�پردازیم. معادلات این تحلیل به

بنابراین ، τ = ٢ξx که مͬ�گیریم نتیجه (f) از ندارد. ͬͽبست u به ξ که مͬ�دهد نشان (e) سپس . t

بنابراین . است خطͬ u در φ مͬ�شود نتیجه (h) از .t از فقط است تابعͬ σ که ξ(x, t) = ١
٢τtx+ σ(t)

φ(x, t, u) = β(x, t)u+ α(x, t)

است: زیر صورت به β و ξt = −٢βx داریم (j) با هستند. تابع β و α که

β = −١
٨τttx

٢ − ١
٢σtx+ ρ(t)

هستند. حرارت معادله جواب�های β و α که مͬ�دهد نتیجه (k) یعنͬ آخر معادله سرانجام

αt = αxx, βt = βxx.

داریم: β قبلͬ فرم از استفاده با

τttt = ٠, σtt = ٠, ρt = −١
۴τtt.
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آورد. بدست τ و σ و ρ از مستقیمأ را φ و ξ مͬ�توان و است خطͬ t در σ و t از است نمایͬ τ بناراین

داریم: بنابراین

ξ = c١ + c۴x+ ٢c۵t+ ۴c۶xt,

τ = c٢ + ٢c۴t+ ۴c۶t٢,

φ = (c٣ − c۵x− ٢c۶t− c۶x
٢)u+ α(x, t)

بینهایت تقارن�های لͬ جبر است. حرارت معادله از دلخواهͬ جواب α(x, t) و دلخواه ضرایب c١, · · · , c۶ که

مͬ�آید: بدست زیر برداری میدان شش با حرارت معادله از ͷکوچ

v١ = ∂x,

v٢ = ∂t,

v٣ = u∂u,

v۴ = x∂x + ٢t∂t,

v۵ = ٢t∂x − xu∂u,

v۶ = ۴tx∂x + ۴t٢∂t − (x٢ + ٢t)u∂u,

متناهͬ بعد با لͬ جبر و

vα = α(x, t)∂u

است. [vi,vj ] نمایانͽر j ستون و iردیف که است آمده زیر جدول در برداری میدان�های این بین رابطه

که

[, ] v١ v٢ v٣ v۴ v۵ v۶ vα

v١ ٠ ٠ ٠ v١ −v٣ ٢v۵ vαx

v٢ ٠ ٠ ٠ ٢v٢ ٢v١ ۴v۴ − ٢v٣ vαt

v٣ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −vα

v۴ −v١ −٢v٢ ٠ ٠ v۵ ٢v۶ vα′

v۵ v٣ −٢v١ ٠ −v۵ ٠ ٠ vα′′

v۶ −٢v۵ ٢v٣ − ۴v۴ ٠ −٢v۶ ٠ ٠ vα′′

vα −vαx −vαt vα −vα′ −vα′′ −vα′′′ ٠

α′ = xαx + ٢tαt , α′′ = ٢tαx + xα ,
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α′′′ = ۴txαx + ۴t٢αt + (x٢ + ٢t)α.

بالا در نیز α′′′ و α′′ و α′ و هستند نیز گونه این αt و αx باشد حرارت معادله از جوابͬ α(x, t) اگر پس

تبدیل از که آمده�اند ذیل جدول در مͬ�شوند تولید vi وسیله به که Gi پارامتری ͷی گروه�های . شده�اند معرفͬ

مͬ�آیند: بدست exp(x, t, u) = (x̃, t̃, ũ) نقطه�ای

G١ : (x+ ε, t, u) (٣٨.٢)

G٢ : (x, t+ ε, u)

G٣ : (x, t, ueε)

G۴ : (xeε, te٢ε, u)

G۵ : (x+ ٢εt, t, u · exp(−εx− ε٢t))

G۶ :
( x

١− ۴εt ,
t

١− ۴εt , u
√
١− ۴εt; exp −εx٢

١− ۴εt
)

Gα : (x, t, u+ εα(x, t))

داریم: v١ برای مثلأ مͬ�کنیم، حل را نمونه چند مثال برای
dx

dε
= ١ ⇒ dx = dε⇒

∫
dx =

∫
dε⇒ x = ε+ k

α(ε) = (ε+ k, t, u)

داریم: اولیه شرط با

α(٠) = (k, t, u) = (x, t, u) ⇒ x = k

پس

G١ =: (x+ ε, t, u)

داریم: v٣ برای یا
du

dε
= u⇒ du

u
= dε⇒ ln |u| = ε+ k ⇒ u = eε+k

داریم: اولیه شرط با

α(٠) = (x, t, u) ⇒ α(ε) = (x, t, eε+k)|ε=٠ = (x, t, ek)

ek = u⇒ k = ln |u| ⇒ eε · eln |u| = ueε

پس

G٣ : (x, t, ueε)
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: باشد حرارت معادله از جوابͬ u = f(x, t) اگر بنابراین ، است تقارن گروه ͷی Gi هر که

u(١) = f(x− ε, t)

u(٢) = f(x, t− ε)

u(٣) = eεf(x, t)

u(۴) = f(e−εx, e−٢εt)

u(۵) = e−εx+ε٢tf(x− ٢εt, t)

u(۶) =
١√

١+ ۴εt
exp

{ −εx٢

١+ ۴εt
}
f
( x

١+ ۴εt ,
t

١+ ۴εt
)

u(α) = f(x, t) + εα(x, t)

مͬ�آید: بدست صورت بدین u(١) مثال عنوان به

x̄ = x+ ε⇒ x = x̄− ε⇒ u(١) = f(x− ε, t)

است. حرارت معادله از جوابͬ α(x, t) و حقیقͬ عدد ͷی ε که

داریم: G۴ برای یا

(x̃, t̃, ũ) = (eεx, e٢εt, u)

x̃ = eεx⇒ x = e−εx̃ , t̃ = e٢εt⇒ t = e−٢εt̃ , ũ = u

u = f(x, t) ⇒ u = f(e−εx̃, e−٢εt̃) = f(e−εx, e−٢εt)

ضرب با دیͽری جواب�های مͬ�توان . مͬ�دهند نشان را حرارت معادله بودن خطͬ Gα و G٣ تقارن گروه

معادله فضا-زمان تغییرناپذیری G٢ و G١ گروه�های آورد. بدست دلخواه ثابت�های در جواب�ها این کردن

نشان را گالیله�ای حرکت نوعͬ G۵ . مͬ�دهد نشان را تجانس و تقارن از نوعͬ G۴ . مͬ�دهد نشان را حرارت

است. تبدیلات از موضعͬ گروه G۶ آخر در و مͬ�دهد

تابع که مͬ�گیریم نتیجه باشد، ثابت جواب ͷی u = c کنیم فرض اگر

u =
c√

١+ ۴εt
exp

{ −εx٢

١+ ۴εt
}

نقطه در حرارت معادله اصلͬ جواب به دهیم قرار
√
ε/π برابر را c اگر و است جواب ͷی نیز

اصلͬ جواب آوردن بدست برای رسید. خواهیم (x٠, t٠) = (١−,٠/۴ε)

u =
١√
۴πt

exp{−x
٢

۴t }

ترکیب با تقارن�ها از عمومͬ پارامتری ͷی گروه است. G٢ از استفاده با t در جواب این تبدیل به نیاز

بسیار تبدیلات گروه ضمنͬ فرمول . مͬ�آید بدست برداری میدان�های از c١v١ + · · · + c۶v۶ + vαͬخط



۴٢ تقارن گروه�های و برداری میدان�های .٢

است: زیر شͺل به u = f(x, t) شده داده جواب از آمده بدست عمومͬ جواب بنابراین است. پیچیده

u =
١√

١+ ۴ε۶t
exp

{
ε٣ −

ε۵x+ ε۶x
٢ − ε٢۵t

١+ ۴ε۶t
}
× f

(e−ε۴(x− ٢ε۵t)
١+ ۴ε۶t

− ε١,
e−٢ε۴t

١+ ۴ε۶t
− ε٢

)
+ α(x, t)

این مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد است خطͬ غیر معادله ͷی که را برگر معادله مثال این در .٢.۶.٢ مثال

است: زیر صورت به معادله

ut = uxx + u٢x (٣٩.٢)

مͬ�رسیم: زیر فرم به و مͬ�دهیم قرار υ = ux و گرفته دیفرانسیل x به نسبت مرحله این در

υt = υxx + ٢υυx (۴٠.٢)

دارد. بسیاری کاربرد ͷفیزی علم در که مͬ�دهد نشان را پراکنده غیرخطͬ موج معادله ساده�ترین معادله این که

برابر و (٣٩.٢) دوم مرتبه امتداد نوشتن با مͬ�شود. تولید (٣٧.٢) برداری میدان توسط (٣٩.٢) تقارن گروه

کند: صدق باید زیر شرط در که مͬ�آوریم بدست را φ و τ و ξ ، ضرایب دادن قرار

φt = φxx + ٢uxφx (۴١.٢)

جایͽزینͬ از باید ضمن در . بودیم آورده بدست قبلأ را دوم مرتبه امتداد از φxx و φx و φt ضرایب که

از فقط است تابعͬ τ مͬ�کند بیان که مͬ�رسیم τu = τx = ٠ به نتیجه در شود. استفاده ut جای به uxx+u٢x
بنابراین τt = ٢ξx که مͬ�گیریم نتیجه uxx از و ندارد ͬͽبست u به ξ که مͬ�شود نتیجه uxuxx ضرایب از و t

از است عبارت u٢x ضرایب .ξ(x, t) = ١
٢τ١x+ σ(t)

φu − τt = φuu + ٢φu − ٢ξx,

بنابراین

φ = α(x, t)e−u + β(x, t).

به ux ضرایب از

ξt = −٢φxu − ٢φx = −٢βx,

بنابراین ، مͬ�رسیم

β = −١
٨τttx

٢ − ١
٢σtx+ ρ(t)

و

φt = φxx.



۴٣ تقارن گروه محاسبه .۶.٢

مͬ�دهد نتیجه که

ξ = c١ + c۴x+ ٢c۵t+ ۴c۶xt,

τ = c٢ + ٢c۴t+ ۴c۶t٢

φ = α(x, t)e−u + c٣ − c۵x− ٢c۶t− c۶x
٢

.αt = αxx است: حرارت معادله از دلخواهͬ جواب α(x, t) و هستند دلخواه ضرایب c١, · · · , c۶ که

مͬ�شود: تولید زیر بردارهای توسط تقارن گروه بنابراین

v١ = ∂x, (۴٢.٢)

v٢ = ∂t,

v٣ = ∂u,

v۴ = x∂x + ٢t∂t,

v۵ = ٢t∂x − x∂u,

v۶ = ۴tx∂x + ۴t٢∂t − (x٢ + ٢t)∂u,

vα = α(x, t)e−u∂u,

حرارت معادله برداری میدان�های به v١, · · · ,vα برداری میدان�های از ، ω = eu دهیم قرار u جای به اگر

(یعنͬ جایͽذاری این با علاوه به مͬ�شود. برقرار برداری میدان�های این بین تناظری بنابراین و مͬ�رسیم

مͬ�آید: بدست ، حرارت معادله در (ω = eu

wt = ute
u, wxx = (uxx + u٢x)e

u,

! مͬ�کند صدق حرارت معادله در w بنابراین

wt = wxx



٣ فصل

تقارن گروه�های و دیفرانسیلͬ فرم�های



۴۵

معادلات تقارن�های لͬ مشتقات و دیفرانسیلͬ فرم�های از استفاده با که است این بر سعͬ فصل این در

برای است. لͬ مشتقات از استفاده ، تقارن�ها آوردن بدست ،کلید روش این در آوریم. بدست را دیفرانسیل

. بپردازیم روش این بررسͬ به مثال ͷکم با مͬ�کنیم سعͬ و مͬ�پردازیم مثال�ها به روش این بررسͬ و توضیح

در وابسته متغیر m و مستقل متغیر n با M منیفلد روی را جزئͬ معادلات از مجموعه�ای ابتدا روش این در

تعریف با کرد.) خواهیم بیان آینده در که است خاصͬ حالت معمولͬ دیفرانسیل مͬ�گیریم.(معادلات نظر

دستͽاه به را دستͽاه ، کافͬ تعداد در (امتداد) جدید متغیرهای عنوان به وابسته متغیرهای از جزئͬ مشتق

مͬ�توان بنابراین شد خواهد داده بسط M ′ منیفلد به M منیفلد بنابراین . مͬ�کنیم تبدیل اول مرتبه معادلات

معادلاتͬ ، فرم�ها این مجموعه که باشید داشته نظر در . نوشت دیفرانسیلͬ فرم�های بصورت را دستͽاه این

معادله دستͽاه به است). لͬ مشتقات به نسبت بودن (بسته دارند قرار I بسته ایده�آل در که مͬ�دهند نشان را

مستقل متغیرهای از تابعͬ عنوان به وابسته متغیرهای از کردن نظر صرف با : مͬ�رسیم عملͽر دو با اصلͬ

مͬ�دهیم قرار صفر مساوی را فرم�ها کشنده پس نͽاشت و بندی) (بخش مͬ�رسیم شده مختص منیفلد زیر به

منیفلد زیر و است اول مرتبه جزئͬ دیفرانسیل معادلات از اصلͬ دستͽاه ، معادلات نتیجه . کردن) (خنثͬ

مͬ�گیریم) نظر در هموار را ها منیفلد تمام و هستند موضعͬ معادلات است.(تمام جواب

شود صفر لͬ مشتق اگر بنابراین وابسته�اند اشیا این تقارن�های به تانسورها، مثل ، هندسͬ اشیای لͬ مشتقات

آن از مͬ�شود. صفر هم است منیفلد در ͷکوچ بینهایت متقارن تبدیلات جهت دهنده�ی نشان که v بردار

در را فرم�ها این لͬ مشتق مͬ�توان و است لͬ مشتق دارای است تانسور نوعͬ دیفرانسیلͬ فرم ͷی که جایͬ

را تقارن�ها ، دیفرانسیلͬ فرم�های لͬ مشتق دادن قرار صفر مͬ�شود. داده نمایش £ با که ساخت I ایده�آل

این در که باشد شده ساخته اصلͬ متغیرهای از خارج ͷکوچ بینهایت تبدیلات این�که مͽر مͬ�دهد نشان

لͬ مشتقات ما دیͽر عبارت به . شود داده قرار صفر برابر دیفرانسیل معادلات جدید فرم�های باید صورت

لͬ مشتقات پس ، مͬ�دهیم قرار صفر برابر و مͬ�نویسیم فرم�ها خود از خطͬ ترکیب بصورت را I در فرم�ها

یا £vI = ٠ (mod I) یعنͬ مͬ�شوند صفر برابر

£vI ⊂ I (١.٣)

ضرایب این و هستند خطͬ ترکیب صورت به فرم�ها در که است لاگرانژ ضرایب تعدادی شامل (١.٣) معادله

مͬ�ماند Mباقͬ ′ منیفلد در v از اول مرتبه همͽن خطͬ معادلات دستͽاه نهایت در پس . هستند حذف قابل

معادلات دستͽاه اصلͬ تقارن�های برای مشخصه معادلات ، معادلات این . هستند تقارنͬ مولد�های که

v مشتقات ، دستͽاه این در . مͬ�گیرند قرار M ′ در نقطه�ای تبدیلات عنوان به که هستند دیفرانسیلͬ

مستقل متغیر�های مولد�های مͬ�کنیم فرض و هستند مستقل متغیر�های و وابسته متغیر دو به نسبت (مولد�ها)

هستند. مستقل متغیر�های از فقط توابعͬ مͬ�شوند.) داده نشان η و ξ با (که
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دیفرانسیلͬ فرم�های لͬ مشتقات ١.٣

مͬ�دهیم. نشان را دیفرانسیلͬ فرم�های ساده خواص ابتدا در

است. فرم ͷی رتبه حافظ لͬ گیری مشتق :١

است. جهت آن در v مولفه�ی ساده�ترین ، مختصات ͷی در لͬ مشتق :٢

£vx
i = υi

است. آن جهتͬ مشتق ساده�ترین (صفر-فرم) M ′ در تابع ͷی لͬ مشتق :٣

£vf = v(f) = υif,i.

نمͬ�بریم. بͺار را آن باشد واضح ما منظور که زمانͬ و است جزئͬ مشتقات نشان�دهنده�ی کاما

هرجا v مͬ�کند(زیرنویس پیروی لایپ�نیتز قاعده از دلخواه فرم دو (گوه�ای) وج ضرب لͬ مشتق :۴

نمͬ�شود.) نوشته نباشد ضروری

£(α ∧ β) = (£α) ∧ β + α ∧ (£β)

ویژه به . مͬ�شوند جابجا £ لͬ مشتق و d خارجͬ مشتق :۵

£vdx
i = d(£vx

i) = dυi

دما بعدی ͷی معادله ٢.٣

صورت به را دما بعدی ͷی معادله

uxx = ut (٢.٣)

مͬ�کنیم: تعریف را ω جدید متغیر اول مرتبه معادلات دستͽاه در . است

ux = ω, ωx = ut (٣.٣)

مͬ�سازیم: را آن�ها و مͬ�کنیم استفاده ٢-فرم�ها از داریم مستقل متغیر دو چون هستند. ω و u و t و x متغیرها

α = du ∧ dt− ωdx ∧ dt (۴.٣)

β = dω ∧ dt+ du ∧ dx

مͬ�آوریم: بدست (u = u(x, t), ω = ω(x, t) منیفلد زیر (به کنیم بخش�بندی را فرم�ها این اگر

α = (uxdx+ utdt) ∧ dt− ωdx ∧ dt = (ux − ω)dx ∧ dt



۴٧ دما بعدی ͷی معادله .٢.٣

و

β = (ωxdx+ ωtdt) ∧ dt+ (uxdx+ utdt) ∧ dx = (ωx − ut)dx ∧ dt.

بدست (٣.٣) معادلات دهیم قرار صفر برابر را فرم�ها اگر کردیم. استفاده ١-فرم�ها پادتقارنͬ خاصیت از که

ایده�آل (۴.٣) معادلات در β و α فرم�های . مͬ�دهند تشͺیل را اصلͬ اول مرتبه معادلات دستͽاه که مͬ�آیند

حرارت معادله مͬ�توان ، نیست یͺتا I که کنید توجه مͬ�دهند. تشͺیل را (٢.٣) حرارت معادله فرم�های از I

١-فرم با I ′ ایده�آل ساختن و z = ut تعریف با را

γ = −du+ ωdx+ zdt,

: است زیر صورت به خارجͬ�اش مشتق که داد نشان

dγ = dω ∧ dx+ dz ∧ dt,

: داریم را زیر ٢-فرم همچنین و است

δ = dω ∧ dt− zdx ∧ dt.

که: کنید توجه

α = −γ ∧ dt, β = δ − γ ∧ dx.

مشتقات ، مͬ�نویسیم خودشان از خطͬ ترکیب صورت به را β و α لͬ مشتق مͬ�کنیم. کار I ایده�آل در ابتدا در

مͬ�کنیم: پرهیز £ در v زیرنویس و وج ضرب نوشتن از و مͬ�دهیم بسط بالا قواعد از استفاده با را لͬ

£α = £(dudt− ωdxdt)

= (£du)dt+ du(£dt)− (£ω)dxdt− ω(£dx)dt− ωdx(£dt)

= dυudt+ dudυt − υωdxdt− ωdυxdt− ωdxdυt

= λ١(dudt− ωdxdt) + λ٢(dωdt+ dudx)

در توابع ها υi چون مͬ�دهیم بسط معمولͬ زنجیره�ای قاعده�ی توسط را dυi هستند. صفر-فرم(توابع) ها λi
داریم: dtdt = ٠ چون مͬ�کنیم استفاده متغیر چهار همه از هستند. M ′

(υu,udu+ υu,xdx+ υu,ωdω)dt+ du(υt,tdt+ υt,xdx+ υx,ωdω)

− υωdxdt− ω(υx,xdx+ υx,udu+ υx,ωdω)dt

− ωdx(υt,tdt+ υt,udu+ υt,ωdω)

= λ١(dudt− ωdxdt) + λ٢(dωdt+ dudx).
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را ٢-فرم�ها این ضرایب . دارد وجود (dxdt, dxdu, dxdω, dtdu, dtdω, dudω) پایه ٢-فرم ، ۴!
٢!٢! = ۶

مͬ�آوریم: بدست داده قرار هم برابر

υu,x − υω − ω(υx,x + υt,t) = −ωλ١,

− υt,x − ωυt,u = −λ٢,

− ωυt,ω = ٠,

− υu,u − υt,t + ωυx,u = −λ١,

− υu,ω + ωυx,ω = −λ٢

υt,ω = ٠

مͬ�دهد: بدست را مشخصه معادلات از نیمͬ λi لاگرانژ ضرایب حذف

υt,ω = ٠,

υt,x + ωυt,u = υu,ω − ωυx,ω,

υu,x − υω − ωυx,x = −ωυu,u + ω٢υx,u

و است t از فقط تابعͬ υt که مͬ�یابیم در اجمالͬ نͽاهͬ با . مͬ�دهد ما به را معادلات دیͽر نیمه £β بسط

.x, t از است تابعͬ υx

در دارد. وجود x, t, u, ω, z متغیر پنج ، M ′ در حالا . مͬ�آید بدست υ · γ = ٠ دادن قرار از تبدیلات exp

است: زیر ساده شͺل به لͬ مشتقات معادلات همچنین و دارد وجود γ ١-فرم ͷی فقط I ′

£γ = λγ (۵.٣)

داد. بسط انقباض عملͽر و ω فرم از استفاده با مͬ�توان را لͬ مشتق . است ضریب λ که

£vω = d(v · ω) + v · dω. (۶.٣)

(ω = γ) که مͬ�دهیم بسط (۶.٣) از استفاده با را (۵.٣) معادله . است تابع ͷی که F = v · γ دهید قرار

داریم: v · (dxdy) = υxdy − υydx . مͬ�کنیم مشخص را انقباض و

F = −υu + ωυx + zυt (٧.٣)

و

£vγ = dF + υωdx− υxdω + υzdt− υtdz

= λγ = λ(−du+ ωdx+ zdt).



۴٩ بولتزمن خطͬ معادله .٣.٣

و کرده حذف را λ ، مͬ�دهیم قرار هم برابر را ضرایب مͬ�دهیم، بسط زنجیره�ای قاعده از استفاده با را dF

مشتقات F زیرنویس�های ) مͬ�آوریم بدست مشتقاتش و F در را vi مولدهای همه�ی (٧.٣) از استفاده با

هستند.)

υx = Fω, υt = Fz, υu = −F + ωFω + zFz,

υω = −Fx − ωFu, υz = −Ft − zFu.

است: برابر (۵.٣) معادله خارجͬ مشتق

d(£γ) = £(dγ) = dγ ∧ γ + γdγ

مͬ�گیرد: قرار چپ طرف در معادله ͷی بنابراین مͬ�گیرد. قرار ایده�آل در dγ مشتق بنابراین

£γ = λ١γ + λ١dγ + τ ∧ γ

γ فرم جایͽزینͬ با مͬ�تواند τ در du ، است متغیر پنج با دلخواه ١-فرم ͷی τ و است صفر-فرم ، λi که

مͬ�دهد. بدست را استاندارد مشخصه معادلات همچنین روش این شود. حذف

بولتزمن خطͬ معادله ٣.٣

x, t, u, p = ux متغیر پنج با I ′ ممͺن ایده�آل است. uxt + ux + u٢ = ٠ معادله نظر مورد معادله

است: q = ut

α = du− pdx− qdt,

dα = −dpdx− dqdt,

β = −dtdq + (p+ u٢)dxdt

است: x, t, u, p متغیر چهار با I یا

γ = dudt− pdxdt,

δ = dpdx+ (p+ u٢)dtdx.

دارد. وجود مولد چهار ، است حرارت معادله شبیه کاملا محاسبات
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ماکسول خلأ معادله ۴.٣

است: زیر شͺل به ماکسول خلأ معادله

∇ · E = ٠, ∇× E = −∂B
∂t
.

∇ ·B = ٠, ∇×B =
١
C٢

∂E

∂t
.

در که ٣-فرم�هایͬ است. نور سرعت C و زمان t و مغناطیسͬ میدان B و ͬͺتریͺال میدان E آن در که

نشان را مولفه�ها اندیس و زیرنویس و هستند مستطیلͬ مختصات در دارند وجود ماکسول خلأ معادلات

مͬ�دهد.

α = dExdxdt+ dEydydt+ dEzdzdt+ dBxdydz + dBydzdx+ dBzdxdy,

β = dBxdxdt+ dBydydt+ dBzdzdt− dExdydz − dEydzdt− dEzdxdy.

مͬ�توان بنابراین مͬ�کنیم. ساده (A,B,C) = (Ek + iBk) = h و γ = α + iβ تعریف با را فرم�ها این

نوشت:

γ = dh · (drdt− (
١
٢)idr × dr)

یا

γ = dA(dxdt− idydz) + dB(dydt− idzdx) + dC(dzdt− idxdy) (٨.٣)

مختصات در مولدها هستند. t, x, y, z, A,B,C,A∗, B∗, C∗ متغیرها است. توام ترکیب نشان�دهنده�ی ∗ که

: است زیر بصورت جزئͬ مشتقات برای معادلات و هستند حقیقͬ t, x, y, z

£γ = λγ + µγ∗

. مͬ�کنیم کار متغیر ده در فرم�ها -٣ با و مͬ�گیریم بهره γ برای ( ٨.٣) معادله از اینجا در

دارد وجود £γ∗ و £γ برای معادله دو چون و دارد وجود مختلف پایه ٣-فرم ، ١٠!
٣!٧! = ١٢٠ بنابراین

£γ معادلات است کافͬ پس توامند. ترکیب بسادگͬ آنها تای ١٢٠ که داشت خواهیم معادله ٢۴٠ بنابراین

. بیابیم را

پواسن خطͬ غیر معادله ۵.٣

است: زیر شͺل به پواسن معادله

uxx + uyy + uzz = f(u),
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را t = uz و s = uy و r = ux ما . مͬ�دهد نشان را مشتقات اندیس�ها . است نامشخص تابعͬ f(u) که

بنابراین مͬ�کنیم. تعریف

rx + sy + tz = f(u).

: فرم�هاست این شامل I ایده�آل

α = −du+ rdx+ sdy + tdz,

dα = drdx+ dsdy + dtdz,

β = drdydz + dsdzdx+ dtdxdy − f(u)dxdydz.

. دارد وجود متغیر هفت که

معمولͬ دیفرانسیل معادله ۶.٣

دو و z = y′ مͬ�دهیم قرار است. x به نسبت مشتق نشان�دهنده�ی ′ که داریم را y′′ = f(x, y, y′) معادله

مͬ�کنیم: تعریف را زیر ١-فرم

α = dy − zdx,

β = dz − f(x, y, z)dx

است: زیر صورت به α برای لͬ مشتق معادله . دارد وجود متغیر سه

£α = dυy − υzdx− zdυx = λ١(dy − zdx) + λ٢(dz − fdx)

است. υz از نمایͬ که مͬ�دهد معادله ͷی تنها ، ضرایب حذف . دارد وجود dz و dy و dx برای معادله سه

نشان η و ξ با معمولأ (که υy و υx مولدهای کنیم فرض مͬ�دهد. معادله ͷی تنها ، β برای لͬ مشتق معادله

است z = y′ برای معمولͬ یافته توسعه مولد υz حالت این در ، هستند y و x از فقط توابعͬ مͬ�شوند.) داده

است. η و ξ برای معمولͬ مشخصه معادله ، باقیمانده معادله و

کورتج�دورس معادله ٧.٣

ͬͺی . است ͷفیزی و دیفرانسیل معادلات نظریه در مفاهیم مهمترین از ͬͺی دیفرانسیل معادلات تقارن�های

روش قسمت این دارد.در کاربرد کم عمق با مایعات در که است ١ KdV معادله ، معادلات مهمترین از
١Kortwege-deVries
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ابزار قبل مانند مͬ�شود. نامیده هریسون٢ روش که مͬ�دهیم شرح KdV معادله تقارن�های یافتن برای خاصͬ

هستند. دیفرانسیلͬ فرم�های و لͬ مشتقات ما کار

روش�ها این مهمترین از ͬͺی . دارد وجود دیفرانسیل معادلات تقارن�های یافتن برای گوناگونͬ روش�های

نیازمند ... و دادن امتداد ، لͬ گروه�های نظریه مانند پایه ابزارهای به روش این در . است لͬ مشتق روش

است دیͽری روش هریسون روش است. دیفرانسیل معادلات تقارن گروه�های از لͬ نظریه شالوده که هستیم

دهیم KdVشرح معادله روی را روش این داریم قصد ما نیست. وابسته و ندارد نیازی شده گفته موارد به که

نماییم. مقایسه لͬ روش با را نتیجه و

هریسون روش ٨.٣

متغیر p با E منیفلد روی که جزیͬ دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی ابتدا در : است صورت بدین روش این

q = ١ و p = ٢ مͬ�کنیم فرض اینجا در مͬ�گیریم. نظر در ، است شده تعریف وابسته متغیر q و مستقل

تعریف کافͬ تعداد در دادن) (امتداد جدید متغیر�های عنوان به را وابسته متغیر�های جزیͬ مشتقات . است

ما ساخت. دیفرانسیلͬ فرم�های دستͽاه ͷی مͬ�توان سپس شود. دوم مرتبه معادله به تبدیل معادله تا مͬ�کنیم

ͷی لͬ مشتق اینجا در است. I بسته ایده�آل عنوان به معادلات نمایانͽر که مͬ�کنیم صحبت فرم�ها دستͽاه از

. مͬ�کند بازی مهمͬ نقش برداری میدان به نسبت فرم

دیفرانسیلͬ فرم�های ساختن ١.٨.٣

دیفرانسیل معادله به (uxxx + uux + ut = ٠) KdV معادله بنابراین . مͬ�دهیم قرار ux بجای را w ابتدا در

مͬ�شود: تبدیل زیر دوم مرتبه جزئͬ

wxx + uw + ut = ٠ (٩.٣)

. است (t, x, u, ut, ux, utt, utx, uxx) مختصات با ٨-بعدی منیفلد (٩.٣) معادله با متناظر جت فضای

داریم: را زیر برخوردی ١-فرم�های معادله این با متناظر

θ١ = du− uxdt− uxdx,

θ٢ = dut − uttdt− utxdx,

θ٣ = dux − utxdt− uxxdx.

٢B.Kent Harrison
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هستند: زیر صورت به شده سازی باز فرم�های نتیجه در

α١ = θ١ ∧ θ٢ = (uxutt − ututx)dx ∧ dt+ utxdx ∧ du− uxdx ∧ dut

+ uttdt ∧ du− utdt ∧ dut + du ∧ dut,

α٢ = θ١ ∧ θ٣ = (uxutx − utuxx)dx ∧ dt+ uxxdx ∧ du− uxdx ∧ dux

+ utxdt ∧ du− utdt ∧ dux + du ∧ dux,

α٣ = θ٢ ∧ θ٣ = (u٢tx − uttuxx)dx ∧ dt+ uxxdx ∧ dut − utxdx ∧ dux

+ utxdt ∧ dut − uttdt ∧ dux + dut ∧ dux,

α۴ = dθ١ = dx ∧ dux + dt ∧ dut,

α۵ = dθ٢ = dx ∧ dutx + dt ∧ dutt,

α۶ = dθ٣ = dx ∧ duxx + dt ∧ dutx,

α٧ = udt ∧ du− dt ∧ duxx − dx ∧ du.

مͬ�گیریم: نظر در زیر شͺل به شده فرض جت فضای روی را v برداری میدان

v = A١
∂

∂t
+A٢

∂

∂x
+A٣

∂

∂u
+A۴

∂

∂ut
+A۵

∂

∂ux
+A۶

∂

∂utt
+A٧

∂

∂utx
+A٨

∂

∂uxx
,

,t)هستند. x, u, ut, ux, utt, utx, uxx) از همواری توابع i = ١, · · · ,٨ ها Ai که

است: زیر عظیم جزئͬ دیفرانسیل معادلات دستͽاه حل بعدی مرحله

£vα
i = λiα

i, i = ١,٢,٣ (١٠.٣)

: داراست را زیر فرم (١٠.٣) سیستم هستند. هموار توابع ها λi که

−
( ∂

∂utt
A٣
)
+ · · ·+

( ∂

∂uxx
A١
)
u٢tx = ٠

− u
( ∂

∂uxx
A٢
)
uxutx + · · · −

( ∂

∂ux
A۵
)
utx = ٠,

...

−
( ∂
∂t
A٢
)
+ · · · −

( ∂

∂uxx
A٧
)
= ٠,

−
( ∂

∂uxx
A۴
)
+ · · ·+

( ∂

∂utx
A٢
)
utx = ٠.

: داریم A١, · · · , A٨ به نسبت دستͽاه این حل از بعد

A١ = c١t+ c٢, A٢ = c١
x

٣ + c٣t+ c۴, A٣ = −٢c١
u

٣ + c٣,
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A۴ = −c٣ux − ۵c١
ut
٣ , A۵ = c١ux, A۶ = −٢c٣utx − ٨c١

utt
٣ ,

A٧ = −c٣uxx − ٢c١utx, A٨ = −۴c١
uxx
٣ ,

بنابراین ، هستند دلخواه ثابت�های c۴ و c٣ و c٢ و c١ که

v = (c١t+ c٢)
∂

∂t
+ (

c١
٣ x+ c٣t+ c۴)

∂

∂x
+ (c٣ −

٢c١
٣ u)

∂

∂u
− (c٣ux +

۵c١
٣ ut)

∂

∂ut

− c١ux
∂

∂ux
− (٢c٣utx +

٨c١
٣ utt)

∂

∂utt
− (c٣uxx + ٢c١utx)

∂

∂utx
− ۴c١

٣ uxx
∂

∂uxx
.

KdV معادله برای بعدی چهار تقارن گروه ، شد خواهد ساخته v از که برداری میدان چهار مͬ�کنیم ادعا ما

آورد. بدست را آن نیز لͬ روش از مͬ�توان که مͬ�سازد را

v١ =
∂

∂x
,

v٢ =
∂

∂t
,

v٣ = t
∂

∂x
+

∂

∂u
− ux

∂

∂ut
− ٢utx

∂

∂utt
− uxx

∂

∂utx
,

v۴ = x
∂

∂x
+ ٣t ∂

∂t
− ٢u ∂

∂u
− ۵ut

∂

∂ut
− ٣ux

∂

∂ux

− ٨utt
∂

∂utt
− ۶utx

∂

∂utx
− ۴uxx

∂

∂uxx
.

این برای و دارد را لͬ جبر ساختار {v١,v٢,v٣,v۴} برداری میدان چهار مجموعه که دهیم نشان باید ابتدا

مͬ�گیرد قرار {v١,v٢,v٣,v۴} توسط شده ساخته برداری فضای در [vi,vj ] که دهیم نشان است کافͬ کار

داریم: بنابراین . است برداری میدان لͬ کروشه [ , ] که

[v١,v٢] = ٠, [v١,v٣] = ٠, [v١,v۴] = v١,

[v٢,v٣] = v١, [v٢,v۴] = ٣v٢, [v٣,v۴] = −٢v٣,

برداری میدان�های با را نقاط اگر

X١ =
∂

∂x
, X٢ =

∂

∂t
,

X٣ = t
∂

∂x
+

∂

∂u
, X۴ = x

∂

∂x
+ ٣t ∂

∂t
− ٢u ∂

∂u
,

صفر را KdV معادله X۴ و X٣ و X٢ و X١ سوم مرتبه امتداد که مͬ�بینیم راحتͬ به کنیم گذاری برچسب

بنابراین است Xi سوم مرتبه امتداد X(٣)
i و i = ١,٢,٣,۴ که X(٣)

i (uxxx + uux + ut = ٠) . کرد خواهد

که است ذکر به لازم مͬ�سازد. را KdV معادله بعدی چهار تقارن گروه از دستͽاه ͷی {X١, X٢, X٣, X۴}

که چرا است X۴ و X٣ و X٢ و X١ از دوم مرتبه امتداد v۴ و v٣ و v٢ و v١ شده پیدا برداری میدان چهار

دادیم. کاهش دو به را معادله مرتبه بخش این ابتدای در
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یادداشت ٩.٣

بدست اما است اهمیت پر بسیار مسایل تحلیل در جواب�ها داشتن که مͬ�یابیم در شده ذکر مطالب به توجه با

در و آن تحلیل و جدول تشͺیل گاهͬ برداری میدان روش در دارد مختلفͬ راه�های جواب�ها کلیه آوردن

ͬͺکم نرم�افزارهای از مͬ�توان موارد اینͽونه در البته ، مͬ�شود پیچیده بسیار تقارن گروه�های به رسیدن نهایت

استفاده روش این برتری . کرد استفاده دیفرانسیلͬ فرم�های روش از مͬ�توان اما گرفت بهره Maple نظیر

گاهͬ هم روش این در اما ، نمͬ�شود کننده گیج و طولانͬ بسیار محاسبات به منجر که هاست φx از نͺردن

روش . است کننده ͷکم Maple نیز مورد این در که مͬ��شود پیچیده بسیار لͬ مشتقات آوردن بدست

بسیار موارد در که است تلفیقͬ روشͬ لͬ مشتقات همچنین و برداری میدان�های از استفاده با نیز هریسون

دارد. کاربرد
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Abstract

To solve differential equations is of particular importance in all sciences because the analysis
of the problems can be done by using responses. However , achieving all responses may not
be always easy. Therefore ,we use supporting devices . Of these devices , one is symmetry
group . Through having one response and putting it in symmetry groups we can achieves
lots of responses . Yet there is a variety of ways to achieve symmetry groups .

In this thesis , two more practical ways are tried to be done . At first , for achieving
symmetry groups , the vector fields method has been considered and the differential forms
method is stated along side . Harrison method is also pointed.
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