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چͺیده
مͬ�توان را هستند جهت حافظ و ت�ͷارز ∆ واحد ͷدیس در که مقدار مختلط همساز توابع
شرایط بررسͬ به نامه پایان این در هستند. ∆تحلیلͬ در g و h که نوشت f = h+ ḡ صورت به
این که مͬ�دهیم نشان همچنین مͬ�پردازیم. ستاره�گون همساز توابع ضرایب شرایط و ت�ͷارزی
سپس هستند. الزامͬ نیز باشند مثبت g ضرایب و منفͬ hضرایب که صورتͬ در ضزیبͬ شرایط

پرداخت. خواهیم توابع این ضرایب کران�های و فرین نقاط بررسͬ به



଒ی਩ساইه�یૡঙଘم৤قدৎ
ਗیऒواঘند঴சداষند



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

احمد دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در
به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که نمایم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه زیره،

نمͬ�رسید. انجام
در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که موسوی رضا سید آقای جناب از
دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایͬ مورد را جانب این احسن نحو به رساله، این سازی آماده
خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در
گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم برادران از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم ستایش

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش

۱۳۹۲/۶/۲۵॒مالاঁدଌنیارعਚی
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١ فصل

مقدماتͬ تعاریف

تعاریف و نمادگذاری ١.١

مͬ�شود. استفاده زیر نمادهای از نامه پایان این در
حقیقͬ اعداد مجموعه R
مختلط اعداد مجموعه C

مͬ�باشد. axn صورت به جمله هر که است جملات از مجموعͬ ای جمله چند ͷی .١.١.١ تعریف
مختلط، ضرایب با ای جمله چند ͷی همچنین و است متغیر ͷی x و توان n ضریب، a که طوری به

دارد. نام آن مرتبه�ی ای جمله چند ͷی توان بیشترین دارد. نام مختلط ای جمله چند

را Y مجموعه به X مجموعه از تابع ͷی باشند، مجموعه دو Y و X گاه هر .٢.١.١ تعریف
مجموعه از عضو ͷی فقط و ͷی x چون X مجموعه عضو هر به که کرد تعریف قاعده�ای مͬ�توان

مͬ�دهیم. نشان f : X → Y با را Y به X از f تابع مͬ�دهد، نسبت را f(x) چون Y

مجموعه نیز f تابع برد است. X مجموعه همان مͬ�شود داده نمایش dom f با که f تابع دامنه
Im f یا ran f با را f تابع برد باشند. f تحت X از عضوی تصویر که است Y از عناصری همه

مͬ�دهیم: نشان
ran f = {y ∈ Y : ∃x(x ∈ X ∧ y = f(x)}

باشد. پذیر مشتق z٠ ͬͽهمسای ͷی در هرگاه گوییم تحلیلͬ z٠ در را f تابع .٣.١.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده میدان ͷی ،C در همبند و باز مجموعه هر .۴.١.١ تعریف



٢ مقدماتͬ تعاریف .١

باشد UR = {z ∈ C : |z| < R} ͷدیس در تابعͬ f(z) کنیم فرض شوارتز). (لم ۵.١.١ تعریف
در باشد، f(z) تابع m مرتبه صفر z = ٠ اگر باشد. برقرار |f(z)| < M رابطه ،M ثابت برای و

صورت: این
|f(z)| ≤ M

Rm
|z|m (z ∈ UR).

که مͬ�شود برقرار زمانͬ تساوی فوق، رابطه در همچنین
f(z) = eiθ

M

Rm
zm

است. ثابت مقداری θ آن در که

D در است شده تعریف D میدان در که را U(x, y) پیوسته و مقدار حقیقͬ تابع .۶.١.١ تعریف
تمام در مشتقات این و بوده پیوسته دوم و اول مراتب نسبͬ مشتقات دارای گاه هر گویند همساز

باشند. صادق زیر معادله در D
∂٢U

∂x٢
+

∂٢U

∂y٢
= ٠

ͷی در تحلیلͬ تابع هر که قضیه این بردن کار به با است. مشهور لاپلاس معادله به معادله این
حقیقͬ قسمت دو هر که مͬ�بینیم مͬ�باشد، مراتب تمام از مشتق دارای میدان آن نقاط همه در میدان،
آنͽاه باشد، تحلیلͬ f(z) = u(x, y) + iv(x, y) اگر همسازند. توابع تحلیلͬ تابع ͷی موهومͬ و

دارد. نام u از همسازی مزدوج v

u اگر تنها و اگر است u همساز مزدوج v که داریم را زیر پادتقارنͬ خاصیت این .٧.١.١ ملاحظه
تحلیلͬ f جا هر که مͬ�شود نتیجه امر این به توجه از مطلب این اثبات باشد. −v همساز مزدوج

است. تحلیلͬ نیز if = i(u+ iv) = −v + iu باشد،

تابع ͷی موهومͬ) (یا حقیقͬ قسمت تابعͬ که مͬ�کند بیان را لازمͬ شرط لاپلاس معادله
باشد. تحلیلͬ

z٠ و صفحه تمام از غیر به ساده�ای همبند میدان D کنیم فرض ریمان). (نͽاشت ٨.١.١ قضیه
D که است موجود f(z) ت�ͷارز و فرد به منحصر تابع صورت این در باشد. میدان این در نقطه�ای

[١١.١٣ قضیه ،١٢] است. f ′(z٠) > ٠ و f(z٠) = ٠ و مͬ�نͽارد |z| < ١ قرص بر را

S رده ٢.١

میدان�های که هستند جالبͬ شرایط واجد هستند، (ͷی به ͷارز(ی�ͷت هم و تحلیلͬ هم که توابعͬ
ت�ͷارز، تابع هر ریمان، نͽاشت قضیه موجب به مͬ�نͽارند. ساده همبند میدان�های بر را ساده همبند



٣ S رده .٢.١

در که تابعͬ با مͬ�توان را باشد شده تعریف صفحه) تمامͬ از غیر ساده(به همبند میدان در که
|z| < ١ قرص بر که توابعͬ به را خود بنابراین کرد. متناظر است شده تعریف واحد قرص
صفر تنها (که است صفر مبدا در تابع کنیم فرض چنانچه اگر و مͬ�کنیم. محدود شده�اند تعریف
شͺل از حاصله نتایج صورت این در دارد، صفر مخالف مشتق مبدا در و بود) خواهد نیز تابع
را f(z) ت�ͷارز تابع هر نیست، صفر هرگز ت�ͷارز تابع مشتق زیرا بود. خواهند برخوردار زیباتری
در که توابعͬ رده کرد. تحویل مذکور، شͺل از است تابعͬ که ،[f(z) − f(٠)]/f ′(٠) به مͬ�توان

مͬ�شوند. مشخص حرف ͷی با صادقند مذکور محدودیت�های

با و بوده ت�ͷارز و تحلیلͬ |z| < ١ واحد قرص در که را f(z) توابع همه رده .١.٢.١ تعریف
S در f(z) تابع پس مͬ�دهیم. نمایش S با گردیده�اند نرمالیزه f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠ شرایط

است: زیر توانͬ نمایش دارای
f(z) = z + a٢z

٢ + a٣z
٣ + · · · (|z| < ١).

.g(z) = z
√

f(z٢)
z٢ ∈ S آنͽاه باشد، f(z) ∈ S اگر .٢.٢.١ لم

که دارد مبدا در صفری f(z٢) زیرا .z
√

f(z٢)
z٢ مͬ�نویسیم ،

√
f(z٢) جای به .٣.٢.١ ملاحظه

مͬ�کند. معنͬ بͬ را
√

f(z٢) = e(
١
٢ )log f(z٢)

داریم: لذا f(z) = z + a٢z
٢ + · · · کنید فرض برهان.

g(z) = z

√
f(z٢)

z٢
= z
√
١+ a٢z٢ + a٣z۴ + · · · (١.١)

و g(٠) = ٠ و مͬ�باشد تحلیلͬ واحد ͷدیس بر g(z) تابع مͬ�گیریم)، نظر در را √ اصلͬ (شاخه

این در z١
√

f(z٢١)

z٢١
= z٢

√
f(z٢٢)

z٢٢
آنͽاه g(z١) = g(z٢) اگر ارزی، ͷت اثبات برای است. g′(٠) = ١

.z١ = −z٢ یا z١ = z٢ یعنͬ ،z٢١ = z٢٢ داریم یͷمͬ�باشد، به ͷی f چون و f(z٢١) = f(z٢٢)صورت
نتیجه را g(z١) = −g(z٢) تساوی z١ = −z٢ لذا است فرد تابع g(z) که مͬ�شود ملاحظه (١.١) از

مͬ�شود. اثبات g(z) ارزی ͷت و z١ = z٢ پس است. تناقض در فرض با که مͬ�دهد

[١٢.٣ قضیه ،١٢] .|a٢| ≤ ٢ آنͽاه باشد، g(z) = z
√

f(z٢)
z٢ ∈ S اگر .۴.٢.١ قضیه

آنͽاه باشد حقیقͬ α و a٢ = ٢eiα اگر ،۴.٢.١ قضیه در کوئب). (تابع ۵.٢.١ مثال

لذا .g(z) = z
١−eiαz)٢

= z
√

f(z٢)
z٢

f(z) =
z

(١− eiαz)٢
= z + ٢eiαz٢ + ٣e٢iαz٣ + · · ·



۴ مقدماتͬ تعاریف .١

مͬ�رسیم: زیر تابع به α = ٠ دادن قرار با

k(z) =
z

(١− z)٢
=
١
۴(

١+ z

١− z
)٢ − ١

۴
حقیقͬ محور امتداد در که ای صفحه بر را |z| < قرص١ تابع این است. معروف کوئب تابع به که

مͬ�نͽارد. است، شده بریده ∞ تا −١
۴ از منفͬ

.|c| ≥ ١
۴ آنͽاه ،c ∈ C که f(z) ̸= c ،|z| < ١ برای و f(z) ∈ S اگر (پوشش). ۶.٢.١ قضیه

به متعلق نیز g(z) = cf(z)
c−f(z)

تابع پس f(z) ̸= c چون .f(z) = z + a٢z
٢ + · · · مͬ�دانیم برهان.

مͬ�باشد. S
cf(z)

c− f(z)
= z + (a٢ +

١
c
)z٢ + · · ·

طرفͬ: از .|a٢ + ١
c
| ≤ ٢ داریم ۴.٢.١ قضیه بر بنا

|١
c
| − |a٢| ≤ |a٢ +

١
c
| ≤ ٢ =⇒ |١

c
| ≤ ٢+ |a٢|

داریم: لذا است. |a٢| ≤ ٢ پس ،f(z) ∈ S چون و

|١
c
| ≤ ۴ =⇒ |c| ≥ ١

۴

: آنͽاه باشد، z = reiθ و f(z) ∈ S اگر .٧.٢.١ لم

Re{zf
′′(z)

f ′(z)
} = r

∂

∂r
log|f ′(z)|.

نظر در |z| < ١ برای را logf ′(z) از شاخه�ای مͬ�توان پس f ′(z) ̸= ٠ ،|z| < ١ چون برهان.
: لذا f ′(z) = f ′(reiθ) داریم f(z) = f(reiθ) برای حال گرفت.
∂

∂r
log f ′(reiθ) =

eiθf ′′(reiθ)

f ′(reiθ)

: داریم r در فوق رابطه طرفین ضرب با

r
∂

∂r
log f ′(reiθ) =

reiθf ′′(reiθ)

f ′(reiθ)
=

zf ′′(z)

f ′(z)

داریم: حقیقͬ قسمت�های محاسبه��ی با

r
∂

∂r
log |f ′(reiθ)| = Re{zf

′′(z)

f ′(z)
}.

آنͽاه باشد، f(z) ∈ S اگر .٨.٢.١ قضیه
١− r

(١+ r)٣
≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
(|z| = r < ١).



۵ S رده .٢.١

بر را واحد قرص و پوشاست و ͷی به ͷی تحلیلͬ، (|z٠| < ١) w = z+z٠
١+z٠z

تابع مͬ�دانیم برهان.
و تحلیلͬ (|z| < ١) ازای به نیز g(z) = f( z+z٠

١+z٠z
) = b٠ + b١z + b٢z

٢ تابع لذا مͬ�نͽارد. خودش
داریم: است، ت�ͷارز

g(٠) = b٠ = f(z٠) b١ = g′(٠) = f ′(z٠)(١− |z٢|٠)

b٢ =
g′′(٠)
٢ =

١
٢
(
f ′′(z٠)(١− |z٢(٢|٠ − ٢f ′(z٠)z١)٠− |z٢|٠)

)
تابع که این به توجه با نیست. S به متعلق پس نمͬ�باشد نرمالیزه g(z) چون

: یعنͬ | b٢
b١
| ≤ ٢ ، ۴.٢.١ قضیه بر بنا لذا مͬ�گیرد، قرار S در g(z)−g(٠)

g′(٠) = z + b٢
b١
z٢ + · · ·

١
٢

∣∣∣f ′′(z٠)

f ′(z٠)
(١− |z٢|٠)− ٢z٠

∣∣∣ ≤ ٢

: داریم ٢|z٠|
١−|z٢|٠ در طرفین ضرب و z٠ = reiθ دادن قرار با

|z٠f
′′(z٠)

f ′(z٠)
− ٢|z٢|٠
١− |z٢|٠

| ≤ ۴|z٠|
١− |z٢|٠

: مͬ�دهیم قرار است، دلخواه z٠ چون حال

|zf
′′(z)

f ′(z)
− ٢r٢
١− r٢

| ≤ ۴r
١− r٢

: لذا است. واقع ٢r٢
١−r٢ مرکز به و

۴r
١−r٢ شعاع به دایره�ای در zf ′′(z)

f ′(z)
یعنͬ

٢r٢ − ۴r
١− r٢

≤ Re
zf ′′(z)

f ′(z)
≤ ٢r٢ + ۴r

١− r٢

: یعنͬ .Re zf ′′(z)
f ′(z)

= r ∂
∂r
log|f ′(z)| مͬ�دانیم ٧.٢.١ لم بر بنا

٢r٢ − ۴r
١− r٢

≤ r
∂

∂r
log|f ′(z)| ≤ ٢r٢ + ۴r

١− r٢

=⇒ ٢r − ۴
١− r٢

≤ ∂

∂r
log|f ′(z)| ≤ ٢r + ۴

١− r٢

: مͬ�گیریم انتͽرال r تا از٠ نامساوی طرفین از حال
log(١− r)− ٣log(١+ r) ≤ log|f ′(z)| ≤ log(١+ r)− ٣log(١− r)

داریم لذا و

log
١− r

(١+ r)٣
≤ log|f ′(z)| ≤ log

١+ r

(١− r)٣

نتیجه: در
١− r

(١+ r)٣
≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r

(١− r)٣
(|z| = r < ١).



۶ مقدماتͬ تعاریف .١

،k′(z) = ١+z
(١−z)٣ با است برابر k(z) = z

(١−z)٢ = z + ٢z٢ + · · · کوئب تابع مشتق .٩.٢.١ مثال
مͬ�شود. تعیین z = −r در پایین کران و z = r در تابع این مورد در ٨.٢.١ قضیه بالای کران لذا

: آنͽاه باشد، f(z) ∈ S اگر .١٠.٢.١ قضیه
r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)٢
, (|z| = r < ١).

خط ͷی با را ٠ نقطه .|f ′(z)| ≤ ١+r
(١−r)٣ داریم |z| = r < ١ برای ٨.٢.١ قضیه بر بنا برهان.

مͬ�گیریم: انتͽرال خط پاره این روی و کرده وصل z به مستقیم

|f(z)| ≤
∫ r

٠
|f ′(t)|dt ≤

∫ r

٠

١+ t

(١− t)٣
dt =

r

(١− r)٢

و r
(١+r)٢ ≤ |f(z)| آنͽاه باشد، |f(z) ≥ ١

۴ اگر حال است. برقرار همواره r
(١+r)٢ ≤ ١

۴ مساوی نا
تصویر که است موجود z تا ٠ از یͺه دایره داخل c مسیر ۶.٢.١ قضیه بر بنا باشد، |f(z)| < ١

۴ اگر
صورت: این در مͬ�پوشاند. را f(z) تا ٠ از c٠ مستقیم خط پاره آن

|f(z)| =
∫
c٠

|dw| =
∫
c

|f ′(s)||ds|

: ٨.٢.١ قضیه بر بنا طرفͬ از
|f(z)| =

∫
c

|f ′(s)||ds| ≥
∫
c

|f ′(s)|d|s| ≥ ١− t

(١+ t)٣
dt =

r

(١+ r)٢

داریم: لذا
r

(١+ r)٢
≤ |f(z)| ≤ r

(١− r)٢
.

در ١٠.٢.١ قضیه بالای کران ،k(z) = z
(١−z)٢ = z + ٢z٢ + · · · کوئب تابع برای .١١.٢.١ مثال

مͬ�شود. تعیین z = −r در پایین کران و z = r

،n هر برای آنͽاه باشد S در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n اگر .(Littlewood) ١٢.٢.١ قضیه

[١٢.٧ قضیه ،١٢] .|an| ≤ en

باشد، داشته حقیقͬ ضرایب و باشد S رده در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n تابع اگر .١٣.٢.١ قضیه

.|an| ≤ n داریم n هر برای آنͽاه

مͬ�دهیم: قرار z = reiθ ،r < ١ برای برهان.

Im f(z) = v(reiθ) =
∞∑
k=١

akr
k sin kθ



٧ S∗ رده .٣.١

داریم: π تا ٠ از یابͬ انتͽرال و sin nθ در فوق رابطه طرفین ضرب با

٢
π

∫ π

٠
v(reiθ) sinnθdθ =

٢
π

∫ π

٠
anr

n sin٢ nθdθ (٢.١)

رابطه�ی به توجه با
| sin(n+ ١)θ| = | sinnθ cos θ + cosnθ sin θ| ≤ | sinnθ|+ | sin θ|

مͬ�شود نتیجه (٢.١) رابطه از لذا | sinnθ| ≤ n| sin θ| که داد نشان مͬ�توان استقرایͬ روش به و
: که

|anrn| ≤
٢n
π

∫ π

٠
|v(reiθ)| sin θdθ (٣.١)

:٠ < r < ١,٠ < θ < π آن در که ،v(reiθ) ̸= ٠ مͬ�دهیم نشان حال

٠ ̸= f(reiθ)− f(re−iθ) =
∞∑
n=١

anr
n(einθ − e−inθ) = ٢i

∞∑
n=١

anr
n sinnθ = ٢iv(reiθ)

دارد. ثابتͬ جبری علامت ٠ < θ < π فاصله در پس است، پیوسته تابعͬ θ به نسبت v(reiθ) چون
لذا

r = |a١r| =
∣∣٢
π

∫ π

٠
v(reiθ) sin θdθ

∣∣ = ٢
π

∫ π

٠
|v(reiθ)| sin θdθ. (۴.١)

ثابت قضیه r −→ ١ با و مͬ�آید دست به |anrn| ≤ nr رابطه ، (٣.١) در (۴.١) جایͽزینͬ با
مͬ�گردد.

S∗ رده ٣.١

نقطه هر که مستقیمͬ خط پاره گاه هر گوییم ستاره�گون z٠ به نسبت را D میدان .١.٣.١ تعریف
هر گوییم ستاره�گون مبدا به نسبت را f(z) ∈ S تابع بͽیرد. قرار D در مͬ�کند وصل z٠ به را D از
زیر این است. ستاره�گون w = ٠ به نسبت که شود نͽاشته میدانͬ بر f(z) با |z| < ١ قرص گاه

مͬ�شود. داده نشان S∗ با S رده�ی

قرص هر f(z) اگر تنها و اگر f(z) ∈ S∗ صورت این در ،f(z) ∈ S کنیم فرض .٢.٣.١ لم
بنͽارد. ستاره�گون میدان بر را |z| < r < ١

f(z) تابع در |z| < r < ١ تصویر Dr و |z| < ١ تصویر D و f(z) ∈ S∗ کنیم فرض ابتدا برهان.
مبدا به نسبت ستاره�گون D (چون tw ∈ D ،٠ < t < ١ برای آنͽاه باشد، w ∈ D اگر باشد.



٨ مقدماتͬ تعاریف .١

صدق |g(z)| < ١ نامساوی در و است تحلیلͬ |z| < ١ در g(z) = f−١(tf(z)) تابع لذا مͬ�باشد)
w١ ∈ Dr نقطه اکنون .|g(z)| ≤ |z| شوارتز لم به توجه با ،g(٠) = f−١(tf(٠)) چون مͬ�کند.
فرض با دلخواه t برای و |z١| < ١ فرض با z١ای نقطه برای صورت این در مͬ�کنیم. انتخاب را

داریم: ٠ < t < ١
|f−١(tw١)| = |f−١(tf(z١))| = |g(z١)| ≤ |z١| < r

همه و Dr در W١ها همه برای مطلب این چون دارد. قرار Dr در tw١ که است معنͬ بدان این ولͬ
است. ستاره�گون w = ٠ به نسبت Dr میدان است، درست ٠ < t < ١ که tها

طوری به است موجود w٠ ∈ D نقطه آنͽاه باشد، نداشته قرار S∗ رده�ی در f(z) اگر عͺس، به
انتخاب را |z| < r < ١ قرص ͷاین نمͬ�باشد. D به متعلق t٠w٠ ،٠ < t٠ < ١ t٠ای، برای که
متعلق t٠w٠ نقطه�ی ،Dr ⊂ D چون باشد. w٠ نقطه��ی شامل ،Dr تصویرش که طوری به مͬ�کنیم

نمͬ�نͽارد. ستاره�گون میدان بر را |z| < ١ ،f(z) پس نیست. Dr به

اگر تنها و اگر f(z) ∈ S∗ صورت این در باشد. f(z) ∈ S کنیم فرض .٣.٣.١ قضیه

Re
{zf ′(z)

f(z)

}
> ٠

میدان ͷی |z| < r < ١ از Dr تصویر اگر وتنها اگر f(z) ∈ S∗ ، ٢.٣.١ لم به توجه با برهان.
w = f(reiθ) تا w = ٠ از شعاعͬ بردار (٠ ≤ θ ≤ ٢π) θ هر برای معادل بیان به باشد. ستاره��گون
صعودی اکیدا θ به نسبت که است تابعͬ arg f(reiθ) که است معنͬ بدان این ولͬ Drباشد در باید
کند. قطع نقطه دو در حداقل را Dr مرز مͬ�بایست شعاعͬ بردار صورت این غیر در زیرا است،

مͬ�شود. مشخص ∂
∂θ
arg f(reiθ) > ٠ شرط با S∗ در تابع ͷی پس

بنابراین: ،arg f(reiθ) = Im logf(reiθ) ولͬ
∂

∂θ

{
Im logf(reiθ)

}
= Im

{ ∂

∂θ
logf(reiθ)

}
= Im

{
i
reiθf ′(reiθ)

f(reiθ)

}
= Re

{zf ′(z)

f(z)

}
> ٠.

w صفحه |z| < ١ تصویر زیرا دارد، قرار S∗ رده�ی در k(z) = z
(١−z)٢ کوئب تابع .۴.٣.١ مثال

همچنین: و است شده بریده ∞ تا −١
۴ پرتو امتداد در که مͬ�باشد

Re
{zk′(z)

k(z)

}
= Re

{١+ z

١− z

}
.

برای اگر است. تحلیلͬ f(z) = ١ +
∑∞

n=١ anz
n ،|z| < ١ برای کنیم فرض .۵.٣.١ قضیه

.[١٠.١۵ قضیه ،١٢] |an| ≤ ٢ ، n هر برای آنͽاه ، Re f(z) > ٠ ، |z| < ١

.|an| ≤ n ،n هر برای آنͽاه باشد، S∗ در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n کنیم فرض .۶.٣.١ قضیه



٩ S∗ رده .٣.١

تابع f(z) ̸= ٠ ،٠ < |z| < ١ برای چون برهان.

P (z) = z
f ′(z)

f(z)
=
١+

∑∞
n=٢ nanz

n−١

١+
∑∞

n=٢ anz
n−١ (۵.١)

نوشت: زیر صورت به را آن مͬ�توان لذا است. تحلیلͬ |z| < ١ در

P (z) = ١+
∞∑
n=٢

αnz
n (۶.١)

مͬ�دانیم ۵.٣.١ قضیه بر بنا .Re{P (z)} > ٠ پس f(z) ∈ S∗ ،|z| < ١ برای طرفͬ از

|αn| ≤ ٢ n = ١,٢,٣, . . . (٧.١)

داریم: (۶.١) و (۵.١) از

١+
∞∑
n=٢

nanz
n−١ = (١+

∞∑
n=٢

anz
n−١)(١+

∞∑
n=٢

αnz
n)

مͬ�رسیم: زیر رابطه�ی به ضرایب دادن قرار مساوی با
kak = ak + ak−١α١ + ak−٢α٢ + · · ·+ a٢αk−٢ + αk−١

معادل صورت به یا و

(k − ١)ak = ak−١α١ + ak−٢α٢ + · · ·+ a٢αk−٢ + αk−١ (k = ٢,٣, . . .) (٨.١)

لذا برد. کار به (٨.١) در را مثلث نامساوی مͬ�توان (٧.١) کران از استفاده با
(k − ١)|ak| ≤ ٢(|ak−١|+ |ak−٢|+ · · ·+ |a٢|+ ١)

باشیم داشته ،k = ٢,٣, . . . , n − ١ برای کنیم فرض سپس .|a٢| ≤ ٢ مͬ�یابیم در فوق رابطه از
صورت: این در .|ak| ≤ k

(n− ١)|an| ≤ ٢
[
(n− ١) + (n− ٢) + · · ·+ ٢+ ١

]
=
٢(n− ١)n

٢ .

است. درست n هر برای قضیه استقرا به لذا مͬ�باشد. برقرار |an| ≤ n رابطه لذا و

هرگاه: مͬ�شود نامیده (٠ ≤ α < ١) α مرتبه از ستاره�گون f(z) ∈ S تابع .٧.٣.١ تعریف

Re
{zf ′

f

}
> α (|z| < ١).

مͬ�دهیم. نشان S∗(α) به را S رده زیر این
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اگر (٠ ≤ α < ١) ،f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n کنیم فرض .٨.٣.١ قضیه

∞∑
n=٢

(n− α)|an| ≤ ١− α

.f(z) ∈ S∗(α) آنͽاه

مرکز به و ١− α شعاع به دایره ͷی در z f ′(z)
f(z)

دهیم نشان است کافͬ ٧.٣.١ تعریف بر بنا برهان.
دارد. قرار ١∣∣∣z f ′

f
−١
∣∣∣ = ∣∣∣zf ′ − f

f

∣∣∣ = ∣∣∣∑∞
n=٢(n− ١)|an|zn
z +

∑∞
n=٢ anz

n

∣∣∣ ≤ ∑∞
n=٢(n− ١)|an||z|n−١
١−

∑∞
n=٢ |an||z|n−١

≤
∑∞

n=٢(n− ١)|an|
١−

∑∞
n=٢ |an|

اگر مͬ�باشد ١− α بالای کران دارای قبل جمله آخرین
∞∑
n=٢

(n− ١)|an| ≤ (١− α)(١−
∞∑
n=٢

|an|)

بنابراین است، برقرار رابطه این فرض، بر بنا .
∑∞

n=٢(n − α)|an| ≤ ١ − α با است معادل که
.| zf ′

f
− ١| ≤ ١− α

K رده�ی ۴.١

هم به را D از نقطه دو هر که مستقیمͬ خط پاره هرگاه گوییم محدب را D میدان .١.۴.١ تعریف
بͽیرد. قرار D در مͬ�کند وصل

میدان ͷی بر f(z) با |z| < ١ قرص گاه هر گوییم محدب را f(z) ∈ S تابع .٢.۴.١ تعریف
مͬ�دهیم. نشان K با را S زیررده�ی این شود، نͽاشته محدب

قرص هر f(z) اگر وتنها اگر f(z) ∈ K صورت این در ،f(z) ∈ S کنیم فرض .٣.۴.١ قضیه
کند. تصویر محدب میدان بر را |z| < r < ١

f(z)تحت |z| < r < ١ تصویر Dr و |z| < ١ تصویر D و f(z) ∈ K مͬ�کنیم فرض ابتدا برهان.
خط پاره که دهیم نشان باید مͬ�کنیم. انتخاب Dr در را w٢ و w١ نقاط باشد.

هستند موجود |z| < rقرص در z٢ و z١ نقاط دارد. Drقرار در هم tw١+(١−t)w٢ ،(٠ < t < ١)
|z١| ≤ |z٢| کنیم فرض کلیت دادن دست از بدون .w٢ = f(z٢) و w١ = f(z١) که طوری به
تابع لذا است. واقع D در g(z) = tf

(
( z١
z٢
)z
)
+ (١ − t)f(z) تابع تحت |z| < ١ تصویر آنͽاه

و |h(z)| < ١ شرایط در لذا f(z) ∈ S چون و است تحلیلͬ |z| < ١ در h(z) = f−١(g(z))

ویژه: به .|h(z)| ≤ |z| شوارتز لم موجب به مͬ�کند، صدق h(٠) = ٠

|h(z٢)| = |f−١(tw١ + (١− t)w٢)| ≤ |z٢| < r (٩.١)



١١ K رده�ی .۴.١

ولͬ tw١ + (١− t)w٢ = f(z٠) که است موجود |z| < قرص١ در z٠ای نقطه�ی ،Dr ⊂ D چون
بر نقطه هر پس باشد. |z| < ١ قرص در مͬ�بایست نیز f−١(f(z٠)) = z٠ نقطه�ی (٩.١) بر بنا

دارد. قرار Dr در tw١ + (١− t)w٢ خط پاره
این بر مار خط پاره که دارند وجود D در نقطه دو آنͽاه نباشد، K رده�ی در f(z) اگر برعͺس،
شامل Dr تصویرش که مͬ�کنیم انتخاب |z| < r < ١ مانند قرصͬ ͷاین ندارد. قرار D در نقطه دو
در نمͬ�تواند مͬ�کند، وصل هم به را نقطه دو این که خطͬ پاره Dr ⊂ D چون باشد. نقطه دو این

نمͬ�کند. تصویر محدب میدان ͷی بر را |z| < r قرص f(z) لذا باشد، داشته قرار Dr

این در .f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠ و باشد تحلیلͬ |z| < ١ در f(z) کنیم فرض .۴.۴.١ قضیه
اگر: تنها و اگر f(z) ∈ K صورت

Re
{
١+

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠ (|z| < ١).

میدان ͷی |z| < r < ١ از Dr تصویر اگر تنها و اگر f(z) ∈ K ،٣.۴.١ قضیه بر بنا برهان.
بر را |z| = r < ١ دایره w = f(reiθ) تابع که است معنͬ بدان این هندسͬ نظر از باشد. محدب
حرکت ساعت عقربه�های جهت خلاف در θ افزایش با مرز، این بر مماس و مͬ�نͽارد ساده مرز ͷی

با: است برابر مͬ�سازد حقیقͬ محور با w صفحه در مماس خط که زاویه�ای مͬ�دانیم میͺند.
π

٢ + θ + arg f ′(z)

مͬ�گردد: مشخص زیر شرط با محدب تابع لذا
∂

∂θ

(π
٢ + θ + arg f ′(reiθ)

)
> ٠

: لذا و
١+

∂

∂θ

(
Im logf ′(reiθ)

)
= ١+ Im

{
ireiθ)

f ′′(reiθ)

f ′(reiθ)

}
= Re

{
١+

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠

.f ′(٠) = ١ و f(٠) = ٠ با باشد D در تحلیلͬ تابع ͷی f فرضکنیم .(١ (الͺساندر ۵.۴.١ قضیه
.zf ′ ∈ S∗ اگر تنها و اگر f(z) ∈ K صورت این در

صورت: این در g(z) = zf ′(z) اگر zg′(z)}برهان.
g(z)

}
=
{
١+

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> ٠

باشد. چنین نیز راست سمت تابع اگر تنها و اگر است مثبت و Dتحلیلͬ در سمتچپ تابع لذا
١Alexander
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،n هر برای صورت این در باشد. K در f(z) = z +
∑∞

n=٢ anz
n کنیم فرض .۶.۴.١ قضیه

.|an| ≤ ١

قضیه بر بنا لذا دارد، قرار S∗ در zf ′(z) = z+
∑∞

n=٢ nanz
n تابع ۵.۴.١ قضیه به توجه با برهان.

.|an| ≤ ١ نتیجه در و n|an| ≤ n ،n هر برای ۶.٣.١

.|c| ≥ ١
٢ آنͽاه f(z) ̸= c باشیم داشته |z| < ١ برای و f(z) ∈ K اگر .٧.۴.١ قضیه

نقطه دو است، ت�ͷارز |z| < ١ در g(z) =
(
c − f(z)

)٢ ͬͺکم تابع مͬ�دهیم نشان ابتدا برهان.
صورت: این در مͬ�کنیم. انتخاب واحد قرص در z١ و z٠ متمایز

g(z٠)−g(z١) =
((

c−f(z٠)
)٢−(c−f(z١)

)٢)
=
(
f(z٠)−f(z١)

)(
f(z٠)+f(z١)−٢c

)
نقطه است، محدب f(z) چون همچنین مͬ�باشد. ت�ͷارز f(z) زیرا ،f(z٠) ̸= f(z١) اکنون

پس باشد. c مساوی نمͬ�تواند لذا است متعلق |z| < ١ تصویر به ١
٢ [f(z٠) + f(z١)]

g(z) = c٢−٢cz+ z٢+ · · · چون مͬ�شود. ثابت g(z) ت�ͷارزی لذا و f(z٠)+ f(z١)−٢c ̸= ٠
است S در زیر نرمال تابع

h(z) =
g(z)− c٢

−٢c = z +
(−z٢

٢c
)
+ · · ·

قضیه�ی بردن کار به با نیست. صفر آنجا در هرگز g(z) زیرا ،h(z) ̸= c
٢ ،|z| < ١ در علاوه به

.|c ≥ ١
٢ یا | c٢ | ≥ ١

۴ که مͬ�یابیم در پوششͬ

:|z| = r < ١ برای آنͽاه باشد، f(z) ∈ K اگر .٨.۴.١ قضیه
١

(١+ r)٢
≤ |f ′(z)| ≤ ١

(١− r)٢
.

را واحد قرص و پوشاست و ͷی به ͷی تحلیلͬ، w = z+z٠
١+z٠z

(|z٠| < ١) تابع مͬ�دانیم برهان.
تابع پس مͬ�نͽارد. خودش بر

g(z) = f
( z + z٠
١+ z٠z

)
= b٠ + b١z + b٢z

٢ + · · ·

بنابراین: است. ت�ͷارز و تحلیلͬ |z| < ١ ازای به نیز
g(٠) = b(٠) = f(z٠) b١ = g′(٠) = f ′(z٠)(١− |z٢|٠)

b٢ =
g′′(٠)
٢ =

١
٢
(
f ′′(z٠)(١− |z٢(٢|٠ − ٢f ′(z٠)z١)٠− |z٢|٠)

)
.

تابع که این به توجه با ندارد. قرار S رده�ی در g(z) لذا نمͬ�باشد نرمالیزه g(z) تابع چون
g(z)− g(٠)

g′(٠) = z +
b٢
b١
z٢ + · · ·



١٣ K رده�ی .۴.١

۶.۴.١ قضیه بر بنا پس دارد. وجود نیز K در لذا مͬ�گیرد. قرار S در
١
٢

∣∣∣f ′′(z٠)

f ′(z٠)
(١− |z٢|٠)− ٢z٠

∣∣∣ ≤ ١

داریم: ٢|z٠|
١−|z٢|٠ در طرفین ضرب و z٠ = reiθ دادن قرار z٠f∣∣∣با ′′(z٠)

f ′(z٠)
− ٢|z٢|٠
١− |z٢|٠

∣∣∣ ≤ ٢|z٠|
١− |z٢|٠

.

داریم: است دلخواه z٠ چون حال

∣∣∣zf ′′(z)

f ′(z)
− ٢r٢
١− r٢

∣∣∣ ≤ ٢r
١− r٢

⇒ ٢r٢ − ٢r
١− r٢

≤ zf ′′(z)

f ′(z)
≤ ٢r٢ + ٢r

١− r٢

⇒ ٢r − ٢
١− r٢

≤ ∂

∂r
log|f ′(z)| ≤ ٢r + ٢

١− r٢
.

مͬ�گیریم: انتͽرال r تا ٠ از حال
−٢ log(١+ r) ≤ log|f ′(z)| ≤ −٢ log(١− r)

: لذا
١

(١+ r)٢
≤ |f ′(z)| ≤ ١

(١− r)٢
.

،|z| = r < ١ برای آنͽاه باشد، f(z) ∈ K اگر .٩.۴.١ قضیه
r

١+ r
≤ |f(z)| ≤ r

١− r

ͷی با z به را ٠ نقطه�ی |f ′(z)| ≤ ١
(١−r)٢ . داریم |z| = r < ١ برای ٨.۴.١ قضیه بر بنا برهان.

مͬ�گیریم: انتͽرال خط پاره این روی و کرده وصل مستقیم خط

|f(z)| =
∫ r

٠
|f ′(t)|dt ≤

∫ r

٠

١
(١− t)٢

dt =
r

١− r
.

اگر و r
(١+r)

≤ |f(z)| لذا |f(z)| ≥ ١
۴ اگر حال است، برقرار همواره r

١+r
≤ ١

۴ مساوی نا
پاره آن تصویر که است موجود z تا ٠ از یͺه دایره�ی داخل c مسیر پوششͬ قضیه طبق |f(z)| < ١

۴

صورت: این در مͬ�پوشاند. را f(z) تا ٠ از c٠ مستقیم خط

|f(z)| =
∫
c٠

|dw| =
∫
c

|f ′(s)||ds|

قبل: قضیه بر بنا طرفͬ از
|f(z)| =

∫
c

|f ′(s)||ds| ≥
∫
c

|f ′(s)|d|s| ≥ ١
(١+ t)٢

dt =
r

١+ r



١۴ مقدماتͬ تعاریف .١

داریم: لذا
r

١+ r
≤ |f(z)| ≤ r

١− r

T رده�ی ۵.١

تابع ͷی گوییم باشد. منفͬ ضرایب با توابعͬ شامل S از رده�ای زیر T کنیم فرض .١.۵.١ تعریف
بیان f(z) = z −

∑∞
n=٢ |an|zn شͺل به را آن بتوانیم گاه هر دارد قرار T در f تحلیلͬ و ت�ͷارز

کنیم.

.
∑∞

n=٢ n|an| ≤ ١ اگر تنها و اگر دارد قرار T در f(z) = z −
∑∞

n=٢ |an|zn تابع .٢.۵.١ قضیه

در f(z) ،f(z) ∈ T چون .
∑∞

n=٢ n|an| ≤ ١ آنͽاه f(z) ∈ T اگر مͬ�دهیم نشان ابتدا برهان.
بنابراین: .f ′(z) = ١−

∑∞
n=٢ n|an|zn−١ ̸= ٠ صورت این در است. ت�ͷارز ∆ واحد ͷدیس

f ′(r) = ١−
∞∑
n=٢

n|an|rn−١ ̸= ٠ (z = r).

که طوری به دارد وجود N مثبت اندیس صورت این در .
∑∞

n=٢ n|an| > ١ کنیم فرض
لذا: .١−

∑N
n=٢ n|an|rn−١٠ < ٠ که ٠ < r٠ < ١ دارد وجود بنابراین ،

∑N
n=٢ n|an| > ١

f ′(r) = ١−
∞∑
n=٢

n|an|rn−١٠ ≤ ١−
N∑

n=٢
n|an|rn−١٠ < ٠

و f ′(r١) = ٠ که طوری به ٠ < r١ < r٠ دارد وجود پس f ′(٠) = ١ و است پیوسته f ′(r) چون
.
∑∞

n=٢ n|an| ≤ ١ و باطل خلف فرض لذا مͬ�باشد. تناقض در f ′(z) ̸= ٠ فرض با این
صورت: این در .

∑∞
n=٢ n|an| ≤ ١ کنیم فرض عͺس، به

Re
(
f ′(z)

)
= Re

(
١−

∞∑
n=٢

n|an|zn−١
)
> ١−

∞∑
n=٢

n|an| ≥ ٠

،z١ ̸= z٢ و z١, z٢ ∈ ∆ برای پس

Re
f(z١)− f(z٢)

z١ − z٢
=

∫ ١

٠
Ref ′[z١ + t(z٢ − z١)

]
dt

.f(z) ∈ T و است ت�ͷارز ∆ در f(z) لذا

آنͽاه باشد f(z) ∈ T اگر .٣.۵.١ قضیه
r − ١

٢r
٢ ≤ |f(z)| ≤ r +

١
٢r

٢ (|z| = r)



١۵ T رده�ی .۵.١

: بنابراین .٢
∑∞

n=٢ |an| ≤
∑∞

n=٢ n|an| ≤ ١ داریم ٢.۵.١ قضیه بنابر برهان.

|f(z)| ≤ r +
∞∑
n=٢

|an|rn ≤ r + r٢
∞∑
n=٢

|an| ≤ r +
١
٢r

٢

و

|f(z)| ≥ r −
∞∑
n=٢

|an|rn ≥ r − r٢
∞∑
n=٢

|an| ≥ r − ١
٢r

٢

داریم: لذا

r − ١
٢r

٢ ≤ |f(z)| ≤ r +
١
٢r

٢ (|z| = r).

هرگاه مͬ�باشد T رده�ی به متعلق f(z) = z − ١
٢z

٢ تابع ،٢.۵.١ قضیه بر بنا .۴.۵.١ مثال
فوق شرط در f(z) تابع وضوح به a٢ = ١

٢ و n = ٢ جایͽزینͬ با حال .
∑∞

n=٢ n|an| ≤ ١
z = −r در پایین کران و z = r در تابع این مورد در ٣.۵.١ قضیه بالای کران لذا مͬ�کند. صدق

مͬ�شود. تعیین

آنͽاه: باشد، f(z) ∈ T اگر .۵.۵.١ قضیه
١− r ≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r (|z| = r).

مͬ�دانیم: برهان.

|f ′(z)| ≤ ١+
∞∑
n=٢

n|an|rn−١ ≤ ١+ r

∞∑
n=٢

n|an| ≤ ١+ r

و

|f ′(z)| ≥ ١−
∞∑
n=٢

n|an|rn−١ ≥ ١− r

∞∑
n=٢

n|an| ≥ ١− r

داریم: لذا
١− r ≤ |f ′(z)| ≤ ١+ r (|z| = r).

z = −r پایین کران و z = r در ۵.۵.١ قضیه بالای کران f(z) = z− ١
٢z

٢ تابع برای .۶.۵.١ مثال
مͬ�شود. تعیین

به متعلق fm(z) = z −
∑∞

j=٢ |aj,m|zj, (m = ١,٢, . . . , n) توابع کنیم فرض .٧.۵.١ قضیه
صورت به شده تعریف h(z) تابع صورت این در باشند. T رده

دارد. قرار T رده در نیز است
∑n

m=١ cm = ١ آن در که h(z) =
∑n

m=١ cmfm(z), (cm ≥ ٠)



١۶ مقدماتͬ تعاریف .١

داریم، h(z) تعریف طبق برهان.

h(z) = z −
∞∑
j=٢

( n∑
m=١

cm|aj,m|
)
zj

که
∑∞

j=٢ j|aj,m| ≤ ١ داریم لذا دارد، قرار T در fm(z) ،m = ١,٢, . . . , n هر برای چون
ببینیم: مͬ�توانیم بنابراین .m = ١,٢, . . . , n

∞∑
j=٢

j
( n∑

m=١
cm|aj,m|

)
=

n∑
m=١

cm

( ∞∑
j=٢

j|aj,m|
)
≤

n∑
m=١

cm = ١

دارد. قرار T در h(z) مͬ�شود نتیجه ٢.۵.١ قضیه به توجه با حال

کنیم فرض اکسترمال). (توابع ٨.۵.١ قضیه

f١(z) = z, fn(z) = z − ١
n
zn (n = ٢,٣, . . .)

کنیم، بیان f(z) =
∑∞

n=١ λnfn(z) شͺل به را آن بتوانیم اگر تنها و اگر f(z) ∈ T صورت این در
.
∑∞

n=١ λn = ١ و λn ≥ ٠ که طوری به

کنیم فرض برهان.

f(z) =
∞∑
n=١

λnfn(z) = λ١f١(z) +
∞∑
n=٢

λnfn(z) = λ١z +
∞∑
n=٢

λn(z −
١
n
zn)

= λ١z +
∞∑
n=٢

λnz −
∞∑
n=٢

λn
١
n
zn =

∞∑
n=١

λnz −
∞∑
n=٢

λn
١
n
zn

صورت: این در
∞∑
n=٢

λn
١
n
n =

∞∑
n=٢

λn = ١− λ١ ≤ ١

.f(z) ∈ T ،٢.۵.١ قضیه بر بنا لذا
مͬ�دهیم قرار ،|an| ≤ ١

n
, (n = ٢,٣, . . .) چون ،f(z) ∈ T کنیم فرض عͺس، به

لذا: ،λn = n|an| و λ١ = ١−
∑∞

n=٢ λn

f(z) = z −
∞∑
n=٢

|an|zn = z −
∞∑
n=٢

١
n
λnz

n = z −
∞∑
n=٢

λn[z − fn(z)]

= z −
∞∑
n=٢

λnz +
∞∑
n=٢

λnfn(z) =
(
١−

∞∑
n=٢

λn

)
z +

∞∑
n=٢

λnfn(z)

= λ١f١(z) +
∞∑
n=٢

λnfn(z) =
∞∑
n=١

λnfn(z).



٢ فصل

α مرتبه از ستاره�گون همساز توابع

و u هم گاه هر است مقدار مختلط همساز تابع ͷی L مختلط میدان در f = u + iv پیوسته تابع
صورت به را f مͬ�توان D ⊂ L ساده همبند دامنه هر در باشند. مقدار حقیقͬ همساز L در v هم
باشند. حقیقͬ همساز توابع v و u کنیم فرض هستند. تحلیلͬ D در g و h که نوشت، f = h+ ḡ

مͬ�توان حال .v = Im(G) و u = Re(H) که دارند وجود H و G تحلیلͬ توابع صورت این در
نوشت:

f = u+ iv = Re(H) + iIm(G) =
١
٢(H + H̄) + i

١
٢i(G− Ḡ)

=
H +G

٢ +
H̄ − Ḡ

٢ = h+ ḡ.

D ⊂ C میدان در ارز ͷت موضعا مقدار مختلط همساز تابع ͷی f اگر .(١ لوی (قضیه ٩.٠.٢ قضیه
. [۴] نیست صفر ،Jf (z) یعنͬ f تابع ژاکوبین ،z ∈ D هر برای آنͽاه باشد،

است این D در f همساز تابع بودن جهت حافظ و ت�ͷارز موضعا برای کافͬ و لازم شرط ͷی
Jf (z) = |fz|٢ − |fz̄|٢ = که این به توجه با باشد. برقرار |h′(z)| > |g′(z)| Dرابطه در که
موضعا همساز تابع ͷی f و |h′(z)| > |g′(z)| داریم لوی قضیه از است، |h′(z)|٢ − |g′(z)|٢

است. ت�ͷارز

ت�ͷارز همساز ∆ = {z : |z| < ١} واحد ͷدیس در که f = h+ ḡ توابع رده�ی .١٠.٠.٢ تعریف
مͬ�دهیم. نمایش SH با را h(٠) = f(٠) = fz(٠) − ١ = ٠ که طوری به هستند، جهت حافظ و

١Lewy

١٧



١٨ α مرتبه از ستاره�گون همساز توابع .٢

مͬ�دهیم. نمایش زیر صورت به را g و h تحلیلͬ توابع f = h+ ḡ ∈ SH برای صورت این در

h(z) = z +
∞∑
n=٢

anz
n , g(z) =

∞∑
n=١

bnz
n (١.٢)

تحلیلͬ ت�ͷارز توابع رده به رده باشد،این صفر SH اعضای تحلیلͬ مزدوج بخش که صورتͬ در �
زیررده�های همراه به را SH رده�ی ٣ اسمال شیل و ٢ کلونͬ ،١٩٨۴ سال مͬ�شود.در تبدیل شده نرمال
این در شد. نوشته آن زیررده�های و SH با رابطه در مقاله چندین آن، از آوردند.پس وجود به آن،
انحراف کران�های و فرین نقاط ت�ͷارزی، شرایط و مͬ�پردازیم SH از رده زیر چند بررسͬ به فصل،

مͬ�کنیم. مشخص را رده�ها زیر این در توابع

α مرتبه از ستاره�گون همساز توابع شامل که SH از رده�ای زیر ،٠ ≤ α < ١ برای .١١.٠.٢ تعریف
α مرتبه از ستاره�گون همساز را (١.٢) فرم به و f مانند تابعͬ مͬ�دهیم. نمایش S∗

H(α) با را است
اگر مͬ�نامیم، |z| = r < ١ و ٠ ≤ α < ١ که

∂

∂θ
(argf(reiθ)) ≥ α, |z| = r < ١ (٢.٢)

زیر فرم به f = h + ḡ در g و h توابع که است S∗
H(α) از رده�ای زیر TH(α) .١٢.٠.٢ تعریف

هستند:

h(z) = z −
∞∑
n=٢

|an|zn , g(z) =
∞∑
n=١

|bn|zn. (٣.٢)

مͬ�دهیم. نمایش SH
٠ با را است fz̄(٠) = ٠ آن در که SH از زیررده�ای .١٣.٠.٢ تعریف

مͬ�پردازیم. SH
٠ مختلف زیرده�های بررسͬ به نخست، بخش در

به را ∆ که هستند f مانند توابعͬ شامل که باشند SH
٠ از زیررده�هایͬ K∗

H
٠ و S∗

H
٠ کنیم فرض

T∗
H
٠ با را KH

٠ و S∗
H
٠ زیررده�های این، بر مضاف مͬ�نͽارند. محدب و ستاره�گون میدان�های روی

هستند: زیر صورت به f = h+ ḡ ضرایب که مͬ�دهیم. نمایش TKH
٠ و

h(z) = z −
∞∑
n=٢

anz
n, an ≥ ٠; g(z) = −

∞∑
n=٢

bnz
n, bn ≥ ٠. (۴.٢)

همتای و هستند (۴.٢) فرم به ضرایب که f = h+ ḡ همساز توابع میان مقایسه�ای بخش این در
یا (۴.٢) فرم به g و h که مͬ�گیریم نظر در را f = h + ḡ ادامه در داشت. خواهیم آنها تحلیلͬ

است. (١.٢)
٢Clunie
٣Sheil-Small
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S∗H
٠ رده�های زیر ١.٢

آنͽاه باشد، f = h + ḡ ∈ S∗
H
٠ اگر که شده داده نشان [١١] در ، (١.٢) فرم به f = h + ḡ برای

که شده داده نشان نیز [٣] در است. |bn| ≤ (n− ٢)(١n− ١)/۶ و |an| ≤ (n+ ٢)(١n+ ١)/۶
تساوی بود. خواهد |bn| ≤ (n− ٢/(١ و |an| ≤ (n+ ٢/(١ آنͽاه باشد، f = h+ ḡ ∈ KH

٠ اگر
کافͬ شرایط حال داریم. رده�ها این برای را لازم ضریبͬ شرایط بنابراین است. برقرار نتایج همه در

هستند. لازم شرایط این نیز (۴.٢) فرم به توابع برای که داد خواهیم نشان و مͬ�دهیم ارایه را

آنͽاه کند، صدق
∑∞

n=٢ n(|an| + |bn|) ≤ ١ شرط در f ∈ SH تابع ضرایب اگر .١.١.٢ قضیه
است. f ∈ S∗

H
٠

که کنید توجه ابتدا برهان.

|h′(z)| ≥ ١−
∞∑
n=١

n|an|rn−١ >
∞∑
n=٢

n|bn|rn−١ ≥ |g′(z)|,

که دهیم نشان کافیست است. جهت حافظ و ارز ͷت موضعا f بنابراین
داریم است. ∂/∂θ(arg f(reiθ)) > ٠,٠ ≤ θ < ٢π,٠ < r < ١

f(reiθ) = reiθ +
∞∑
n=٢

(ane
inθ + b̄ne

−inθ)rn,

و

∂

∂θ
(arg f(reiθ)) = Im

(
∂

∂θ
log f(reiθ)

)

= Re

{
١+

∑∞
n=٢ n(ane

i(n−١)θ − b̄ne
−i(n+١)θ)rn−١

١+
∑∞

n=٢ n(ane
i(n−١)θ + b̄ne−i(n+١)θ)rn−١

}

= Re
١+ A(z)

١+B(z)

قراردادن با
١+ A(z)

١+B(z)
=

١+ w(z)

١− w(z)
(۵.٢)

ولͬ بود، خواهد ∂/∂θ(arg f(reiθ)) > ٠ آنͽاه باشد، |w(z)| ≤ r اگر داشت خواهیم

w(z) =
A−B

٢+ A+B

= Re

∑∞
n=٢

[
(n− ١)(anei(n−١)θ − (n+ ١)b̄ne−i(n+١)θ

]
rn−١

٢+
∑∞

n=٢

[
(n+ ١)(anei(n−١)θ − (n− ١)b̄ne−i(n+١)θ

]
rn−١



٢٠ α مرتبه از ستاره�گون همساز توابع .٢

بنابراین

|w(z)| ≤

∑∞
n=٢

[
(n− ١)|an|+ (n+ ١)|bn|

]
r

٢−
∑∞

n=٢

[
(n+ ١)|an|+ (n− ١)|bn|

]
r
.

باشد.
∑∞

n=٢ n(|an|+ |bn|) ≤ ١ اگر وتنها اگر است کراندار r توسط بالا از آخر عبارت

آنͽاه کند، صدق
∑∞

n=٢ n
٢(|an| + |bn|) ≤ ١ شرط در f ∈ SH تابع ضرایب اگر .٢.١.٢ نتیجه

است. f ∈ K٠
H

مͬ�شود. حاصل نتیجه ١.١.٢ قضیه و (الͺساندر) ۵.۴.١ قضیه از استفاده با برهان.

،|z| = R که زمانͬ محدب) همساز حتͬ (یا ستاره�گون همساز تابع ͷی تحلیلͬ، برعͺسحالت
کافͬ شرطͬ ١.١.٢ قضیه در ضریبͬ کران�های حال، هر به باشد. ت�ͷارز نیست لازم |z| < R برای

مͬ�کند. فراهم بودن ت�ͷارز برای

است. نیز ت�ͷارز همساز ∆ واحد ͷدیس در f ،تابع ١.١.٢ قضیه شرایط تحت .٣.١.٢ نتیجه

نتیجه آن بودن ستاره�گون از f ت�ͷارزی و است تحلیلͬ f(z) آنͽاه باشد، g(z) ≡ ٠ اگر برهان.
آنͽاه باشد، z١ ̸= z٢ و g(z) ̸≡ ٠ −(z١)f∣∣∣∣∣مͬ�شود.اگر f(z٢)

h(z١)− h(z٢)

∣∣∣∣∣ ≥ ١−

∣∣∣∣∣ g(z١)− g(z٢)

h(z١)− h(z٢)

∣∣∣∣∣
= ١−

∣∣∣∣∣
∑∞

n=٢ bn(z
n
١ − zn٢ )

(z١ − z٢) +
∑∞

n=٢ an(z
n
١ − zn٢ )

∣∣∣∣∣
> ١−

∑∞
n=٢ n|bn|

١−
∑∞

n=٢ n|an|
≥ ٠.

مͬ�کند. ثابت را ت�ͷارزی که

گیری نتیجه مͬ�توان شده، داده قرار ضرایب برای ١.١.٢ قضیه در که شرطͬ با .۴.١.٢ ملاحظه
قضیه هستند. ت�ͷارز و ستاره�گون همساز نیز هستند f تابع ضرایب دوران حاصل که توابعͬ که کرد
نیستند. بهبود قابل بدست�آمده�اند، قبل قضیه در ضرایب برای که کران�هایͬ که مͬ�کند ثابت بعد

است f ∈ T∗
H
٠ صورت، این در کند. صدق (۴.٢) fدر تابع ضرایب کنیم فرض .۵.١.٢ قضیه

باشد.
∑∞

n=٢ n(an + bn) ≤ ١ اگر تنها و اگر
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نباشد،آنͽاه برقرار قضیه شرط اگر دهیم نشان که است نیاز فقط ، ١.١.٢ قضیه دید از برهان.
داریم z = r > انتخاب٠ با نیست. ت�ͷارز حتͬ f که داد خواهیم نشان کار، این برای . f ̸∈ T ∗

H
٠

f ′(٠) = ١ چون . f ′(r) = ١ −
∑∞

n=٢ n(an + bn)r
n−١ و f(r) = r −

∑∞
n=٢(an + bn)r

n

f ′(r٠) = ٠ که طوری به r٠ < ١ که باشد موجود ای - r٠ ͷی باید است، f ′(١) < ٠ و
ͷی به ͷی (٠,١) حقیقͬ بازه روی f(r) و است f(r) موضعͬ ماکزیمم ͷی r٠ بنابراین است.

نیست.

باشد. ارز ͷت همساز f اگر تنها و اگر است f ∈ T ∗
H
٠ ، (۴.٢) فرم به f برای .۶.١.٢ نتیجه

تساوی .r − r٢/٢ ≤ |f(z)| ≤ r + r٢/٢ (|z| = r) آنͽاه باشد، f ∈ T ∗
H
٠ اگر .٧.١.٢ نتیجه

است. برقرار z − z̄٢/٢ و z − z٢/٢ برای نیز

داریم است، ٢
∑∞

n=٢(an + bn) ≤
∑∞

n=٢ n(an + bn) ≤ ١ که این به توجه با برهان.

|f(z)| ≤ r +
∞∑
n=٢

(an + bn)r
n ≤ r + r٢

∞∑
n=٢

(an + bn) ≤ r + r٢/٢

و

|f(z)| ≥ r −
∞∑
n=٢

(an + bn)r
n ≥ r − r٢

∞∑
n=٢

(an + bn) ≥ r − r٢/٢

است. {w : |w| < ١/٢} ⊂ f(∆) آنͽاه باشد، f ∈ T ∗
H
٠ اگر .٨.١.٢ نتیجه

مͬ�آید. بدست ٧.١.٢ نتیجه در چپ سمت نامساوی پوششͬ،از نتیجه این برهان.

به نتایج باشد، صفر ۵.١.٢ و ١.١.٢ قضایای در f تحلیلͬ مزدوج بخش اگر .٩.١.٢ ملاحظه
تفاوت ͷی حال، هر به مͬ�شود. تبدیل تحلیلͬ توابع بودن ستاره�گون برای کافͬ ضریبͬ شرایط

داریم تحلیلͬ حالت در همچنین دارد. وجود ∣∣∣جالب ∂
∂θ

arg f(reiθ)− ١
∣∣∣ = ∣∣∣zf ′(z)

f(z)
− ١
∣∣∣ < ١, z ∈ ∆,

١ شعاع و مرکز به ͬͺدیس شامل راست صفحه نیم از زیرمجموعه�ای در zf ′/z از مقادیری بنابراین
(١.٢) فرم به f همساز حالت برای مͬ�گیرد. قرار

∂

∂θ
arg f(reiθ)− ١

=

∑∞
n=٢

[
(n− ١)anei(n−١)θ − (n+ ١)b̄ne−i(n+١)θ

]
rn−١

١+
∑∞

n=٢

(
anei(n−١)θ + b̄ne−i(n+١)θ

)
rn−١
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.|∂/∂θarg f(reiθ)−١| = |٣r/٢/(١−e−٣iθr/٢)| مͬ�آوریم بدست است. f(z) = z−z̄٢/٢ که
باشد. بزرگ ٣ اندازه به مͬ�تواند آخر عبارت که مͬ�بینیم ،r → ١ قراردادن و θ = ٠ انتخاب ∞∑با

n=٢ n
٢(an + bn) ≤ ١ اگر تنها و اگر است f ∈ TK٠

H ، (۴.٢) فرم به f برای .١٠.١.٢ قضیه
باشد.

برقرار ضریبͬ نامساوی اگر که دهیم نشان باید فقط ١.١.٢ قضیه از ٢.١.٢ نتیجه دید از برهان.
محدب میدان ͷی روی بر را |z| = r ،f که این برای کافͬ و لازم شرطͬ . f ̸∈ TK٠

H نباشد،
که است این بنͽارد

∂

∂θ

(
arg

{
∂

∂θ
f(reiθ)

})

= Re

{
١−

∑∞
n=٢ n

٢[ane
i(n−١)θ + bne

−i(n+١)θ]rn−١

١−
∑∞

n=٢ n[ane
i(n−١)θ − bne−i(n+١)θ]rn−١

}
> ٠.

١ به ͷنزدی کافͬ اندازه به r و
∑∞

n=٢ n
٢(an + bn) > ١ برای آخر عبارت ،θ = ٠ دهیم قرار اگر

است. کامل برهان و f ̸∈ TK٠
H بنابراین است. منفͬ

مͬ�نͽارد. محدب میدان ͷی روی به را |z| < ١/٢ ،f آنͽاه fباشد، ∈ T ∗
H
٠ اگر .١١.١.٢ نتیجه

است. برقرار z − z̄٢/٢ و z − z٢/٢ فرین توابع برای نیز تساوی حالت

داریم است. ٢f(z/٢) ∈ TK٠
H که دهیم نشان کافیست برهان.

٢f(z/٢) = z −
∞∑
n=٢

an

٢n−١ z
n −

∞∑
n=٢

bn

٢n−١ z̄
n

و
∞∑
n=٢

n٢
( an

٢n−١ +
bn

٢n−١

)
≤

∞∑
n=٢

n(an + bn) ≤ ١.

فرین نقاط ١.١.٢

نقاط از ͬͺی خطͬ،در پیوسته ͷتابع هر حقیقͬ بخش مینیمم یا ماکزیمم فشرده، خانواده هر برای
از هستند، محدب خانواده�های TK٠

H و T ∗
H
٠ دوی هر چون مͬ�افتد. اتفاق محدب پوسته فرین

را آنها فرین نقاط و مͬ�کنیم استفاده ١٠.١.٢ و ۵.١.٢ قضایای کافͬ و لازم ضریبͬ نامساوی�های
مͬ�آوریم. بدست
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و h١(z) = z, hn(z) = z − zn/n (n = ٢,٣, . . .), دهید قرار الف) .١٢.١.٢ قضیه
بتوان اگر تنها و اگر است f ∈ T ∗

H
صورت٠ این در .gn(z) = z− z̄n , (n = ٢,٣, . . .)

λn ≥ ٠, γn ≥ ٠, که f(z) =
∑∞

n=١(λnhn + γngn) فرم به را آن
{gn} و {hn} خصوص، به نوشت. است، γ١ = ٠ و λ١ = ١ −

∑∞
n=٢(λn + γn) ≥ ٠

هستند. T ∗
H
٠ فرین نقاط

gn(z) = z − و hn(z) = z − zn/n٢ (n = ٢,٣, . . .) و h١(z) = z دهید قرار ب)
به را آن بتوان اگر تنها و اگر است f ∈ TK٠

H صورت این در .z̄n/n٢ (n = ٢,٣, . . .)
λn ≥ ٠, γn ≥ ٠, که f(z) =

∑∞
n=١(λnhn + γngn) فرم

{gn} و {hn} خصوص، به نوشت. است، γ١ = ٠ و λ١ = ١ −
∑∞

n=٢(λn + γn) ≥ ٠
هستند. f ∈ TK٠

H فرین نقاط

گونه همان به ١٠.١.٢ قضیه از (ب) قسمت اثبات مͬ�کنیم. ثابت را (الف) قسمت فقط برهان.
کنید فرض مͬ�شود. نتیجه ۵.١.٢ قضیه از (الف) اثبات که است

f(z) =
∞∑
n=١

(λnhn + γngn) = z −
∞∑
n=٢

(λn

n
zn +

γn
n
z̄n
)
.

صورت این در
∞∑
n=٢

n
(λn

n
+

γn
n

)
=

∞∑
n=٢

(λn + γn) = ١− λ١ ≤ ١.

دهید قرار است. bn ≤ ١/n و an ≤ ١/n آنͽاه باشد، f ∈ T ∗
H
٠ اگر برعͺس،

صورت این در .γ١ = ٠ و λ١ = ١ −
∑∞

n=٢ λn ،λn = nan, γn = nbn (n = ٢,٣, . . .)
.f(z) =

∑∞
n=١(λnhn + γngn)

HP (β) رده ٢.٢

مͬ�دهیم. نمایش HP (β) با را مͬ�کند صدق زیر شرط در که SH از زیررده�ای
Re{h′(z) + g′(z)} > β, ٠ ≤ β < ١.

فرم به f = h+ ḡ در g و h توابع که HP (β) از زیررده�ا�ی طور همین و

h(z) = z −
∞∑
n=٢

|an|zn , g(z) =
∞∑
n=١

−|bn|zn. (۶.٢)

مͬ�دهیم. نمایش HP ∗(β) با را هستند
است. HP (β٢) ⊂ HP (β١) آنͽاه باشد، ٠ ≤ β١ ≤ β٢ < ١ اگر وضوح به
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کنیم فرض علاوه به باشد. f = h+ ḡ ∈ SH کنیم فرض .١.٢.٢ قضیه
∞∑
n=١

n(|an|+ |bn|) ≤ ٢− β (٧.٢)

و جهت حافظ ∆ در و همساز ت�ͷارز f صورت این در است. ٠ ≤ β < ١ و a١ = ١ که
است. f ∈ HP (β)

داریم ٧.٢ قضیه از استفاده با |z١| ≤ |z٢| < ١ برای برهان.

|f(z١)− f(z٢)| ≥ |h(z١)− h(z٢)| − |g(z١)− g(z٢)|

≥ |z١ − z٢|
(
١−

∞∑
n=٢

n|an||z٢|n−١ −
∞∑
n=١

n|bn||z٢|n−١
)

> |z١ − z٢|
[
١− |z٢|

( ∞∑
n=٢

n|an|+
∞∑
n=١

n|bn|
)]

≥ |z١ − z١]|٢− |z١)|٢− β)] > ٠.

چون است. ت�ͷارز ∆ در f بنابراین

|h′(z)| ≥ ١−
∞∑
n=٢

n|an||z|n−١ > ١−
∞∑
n=٢

n|an| ≥ β +
∞∑
n=١

n|bn|

≥
∞∑
n=١

n|bn| >
∞∑
n=١

n|bn||z|n−١ ≥ |g′(z)|.

وتنها اگر است Re w ≥ β که گزاره این از استفاده با است. f ∈ HP (β) که مͬ�کنیم نشان حال
که دهیم نشان کافیست باشد، |١− β + w| ≥ |١+ β − w| اگر

|١− β + h′(z) + g′(z)| − |١+ β − h′(z)− g′(z)| ≥ ٠. (٨.٢)

مͬ�آید بدست (٨.٢) نامساوی در g′(z) و h′(z) مقادیر جایͽذاری با

|١− β + h′(z) + g′(z)| − |١+ β − h′(z)− g′(z)|

=
∣∣∣٢− β +

∞∑
n=٢

nanz
n−١ +

∞∑
n=١

nbnz
n−١
∣∣∣− ∣∣∣β −

∞∑
n=٢

nanz
n−١ −

∞∑
n=١

nbnz
n−١
∣∣∣

≥ ٢
[
(١− β)−

(
∞∑
n=٢

n|an||z|n−١ +
∞∑
n=١

n|bn||z|n−١
)]

> ٢
[
١− β −

(
∞∑
n=٢

n|an|+
∞∑
n=١

n|bn|

)]
> ٠.
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همساز نͽاشت�های

f(z) = z +
∞∑
n=٢

١− β

n
xnz

n +
∞∑
n=١

١− β

n
ynzn, (٩.٢)

∑∞که
n=٢

|xn|+
∞∑
n=١

|yn| = ١

زیرا دارند، قرار HP (β) در (٩.٢) فرم به توابع است. برقرار ٧.٢ قضیه در تساوی که مͬ�دهد نشان

∞∑
n=١

n(|an|+ |bn|) = ١+ (١− β)
( ∞∑

n=٢
|xn|+

∞∑
n=١

|yn|
)
= ٢− β.

نتیجه تا مͬ�سازد قادر را ما شده، داده قرار f = h + g تابع ضرایب برای قبل قضیه در که شرطͬ
بعد قضیه دارند. قرار HP (β) در نیز هستند f تابع ضرایب دوران حاصل که توابعͬ که کنیم گیری

نیستند. بهبود قابل بدست�آمده�اند، قبل قضیه در ضرایب برای که کرانه�هایͬ که مͬ�کند ثابت

است f ∈ HP ∗(β) صورت این در باشد. (۶.٢) فرم به f = h + g کنیم فرض .٢.٢.٢ قضیه
اگر تنها و اگر

∞∑
n=١

n(|an|+ |bn|) ≤ ٢− β (١٠.٢)

است. ٠ ≤ β < ١ و a١ = ١ که

f = h + g ∈ در g و h توابع اگر که مͬ�شود نتیجه نͺته این و قبل قضیه از اگر قسمت برهان.
است. f ∈ HP ∗(β) آنͽاه باشند، (٣.٢) فرم به HP (β)

f ∈ HP ∗(β) آنͽاه باشد، برقرار ١٠.٢ قضیه شرط اگر که مͬ�دهیم نشان اگر، تنها بخش برای
است.

HP ∗(β) در (۶.٢) فرم به f = h + g تابع اینͺه برای کافͬ و لازم شرط ͷی که کنید توجه
معادل طور به یا باشد. Re{h′(z) + g′(z)} > β که است این گیرد قرار ٠ ≤ β < ١ که

Re
{
١−

∞∑
n=٢

n|an||z|n−١ −
∞∑
n=١

n|bn||z|n−١
}
> β.

داریم ،z → ١− دهیم قرار و کنیم انتخاب حقیقͬ را z اگر

١−
∞∑
n=٢

n|an| −
∞∑
n=١

n|bn| ≥ β,

است. ١٠.٢ قضیه حͺم دقیقا که
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آنͽاه باشد، f ∈ HP ∗(β) اگر .٣.٢.٢ قضیه
|f(z)| ≤ (١+ |b١|)r +

١
١)٢− |b١| − β)r٢, |z| = r < ١

و
|f(z)| ≥ (١− |b١|)r −

١
١)٢− |b١| − β)r٢, |z| = r < ١.

داریم f از گرفتن مطلق قدر با باشد. f ∈ HP ∗(β) کنیم فرض برهان.

|f(z)| ≤ (١+ |b١|)r +
∞∑
n=٢

(|an|+ |bn|)rn

≤ (١+ |b١|)r +
∞∑
n=٢

(|an|+ |bn|)r٢

≤ (١+ |b١|)r +
١
٢

∞∑
n=٢

n(|an|+ |bn|)r٢

≤ (١+ |b١|)r +
١
١)٢− |b١| − β)r٢

و

|f(z)| ≥ (١− |b١|)r −
∞∑
n=٢

(|an|+ |bn|)rn

≥ (١− |b١|)r −
∞∑
n=٢

(|an|+ |bn|)r٢

≥ (١− |b١|)r −
١
٢

∞∑
n=٢

n(|an|+ |bn|)r٢

≥ (١− |b١|)r −
١
١)٢− |b١| − β)r٢.

فرم به توابع برای شده، ارایه ٣.٢.٢ قضیه در (۶.٢) فرم به f = h + g تابع برای که کران�هایͬ
توابع باشد. برقرار ٧.٢ قضیه شرط که صورتͬ در مͬ�کند، صدق نیز (١.٢)

f(z) = z − |b١|z̄ −
١
١)٢− |b١| − β)z̄٢

و
f(z) = z − |b١|z̄ −

١
١)٢− |b١| − β)z٢

است. برقرار ٣.٢.٢ قضیه در شده داده کران�های برای تساوی که مͬ�دهند نشان |b١| ≤ ١−β برای
مͬ�آید. بدست قضیه٣.٢.٢ در چپ سمت نامساوی از زیر، نتیجه



٢٧ HP (β) رده .٢.٢

آنͽاه باشد، f ∈ HP ∗(β) اگر .۴.٢.٢ نتیجه
{w : |w| < ١

١)٢− |b١|+ β)} ⊂ f(∆).

محدب پوسته این مͬ�کنیم. تعیین را HP ∗(β) بسته�ی محدب پوسته فرین نقاط بعد، قسمت در
مͬ�دهیم. نمایش clco HP ∗(β) با را بسته

اگر تنها و اگر است f ∈ clco HP ∗(β) .۵.٢.٢ قضیه

f(z) =
∞∑
n=١

(λnhn + γngn), (١١.٢)

که

h١(z) = z, hn(z) = z − ١− β

n
zn, n = ٢,٣, . . . ,

gn(z) = z − ١− β

n
z̄n

و
∞∑
n=١

(λn + γn) = ١, λn ≥ ٠, γn ≥ ٠.

هستند. {gn} و {hn} ،HP ∗(β) فرین نقاط خصوص، به

داریم: (١١.٢) فرم به f توابع برای برهان.

f(z) =
∞∑
n=١

(λnhn + γngn) =
∞∑
n=١

(λn + γn)z −
∞∑
n=٢

١− β

n
λnz

n −
∞∑
n=١

١− β

n
z̄γnz̄

n.

صورت این در
∞∑
n=٢

n

١− β

(١− β

n
λn

)
+

∞∑
n=١

n

١− β

(١− β

n
γn

)
=

∞∑
n=٢

λn +
∞∑
n=١

γn = ١− λ١ ≤ ١

است. f ∈ clco HP ∗(β) بنابراین و
دهید قرار fباشد. ∈ clco HP ∗(β) که کنید فرض برعͺس،

λn =
n

١− β
|an|, n = ٢,٣, . . .

و
γn =

n

١− β
|bn|, n = ١,٢,٣, . . .
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و ٠ ≤ λn ≤ ١ (n = ٢,٣, . . .) ، ٢.٢.٢ قضیه از استفاده با که کنید توجه صورت این در
مͬ�کنیم تعریف است. ٠ ≤ γn ≤ ١ (n = ١,٢,٣, . . .)

λ١ = ١−
∞∑
n=٢

λn −
∞∑
n=١

γn

نتیجه در است. λ١ ≥ ٠ ، ٢.٢.٢ قضیه از استفاده با که باشید داشته توجه و

f(z) =
∞∑
n=١

(λnhn + γngn)

مͬ�آوریم. بدست مطلوب مطابق را
بنابراین است، بسته و محدب HP ∗(β) که مͬ�شود دیده آسانͬ به ٢.٢.٢ قضیه از استفاده با
f ∈ HP ∗(β) برای واقعا ۵.٢.٢ قضیه حͺم صورت این در است. clco HP ∗(β) = HP ∗(β)

است. برقرار

مͬ�نͽارد. ستاره�گون میدان ͷی روی به را ∆ واحد ͷدیس ،HP ∗(β) از عضو هر .۶.٢.٢ قضیه

باشد، f = h+ ḡ ∈ HP ∗(β) اگر دهیم نشان که داریم نیاز فقط ٣.٣.١ تعریف به توجه با برهان.
آنͽاه

Re
{zf ′(z)

f(z)

}
= Re

{zh′(z)− zg′(z)

h(z) + g(z)

}
> ٠.

دادن قرار و باشد |١+ w| > |١− w| اگر تنها و اگر است Re w > ٠ که گزاره این از استفاده با
که دهیم نشان کافیست w = zh′(z)−zg′(z)

h(z)+g(z)

|h(z) + g(z) + zh′(z)− zg′(z)| − |h(z) + g(z)− zh′(z) + zg′(z)|

=
∣∣∣٢z − ∞∑

n=٢
(n+ ١)|an|zn +

∞∑
n=١

(n− ١)|bn|z̄n
∣∣∣

−
∣∣∣ ∞∑
n=٢

(n− ١)|an|zn −
∞∑
n=١

(n+ ١)|bn|z̄n
∣∣∣

≥ ٢|z|
[
١−

∞∑
n=٢

n|an||z|n−١ −
∞∑
n=١

n|bn||z|n−١
]

> ٢|z|
[
١−

(
∞∑
n=٢

n|an| −
∞∑
n=١

n|bn|

)]
≥ ٢|z|[١− (١− β)] = ٢|z|β ≥ ٠.



٢٩ HP (β) رده .٢.٢

که ∆r دیس�ͷهای باشد، داشته قرار HP ∗(β) رده�ی در که تابعͬ هر .٧.٢.٢ قضیه
مͬ�نͽارد. محدب میدان�های روی ،١− β > |b١| ازای به را است r < (١)١/٢− β − |b١|))

r−١f(rz) ∈ صورت این در باشد. ثابت ،٠ < r < ١ که r و f ∈ HP ∗(β) کنیم فرض برهان.
داریم و HP ∗(β)

∞∑
n=٢

n٢(|an|+ |bn|)rn−١ =
∞∑
n=٢

n(|an|+ |bn|)(nrn−١)

≤
∞∑
n=٢

n(|an|+ |bn|) ≤ ١− β − |b١| ≤ ١

که آن شرط به
nrn−١ ≤ ١

١− β − |b١|
باشد. r < (١)١/٢− β − |b١|)) که است برقرار صورتͬ در شرط این و

است. محدب ∆ در f ∈ HP ∗(β) آنͽاه βباشد، + |b١| = ١
٢ اگر .٨.٢.٢ نتیجه

مجموعه�ی باشد، f(z) = z −
∑∞

n=٢ |an|zn −
∑∞

n=١ |bn|z̄n کنیم فرض

Nδ(f) =

{
F : F (z) = z −

∞∑
n=٢

|An|zn −
∞∑
n=١

|Bn|z̄n و

∞∑
n=١

n(|an − An|+ |bn −Bn|) ≤ δ

}
,

مͬ�نامیم. f از ͬͽهمسای-δ را

F آنͽاه باشد، F ∈ Nδ(f) اگر باشد. δ ≤ β + ٢|b١| و f ∈ HP ∗(β) کنیم فرض .٩.٢.٢ قضیه
است. ستاره�گون همساز تابع ͷی

کنیم فرض برهان.

F (z) = z −
∞∑
n=٢

|An|zn −
∞∑
n=١

|Bnz̄
n

داریم باشد. Nδ(f) به متعلق
∞∑
n=٢

n(|An|+ |Bn|) ≤
∞∑
n=٢

n(|an − An|+ |bn −Bn|)

+
∞∑
n=٢

n(|an|+ |bn|) + |B١ − b١| − |b١|

≤ δ − |b١|+ (١− β − |b١|) ≤ ١.



٣٠ α مرتبه از ستاره�گون همساز توابع .٢

است. ستاره�گون همساز تابع ͷی F (z) بنابراین

α مرتبه ٣.٢

که کردند ثابت [١] ۵ ͷیویͺزلوت و ۴ آوجͬ مͬ�پردازیم. SH از رده زیر دو بررسͬ به بخش این در
کافیست. S٠H(α) در f = h+ ḡ تابع گرفتن قرار برای

∑∞
n=٢ n(|an|+ |bn|) ≤ ١ ضریبͬ شرایط

ضریبͬ شرایط این نیز باشند منفͬ bn و an و b١ = ٠ ،(١.٢) در اگر کرد ثابت [١٣] ۶ سیلورمن
ͬͽبست b١ = ٠ محدودیت به موضوع آمده، بدست نتیجه دو هر در که کنید توجه است. نیاز مورد
فرم به f = h + ḡ تابع قرارگیری برای کافͬ ضریبͬ شرایط بخش این در شده ارایه برهان دارد.
مͬ�دهیم نشان همچنین نیست. صفر لزوما b١ و ٠ ≤ α < ١ که مͬ�کند فراهم را S∗

H(α) در (١.٢)
است. لازم TH(α) در f گرفتن قرار برای شرایط همین که

فرض همچنین باشد. (١.٢) در شده داده فرم به f ∈ SH تابع ضرایب کنیم فرض .١.٣.٢ قضیه
کنیم

∞∑
n=١

(n− α

١− α
|an|+

n+ α

١− α
|bn|
)
≤ ٢ (١٢.٢)

است. f ∈ S∗
H(α) و ارز ͷت همساز ∆ در f صورت دراین باشد. ٠ ≤ α < ١ و a١ = ١ که

زیرا است. جهت حافظ و ت�ͷارز موضعا ∆ در f که کنید توجه ابتدا برهان.

|h′(z)| ≥١−
∞∑
n=٢

n|an|rn−١ > ١−
∞∑
n=٢

n|an| ≥ ١−
∞∑
n=٢

n− α

١− α
|an|

≥
∞∑
n=١

n+ α

١− α
|bn| ≥

∞∑
n=١

n|bn| >
∞∑
n=١

n|bn|rn−١ ≥ |g′(z)|.

و است تحلیلͬ f(z) آنͽاه g(z) ≡ ٠ اگر که مͬ�کنیم ملاحظه ∆ در f بودن ت�ͷارز دادن نشان برای
مͬ�دهیم نشان آنͽاه باشد، g(z) ̸≡ ٠ اگر مͬ�شود. نتیجه (۵ (طبق بودن گون ستاره از f ت�ͷارزی

است. f(z١) ̸= f(z٢) باشد، z١ ̸= z٢ وقتͬ که
داریم است، محدب و ساده همبند ∆ چون است. z١ ̸= z٢ که باشد z١, z٢ ∈ ∆ کنیم فرض

نوشت مͬ�توان صورت این در است. ٠ ≤ t ≤ ١ که z(t) = (١− t)z١ + tz٢ ∈ ∆

۴Avci
۵Zlotkiewicz
۶Silverman



٣١ α مرتبه .٣.٢

f(z٢)− f(z١) =

∫ ١

٠

[
(z٢ − z١)h

′(z(t)) + (z٢ − z١)g′(z(t))
]
dt.

داریم حقیقͬ بخش گرفتن نظر در و z٢ − z١ ̸= ٠ بر فوق معادله�ی تقسیم با

Re
f(z٢)− f(z١)

z٢ − z١
=

∫ ١

٠
Re
[
h′(z(t)) +

z٢ − z١
z٢ − z١

g′z(t))
]
dt

>

∫ ١

٠
[Reh′(z(t))− |g′(z(t))|]dt. (١٣.٢)

دیͽر سوی از

Reh′(z)− |g′(z)| ≥ Reh′(z)−
∞∑
n=١

n|bn|

≥ ١−
∞∑
n=٢

n|an| −
∞∑
n=١

n|bn|

≥ ١−
∞∑
n=٢

n− α

١− α
|an| −

∞∑
n=١

n+ α

١− α
|bn|

≥ ٠ (١٢.٢) از استفاده با

مͬ�شود. نتیجه f بودن ارز ͷت ،(١٣.٢) نامساوی و اخیر رابطه از استفاده با
اگر که دهیم نشان کافیست فقط (٢.٢) شرط طبق است. f ∈ S∗

H(α) که مͬ�دهیم نشان حال
آنͽاه باشد، برقرار ١٢.٢ قضیه

∂

∂θ

(
arg f(reiθ)

)
= Im

( ∂

∂θ
log f(reiθ)

)
= Re

(zh′(z)− zg′(z)

h(z) + g(z)

)
≥ α,

است. ٠ ≤ α < ١١ و ٠ ≤ r < ١ ،٠ ≤ θ ≤ ٢π ،z = reiθ که
کافیست ،|١− α+w| ≥ |١+ α−w| اگر تنها و اگر Re w ≥ α که گزاره این از استفاده با

که کنیم ثابت

|A(z) + (١− α)B(z)| − |A(z)− (١+ α)B(z)| ≥ ٠ (١۴.٢)

است. A(z) = zh′(z)− zg′(z) و B(z) = h(z) + g(z) که
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داریم (١۴.٢) در A(z) و B(z) جایͽذاری با

|A(z) + (١− α)B(z)| − |A(z)− (١+ α)B(z)|

= |(١− α)h(z) + zh′(z) + (١− α)g(z)− zg′(z)|

− |(١+ α)h(z)− zh′(z) + (١+ α)g(z) + zg′(z)|

=
∣∣(٢− α)z +

∞∑
n=٢

(n+ ١− α)anz
n −

∞∑
n=١

(n− ١+ α)bnzn
∣∣

∣∣− αz +
∞∑
n=٢

(n− ١− α)anz
n −

∞∑
n=١

(n+ ١+ α)bnzn
∣∣

≥ (٢− α)|z| −
∞∑
n=٢

(n+ ١− α)|an||z|n −
∞∑
n=١

(n− ١+ α)|bn||z|n

− α|z| −
∞∑
n=٢

(n− ١− α)|an||z|n −
∞∑
n=٢

(n+ ١+ α)|bn||z|n

= ١)٢− α)|z|

{
١−

∞∑
n=٢

n− α

١− α
|an||z|n−١ −

∞∑
n=١

n+ α

١− α
|bn||z|n−١

}

≥ ١)٢− α)|z|

{
١−

( ∞∑
n=٢

n− α

١− α
|an| −

∞∑
n=١

n+ α

١− α
|bn|
)}

≥ ٠ (١٢.٢) از استفاده .با

ستاره�گون همساز نͽاشت

f(z) = z +
∞∑
n=٢

١− α

n− α
xnz

n +
∞∑
n=١

١− α

n+ α
ȳnz̄

n (١۵.٢)

است. برقرار نیز تساوی (١٢.٢) در که مͬ�دهد نشان ،
∑∞

n=٢ |xn|+
∑∞

n=٢ |yn| = ١ که
زیرا هستند، S∗

H(α) (١۵.٢)در فرم به توابع
∞∑
n=١

(
n− α

١− α
|an|+

n+ α

١− α
|bn|
)

= ١+
∞∑
n=٢

|xn|+
∞∑
n=١

|yn| = ٢.

نتیجه تا مͬ�سازد قادر را ما شده، داده قرار f = h + g تابع ضرایب برای قبل قضیه در که شرطͬ
ت�ͷارز و ستاره�گون همساز نیز هستند f تابع ضرایب دوران حاصل که توابعͬ که کنیم گیری
قابل بدست�آمده�اند، قبل قضیه در ضرایب برای که کران�هایͬ که مͬ�کند ثابت بعد قضیه هستند.

نیستند. بهبود
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اگر است f ∈ TH(α) صورت این در باشند. (٣.٢) فرم به f = h+ g کنیم فرض .٢.٣.٢ قضیه
اگر تنها و

∞∑
n=١

(
n− α

١− α
|an|+

n+ α

١− α
|bn|

)
≤ ٢ (١۶.٢)

است. ٠ ≤ α < ١ و a١ = ١ که

تحلیلͬ مزدوج و تحلیلͬ قسمت اگر که مͬ�شود نتیجه نͺته این و قبل قضیه از اگر قسمت برهان.
است. f ∈ TH(α) آنͽاه باشند، (٣.٢) فرم به f = h+ g

. f ̸∈ TH(α) آنͽاه نباشد، برقرار (١۶.٢) شرط اگر که مͬ�دهیم نشان اگر، تنها بخش برای
که α مرتبه از (٣.٢) فرم به f = h + g تابع اینͺه برای کافͬ و لازم شرط ͷی که کنید توجه
باشد. ∂

∂θ
(arg f(reiθ)) − α > ٠,٠ ≤ α < ١ برای که است این باشد ستاره�گون ٠ ≤ α < ١

با است ارز هم شرط این

Re
zh′(z)− zg′(z)

h(z) + g(z)
− α

= Re
(١− α)z −

∑∞
n=٢(n− α)|an|zn −

∑∞
n=١(n+ α)|bn|zn

z −
∑∞

n=٢ |an|zn +
∑∞

n=١ |bn|zn

≥ ٠.

روی که z از مقادیری انتخاب با باشد. برقرار |z| = r < ١ که z مقادیر تمام برای باید فوق شرط
باشیم داشته باید دارند قرار ٠ ≤ |z| = r < ١ که مثبت حقیقͬ محور

(١− α)−
∑∞

n=٢(n− α)|an|rn−١ −
∑∞

n=١(n+ α)|bn|rn−١

١−
∑∞

n=٢ |an|rn−١ +
∑∞

n=١ |bn|rn−١
≥ ٠. (١٧.٢)

خواهد منفͬ (١٧.٢) در شمارنده ،١ به کافͬ اندازه به r برای آنͽاه نباشد، برقرار (١۶.٢) شرط اگر
ͷی این و است منفͬ (١٧.٢) در قسمت خارج که است موجود (٠,١) در z٠ = r٠ بود.بنابراین

مͬ�شود. کامل اثبات و است. f ∈ TH(α) برای لازم شرایط با تناقض

را بسته محدب پوسته این مͬ�کنیم. تعیین را TH(α) بسته�ی محدب پوسته فرین نقاط ادامه در
مͬ�دهیم. نمایش clcoTH(α) با

اگر تنها و اگر است f ∈ clcoTH(α) .٣.٣.٢ قضیه

f(z) =
∞∑
n=١

(Xnhn + Yngn). (١٨.٢)



٣۴ α مرتبه از ستاره�گون همساز توابع .٢

h١(z) = z, hn(z) = z − ١−α
n−α

zn (n = ٢,٣, · · · ) که
به است.

∑∞
n=١(Xn + Yn) = ١, Xn ≥ ٠, Yn ≥ ٠ و gn(z) = z+ ١−α

n+α
zn(n = ١,٢,٣, · · · ) و

هستند. TH(α) فرین نقاط {gn} و {hn} خصوص

داریم هستند (١٨.٢) فرم به که f مانند توابعͬ برای برهان.

f(z) =
∞∑
n=١

(Xnhn + Yngn) =
∞∑
n=١

(Xn + Yn)z −
∞∑
n=٢

١− α

n− α
Xnz

n

+
∞∑
n=١

١− α

n+ α
Ynz

n.

پس
∞∑
n=٢

n− α

١− α

(١− α

n− α
Xn

)
+

∞∑
n=٢

n+ α

١− α

(١− α

n+ α
Yn

)
=

∞∑
n=٢

Xn +
∞∑
n=١

Yn = ١−X١ ≤ ١

است. f ∈ clcoTH(α) بنابراین و
و Xn = n−α

١−α
|an|(n = ٢,٣, · · · ) دهید قرار باشد. f ∈ clcoTH(α) کنیم فرض برعͺس،

٠ ≤ Xn ≤ ١(n = قبل، قضیه از استفاده با صورت این در Yn = n+α
١−α

|bn|(n = ١,٢,٣, · · · )
X١ = ١−

∑∞
n=٢Xn−

∑∞
n=١ Yn تعریفمͬ�کنیم . ٠ ≤ Yn ≤ ١(n = ١,٢,٣, · · · ) و ٢,٣, · · · )

طبق را f(z) =
∑∞

n=١(Xnhn+Y ngn) نتیجه در است. X١ ≥ ٠ قبل قضیه طبق که کنید توجه و
مͬ�آوریم. بدست بود شده خواسته آنچه

بنابراین است. بسته و محدب TH(α) که دید مͬ�توان آسانͬ به قبل، قضیه از استفاده با
است. برقرار f ∈ TH(α) برای واقعا قضیه حͺم پس است. clcoTH(α) = TH(α)

پوششͬ نتایج به که مͬ�کنیم ارایه هستند TH(α) در که توابعͬ برای را انحراف کران�های حال
مͬ�شود. منتهͬ TH(α) برای

آنͽاه باشد، f ∈ TH(α) اگر .۴.٣.٢ قضیه
|f(z)| ≤ (١+ |b١|)r +

(١− α

٢− α
− ١+ α

٢− α
|b١|
)
r٢. |z| = r < ١.

و
|f(z)| ≥ (١− |b١|)r −

(١− α

٢− α
− ١+ α

٢− α
|b١|
)
r٢. |z| = r < ١.



٣۵ α مرتبه .٣.٢

داریم f از گرفتن مطلق قدر با باشد. f ∈ TH(α) کنیم فرض برهان.

|f(z)| ≤(١+ |b١|)r +
∞∑
n=٢

(|an|+ |bn|)rn

≤ (١+ |b١|)r +
∞∑
n=٢

(|an|+ |bn|)r٢

= (١+ |b١|)r +
١− α

٢− α

∞∑
n=٢

(٢− α

١− α
|an|+

٢− α

١− α
|bn|
)
r٢

≤ (١+ |b١|)r +
١− α

٢− α

∞∑
n=٢

(n− α

١− α
|an|+

n+ α

١− α
|bn|
)
r٢

≤ (١+ |b١|)r +
١− α

٢− α

(
١− ١+ α

١− α
|b١|
)
r٢, (١۶.٢) از استفاده با

= (١+ |b١|)r +
(١− α

٢− α
− ١+ α

٢− α
|b١|
)
r٢,

و

|f(z)| ≥(١− |b١|)r −
∞∑
n=٢

(|an|+ |bn|)r٢

= (١− |b١|)r −
١− α

٢− α

∞∑
n=٢

(٢− α

١− α
|an|+

٢− α

١− α
|bn|
)
r٢

≥ (١− |b١|)r −
١− α

٢− α

∞∑
n=٢

(n− α

١− α
|an|+

n+ α

١− α
|bn|
)
r٢

≥ (١− |b١|)r +
١− α

٢− α

(
١− ١+ α

١− α
|b١|
)
r٢, (١۶.٢) از استفاده با

= (١− |b١|)r −
(١− α

٢− α
− ١+ α

٢− α
|b١|
)
r٢.

فرم به توابع برای شده، ارایه ۴.٣.٢ قضیه در (٣.٢) فرم به f = h+ g تابع برای که کران�هایͬ
توابع باشد. برقرار ١٢.٢ قضیه شرط که صورتͬ در مͬ�کند، صدق نیز (١.٢)

f(z) = z + |b١|z̄ +
(١− α

٢− α
− ١+ α

٢− α
|b١|
)
z̄٢

و
f(z) = (z − |b١|)z −

(١− α

٢− α
− ١+ α

٢− α
|b١|
)
z٢



٣۶ α مرتبه از ستاره�گون همساز توابع .٢

نتیجه این مͬ�شود. برقرار ۴.٣.٢ قضیه در کران�ها برای تساوی ،|b١| ≤ (١− α)/(١+ α) ازای به
مͬ�آید. بدست ۴.٣.٢ قضیه در چپ سمت نامساوی از آمده بدست پوششͬ

آنͽاه باشد، f ∈ TH(α) اگر .۵.٣.٢ نتیجه

{
w : |w| < ١

٢− α

(
١+ (٢α− ١)|b١|

)}
⊂ f(∆).



٣ فصل

مختلط مرتبه از ستاره�گون همساز توابع

∆ = {z : |z| < ١} واحد ͷدیس در که باشد f = h+ḡ شͺل به توابع از خانواده�ای SH فرضکنیم
باشند. �ارز ͷت و جهت حافظ همساز، زیر، سازی نرمال با و

h(z) = z +
∞∑
n=٢

anz
n , g(z) =

∞∑
n=١

bnz
n, |b١| < ١. (١.٣)

کران�های بعضͬ و هندسͬ زیررده�های از برخͬ علاوه به SH رده�ی ،٢ اسمال شیل و ١ کلونͬ [٣] در
مرتبط زیررده�های به که بوده�اند زیادی نویسندگان آن، از پس دادند. قرار تحقیق مورد را ضریبͬ
،α مرتبه از ستاره�گون توابع شامل SH از زیررده�ای درباره [۵] ٣ خصوصجهانͽیری به پرداخته�اند.
مانند تابعͬ خصوص، به مͬ�دهیم. نمایش S∗

H(α) با را رده این ما کرد. بحث ،٠ ≤ α < ١ برای
گاه هر است، z ∈ ∆ برای ،٠ ≤ α < ١ ،α مرتبه از ستاره�گون همساز (١.٣) فرم به f

∂

∂θ
(arg f(reiθ)) ≥ α, |z| = r < ١.

فرم به f = h+ ḡ در g و h توابع که SH از زیررده�ای سپس،

h(z) = z −
∞∑
n=٢

|an|zn, g(z) =
∞∑
n=١

|bn|zn, |b١| < ١. (٢.٣)

h(z) = z −
∞∑
n=٢

|an|zn, g(z) =
∞∑
n=١

−|bn|zn, |b١| < ١. (٣.٣)

١Clunie
٢Sheil-Small
٣Jahangiri

٣٧



٣٨ مختلط مرتبه از ستاره�گون همساز توابع .٣

.S∗
H(α) = S∗

H(α) ∩ SH که کنیم فرض طور همین مͬ�دهیم. نمایش SH با را هستند
S∗(b) مͬ�کنیم فرض کردند. معرفͬ را b مرتبه از ستاره�گون توابع رده�ی اوف و نصر ،[٩] در
و مختلط عددی b) b مختلط مرتبه از ستاره�گون و تحلیلͬ که است توابعͬ شامل که باشد رده�ای

مͬ�کنند صدق زیر شرط در و هستند ناصفر)
Re
{
١+

١
b

(zf ′(z)

f(z)
− ١
)}

> ٠, z ∈ ∆.

(b, α) مرتبه از مختلط ١.٣

نصر توسط که است b ̸= ٠ مختلط عدد مرتبه از ستاره�گون توابع رده�ی توابع، رده�های از دیͽر ͬͺی
مرتبه از محدب که توابعͬ رده نیز [١۵] ۶ ͬͺویاتروفس است. شده داده شرح [٩] در ۵ اوف و ۴

این در را توابع از جدیدی رده�ی تعاریف، این ترکیب با کرد. معرفͬ را هستند b ̸= ٠ مختلط عدد
مͬ�پردازیم. آن خواص برخͬ بررسͬ به و مͬ�کنیم تعریف بخش

زیر شرط در اگر است f ∈ S∗
H(b, α) صورت این در باشد. f ∈ SH کنیم فرض .١.١.٣ تعریف

کند. ١b∣∣∣∣∣صدق
[
zf ′(z)

z′f(z)
− ١
]∣∣∣∣∣ < α. (۴.٣)

٠ ≤ r < ١ ،f ′(z) = ∂
∂θ
(f(z) = f(reiθ)) ،z′ = ∂

∂θ
(z = reiθ) ،٠ < α ≤ ١ ،b ∈ C−{٠} که

است. S∗
H(b, α) = S∗

H(b, α) ∩ SH که مͬ�کنیم فرض همچنین، است. ٠ ≤ θ < ٢π و

فرین، نقاط کران�ها، ضرایب، شامل که جدید رده�ی این خصوصیات بررسͬ به بخش، این در
مͬ�پردازیم. است، محدب ترکیب�های و تلفیق خصوصیات

f ∈ S∗
H(b, α) صورت این در باشد. (٣.٣) فرم به g و h و f = h+ ḡ کنیم فرض .٢.١.٣ قضیه

اگر تنها و اگر است
∞∑
n=٢

[(n− ١) + α|b|] |an|+
∞∑
n=٢

[(n+ ١) + α|b|] |bn| ≤ α|b|. (۵.٣)

۴Nasr
۵Aouf
۶Wiatrowski



٣٩ (B,α) مرتبه از مختلط .١.٣

باشد شده تعریف زیر صورت به w(z) کنیم فرض باشد. f ∈ S∗
H(b, α) کنیم فرض برهان.

w(z) =
zf ′(z)

z′f(z)
− ١ =

zh′(z)− zg′(z)

h(z) + g(z)
− ١.

مͬ�شود: نتیجه زیر نامساوی ، (۴.٣) از صورت این در

|w(z)| =

∣∣∣∣∣−
∑∞

n=٢(n− ١)|an|zn +
∑∞

n=٢(n+ ١)|bn|z̄n
z −

∑∞
n=٢ |an|zn −

∑∞
n=٢ |bn|z̄n

∣∣∣∣∣ < α|b|, (z ∈ ∆).

داریم ،f ∈ S∗
H(b, α) و |z| = (٠ ≤ r < ١) ∞∑چون

n=٢(n− ١)|an|rn−١ +
∑∞

n=٢(n+ ١)|bn|rn−١
١−

∑∞
n=٢ |an|rn−١ −

∑∞
n=٢ |bn|rn−١

< α|b| (۶.٣)

داریم ،(٩.٣) در حقیقͬ مقادیر حول r → ١− دادن میل با حال
∞∑
n=٢

(n− ١)|an|+
∞∑
n=٢

(n+ ١)|bn| ≤ α|b|
(
١−

∞∑
n=٢

|an| −
∞∑
n=٢

|bn|
)
. (٧.٣)

مͬ�دهد. نتیجه را ١.٣ قضیه از (۵.٣) حͺم ،(٧.٣) بنابراین
داریم (۴.٣) از ،|z| = (٠ ≤ r < ١) دادن قرار و (۵.٣) فرض از استفاده با برعͺس،

|(zh′(z)−zg′(z))− (h(z) + g(z))| − α|b||h(z) + g(z)|

=
∣∣∣− ∞∑

n=٢
(n− ١)|an|zn +

∞∑
n=٢

(n+ ١)|bn|z̄n
∣∣∣

− α|b|
∣∣∣z − ∞∑

n=٢
|an|zn +

∞∑
n=٢

|bn|z̄n
∣∣∣

<
∞∑
n=٢

[
(n− ١) + α|b|

]
|an|+

∞∑
n=٢

[
(n+ ١) + α|b|

]
|bn| − α|b|

≤ ٠. (۵.٣) از استفاده با

مͬ�کند. کامل را ١.٣ قضیه اثبات که است f ∈ S∗
H(b, α) بنابراین

همساز تابع

f(z) = z −
∞∑
n=٢

α|b|
n− ١+ α|b|

xnz
n −

∞∑
n=٢

α|b|
n+ ١+ α|b|

ȳnz̄
n (٨.٣)

تساوی ١.٣ قضیه در ضرایب کران�های برای که مͬ�دهد نشان ،
∑∞

n=٢ |xn|+
∑∞

n=٢ |yn| = ١ که
است. برقرار



۴٠ مختلط مرتبه از ستاره�گون همساز توابع .٣

زیرا دارند، قرار S∗
H(b, α) در (٨.٣) فرم به توابع

∞∑
n=٢

n− ١+ α|b|
α|b|

|an|+
∞∑
n=٢

n+ ١+ α|b|
α|b|

|bn| =
∞∑
n=٢

|xn|+
∞∑
n=٢

|yn| = ١.

مͬ�کنیم. بحث دارند قرار S∗
H(b, α) در که توابعͬ برای ٧ رشد نتایج درباره�ی بعد، قضیه در

آنͽاه باشد، f ∈ S∗
H(b, α) اگر .٣.١.٣ قضیه

|f(z)| ≤ r +
α|b|

١+ α|b|
r٢, |z| = r < ١

و
|f(z)| ≥ r − α|b|

١+ α|b|
r٢, |z| = r < ١.

داریم. fاز گرفتن مطلق قدر با باشد. f ∈ S∗
H(b, α) کنیم فرض برهان.

|f(z)| ≤ r +
∞∑
n=٢

(|an|+ |bn|)rn

≤ r +
∞∑
n=٢

(|an|+ |bn|)r٢

= r +
α|b|

١+ α|b|

∞∑
n=٢

(
١+ α|b|
α|b|

|an|+
١+ α|b|
α|b|

|bn|

)
r٢

≤ r +
α|b|

١+ α|b|

∞∑
n=٢

(
n− ١+ α|b|

α|b|
|an|+

n+ ١+ α|b|
α|b|

|bn|

)
r٢

≤ r +
α|b|

١+ α|b|
r٢.

٧growth result



۴١ (B,α) مرتبه از مختلط .١.٣

و

|f(z)| ≥ r −
∞∑
n=٢

(|an|+ |bn|)rn

≥ r −
∞∑
n=٢

(|an|+ |bn|)r٢

= r − α|b|
١+ α|b|

∞∑
n=٢

(
١+ α|b|
α|b|

|an|+
١+ α|b|
α|b|

|bn|

)
r٢

≥ r − α|b|
١+ α|b|

∞∑
n=٢

(
n− ١+ α|b|

α|b|
|an|+

n+ ١+ α|b|
α|b|

|bn|

)
r٢

≥ r − α|b|
١+ α|b|

r٢.

را مͬ�شود داده نمایش clco S∗
H(b, α) با که S∗

H(b, α) بسته محدب پوسته فرین نقاط ادامه، در
مͬ�آوریم. بدست

که باشد، f(z) =
∑∞

n=١(Xnhn +Yngn) اگر تنها اگرو است f ∈ clco SH
∗
(b, α) .۴.١.٣ قضیه

h١(z) = z, hn(z) = z − α|b|
n− ١+ α|b|

zn (n = ٢,٣, · · · )

،
gn(z) = z − α|b|

n+ ١+ α|b|
zn(n = ٢,٣, · · · )

است.
∑∞

n=١(Xn + Yn) = ١, Xn ≥ ٠, Yn ≥ ٠ و

برهان.

f(z) =
∞∑
n=١

(Xnhn + Yngn)

=
∞∑
n=١

(Xn + Yn)z −
∞∑
n=٢

α|b|
n− ١+ α|b|

Xnz
n −

∞∑
n=٢

α|b|
n+ ١+ α|b|

Ynz
n

= z −
∞∑
n=٢

α|b|
n− ١+ α|b|

Xnz
n −

∞∑
n=٢

α|b|
n+ ١+ α|b|

Ynz
n



۴٢ مختلط مرتبه از ستاره�گون همساز توابع .٣

صورت این در
∞∑
n=٢

n− ١+ α|b|
α|b|

|an|+
∞∑
n=٢

n+ ١+ α|b|
α|b|

|bn|

=
∞∑
n=٢

n− ١+ α|b|
α|b|

(
α|b|

n− ١+ α|b|
Xn

)
∞∑
n=٢

n+ ١+ α|b|
α|b|

(
α|b|

n+ ١+ α|b|
Yn

)

=
∞∑
n=٢

Xn +
∞∑
n=٢

Yn

= ١−X١ − Y١

≤ ١.

است. f ∈ clco SH
∗
(b, α) بنابراین

دهید قرار باشد. f ∈ clco SH
∗
(b, α) مͬ�کنیم فرض برعͺس،

Xn =
n− ١+ α|b|

α|b|
|an|, (n = ٢,٣,۴, . . .),

و
Yn =

n+ ١+ α|b|
α|b|

|bn|, (n = ٢,٣,۴, . . .),

صورت این در است.
∑∞

n=١(Xn + Yn) = ١ که

f(z) = h(z) + g(z)

= z −
∞∑
n=٢

|an|zn −
∞∑
n=٢

|bn|z̄n

= z −
∞∑
n=٢

α|b|
n− ١+ α|b|

Xnz
n −

∞∑
n=٢

α|b|
n+ ١+ α|b|

Ynz
n

= z +
∞∑
n=٢

(hn(z)− z)Xn +
∞∑
n=٢

(gn(z)− z)Yn

=
∞∑
n=١

(Xnhn + Yngn).



۴٣ (B,α) مرتبه از مختلط .١.٣

F (z) = z−
∑∞

n=٢ |An|zn− و f(z) = z−
∑∞

n=٢ |an|zn−
∑∞

n=٢ |bn|z̄n همساز توابع برای
مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را F و f ٨ تلفیق ،

∑∞
n=٢ |Bn|z̄n

(f ∗ F )(z) = z −
∞∑
n=٢

|anAn|zn −
∞∑
n=٢

|bnBn|z̄n. (٩.٣)

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را SH
∗
(b, α) رده�ی تلفیق ویژگͬ�های بعد، قضیه در

در باشد. F ∈ SH
∗
(b, α) و f ∈ SH

∗
(b, β) کنیم فرض ،٠ < α ≤ β ≤ ١ برای .۵.١.٣ قضیه

است. (f ∗ F ) ∈ SH
∗
(b, β) ⊂ SH

∗
(b, α) صورت این

و f(z) = z −
∑∞

n=٢ |an|zn −
∑∞

n=٢ |bn|z̄n صورت به را F (z) و f(z) برهان.
(٩.٣) در F و f تلفیق صورت این در بنویسید. F (z) = z −

∑∞
n=٢ |An|zn −

∑∞
n=٢ |Bn|z̄n

است. شده داده
داریم حال مͬ�باشد. |Bn| ≤ ١ و |An| ≤ ١ است، F ∈ clco SH

∗
(b, α) چون که کنید توجه

∞∑
n=٢

[
n− ١+ β|b|

]
|an||An|+

∞∑
n=٢

[
n+ ١+ β|b|

]
|bn||Bn|

≤
∞∑
n=٢

[
n− ١+ β|b|

]
|an|+

∞∑
n=٢

[
n+ ١+ β|b|

]
|bn|.

راست سمت آنͽاه باشد β|b| ≤ α|b| اگر زیرا است، (f ∗F ) ∈ SH
∗
s(b, α) ⊂ SH

∗
s(b, β) بنابراین،

است. β|b| کران دارای بالا نامساوی

مͬ�کنیم. بررسͬ را SH
∗
(b, α) اعضای از محدب ترکیب خواص حال،

است. بسته محدب ترکیب تحت SH
∗
(b, α) رده�ی .۶.١.٣ قضیه

است زیر صورت به fi که fi ∈ SH
∗
(b, α) کنید فرض ،i = ١,٢,٣, . . . برای برهان.

fi(z) = z −
∞∑
n=٢

|an,i|zn −
∞∑
n=٢

|bn,i|z̄n.

Convolution٨



۴۴ مختلط مرتبه از ستاره�گون همساز توابع .٣

نوشت زیر صورت به مͬ�توان را fi محدب ترکیب ،
∑∞

n=١ ci = ١,٠ ≤ ci ≤ ١ برای
∞∑
i=١

cifi(z) = c١z −
∞∑
n=٢

c١|an,١|zn −
∞∑
n=٢

c١|bn,١|z̄n − c٢z −
∞∑
n=٢

c٢|an,٢|zn −
∞∑
n=٢

c٢|bn,٢|z̄n...

= z
∞∑
i=١

ci −
∞∑
n=٢

(
∞∑
i=١

ci|an,i|

)
zn −

∞∑
n=٢

(
∞∑
i=١

ci|bn,i|

)
z̄n

= z −
∞∑
n=٢

(
∞∑
i=١

ci|an,i|

)
zn −

∞∑
n=٢

(
∞∑
i=١

ci|bn,i|

)
z̄n.

کنید ملاحظه سپس،

∞∑
n=٢

([
n− ١+ β|b|

]∣∣∣∣∣
∞∑
i=١

ci|an,i|

∣∣∣∣∣
)

∞∑
n=٢

([
n+ ١+ α|b|

]∣∣∣∣∣
∞∑
i=١

ci|bn,i|

∣∣∣∣∣
)

= c١

∞∑
n=٢

[
n− ١+ α|b|

]
|an,١|+ · · ·+ cm

∞∑
n=٢

[
n− ١+ α|b|

]
|an,m|+ · · ·

+ c١

∞∑
n=٢

[
n+ ١+ α|b|

]
|bn,١|+ · · ·+ cm

∞∑
n=٢

[
n+ ١+ α|b|

]
|bn,m|+ · · ·

=
∞∑
i=١

ci

{
∞∑
n=٢

[
n− ١+ α|b|

]
|an,i|+

∞∑
n=٢

[
n+ ١+ α|b|

]
|bn,i|

}
.

داریم ١.٣ قضیه از بنابراین ،fi ∈ SH
∗
(b, α) حالا،

∞∑
n=٢

[
n− ١+ α|b|

]
|an,i|+

∞∑
n=٢

[
n+ ١+ α|b|

]
|bn,i| ≤ α|b|.

بنابراین
∞∑
n=٢

([
n− ١+ α|b|

]∣∣∣ ∞∑
i=١

ci|an,i|
∣∣∣)

+
∞∑
n=٢

([
n+ ١+ α|b|

]∣∣∣ ∞∑
i=١

ci|bn,i|
∣∣∣)

≤ α|b|
∞∑
i=١

ci

= α|b|.

.
∑∞

i=١ cifi ∈ SH
∗
(b, α) داریم، ١.٣ قضیه از مجدد استفاده با



۴۵ متقارن نقاط به توجه با مختلط مرتبه .٢.٣

متقارن نقاط به توجه با مختلط مرتبه ٢.٣

ستاره�گون همساز را f ∈ SH
∗
s(b, α) صورت این در باشد. f ∈ SH کنیم فرض .١.٢.٣ تعریف

با b ناصفر مختلط عدد ،٠ ≤ α < ١ برای اگر گوییم متقارن نقاط به توجه با مختلط، مرتبه از
، ٠ ≤ θ < ٢π و ٠ ≤ r < ١ ،f ′(z) = ∂

∂θ
(f(z) = f(reiθ)) ،z′ = ∂

∂θ
(z = reiθ) ،|b| ≤ ١

Re

{
١+

١
b

(
٢zf ′(z)

z′(f(z)− f(−z))
− ١
)}

≥ α, |z| = r < ١.

اطمینان برای |b| ≤ محدودیت١ است. S∗
Hs(b, α) = S∗

Hs(b, α)∩SH که مͬ�کنیم فرض همچنین،
باشد. ارز ͷت f یعنͬ باشد Jf (z) > ٠ که است این از

b١ که f ∈ S∗
H(١, α) برای مشابه کافͬ شرط ،[۵] ١٩٩٩ سال در جهانͽیری ،١.٣.٢ قضیه در

بیان ١.٣.٢ قضیه در که شرطͬ کرد ثابت جهانͽیری همچنین آورد. دست به را نیست صفر لزوما
است. S∗

H(١, α) در ،(٢.٣) فرم به f = h+ ḡ تابع گرفتن قرار برای لازم شرط ͷی شده،
قرار استفاده مورد بخش این در شده، ثابت [٧] در عبدالحلیم و ͹جانتن توسط که زیر قضیه

گرفت. خواهد

اگر باشد. (١.٣) فرم به f = h+ ḡ کنیم فرض .٢.٢.٣ قضیه

∞∑
n=٢

(٢n+ (|b| − α|b| − ١)(١− (−١)n)
١)٢− α)|b|

)
|an|

+
∞∑
n=١

(٢n− (|b| − α|b| − ١)(١− (−١)n)
١)٢− α)|b|

)
|bn| ≤ ١ (١٠.٣)

و است ت�ͷارز همساز ∆ در f آنͽاه باشد، |b| ≤ ١ با ناصفر مختلط عدد b و ٠ ≤ α < ١ که
[٧] است. لازم (١٠.٣) شرط نیز باشد f ∈ SH

∗
s(b, α) است.اگر f ∈ SH

∗
s(b, α)

مͬ�شود داده نمایش clco SH
∗
s(b, α) با که SH

∗
s(b, α) بسته محدب پوسته فرین نقاط ادامه، در

مͬ�کنیم. تعیین را

اگر تنها اگرو است f ∈ clco SH
∗
s(b, α) .٣.٢.٣ قضیه

f(z) =
∞∑
n=١

(Xnhn + Yngn). (١١.٣)

که
h١(z) = z, hn(z) = z − ١)٢− α)|b|

٢n+ (|b| − α|b| − ١)(١− (−١)n)z
n (n = ٢,٣, · · · )



۴۶ مختلط مرتبه از ستاره�گون همساز توابع .٣

،
gn(z) = z +

١)٢− α)|b|
٢n− (|b| − α|b| − ١)(١− (−١)n)z

n(n = ١,٢,٣, · · · )

فرین نقاط {gn} و {hn} خصوص به است.
∑∞

n=١(Xn + Yn) = ١, Xn ≥ ٠, Yn ≥ ٠ و
هستند. SH

∗
s(b, α)

برهان.

f(z) =
∞∑
n=١

(Xnhn + Yngn)

=
∞∑
n=١

(Xn + Yn)z −
∞∑
n=٢

١)٢− α)|b|
٢n+ (|b| − α|b| − ١)(١− (−١)n)Xnz

n

+
∞∑
n=١

١)٢− α)|b|
٢n− (|b| − α|b| − ١)(١− (−١)n)Ynz

n

بنابراین
∞∑
n=٢

٢n+ (|b| − α|b| − ١)(١− (−١)n)
١)٢− α)|b|

( ١)٢− α)|b|
٢n+ (|b| − α|b| − ١)(١− (−١)n)

)
Xn

+
∞∑
n=١

٢n− (|b| − α|b| − ١)(١− (−١)n)
١)٢− α)|b|

( ١)٢− α)|b|
٢n− (|b| − α|b| − ١)(١− (−١)n)

)
Yn

=
∞∑
n=٢

Xn +
∞∑
n=١

Yn

= ١−X١

≤ ١.

است. f ∈ clco SH
∗
s(b, α) بنابراین

دهید قرار باشد. f ∈ clco SH
∗
s(b, α) مͬ�کنیم فرض برعͺس،

Xn =
٢n+ (|b| − α|b| − ١)(١− (−١)n)

١)٢− α)|b|
|an|, (n = ٢,٣, . . .),

و
Yn =

٢n− (|b| − α|b| − ١)(١− (−١)n)
١)٢− α)|b|

|bn|, (n = ١,٢,٣, . . .),

طور همین و ٠ ≤ Xn ≤ ١, n = (٢,٣,۴, . . .) که بͽیریم نتیجه مͬ�توانیم ، ٢.٢.٣ قضیه از
.X١ = ١ −

∑∞
n=٢Xn −

∑∞
n=١ Yn مͬ�کنیم تعریف است. ٠ ≤ Yn ≤ ١, n = (١,٢,٣, . . .)

خواسته آنچه طبق f(z) =
∑∞

n=١(Xnhn+Yngn) بنابراین .X١ ≥ ٠ داریم ٢.٢.٣ قضیه از دوباره
مͬ�شود. حاصل بود، شده



۴٧ متقارن نقاط به توجه با مختلط مرتبه .٢.٣

و f(z) = z −
∑∞

n=٢ |an|zn +
∑∞

n=١ |bn|z̄n همساز توابع برای
مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را F و f ٩ تلفیق ،F (z) = z −

∑∞
n=٢ |An|zn +

∑∞
n=١ |Bn|z̄n

(f ∗ F )(z) = z −
∞∑
n=٢

|anAn|zn +
∞∑
n=١

|bnBn|z̄n. (١٢.٣)

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را SH
∗
s(b, α) رده�ی تلفیق ویژگͬ�های بعد، قضیه در

در باشد. F ∈ SH
∗
s(b, β) و f ∈ SH

∗
s(b, α) کنید فرض ،٠ ≤ β ≤ α < ١ برای .۴.٢.٣ قضیه

است. (f ∗ F ) ∈ SH
∗
s(b, α) ⊂ SH

∗
s(b, β) صورت این

و f(z) = z −
∑∞

n=٢ |an|zn +
∑∞

n=١ |bn|z̄n صورت به را F (z) و f(z) برهان.
(١٢.٣) در F و f تلفیق صورت این در بنویسید. F (z) = z −

∑∞
n=٢ |An|zn +

∑∞
n=١ |Bn|z̄n

است. شده داده
داریم حال مͬ�باشد. |Bn| ≤ ١ و |An| ≤ ١ است، f ∈ clco SH

∗
s(b, β) چون که کنید توجه

∞∑
n=٢

[
٢n+ (|b| − α|b| − ١)(١− (−١)n)

]
|an||An|

+
∞∑
n=١

[
٢n− (|b| − α|b| − ١)(١− (−١)n)

]
|bn||Bn|

≤
∞∑
n=٢

[
٢n+ (|b| − α|b| − ١)(١− (−١)n)

]
|an|

+
∞∑
n=١

[
٢n− (|b| − α|b| − ١)(١− (−١)n)

]
|bn|.

آنͽاه باشد ١)٢ − α) ≤ ١)٢ − β) اگر زیرا است، (f ∗ F ) ∈ SH
∗
s(b, α) ⊂ SH

∗
s(b, β) بنابراین،

است. ١)٢− α) کران دارای بالا نامساوی راست سمت

مͬ�کنیم. بررسͬ را SH
∗
s(b, α) اعضای از محدب ترکیب خواص حال،

است. بسته محدب ترکیب تحت SH
∗
s(b, α) رده�ی .۵.٢.٣ قضیه

است زیر صورت به fi که fi ∈ SH
∗
s(b, α) کنید فرض ،i = ١,٢,٣, . . . برای برهان.

fi(z) = z −
∞∑
n=٢

|an,i|zn +
∞∑
n=١

|bn,i|z̄n.

Convolution٩



۴٨ مختلط مرتبه از ستاره�گون همساز توابع .٣

نوشت زیر صورت به مͬ�توان را fi محدب ترکیب ،
∑∞

n=١ ci = ١,٠ ≤ ci ≤ ١ برای
∞∑
i=١

cifi(z) = c١z −
∞∑
n=٢

c١|an,١|zn +
∞∑
n=١

c١|bn,١|z̄n + c٢z −
∞∑
n=٢

c٢|an,٢|zn +
∞∑
n=١

c٢|bn,٢|z̄n...

= z
∞∑
i=١

ci −
∞∑
n=٢

(
∞∑
i=١

ci|an,i|

)
zn +

∞∑
n=١

(
∞∑
i=١

ci|bn,i|

)
z̄n

= z −
∞∑
n=٢

(
∞∑
i=١

ci|an,i|

)
zn +

∞∑
n=١

(
∞∑
i=١

ci|bn,i|

)
z̄n.

کنید ملاحظه سپس،

∞∑
n=٢

([
٢n+ (|b| − α|b| − ١)(١− (−١)n)

]∣∣∣∣∣
∞∑
i=١

ci|an,i|

∣∣∣∣∣
)

+
∞∑
n=١

([
٢n− (|b| − α|b| − ١)(١− (−١)n)

]∣∣∣∣∣
∞∑
i=١

ci|bn,i|

∣∣∣∣∣
)

= c١

∞∑
n=٢

[
٢n+ (|b| − α|b| − ١)(١− (−١)n)

]
|an,١|+ · · ·

+ cm

∞∑
n=٢

[
٢n+ (|b| − α|b| − ١)(١− (−١)n)

]
|an,m|+ · · ·

+ c١

∞∑
n=١

[
٢n− (|b| − α|b| − ١)(١− (−١)n)

]
|bn,١|+ · · ·

+ cm

∞∑
n=١

[
٢n− (|b| − α|b| − ١)(١− (−١)n)

]
|bn,m|+ · · ·

=
∞∑
i=١

ci

{
∞∑
n=٢

[
٢n+ (|b| − α|b| − ١)(١− (−١)n)

]
|an,i|

+
∞∑
n=١

[
٢n− (|b| − α|b| − ١)(١− (−١)n)

]
|bn,i|

}
.

داریم ٢.٢.٣ قضیه از بنابراین ،fi ∈ SH
∗
s(b, α) چون حال

∞∑
n=٢

[
٢n+(|b|−α|b|−١)((١−)−١n)

]
|an,i|+

∞∑
n=١

[
٢n−(|b|−α|b|−١)((١−)−١n)

]
|bn,i| ≤ ٢(١−α).



۴٩ مزدوج نقاط به توجه با مختلط مرتبه .٣.٣

بنابراین
∞∑
n=٢

([
٢n+ (|b| − α|b| − ١)(١− (−١)n)

]∣∣∣ ∞∑
i=١

ci|an,i|
∣∣∣)

+
∞∑
n=١

([
٢n− (|b| − α|b| − ١)(١− (−١)n)

]∣∣∣ ∞∑
i=١

ci|bn,i|
∣∣∣)

≤ ١)٢− α)
∞∑
i=١

ci

= ١)٢− α).

.
∑∞

i=١ cifi ∈ SH
∗
s(b, α) داریم، ٢.٢.٣ قضیه از مجدد استفاده با

مزدوج نقاط به توجه با مختلط مرتبه ٣.٣

ستاره�گون همساز را f ∈ SH
∗
c(b, α) صورت این در باشد. f ∈ SH کنیم فرض .١.٣.٣ تعریف

با b ناصفر مختلط عدد ،٠ ≤ α < ١ برای اگر گوییم مزدوج نقاط به توجه با مختلط، مرتبه از
، ٠ ≤ θ < ٢π و ٠ ≤ r < ١ ،f ′(z) = ∂

∂θ
(f(z) = f(reiθ)) ،z′ = ∂

∂θ
(z = reiθ) ،|b| ≤ ١

Re

{
١+

١
b

(
٢zf ′(z)

z′(f(z) + f(z̄))
− ١
)}

≥ α, |z| = r < ١.

اطمینان برای |b| ≤ محدودیت١ است. SH
∗
c(b, α) = SH

∗
c(b, α)∩SH که فرضمͬ�کنیم همچنین،

باشد. ارز ͷت f یعنͬ باشد Jf (z) > ٠ که است این از

که f ∈ SH
∗
c(١, α) برای مشابه کافͬ شرط ،[۵] ١٩٩٩ سال در جهانͽیری ،١.٣.٢ قضیه در

بیان ١.٣.٢ قضیه در که شرطͬ کرد ثابت جهانͽیری همچنین آورد. بدست را نیست صفر لزوما b١
است. SH

∗
c(١, α) در ،(٢.٣) فرم به f = h+ ḡ تابع گرفتن قرار برای لازم شرط ͷی شده،

قرار استفاده مورد بخش این در شده، ثابت [٧] در عبدالحلیم و ͹جانتن توسط که زیر قضیه
گرفت. خواهد

اگر باشد. (١.٣) فرم به f = h+ ḡ کنیم فرض .٢.٣.٣ قضیه
∞∑
n=٢

(n+ (|b| − α|b| − ١)
(١− α)|b|

)
|an|

+
∞∑
n=١

(n− (|b| − α|b| − ١)
(١− α)|b|

)
|bn| ≤ ١ (١٣.٣)



۵٠ مختلط مرتبه از ستاره�گون همساز توابع .٣

و است ت�ͷارز همساز ∆ در f آنͽاه باشد، |b| ≤ ١ با ناصفر مختلط عدد b و ٠ ≤ α < ١ که
[٧] است. لازم (١٣.٣) شرط نیز باشد f ∈ SH

∗
c(b, α) است.اگر f ∈ SH

∗
c(b, α)

مͬ�شود داده نمایش clco SH
∗
c(b, α) با که SH

∗
c(b, α) بسته محدب پوسته فرین نقاط ادامه، در

مͬ�کنیم. تعیین را

اگر تنها اگرو است f ∈ clco SH
∗
c(b, α) .٣.٣.٣ قضیه

f(z) =
∞∑
n=١

(Xnhn + Yngn). (١۴.٣)

که
h١(z) = z, hn(z) = z − (١− α)|b|

n+ (|b| − α|b| − ١)z
n (n = ٢,٣, · · · )

،
gn(z) = z +

(١− α)|b|
n− (|b| − α|b| − ١)z

n(n = ١,٢,٣, · · · )

فرین نقاط {gn} و {hn} خصوص به است.
∑∞

n=١(Xn + Yn) = ١, Xn ≥ ٠, Yn ≥ ٠ و
هستند. SH

∗
c(b, α)

برهان.

f(z) =
∞∑
n=١

(Xnhn + Yngn)

=
∞∑
n=١

(Xn + Yn)z −
∞∑
n=٢

(١− α)|b|
n+ (|b| − α|b| − ١)Xnz

n

+
∞∑
n=١

(١− α)|b|
n− (|b| − α|b| − ١)Ynz

n

بنابراین
∞∑
n=٢

n+ (|b| − α|b| − ١)
(١− α)|b|

( (١− α)|b|
n+ (|b| − α|b| − ١)

)
Xn

+
∞∑
n=١

n− (|b| − α|b| − ١)
(١− α)|b|

( (١− α)|b|
n− (|b| − α|b| − ١)

)
Yn

=
∞∑
n=٢

Xn +
∞∑
n=١

Yn

= ١−X١

≤ ١.



۵١ مزدوج نقاط به توجه با مختلط مرتبه .٣.٣

است. f ∈ clco SH
∗
c(b, α) بنابراین

دهید قرار باشد. f ∈ clco SH
∗
c(b, α) مͬ�کنیم فرض برعͺس،

Xn =
n+ (|b| − α|b| − ١)

(١− α)|b|
|an|, (n = ٢,٣, . . .),

و
Yn =

n− (|b| − α|b| − ١)
(١− α)|b|

|bn|, (n = ١,٢,٣, . . .).

طور همین و ٠ ≤ Xn ≤ ١, n = (٢,٣,۴, . . .) که بͽیریم نتیجه مͬ�توانیم ، ٢.٣.٣ قضیه از
.X١ = ١ −

∑∞
n=٢Xn −

∑∞
n=١ Yn مͬ�کنیم تعریف است. ٠ ≤ Yn ≤ ١, n = (١,٢,٣, . . .)

خواسته آنچه طبق f(z) =
∑∞

n=١(Xnhn+Yngn) بنابراین .X١ ≥ ٠ داریم ٢.٣.٣ قضیه از دوباره
مͬ�شود. حاصل بود، شده

F (z) = z−
∑∞

n=٢ |An|zn+ و f(z) = z−
∑∞

n=٢ |an|zn+
∑∞

n=١ |bn|z̄n همساز توابع برای
مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را F و f ١٠ تلفیق ،

∑∞
n=١ |Bn|z̄n

(f ∗ F )(z) = z −
∞∑
n=٢

|anAn|zn +
∞∑
n=١

|bnBn|z̄n. (١۵.٣)

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را SH
∗
s(b, α) رده�ی تلفیق ویژگͬ�های بعد، قضیه در

در باشد. F ∈ SH
∗
c(b, β) و f ∈ SH

∗
c(b, α) کنیم فرض ،٠ ≤ β ≤ α < ١ برای .۴.٣.٣ قضیه

است. (f ∗ F ) ∈ SH
∗
c(b, α) ⊂ SH

∗
c(b, β) صورت این

F (z) = و f(z) = z −
∑∞

n=٢ |an|zn +
∑∞

n=١ |bn|z̄n صورت به را F (z) و f(z) برهان.
شده داده (١۵.٣) در F و f تلفیق صورت این در بنویسید. z −

∑∞
n=٢ |An|zn +

∑∞
n=١ |Bn|z̄n

است.
داریم حال مͬ�باشد. |Bn| ≤ ١ و |An| ≤ ١ است، f ∈ clco SH

∗
c(b, β) چون که کنید توجه

∞∑
n=٢

[
n+ (|b| − α|b| − ١)

]
|an||An|

+
∞∑
n=١

[
n− (|b| − α|b| − ١)

]
|bn||Bn|

≤
∞∑
n=٢

[
n+ (|b| − α|b| − ١)

]
|an|

+
∞∑
n=١

[
n− (|b| − α|b| − ١)

]
|bn|.

Convolution١٠



۵٢ مختلط مرتبه از ستاره�گون همساز توابع .٣

آنͽاه باشد (١ − α) ≤ (١ − β) اگر زیرا است. (f ∗ F ) ∈ SH
∗
c(b, α) ⊂ SH

∗
c(b, β) بنابراین،

است. (١− α) کران دارای بالا نامساوی راست سمت

مͬ�کنیم. بررسͬ را SH
∗
c(b, α) اعضای از محدب ترکیب خواص حال،

است. بسته محدب ترکیب تحت SH
∗
c(b, α) رده�ی .۵.٣.٣ قضیه

است زیر صورت به fi که fi ∈ SH
∗
c(b, α) کنید فرض ،i = ١,٢,٣, . . . برای برهان.

fi(z) = z −
∞∑
n=٢

|an,i|zn +
∞∑
n=١

|bn,i|z̄n.

نوشت زیر صورت به مͬ�توان را fi محدب ترکیب ،
∑∞

n=١ ci = ١,٠ ≤ ci ≤ ١ برای
∞∑
i=١

cifi(z) = c١z −
∞∑
n=٢

c١|an,١|zn +
∞∑
n=١

c١|bn,١|z̄n + c٢z −
∞∑
n=٢

c٢|an,٢|zn +
∞∑
n=١

c٢|bn,٢|z̄n...

= z
∞∑
i=١

ci −
∞∑
n=٢

(
∞∑
i=١

ci|an,i|

)
zn +

∞∑
n=١

(
∞∑
i=١

ci|bn,i|

)
z̄n

= z −
∞∑
n=٢

(
∞∑
i=١

ci|an,i|

)
zn +

∞∑
n=١

(
∞∑
i=١

ci|bn,i|

)
z̄n.



۵٣ مزدوج نقاط به توجه با مختلط مرتبه .٣.٣

کنید ملاحظه سپس،
∞∑
n=٢

([
n+ (|b| − α|b| − ١)

]∣∣∣∣∣
∞∑
i=١

ci|an,i|

∣∣∣∣∣
)

+
∞∑
n=١

([
n− (|b| − α|b| − ١)

]∣∣∣∣∣
∞∑
i=١

ci|bn,i|

∣∣∣∣∣
)

= c١

∞∑
n=٢

[
n+ (|b| − α|b| − ١)

]
|an,١|+ · · ·

+ cm

∞∑
n=٢

[
n+ (|b| − α|b| − ١)

]
|an,m|+ · · ·

+ c١

∞∑
n=١

[
n− (|b| − α|b| − ١)

]
|bn,١|+ · · ·

+ cm

∞∑
n=١

[
n− (|b| − α|b| − ١)

]
|bn,m|+ · · ·

=
∞∑
i=١

ci

{
∞∑
n=٢

[
n+ (|b| − α|b| − ١)

]
|an,i|

+
∞∑
n=١

[
n− (|b| − α|b| − ١)

]
|bn,i|

}
.

داریم ٢.٣.٣ قضیه از بنابراین ،fi ∈ SH
∗
c(b, α) چون حال

∞∑
n=٢

[
n+ (|b| − α|b| − ١)

]
|an,i|+

∞∑
n=١

[
n− (|b| − α|b| − ١)

]
|bn,i| ≤ (١− α).

بنابراین
∞∑
n=٢

([
n+ (|b| − α|b| − ١)

]∣∣∣ ∞∑
i=١

ci|an,i|
∣∣∣)

+
∞∑
n=١

([
n− (|b| − α|b| − ١)

]∣∣∣ ∞∑
i=١

ci|bn,i|
∣∣∣)

≤ (١− α)
∞∑
i=١

ci

= (١− α).

.
∑∞

i=١ cifi ∈ SH
∗
c(b, α) داریم، ٢.٣.٣ قضیه از مجدد استفاده با
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