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ب



سعداله نام: محمدی دانشجو: خانوادگͬ نام

گراف�ها روی معͺوس مͺانیابͬ مسئله عنوان:

فتحعلͬ جعفر دکتر راهنما: استاد
علیشاهͬ میثم دکتر مشاور: استاد

عملیات در تحقیق گرایش: کاربردی ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

ریاضͬ علوم دانشͺده شاهرود صنعتͬ دانشͽاه:
٩۴ صفحات: تعداد ١٣٩٢ شهریور فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

مͺانیابͬ. مسئله دور، درخت، معͺوس، ١-میانه کلیدی: واژگان

چͺیده
موجود معلوم وزن با مشتری ”n” p-میانه)، مسئله خاص، حالت (در گسسته مͺانیابͬ مسائل در
وزنͬ فاصله مجموع به�طوری�که مͬ�باشد، (میانه) دهنده سرویس ”p” مͺان کردن پیدا هدف که مͬ�باشد

شود. ممͺن مقدار کمترین دهنده، سرویس نزدی�ͷترین تا مشتریان
پارامترهای تغییر از عبارتند معͺوس) p-میانه خاص، حالت (در معͺوس گسسته مͺانیابͬ مسائل اما
عنوان به ”p” دهندگان سرویس شده تعیین پیش از مجموعه ͷی که هزینه کمترین با p-میانه مسئله ͷی
پارامترها این مͬ�باشند. متناظر پارامترهای کاهش یا و افزایش با متناسب هزینه�ها شود. واقع p-میانه

تغییر بالا کران ͷی و پایین کران ͷی بین مͬ�تواند فقط پارامتر هر مͬ�باشد. رئوس وزن و یال�ها طول
کند.

بررسͬ را دور و درخت روی متغیر رئوس وزن با معͺوس ١-میانه مسئله ابتدا ما نامه، پایان این در
هسته مسئله که مͬ�گیرد قرار بررسͬ مورد درخت روی معͺوس مقید هسته مسئله نیز انتها در و مͬ�کنیم
ممͺن مقدار کمترین مسیر این از رئوس همه وزنͬ فاصله مجموع که است مسیری واقع در درخت روی

شود.



ଘمقدৎ
ऒورতیدඛসھاৣم

امامزماৣم
गھانازৗوروओودشروଃنا॥توॲقاق�ଘھاଡدیدিش॒ࢣૐه�رااதرਗی�ইുند.



೯دایا...١
نخورم حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به

دوست تو که آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و

مͬ�داری.

تو، پای به بردن رنج و تو به�خاطر کشیدن زندانͬ تو، به�خاطر دیدن، شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

امید برق که توست رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است. من زندگͬ بزرگ لذت تنها

مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در

پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم

دریاب. کرده�ام

از من، نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن

آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

فداکاری بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به

گستاخͬ بͬ�نمود، خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در

بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ،

کن. روزی

اඛඟ໋ھا�ଌୃنඛھاॴوم،باز೯داࡣت
৯داಶඍن�॥ت... اوجاඎিنૡঙه

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

فتحعلͬ، جعفر دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

فراوان حاصل پژوهش، پیشبرد راستای در ایشان ارزنده راهنمایͬ�های از که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه

هستم. ایشان والای منش و انسانیت و علم مͺتب شاگرد همواره و بردم

آماده در و فرمودند تقبل را پایان�نامه این مشاوره� و مطالعه زحمت که علیشاهͬ میثم دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایͬ مورد را اینجانب احسن نحو به پایان�نامه، این سازی

قصونͬکه غزنوی اله برات دکتر آقای جناب و زعفرانیه مهدی دکتر آقای جناب فرهیخته، اساتید از

مͬ�نمایم. قدردانͬ و تشͺر وجود تمام با گرفتند، عهده به را پایان�نامه این داوری زحمت

در که شاهرود صنعتͬ دانشͽاه ریاضͬ دانشͺده گرانقدر اساتید کلیه از مͬ�دانم لازم خود بر همچنین

دوستان تمامͬ از و نمایم تشͺر نمودم، فیض کسب محضرشان از ارشد کارشناسͬ و کارشناسͬ دوران

صمیمانه داشتم، را آنها با هم�فͺری و مصاحبت افتخار تحصیل طول در که گرامͬ�ام هم�کلاسͬ�های و

نمایم. سپاس�گزاری

ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در

امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم، خواهر از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم

بود. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودش،

ෙ७ور۱۳۹۲ॣعداख़ଔمدی



نامه پایان از مستخرج مقاله

کنفرانس پنجمین درخت، روی معͺوس مقید هسته مسأله ،(١٣٩٢) فتحعلͬ، محمدی-جعفر سعداله .١

همدان. سینا، بوعلͬ دانشͽاه ،٣٧-٣٧١۴ ایران، کاربردی ریاضͬ
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١ فصل

معͺوس مͺانیابͬ و مͺانیابͬ بر ای مقدمه

مͺانیابͬ ١.١

دهنده سرویس چند یا ͷی بهینه استقرار نحوه و محل یافتن دنبال به وقتͬ که هستند مسائلͬ مͺانیابͬ مسائل

فرض مسائل این در معمولا˟ مͬ�شویم. مواجه آنها با هستیم، مͺانیابͬ بر مؤثر متغیرهای و عوامل اساس بر

برای مͺان بهترین مͬ�خواهیم و موجودند تقاضا) نقطه یا گیرنده (سرویس مشتری تعدادی که است این بر

زمان نامطلوب، محیطͬ تأثیرات نقل، و حمل هزینه که بیابیم ای گونه به را جدید دهندگان سرویس استقرار

در سهم بیشترین کسب آن، در برابری و انصاف رعایت و سرویس توزیع نحوه کیفیت، سود، دهͬ، سرویس

شوند. بهینه مسئله شرایط به بسته ... و بازار

شاخه�های از بسیاری در که مͬ�باشد تحقیقاتͬ زمینه�های کاربردی�ترین از تسهیلات، و تأسیسات مͺانیابͬ

تخصیصمنابع، مدیریتو علوم عملیات، در تحقیق به مͬ�توان شاخه�ها این جمله از است. شده گسترده علوم

شهری، ریزی برنامه برق، مهندسͬ بازاریابͬ، ریاضیات، کامپیوتر، علوم اقتصاد، جغرافیا، صنایع، مهندسͬ

مͺانیابͬ مͬ�توان مͺانیابͬ مسائل معروف کاربردهای از کرد. اشاره مرتبط شاخه�های دیͽر و نظامͬ علوم

پاسͽاه�های نشانͬ�ها، آتش فروش، نمایندگͬ�های بیمارستان�ها، کارخانه، آلات ماشین کارخانه�ها، انبارها،

نظامͬ، تأسیسات نفت، چاه�های خطر، آژیر مدارها، در ͬͺترونیͺال اجزاء مسافربری، پایانه�های پلیس،

مورد حوزه این در نیز مͺانیابͬ و مسیریابͬ مسائل از ترکیبͬ برد. نام را ... و آزمایشͽاه�ها نیروگاه�ها،

مͬ�گیرند. قرار بررسͬ و مطالعه

صورت این به را مسئله فرما١ هفدهم قرن در که داد نسبت زمانͬ به را مͺانیابͬ مسئله پیدایش بتوان شاید

مجموع که بیابید ای گونه به را چهارم نقطه است، شده داده صفحه در نقطه سه کنید کرد:”فرض مطرح
١Fermat
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نقطه سه اگر که کرد مشاهده ١۶۴٠ سال در توریچل٢ͬ شود.” مینیمم شده، داده نقطه سه تا آن فاصله�های

الاضلاعͬ متساوی مثلث�های محیطͬ دایره�های برخورد محل بͽیریم، نظر در مثلث ͷی رأس سه را موجود

بهینه نقطه دلیل، بدین است. مسئله جواب مͬ�شوند، ساخته آن بیرون به رو و اصلͬ مثلث اضلاع روی بر که

مورد نقطه سه و توریچلͬ نقطه بین زاویه که داد نشان کاوالیری٣ ١۶۴٧ سال در مͬ�نامند. توریچلͬ نقطه را

سه بر الاضلاع متساوی مثلث ͷی اگر که کرد ثابت ١٧۵٠ سال در سیمپسون۴ است. درجه ١٢٠ نظر،

گرفته قرار مقابل ضلع روی بر که نقطه سه این از ͬͺی به مثلث این رئوس و شود گذرانده شده داده نقطه

سیمپسون خطوط را خط سه این رو این از مͬ�دهد. را توریچلͬ نقطه خط، سه این تقاطع محل شود، وصل

مͬ�نامند.

١٢٠ مساوی یا بیشتر زاویه رأس ͷی در که دهند تشͺیل را مثلثͬ شده داده نقطه سه که مستثنایͬ حالت

زاویه آن در که رأسͬ همان کرد ثابت هینن۵ اینͺه تا ماند، باقͬ حل بدون ١٨٣۴ سال تا باشد، داشته درجه

سیمپسون خطوط طول کرد ثابت همچنین او است. مسئله بهینه جواب است، درجه ١٢٠ مساوی یا بیشتر

مفهوم فسبندر۶ است. برابر نیز شده داده نقطه سه از بهینه نقطه فاصله با آنها طول و هستند مساوی هم با

مورد مبسوطͬ به�طور کوهن٧[۴۶] توسط ١٩۶٧ سال در بعدها که کرد مطرح فرما مسئله برای را دوگانͬ

گردید. منتشر وی تحقیقات از جالبͬ نتایج و گرفت قرار بررسͬ

سال در وبر آلفرد کتاب شدن منتشر با مͬ�گیرد، قرار استفاده مورد امروزه که شͺلͬ به مͺانیابͬ نظریه

نتایج کتاب این در وبر .[۶٧ ،٣] شد متولد Uber den standortder indvstrien عنوان تحت ١٩٠٩

مͺانیابͬ تعریفمسئله اولین که گفت مͬ�توان واقع در کرد. ارائه را کارخانه�ای صنایع مورد در تحقیقاتخود

شد. ارائه [۶٧] وبر٨ توسط کاربردی صورت به

میزان و مͺان اینͺه دوم است. معلوم اولیه مواد محل اینͺه اول است. اساسͬ اصل سه دارای وبر نظریه

بازار کننده تولید هر هستند. هم از جدا و است متناهͬ مͺان�ها این تعداد است. مشخص مشتریان مصرف

مͺان چندین اینͺه سوم ندارد. وجود مͺان انتخاب نظر از انحصاری امتیازات و دارد اختیار در نامحدودی

و نبوده جابجایͬ و تحرک قابلیت دارای کار نیروی این به�طوری�که دارد وجود کار نیروی عرضه برای ثابت

است. نامحدود آن عرضه

را هدف تابع ،[٣۴] حͺیم٩ͬ ١٩۶۴ سال در که شد شروع زمانͬ از مͺانیابͬ روی بر جدی مطالعات
٢Torricelli
٣Cavalieri
۴Simpson
۵Heinen
۶Fesbender
٧Kuhn
٨Weber
٩Hakimi
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مͺانیابͬ مسائل روی بر مطالعاتͬ همچنین او کرد. مطرح مینیماکس١١ و مجموع١٠ کمترین صورت دو به

معرفͬ را p-میانه مسئله و ابداع را p-میانه روابط که بود کسͬ حͺیمͬ واقع در داد. انجام شبͺه�ها روی

مͺانیابͬ مسائل در معمولا˟ شد. انجام مͺانیابͬ مسائل روی بر زیادی مطالعات بعد به زمان آن از کرد.

تأثیرات تنها و مͬ�شوند گرفته نظر در مطلوب بیابیم، را آنها استقرار مͺان مͬ�خواهیم که دهندگانͬ سرویس

دافعه نوعͬ آنها از بودن دور و جاذبه نوعͬ آنها به بودن ͷنزدی بنابراین مͬ�آوریم. حساب به را آنها مثبت

علاوه که هستیم روبه�رو دهندگانͬ سرویس و فعالیت�ها با امروزی پیشرفته و مدرن جوامع در مͬ�شود. تلقͬ

آشͺار مثال تولیدی، کارگاه�های دارند. خود پیرامون محیط بر نیز مخربͬ و منفͬ تأثیرات خدمات، ارائه بر

است. زیست محیط آلاینده دیͽر طرف از و کرده تولید را جامعه نیاز مورد کالای کارگاه هستند. مورد این

دهند، ارائه را مناسب تفریحͬ و ورزشͬ امͺانات و باشند دسترس در باید که حال عین در ورزشͬ مراکز

باشند. داشته را قبیل این از مشͺلاتͬ یا و جمعیت ازدحام صدا، و سر همچون منفͬ تأثیرات مͬ�توانند

و واقعͬ مسائل با بیشتری انطباق دارند، خود در همزمان طور به را ویژگͬ دو هر که مدل�هایͬ مطالعه

مجموع کمترین مدل�های ١٩٧٠ اواسط تا ١٩۶٠ دهه از است. پیشرفت حال در سرعت به و دارد کاربردی

این ١٩٧٠ اواسط از مͬ�شد. گرفته کار به بخشخصوصͬ در مینیماکس مدل�های و خصوصͬ بخش�های در

را مواردی که بودند کسانͬ اولین [١٩] گارفینͺل١٣ و چرچ و [٣٢] ١٢دیرین و گلدمن کرد. تغییر موضوع

مطلوب فرض مشتریان مدل�ها، دسته این در گرفتند. نام مضر١۴ مͺانیابͬ مدل�های بعدها که کردند پیشنهاد

آنها از حدی تا و نداشته را آنها به بودن نزدی�ͷتر در سعͬ دیͽر و مͬ�گذارند کنار را دهنده�ها سرویس بودن

آب تصفیه مراکز هسته�ای، راکتورهای مͺانیابͬ به مͬ�توان مدل�ها این از کاربردی عنوان به مͬ�کنند. دوری

و مͬ�کند ایجاد دافعه نوعͬ دهندگان سرویس نوع این ویژگͬ�های حقیقت در کرد. اشاره زباله دفن اماکن و

کنند. دور خود از را آنها مشتریان که مͬ�شود سبب

از پس شد. ارائه [٣٨] میرچندان١۶ͬ و هندلر١۵ توسط مͺانیابͬ مختلف مدل�های بندی طبقه اولین

از بررسͬ�هایͬ همچنین شد. انجام [٣۶] نیͺل١٨ و هاماچر١٧ توسط جمله از دیͽری بندی�های طبقه آن
پروزن٢١ و کرارپ٢٠ ،[۶٣] همͺاران و تانسل١٩ جمله آن از که شد ارائه زمینه این در شده انجام کارهای

١٠Minisum
١١Minimax
١٢Golman and Dearing
١٣Church and Garfinkel
١۴Obnoxious
١۵Handler
١۶Mirchandani
١٧Hamacher
١٨Nickel
١٩Tansel
٢٠Krarup
٢١Pruzan



۴ معͺوس مͺانیابͬ و مͺانیابͬ بر ای مقدمه .١

اسͺاتلا٢٧ و اسͺاپارا٢۶ ،[١٨] کاپانرا٢۵ ،[۵۶] دسͺین٢۴ و اون٢٣ ،[٣٩] همͺاران و هانسن٢٢ ،[۴۵]

نیز همͺاران و کارنت٢٨ کرده�اند. ارائه مͺانیابͬ مختلف زمینه�های در شده انجام کارهای از لیستͬ [۶١]

نموده�اند. بیان [٢٢] در را مͺانیابͬ مسائل کاربردهای

مͺانیابͬ مسائل فضای ١.١.١

است: زیر دسته سه از ͬͺی مͺانیابͬ مسائل فضای معمولا˟

صورت به که متغیرهایͬ توسط یعنͬ باشند، پیوسته تقاضا نقاط و تأسیسات مͺان فضای هرگاه پیوسته:

مͺان مدل�ها این در مͬ�گویند. پیوسته را مدل شود، مشخص مختصات نظیر مͬ�کنند، تغییر پیوسته

دوبعدی حداقل فضای در مͺانیابͬ مسائل اکثر مͬ�کنیم. پیدا Rd بعدی d فضای در را سرویس�دهنده

مورد بیشتر آنها بصری ادراک قابلیت و هندسͬ ویژگͬ�های خاطر به دوبعدی مسائل مͬ�شوند. تعریف

از معمولا˟ که تابعͬ (آنالیز آنالیز و هندسه ابزارهای از پیوسته مسائل با مواجه در مͬ�گیرند. قرار توجه

توصیف و طبیعت مͺانیابͬ مسائل عمدتاً مͬ�بریم. بهره مͬ�شود) استفاده تقعر و تحدب ویژگͬ�های

است. آنالیزی هم و هندسͬ بررسͬ�های شامل هم آن�ها حل روند و مطالعه ولͬ دارند هندسͬ

مجتمع مدارهای مثل مسطح، مͬ�شود. استفاده شͺل دو به پیوسته فضای از عملͬ، کاربردهای در

نواحͬ برای کروی و زمین تͺه ͷی یا و کار میز کاغذ، تͺه ͷی ،ͬͺترونیͺال و ͬͺتریͺال مدارهای در

داریم. مؤلفه دو به احتیاج نقاط، کردن مشخص برای حالت�ها این در زمین. کره حتͬ و قاره�ها مثل

که سومͬ مشخصه باید هستیم، روبه�رو هوا در یا و آب زیر ساختمان در مͺانیابͬ با که مسائلͬ در

که مͬ�دهد رخ زمانͬ عمدتاً بعدی ͷی مسائل آوریم. حساب به هم را مͬ�دهد نشان را عمق یا ارتفاع

خط یا بزرگراه ͷی کشیدن مثل مͬ�دهیم، انجام انحنا) دارای یا (مستقیم خط ͷی روی را مͺانیابͬ

آهن.

روی تنها را دهندگان سرویس مͺان باید آنها در که هستند مدل�هایͬ گسسته مͺانیابͬ مدل�های گسسته:

است شده داده کاندیدا نقاط از متناهͬ مجموعه�ای مدل�ها این در کنیم. پیدا شده تعیین پیش از نقاط

مدل�های خلاف بر پیوسته مͺانیابͬ مدل�های در مͬ�شوند. داده نشان گسسته متغیرهای توسط که

پیوسته مدل�های جهت این از داد. ارائه را دسترس در نقاط از کاملͬ و جامع لیست نمͬ�توان گسسته
٢٢Hansen
٢٣Owen
٢۴Deskin
٢۵Cappanera
٢۶Scaparra
٢٧Scutella
٢٨Current
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ابزارهای از ͬͺی خوانده�اند. نیز مͺان انتخاب مدل�های را گسسته مدل�های و مͺان ایجاد مدل�های را

دلایل از ͬͺی فضاست. سازی گسسته ایده پیوسته و بزرگ مسائل با مواجه در ریاضیات در مفید

ویژه کاربردهای و مجموعه متناهͬ تعداد به جواب فضای کاهش و شدن ساده�تر ایده این از استفاده

ͷی نماینده نقطه هر حقیقت در گسسته، مدل�های در است. مسئله از خاص حالات بعضͬ در

بین فاصله تخمین برای تابع ͷی باید پیوسته حالت در که است توجه قابل است. فضا از ناحیه

مͺانیابͬ زمینه در زیادی مقالات موضوع خود مناسب، تابع ͷی انتخاب نحوه که شود انتخاب نقاط

مورد شده، محاسبه قبل از یا و شده پیموده واقعͬ فاصله گسسته، حالت در ولͬ است بوده پیوسته

مͬ�کنند مدل را واقعͬ و عملͬ موقعیت�های راحتͬ به پیوسته مدل�های بنابراین مͬ�گیرد. قرار استفاده

کوتاه�ترین محاسبه همچنین و مسافت�ها عظیم اطلاعاتͬ بان�ͷهای به زیرا مͬ�شوند، اجرا سرعت به و

کمتری دقت تخمین، تابع از استفاده خاطر به که است ذکر قابل نͺته این ندارند. احتیاجͬ مسیر

اوقات بعضͬ دارد. ͬͽبست گیرنده تصمیم نظر به فضا نوع انتخاب البته دارند. گسسته انواع به نسبت

ͷی در مثلا́ شود. نظر صرف حدی تا آن دقت از که شود سبب پیوسته مدل�های مزایای است ممͺن

واقعͬ فاصله تخمین در زیادی بسیار دقت (منهتن٢٩) مستطیلͬ فاصله انتخاب که است ممͺن شهر

شͺل توری و هم بر عمود خیابان�های دارای که شهرهایͬ عمدتاً باشد. داشته را آن از نقطه دو بین

مͬ�گیرند. قرار دسته این در هستند

شبͺه ͷی یال�های یا و رئوس روی دهندگان سرویس آن در که هستند مدل�هایͬ شبͺه�ای مدل�های شبͺه�ای:

مسائلͬ کلͬ حالت در که دارند وجود مسائلͬ شبͺه�ای، فضای با مͺانیابͬ حوزه در مͬ�شوند. مستقر

از حداکثر زمان�های در K-درخت�ها یا درخت�ها مثل خاص گراف�های در ولͬ هستند NP-سخت٣٠

دهنده سرویس که فضایͬ است ممͺن شده ذکر موارد بر علاوه هستند. حل قابل چندجمله�ای درجه

سرویس که هستند نواحͬ ممنوع نواحͬ شود. محدود ممنوع نواحͬ تعریف با گیرد قرار آن در باید

کنند. مدل را محدودیت سایر یا بندی منطقه قوانین مͬ�توانند مناطق این گیرد. قرار آن در نباید دهنده

دهندگان سرویس ٢.١.١

مͬ�گیریم: نظر در را P >١ و P =١ حالت�های باشد. دهنده�ها سرویس تعداد P کنید فرض

شود. مستقر باید دهنده) (سرویس فعالیت ͷی فقط حالت این در ؛ P =١ .١

تخصیص ͬͽونͽچ باید دهنده�ها سرویس استقرار محل کردن پیدا بر علاوه حالت این در P؛ >١ .٢

کنیم. مشخص نیز را دهندگان سرویس به مشتریان
٢٩Manhattan
٣٠NP-hard
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نیز جدید دهندگان سرویس بین ارتباط است ممͺن مͬ�کنیم، مͺانیابͬ را دهنده سرویس چند که حالتͬ در

دهندگان سرویس بین وزن�دار فاصله شامل مͬ�کنند برآورده را هدف این که مدل�هایͬ باشد. اهمیت دارای

پراکنده آن در که کرد اشاره نظامͬ تأسیسات مͺانیابͬ به مͬ�توان مورد این از مثالͬ عنوان به مͬ�باشند. جدید

در مͬ�دهد. کاهش را پذیری آسیب و خسارت و ضرر میزان جدید دهندگان سرویس داشتن فاصله و شدن

رقابت ایجاد از تا دارد آن�ها کردن پراکنده در سعͬ گیرنده تصمیم فست�فودها یا و گاز پمپ�های مͺانیابͬ

کند. جلوگیری یͺدیͽر با آن�ها مستقیم

دارد: وجود مختلف مدل نوع دو پارامتر این مبنای بر

است. ثابت آن در جدید دهندگان سرویس تعداد که مدل�هایͬ .١

است. متغیر آن در جدید دهندگان سرویس تعداد که مدل�هایͬ .٢

تعداد دهنده نشان که را دیͽری متغیر باید زیرا هستند، اول نوع مدل�های از پیچیده�تر دوم نوع مدل�های

از بسیاری در مͬ�دهد. رخ حالت دو مͺانیابͬ مدل�های در کنیم. اضافه مدل به را است دهندگان سرویس

در دهنده�ای سرویس هیچ که مͬ�شود روبه�رو خالͬ فضای ͷی با گیرنده تصمیم که است این بر فرض مدل�ها

هستند موجود دهنده سرویس تعدادی مͬ�نامیم، شرط٣١ͬ مͺانیابͬ را آن که دیͽر حالتͬ در ندارد. وجود آن

است. دیͽری تعداد کردن اضافه هدف و

باشد: داشته وجود مͬ�تواند دهندگان سرویس بین مختلف ارتباط نوع سه حداقل

زباله دفن محل چند مͺانیابͬ در مثلا́ شود، گرفته نظر در دهندگان سرویس و مشتریان بین فاصله فقط .١

کشور. ͷی در

بدون ناحیه ͷی در ͬͺموش سایت�های مͺانیابͬ مثلا́ شود، محاسبه دهندگان سرویس بین فاصله فقط .٢

جمعیت.

ͷی در هسته�ای سایت تعدادی مͺانیابͬ مثلا́ شود، گرفته نظر در بالا در شده ذکر فاصله نوع دو هر .٣

جمعیت. دارای ناحیه

فاصله گیری اندازه ٣.١.١

که مͬ�کنیم فرض مͺانیابͬ، مسائل در است. اشیا بودن دور میزان تشخیص برای عددی معیار ͷی فاصله

بیان فاصله از تابعͬ شͺل به معمولا˟ و باشد آن�ها مͺانͬ موقعیت به وابسته مستقیماً تأسیسات بین ارتباط

مسئله شرایط و موقعیت به توجه با دارد. پیوسته مͺانیابͬ در محوری نقشͬ فاصله مفهوم بنابراین مͬ�شود.
٣١Conditional



٧ مͺانیابͬ .١.١

فاصله تخمین تابع عنوان به نرم�ها روند از استفاده مͬ�روند. کار به فاصله ارزیابͬ برای مختلفͬ اندازه�های
وندل٣٣ و وارد شد. پیشنهاد [۴٧] موریس٣٢ و لاو توسط بار اولین پیوسته فضای با مͺانیابͬ مسئله ͷی در

مشتریان بین فاصله گیری اندازه برای دادند. قرار مطالعه مورد را بلوک٣۴ͬ نرم�های از استفاده نیز [۶۶ ،۶۵]

مͬ�شود: استفاده زیر مترهای از معمولا˟ دهندگان سرویس و

به صفحه در y = (y١, y٢) و x = (x١, x٢) نقطه دو بین فاصله این ٣۵ :(Lp مینͺوفسͺͬ(نرم فاصله

مͬ�شود: تعریف زیر صورت

Lp(x, y) = (k١|x١ − y١|p + k٢|x٢ − y٢|p)١/p ; ١ ≤ p ≤ ∞

مناسب ندارد، تقارن مختلف جهت�های در فاصله که مسائلͬ کردن مدل برای ͬͺوفسͺمین فاصله

و k١ = k٢ =١ همچنین و p=٢ با اقلیدسͬ فاصله Lpها، خانواده بین از مͺانیابͬ مسائل در است.

برای اقلیدسͬ فاصله هستند. استفاده مورد بیشتر k١ = k٢ =١ و p=١ با (منهتن) مستطیلͬ فاصله

شرط (به خیابانͬ فاصله�های کردن مدل برای مستطیلͬ فاصله و دریایͬ یا هوایͬ فاصله�های کردن مدل

هستند. مناسب نباشند) ی�ͷطرفه خیابان�ها اینͺه

الͽوریتم�های فاصله این محاسبه برای است. شبͺه روی نقطه دو بین مسیر کوتاه�ترین با برابر شبͺه�ای: فاصله

برد. نام [٨]را فلوید٣٧ و دایͺسترا٣۶ الͽوریتم�های مͬ�توان جمله آن از که است شده پیشنهاد مختلفͬ

وزن ۴.١.١

مشخص برای گاهͬ باشند. مختلف یا یͺسان متغیر، یا ثابت وزن�های دارای مͬ�توانند هدف تابع در فاصله�ها

یال وزن شبͺه�ای، مسائل در مͬ�شود. استفاده وزن�ها از (مشتریان) ثابت نقطه هر در تقاضا میزان کردن

و خدمات ارائه و یال از استفاده هزینه و مخاطره میزان یال، پیمایش زمان مسیر، طول دهنده نشان مͬ�تواند

باشد. قبیل این از مواردی

مشتریان ۵.١.١

میزان و توزیع نحوه که است لازم لذا است. شده منظور نیز مشتری�ها نقش مͺانیابͬ مدل�های از تعدادی در

توزیع ناحیه ͷی در یͺنواخت طور به مشتریان کنیم فرض است ممͺن مثال، برای بدانیم. را آن�ها تقاضای
٣٢Love and Morris
٣٣Ward and Wendell
٣۴Block norms
٣۵Minkowsky
٣۶Dijkestra
٣٧Floyd



٨ معͺوس مͺانیابͬ و مͺانیابͬ بر ای مقدمه .١

فاصله از تابعͬ تقاضا میزان و دارند قرار شبͺه ͷی رئوس مثلا́ فضا، از مخصوصͬ نقاط در یا و شده�اند

باشد.

باشند آزاد آن انتخاب در است ممͺن یا و یابند اختصاص دهنده سرویس ͷی به است ممͺن مشتریان

یا مͬ�کنند مراجعه دهنده سرویس نزدی�ͷترین به مشتریان همیشه آیا که است این سؤال صورت آن در که

هستند. دخیل مشتری توسط دهنده سرویس انتخاب در دیͽری عوامل

گیرنده تصمیم اهداف ۶.١.١

سرویس استقرار برای بهینه مͺان دنبال به مͬ�تواند گیرنده تصمیم یعنͬ باشد. هدفه چند یا ͷی مͬ�تواند مدل

وجود دسته سه حداقل هدفه ͷت مدل�های بین در باشد. همزمان طور به هدف چند یا هدف ͷی تحت دهنده

دارند:

مینیماکس٣٩. مجموع٣٨، کمترین فاصله: از تابعͬ سازی مینیمم .١

ماکزیمین۴١. مجموع۴٠، بیشترین فاصله: از تابعͬ سازی ماکزیمم .٢

فاصله از ترکیبͬ تابع�های .٣

مͺانیابͬ پرکاربرد هدف�های تابع ٧.١.١

مͬ�دهیم: ارائه کدام هر درباره مختصری توضیح با مͺانیابͬ معروف هدف توابع از لیستͬ بخش، این در

کند. ماکزیمم را وزن�دار فاصله�های مجموع که شبͺه روی نقطه�ای ماکزین۴٢:

کند. مینیمم را مشتریان و دهنده سرویس بین فاصله بیشترین که شبͺه روی نقطه�ای مرکز:

تفاوت کند. مینیمم را شبͺه روی نقطه�ای هر و آن بین فواصل ماکزیمم که شبͺه روی نقطه�ای کل۴٣ͬ: مرکز

مͬ�تواند و نیست شبͺه رئوس از ͬͺی لزوماً کلͬ مرکز مسئله جواب که است این در مرکز مسئله با مسئله این

گیرد. قرار نیز یال�ها روی جمله از آن جای هر

سرویس نزدی�ͷترین و مشتری بین فواصل مجموع که صفحه روی نقطه p وبر۴۴: وسیله�ای چند مسئله

مͬ�کنند. مینیمم را دهنده

کند. مینیمم را مشتریان و دهنده سرویس بین فواصل مجموع که شبͺه روی نقطه�ای میانه۴۵:
٣٨Minisum
٣٩MInimax
۴٠Maxisum
۴١Maximin
۴٢Maxian
۴٣General Center
۴۴Multi Weber Problem
۴۵Median



٩ مͺانیابͬ .١.١

این کند.تفاوت مینیمم را شبͺه روی نقطه هر و آن بین فواصل مجموع که شبͺه روی نقطه�ای کل۴۶ͬ: میانه

هر مͬ�تواند و نیست شبͺه رئوس از ͬͺی لزوماً کلͬ مرکز مسئله جواب که است این در میانه مسئله با مسئله

گیرد. قرار نیز یال�ها روی جمله از آن جای

سرویس نزدیͺترین تا مشتری بین فواصل مجموع که گونه�ای به شبͺه روی نقطه p استقرار �میانه۴٧:p

گردد. مینیمم دهنده

مینیمم دهندگان سرویس و مشتری بین فاصله بیشترین که گونه�ای به شبͺه روی نقطه p استقرار �مرکز۴٨:p

گردد.

مͺانیابͬ مهم مسائل برخͬ ٨.١.١

فرما-وبر مسئله به که آن از تعمیمͬ کرد. مطرح فرما که است مسئله�ای همان مͺانیابͬ مسئله ساده�ترین

ترتیب به و موجودند صفحه در p١, p٢, . . . , pn نقطه n کنید فرض که است صورت این به مͬ�باشد، معروف

وزنͬ مجموع که بیابیم گونه�ای به را x مانند نقطه�ای مͬ�خواهیم هستند، w١, w٢, . . . , wn وزن�های دارای

مسئله آنͽاه دهیم نمایش d(x, p) صورت به را p تا x فاصله اگر یعنͬ شود. مینیمم موجود نقاط تا x فاصله

بود: خواهد زیر صورت به

min
n∑

i=١
wid(x, pi)

x کردن پیدا هدف اگر همچنین است. معروف مجموع کمترین با وسیله�ای ͷت مسئله به فوق مسئله

وسیله�ای ͷت مسئله را مسئله آنͽاه شود، مینیمم موجود نقطه دورترین تا x وزنͬ فاصله که باشد گونه�ای به

مͬ�باشد: زیر صورت به که گویند مینیماکس

min max
i=١,...,n

wid(x, pi)

گونه�ای به جدید وسایل برای مͺان چند یعنͬ باشد نقطه چند کردن پیدا هدف نقطه ͷی جای به اگر

مینیمم را فاصله�ها وزنͬ مجموع بخواهیم و داده نسبت وسیله نزدی�ͷترین به را نقطه نزدیͺترین که بیابیم

مینیماکس وسیله�ای چند مسئله را آن دیͽر حالت در و مجموع کمترین با وسیله�ای چند مسئله را مسئله کنیم،

و شوند مͺانیابͬ باید که باشد جدید وسایل مجموعه X = {x١, x٢, . . . , xk} اگر حالت این در گویند.

به مͬ�تواند ترتیب به مینیماکس و مجموع کمترین مسائل در هدف تابع آنͽاه ،d(X, p) = min
xi∈X

d(xi, p)

شود: نوشته زیر صورت
۴۶General Median
۴٧P-median
۴٨P-center



١٠ معͺوس مͺانیابͬ و مͺانیابͬ بر ای مقدمه .١

min F (X) =
n∑

i=١
wid(X, pi)

و

min G(X) = max
i=١,...,n

wid(X, pi)

به نقاط تخصیص مسئله وسایل، مͺان کردن پیدا بر علاوه وسیله�ای چند حالت در که است واضح

است. نظر مورد نیز جدید وسایل

مسئله را مسئله آنͽاه بͽیرد قرار صفحه از نقطه�ای هر در بتواند جدید وسایل مͺان اگر فوق بحث در

ͬͺی صورت به d(x, p) یعنͬ فاصله تابع که وقتͬ برای حل�هایͬ راه حالت این برای گویند. پیوسته مͺانیابͬ

است. شده ارائه [٢٧] در مͬ�باشد چبیشف و اقلیدسͬ خطͬ، نرم�های از

وقتͬ آن از خاصͬ حالت و گیرند قرار موجود نقاط در مͬ�تواند تنها جدید وسایل مͺان گسسته حالت در

در باشد. شبͺه از نقطه�ای باید نیز جدید وسایل مͺان و داشته قرار شبͺه ͷی روی موجود نقاط که است

میانه مسئله را مسئله ترتیب به است، مینیماکس یا و مجموع کمترین صورت به هدف تابع وقتͬ حالت این

مسئله ترتیب به مسائل این آنͽاه باشد، جدید وسیله p مͺان کردن پیدا هدف اگر همچنین مͬ�نامند. مرکز و

مͬ�شوند. نامیده p-مرکز و p-میانه

آن ریاضͬ مدل و �میانهp مسئله ٢.١

کامپیوتری، ارتباطͬ شبͺه�های مراکز مͺانیابͬ به مͬ�توان جمله آن از که دارد فراوانͬ کاربردهای p-میانه مسئله

کرد. اشاره پستͬ مراکز و اتوبوس ایستͽاه�های نظامͬ، مراکز اداری، مراکز کالا، توزیع مراکز

مسئله را مسئله حالت این در که شوند، انتخاب شبͺه از نقطه�ای هر مͬ�توانند میانه�ها p-میانه، مسئله در

p-میانه مسئله را مسئله باشد رأس�ها روی تنها میانه نقاط کردن پیدا هدف اگر اما گویند. محض۴٩ p-میانه

است. محض p-میانه مسئله منظور شد استفاده p-میانه” ”مسئله اصطلاح از جا هر ادامه در نامند. رأس۵٠ͬ

جواب ͷی شامل p-میانه جواب�های مجموعه که مͬ�کند بیان شد، ارائه [٣۴] حͺیمͬ توسط که زیر قضیه

است. رأسͬ p-میانه

p-میانه جواب�های مجموعه در رأس p از متشͺل مجموعه ͷی حداقل .[٣۴] (حͺیمͬ). ١.٢.١ قضیه

باشد. p-میانه مسئله برای جواب ͷی که دارد وجود
۴٩Absolute p-median
۵٠Vertex p-median



١١ آن ریاضͬ مدل و P-میانه مسئله .٢.١

انتخاب برای کنیم حل شمارشͬ صورت به را مسئله بخواهیم اگر فوق رأسͬ ͬͽبهین خاصیت به توجه با

رأس هر برای که است نیاز انتخاب n به p=١ برای مثلا́ داریم. انتخاب
(
n
p

)
به نیاز رأس n بین از میانه p

pهای برای کلͬ حالت در .n = |V | آن در که مͬ�باشد نیاز O(n٢) زمان به یعنͬ کنیم محاسبه را F (X) باید

مͬ�باشد. [٢٨] NP-سخت مسئله و شده زیاد روش این زمانͬ پیچیدگͬ بزرگ

روش�های مͬ�توان جمله آن از که است شده برده کار به p-میانه مسئله حل برای مختلفͬ تقریبͬ روش�های

برد. نام را ابتͺاری روش�های و گراف�ها از استفاده با روش�هایͬ خطͬ، ریزی برنامه بر مبتنͬ

کرد. تبدیل ͷی و صفر خطͬ ریزی برنامه مسئله ͷی به زیر صورت به مͬ�توان را p-میانه مسئله

کنیم: تعریف زیر صورت به را yj و xij متغیرهای j = ١, . . . , n و i = ١, . . . , n ازای به کنیم فرض

xij =

{
١ شود داده اختصاص vj وسیله به vi رأس اگر
٠ اینصورت غیر در

و

yj =

{
١ شود انتخاب میانه عنوان به vj رأس اگر
٠ اینصورت غیر در

رأس هر همچنین باشیم. داشته را
∑n

j=١ yj ≤ p محدودیت باید پس داریم، میانه p حداکثر چون حال

را رأس�ها و
∑n

j=١ xij = ١ داریم i = ١, . . . , n ازای به بنابراین یابد اختصاص وسیله ͷی به باید تنها

آن ازای به باشند(یعنͬ شده گرفته نظر در وسیله ͷی مͺان عنوان به که داد اختصاص رئوسͬ به مͬ�توان تنها

به مسئله یعنͬ .xij ≤ yj داریم j = ١, . . . , n و i = ١, . . . , n ازای به بنابراین (yj = ١ باشیم داشته رأس

بود: خواهد زیر صورت

min z =

n∑
j=١

n∑
i=١

wid(vi, vj)xij

s.t :

n∑
j=١

xij = ١ i = ١, . . . , n

− xij + yj ≥ ٠ i = ١, . . . , n j = ١, . . . , n
n∑

j=١
yj ≤ p

yj ∈ {٠, ١} j = ١, . . . , n

xij ≥ ٠ i = ١, . . . , n j = ١, . . . , n

است شده نوشته حقیقͬ متغیر ͷی صورت به ͷی و صفر متغیر جای به xij فوق مدل در که کنید توجه

نمͬ�تواند بهینه حالت در xij همچنین شود، ١ برابر حداکثر xij که مͬ�کند تضمین
∑n

j=١ xij = ١ شرط زیرا
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باشیم داشته xkl مانند متغیر ͷی ازای به کنید فرض اینصورت غیر در زیرا باشد ͷی تا صفر بین عددی

آنͽاه d(vk, t) = min
١≤j≤n

d(vk, vj) کنید فرض حال .٠ <
∑n

j=١,j ̸=l xkj < ١ داریم آنͽاه ٠ < xkl < ١

بنابراین و کرد خواهد پیدا کاهش هدف تابع آنͽاه ،j ̸= t هر ازای به xkj = ٠ و xkl = ١ دهیم قرار اگر

باشد. بهینه جواب نمͬ�تواند قبلͬ جواب

روشجستجوی است شده ارائه [۴٨] مارنزانا۵١ توسط که p-میانه مسئله برای ابتͺاری روش�های از ͬͺی

وسیله p مͺان شامل مجموعه�ای یعنͬ مسئله، برای شدنͬ جواب ͷی از روش این در مͬ�باشد. ۵٢ͬͽهمسای

به شده داده نسبت گره�های مجموعه مͬ�دهیم. نسبت وسیله نزدی�ͷترین به را تقاضا نقاط و کرده شروع

کرده حل را ١-میانه مسئله �،ͬͽهمسای هر در مͬ�دهند. تشͺیل وسیله آن اطراف ͬͽهمسای ͷی وسیله هر

وسایل مͺان همسایͽͬ�ها تمام برای که هنͽامͬ سپس مͬ�دهیم. مͺان تغییر جدید مͺان این به را وسیله و

در تغییری دیͽر زمانͬ�که تا مͬ�کنیم تͺرار را عمل و آورده به�دست را جدید همسایͽͬ�های شدند، پیدا دوباره

نͽیرد. صورت وسایل مͺان یا همسایͽͬ�ها

ͷی مͺان تغییر برای آن در که کرده�اند ارائه الͽوریتمͬ نیز [۶۴] بارت۵۴ و تیتز۵٣ فوق روش اساس بر

مͬ�گیرد. انجام مͺان تغییر یافت بهبود هدف تابع که صورتͬ در و شده بررسͬ ترتیب به رأس�ها دیͽر وسیله،

داده جواب ͷی مͬ�توان روش این با مͬ�یابد. ادامه نشود حاصل جواب در بهبودی دیͽر زمانͬ�که تا روند

است. مؤثر الͽوریتم سرعت در اولیه جواب و جدید مͺان�های انتخاب نحوه البته بخشید. بهبود را شده

آن در که کرده�اند حل متغیر ͬͽهمسای جستجوی روش با را p-میانه مسئله [۴٠] ملادنویچ۵۶ و هانسن۵۵

مͬ�شوند. گرفته نظر در همسایه عنوان به دارند اختلاف عضو k(k ≤ p) در که جواب دو

مͬ�باشد، وسایل مͺان تغییر روش اساس بر و حریصانه۵٧ الͽوریتمͬ صورت به که نیز ابتͺاری روش ͷی

سپس مͬ�گیرد. قرار جواب مجموعه در و آمده به�دست ١-میانه نقطه ابتدا آن در که است آمده [٢٠] در

جایͽزین را دیͽری رأس مͬ�توان آیا که مͬ�شود بررسͬ و شده اضافه مجموعه این به رأس ͷی گام هر در

جایͽزین را رأس جواب، بودن مثبت صورت در خیر. یا یابد کاهش هدف تابع تا کرد شده انتخاب رأس�های

مͬ�آید. به�دست مسئله برای تقریبͬ جواب ͷی گام p از پس مͬ�شود. انجام بررسͬ عمل دوباره و کرده

هر برای ولͬ نیست بهینه جواب لزوماً که مͬ�کند پیدا را رأس p شامل S مانند مجموعه ͷی الͽوریتم این

آنͽاه باشند، مشترک رأس p − ١ دارای S و X اگر باشد شبͺه از رأس p شامل که X مانند دیͽر مجموعه

.F (S) ≤ F (X) داریم
۵١Maranzana
۵٢Neighborhood Search
۵٣Teitz
۵۴Bart
۵۵Hansen
۵۶Meladenovic
۵٧Greedy



١٣ معͺوس مͺانیابͬ .٣.١

و ۵٨ͷژنتی الͽوریتم روش�های است رفته به�کار p-میانه مسئله برای که ابتͺاری روش�های دیͽر از

و هاسج۶٠ بردند، کار به p-میانه مسئله برای را ͷژنتی الͽوریتم که کسانͬ اولین است. ممنوع۵٩ جستجوی

همͺاران و کورا۶۵ و [٢۶] همͺاران و ارکوت۶۴ ،[٢۵] دشام۶٣ و دیبل۶٢ سپس بودند. [۴٢] گودچایلد۶١

جستجوی از استفاده با کردند. ارائه p-میانه مسئله برای ͷژنتی الͽوریتم�های از استفاده با روش�هایͬ [٢١]

کرده�اند. ارائه p-میانه مسئله برای روش�هایͬ [۶٠] همͺاران و رلند۶٧ و [۵۴] همͺاران و مورنو۶۶ نیز تابو

تعیین مͬ�توانیم آنͽاه بیابیم بهینه جواب برای کران�هایͬ بتوانیم اگر ابتͺاری روش ͷی کارایͬ بررسͬ برای

کرانͬ تعیین برای روش ͷی خیر. یا است شده ͷنزدی بهینه جواب به ابتͺاری روش ͷی جواب آیا که کنیم

با همراه محدودیت چند یا ͷی انتقال با روش این در است. لاگرانژ۶٨ کاهشͬ روش بهینه، جواب برای

آن جواب که مͬ�شود اصلͬ مسئله جایͽزین جدید مسئله ͷی هدف تابع به لاگرانژ، ضرایب نام به ضرایبͬ

در است. آمده [٢۴] و [٢٧] در p-میانه مسئله برای لاگرانژ کاهشͬ روش است. اصلͬ مسئله برای کرانͬ

ارائه مختلف افراد توسط که ریاضͬ) ریزی برنامه و (ابتͺاری گوناگون تقریبͬ روش�های روی بر نیز [٣٨]

است. آمده عمل به بررسͬ�هایͬ شده

O(p٢n٢) زمانͬ پیچیدگͬ با دقیق الͽوریتمͬ [۴۴] حͺیمͬ و کریو۶٩ درخت، روی p-میانه مسئله برای

است. بخشیده بهبود O(pn٢) زمانͬ پیچیدگͬ با الͽوریتمͬ به [۶٢] تمیر٧٠ را آن که کرده�اند ارائه

معͺوس مͺانیابͬ ٣.١

مسئله ͷی در است. کرده جلب خود به را توجهͬ قابل علاقه معͺوس سازی بهینه مسائل اخیر سال�های در

ͷی که دهیم تغییر آن�چنان هزینه کمترین در را مسئله پارامترهای که است این هدف معͺوس، سازی بهینه

شود. مسئله بهینه جواب شده، تعیین پیش از جواب

کوتاه�ترین مسئله [١۶] توینت٧١ و بورتن ١٩٩٢ سال در معͺوس، سازی بهینه مقالات اولین از ͬͺی در

شده، داده شبͺه ͷی در آنها کردند. ارائه شناسͬ زمین علم در جالب بسیار کاربرد ͷی با را معͺوس مسیر
۵٨Genetic Algorithm
۵٩Tabu Search
۶٠Hosage
۶١Goodchild
۶٢Dibble
۶٣Densham
۶۴Erkut
۶۵Correa
۶۶Moreno-perez
۶٧Rolland
۶٨Lagrangean Relaxation
۶٩Kariv
٧٠Tamir
٧١Burton and Toint
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کوتاه�ترین عنوان به شده، تعیین پیش از مسیر ͷی تا کردند) ͷکوچ امͺان حد (تا دادند تغییر را یال�ها طول

مͬ�توان چͽونه اینͺه مورد در کردند منتشر ای مقاله [١١] همͺاران و برمن٧٢ سال همان در شود. مسئله مسیر

مؤلفان همان کرد. اصلاح وسایل مͺانیابͬ شناخت منظور به کارا روش ͷی در را نقل و حمل شبͺه ͷی

را شبͺه آنها مقاله دو هر در کردند. بررسͬ نیز را مینیماکس هدف برای قبل مسئله مشابه مسئله�ای [١٠]

آن مشابه مسئله�ای همچنین بخشیدند. بهبود جدید کمان�های معرفͬ به�وسیله و کمان�ها طول تغییر به�وسیله

طول�ها کردن کوتاه برای قوی چندجمله�ای الͽوریتم ͷی آنها شد. بررسͬ [۶٩] همͺاران و ٧٣ژان به�وسیله

دیͽر به معلوم وسیله ͷی از فاصله کوتاه�ترین که کردند ارائه معلوم بودجه ͷی اندازه به درخت شبͺه ͷی در

مدل�های و شبͺه�ها شامل معͺوس سازی بهینه مسائل روی بیشتر نتایج مشاهده برای شود. مینیمم گره�ها

کرد. اشاره موضوع این روی [۴١] هیوبرگر٧۴ بررسͬ�های به مͬ�توان مͺانیابͬ،

معروف، مͺانیابͬ مسائل از مدل دو کرد. خواهیم محدود معͺوس مͺانیابͬ مسائل به را خود بحث حال

و مشتریان وزن به وسایل مͺانیابͬ مسائل این در شدند. معرفͬ قبلا́ که است p-مرکز و p-میانه مسائل

مͬ�باشد. وابسته دهندگان سرویس و مشتریان بین فاصله

بین فاصله و است شده منطبق گراف رئوس روی بر مشتریان موقعیت گراف�ها، در مͺانیابͬ مسائل برای

در و مͬ�باشد شده داده یال�های طول نسبت به گراف در نقطه دو آن بین مسیر کوتاه�ترین واقع در نقطه، دو

مͬ�شود. اندازه�گیری l∞ یا l٢ یا l١ نرم به�وسیله معمولا˟ فاصله صفحه، در مͺانیابͬ مسائل مورد

در که پارامترهایͬ گراف�ها، روی مسائل مورد در بͽیریم، نظر در را معͺوس نͽرش ͷی ما اگر بنابراین

صفحه، روی مسائل مورد در و دو) هر یا (و یال�ها طول یا مشتریان وزن شوند، اصلاح مͬ�توانند بین این

مͬ�باشد. دو) هر یا (و موقعیت�ها یا مشتریان وزن

بررسͬ مورد را متغیر” رئوس وزن با معͺوس ”p-میانه مسئله [١۴] همͺاران و بورکارد٧۵ ٢٠٠۴ سال در

ورودی متغیر ͷی و باشد ثابت p صورتͬ�که در گسسته معͺوس p-میانه مسائل که دادند نشان و دادند قرار

وزن با معͺوس ١-میانه مسئله [١۵ ،١۴] مؤلفان همان مͬ�باشد. حل قابل چندجمله�ای زمان در نباشد،

(که صفحه در اینͺه یا و درخت شبͺه روی مسئله اگر که دادند نشان و کردند بررسͬ را متغیر رئوس

حریصانه نوع از الͽوریتم ͷی از استفاده با باشد، شود) اندازه�گیری چپیشف یا خطͬ نرم به�وسیله فاصله�ها

خواهد حل قابل O(n٢) زمان در باشد، دور ͷی روی مسئله اگر و است حل قابل O(n log n) زمان در و

گراف�های در متغیر یال�های طول با معͺوس ١-میانه مسئله که کرد اثبات [٣٠] گسنر٧۶ دیͽر طرف از بود.

با الͽوریتم ͷی باشد، درخت ͷی روی مسئله زمانͬ�که برای او مͬ�باشد. NP-سخت مسئله�ای عمومͬ،
٧٢Berman
٧٣Zhang
٧۴Heuberger
٧۵Burkard
٧۶Gassner



١۵ آن ریاضͬ مدل و گراف�ها روی معͺوس P-میانه مسئله .۴.١

کرد. پیشنهاد O(n log n) زمانͬ پیچیدگͬ

وزن با معͺوس فرما-وبر مسئله برای حریصانه الͽوریتم ͷی [١٢] همͺارانش و بورکارد ٢٠١٠ سال در

مسئله ١-میانه باید که شده�ای تعیین پیش از نقطه اینͺه فرض با کرد، پیشنهاد واحد هزینه و متغیر رئوس

نباشد. منطبق صفحه در شده داده وزنͬ نقطه ͷی با شود

Rd در شده داده نقاط (مختصات) موقعیت اصلاح واقع در متغیر مختصات با معͺوس ١-میانه مسئله

مسئله این شود. مسئله ١-میانه به تبدیل هزینه کمترین با Rd در شده تعیین پیش از نقطه ͷی که مͬ�باشد

نرم از استفاده با Rd در مسئله این که دادند نشان آنها شد. بررسͬ [۶] همͺارانش و بناب٧٧ باروقͬ به�وسیله

مسئله باشد، شده فرض مساوی نقاط وزن اگر که شد داده نشان مͬ�باشد. NP-سخت مسئله ͷی خطͬ،

ͷی اقلیدسͬ، نرم دوم توان از استفاده با Rd در مسئله این برای آنها مͬ�باشد. حل قابل چندجمله�ای زمان در

استفاده با صفحه در مسئله که دادند نشان آنها بعلاوه کردند. پیشنهاد O(dn) زمانͬ پیچیدگͬ با الͽوریتم

برای دیͽری چندجمله�ای شبه الͽوریتم ͷی آنها همچنین و مͬ�باشد NP-سخت مسئله ͷی چپیشف، نرم از

کردند. پیشنهاد مورد این

مسئله ͷی معͺوس مرکز مͺانیابͬ مسئله که کردند اثبات [١٧] همͺارانش و سای٧٨ ١٩٩٩ سال در

مͬ�باشد. حل قابل چندجمله�ای زمان در مرکز مͺانیابͬ مسئله خود که است حالͬ در این مͬ�باشد، NP-سخت

درخت شبͺه�های روی متغیر یال�های طول با معͺوس رأسͬ مرکز مسئله [۶٨] ٧٩ژان و یان ٢٠٠٨ سال در

بماند، باقͬ مثبت شده اصلاح یال�های طول همه حالتͬ�که در مسئله این برای آنها دادند. قرار بررسͬ مورد را

مسئله [۴] بورکارد٨٠ و علیزاده ٢٠١٠ سال در کردند. پیشنهاد را O(n٢ log n) زمانͬ پیچیدگͬ با الͽوریتمͬ

١-مرکز مسئله که دادند نشان و کردند بررسͬ درختان روی را معͺوس محض و رأسͬ ١-مرکز مͺانیابͬ

مͬ�باشد. حل قابل O(n٢) زمان در باشد، اکید مثبت یال�ها طول اینͺه بر مشروط محض، و رأسͬ

آن ریاضͬ مدل و گراف�ها روی معͺوس �میانهp مسئله ۴.١

مسئله پارامترهای کردن اصلاح هدف گراف�ها، روی معͺوس p-میانه مسئله در شد، بیان که طور همان

شوند. مسئله p-میانه شده، تعیین پیش از رأس p که مͬ�باشد یال�ها) طول یا و مشتری�ها (وزن
٧٧Baroughi Bonab
٧٨Cai
٧٩Yang and Zhang
٨٠Alizadeh and Burkard
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متغیر رئوس وزن با معͺوس �میانهp مسئله ١.۴.١

دارای ترتیب به که p١, p٢, . . . , pn مشتری نقطه n و باشد d متر تابع با ͷمتری فضای ͷی (X, d) فرضکنید

wi ; i = ١, ٢, . . . , n وزن�های ،ͷکلاسی مورد در (که باشد شده داده مͬ�باشند w١, w٢, . . . , wn وزن�های

که است این هدف و مͬ�کنیم مشخص را s١, s٢, . . . , sp نقطه p ، X ͷمتری فضای در ما هستند). مثبت

ما اگر که کنید فرض شود. مسئله p-میانه شده، تعیین پیش از نقاط این مجموعه مشتریان، وزن اصلاح با

wi وزن اگر مشابه طور به و مͬ�شویم ci نامنفͬ هزینه متحمل دهیم، افزایش واحد ͷی اندازه به را wi وزن

و افزایش این که داریم توجه البته و مͬ�شویم di نامنفͬ هزینه متحمل دهیم، کاهش واحد ͷی اندازه به را

بالا کران ͷی از و مͬ�باشد کراندار مشتریان وزن و شود انجام دلخواه طور به نمͬ�تواند مشتریان وزن کاهش

اصلاح وزن که بͽیرد صورت طوری مشتریان وزن اصلاح این باید پس مͬ�کند. تبعیت پایین کران ͷی و

بیان را متغیر رئوس وزن با معͺوس p-میانه مسئله ما حال باشد. داشته قرار شده داده کران�های بین در شده

مͬ�کنیم:

دارند، قرار شده داده کران�های در که w∗
i ; ١ ≤ i ≤ n جدید وزن�های کردن پیدا از است عبارت مسئله

وزن�های نسبت به {s١, s٢, . . . , sp} شده تعیین پیش از نقاط مجموعه که به�گونه�ای wi ≤ w∗
i ≤ wi یعنͬ:

(مثلا́ گسسته مسائل مورد در شود. مینیمم وزن�ها تغییر برای کل هزینه و شوند مسئله p-میانه ͷی جدید

کنیم. توصیف خطͬ برنامه�ریزی ͷی وسیله به را معͺوس p-میانه مسئله مͬ�توان گراف�ها)

هر باشند. مشتری�ها آن عناصر که باشد متناهͬ مجموعه ͷی U = {u١, u٢, . . . , un} کنید فرض

مجموعه ͷی V = {v١, v٢, . . . , vm} مجموعه که کنید فرض بعلاوه، مͬ�باشد. wi وزن دارای ui مشتری

باشد. v دهنده سرویس و u مشتری بین فاصله d(u, v) و باشد ممͺن دهندگان سرویس تمامͬ شامل متناهͬ

اینͺه برای کافͬ و لازم شرط باشد. |S| = p کاردینال با S ⊆ V زیرمجموعه�های همه کلاس φ اگر حال

که: است این شود مسئله p-میانه ͷی wi ; i = ١, . . . , n وزن�های نسبت به {s١, s٢, . . . , sp} مجموعه

n∑
i=١

wi min
k=١,...,p

d(ui, sk) ≤
n∑

i=١
wimin

vk∈S
d(ui, vk) ∀S ∈ φ

مشابه طور به و باشد pi برابر مͬ�یابد افزایش wi یعنͬ iام مشتری وزن که مقداری کنید فرض حال

صورت به� مͬ�تواند معͺوس p-میانه مسئله آنͽاه باشد qi با برابر مͬ�یابد کاهش iام مشتری وزن که مقداری

شود: نوشته زیر



١٧ آن ریاضͬ مدل و گراف�ها روی معͺوس P-میانه مسئله .۴.١

min
n∑

i=١
(cipi + diqi)

s.t :

n∑
i=١

(wi + pi − qi)aiS ≤ ٠ ∀S ∈ φ (١.١)

wi − qi ≥ wi i = ١, ٢, . . . , n (٢.١)

wi + pi ≤ wi i = ١, ٢, . . . , n (٣.١)

pi ≥ ٠ i = ١, ٢, . . . , n

qi ≥ ٠ i = ١, ٢, . . . , n

فوق: مدل در که

aiS = min(d(ui, s١), d(ui, s٢), . . . , d(ui, sp))−min
vk∈S

d(ui, vk)

رأس وزن یعنͬ شوند، اصلاح وزن�ها اگر که مͬ�کند بیان واقع در (١.١) عبارت فوق، برنامه�ریزی مدل در

{s١, . . . , sp} شده تعیین پیش از مجموعه جدید، وزن�های این نسبت به کند، پیدا تغییر wi+ pi − qi به iام

یعنͬ: شوند. معرفͬ مسئله p-میانه به�عنوان

n∑
i=١

(wi + pi − qi) min
k=١,...,p

d(ui, sk) ≤
n∑

i=١
(wi + pi − qi)min

vk∈S
d(ui, vk)

وزن�ها اصلاح از بعد کران�دارند، وزن�ها چون همچنین است. (١.١) رابطه همان واقع در عبارت این که

داریم: پس کنند، تبعیت کرانها این از جدید وزن�های باید

wi ≤ wi + pi ≤ wi wi ≤ wi − qi ≤ wi

معͺوس p-میانه مسائل بنابراین مͬ�شود. نتیجه (٣.١) و (٢.١) عبارات راحتͬ به فوق روابط از و

مͬ�باشد. حل قابل چندجمله�ای زمان در نباشد، ورودی پارامتر ͷی و باشد معلوم p اینͺه بر مشروط گسسته

ͷکوچ نسبتاً p-میانه مسائل برای بنابراین و دارد محدودیت O
((

p
m

))
برنامه فوق، برنامه�ریزی به توجه با

مͬ�باشد. استفاده قابل

از ͬͺی در که کرد فرض همیشه مͬ�توان ،di و ci بودن نامنفͬ فرض از استفاده با که باشید داشته توجه

مͬ�تواند فوق مدل بالا، ملاحظات به توجه با مͬ�باشد. صفر برابر qi و pi مقادیر از ͬͺی بهینه، جواب�های



١٨ معͺوس مͺانیابͬ و مͺانیابͬ بر ای مقدمه .١

معͺوس مضر p-میانه مسئله یا و (آمیخته)، منفͬ و مثبت به�صورت یا و منفͬ، مشتریان وزن که زمانͬ� برای

داریم: اینͺه خلاصه مͬ�باشد. حل قابل چندجمله�ای زمان در و شود گرفته کار به�

باشند، داشته حقیقͬ وزن هر است ممͺن مشتریان که معͺوسگسسته، p-میانه مسئله .[١۴] .١.۴.١ گزاره

مͬ�باشد. حل قابل چندجمله�ای زمان در نباشد، ورودی پارامتر ͷی و باشد ثابت p اینͺه بر مشروط

متغیر یال�های طول با معͺوس �میانهp مسئله ٢.۴.١

E یال�های مجموعه و V = {v١, . . . , vn} رئوس مجموعه با متصل گراف ͷی G = (V,E) کنید فرض

طول ͷی دارای e ∈ E یال هر مͬ�باشد). p ≤ n (که باشد شده داده p ثابت ͷی و ،|E| = m که باشد

به G گراف در vj ∈ V به vi ∈ V از مسیر کوتاه�ترین طول کننده مشخص dl(vi, vj) و مͬ�باشد le مثبت

در باشد. w(v)مثبت رأسͬ وزن ͷی دارای v ∈ V رأس هر که کنید فرض بعلاوه باشد. l بردار طول نسبت

مجموع که یال�ها) یا و رئوس روی (یعنͬ مͬ�باشد دهنده سرویس p مͺانیابͬ هدف ͷکلاسی p-میانه مسئله

نامیده p-میانه ͷی آن بهینه جواب که شود مینیمم دهنده سرویس نزدی�ͷترین به رأس هر از وزنͬ فاصله

خاصیت، این که دارد، قرار رئوس مجموعه میان بهینه جواب ͷی که شد بیان (١.٢.١) قضیه در مͬ�شود.

مͬ�شود. نامیده رأسͬ ͬͽبهین خاصیت

هزینه مینیمم در یال�ها طول اصلاح واقع در متغیر یال�های طول با معͺوس p-میانه مسئله در هدف

که کنید فرض شود. مسئله p-میانه ͷی {m١, . . . ,mp} شده تعیین پیش از رئوس مجموعه که مͬ�باشد

به را le اگر مشابه طور به و مͬ�شویم c+e نامنفͬ هزینه متحمل دهیم، افزایش واحد ͷی اندازه به را le ما اگر

�ترتیب به x−e و x+e کنید فرض همچنین مͬ�شویم. c−e نامنفͬ هزینه متحمل دهیم، کاهش واحد ͷی اندازه

کاهش و افزایش این که داریم توجه (البته مͬ�کند پیدا کاهش و افزایش le یال طول که باشد مقداری با برابر

u−e و u+e بالای کران�های از ترتیب به x−e و x+e که است این بر فرض و شود انجام دلخواه طور به نمͬ�تواند

ما بنابراین باشد. |S| = p کاردینال با S ⊆ V زیرمجموعه�های همه مجموعه φ اگر حال مͬ�کنند). تبعیت

کنیم: بیان زیر صورت به را G گراف روی متغیر یال�های طول با معͺوس p-میانه مسئله مͬ�توانیم

کند: برقرار را زیر خاصیت سه که l̃e = le + x+e − x−e به le ; e ∈ E یال�های طول اصلاح

یعنͬ: شود، مسئله p-میانه ͷی {m١, . . . ,mp} مجموعه ،l̃ نسبت به G گراف در •

∑
v∈V

w(v) min
i=١,...,p

dl̃(v,mi) ≤
∑
v∈V

w(v) min
vk∈S

dl̃(v, vk) ∀S ∈ φ

باشیم: داشته e ∈ E هر برای یعنͬ باشد، برقرار محدودیت�ها کران •



١٩ آن ریاضͬ مدل و گراف�ها روی معͺوس P-میانه مسئله .۴.١

٠ ≤ x−e ≤ u−e ٠ ≤ x+e ≤ u+e

شود مینیمم زیر خطͬ هزینه تابع •

∑
e∈E

(c+e x
+
e + c−e x

−
e )

گراف اگر [٧] در چند هر مͬ�باشد. خطͬ غیر ریزی برنامه مدل ͷی معͺوس p-میانه مسئله بندی فرمول این

است. شده ارائه مسئله این برای خطͬ بندی فرمول ͷی باشد، درخت ͷی

دور و درخت روی متغیر” رئوس وزن ”با معͺوس ١-میانه مسئله بررسͬ به سوم و دوم فصل� در ما

مͬ�پردازیم.



٢ فصل

درخت روی معͺوس ١�میانه مسئله

این در باشد. دور فاقد و همبند هرگاه مͬ�گویند، درخت ͷی را T = (V,E) گراف مͬ�دانید که همان�طور

برقرار درخت روی فقط که را جالبͬ بسیار خاصیت همچنین و درخت روی ١-میانه مسئله ابتدا ما فصل،

١-میانه مسئله درخت، روی ١-میانه مسئله حل از استفاده با سپس و مͬ�دهیم قرار بررسͬ مورد را است

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد و کرده مطرح را درخت روی معͺوس

مجموعه که باشد شده داده E یال�های مجموعه و V رئوس مجموعه با T = (V,E)درخت کنید فرض

و باشد wi نامنفͬ وزن دارای vi رأس هر و مͬ�باشد V = {v١, v٢, . . . , vn} به�صورت (مشتریان) رئوس

یعنͬ: باشد، درخت این رئوس وزن�های مجموع W همچنین

W =

n∑
i=١

wi

درخت روی ١�میانه مسئله ١.٢

(حͺیمͬ) رأسͬ ͬͽبهین قضیه بر بنا که هستیم x مانند یͷسرویسدهنده یافتن دنبال به فقط ١-میانه مسئله در

مجموع همچنین و شود واقع رأس ͷی روی نظر مورد دهنده سرویس آن مͬ�تواند شد، بیان (١.٢.١) در که

شود: مینیمم زیر خطͬ تابع یعنͬ شود، مینیمم مشتری�ها تا دهنده سرویس این از فاصله�ها وزنͬ

F (x) =

n∑
i=١

wid(x, vi)

١-میانه مسئله مͬ�توانیم است، برقرار p-میانه مسئله برای کلͬ حالت در که رأسͬ ͬͽبهین خاصیت بر بنا

انتخاب n به حالت این در که کنیم انتخاب رأس n بین از را میانه یعنͬ کنیم، حل شمارشͬ صورت به را



٢١ درخت روی ١-میانه مسئله .١.٢

کدام ازای به مقدار مینیمم که مͬ�کنیم مشاهده و مͬ�کنیم محاسبه را فوق تابع رأس هر برای که داریم نیاز

مͬ�کنیم. انتخاب مسئله) (١-میانه دهنده سرویس عنوان به را رأس آن است، افتاده اتفاق رأس

خاصیت به که مͬ�باشد، برقرار درختان روی دیͽر خاصیت ͷی p=١ حالت در فوق، خاصیت بر علاوه

است: زیر صورت به است شده ارائه [٣٣] در گلدمن٢ توسط که خاصیت این است. معروف اکثریت١

باشند {V١, V٢} افراز با متناظر درخت زیر دو T٢ و T١ و باشد درخت ͷی T که کنید فرض .١.١.٢ قضیه

است ١-میانه مسئله برای جواب ͷی شامل T١ آنͽاه باشد. Vk رئوس شامل Tk درخت زیر k=١, ٢ برای که

باشیم: داشته اگر تنها و اگر

∑
{i:vi∈T١}

wi ≥
١
٢

∑
{i:vi∈T}

wi

آنͽاه: باشد، T درخت ١-میانه ͷی m اگر که کرد بیان مͬ�توان دیͽر عبارت به

m ∈ V١ ⇐⇒ w(V١) ≥ w(V٢).

این در ١-میانه آنͽاه باشد، درخت وزن اکثریت شامل T از درختͬ زیر اگر که مͬ�کند بیان فوق قضیه

به فقط و مͬ�باشد یال�ها طول از مستقل مسئله، جواب کردن پیدا که مͬ�شود ملاحظه دارد. قرار درخت زیر

که: کرد بیان مͬ�توان لم ͷی قالب در همچنین مͬ�باشد. وابسته رئوس وزن

پیدا با است معادل T درخت ١-میانه ͷی کردن پیدا آنͽاه باشد، w(V١) ≥ w(V٢) اگر .[۵٣] .٢.١.٢ لم

.T١ درخت برای ١-میانه ͷی کردن

باشند. v رئوسمجاور v١, . . . , vk رئوس و باشد k درجه با درخت یͷرأسدلخواه v که فرضکنید حال

T١, . . . , Tk زیردرختان (v, vj) ; j = ١, . . . , k یال�های حذف با فرضکنیم، v رأس در را درخت ریشه اگر

رئوس وزن�های همه مجموع w(Ti) اگر مͬ�آیند. دست به مͬ�باشند، دار ریشه v١, . . . , vk در ترتیب به که

را فوق) نمادگذاری�های به توجه (با گلدمن و هوئه ملاحظات نتایج از ͬͺی کند،� مشخص را Ti درخت زیر

کرد: بیان زیر لم قالب در مͬ�توان

وزن� اگر تنها و اگر است، T شده داده درخت ١-میانه ͷی v رأس .[۴٣ ،٣٣] .(ͬͽبهین ͷمح) ٣.١.٢ لم

یعنͬ: نباشد درخت نصف از بزرگتر w(Ti)ها) (یعنͬ متناظرش درختان زیر همه

max
١≤i≤k

w(Ti) ≤
W

٢
١Majority Property
٢Goldman



٢٢ درخت روی معͺوس ١-میانه مسئله .٢

روی ١-میانه مسئله برای O(n) زمانͬ پیچیدگͬ با الͽوریتمͬ مͬ�توان شده، گفته مطالب به توجه با

مͬ�گویند. اکثریت الͽوریتم آن به که کرد ارائه درختان

١�میانه: مسئله حل برای اکثریت، الͽوریتم .۴.١.٢ الͽوریتم

است. ١-میانه همان رأس این کنید، توقف باشد، رأس ͷی تنها شامل T درخت اگر گام١:

٣ گام به اینصورت غیر در بروید، ۴ گام به آنͽاه ،w(vi) ≥ W
٢ اگر ،vi مانند انتهایͬ رأس هر برای گام٢:

بروید.

w(vi) اندازه به را w(vj) و کنید حذف را (i, j) کمان و vi رأس باشد، vi مجاور رأس vj فرضکنید گام٣:

بروید. ١ گام به سپس و دهید افزایش

است. ١-میانه ͷی vi کنید، توقف گام۴:

به را آنها وزن و کرده شروع درخت انتهایͬ رأس�های از فوق الͽوریتم مͬ�شود، مشاهده که همان�طور

نصف از خودش و فرزندان وزنͬ مجموع که رأسͬ اولین فوق قضیه طبق مͬ�افزاید. (پدر) ماقبل رئوس وزن

مͬ�باشد. ١-میانه نقطه باشد، مساوی یا بیشتر درخت کل وزن

حل روش و درخت روی معͺوس ١�میانه مسئله بیان ٢.٢

نقطه ͷی که داد تغییر چنان باید را درخت رئوس وزن ،T = (V,E)درخت روی معͺوس ١-میانه مسئله در

هزینه�هایͬ متحمل وزن�ها تغییر این برای ما البته که شود، واقع مسئله ١-میانه عنوان به شده، تعیین پیش از

کلͬ حالت در آن ریاضͬ مدل که مͬ�باشد هزینه�ها این کردن مینیمم واقع در مسئله این در هدف مͬ�شویم.

١-میانه مسئله حل روش ادامه در شد. بیان (١.۴.١) بخش در گراف روی معͺوس p-میانه مسئله برای

مͬ�کنیم. ارائه را است آمده [١۴] در که معͺوس،

s ̸= m که s رأس و باشد درخت شده داده وزن�های نسبت به T درخت ١-میانه ͷی ،m رأس فرضکنید

ببینید). را (١.٢) (شͺل نباشد شده داده وزن�های نسبت به درخت ١-میانه

اگر شود. واقع درخت ١-میانه به�عنوان شده اصلاح وزن�های نسبت به s رأس مͬ�خواهیم ما کنید فرض

از ͬͺی مͬ�آید. به�دست T١, . . . , Tk درختان زیر ،s رأس به متصل یال k حذف با باشد، k درجه از ،s رأس

باشد. Tk درخت، زیر این کنید فرض است، m رأس یعنͬ مسئله ١-میانه شامل شده، تولید زیردرختان این

درخت زیر که مͬ�یابیم در شد، بیان (٣.١.٢) در که ͬͽبهین ͷمح همچنین و (١.١.٢) قضیه بر بنا طرفͬ از

کل وزن نصف از کمتر وزنͬ باید درختان زیر بقیه پس دارد، درخت کل وزن نصف از بیشتر وزنͬ Tk

یعنͬ باشند داشته درخت



٢٣ حل روش و درخت روی معͺوس ١-میانه مسئله بیان .٢.٢

.....m................

s

...............

≤ W
٢

.

≤ W
٢

.

≤ W
٢

.

≤ W
٢

.

≤ W
٢

مͬ�باشد. ١-میانه ،m رأس که درختͬ :١.٢ شͺل

w(Ti) <
W

٢ ∀i = ١, . . . , k − ١

همچنین و

w(Tk) >
W

٢
از ͬͺی در s رأس و مͬ�باشد ١-میانه ͷی ،m رأس که مͬ�کند پیروی حقیقت این از واقع در فوق نتایج

درخت�های زیر چون حال است. شده واقع مͬ�باشد، دار ریشه m رأس در که ،(≤ W
٢ ) وزن با درختان زیر

کمتر وزنͬ باید آنها گرفته�اند، قرار (≤ W
٢ ) وزن با ،m در شده دار ریشه درخت زیر همان در T١, . . . , Tk−١

باشند. داشته درخت کل وزن نصف از

درختان زیر در رئوس فعلͬ وزن�های مجموع Wi و کند مشخص را s رأس فعلͬ وزن W٠ کنید فرض

مͬ�کنیم: تعریف کند. مشخص را Ti ; i = ١, . . . , k

H =
k∑

i=٠

Wi

٢

همچنین و W٠ وزن واقع در پس دهیم، تغییر را wi ; i = ١, . . . , n وزن�های باید ما مسئله، حل برای

شͺاف مقدار مسئله، حل روند در مͬ�کند. پیدا تغییر Wi ; i = ٠, . . . , k یعنͬ ،Ti درخت�های زیر وزن

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را آن که مͬ�کند بازی را مهمͬ نقش ٣ͬͽبهین
٣Optimality Gap



٢۴ درخت روی معͺوس ١-میانه مسئله .٢

.....m................

s

...............

T١

.

T٢

.

Tk−١

.

Tk

.s رأس در دار ریشه درخت�های زیر :٢.٢ شͺل

D = Wk −H

اگر تنها و اگر بود خواهد ١-میانه s رأس آنͽاه باشد، W١ ≤ W
٢ , . . . ,Wk−١ ≤ W

٢ اگر .[١۴] .١.٢.٢ لم

باشد. D = ٠

زیرا: باشد، Wk = W
٢ اگر تنها و اگر است D = ٠ مͬ�دانیم برهان.

D = ٠ ⇐⇒ Wk −H = ٠

⇐⇒ Wk =
(W٠

٢ + . . .+
Wk

٢
)

⇐⇒ Wk =
W

٢

بود. خواهد درخت ١-میانه s رأس حالت این در که مͬ�یابیم در (٣.١.٢) لم بر بنا پس

زیر در (m رأس (یعنͬ موجود وزن�های نسبت به ١-میانه رأس چون مسئله مفروضات از استفاده با

نصف از بیشتر وزنͬ Tk درخت زیر پس نیست، درخت ١-میانه ͷی s رأس همچنین و دارد قرار Tk درخت

هدف به ما اینͺه برای مͬ�باشد، مثبت مقداری D ،ͬͽبهین شͺاف تعریف به بنا بنابراین دارد، درخت وزن

تغییر این با را D مقدار باید (١.٢.٢) لم بر بنا شود، واقع مسئله ١-میانه به�عنوان s رأس یعنͬ برسیم، خود

برسانیم. صفر مقدار به تا کرده کم رئوس، وزن�های



٢۵ حل روش و درخت روی معͺوس ١-میانه مسئله بیان .٢.٢

آنͽاه دهیم، تغییر را T١, . . . , Tk−١ درخت�های زیر در رأس ͷی یا s رأس وزن واحد δ اندازه به ما اگر

مͬ�کند، تغییر − δ
٢ اندازه به نیز D مقدار ،ͬͽبهین شͺاف تعریف بر بنا و مͬ�کند تغییر δ

٢ اندازه به H مقدار

مͬ�گیریم: نتیجه بنابراین

Dnew = Wk − (H +
δ

٢) = Wk −H − δ

٢ = D − δ

٢
مقدار وزن، تغییر این دهیم، تغییر را Tk درخت زیر در رأس ͷی وزن واحد δ اندازه به ما اگر همچنین

،ͬͽبهین شͺاف تعریف بر بنا پس مͬ�دهد، تغییر δ٢ اندازه به را H مقدار همچنین و δ اندازه به را Wk وزن

مͬ�گیریم: نتیجه بنابراین مͬ�کند، تغییر δ
٢ اندازه به D مقدار

Dnew = (Wk + δ)− (H +
δ

٢) = D + δ − δ

٢ = D +
δ

٢
زیر عملیات مͬ�توانیم ما رئوس، وزن تغییر از استفاده با D مقدار کاهش برای فوق، گفته�های بر بنا حال

دهیم: انجام را

.Ti ; i = ١, ٢, . . . , k − ١ درختان زیر در واقع رئوس یا ،s رأس وزن افزایش •

.Tk درخت زیر در واقع رئوس وزن کاهش •

گردد خنثͬ رئوس در وزن تغییر ͷی به�وسیله باید مͬ�کند، بیشتر را D � که عملیاتͬ هر دیͽر، طرف از

مͬ�افتد اتفاق رئوس وزن تغییر از استفاده با واقع در که D مقدار افزایش و کاهش این اما شود) کم D (مقدار

مسئله مͬ�توان طرفͬ از همچنین و است هزینه�ها این کاهش ما هدف ولͬ دارد، دنبال به را هزینه�هایͬ ما برای

فقط را خود عملیات ما پس کرد، حل آن، از بعد ͬͽبهین شͺاف کردن خنثͬ و D مقدار افزایش بدون را

مͬ�کنیم. محدود بالا در شده ذکر موارد از استفاده با ،D مقدار کاهش روی

برای ما فوق، مطالب به توجه با همچنین و شد بیان (١.۴.١) در که d و c هزینه ضرایب به توجه با

c هزینه ضرایب Ti ; i = ١, . . . , k − ١ درختان زیر در واقع رئوس همچنین و (s رأس (یعنͬ درخت ریشه

با مͬ�گیریم. نظر در را d هزینه ضرایب Tk درخت زیر در واقع رئوس برای همچنین و مͬ�گیریم نظر در را

به ما باشد، {١, ٢, . . . , n} مجموعه از جایͽشت ͷی φ اگر دارد، رأس n تعداد ،T درخت اینͺه به توجه

داریم: مͬ�کنیم، مرتب لیست ͷی در را هزینه ضرایب صعودی طور

rφ(١) ≤ rφ(٢) ≤ · · · ≤ rφ(n)

آنͽاه باشد، Ti ; i = ١, . . . , k − ١ درختان زیر در واقع رئوس از ͬͺی یا و s رأس ،vφ(l) رأس اگر

رئوس از ͬͺی به متعلق vφ(l) اگر یعنͬ این�صورت، غیر در و مͬ�باشد cφ(l) همان واقع در rφ(l) هزینه ضریب



٢۶ درخت روی معͺوس ١-میانه مسئله .٢

که کنید فرض حال مͬ�باشد. dφ(l) همان واقع در rφ(l) هزینه ضریب آنͽاه باشد، Tk درخت زیر در واقع

p١ اندازه به را w١ وزن مͬ�توانیم ،D یعنͬ ͬͽبهین شͺاف مقدار کاهش برای حالت این در .rφ(١) = c١

دو ما مͬ�باشد، کراندار w١ چون باشد دلخواه صورت به نمͬ�تواند وزن افزایش این چون اما دهیم. افزایش

مͬ�کنیم: متمایز را زیر حالت

افزایش این حین در ولͬ مͬ�دهیم افزایش p١ اندازه به را w١ وزن ما که است وقتͬ حالت این اول: حالت

مͬ�رسیم، بهینه جواب به ما و شده صفر برابر D مقدار برسیم، w١ وزن بالای کران به اینͺه از قبل وزن،

داریم: حالت این در یعنͬ

D = ٠ =⇒ Wk − (H +
p١
٢ ) = ٠ =⇒ Wk = H +

p١
٢

مͬ�باشد: زیر صورت به p١ مقدار بنابراین

p١ = ٢(Wk −H) = ٢(Wk −
k∑

i=٠

Wi

٢ ) = ١)٢
٢Wk −

١
٢

k−١∑
i=٠

Wi) = Wk −
k−١∑
i=٠

Wi

داریم توجه مͬ�باشد. w١ بالای کران از کمتر جدید وزن کنیم، اضافه w١ وزن به را فوق مقدار اگر که

کل نصف با برابر دقیقاً وزن�ها اصلاح از بعد Tk درخت زیر در رئوس، وزن مقدار حالت این در که

مͬ�باشد، w(Ti) <
W
٢ ; ∀i = ١, . . . , k− ١ شده گفته مطالب بر بنا طرفͬ از مͬ�باشد. درخت وزن

است. بهینه فعلͬ جواب (١.٢.٢) لم بر بنا پس

و w∗
١ = w١ + p١ یعنͬ مͬ�دهیم، افزایش p١ اندازه به را w١ وزن ما که است وقتͬ حالت این دوم: حالت

داریم: پس مͬ�رسیم، w١ وزن بالای کران به وزن افزایش این در

p١ = w١ − w١

داریم: و است نشده صفر برابر هنوز D مقدار ولͬ

Dnew = D − p١
٢

کند، پیدا افزایش این از بیشتر نمͬ�تواند p١ مقدار مͬ�دانیم چون نرسیده�ایم، بهینه جواب به فعلا́ ما و

بعدی عنصر به و کرده حذف لیستمان از را rφ(١) و مͬ�کنیم اضافه w١ وزن به را p١ مقدار همین ما

مͬ�رویم. rφ(٢) یعنͬ لیست،



٢٧ حل روش و درخت روی معͺوس ١-میانه مسئله بیان .٢.٢

v١ پس ،rφ(١) = d١ یعنͬ باشد، d١ لیست، عنصر اولین کنیم فرض مͬ�گیریم، نظر در را دیͽر صورت حال

بنا اما کنیم، کم q١ اندازه به را رأس این وزن باید ͬͽبهین شͺاف کاهش برای و دارد قرار Tk درخت زیر در

را مورد دو قبل مورد مشابه ما شود. انجام دلخواه به�صورت نمͬ�تواند وزن کاهش این ،w١ بودن کراندار بر

مͬ�گیریم: نظر در متمایز صورت به

کاهش این حین در ولͬ مͬ�دهیم کاهش q١ اندازه به را w١ وزن ما که است وقتͬ حالت این اول: حالت

مͬ�رسیم، بهینه جواب به ما و شده صفر برابر D مقدار برسیم، w١ وزن پایین کران به اینͺه از قبل وزن،

داریم: حالت این در یعنͬ

D = ٠ =⇒ (Wk − q١)− (H − q١
٢ ) = ٠ =⇒ Wk −H − q١ +

q١
٢ = ٠

است: زیر به�صورت q١ مقدار بنابراین

q١ = ٢(Wk −H) = ٢(Wk −
k∑

i=٠

Wi

٢ ) = ١)٢
٢Wk −

١
٢

k−١∑
i=٠

Wi) = Wk −
k−١∑
i=٠

Wi

داریم توجه مͬ�باشد. w١ پایین کران از بیشتر جدید، وزن کنیم، کم w١ وزن از را فوق مقدار اگر که

کل نصف با برابر دقیقاً وزن�ها اصلاح از بعد Tk درخت زیر در رئوس، وزن مقدار حالت این در که

مͬ�باشد، w(Ti) <
W
٢ ; ∀i = ١, . . . , k− ١ شده گفته مطالب بر بنا طرفͬ از مͬ�باشد. درخت وزن

است. بهینه فعلͬ جواب (١.٢.٢) لم بر بنا پس

و w∗
١ = w١ − q١ یعنͬ مͬ�دهیم، کاهش q١ اندازه به را w١ وزن ما که است وقتͬ حالت این دوم: حالت

مͬ�گیریم: نتیجه پس مͬ�رسیم، w١ وزن پایین کران به وزن کاهش این در

q١ = w١ − w١

داریم: و است نشده صفر برابر هنوز D مقدار ولͬ

Dnew = D − q١
٢

ما کند، پیدا کاهش این از بیشتر نمͬ�تواند q١ مقدار مͬ�دانیم چون نرسیده�ایم، بهینه جواب به فعلا́ ما و

لیست، بعدی عنصر به و کرده حذف لیستمان از را rφ(١) و مͬ�کنیم کم w١ وزن از را q١ مقدار همین

مͬ�رویم. rφ(٢) یعنͬ



٢٨ درخت روی معͺوس ١-میانه مسئله .٢

ͷی با درخت، ͷی روی معͺوس ١-میانه مسئله حل برای مͬ�توانیم ما که شد مشاهده فوق ملاحظات در

مͬ�کنیم، مرتب صعودی صورت به را هزینه ضرایب لیست ابتدا که صورت این به رویم، پیش حریصانه روش

یا افزایش را آن با متناظر وزن شده، گفته مطالب طبق بر و مͬ�کنیم انتخاب را لیست این عنصر اولین سپس

از را عنصر این شدیم، مواجه متناظر وزن پایین یا بالا کران با کاهش و افزایش این در اگر مͬ�دهیم. کاهش

دو از ͷی هر در اول حالت به اینͺه محض به مͬ�کنیم. پردازش را لیست بعدی عنصر و کرده حذف لیست

بنا که داریم نظر در البته مͬ�باشد. درخت ١-میانه ͷی عنوان به s رأس مͬ�کنیم. توقف رسیدیم، فوق مورد

شود، واقع درخت ١-میانه ͷی s رأس شود باعث که وزن�ها دیͽر توزیع هر هزینه، ضرایب سازی مرتب بر

بهینه جواب به رسیدن برای شده، گفته مطالب بر بنا نتیجه، در داشت. خواهد را مساوی یا بیشتر ای هزینه

مͬ�رسیم: زیر الͽوریتم به

درخت: روی معͺوس ١�میانه مسئله حل الͽوریتم .٢.٢.٢ الͽوریتم

کنید. محاسبه را W =
∑n

i=١ wi یعنͬ درخت کل وزن گام١:

کنید. محاسبه را s رأس در شده دار ریشه درختان زیر وزن گام٢:

قبل از شده داده وزن�های کنید، توقف داشتند، W
٢ مساوی یا کمتر وزنͬ درختان زیر همه اگر •

بوده�اند. بهینه

W٠ را درخت زیر این وزن همچنین و T٠ را وزن بیشترین با درخت زیر اینصورت، غیر در •

بنامید.

دهید قرار است، T٠ درخت زیر از خارج رأسͬ یا s رأس خود vi رأس اگر ،i = ١, ٢, . . . , n برای گام٣:

.ri = di دهید قرار اینصورت غیر در و ri = ci

.R = {r١, r٢, . . . , rn} و D = W٠ − W
٢ دهید قرار گام۴:

شدنͬ جواب ͷی اینصورت غیر در کنید. پیدا را ri مثلا́ R عنصر کوچ�ͷترین آنͽاه ،R ̸= ∅ اگر گام۵:

ندارد. وجود مسئله برای

اینصورت غیر در و pi = min(٢D,wi−wi) ; D = D−pi/٢ دهید قرار آنͽاه باشد، ri = ci اگر گام۶:

.qi = min(٢D,wi − wi) ; D = D − qi/٢ دهید قرار

برگردید. ۵ گام به اینصورت غیر در است، آمده به�دست بهینه جواب کنید، توقف آنͽاه ،D = ٠ اگر گام٧:

در حریصانه، نوع از الͽوریتمͬ ͷی به�وسیله درخت، روی معͺوس ١-میانه مسئله .[١۴] .٣.٢.٢ گزاره

است. حل قابل O(n log n) زمان



٢٩ درخت روی معͺوس ١-میانه مسئله برای مثالͬ .٣.٢

درخت روی معͺوس ١�میانه مسئله برای مثالͬ ٣.٢

بͽیرید. نظر در را (٣.٢) شͺل مانند رأس ١۴ با گرافͬ

..

v١

.

v٢

.

v٣

.

v۴

.

v۵

.

v۶

.

v٧

.

v٨

.v٩.

v١٠

.

v١١

.

v١٢

.

v١٣

.

v١۴

رأس ١۴ با درختͬ :٣.٢ شͺل

افزایش برای هزینه�ها و رئوس وزن پایین و بالا کران رئوس، وزن (نظیر گراف این به مربوط اطلاعات

است. شده آورده (١.٢) جدول در رئوس) وزن کاهش یا و

i wi wi wi ci di

١ ٣ ١ ۵ ٣ ٣
٢ ٢ ١ ۴ ١ ۴
٣ ۵ ٢ ۶ ۴ ١
۴ ۴ ٢ ۶ ٢ ٢
۵ ٣ ١ ۵ ٢ ۵
۶ ۶ ٢ ٨ ١ ٢
٧ ۵ ١ ٧ ١ ۴
٨ ١ ٠ ۴ ٢ ٣
٩ ٣ ١ ۶ ۴ ۵
١٠ ٢ ١ ۵ ٢ ۴
١١ ۴ ٢ ۶ ٣ ١
١٢ ۵ ٢ ٧ ۵ ٢
١٣ ٣ ١ ۵ ٣ ١
١۴ ۶ ٢ ٨ ٢ ٣

(٣.٢) شͺل درخت به مربوط اطلاعات :١.٢ جدول

خواهد درخت ١-میانه v٩ رأس که دریافت مͬ�توان ببریم، به�کار درخت این برای را اکثریت الͽوریتم اگر

یال�ها طول از مستقل الͽوریتم این که دارید توجه (البته بͽیریم نظر در واحد ١ را یال�ها طول اگر حال بود.



٣٠ درخت روی معͺوس ١-میانه مسئله .٢

به درخت، این در مͬ�باشد. ٨۵ با برابر (مشتریان) رئوس سایر به v٩ رأس از وزنͬ فاصله مجموع مͬ�باشد)،

سایر تا رأس این وزنͬ فاصله مجموع (چون نیست. درخت ١-میانه ͷی v٨ رأس شده، داده وزن�های نسبت

مͬ�باشد). (٨۵ (یعنͬ رئوس سایر تا v٩ رأس وزنͬ فاصله مجموع از بیشتر که مͬ�باشد ١٠٧ با برابر رئوس،

و کند صدق شده داده کران�های در که دهیم تغییر آن�چنان را وزن�ها که است این مسئله این در هدف

شود. واقع شده اصلاح وزن�های نسبت به درخت ١-میانه ͷی عنوان به ممͺن، هزینه کمترین با v٨ رأس

محاسبه را درخت رئوس کل وزن ابتدا مͬ�کنیم. پیاده مسئله این روی را قبل بخش در شده بیان الͽوریتم

مͬ�کنیم:

W =
١۴∑
i=١

wi = ۵٢

درخت زیر نیست، W
٢ مساوی یا کمتر v٨ رأس در ریشه�دار درختان زیر همه وزن چون مͬ�رویم، ٢ گام به

درخت زیر این وزن و مͬ�نامیم T٠ را درخت زیر آن و مͬ�گیریم نظر در را وزن بیشترین با v٨ رأس در ریشه�دار

ببینید) را (۴.٢) (شͺل مͬ�باشد. W٠ = ٣٧ مسئله این در که مͬ�نامیم W٠ را

..

v١

.

v٢

.

v٣

.

v۴

.v٩.

v١٠

.

v١١

.

v١٢

.

v١٣

.

v١۴

.(T٠ درخت (زیر وزن بیشترین با ،v٨ رأس در ریشه�دار درخت زیر :۴.٢ شͺل

ترتیب به درختان زیر این که مͬ�باشند، رأس ͷی با درختانͬ ،v٨ رأس در دار ریشه درختان زیر (بقیه

مͬ�باشند). v٧ و v۶ ،v۵ رأس�های ͷت

مͬ�باشد: زیر به�صورت رأس هر برای ri هزینه�های مͬ�رویم، ٣ گام به

ri = ci ; i = ۵, ۶, ٧, ٨ , ri = di ; i = ١, . . . , ۴, ٩, . . . , ١۴



٣١ درخت روی معͺوس ١-میانه مسئله برای مثالͬ .٣.٢

داریم: مͬ�رویم، ۴ گام به

R = {d١, d٢, d٣, d۴, c۵, c۶, c٧, c٨, d٩, d١٠, d١١, d١٢, d١٣, d١۴}

D = W٠ − W

٢ = ٣٧ − ٢۶ = ١١

مͬ�رویم، ۶ گام به است. d٣ = ١ که مͬ�کنیم انتخاب را R مجموعه عنصر کوچͺترین مͬ�رویم، ۵ گام به

داریم:

q٣ = min(٢٢, ٣) = ٣ , D = ١١ − ١٫ ۵ = ٩٫ ۵

لیست از را d٣ عنصر برمͬ�گردیم، ۵ گام به است، نشده صفر برابر D مقدار چون مͬ�رویم، ٧ گام به

c۶ = ١ که مͬ�کنیم انتخاب را عنصر کوچͺترین باقیمانده عناصر از و کرده حذف (R مجموعه (یعنͬ موجود

داریم: مͬ�رویم، ۶ گام به است.

p۶ = min(١٩, ٢) = ٢ , D = ٩٫ ۵ − ١ = ٨٫ ۵

مͬ�شود: حاصل زیر نتایج دهیم، ادامه الͽوریتم به توجه با را فوق تͺراری روند اگر

p٧ = min(١٧, ٢) = ٢ , D = ٨٫ ۵ − ١ = ٧٫ ۵

q١١ = min(١۵, ٢) = ٢ , D = ٧٫ ۵ − ١ = ۶٫ ۵

q١٣ = min(١٣, ٢) = ٢ , D = ۶٫ ۵ − ١ = ۵٫ ۵

q۴ = min(١١, ٢) = ٢ , D = ۵٫ ۵ − ١ = ۴٫ ۵

p۵ = min(٩, ٢) = ٢ , D = ۴٫ ۵ − ١ = ٣٫ ۵

p٨ = min(٧, ٣) = ٣ , D = ٣٫ ۵ − ١٫ ۵ = ٢

q١٢ = min(۴, ٣) = ٣ , D = ٢ − ١٫ ۵ = ٠٫ ۵

مͬ�باشد. d١ = ٣ که مͬ�کنیم انتخاب را عنصر کوچͺترین R مجموعه در باقیمانده عناصر بین از حال

داریم: مͬ�رویم، ۶ گام به



٣٢ درخت روی معͺوس ١-میانه مسئله .٢

q١ = min(١, ٢) = ١ , D = ٠٫ ۵ − ٠٫ ۵ = ٠

است. آمده به�دست بهینه جواب مͬ�کنیم، توقف است، شده صفر برابر D مقدار چون مͬ�رویم، ٧ گام به

iام رأس وزن از که است مقداری qi و مͬ�شود اضافه iام رأس وزن به که است مقداری pi اینͺه به توجه با

مͬ�باشد: زیر شرح به شده اصلاح وزن�های آمده، به�دست مقادیر به توجه با مͬ�شود، کم

w∗
٣ = w٣ − q٣ = ۵ − ٣ = ٢

w∗
۶ = w۶ + p۶ = ۶ + ٢ = ٨

w∗
٧ = w٧ + p٧ = ۵ + ٢ = ٧

w∗
١١ = w١١ − q١١ = ۴ − ٢ = ٢

w∗
١٣ = w١٣ − q١٣ = ٣ − ٢ = ١

w∗
۴ = w۴ − q۴ = ۴ − ٢ = ٢

w∗
۵ = w۵ + p۵ = ٣ + ٢ = ۵

w∗
٨ = w٨ + p٨ = ١ + ٣ = ۴

w∗
١٢ = w١٢ − q١٢ = ۵ − ٣ = ٢

w∗
١ = w١ − q١ = ٣ − ١ = ٢

مͬ�گیریم: نتیجه مͬ�مانند، باقͬ تغییر بدون نمͬ�شود، دیده بالا موارد در که وزن�ها بقیه

w∗
٢ = ٢ , w∗

٩ = ٣ , w∗
١٠ = ٢ , w∗

١۴ = ۶

روی بر شده داده نمایش (اعداد دید (۵.٢) شͺل در مͬ�توان را وزن�ها اصلاح این از حاصل گراف حال

مͬ�باشند). شده اصلاح وزن�های همان رئوس،

به T٠ درخت زیر وزن که مͬ�شود مشاهده کنید، ملاحظه را v٨ رأس در شده ریشه�دار درختان زیر اگر

و v۶،v۵ رأس�های ͷت که دیͽر درخت زیر سه و مͬ�باشد درخت وزن نصف دقیقاً جدید، وزن�های نسبت

که دریافت مͬ�توان (٣.١.٢) لم به توجه با اکنون دارند. را درخت وزن نصف از کمتر وزنͬ مͬ�باشند، v٧

مͬ�باشد. شده اصلاح وزن�های نسبت به درخت ١-میانه ͷی v٨ رأس



٣٣ درخت روی معͺوس ١-میانه مسئله برای مثالͬ .٣.٢

..

٢

.

٢

.

٢

.

٢

.

۵

.

٨

.

٧

.

۴

.٣.

٢

.

٢

.

٢

.

١

.

۶

شده اصلاح وزن�های با درخت، :۵.٢ شͺل



٣ فصل

دور روی معͺوس ١�میانه مسئله

٢ درجه از آن رأس هر و باشد بسته هرگاه مͬ�نامند، دور ͷی را G = (V,E) گراف مͬ�دانید که همان�طور

باشد. منطبق هم بر انتهایش و ابتدا که مسیری دیͽر، عبارت به یا باشیم) نداشته حلقه رأس�ها (روی باشد

از رأس ͷی که مͬ�باشد هزینه کمترین با رئوس وزن تغییر هدف دور، ͷی روی معͺوس ١-میانه مسئله در

مسئله [١۵] همͺارانش و بورکارد ٢٠٠٨ سال در شود. واقع گراف این ١-میانه به�عنوان شده تعیین پیش

دادند. قرار بررسͬ مورد را دور روی معͺوس ١-میانه

مسئله بیان و معرفͬ ١.٣

باشد شده داده ساعت عقربه�های جهت در شده گذاری شماره رأس n+ ١ با G = (V,E) دور کنیم فرض

که:

V = {v٠, v١, . . . , vn} , E = {e٠, e١, . . . , en}

vj+١ رأس و vj رأس بین یال بیانͽر ej بالا رابطه در همچنین .|V | = |E| = n+١ دور خاصیت به بنا

داریم: خلاصه طور به یا مͬ�باشد.

ej = [j, j + ١] ; ∀j = ٠, . . . , n− ١ , en = [n, ٠]

دارد نامنفͬ وزن ͷی vj رأس هر همچنین و مͬ�نامیم lj را آن که دارد مثبت طول ͷی ej ∈ E رأس هر

کند. مشخص را vj و vi رأس دو بین مسیر کوتاهترین طول d(i, j) کنید فرض حال مͬ�نامیم. wj را آن که

است. شده استفاده [١۵] مرجع از که مͬ�پردازیم دور روی معͺوس ١-میانه مسئله بررسͬ به ادامه در



٣۵ مسئله بیان و معرفͬ .١.٣

..

v٠

.

v١

. v٢.....vn−١ .

vn

رأس n+ ١ با دوری :١.٣ شͺل

از رأس که مͬ�باشد هزینه کمترین با رئوس وزن تغییر هدف دور، ͷی روی معͺوس ١-میانه مسئله در

کاهش و افزایش با متناسب مسئله این در هزینه شود. واقع گراف این ١-میانه به�عنوان v٠ شده تعیین پیش

و شود انجام دلخواه صورت به نمͬ�تواند وزن�ها در تغییرات این که داریم توجه البته مͬ�باشد. رئوس وزن

تغییر برای هزینه کنید فرض دارد. قرار (wj) بالا کران ͷی و
(
wj ≥ ٠

)
پایین کران ͷی بین wj وزن هر

بنابراین .(١ دهید قرار را هزینه (مثلا́ باشد یͺسان وزن) کاهش یا وزن (افزایش واحد ͷی اندازه به wj وزن

مͬ�شود: اندازه�گیری زیر تابع وسیله به کل، هزینه

n∑
j=٠

(pj + qj)

مقداری مشابه طور به و باشد pi برابر مͬ�یابد افزایش wi یعنͬ iام مشتری وزن که مقداری کنید فرض

شدنͬ را (pj , qj) ; j = ٠, . . . , n به�صورت جواب ͷی ما باشد. qi برابر مͬ�یابد کاهش iام مشتری وزن که

وزن�ها کران�های همچنین و مͬ�باشد مسئله ١-میانه ͷی v٠ رأس که کند تضمین جواب این هرگاه مͬ�نامیم،

برنامه صورت به مͬ�تواند دور، روی معͺوس ١-میانه مسئله نمادگذاری، این از استفاده با باشد. شده رعایت

شود: نوشته زیر خطͬ ریزی

min

n∑
j=٠

(pj + qj)

s.t :
n∑

j=٠
(d(i, j)− d(٠, j))(pj − qj) ≥

n∑
j=٠

(d(٠, j)− d(i, j))wj ; i = ١, . . . , n

٠ ≤ pj ≤ wj − wj ; j = ٠, ١, . . . , n (١.٣)

٠ ≤ qj ≤ wj − wj ; j = ٠, ١, . . . , n



٣۶ دور روی معͺوس ١-میانه مسئله .٣

فاصله�ها وزنͬ مجموع وزن�ها اصلاح از بعد که مͬ�کند بیان واقع در فوق ریزی برنامه اول محدودیت

دیͽر رئوس تمام به v٠ رأس از فاصله�ها وزنͬ مجموع بزرگͬ به حداقل دیͽر، رئوس تمام به vi رأس هر از

:i = ١, . . . , n هر ازای به یعنͬ این که مͬ�باشد دور ١-میانه ͷی عنوان به v٠ رأس دیͽر به�عبارت یا مͬ�باشد

n∑
j=٠

(wj + pj − qj)d(٠, j) ≤
n∑

j=٠
(wj + pj − qj)d(i, j) ⇒

n∑
j=٠

wjd(٠, j) +
n∑

j=٠
(pj − qj)d(٠, j) ≤

n∑
j=٠

wjd(i, j) +
n∑

j=٠
(pj − qj)d(i, j) ⇒

n∑
j=٠

(d(i, j)− d(٠, j))(pj − qj) ≥
n∑

j=٠
(d(٠, j)− d(i, j))wj .

اینͺه به توجه با و مͬ�باشد (١.٣) خطͬ ریزی برنامه اول محدودیت همان آمده، به�دست آخر رابطه که

داریم: مͬ�باشد، پایین کران ͷی و بالا کران ͷی بین و مͬ�باشد کراندار wj وزن

∀j = ٠, ١, . . . , n ; wj + pj ≤ wj , wj ≤ wj − qj

ریزی برنامه سوم و دوم محدودیت هستند، نامنفͬ مقادیری qj و pj که حقیقت این از استفاده با اکنون

مͬ�آید. به�دست (١.٣) خطͬ

گذاری�ها نماد برخͬ ٢.٣

یعنͬ: کند، مشخص را دور در یال�ها طول مجموع L کنید فرض

L =

n∑
j=٠

lj

جهتعقربه�هایساعتحرکتمͬ�کنیم در زمانͬ�که vj و vi رأس بین فاصله dR(i, j) فرضکنید همچنین

ساعت عقربه�های جهت خلاف در زمانͬ�که vj و vi رأس بین فاصله dL(i, j) مشابه طور به و مشخصکند را

یعنͬ باشد، v٠ رأس مقابل که باشد دور روی نقطه�ای ،M نقطه همچنین کند، مشخص را مͬ�کنیم حرکت

ساعت، عقربه�های جهت خلاف در چه و ساعت عقربه�های جهت در چه v٠ رأس تا آن فاصله که نقطه�ای

داریم: پس باشد. یͺسان

dR (v٠,M) = dL (v٠,M) =
L

٢



٣٧ گذاری�ها نماد برخͬ .٢.٣

جدید فاصله ما شود. واقع یال ͷی روی یا رأس ͷی روی است ممͺن M نقطه که داریم توجه البته

مͬ�کنیم تعریف زیر به�صورت vj ; j = ٠, ١, . . . , n رئوس برای را d̂(j)

d̂(j) =


٠ j = ٠
d (j,M) d(٠, j) = dR(٠, j)
d(٠, j) d(٠, j) = dL(٠, j)

(٢.٣)

بین فاصله باشد، داشته قرار راست دور نیم در vj رأس اگر که معناست این به واقع در فوق اندازه تابع

باشد، داشته قرار چپ دور نیم در vj رأس اگر و است نظر مد ساعت عقربه�های جهت Mدر نقطه و vj رأس

محاسبه از بعد اکنون مͬ�باشد. نظر مد ساعت عقربه�های جهت خلاف در vj رأس و v٠ رأس بین فاصله

داریم: مͬ�کنیم، مرتب صعودی ترتیب به را آنها d̂(j)

٠ = d̂(π(٠)) ≤ d̂(π(١)) ≤ d̂(π(٢)) ≤ · · · ≤ d̂(π(n)) (٣.٣)

مͬ�کنیم: بازنویسͬ زیر صورت به را (١.٣) مسئله با معادل خطͬ ریزی برنامه مسئله اکنون

min

n∑
j=٠

xj +

n∑
j=٠

yj

s.t :Ax+ Āy ≥ b

٠ ≤ x ≤ x̄ (۴.٣)

٠ ≤ y ≤ ȳ

داریم: ١ ≤ j ≤ n هر برای و ،x٠ = p٠ فوق خطͬ ریزی برنامه در که

xj =

{
qπ(j) .(M نقطه (شامل باشد راست دور نیم در vπ(j) رأس اگر
pπ(j) باشد. چپ دور نیم در vπ(j) رأس اگر

(۵.٣)

ضابطه با متناظر اگر و q-متغیر) (یا q نوع از متغیر را آن باشد، اول ضابطه با متناظر xj فوق رابطه در اگر

داریم: ٠ ≤ j ≤ n هر برای همچنین مͬ�نامند، p-متغیر) (یا p نوع از متغیر را آن باشد، دوم

yj =

{
pπ(n−j) xn−j = qπ(n−j)

qπ(n−j) xn−j = pπ(n−j)

(۶.٣)

اگر و p-متغیر) (یا p نوع از متغیر را آن باشد، اول ضابطه با متناظر yj فوق رابطه در اگر مشابه، طور به



٣٨ دور روی معͺوس ١-میانه مسئله .٣

Ā = (aij) و A = (aij) ضرایب مͬ�نامند. q-متغیر) (یا q نوع از متغیر را آن باشد، دوم ضابطه با متناظر

مͬ�شوند: محاسبه زیر به�صورت نیز

aij =


d(i, ٠) j = ٠
(−١)(d(i, π(j))− d(٠, π(j))) xj = qπ(j)

(d(i, π(j))− d(٠, π(j))) xj = pπ(j)

(٧.٣)

و

āij = −ai,n−j (٨.٣)

مͬ�آید: به�دست زیر رابطه از نیز b یعنͬ راست، طرف بردار i = ١, . . . , n هر برای

bi =
n∑

j=٠
(d(٠, j)− d(i, j))wj (٩.٣)

و pπ(j) اصلͬ متغیرهای بالای کران�های همان واقع در ȳj و x̄j مقادیر ،(۴.٣) خطͬ ریزی برنامه در

هستند. مͬ�باشند، yj و xj با متناظر که qπ(j)

یعنͬ: هستند، نزولͬ یͺنواخت طور به Ā و A ماتریس ستون�های .[١۵] .١.٢.٣ گزاره

aij ≥ aik ∀٠ ≤ j < k ≤ n , i = ١, . . . , n. (١٠.٣)

āij ≥ āik ∀٠ ≤ j < k ≤ n , i = ١, . . . , n. (١١.٣)

با و (١٠.٣) گرفتن نظر در با چون مͬ�کنیم، اثبات را (١٠.٣) حالت فقط گزاره، این اثبات برای برهان.

داریم: j < k هر برای چون مͬ�شود، نتیجه مستقیم طور به (١١.٣) حالت ،āij = −ai,n−j اینͺه به توجه

−j > −k =⇒ n− j > n− k
(١٠.٣)
=⇒ ai,n−k ≥ ai,n−j =⇒ −ai,n−k ≤ −ai,n−j

(٨.٣)
=⇒ āij ≥ āik

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد جداگانه طور به را صفر ستون ابتدا مͬ�پردازیم، (١٠.٣) رابطه اثبات به اکنون

داریم: مثلث نامساوی بر بنا باشد، p-متغیر ͷی با متناظر jام ستون اگر

aij = d(i, π(j))− d(٠, π(j)) ≤ d(i, ٠) + d(٠, π(j))− d(٠, π(j)) = d(i, ٠) = ai٠

داریم: مشابه طور به باشد، q-متغیر ͷی با متناظر jام ستون که حالتͬ در و



٣٩ گذاری�ها نماد برخͬ .٢.٣

aij = d(٠, π(j))− d(i, π(j)) ≤ d(٠, i) + d(i, π(j))− d(i, π(j)) = d(٠, i) = ai٠

که k و j ستون�های کافیست بنابراین .ai٠ ≥ aij داریم j = ١, . . . , n هر و i = ١, . . . , n هر برای پس

مͬ�گیریم: نظر در را زیر حالت چهار کار این برای دهیم. قرار بررسͬ مورد را ١ ≤ j < k ≤ n

.(M (شامل باشند داشته قرار راست دور نیم در vπ(k) و vπ(j) رأس دو هر اول: حالت

..

v٠

.

vπ(k)

. vπ(j).....vn−١ .

vn

.

M

اول حالت به مربوط گراف :٢.٣ شͺل

آنجایͬ�که از هستند. q-متغیر با متناظر xk و xj متغیر دو هر (۵.٣) رابطه به توجه با حالت، این در

داریم: پس ،d̂(π(j)) ≤ d̂(π(k)) ،(٣.٣) رابطه بر بنا و مͬ�باشد j < n

d(٠, π(j)) = d(٠, π(k)) + d(π(k) + π(j))

داریم: i = ١, . . . , n هر برای مثلث نامساوی از استفاده با و فوق رابطه به توجه با

aij = d(٠, π(j))− d(i, π(j))

= d(٠, π(k)) + d(π(k), π(j))− d(i, π(j))

≥ d(٠, π(k)) + d(π(k), π(j))− d(i, π(k))− d(π(k), π(j))

= aik

باشند. داشته قرار چپ دور نیم در vπ(k) و vπ(j) رأس دو هر دوم: حالت



۴٠ دور روی معͺوس ١-میانه مسئله .٣

..

v٠

.

v١

. v٢....

vπ(k)

.vπ(j) ..

M

دوم حالت به مربوط گراف :٣.٣ شͺل

آنجایͬ�که از هستند. p-متغیر با متناظر xk و xj متغیر دو هر (۵.٣) رابطه به توجه با حالت، این در

داریم: پس ،d̂(π(j)) ≤ d̂(π(k)) ،(٣.٣) رابطه بر بنا و مͬ�باشد j < n

d(٠, π(k)) = d(٠, π(j)) + d(π(j) + π(k))

داریم: i = ١, . . . , n هر برای مثلث نامساوی از استفاده با و فوق رابطه به توجه با

aik = d(i, π(k))− d(٠, π(k))

= d(i, π(k)) + d(٠, π(j))− d(π(j), π(k))

≤ d(i, π(j)) + d(π(j) + π(k))− d(٠, π(j))− d(π(j), π(k))

= aij

باشد. داشته قرار راست دور نیم در vπ(k) رأس و چپ دور نیم در vπ(j) رأس سوم: حالت

اینͺه به توجه با مͬ�باشد. q-متغیر ͷی با متناظر xk و p-متغیر ͷی با متناظر xj حالت، این در

v٠ رأس از که است مسیری vπ(k) و vπ(j) بین مسیر کوتاه�ترین که است واضح ،d̂π(j) ≤ d̂π(k)

داریم: مثلث نامساوی بر بنا پس مͬ�گذرد.



۴١ گذاری�ها نماد برخͬ .٢.٣

..

v٠

.

vπ(k)

.......

vπ(j)

.

M

سوم حالت به مربوط گراف :۴.٣ شͺل

d(٠, π(k)) + d(٠, π(j)) = d(π(k), π(j)) ≤ d(i, π(j)) + d(i, π(k))

=⇒ d(i, π(j))− d(٠, π(j)) ≥ d(٠, π(k))− d(i, π(k))

=⇒ aij ≥ aik

حالت این در باشد. داشته قرار چپ دور نیم در vπ(k) رأس و راست دور نیم در vπ(j) رأس چهارم: حالت

مͬ�کنیم: ͷیͺتف را زیر مورد سه

باشد. π(k) ≤ i ≤ n اگر .١

..

v٠

.

v١

. vπ(j)....

vπ(k)

.vi .

vn

.

M

چهارم حالت از اول مورد به مربوط گراف :۵.٣ شͺل

داریم: مثلث نامساوی از استفاده با و d(٠, π(k)) = d(٠, i) + d(i, π(k)) آنͽاه



۴٢ دور روی معͺوس ١-میانه مسئله .٣

d(i, π(j)) + d(i, π(k)) = d(i, π(j)) + d(٠, π(k))− d(٠, i)

≤ d(i, ٠) + d(٠, π(j)) + d(٠, π(k))− d(٠, i)

= d(٠, π(j)) + d(٠, π(k))

⇒ aij ≥ aik

باشد. π(j) ≤ i ≤ π(k) اگر .٢

..

v٠

.

v١

. vπ(j)....

vi

.vπ(k) .

vn

.

M

چهارم حالت از دوم مورد به مربوط گراف :۶.٣ شͺل

داریم: مثلث نامساوی از استفاده با و d(i, π(j)) + d(i, π(k)) = d(π(j), π(k)) آنͽاه

d(i, π(j)) + d(i, π(k)) = d(π(j), π(k))

≤ d(٠, π(k)) + d(٠, π(j))

⇒ aij ≥ aik

باشد. ١ ≤ i < π(j) اگر .٣

داریم: مثلث نامساوی از استفاده با و d(٠, π(j)) = d(٠, i) + d(i, π(j)) آنͽاه

d(٠, π(j)) + d(٠, π(k)) = d(٠, i) + d(i, π(j)) + d(٠, π(k))

≥ d(i, π(k)) + d(i, π(j))

⇒ aij ≥ aik



۴٣ گذاری�ها نماد برخͬ .٢.٣

..

v٠

.

v١

. vi.

vπ(j)

....vπ(k) .

vn

.

M

چهارم حالت از سوم مورد به مربوط گراف :٧.٣ شͺل

مͬ�رسد. پایان به اثبات ترتیب این به و

است. شده بیان زیر گزاره در که دارد ویژه�ای ساختار باشد، شدنͬ (۴.٣) خطͬ ریزی برنامه اگر

که: دارد وجود sای و r اندیس�های آنͽاه باشد، شدنͬ (۴.٣) خطͬ برنامه�ریزی اگر .[١۵] .٢.٢.٣ گزاره


x∗j = x̄j ∀j = ٠, ١, . . . , r − ١
x∗r ≥ ٠
x∗j = ٠ ∀j = r + ١, . . . , n

(١٢.٣)

و


y∗j = ȳj ∀j = ٠, ١, . . . , s− ١
y∗s ≥ ٠
y∗j = ٠ ∀j = s+ ١, . . . , n

(١٣.٣)

اکید مثبت y∗s یا x∗r یا کنیم فرض همیشه مͬ�توانیم همچنین مͬ�باشد. (۴.٣) مسئله بهینه جواب ͷی

هستند.

x̂r کنید فرض و باشد (۴.٣) مسئله برای بهینه جواب ͷی(x̂j , ŷj) , j = ٠, . . . , n کنید فرض برهان.

وجود r + ١ ≤ l ≤ n که l اندیس همچنین و مͬ�باشد کوچͺتر بالایش کران از که باشد عنصری اولین

.x̂l ≥ ٠ که باشد داشته

باشد. Āماتریس iام سطر āi· کنید فرض .air ≥ ail داریم i = ١, . . . , n هر برای (١.٢.٣) گزاره بر بنا

و ϵ اندازه به x̄r افزایش ،ϵ = min {η, δ} گرفتن نظر در با باشد، x̂l − δ = ٠ و x̂r + η = x̄r اگر حال

زیرا: نمͬ�کند، تغییر نیز هدف تابع مقدار همچنین و نمͬ�زند بهم را بودن شدنͬ ϵ اندازه به x̄l کاهش



۴۴ دور روی معͺوس ١-میانه مسئله .٣

٠ ≤ x̂r < x̄r =⇒ ٠ < x̂r + ϵ ≤ x̄r

٠ < x̂l ≤ x̄l =⇒ ٠ ≤ x̂l − ϵ < x̄l

iام دلخواه سطر ما اینجا در (که اول محدودیت برای مͬ�باشد، برقرار (۴.٣) مسئله آخر محدودیت دو پس

داریم: نیز ایم) گرفته نظر در را

Ax+ Āy =


... ... ... ... ... ... ...
ai٠ · · · air · · · ail · · · ain
... ... ... ... ... ... ...





x̂٠
...

x̂r + ϵ
...

x̂l − ϵ
...
x̂n


+ Āy

داریم: مͬ�گیریم، نظر در را iام سطر اکنون

ai٠x̂٠ + · · ·+ air(x̂r + ϵ) + · · ·+ ail(x̂l − ϵ) + · · ·+ ainx̂n + āi·y

=ai٠x̂٠ + · · ·+ airx̂r + airϵ+ · · ·+ ailx̂l − ailϵ+ · · ·+ ainx̂n + āi·y (١۴.٣)

داریم: iام سطر برای نتیجه در ،Ax+ Āy ≥ bپس است، بهینه جواب ͷی (x̂j , ŷj) چون حال

ai٠x̂٠ + · · ·+ airx̂r + · · ·+ ailx̂l + · · ·+ ainx̂n + āi·y ≥ bi

داریم: ϵ ≥ ٠ برای پس ،air ≥ ail چون و

ϵair ≥ ϵail =⇒ ϵair − ϵail ≥ ٠

داریم: رابطه (١۴.٣) ادامه در پس

ai٠x̂٠ + · · ·+ airx̂r + airϵ+ · · ·+ ailx̂l − ailϵ+ · · ·+ ainx̂n + āi·y ≥ bi

زیر صورت به نیز هدف تابع مقدار مͬ�باشد. برقرار Ax + Āy ≥ b رابطه بالا توضیحات به توجه با

بود: خواهد



۴۵ گذاری�ها نماد برخͬ .٢.٣

r−١∑
j=٠

x̂j + (x̂r + ϵ) +
l−١∑

j=r+١
x̂j + (x̂l − ϵ) +

n∑
j=l+١

x̂j +
n∑

j=٠
ŷj

=

n∑
j=٠

x̂j +

n∑
j=٠

ŷj

(١٢.٣) در شده بیان به�صورت بهینه جواب ͷی به مͬ�توان تͺراری، صورت به فوق روند از استفاده با

کرد. بیان (١٣.٣) رابطه و ŷ برای قبل استدلال شبیه استدلالͬ مͬ�توان همچنین رسید.

افزایش زیرا است، بͬ�معنͬ امری زمان آن در رأس آن وزن کاهش کند، پیدا افزایش رأس ͷی وزن اگر

۶ ابتدا را اول رأس وزن کنیم فرض مثال، عنوان (به دارد بر در را هزینه�ای ما برای آن از بعد کاهش و وزن

ما برای وزن، کاهش واحد ٢ این و افزایش واحد ۶ این دهیم، کاهش واحد ٢ سپس و دهیم افزایش واحد

از وزن، کاهش واحد ٢ سپس و افزایش واحد ۶ جای به هزینه، کاهش برای مͬ�توان دارد، بر در را هزینه�ای

بر در ما برای را کمتری هزینه هم و مͬ�کند برآورده را هدف هم که دهیم افزایش را وزن واحد ۴ ابتدا همان

رابطه�ای ،(٢.٢.٣) گزاره در شده بیان فرم به (۴.٣) مسئله از (x∗, y∗) بهینه جواب هر برای بنابراین دارد).

است. شده بیان زیر گزاره در که مͬ�باشد برقرار

خطͬ ریزی برنامه برای (x∗j , y∗j ) ; j = ٠, ١, . . . , n صورت به بهینه جواب هر برای .[١۵] .٣.٢.٣ گزاره

داریم: ،(۴.٣)

x∗j y∗n−j = ٠ , j = ٠, ١, . . . , n (١۵.٣)

داریم: (۶.٣) و (۵.٣) رابطه به توجه با برهان.

x∗j =

{
qπ(j) .(M نقطه (شامل باشد راست دور نیم در vπ(j) رأس اگر
pπ(j) باشد. چپ دور نیم در vπ(j) رأس اگر

و

y∗n−j =

{
pπ(j) xj = qπ(j)

qπ(j) xj = pπ(j)

نوشت: مͬ�توان j = ٠, . . . , n برای پس



۴۶ دور روی معͺوس ١-میانه مسئله .٣

x∗j y∗n−j =

{
qπ(j) · pπ(j) .(M نقطه (شامل باشد راست دور نیم در vπ(j) رأس اگر
pπ(j) · qπ(j) باشد. چپ دور نیم در vπ(j) رأس اگر

کاهش و رأس ͷی وزن افزایش چون باشد، صفر ͬͺی حداقل qπ(j) و pπ(j) بین از باید بالا رابطه در که

دارد. بر در را اضافͬ هزینه�های ما برای آن، از بعد افزایش و رأس ͷی وزن کاهش برعͺس، یا و آن، از بعد

داریم: فوق توضیحات بر بنا پس داد، کاهش را آن وزن یا و داد افزایش را آن وزن باید یا رأس، هر برای پس

x∗j y∗n−j = ٠ , j = ٠, ١, . . . , n.

مͬ�توان است، اکید مثبت y∗s یا و x∗r یا که حقیقت این و (٢.٢.٣) گزاره و گزاره این ترکیب با اکنون

است. r + s ≤ n همواره (٢.٢.٣) گزاره در شده بیان فرم به بهینه جواب ͷی در که دریافت

متغیر دو با خطͬ ریزی برنامه بازنویسͬ ٣.٣

تنها که کنیم بازنویسͬ طوری جدید، متغیرهای معرفͬ با را (۴.٣) خطͬ ریزی برنامه مͬ�خواهیم بخش این در

به i = ١, . . . , n ازای به را ḡi(η) و gi(ξ) خطͬ قطعه�ای توابع η ≥ ٠ و ξ ≥ ٠ برای باشیم. داشته متغیر دو

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت

gi(ξ) =

r−١∑
j=٠

aij x̄j + air

ξ −
r−١∑
j=٠

x̄j

 ,

r−١∑
j=٠

x̄j ≤ ξ ≤
r∑

j=٠
x̄j

ḡi(η) =
s−١∑
k=٠

āikȳk + āis

(
η −

s−١∑
k=٠

ȳk

)
,

s−١∑
k=٠

ȳk ≤ η ≤
s∑

k=٠
ȳk

زیر: روابط و (٢.٢.٣) گزاره از استفاده با

ξ =

n∑
j=٠

xj , η =

n∑
k=٠

yk

مشترکͬ بهینه جواب�های که نوشت متغیر دو با زیر مسئله صورت به را (۴.٣) خطͬ ریزی برنامه مͬ�توان

دارند:



۴٧ متغیر دو با خطͬ ریزی برنامه بازنویسͬ .٣.٣

min ξ + η

s.t : gi(ξ) + ḡi(η) ≥ bi ; i = ١, . . . , n

٠ ≤ ξ ≤
n∑

j=٠
x̄j (١۶.٣)

٠ ≤ η ≤
n∑

k=٠
ȳk

شیب که مͬ�باشند مقعر توابعͬ i = ١, ٢, . . . , n هر برای ḡi(η) و gi(ξ) توابع (١.٢.٣) گزاره طبق بر

مͬ�باشد مقعر تابعͬ خود مقعر، توابع مجوع که مͬ�دانیم چون حال مͬ�کند. پیدا کاهش یͺنواخت طور به آنها

داریم. را زیر لم ،g مقعر تابع هر برای مͬ�باشد، محدب {x : g(x) ≥ b} مجموعه همچنین و

است محدب مجموعه ͷی مͬ�شود، تعریف زیر صورت به که B مجموعه .[١۵] .١.٣.٣ لم

B = {(ξ, η) | gi(ξ) + ḡi(η) ≥ bi , ١ ≤ i ≤ n}

تقسیم زیر صورت به جعبه ٨(n + ١) به حداکثر B مرز بالا، صورت به شده تعریف B مجموعه برای

مͬ�شود:

B(r, s) =

(ξ, η) :

r−١∑
j=٠

x̄j ≤ ξ ≤
r∑

j=٠
x̄j ,

s−١∑
k=٠

ȳk ≤ η ≤
s∑

k=٠
ȳk


خاصͬ شͺل ماست، نظر مد جواب همان واقع در که بهینه جواب�های از ͬͺی ،(٢.٢.٣) گزاره به توجه با

جعبه ͷی در (xr, ys) نقطه هر مͬ�باشم، ys و xr مقادیر همچنین و s و r اندیس کردن پیدا دنبال به که دارد،

sای و r اندیس�های (٢.٢.٣) گزاره در شده داده شرح فرم به نقطه هر برای برعͺس، و دارد قرار B(r, s)

مقادیر و s و r اندیس�های کرد پیدا از بعد مͬ�باشد. B(r, s) در نقطه ͷی با متناظر نقطه این که دارد وجود

مͬ�رسیم: نهایͬ جواب به زیر روابط از استفاده با و ys و xr

∀ ٠ ≤ j ≤ r − ١ ; xj = x̄j , ∀ j ≥ r + ١ ; xj = ٠

∀ ٠ ≤ j ≤ s− ١ ; yj = ȳj , ∀ j ≥ s+ ١ ; yj = ٠
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به�صورت محدودیت�های i = ١, . . . , n هر برای مͬ�توانیم مͬ�باشند، مقعر توابعͬ ḡi(η) و gi(ξ) توابع

کرد: جایͽزین زیر محدودیت�های� به�وسیله را gi(ξ) + ḡi(η) ≥ bi

∀ r, s = ٠, ١, · · · , n ,
r−١∑
j=٠

aij x̄j + air

ξ −
r−١∑
j=٠

x̄j

+
s−١∑
k=٠

āikȳk + āis

(
η −

s−١∑
k=٠

ȳk

)
≥ bi

ترکیب با فوق رابطه که

lir(ξ) =

r−١∑
j=٠

aij x̄j + air

ξ −
r−١∑
j=٠

x̄j



همچنین و r = ٠, ١, · · · , n هر برای

l̄is(η) =
s−١∑
k=٠

āikȳk + āis

(
η −

s−١∑
k=٠

ȳk

)

با خطͬ ریزی برنامه ͷی به مͬ�توان باشد، m ≤ n اگر که مͬ�آید، به�دست s = ٠, ١, · · · ,m هر برای

رسید. محدودیت O(n٣) و متغیر دو

تͺراری حل روش ۴.٣

دارد ویژه�ای ساختار بهینه جواب�های از ͬͺی اما هستیم، مسئله برای حلͬ روش ارائه دنبال به بخش این در

و r اندیس اگر پس هستیم، بهینه جواب این کردن پیدا دنبال به واقع در ما و شد بیان (٢.٢.٣) گزاره در که

رسید. نهایͬ بهینه جواب به مͬ�توان (٢.٢.٣) گزاره از استفاده با کنیم، پیدا را xs و xr مقادیر همچنین و s

به āj و aj زیر ریزی برنامه (در بͽیرید نظر در را زیر به�صورت موضعͬ LP مسائل منظور این برای

مͬ�باشد.) Ā و A ماتریس�های jام ستون�های ترتیب

min xr + ys

s.t :

r−١∑
j=٠

x̄ja
j + arxr +

s−١∑
k=٠

ȳkā
k + āsys ≥ b

٠ ≤ xr ≤ x̄r (١٧.٣)

٠ ≤ ys ≤ ȳs



۴٩ تͺراری حل روش .۴.٣

محدودیت�های همان که مͬ�باشیم xr + ys مینیمم کردن پیدا دنبال به موضعͬ مسائل این در واقع در که

B(r, s) جعبه�های تمامͬ در را (١٧.٣) موضعͬ مسائل مͬ�توان منظور این برای کند. برقرار را (١۶.٣) مسئله

مقایسه را هدف�ها تابع مقادیر سپس و کنیم حل ( r = ٠, ١, . . . , n , s = ٠, ١, . . . ,m هر برای (یعنͬ

فوق مسئله بهینه جواب جعبه، O(n٢) از ͷی هر در اینͺه به توجه با کنیم. انتخاب را مقدار کمترین و کرده

این با مسئله شود، مشخص باید مͬ�باشد) محدودیت O(n) و متغیر دو با خطͬ ریزی برنامه مسئله ͷی (که

مͬ�باشد. حل قابل O(n٣) زمان در روش

برای مͬ�باشیم، مسئله حل زمانͬ پیچیدگͬ کردن کم همچنین و حل روش به بخشیدن سرعت دنبال به ما

مͬ�گیریم: نظر در را زیر فاز دو منظور این

نشدنͬ مسئله که مͬ�کنیم ثابت اینͺه یا مͬ�کنیم مشخص را شدنͬ جواب ͷی ما مسئله حل اول فاز در

مͬ�کنیم. محاسبه را بهینه جواب و مͬ�کنیم شروع شدنͬ جواب آن با دوم، فاز در و است.

با متناظر شدنͬ جواب این باشد. مشخص قبل از (۴.٣) مسئله شدنͬ جواب ͷی که کنید فرض اکنون

مشخص با حال . |xr|+ |ys| > ٠ که فرضکنیم مͬ�توانیم ما مͬ�باشد. B(r, s) جعبه در (xr, ys) نقطه ͷی

بͽیرید: نظر در را زیر موضعͬ مسائل s و r اندیس�های بودن

LP (r, s) : min xr + ys

s.t :

r−١∑
j=٠

x̄ja
j + arxr +

s−١∑
k=٠

ȳkā
k + āsys ≥ b

٠ ≤ xr ≤ x̄r (١٨.٣)

٠ ≤ ys ≤ ȳs

اندیس�های اول مسئله در که است این در (١٨.٣) مسئله و (١٧.٣) مسئله تفاوت که داریم توجه البته

در آن گرفتن قرار و (xr, ys) شدنͬ جواب داشتن با دوم مسئله در که حالیست در این نیستند، معلوم s و r

تحدب به توجه با حال مͬ�باشند. معلوم مقادیر این و داریم اختیار در را s و r اندیس�های ما ،B(r, s) جعبه

رسید. زیر لم به مͬ�توان B مجموعه

کند، برقرار را زیر شرایط از ͬͺی مͬ�نامیم، y∗s و x∗r را آن که LP (r, s) بهینه جواب اگر .[١۵] .١.۴.٣ لم

است. بهینه (۴.٣) مسئله در متناظرش جواب

٠ < x∗r < x̄r و ٠ < y∗s < ȳs (١٩.٣)

(r = ٠ و x∗٠ = ٠) یا (r = n و x∗n = x̄n) (٢٠.٣)
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(s = ٠ و y∗٠ = ٠) یا (s = m و y∗m = ȳm) (٢١.٣)

جواب که مواردی در مͬ�نامیم. z آمده، به�دست جواب این ازای به را (۴.٣) مسئله هدف تابع مقدار

نیز را دیͽر موضعͬ LP مسئله سه حداکثر باید ما نͺند، صدق (١٩.٣-٢١.٣) شرایط در LP (r, s) بهینه

مͬ�کنیم: ͷیͺتف را زیر مورد دو حالت این در که کنیم، حل

برای را (١٨.٣) موضعͬ مسائل حالت این در شود، واقع جعبه گوشه�های از ͬͺی در بهینه نقطه •

به کردن رسیدگͬ حال در اگر مثال به�عنوان کنیم، حل باید نیز گوشه�ای نقطه این مجاور جعبه�های

در را مسئله باید حالت این در شود، واقع جعبه این پایینͬ چپ گوشه در بهینه نقطه B(r, s) جعبه

جعبه�های اینͺه بر مشروط کنیم، حل نیز B(r, s− ١) و B(r− ١, s− ١) و B(r− ١, s) جعبه�های

نباشند. تهͬ شده ذکر

در مسئله باید شود، واقع آن مجاور جعبه در بهینه نقطه B(r, s) جعبه به کردن رسیدگͬ حال در اگر •

نباشد. تهͬ جعبه این اینͺه بر مشروط گیرد، قرار بررسͬ مورد نیز جعبه این

جواب�های ازای به (۴.٣) مسئله هدف تابع مقادیر z٣ و z٢ و z١ کنید فرض فوق، موارد بررسͬ از بعد

قرار داشت، وجود جدید موضعͬ LP ͷی فقط اگر باشد. شده ذکر موضعͬ LP مسائل این با متناظر بهینه

مͬ�دهیم:

z٢ = z٣ = ∞

باشیم: داشته اگر بالا، توضیحات از استفاده با

min(z١, z٢, z٣) = z

شدنͬ نقطه باید ،min(z١, z٢, z٣) < z اگر و مͬ�باشد نظر مورد بهینه جواب z با متناظر جواب آنͽاه

این از استفاده با را فوق روند و کرد تعویض z٣ و z٢ و z١ مقدار مینیمم با متناظر شدنͬ نقطه با را قبلͬ

صورت در و خیر. یا مͬ�باشد برقرار (١.۴.٣) لم آیا که کرد بررسͬ سپس و داد. ادامه جدید شدنͬ نقطه

دهیم. ادامه را روند و کنیم حل را جدید موضعͬ مسائل شده گفته موارد طبق باید نبودن، برقرار

خواهد پیدا O(n٢) زمان در (۴.٣) مسئله بهینه جواب ͷی شدنͬ، جواب ͷی از شروع با .[١۵] .٢.۴.٣ لم

شد.

اینͺه بر (مشروط کنیم؟ پیدا را اولیه شدنͬ نقطه ͷی چͽونه که مͬ�کنیم برخورد سؤال این با ما حال

باشد). شدنͬ مسئله



۵١ تͺراری حل روش .۴.٣

جعبه یعنͬ r = s = ٠ از ابتدا مͬ�کنیم. حرکت فوق روش مشابه روش ͷی در ما منظور این برای

در مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را مختلف هدف�های تابع با موضعͬ LP سری ͷی و کرده شروع B(٠, ٠)

(١٧.٣) مسئله محدودیت�های در یعنͬ باشد، نشدنͬ x٠ = ٠ , y٠ = ٠ نقاط اگر B(٠, ٠) جعبه بررسͬ

پس مͬ�کنند، صدق آخر محدودیت دو در نقاط این که است واضح محدودیت�ها، مشاهده با نͺند، صدق

ͷی دارای حداقل (b بردار (همان دوم طرف بردار یعنͬ نمͬ�کند، صدق اول محدودیت نوع از محدودیتͬ در

iامین ما مورد، این در باشد). شده واقع bi در b بردار مثبت مؤلفه اولین کنید (فرض مͬ�باشد مثبت مؤلفه

مͬ�کنیم: حل را زیر موضعͬ LP مسئله و مͬ�کنیم انتخاب هدف تابع عنوان به را ضرایب ماتریس سطر

max ai٠x٠ + āi٠y٠

s.t :a٠x٠ + ā٠y٠ ≥ b̄

٠ ≤ x٠ ≤ x̄٠ (٢٢.٣)

٠ ≤ y٠ ≤ ȳ٠

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به b̄ بردار فوق ریزی برنامه در که

b̄i =

{
٠ bi ≥ ٠
bi bi < ٠

که کنید فرض حال مͬ�مانند. شدنͬ قبل، شدنͬ نامساوی�های همه که مͬ�کند تضمین تعریف این

بردار با را b راست طرف بردار مͬ�کنیم جایͽزین ما باشد. موضعͬ LP مسئله این بهینه جواب ͷی (x∗٠, y∗٠)

مͬ�شود تعریف زیر به�صورت که bnew بردار همان یا ،b̂

b̂ = b− x∗٠a
٠ − y∗٠ā٠

فاز وارد مسئله حل برای و مͬ�باشد (۴.٣) مسئله برای شدنͬ نقطه ͷی جاری، نقطه آنͽاه ،b̂ ≤ ٠ اگر

محدودیت iامین جاری نقطه اگر دارد، وجود امͺان دو اینصورت غیر در شد. داده توضیح که مͬ�شویم دوم

ناشͬ b̂i > ٠ مؤلفه ͷی از (که جدید هدف تابع ͷی با همراه نقطه این از مͬ�دهیم ادامه کند، برقرار را

نقطه از شروع با را جدید موضعͬ LP ͷی و داشته نͽه را قبلͬ هدف تابع ما اینصورت غیر در مͬ�شود).

مͬ�کنیم. حل جاری

جعبه بررسͬ از بعد اگر نیز اینجا در ،(١.۴.٣) لم از بعد شده گفته مطالب مشابه که داریم توجه (البته

گفته مطالب مشابه شود، واقع مجاور جعبه در یا و مرز روی یا و جعبه این گوشه� نقطه در جواب B(r, s)

گیرد). قرار بررسͬ مورد نیز مجاور جعبه�های آن در مسئله باید شده،
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ͷی بالا شده بیان الͽوریتم باشد، شدنͬ دور گراف روی معͺوس ١-میانه مسئله اگر .[١۵] .٣.۴.٣ لم

مͬ�کند. بیان را شدنͬ جواب

موضعͬ خطͬ ریزی برنامه O(n) حقیقت در که مͬ�شود حدس این به منجر الͽوریتم، محاسباتͬ رفتار

شده تولید آزمایش مورد ١۵٠٠٠ از بیش روی حل روش این شود. پیدا شدنͬ جواب ͷی تا شود مطرح باید

ببینید). را (١.٣) (جدول است شده اجرا رأس ۵٠٠ تا ١٠ با تصادفͬ

رئوس تعداد maxval avLPfeas avLPopt maxLPfeas maxLPopt

١٠ ١٠ ۴.٧ ١.۶ ٢۶ ۶

١٠ ١٠٠ ۴.٩ ١.۵ ٣١ ۵

٢٠ ٢٠ ٨.٢ ١.٩ ۵٠ ٨

٢٠ ۴٠٠ ٨.٠ ١.٩ ۵٠ ٧

۵٠ ۵٠ ١۴.۵ ٢.٣ ٨٠ ١١

۵٠ ٢۵٠٠ ١۴.۶ ٢.٣ ٧٨ ١٠

١٠٠ ١٠٠ ٢١.٨ ٢.٧ ١٠۴ ١٢

١٠٠ ١٠٠٠٠ ٢٢.٩ ٢.٧ ١٠۵ ١٢

٢٠٠ ٢٠٠ ٢۶.۶ ٢.٧ ١٢٣ ١۴

۵٠٠ ۵٠٠ ۵١.٢ ٣.٩ ١٩٨ ٢٠

تͺراری روش به�وسیله شده حل موضعͬ خطͬ ریزی�های برنامه تعداد :١.٣ جدول

ستون اعداد و صفر بین تصادفͬ طور به یال�ها طول و وزن�ها پایینͬ و بالایͬ کران�های مورد، هر وزن�های

خطͬ ریزی�های برنامه تعداد میانͽین بیانͽر جدول، از (avLPfeas) ستون بودند. شده انتخاب (maxval)

شود. اثبات مسئله بودن نشدنͬ اینͺه یا و شود پیدا شدنͬ جواب ͷی تا مͬ�شود حل که مͬ�باشد موضعͬ

ͷی از شروع با تا مͬ�شود، حل که موضعͬ خطͬ ریزی�های برنامه تعداد میانͽین بیانͽر (avLPopt) ستون

جواب ͷی تا است شده حل که خطͬ ریزی برنامه تعداد بیشترین شود. پیدا بهینه جواب ͷی شدنͬ، جواب

تعداد بیشترین همچنین و (maxLPfeas) ستون در شود مشاهده مسئله بودن نشدنͬ یا شود تعیین شدنͬ

ستون در برسیم بهینه جواب ͷی به شدنͬ جواب ͷی از شروع با تا مͬ�شود حل که موضعͬ خطͬ ریزی برنامه



۵٣ دور روی معͺوس ١-میانه مسئله برای مثالͬ .۵.٣

بیشتر هرگز شدنͬ، جواب ͷی کردن پیدا برای که مͬ�دهد نشان جدول این است. شده آورده (maxLPopt)

در مͬ�باشد. کمتر خیلͬ تعداد این متوسط به�طور حتͬ و نمͬ�شود حل موضعͬ خطͬ ریزی برنامه O(n) از

مͬ�دهد نشان نتایج این همچنین مͬ�شود. اجرا O(n٢) زمان در تͺراری روش که مͬ�کند اشاره این حقیقت

تͺراری نͽرش به�وسیله سریع بسیار و ساده روش ͷی در مͬ�تواند دور ͷی روی معͺوس ١-میانه مسئله که

شود. حل

دور روی معͺوس ١�میانه مسئله برای مثالͬ ۵.٣

رأس ٩ با دور ͷی مͬ�کنیم. بیان مثال، ͷی با را فصل این در شده بیان حل روش همچنین و مطالب

گراف این ١-میانه ͷی به�عنوان v٠ رأس مͬ�خواهیم که بͽیرید نظر در را (٨.٣) شͺل مانند v٠, v١, . . . , v٨

شود. واقع

..

v٠

.

v١

. v٢.

v٣

.

v۴

.

v۵

.

v۶

.v٧ .

v٨

.

M

رأس ٩ با دوری :٨.٣ شͺل

بیان (٢.٣) جدول در وزن�ها بالای و پایین کران همچنین و یال�ها طول رئوس، وزن به مربوط اطلاعات

است. شده

مͬ�آوریم: به�دست را d̂(j) مقادیر (٢.٣) رابطه به توجه با

d̂(٠) = ٠ , d̂(١) = ١٢ , d̂(٢) = ٧

d̂(٣) = ۶ , d̂(۴) = ۴ , d̂(۵) = ١٨

d̂(۶) = ١٢ , d̂(٧) = ١١ , d̂(٨) = ٣



۵۴ دور روی معͺوس ١-میانه مسئله .٣

j wj lj wj wj

٠ ١ ٧ ٠ ١٠
١ ٢ ۵ ٠ ۵
٢ ٨ ١ ٠ ١٠
٣ ١١ ٢ ٧ ١۵
۴ ٧ ۵ ٧ ١٠
۵ ١٢ ۶ ٧ ١۵
۶ ١۴ ١ ٧ ١۵
٧ ٩ ٨ ۴ ١٠
٨ ٣ ٣ ٠ ١٠

(٨.٣) شͺل دور به مربوط اطلاعات :٢.٣ جدول

مͬ�کنیم: مرتب زیر به�صورت لیست ͷی در را مقادیر این

٠ = d̂(π(٠)) ≤ d̂(π(١)) ≤ d̂(π(٢)) ≤ · · · ≤ d̂(π(٨))

داریم: قبل رابطه در آمده، به�دست d̂(j) مقادیر طبق پس

π(٠) = ٠ , π(١) = ٨ , π(٢) = ۴

π(٣) = ٣ , π(۴) = ٢ , π(۵) = ٧

π(۶) = ١ , π(٧) = ۶ , π(٨) = ٨

داریم: xj متغیرهای برای (١.٣) مسئله آخر محدودیت دو همچنین و (۶.٣) و (۵.٣) روابط به توجه با

٠ ≤ x٠ = p٠ ≤ ٩ , ٠ ≤ x١ = p٨ ≤ ٧ , ٠ ≤ x٢ = q۴ ≤ ٠

٠ ≤ x٣ = q٣ ≤ ۴ , ٠ ≤ x۴ = q٢ ≤ ٨ , ٠ ≤ x۵ = p٧ ≤ ١

٠ ≤ x۶ = p۶ ≤ ١ , ٠ ≤ x٧ = q١ ≤ ٢ , ٠ ≤ x٨ = p۵ ≤ ٣

داریم: نیز yj مقادیر برای همچنین و

٠ ≤ y٠ = q۵ ≤ ۵ , ٠ ≤ y١ = p١ ≤ ٣ , ٠ ≤ y٢ = q۶ ≤ ٧

٠ ≤ y٣ = q٧ ≤ ۵ , ٠ ≤ y۴ = p٢ ≤ ٢ , ٠ ≤ y۵ = p٣ ≤ ۴

٠ ≤ y۶ = p۴ ≤ ٣ , ٠ ≤ y٧ = q٨ ≤ ٣ , ٠ ≤ y٨ = q٠ ≤ ١



۵۵ دور روی معͺوس ١-میانه مسئله برای مثالͬ .۵.٣

زیر به�صورت b بردار همچنین و Ā و A ماتریس�های (٩.٣) و (٨.٣) و (٧.٣) رابطه�های بر بنا حال

بود: خواهند

A =



٧ ٧ ٧ ٧ ٧ ٧ ٧ ٧ −۵
١٢ ١٢ ١٢ ١٢ ١٢ ۴ ٢ ٢ −١٠
١٣ ١٣ ١٣ ١٣ ١١ ٣ ١ ١ −١١
١۵ ١۵ ١۵ ١١ ٩ ١ −١ −١ −١٣
١٨ ١٢ ١٠ ۶ ۴ −۴ −۶ −۶ −١٨
١٢ ۶ ۴ ٠ −٢ −١٠ −١٢ −١٢ −١٢
١١ ۵ ٣ −١ −٣ −١١ −١١ −١١ −١١
٣ −٣ −٣ −٣ −٣ −٣ −٣ −٣ −٣


و

b = (۶٧, ٣٢۴, ٣۶٣, ٣٩٧, ۴٣٨, ٣۶٠, ٣٢٣, ٢٧)

و

Ā =



۵ −٧ −٧ −٧ −٧ −٧ −٧ −٧ −٧
١٠ −٢ −٢ −۴ −١٢ −١٢ −١٢ −١٢ −١٢
١١ −١ −١ −٣ −١١ −١٣ −١٣ −١٣ −١٣
١٣ ١ ١ −١ −٩ −١١ −١۵ −١۵ −١۵
١٨ ۶ ۶ ۴ −۴ −۶ −١٠ −١٢ −١٨
١٢ ١٢ ١٢ ١٠ ٢ ٠ −۴ −۶ −١٢
١١ ١١ ١١ ١١ ٣ ١ −٣ −۵ −١١
٣ ٣ ٣ ٣ ٣ ٣ ٣ ٣ −٣


نوشت: زیر به�صورت را مسئله مͬ�توان (۴.٣) رابطه به توجه با

min

٨∑
j=٠

xj +

٨∑
j=٠

yj

s.t :Ax+ Āy ≥ b

٠ ≤ x ≤ x̄

٠ ≤ y ≤ ȳ

(٣.٣) جدول همچنین و مͬ�دهد نشان r, s = ٠, ١, . . . , ٨ �ازای به را B(r, s) جعبه�های نمودار (٩.٣) شͺل

ببینید). را (٣.٣) جدول و (٩.٣) (شͺل مͬ�دهد نشان مختلف sهای و r ازای به را η و ξ مقادیر



۵۶ دور روی معͺوس ١-میانه مسئله .٣

.. ξ.

η

.
٩

.
١۶

.
٢٠

.
٢٨

.
٢٩

.
٣٠

.
٣٢

.
٣۵

.

۵

.

٨

.

١۵

.

٢٠

.

٢٢

.

٢۶

.

٢٩

.

٣٢

.

٣٣

.r, s = ٠, ١, . . . , ٨ به�ازای B(r, s) جعبه�های نمودار :٩.٣ شͺل

فوق مسئله برای شدنͬ جواب ͷی یافتن دنبال به ما تͺراری، روش در شده گفته مطالب بر بنا حال

به یعنͬ جعبه، این ازای به (١٨.٣) مسئله مͬ�کنیم، شروع B(٠, ٠) جعبه از ابتدا منظور این برای مͬ�باشیم.

مͬ�باشد: زیر به�صورت r = s = ٠ ازای

min x٠ + y٠

s.t : a٠x٠ + ā٠y٠ ≥ b

٠ ≤ x٠ ≤ ٩

٠ ≤ y٠ ≤ ۵

بود: خواهد زیر صورت به آخر) محدودیت دو استثنای (به مسئله این محدودیت�های که
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r ξ s η

٠ ٩ ٠ ۵
١ ١۶ ١ ٨
٢ ١۶ ٢ ١۵
٣ ٢٠ ٣ ٢٠
۴ ٢٨ ۴ ٢٢
۵ ٢٩ ۵ ٢۶
۶ ٣٠ ۶ ٢٩
٧ ٣٢ ٧ ٣٢
٨ ٣۵ ٨ ٣٣

.r, s = ٠, . . . , ٨ ازای به η و ξ مقادیر :٣.٣ جدول

٧x٠ + ۵y٠ ≥ ۶٧ , ١٢x٠ + ١٠y٠ ≥ ٣٢۴ , ١٣x٠ + ١١y٠ ≥ ٣۶٣

١۵x٠ + ١٣y٠ ≥ ٣٩٧ , ١٨x٠ + ١٨y٠ ≥ ۴٣٨ , ١٢x٠ + ١٢y٠ ≥ ٣۶٠

١١x٠ + ١١y٠ ≥ ٣٢٣ , ٣x٠ + ٣y٠ ≥ ٢٧

x٠ = ٠ نقطه پس مͬ�باشد، مثبت (b (بردار راست سمت بردار اول مؤلفه مͬ�کنید ملاحظه که همان�طور

شده گفته مطالب بر بنا نیستند. شدنͬ نقاط این و نمͬ�کند صدق مسئله اول محدودیت همان در y٠ = ٠ و

در را B(٠, ٠) جعبه در و اول محدودیت با متناظر هدف تابع با (٢٢.٣) موضعͬ LP مسئله قبل، بخش در

مͬ�گیریم: نظر

max Z٠,٠ = ٧x٠ + ۵y٠

s.t : a٠x٠ + ā٠y٠ ≥ b̄

٠ ≤ x٠ ≤ ٩

٠ ≤ y٠ ≤ ۵

مͬ�شود: تعریف زیر به�صورت b̄ بردار فوق ریزی برنامه در که

b̄i =

{
٠ bi ≥ ٠
bi bi < ٠

بود: خواهد زیر به�صورت مسئله این بهینه جواب فوق موضعͬ مسئله حل با
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x∗٠ = ٩ , y∗٠ = ۵ ⇒ Z٠,٠ = ٨٨

بود: خواهد زیر صورت به نیز bnew بردار همچنین و

bnew = b− ٩a٠ − ۵ā٠

= (−٢١, ١۶۶, ١٩١, ١٩٧, ١٨۶, ١٩٢, ١۶١−,٩۵)

مͬ�شود، دیده بردار این در مثبت مؤلفه�های هنوز ولͬ شده منفͬ bnew بردار اول مؤلفه که مͬ�کنید ملاحظه

جعبه بالایͬ راست گوشه نقطه در جواب این موضعͬ، مسئله این برای آمده به�دست بهینه جواب به توجه با

مورد را (B(٠, ١) و B(١, ١) و B(١, ٠) جعبه�های (یعنͬ مجاور جعبه�های پس است، شده واقع B(٠, ٠)

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ

زیر به�صورت r = ١ , s = ٠ ازای به یعنͬ جعبه، این ازای به (١٨.٣) مسئله :B(١, ٠) جعبه بررسͬ

مͬ�باشد:

min x١ + y٠

s.t : (a٠x̄٠) + a١x١ + ā٠y٠ ≥ b

٠ ≤ x١ ≤ ٧

٠ ≤ y٠ ≤ ۵

بود: خواهد زیر صورت به آخر) محدودیت دو استثنای (به مسئله این محدودیت�های که

٧x١ + ۵y٠ ≥ ۴ , ١٢x١ + ١٠y٠ ≥ ٢١۶ , ١٣x١ + ١١y٠ ≥ ٢۴۶

١۵x١ + ١٣y٠ ≥ ٢۶٢ , ١٢x١ + ١٨y٠ ≥ ٢٧۶ , ۶x١ + ١٢y٠ ≥ ٢۵٢

۵x١ + ١١y٠ ≥ ٢٢۴ , −٣x١ + ٣y٠ ≥ ٠

y٠ = ٠ و x١ = ٠ نقطه پس مͬ�باشد، مثبت راست سمت بردار اول مؤلفه مͬ�کنید ملاحظه که همان�طور

بخش در شده گفته مطالب بر بنا نمͬ�باشند. شدنͬ نقاط این و نمͬ�کند صدق مسئله اول محدودیت همان در

نظر در را B(١, ٠) جعبه در و اول محدودیت با متناظر هدف تابع با (٢٢.٣) موضعͬ LP مسئله قبل،

مͬ�گیریم:
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max Z١,٠ = ۶٣ + ٧x١ + ۵y٠

s.t : a١x١ + ā٠y٠ ≥ b(١, ٠)

٠ ≤ x١ ≤ ٧

٠ ≤ y٠ ≤ ۵

مͬ�شود: تعریف زیر رابطه به�وسیله b(١, ٠) بردار و ،b(١, ٠) = b− (a٠x̄٠) فوق ریزی برنامه در که

b(١, ٠)i =
{

٠ b(١, ٠)i ≥ ٠
b(١, ٠)i b(١, ٠)i < ٠

بود: خواهد زیر به�صورت مسئله این بهینه جواب فوق موضعͬ مسئله حل با

x∗١ = ۵ , y∗٠ = ۵ ⇒ Z١,٠ = ١٢٣

بود: خواهد زیر صورت به نیز bnew بردار همچنین و

bnew = b− ٩a٠ − ۵a١ − ۵ā٠

= (−۵۶, ١٠۶, ١٢۶, ١٢٢, ١٢۶, ١۶٢, ١۴۴, ٠)

مͬ�شود. دیده بردار این در مثبت مؤلفه�های هنوز ولͬ شده منفͬ bnew بردار اول مؤلفه که مͬ�کنید ملاحظه

زیر به�صورت r = ٠ , s = ١ ازای به یعنͬ جعبه، این ازای به (١٨.٣) مسئله :B(٠, ١) جعبه بررسͬ

مͬ�باشد:

min x٠ + y١

s.t : a٠x٠ + (ā٠ȳ٠) + ā١y١ ≥ b

٠ ≤ x٠ ≤ ٩

٠ ≤ y١ ≤ ٣

بود: خواهد زیر صورت به آخر) محدودیت دو استثنای (به مسئله این محدودیت�های که
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٧x٠ − ٧y١ ≥ ۴٢ , ١٢x٠ − ٢y١ ≥ ٢٧۴ , ١٣x٠ − y١ ≥ ٣٠٨

١۵x٠ + y١ ≥ ٣٣٢ , ١٨x٠ + ۶y١ ≥ ٣۴٨ , ١٢x٠ + ١٢y١ ≥ ٣٠٠

١١x٠ + ١١y١ ≥ ٢۶٨ , ٣x٠ + ٣y١ ≥ ١٢

y١ = ٠ و x٠ = ٠ نقطه پس مͬ�باشد، مثبت راست سمت بردار اول مؤلفه مͬ�کنید ملاحظه که همان�طور

بخش در شده گفته مطالب بر بنا نمͬ�باشند. شدنͬ نقاط این و نمͬ�کند صدق مسئله اول محدودیت همان در

نظر در را B(٠, ١) جعبه در و اول محدودیت با متناظر هدف تابع با (٢٢.٣) موضعͬ LP مسئله قبل،

مͬ�گیریم:

max Z٠,١ = ٢۵ + ٧x٠ − ٧y١

s.t : a٠x٠ + ā١y١ ≥ b(٠, ١)

٠ ≤ x٠ ≤ ٩

٠ ≤ y١ ≤ ٣

مͬ�شود: تعریف زیر رابطه به�وسیله b(٠, ١) بردار و ،b(٠, ١) = b− (ā٠ȳ٠) فوق ریزی برنامه در که

b(٠, ١)i =
{

٠ b(٠, ١)i ≥ ٠
b(٠, ١)i b(٠, ١)i < ٠

بود: خواهد زیر به�صورت مسئله این بهینه جواب فوق موضعͬ مسئله حل با

x∗٠ = ٩ , y∗١ = ٠ ⇒ Z٠,١ = ٨٨

بود: خواهد زیر صورت به نیز bnew بردار همچنین و

bnew = b− ٩a٠ − ۵ā٠ − ٠ā١

= (−٢١, ١۶۶, ١٩١, ١٩٧, ١٨۶, ١٩٢, ١۶١−,٩۵)

مͬ�شود. دیده بردار این در مثبت مؤلفه�های هنوز ولͬ شده منفͬ bnew بردار اول مؤلفه که مͬ�کنید ملاحظه
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زیر به�صورت r = ١ , s = ١ ازای به یعنͬ جعبه، این ازای به (١٨.٣) مسئله :B(١, ١) جعبه بررسͬ

مͬ�باشد:

min x١ + y١

s.t : (a٠x̄٠) + a١x١ + (ā٠ȳ٠) + ā١y١ ≥ b

٠ ≤ x١ ≤ ٧

٠ ≤ y١ ≤ ٣

بود: خواهد زیر صورت به آخر) محدودیت دو استثنای (به مسئله این محدودیت�های که

٧x١ − ٧y١ ≥ −٢١ , ١٢x١ − ٢y١ ≥ ١۶۶ , ١٣x١ − y١ ≥ ١٩١

١۵x١ + y١ ≥ ١٩٧ , ١٢x١ + ۶y١ ≥ ١٨۶ , ۶x١ + ١٢y١ ≥ ١٩٢

۵x١ + ١١y١ ≥ ١۶٩ , −٣x١ + ٣y١ ≥ −١۵

y١ = ٠ و x١ = ٠ نقطه پس مͬ�باشد، مثبت راست سمت بردار دوم مؤلفه مͬ�کنید ملاحظه که همان�طور

قبل، بخش در شده گفته مطالب بر بنا نمͬ�باشند. شدنͬ نقاط این و نمͬ�کند صدق مسئله دوم محدودیت در

مͬ�گیریم: نظر در را B(١, ١) جعبه در و دوم محدودیت با متناظر هدف تابع با (٢٢.٣) موضعͬ LP مسئله

max Z١,١ = ١٠٨ + ١٢x١ + ۵٠ − ٢y١

s.t : a١x١ + ā١y١ ≥ b(١, ١)

٠ ≤ x١ ≤ ٧

٠ ≤ y١ ≤ ٣

تعریف زیر رابطه به�وسیله b(١, ١) بردار و ،b(١, ١) = b − (a٠x̄٠) − (ā٠ȳ٠) فوق ریزی برنامه در که

مͬ�شود:

b(١, ١)i =
{

٠ b(١, ١)i ≥ ٠
b(١, ١)i b(١, ١)i < ٠

بود: خواهد زیر به�صورت مسئله این بهینه جواب فوق موضعͬ مسئله حل با
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x∗١ = ٧ , y∗١ = ٢ ⇒ Z١,١ = ٢٣٨

بود: خواهد زیر صورت به نیز bnew بردار همچنین و

bnew = b− ٩a٠ − ٧a١ − ۵ā٠ − ٢ā١

= (−۵۶, ٨۶, ١٠٢, ٩٠, ٩٠, ١٢۶, ١١٢, ٠)

دیده بردار این در مثبت مؤلفه�های هنوز ولͬ شده منفͬ bnew بردار اول مؤلفه که مͬ�کنید ملاحظه

مقدار بیشترین که مͬ�شود مشاهده ،B(١, ١) و B(١, ٠) و B(٠, ١) و B(٠, ٠) جعبه�های بررسͬ با مͬ�شود.

مͬ�کنیم، پیͽیری جعبه این از را مسئله حل روند ادامه است. افتاده اتفاق B(١, ١) جعبه ازای به هدف تابع

,١)Bاتفاق ١) جعبه راست سمت ضلع روی جعبه، این در بررسͬ از بعد مسئله بهینه نقطه که شد مشاهده

صفر x٢ بالای کران اینͺه به توجه با مͬ�باشد، نیز B(٢, ١) جعبه به متعلق واقع در نقطه این که است، افتاده

B(٣, ١) جعبه بررسͬ به اینجا در مͬ�باشد، نیز B(٣, ١) جعبه به متعلق نقطه این پس ،(x̄٢ = ٠) مͬ�باشد

مͬ�پردازیم.

زیر به�صورت r = ٣ , s = ١ ازای به یعنͬ جعبه، این ازای به (١٨.٣) مسئله :B(٣, ١) جعبه بررسͬ

مͬ�باشد:

min x٣ + y١

s.t : (a٠x̄٠) + (a١x̄١) + (a٢x̄٢) + a٣x٣ + (ā٠ȳ٠) + ā١y١ ≥ b

٠ ≤ x٣ ≤ ۴

٠ ≤ y١ ≤ ٣

بود: خواهد زیر صورت به آخر) محدودیت دو استثنای (به مسئله این محدودیت�های که

٧x٣ − ٧y١ ≥ −٧٠ , ١٢x٣ − ٢y١ ≥ ٨٢ , ١٣x٣ − y١ ≥ ١٩٠

١١x٣ + y١ ≥ ٩٢ , ۶x٣ + ۶y١ ≥ ١٠٢ , ١٢y١ ≥ ١۵٠

− x٣ + ١١y١ ≥ ١٣۴ , −٣x٣ + ٣y١ ≥ ۶
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y١ = ٠ و x٣ = ٠ نقطه پس مͬ�باشد، مثبت راست سمت بردار دوم مؤلفه مͬ�کنید ملاحظه که همان�طور

قبل، بخش در شده گفته مطالب بر بنا نمͬ�باشند. شدنͬ نقاط این و نمͬ�کند صدق مسئله دوم محدودیت در

مͬ�گیریم: نظر در را B(٣, ١) جعبه در و دوم محدودیت با متناظر هدف تابع با (٢٢.٣) موضعͬ LP مسئله

max Z٣,١ = ١٠٨ + ٨۴ + ١٢x٣ + ۵٠ − ٢y١

s.t : a٣x٣ + ā١y١ ≥ b(٣, ١)

٠ ≤ x٣ ≤ ۴

٠ ≤ y١ ≤ ٣

به�وسیله b(٣, ١) بردار و ،b(٣, ١) = b− (a٠x̄٠)− (a١x̄١)− (a٢x̄٢)− (ā٠ȳ٠) فوق ریزی برنامه در که

مͬ�شود: تعریف زیر رابطه

b(٣, ١)i =
{

٠ b(٣, ١)i ≥ ٠
b(٣, ١)i b(٣, ١)i < ٠

بود: خواهد زیر به�صورت مسئله این بهینه جواب فوق موضعͬ مسئله حل با

x∗٣ = ٣ , y∗١ = ٣ ⇒ Z٣,١ = ٣٢٢

بود: خواهد زیر صورت به نیز bnew بردار همچنین و

bnew = b− ٩a٠ − ٧a١ − ٣a٣ − ۵ā٠ − ٣ā١

= (−٧٠, ۵٢, ۶۴, ۵۶, ۶۶, ١١۴, ١٠۴, ۶)

مͬ�شود. دیده بردار این در مثبت مؤلفه�های هنوز ولͬ شده منفͬ bnew بردار اول مؤلفه که مͬ�کنید ملاحظه

مͬ�باشد، نیز B(٣, ٢) جعبه به متعلق نقطه این که است شده واقع B(٣, ١) جعبه بالایͬ ضلع روی بهینه نقطه

مͬ�پردازیم. B(٣, ٢) جعبه بررسͬ به پس

زیر به�صورت r = ٣ , s = ٢ ازای به یعنͬ جعبه، این ازای به (١٨.٣) مسئله :B(٣, ٢) جعبه بررسͬ

مͬ�باشد:
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min x٣ + y٢

s.t : (a٠x̄٠) + (a١x̄١) + (a٢x̄٢) + a٣x٣ + (ā٠ȳ٠) + (ā١ȳ١) + ā٢y٢ ≥ b

٠ ≤ x٣ ≤ ۴

٠ ≤ y٢ ≤ ٧

بود: خواهد زیر صورت به آخر) محدودیت دو استثنای (به مسئله این محدودیت�های که

٧x٣ − ٧y٢ ≥ −۴٩ , ١٢x٣ − ٢y٢ ≥ ٨٨ , ١٣x٣ − y٢ ≥ ١٠٣

١١x٣ + y٢ ≥ ٨٩ , ۶x٣ + ۶y٢ ≥ ٨۴ , ١٢y٢ ≥ ١١۴

− x٣ + ١١y٢ ≥ ١٠١ , −٣x٣ + ٣y٢ ≥ −٣

y٢ = ٠ و x٣ = ٠ نقطه پس مͬ�باشد، مثبت راست سمت بردار دوم مؤلفه مͬ�کنید ملاحظه که همان�طور

قبل، بخش در شده گفته مطالب بر بنا نمͬ�باشند. شدنͬ نقاط این و نمͬ�کند صدق مسئله دوم محدودیت در

مͬ�گیریم: نظر در را B(٣, ٢) جعبه در و دوم محدودیت با متناظر هدف تابع با (٢٢.٣) موضعͬ LP مسئله

max Z٣,٢ = ٢٣۶ + ١٢x٣ − ٢y٢

s.t : a٣x٣ + ā٢y٢ ≥ b(٣, ٢)

٠ ≤ x٣ ≤ ۴

٠ ≤ y٢ ≤ ٧

بردار و ،b(٣, ٢) = b − (a٠x̄٠) − (a١x̄١) − (a٢x̄٢) − (ā٠ȳ٠) − (ā١ȳ١) فوق ریزی برنامه در که

مͬ�شود: تعریف زیر رابطه به�وسیله b(٣, ٢)

b(٣, ٢)i =
{

٠ b(٣, ٢)i ≥ ٠
b(٣, ٢)i b(٣, ٢)i < ٠

بود: خواهد زیر به�صورت مسئله این بهینه جواب فوق موضعͬ مسئله حل با

x∗٣ = ۴ , y∗٢ = ٣ ⇒ Z٣,٢ = ٢٧٨
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بود: خواهد زیر صورت به نیز bnew بردار همچنین و

bnew = b− ٩a٠ − ٧a١ − ۴a٣ − ۵ā٠ − ٣ā١ − ٣ā٢

= (−۵۶, ۴۶, ۵۴, ۴٢, ۴٢, ٧٨, ٧٢, ٠)

مͬ�شود. دیده بردار این در مثبت مؤلفه�های هنوز ولͬ شده منفͬ bnew بردار اول مؤلفه که مͬ�کنید ملاحظه

نیز B(۴, ٢) جعبه به متعلق نقطه این که است شده واقع B(٣, ٢) جعبه راست سمت ضلع روی بهینه نقطه

مͬ�پردازیم. B(۴, ٢) جعبه بررسͬ به پس مͬ�باشد،

زیر به�صورت r = ۴ , s = ٢ ازای به یعنͬ جعبه، این ازای به (١٨.٣) مسئله :B(۴, ٢) جعبه بررسͬ

مͬ�باشد:

min x۴ + y٢

s.t : (a٠x̄٠) + (a١x̄١) + (a٢x̄٢) + (a٣x̄٣) + a۴x۴ + (ā٠ȳ٠) + (ā١ȳ١) + ā٢y٢ ≥ b

٠ ≤ x۴ ≤ ٨

٠ ≤ y٢ ≤ ٧

بود: خواهد زیر صورت به آخر) محدودیت دو استثنای (به مسئله این محدودیت�های که

٧x۴ − ٧y٢ ≥ −٧٧ , ١٢x۴ − ٢y٢ ≥ ۴٠ , ١١x۴ − y٢ ≥ ۵١

٩x۴ + y٢ ≥ ۴۵ , ۴x۴ + ۶y٢ ≥ ۶٠ , −٢x۴ + ١٢y٢ ≥ ١١۴

− ٣x۴ + ١١y٢ ≥ ١٠۵ , −٣x۴ + ٣y٢ ≥ ٩

y٢ = ٠ و x۴ = ٠ نقطه پس مͬ�باشد، مثبت راست سمت بردار دوم مؤلفه مͬ�کنید ملاحظه که همان�طور

قبل، بخش در شده گفته مطالب بر بنا نمͬ�باشند. شدنͬ نقاط این و نمͬ�کند صدق مسئله دوم محدودیت در

مͬ�گیریم: نظر در را B(۴, ٢) جعبه در و دوم محدودیت با متناظر هدف تابع با (٢٢.٣) موضعͬ LP مسئله
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max Z۴,٢ = ٢٨۴ + ١٢x۴ − ٢y٢

s.t : a۴x۴ + ā٢y٢ ≥ b(۴, ٢)

٠ ≤ x۴ ≤ ٨

٠ ≤ y٢ ≤ ٧

،b(۴, ٢) = b− (a٠x̄٠)− (a١x̄١)− (a٢x̄٢)− (a٣x̄٣)− (ā٠ȳ٠)− (ā١ȳ١) فوق ریزی برنامه در که

مͬ�شود: تعریف زیر رابطه به�وسیله b(۴, ٢) بردار و

b(۴, ٢)i =
{

٠ b(۴, ٢)i ≥ ٠
b(۴, ٢)i b(۴, ٢)i < ٠

بود: خواهد زیر به�صورت مسئله این بهینه جواب فوق موضعͬ مسئله حل با

x∗۴ = ٧ , y∗٢ = ٧ ⇒ Z۴,٢ = ٣۵۴

بود: خواهد زیر صورت به نیز bnew بردار همچنین و

bnew = b− ٩a٠ − ٧a١ − ۴a٣ − ٧a۴ − ۵ā٠ − ٣ā١ − ٧ā٢

= (−٢−,١٩−,٣٠−,٧٧۵,−١٠, ۴۴, ۴٩, ٩)

دیده بردار این در مثبت مؤلفه�های هنوز ولͬ شده منفͬ bnew بردار پنجم تا اول مؤلفه که مͬ�کنید ملاحظه

B(۴, ٣) جعبه به متعلق نقطه این که است شده واقع B(۴, ٢) جعبه بالایͬ ضلع روی بهینه نقطه مͬ�شود.

مͬ�پردازیم. B(۴, ٣) جعبه بررسͬ به پس مͬ�باشد، نیز

زیر به�صورت r = ۴ , s = ٣ ازای به یعنͬ جعبه، این ازای به (١٨.٣) مسئله :B(۴, ٣) جعبه بررسͬ

مͬ�باشد:

min x۴ + y٣

s.t : (a٠x̄٠) + (a١x̄١) + (a٢x̄٢) + (a٣x̄٣) + a۴x۴ + (ā٠ȳ٠) + (ā١ȳ١) + (ā٢ȳ٢) + ā٣y٣ ≥ b

٠ ≤ x۴ ≤ ٨

٠ ≤ y٣ ≤ ۵
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بود: خواهد زیر صورت به آخر) محدودیت دو استثنای (به مسئله این محدودیت�های که

٧x۴ − ٧y٣ ≥ −٢٨ , ١٢x۴ − ۴y٣ ≥ ۵۴ , ١١x۴ − ٣y٣ ≥ ۵٨

٩x۴ − y٣ ≥ ٣٨ , ۴x۴ + ۴y٣ ≥ ١٨ , −٢x۴ + ١٠y٣ ≥ ٣٠

− ٣x۴ + ١١y٣ ≥ ٢٨ , −٣x۴ + ٣y٣ ≥ −١٢

y٣ = ٠ و x۴ = ٠ نقطه پس مͬ�باشد، مثبت راست سمت بردار دوم مؤلفه مͬ�کنید ملاحظه که همان�طور

قبل، بخش در شده گفته مطالب بر بنا نمͬ�باشند. شدنͬ نقاط این و نمͬ�کند صدق مسئله دوم محدودیت در

مͬ�گیریم: نظر در را B(۴, ٣) جعبه در و دوم محدودیت با متناظر هدف تابع با (٢٢.٣) موضعͬ LP مسئله

max Z۴,٣ = ٢٧٠ + ١٢x۴ − ۴y٣

s.t : a۴x۴ + ā٣y٣ ≥ b(۴, ٣)

٠ ≤ x۴ ≤ ٨

٠ ≤ y٣ ≤ ۵

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به b(۴, ٣) عبارت فوق، ریزی برنامه در که

b(۴, ٣) = b− (a٠x̄٠)− (a١x̄١)− (a٢x̄٢)− (a٣x̄٣)− (ā٠ȳ٠)− (ā١ȳ١)− (ā٢ȳ٢)

مͬ�شود: تعریف زیر رابطه به�وسیله b(۴, ٣) بردار و

b(۴, ٣)i =
{

٠ b(۴, ٣)i ≥ ٠
b(۴, ٣)i b(۴, ٣)i < ٠

بود: خواهد زیر به�صورت مسئله این بهینه جواب فوق موضعͬ مسئله حل با

x∗۴ = ٨ , y∗٣ = ۴ ⇒ Z۴,٣ = ٣۵٠

بود: خواهد زیر صورت به نیز bnew بردار همچنین و

bnew = b− ٩a٠ − ٧a١ − ۴a٣ − ٨a۴ − ۵ā٠ − ٣ā١ − ٧ā٢ − ۴ā٣

= (−۵۶,−٢۶,−٣٠−,٣٠−,١٨, ۶, ٨, ٠)
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بردار این در مثبت مؤلفه�های هنوز ولͬ شده منفͬ bnew بردار پنجم تا اول مؤلفه که مͬ�کنید ملاحظه

جعبه به متعلق نقطه این که است شده واقع B(۴, ٣) جعبه راست سمت ضلع روی بهینه نقطه مͬ�شود. دیده

مͬ�پردازیم. B(۵, ٣) جعبه بررسͬ به پس مͬ�باشد، نیز B(۵, ٣)

زیر به�صورت r = ۵ , s = ٣ ازای به یعنͬ جعبه، این ازای به (١٨.٣) مسئله :B(۵, ٣) جعبه بررسͬ

مͬ�باشد:

min x۵ + y٣

s.t :

۴∑
i=٠

(aix̄i) + a۵x̄۵ +

٢∑
j=٠

(āj ȳj) + ā٣ȳ٣ ≥ b

٠ ≤ x۵ ≤ ١

٠ ≤ y٣ ≤ ۵

بود: خواهد زیر صورت به آخر) محدودیت دو استثنای (به مسئله این محدودیت�های که

٧x۵ − ٧y٣ ≥ −٨۴ , ۴x۵ − ۴y٣ ≥ −۴٢ , ٣x۵ − ٣y٣ ≥ −٣٠

x۵ − y٣ ≥ −٣۴ , −۴x۵ + ۴y٣ ≥ −١۴ , −١٠x۵ + ١٠y٣ ≥ ۴۶

− ١١x۵ + ١١y٣ ≥ −۵٢ , −٣x۵ + ٣y٣ ≥ ١٢

و x۵ = ٠ نقطه پس مͬ�باشد، مثبت راست سمت بردار ششم مؤلفه مͬ�کنید ملاحظه که همان�طور

در شده گفته مطالب بر بنا نمͬ�باشند. شدنͬ نقاط این و نمͬ�کند صدق مسئله ششم محدودیت در y٣ = ٠

در را B(۵, ٣) جعبه در و ششم محدودیت با متناظر هدف تابع با (٢٢.٣) موضعͬ LP مسئله قبل، بخش

مͬ�گیریم: نظر

max Z۵,٣ = ٣١۴ − ١٠x۵ + ١٠y٣

s.t : a۵x۵ + ā٣y٣ ≥ b(۵, ٣)

٠ ≤ x۵ ≤ ١

٠ ≤ y٣ ≤ ۵

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به b(۵, ٣) عبارت فوق، ریزی برنامه در که
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b(۵, ٣) = b−
۴∑

i=٠
(aix̄i)−

٢∑
j=٠

(āj ȳj)

مͬ�شود: تعریف زیر رابطه به�وسیله b(۵, ٣) بردار و

b(۵, ٣)i =
{

٠ b(۵, ٣)i ≥ ٠
b(۵, ٣)i b(۵, ٣)i < ٠

بود: خواهد زیر به�صورت مسئله این بهینه جواب فوق موضعͬ مسئله حل با

x∗۵ = ٠ , y∗٣ = ۵ ⇒ Z۵,٣ = ٣۶۴

بود: خواهد زیر صورت به نیز bnew بردار همچنین و

bnew = b− ٩a٠ − ٧a١ − ۴a٣ − ٨a۴ − ۵ā٠ − ٣ā١ − ٧ā٢ − ۵ā٣

= (−۴١−,٢٢−,٩۵,−٣−,٢٩۴,−۴,−٣−,٣)

جواب ͷی (به مͬ�کنیم توقف پس است، شده منفͬ bnew بردار مؤلفه�های تمامͬ که مͬ�شود مشاهده

(١٠.٣) شͺل در مͬ�توانید را شدنͬ نقطه ͷی به رسیدن تا جعبه�ها روی شده انجام عملیات رسیده�ایم). شدنͬ

کنید. ملاحظه

مͬ�باشد: زیر صورت به که رسیدیم (۴.٣) مسئله برای شدنͬ جواب ͷی به شده انجام روند با

∀ ٠ ≤ i ≤ ۴ ; xi = x̄i , x۵ = ٠ , ∀ ۶ ≤ i ≤ ٨ ; xi = ٠

و

∀ ٠ ≤ j ≤ ٢ ; yj = ȳj , y٣ = ۵ , ∀ ۴ ≤ j ≤ ٨ ; yj = ٠

(یعنͬ جعبه این در را LP (r, s) مسئله مͬ�شویم، مسئله حل دوم فاز وارد شدنͬ جواب این داشتن با

داریم: مͬ�گیریم، نظر در (B(۵, ٣) جعبه



٧٠ دور روی معͺوس ١-میانه مسئله .٣

.. ξ.

η

........
٩

.
١۶

.
٢٠

.
٢٨

.
٢٩

.
٣٠

.
٣٢

.
٣۵

.

۵

.

٨

.

١۵

.

٢٠

.

٢٢

.

٢۶

.

٢٩

.

٣٢

.

٣٣

.
B(٠،٠)

.
B(١،٠)

.

B(٠،١)

.

B(١،١)

.

B(٣،١)

.

B(٣،٢)

.

B(۴،٢)

.

B(۴،٣)

.

B(۵،٣)

شدنͬ نقطه ͷی به رسیدن تا B(r, s) جعبه�های روی شده انجام عملیات :١٠.٣ شͺل

LP (۵, ٣) : min Z = x۵ + y٣

s.t :

۴∑
j=٠

x̄ja
j + a۵x۵ +

٢∑
k=٠

ȳkā
k + ā٣y٣ ≥ b

٠ ≤ x۵ ≤ ١

٠ ≤ y٣ ≤ ۵

مͬ�باشد: زیر به�صورت فوق، مسئله بهینه جواب

x∗۵ = ٠ , y∗٣ = ۴٫ ٧٢٧٢٧٣ ⇒ Z = ۴٫ ٧٢٧٢٧٣

واقع جعبه بالایͬ گوشه نقطه در جواب این چون و نمͬ�کند صدق (١.۴.٣) لم شرایط در فوق جواب

.(B(۵, ۴) و B(۴, ۴) ،B(۴, ٣) جعبه�های (یعنͬ مͬ�پردازیم مجاور جعبه�های بررسͬ به است، شده

داریم: مͬ�گیریم، نظر در جعبه این در را LP (r, s) مسئله :B(۴, ٣) جعبه بررسͬ
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LP (۴, ٣) : min Z = x۴ + y٣

s.t :

٣∑
j=٠

x̄ja
j + a۴x۴ +

٢∑
k=٠

ȳkā
k + ā٣y٣ ≥ b

٠ ≤ x۴ ≤ ٨

٠ ≤ y٣ ≤ ۵

مͬ�باشد: زیر به�صورت فوق، مسئله بهینه جواب

x∗۴ = ۶٫ ۴۴۶۴٢٩ , y∗٣ = ۴٫ ٣٠٣۵٧١ ⇒ Z = ١٠٫ ٧۵

داریم: مͬ�گیریم، نظر در جعبه این در را LP (r, s) مسئله :B(۴, ۴) جعبه بررسͬ

LP (۴, ٣) : min Z = x۴ + y۴

s.t :

٣∑
j=٠

x̄ja
j + a۴x۴ +

٣∑
k=٠

ȳkā
k + ā۴y۴ ≥ b

٠ ≤ x۴ ≤ ٨

٠ ≤ y۴ ≤ ٢

مͬ�باشد: زیر به�صورت فوق، مسئله بهینه جواب

x∗۴ = ۶٫ ۶٣۶٣۶۴ , y∗۴ = ٠ ⇒ Z = ۶٫ ۶٣۶٣۶۴

داریم: مͬ�گیریم، نظر در جعبه این در را LP (r, s) مسئله :B(۵, ۴) جعبه بررسͬ

LP (۴, ٣) : min Z = x۵ + y۴

s.t :
۴∑

j=٠
x̄ja

j + a۵x۵ +
٣∑

k=٠
ȳkā

k + ā۴y۴ ≥ b

٠ ≤ x۵ ≤ ١

٠ ≤ y۴ ≤ ٢
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مͬ�باشد: زیر به�صورت فوق، مسئله بهینه جواب

x∗۵ = ٠ , y∗۴ = ٠ ⇒ Z = ٠

فوق: مسائل به توجه با حال

min(ZLP (۴,٣)︸ ︷︷ ︸
١٠٫٧۵

, ZLP (۴,۴)︸ ︷︷ ︸
۶٫۶٣۶٣۶۴

, ZLP (۵,۴)︸ ︷︷ ︸
٠

) = ٠ < ZLP (۵,٣) = ۴٫ ٧٢٧٢٧٣

جعبه با متناظر که شدنͬ جواب پس مͬ�باشد، B(۵, ۴) جعبه ازای به هدف تابع مقدار کمترین چون

در را LP (r, s) مسئله مͬ�دهیم، ادامه را روند دوباره و مͬ�کنیم جایͽزین B(۵, ۴) جعبه با را بود B(۵, ٣)

مͬ�باشد: زیر به�صورت بهینه جواب مͬ�گیریم، نظر در جعبه این

x∗۵ = ٠ , y∗۴ = ٠ ⇒ Z = ٠

واقع جعبه پایینͬ گوشه نقطه در جواب این چون و نمͬ�کند صدق (١.۴.٣) لم شرایط در فوق جواب

مقدار .(B(۵, ٣) و B(۴, ٣) ،B(۴, ۴) جعبه�های (یعنͬ مͬ�پردازیم مجاور جعبه�های بررسͬ به است، شده

مͬ�باشد: زیر شرح به جعبه�ها این ازای به LP (r, s) مسئله هدف تابع

ZLP (۴,۴) = ۶٫ ۶٣۶٣۶۴ , ZLP (۴,٣) = ١٠٫ ٧۵ , ZLP (۵,٣) = ۴٫ ٧٢٧٢٧٣

چون: فوق، مسائل به توجه با حال

min(ZLP (۴,۴)︸ ︷︷ ︸
۶٫۶٣۶٣۶۴

, ZLP (۴,٣)︸ ︷︷ ︸
١٠٫٧۵

, ZLP (۵,٣)︸ ︷︷ ︸
۴٫٧٢٧٢٧٣

) = ۴٫ ٧٢٧٢٧٣ ≮ ZLP (۵,۴) = ٠

بود: خواهد زیر به�صورت بهینه جواب و بوده بهینه B(۵, ۴) جعبه در فعلͬ جواب پس

∀ ٠ ≤ i ≤ ۴ ; x∗i = x̄i , x∗۵ = ٠ , ∀ ۶ ≤ i ≤ ٨ ; x∗i = ٠

∀ ٠ ≤ j ≤ ٣ ; y∗j = ȳj , y۴ = ٠ , ∀ ۵ ≤ j ≤ ٨ ; y∗j = ٠

رابطه�های: به توجه با
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٠ ≤ x٠ = p٠ ≤ ٩ , ٠ ≤ x١ = p٨ ≤ ٧ , ٠ ≤ x٢ = q۴ ≤ ٠

٠ ≤ x٣ = q٣ ≤ ۴ , ٠ ≤ x۴ = q٢ ≤ ٨ , ٠ ≤ x۵ = p٧ ≤ ١

٠ ≤ x۶ = p۶ ≤ ١ , ٠ ≤ x٧ = q١ ≤ ٢ , ٠ ≤ x٨ = p۵ ≤ ٣

نیز: و

٠ ≤ y٠ = q۵ ≤ ۵ , ٠ ≤ y١ = p١ ≤ ٣ , ٠ ≤ y٢ = q۶ ≤ ٧

٠ ≤ y٣ = q٧ ≤ ۵ , ٠ ≤ y۴ = p٢ ≤ ٢ , ٠ ≤ y۵ = p٣ ≤ ۴

٠ ≤ y۶ = p۴ ≤ ٣ , ٠ ≤ y٧ = q٨ ≤ ٣ , ٠ ≤ y٨ = q٠ ≤ ١

مقداری qi و مͬ�کنیم اضافه iام رأس وزن به که است مقداری pi که مطلب این به توجه با همچنین و

داریم: بهینه جواب به توجه با و مͬ�کنیم، کم iام رأس وزن از که است

w∗
٠ = w٠ + p٠ = ١ + ٩ = ١٠

w∗
١ = w١ + p١ = ٢ + ٣ = ۵

w∗
٢ = w٢ − q٢ = ٨ − ٨ = ٠

w∗
٣ = w٣ − q٣ = ١١ − ۴ = ۴

w∗
۴ = w۴ − q۴ = ٧ − ٠ = ٧

w∗
۵ = w۵ − q۵ = ١٢ − ۵ = ٧

w∗
۶ = w۶ − q۶ = ١۴ − ٧ = ٧

w∗
٧ = w٧ − q٧ = ٩ − ۵ = ۴

w∗
٨ = w٨ + p٨ = ٣ + ٧ = ١٠

اصلاح وزن بیانͽر رئوس روی اعداد که مͬ�دهد نمایش را شده اصلاح وزن�های با دور گراف زیر، گراف

مͬ�باشد: شده
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..

١٠

.

۵

. ٠.

٧

.

٧

.

٧

.

٧

.۴ .

١٠

شده اصلاح وزن�های با دور گراف :١١.٣ شͺل



۴ فصل

درخت روی معͺوس مقید هسته مسئله

مقدمه ١.۴

مجموع که مسیری کردن پیدا از است عبارت که مͬ�باشد درخت هسته کردن پیدا مͺانیابͬ، مسائل از ͬͺی

آن روی بر دهندگان سرویس کردن واقع با نتیجه در باشد. ممͺن مقدار کمترین آن از رئوس وزنͬ فاصله

مسئله برخلاف که است واضح مͬ�شود. تسهیل امͺان حد تا دهندگان سرویس به مشتریان دسترسͬ مسیر

ͷی دهنده سرویس مسئله این در دارند، قرار هم از جدا نقطه چند روی بر دهندگان سرویس که p-میانه

شبͺه ͷی روی بر هسته کردن پیدا مسئله مͬ�گیرد. قرار مسیر ͷی روی بر که است پیوسته هم به وسیله

که داد نشان ١٩٩٣ سال در حͺیمͬ است. متفاوتͬ خواص دارای و بررسͬ قابل جداگانه به�طور درخت یا

به درخت، روی بر هسته کردن پیدا اما .[٣۵] است NP-سخت مسئله ͷی شبͺه روی بر مسیر کردن پیدا

فرض .[۵۵] کردند ارائه آن برای خطͬ الͽوریتمͬ اسلیتر١ و مورگان ١٩٨٠ سال در است. آسان�تر نسبت

وزن دارای vi رأس هر که باشد شده داده {v١, v٢, . . . , vn} رئوس مجموعه با T = (V,E) درخت کنید

زیر به�صورت مͬ�توان را مسئله این هدف تابع مͬ�باشد. واحد ١ درخت یال هر طول همچنین و مͬ�باشد wi

نوشت:

F (P ) = min

n∑
i=١

wid(vi, P )

داریم: و مͬ�باشد مسیر ͷی P آن در که

d(vi, P ) = min
u∈V (P )

d(vi, u)

١Morgan and Slater
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انتهایش و vi رأس در ابتدایش که مسیر هر مͬ�باشند. P مسیر به متعلق رئوس V (P ) فوق، رابطه در که

مͬ�دهیم. نشان Pvi,vj با را باشد vj رأس در

مͬ�باشد. بررسͬ و جستجو قابل منابع تخصیص و مدیریت علوم از وسیعͬ حوزه در مسیر، مسئله کاربرد

�شهری برون جاده�های یا شهر ͷی داخل خیابان�های شهری، قطارهای حرکت مسیر طراحͬ در مثال عنوان به

بهینه برای هسته مسئله از مͬ�توان شهری درون� اتوبوس�های مسیر یا و فاضلاب و آب لوله�های مسیر یا و

کرد. استفاده دسترسͬ و حرکت تسهیل و سازی

درخت روی مقید هسته مسئله ٢.۴

هسته را هسته�ای چنین باشد، مشخصͬ مقدار آن طول که است هسته�ای کردن پیدا هدف موارد بعضͬ در

کافͬ امͺانات یا دهد پوشش را شبͺه تمام نمͬ�تواند دهنده سرویس که هنͽامͬ مسئله این مͬ�گویند. مقید

مسئله این ریاضͬ مدل مͬ�آید. به�وجود ندارد، وجود ماکزیمم طول با بهینه دهنده سرویس ͷی ایجاد برای

مͬ�شود: نوشته زیر به�صورت

F (P ) = min

n∑
i=١

wid(vi, P )

و [۵٢] کرد بررسͬ را مسئله این ١٩٨۵ سال در مینیͺا٢ ادوارد مͬ�باشد. ℓ طول به مسیری P آن در که

در همچنین او مͬ�باشد. O(n٣) زمانͬ مرتبه دارای که داد پیشنهاد مقید هسته کردن پیدا برای را حلͬ روش

در .[۵١] بͽذرد ١-میانه نقطه از مقید، هسته ندارد لزومͬ که رسید نتیجه این به پاتل٣ همراه به ١٩٨٣ سال

O(n log n) زمانͬ پیچیدگͬ با الͽوریتمͬ و [۵٧] نمودند بررسͬ را مقید هسته مسئله لو۴ و پن ١٩٩۶ سال

سال در نیز همͺاران و آلستراپ۵ کردند. سازی پیاده مͬ�باشد ١ آن یال�های طول که وزن�داری درخت روی به

زمانͬ پیچیدگͬ با الͽوریتمͬ نمودندو بررسͬ دلخواه یال طول با درخت برای را مقید هسته مسئله ٢٠٠١

.[۵] مͬ�باشد هسته طول ℓ آن در که کردند ارائه O(nℓ)

درخت روی مقید هسته کردن پیدا برای حلͬ روش ١.٢.۴

مͬ�باشد: زیر به�صورت کرد بیان درخت روی مقید هسته کردن پیدا برای [۵٢] مینیͺا که روشͬ

را مͬ�باشد ℓ مساوی یا بزرگتر آنها طول که Pvi,vj مسیرهای کلیه T درخت از vj و vi برگ دو هر برای

و کنید جدا را واحدی ℓ مسیر ͷی vj رأس سمت به vi رأس از مسیرها، این از ͷی هر برای بͽیرید. نظر در
٢Minieka
٣Patel
۴Peng and Lo
۵Alstrup
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فوق روند شود. ایجاد دیͽر واحدی ℓ مسیر ͷی تا داده حرکت vj رأس جهت در واحد ͷی را مسیر این حال

به شود. منطبق vj رأس روی بر آن انتهایͬ رأس که برسیم واحدی ℓ مسیر ͷی به تا مͬ�دهیم ادامه آنقدر را

مسیری ،ℓ طول با آمده به�دست مسیرهای این بین از داریم. اختیار در را ℓ طول به مسیرهای کلیه ترتیب، این

مͬ�باشد. مسئله بهینه مسیر شود، ممͺن مقدار کمترین مسیر، آن ازای به زیر تابع مقدار که

G(P ) =
n∑

i=١
wid(vi, P ) (١.۴)

بͽیرید: نظر در را زیر گراف مثال به�عنوان

..v۵ . v۴.

v٣

.

v٢

.

v١

.v۶ .v٧ .

v٨

.

v٩

.

v١٠

رأس ١٠ با درختͬ :١.۴ شͺل

مͬ�خواهیم مͬ�باشد. ٢ و ٢ ،٣ ،٢ ،۶ ،۴ ،٢ ،۵ ،٣ ،١ به�ترتیب v١٠ تا v٢ ،v١ رئوس وزن فوق، گراف در

نموده محاسبه را درخت روی برگ دو هر فاصله ابتدا کنیم. پیدا را ۴ طول به هسته (١.۴) شͺل درخت در

مͬ�باشند زیر به�صورت مسیرها این که مͬ�کنیم مشخص را مͬ�باشد ۴ مساوی یا بزرگتر طول با مسیرهای و

نشده�اند). ذکر مشابه (مسیرهای

{
Pv١,v٧ , Pv١,v١٠ , Pv٣,v١٠ , Pv۴,v١٠ , Pv٧,v١٠

}
مͬ�باشد: زیر به�صورت ۴ طول به مسیرهای کلیه شده، داده توضیح روند به توجه با حال

{
Pv١,v٧ , Pv١,v٨ , Pv٢,v٩ , Pv٣,v٩ , Pv۴,v٩ , Pv۵,v١٠ , Pv٧,v١٠

}
،١۵ ،٢٠ ترتیب به فوق مسیر ٧ از (رئوس) مشتریان وزنͬ فاصله مجموع شده، داده وزن�های نسبت به

مͬ�باشد. بهینه مسیر Pv٣,v٩ مسیر آمده، به�دست مقادیر به توجه با مͬ�باشد. ٢٧ و ١۴ ،١۴ ،١١ ،١٢



٧٨ درخت روی معͺوس مقید هسته مسئله .۴

درخت روی معͺوس مقید هسته مسئله ریاضͬ مدل ٣.۴

دارای vi رأس هر که باشد شده داده {v١, v٢, . . . , vn} رئوس مجموعه با T = (V,E) درخت کنید فرض

تعیین پیش از ℓ طول با P مسیر همچنین و مͬ�باشد واحد ١ درخت یال هر طول همچنین و مͬ�باشد wi وزن

پیش از مسیر این ممͺن، هزینه کمترین با که کنیم اصلاح آن�چنان را مشتریان وزن مͬ�خواهیم ما باشد. شده

دلخواه به�صورت نمͬ�تواند رئوس وزن تغییر این البته شود. واقع مسئله بهینه مقید هسته به�عنوان شده، تعیین

یعنͬ: کند، صدق کران�ها این در باید نیز شده اصلاح وزن�های و مͬ�باشند کراندار رئوس وزن و شود انجام

wi ≤ w∗
i ≤ wi ; i = ١, . . . , n

wi وزن کاهش برای و ،ci نامنفͬ هزینه متحمل ما واحد، ͷی اندازه به wi وزن افزایش برای کنید فرض

وزن که باشد مقداری بیانͽر pi کنید،� فرض همچنین شویم. di نامنفͬ هزینه متحمل واحد، ͷی اندازه به

مجموعه φ اگر حال است. کرده پیدا کاهش wi وزن که باشد مقداری بیانͽر qi و کرده پیدا افزایش wi

مͬ�تواند درخت روی معͺوس مقید هسته مسئله سپس باشد،� شده داده درخت در ℓ طول با مسیرهای تمام

شود: نوشته زیر به�صورت

min

n∑
i=١

(cipi + diqi)

s.t :

n∑
i=١

(wi + pi − qi)aiS ≤ ٠ ∀S ∈ φ

٠ ≤ pi ≤ wi − wi ; i = ١, . . . , n (٢.۴)

٠ ≤ qi ≤ wi − wi ; i = ١, . . . , n

فوق: رابطه در که

aiS = d(vi, P )− d(vi, S)

شده، اصلاح وزن�های نسبت به P شده تعیین پیش از مسیر که مͬ�کند بیان اول محدودیت مدل، این در

طول با موجود مسیرهای بقیه نسبت به مسیر، این از مشتریان وزنͬ فاصله مجموع (یعنͬ مͬ�باشد بهینه مسیر

درخت رئوس وزن اصلاح که مͬ�کند بیان را مطلب این نیز آخر محدودیت دو شود). مقدار کمترین ،ℓ

و بالا کران بین در باید نیز شدن اصلاح از بعد وزن�ها از ͷی هر و شود انجام دلخواه به�صورت نمͬ�تواند

گیرند. قرار خود پایین



٧٩ درخت روی معͺوس مقید هسته مسئله ریاضͬ مدل .٣.۴

درخت روی معͺوس مقید هسته مسئله برای حلͬ روش ١.٣.۴

که Pvi,vj مسیرهای کلیه T درخت از vj و vi برگ دو هر برای قبل، بخش در شده داده توضیح روند مانند

سمت به vi رأس از مسیرها، این از ͷی هر برای بͽیرید. نظر در را مͬ�باشد ℓ مساوی یا بزرگتر آنها طول

ͷی تا داده حرکت vj رأس جهت در واحد ͷی را مسیر این حال و کنید جدا را واحدی ℓ مسیر ͷی vj رأس

رأس که برسیم واحدی ℓ مسیر ͷی به تا مͬ�دهیم ادامه آنقدر را فوق روند شود. ایجاد دیͽر واحدی ℓ مسیر

وجود مسیر ͷی تنها درخت، ͷی رأس دو هر بین اینͺه به توجه با شود. منطبق vj رأس روی بر آن انتهایͬ

با مسیرهای کلیه داشتن با حال داریم. اختیار در را ℓ طول به مسیرهای کلیه فوق، روند به توجه با و دارد

qi و pi مقادیر i = ١, . . . , n هر برای مͬ�توان معͺوس، مقید هسته مسئله ریاضͬ مدل همچنین و ℓ طول

اطلاعات که بͽیرید نظر در را (١.۴) شͺل درخت مثال به�عنوان رسید. بهینه جواب به و آورد به�دست را

است. شده آورده (١.۴) جدول در درخت این به مربوط

رئوس wi wi wi ci di

v١ ١ ٠ ۴ ١ ٢
v٢ ٣ ١ ۵ ٣ ١
v٣ ۵ ٢ ٨ ٢ ٣
v۴ ٢ ٠ ۵ ۴ ١
v۵ ۴ ١ ۶ ١ ٢
v۶ ۶ ۴ ٧ ٢ ۴
v٧ ٢ ٠ ٣ ۵ ١
v٨ ٣ ١ ۵ ١ ٣
v٩ ٢ ١ ۶ ٢ ٣
v١٠ ٢ ٠ ٣ ١ ٢

(١.۴) شͺل درخت به مربوط اطلاعات :١.۴ جدول

P اختصار به را مسیر (این باشد ما نظر مد شده تعیین پیش از مسیر ۴ طول با Pv۵,v١٠ مسیر کنید فرض

پیش از مسیر این که دهیم تغییر آن�چنان ممͺن هزینه کمترین با را درخت رئوس وزن مͬ�خواهیم مͬ�نامیم).

مسیر�های کلیه کردید مشاهده قبل بخش در که همان�طور شود. واقع مسئله بهینه مسیر به�عنوان شده، تعیین

مͬ�باشد: زیر به�صورت درخت این در ۴ طول با

{
Pv١,v٧ , Pv١,v٨ , Pv٢,v٩ , Pv٣,v٩ , Pv۴,v٩ , Pv۵,v١٠ , Pv٧,v١٠

}
با و درخت این برای را (٢.۴) مسئله نمͬ�باشد. بهینه مسیر ͷی شده، داده وزن�های نسبت به P مسیر

داریم: مͬ�گیریم، نظر در ،۴ طول با آمده به�دست مسیرهای به توجه



٨٠ درخت روی معͺوس مقید هسته مسئله .۴

min
١٠∑
i=١

(cipi + diqi)

s.t :

١٠∑
i=١

(wi + pi − qi)
[
d(vi, P )− d(vi, Pv١,v٧)

]
≤ ٠

١٠∑
i=١

(wi + pi − qi)
[
d(vi, P )− d(vi, Pv١,v٨)

]
≤ ٠

...
١٠∑
i=١

(wi + pi − qi)
[
d(vi, P )− d(vi, Pv٧,v١٠)

]
≤ ٠

٠ ≤ pi ≤ wi − wi ; i = ١, . . . , n

٠ ≤ qi ≤ wi − wi ; i = ١, . . . , n

مͬ�باشد: زیر به�صورت مسئله بهینه جواب فوق، مسئله حل با

p∗i = ٠ ; i = ١, . . . , ٩ , p∗١٠ = ١

q∗١ = ٠ , q∗٢ = ١ , q∗٣ = ٢ , q∗i = ٠ ; i = ۴, . . . , ١٠

بود: خواهد زیر به�صورت وزن�ها اصلاح آمده، به�دست جواب�های به توجه با

w∗
٢ = w٢ − q∗٢ = ٣ − ١ = ٢

w∗
٣ = w٣ − q∗٣ = ۵ − ٢ = ٣

w∗
١٠ = w١٠ + p∗١٠ = ٢ + ١ = ٣

پیش از مسیر که مͬ�شود مشاهده جدید، وزن�های این با حال مͬ�ماند. باقͬ تغییر بدون رئوس بقیه وزن و

شده)، (اصلاح جدید وزن�های نسبت به زیرا مͬ�شود، واقع مسئله بهینه میسر ͷی به�عنوان ،P شده تعیین

،٢١ ترتیب به Pv٧,v١٠ و Pv۴,v٩ ،Pv٣,v٩ ،Pv٢,v٩ ،Pv١,v٨ ،Pv١,v٧ مسیر�های از مشتریان وزنͬ فاصله مجموع

مͬ�باشد. ١١ مقدار ،P مسیر از مشتریان وزنͬ فاصله مجموع و مͬ�باشد ٢١ و ١٢ ،١١ ،١١ ،١۵
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Abstract
In discrete location problems (in particular, the p-median problems), there are ”n” cus-

tomers with given weight which goal is to find the location of ”p” supplier (median) such that
the sum of weighted distances from customers to the nearest supplier get minimized.
But the inverse discrete location problems (in particular, the inverse p-median problems) con-
sist in changing the parameters of a p-median problem at minimum cost such that a set of
”p” prespecified suppliers becomes the p-median. The costs are proportional to the increase
or decrease of the corresponding parameters. These parameters are the lenght of edges and
the weight of vertices. Every parameter can only be changed between a lower bound and an
upper bound.
In this thesis, first we consider the inverse 1-median problem with variable vertices weight on
tree and cycle and finally the inverse conditional core problem on tree is considered, that the
core problem on tree is in fact a path that sum of weighted distances from all vertices to this
path is minimized.
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