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و مͬ�پردازیم چند�جمله�ای ͷی قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ بیان به پایان�نامه، این در
بدست راستا این در دیͽر معروف نتایج و دوان عزیز، از مشهوری نامساوی�های از بهبودهایͬ

مͬ�آوریم.



චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس
زیره، احمد دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در
انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه

نمͬ�رسید.
فرمودند تقبل را پایان�نامه این مشاوره� و مطالعه زحمت که هاشمͬ ابراهیم دکتر آقای جناب از
را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایͬ مورد را اینجانب احسن نحو به پایان�نامه، این سازی آماده در و

دارم.
خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در
و سرشار عاطفه پاس به عزیزم خواهران از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم ستایش

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای

ণ۱۳۹۱یدهآ૟ণهਣඇඌࣹی
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١ فصل

مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه

مقدمه ١.١

از که دارند اساسͬ نقشͬ مختلط چند�جمله�ای�های ریاضیات، از شاخه�ای عنوان به مختلط آنالیز در
و معمولͬ مشتق براوردهای صفرها، محل یافتن به مͬ�توان چند�جمله�ای�ها باب در بحث قابل موارد
این تمامͬ در کرد. اشاره و... ها آن انتͽرالͬ میانͽین براوردهای و قدرمطلق ماکسیمم رشد قطبͬ،
بررسͬ�های و مطالعات راستا دراین مͬ�کند. ایفا کلیدی نقشͬ نیز قدرمطلق ماکسیمم اصل زمینه�ها
اسمیچر، رحمان، توران، دوان، محمدشاه، عبدالعزیز، چون اندیشمندانͬ و بزرگان توسط فراوانͬ
مشتق مورد در نامساوی�هایͬ بیان با و پایان�نامه این ارائه با نیز ما است. شده انجام ... و گوویل
از داشت. خواهیم بر نامساوی�ها این بهبود جهت در ͷکوچ چند هر گامͬ چند�جمله�ای�ها از قطبͬ

مͬ�پردازیم. مهم قضیه�های و تعریف چند بیان به فصل این در رو این

مهم قضایای و تعاریف ٢.١

نمایش D با معمولا را میدان مͬ�شود. نامیده میدان باز، و همبند مجموعه هر .١.٢.١ تعریف
مͬ�دهند.

گویند. ناحیه را مرزی�اش نقاط ͬͽهم یا و ͷی هیچ بعضͬ، همراه به میدان ͷی .٢.٢.١ تعریف

باشد. پذیر مشتق z٠ ͬͽهمسای ͷی در هرگاه گوییم، تحلیلͬ z٠ در را f تابع .٣.٢.١ تعریف

α نقطه به نسبت آن قطبͬ مشتق آن�گاه باشد، n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) اگر .۴.٢.١ تعریف
بود خواهد زیر فرم به

Dαp(z) = np(z) + (α− z)p′(z)



٢ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١

را p(z) چند�جمله�ای از p′(z) معمولͬ مشتق و است n − ١ حداکثر درجه از Dαp(z) چند�جمله�ای
که معنͬ این به مͬ�دهد، تعمیم

lim
α→∞

Dαp(z)

α
= p′(z).

مͬ�سازیم را قطبͬ مشتق�های از دنباله�ای p(z) n درجه از چند�جمله�ای با متناظر حال

Dα١p(z) = np(z) + (α− z) p′(z),

Dα١Dα٢ ...Dαk
p(z) = (n− k + ١)Dα١Dα٢ ...Dαk−١p(z)

+ (αk − z)
(
Dα١Dα٢ ...Dαk−١p(z)

)′
, k = ٢,٣, ..., n

مشتق k−امین همانند باشند. نابرابر یا برابر است ممͺن α١, α٢, ..., αk نقاط k = ١,٢, .., n برای
حداکثر درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) از Dα١Dα٢ ...Dαk

p(z) قطبͬ مشتق ،p(z) از pk(z) معمولͬ
است. n− k

چند�جمله�ای آن�گاه باشد، n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) کنیم فرض .۵.٢.١ تعریف

گویند. p(z) معͺوس مزدوج چند�جمله�ای را q(z) = znp(
١
z
)

به p(z) = q(z) اگر مͬ�شود، نامیده معͺوس خود n درجه از p(z) چند�جمله�ای .۶.٢.١ تعریف
.q(z) = znp(

١
z
) که طوری

u : G −→ R تابع مͬ�گوییم باشد، مختلط اعداد از باز زیر�مجموعه ͷی G اگر .٧.٢.١ تعریف

.∂
٢u

∂x٢
+

∂٢u

∂y٢
= ٠ و باشد پیوسته دوم مرتبه جزئͬ مشتق�های داراری u هرگاه است، ͷهارمونی

تابع اگر به�علاوه، نباشد. تحلیلͬ نقطه آن در اگر دارد، تͺین نقطه ͷی در f تابع .٨.٢.١ تعریف
است. تنها تͺین نقطه آن گوییم آن�گاه باشد، تحلیلͬ تͺین ͷی ͬͽهمسای ͷی در

هرگاه است، برداشتنͬ تͺین a باشد، داشته تنها تͺین ͷی z = a نقطه در f تابع اگر تعریف٩.٢.١.
٠ < |z − a| < R هر ازای به که طوری به باشد، داشته وجود g : B(a;R) → C مانند تحلیلͬ تابعͬ

است. R شعاع و a مرکز به باز گوی B(a;R) همچنین .g(z) = f(z) ،

آن�گاه ، f(z) → ∞ ، z −→ z٠ و باشد داشته تنها تͺین z = z٠ در f(z) تابع اگر .١٠.٢.١ تعریف
دارد. قطب z = z٠ در

z١, z٢, ..., zn ∈ آن�گاه باشد، n درجه از چند�جمله�ای p(z) =

n∑
i=٠

aiz
i اگر جبر). (اساسͬ ١١.٢.١ قضیه

نیستند. متمایز لزوما ziها که p(z) = an

n∏
i=١

(z − zi) بطوریͺه دارند وجود C



٣ مهم قضایای و تعاریف .٢.١

آن، بستار بر و تحلیلͬ D کراندار میدان در f(z) اگر قدرمطلق). ماکسیمم (اصل ١٢.٢.١ قضیه
مͽر ندارد ماکسیمم درونͬ نقاط در به�علاوه دارد. مرز بر ماکسیممͬ |f(z)| آن�گاه باشد، پیوسته D

باشد. ثابت تابع اینͺه

باشد تحلیلͬ C بسته ساده خم روی بر و درون g(z) و f(z) کنیم فرض روشه). ١) ١٣.٢.١ قضیه
دارند. برابر صفر�های تعداد C درون f(z) و f(z) + g(z) صورت این در ،|g(z)| < |f(z)| ، C بر و

واقع بسته�ی مرز C و تحلیلͬ D ساده همبند میدان در f(z) کنیم فرض کوشͬ). ٢) ١۴.٢.١ قضیه
.∫C f(z)dz = ٠ آنͽاه باشد، D درون در

بسته ساده مرز شامل که ساده�ای همبند میدان در f(z) فرضکنیم کوشͬ). (انتͽرال ١۵.٢.١ قضیه
مراتب تمام از مشتق دارای C درون z٠ نقطه هر در f(z) صورت این در باشد. تحلیلͬ است C

و است

f (n)(z٠) =
n!

٢πi
∫
C

f(z)

(z − z٠)
n+١dz.

باز مجموعه�های بر را باز مجموعه�های ثابت غیر تحلیلͬ تابع باز). (نͽاشت ١۶.٢.١ قضیه
مͬ�نͽارد.

١Rouche
٢Cauchy



٢ فصل

از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ
چند�جمله�ای�ها

چند�جمله�ای�ها از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ ١.٢

شامل که مͬ�پردازیم چند�جمله�ای�هایͬ از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ بیان به فصل این در
مینیمم و ماکسیمم همچنین باشند. k ≥ ١ برای |z| ≥ k و |z| ≤ ١ ناحیه�های در را صفرهایشان
مشهور نتایج برخͬ از فشرده تعمیم�هایͬ و مͬ�زنیم تخمین را p(z) از قطبͬ مشتق k−امین از مدولͬ

مͬ�آوریم. بدست را
آ�ن�گاه |z| < ١ در p(z) ̸= ٠ و باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) اگر

max
|z|=١

|p′(z)| ≤ n

٢

{
max
|z|=١

|p(z)| − min
|z|=١

|p(z)|
}

(١.٢)

و
max

|z|=R>١
|p(z)| ≤

(
Rn + ١

٢

)
max
|z|=١

|p(z)| −
(
Rn − ١

٢

)
min
|z|=١

|p(z)|. (٢.٢)

فرض است. برقرار |β| ≥ |α| که p(z) = αzn+β چند�جمله�ای برای تساوی (٢.٢) و (١.٢) در
نشود، صفر k ≥ ١ ، |z| < k ͷدیس در که طوری به باشد، n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) کنیم

صورت این در
max
|z|=١

|p′(z)| ≤ n

١+ k

(
max
|z|=١

|p(z)| − min
|z|=k

|p(z)|
)

(٣.٢)

داد نشان باشند، واقع |z| ≤ ١ در صفرهایش همه که n درجه از p(z) چندجمله�ای برای ١ توران
١Turan



۵ چند�جمله�ای�ها از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .١.٢

max
|z|=١

|p′(z)| ≥
(
n

٢

)
max
|z|=١

|p(z)| (۴.٢)

یافت، بهبود زیر فرم به [٢] داوود و عزیز توسط که

max
|z|=١

|p′(z)| ≥
(
n

٢

){
max
|z|=١

|p(z)|+ min
|z|=١

|p(z)|
}

(۵.٢)

برای زیر فرم به [٣] ٢ احمد و عزیز توسط چند�جمله�ای ͷی از قطبͬ مشتق برای بهبود این و
شد داده تعمیم |α| ≥ ١

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥
(
n

٢

){
(|α| − ١)max

|z|=١
|p(z)|+ (|α|+ ١) min

|z|=١
|p(z)|

}
(۶.٢)

١ ≤ k < n و |αk| ≥ ١ ...، |α٢| ≥ ١ ، |α١| ≥ ١ برای قطبͬ مشتق به مربوط نامساوی این از تعمیمͬ
فرم به

max
|z|=١

|Dα١Dα٢ ...Dαk
p(z)| ≥

{
n (n− ١) ... (n− k + ١)

٢k
}

[
{(|α١| − ١) ... (|αk| − ١)}max

|z|=١
|p(z)|

+
{
٢k|α١||α٢|...|αk| − ((|α١| − ١) ... (|αk| − ١))

}
min
|z|=١

|p(z)|
]

(٧.٢)

مͬ�آوریم. بدست

و باشند داشته قرار C درونͬ نقاط در p(z) ، n درجه از چند�جمله�ای صفر�های همه اگر .١.١.٢ لم
نقطه�ی دو هر آن�گاه باشد، p(z) از قطبͬ مشتق Dαp(z) = np(z) + (α − z)p′(z) از صفری هر ω

دارند. قرار C داخل α و ω

مͬ�باشد. [٣٢] ٣ لاگور قضیه از نتیجه�ای لم این

و باشند داشته قرار |z| ≤ r در p(z) ، n درجه از چندجمله�ای صفرهای همه اگر .٢.١.٢ لم
قطبͬ مشتق�های از کدام هر آن�گاه نباشند، واقع |z| ≤ r در α١, α٢, ..., αk نقاط از کدام هیچ

واقع�اند. |z| ≤ r در صفر�هایش همه نیز k = ١,٢, ..., n− ١ ، Dα١Dα٢ ...Dαk
p(z)

قرار |z| ≤ ١ در صفرهایش همه که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) اگر [۴] .٣.١.٢ قضیه
داریم: |z| ≥ ١ برای آن�گاه باشند، داشته

٢Ahmad
٣Laguerre



۶ چند�جمله�ای�ها از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .٢

min
|z|=١

|Dα١Dα٢ ...Dαk
p(z)|

⩾ n (n− ١) ... (n− k + ١) |α١α٢...αk||z|n−k min
|z|=١

|p(z)| (٨.٢)

هستند. k ≤ n− ١ ؛ i = ١,٢, ..., k ، |αi| ≥ ١ با مختلط یا حقیقͬ اعدادی αi که طوری به

آن�گاه باشد، داشته |z| = ١ روی صفر ͷی p(z) اگر برهان.
m = min

|z|=١
|p(z)| = ٠.

در باشند، داشته قرار |z| < ١ در p(z) صفرهای همه�ی کنیم فرض حال است. واضح نتیجه لذا
و |β| < ١ که β هر ازای به رو این از .m ≤ |p(z)| داریم |z| = ١ برای و ،m > ٠ صورت این
صفرهای همه که مͬ�شود نتیجه روشه قضیه از بنابراین . |p(z)| > |mβzn| داریم |z| = ١ برای
|αi| ≥ ١ با مختلط اعداد α١, α٢, ..., αk اگر واقع�اند. |z| < ١ در F (z) = p(z)−mβzn چند�جمله�ای

صفرهای همه ،٢.١.٢ لم از آن�گاه باشند، k ≤ n− ١; i = ١,٢, ...k ،

Dα١Dα٢ ...Dαk
F (z)

= Dα١Dα٢ ...Dαk
p(z)−mβn (n− ١) ... (n− k + ١)α١α٢...αkz

n−k (٩.٢)

داریم: |z| ≥ ١ برای که طوری به دارند قرار |z| < ١ در
|Dα١Dα٢ ...Dαk

p(z)| ≥ mn (n− ١) ... (n− k + ١) |α١α٢...αk||z|n−k. (١٠.٢)

، |z٠| ≥ ١ که دارد وجود z = z٠ نقطه آن�گاه نباشد، صحیح (١٠.٢) نامساوی ]اگر
mn(n− ١)...(n− k + ١)|α١α٢...αk||z|n−k

]
z=z٠

>
[
|Dα١Dα٢ ...Dαk

p(z)|
]
z=z٠

مͬ�دهیم قرار

β =

[
Dα١Dα٢ ...Dαk

p(z)
]
z=z٠

[mn(n− ١)...(n− k + ١)α١α٢...αkzn−k]z=z٠

داریم: |z٠| ≥ ١ و (٩.٢) رابطه و β انتخاب به توجه با حال |β| < ١ ]بنابراین
Dα١Dα٢ ...Dαk

F (z)
]
z=z٠

= ٠

دارد. تناقض دارند قرار |z| < ١ در Dα١Dα٢ ...Dαk
F (z) صفرهای که حقیقت این با لذا ،

که مͬ�گیریم نتیجه (١٠.٢) از بنابراین

min
|z|=١

|Dα١Dα٢ ...Dαk
p(z)|

≥ n (n− ١) ... (n− k + ١) |α١α٢...αk||z|n−k min
|z|=١

|p(z)|



٧ چند�جمله�ای�ها از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .١.٢

مͬ�شود. کامل قضیه اثبات لذا و

m > ٠ ، p(z) = meiβzn چند�جمله�ای برای تساوی و است ممͺن نتیجه بهترین نامساوی این
است. برقرار

واقع |z| ≤ ١ در صفرهایش همه که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) اگر .۴.١.٢ نتیجه
داریم: |z| ≥ ١ برای |α| ≥ ١ که α مختلط یا حقیقͬ عدد هر ازای به آن�گاه باشند،

|Dαp(z)| ≥ n|α||z|n−١ min
|z|=١

|p(z)| (١١.٢)

مبدا در صفرهایش همه که چند�جمله�ای برای تساوی و است ممͺن نتیجه بهترین نامساوی این
است. برقرار دارند قرار

این به توجه با و α → ∞ ، |α| بر (١١.٢) نامساوی طرف دو هر کردن تقسیم با .۵.١.٢ ملاحظه
�که

lim
α→∞

Dαp(z)

α
= p′(z)

داریم: ،|z| ≥ ١ برای
|p′(z)| ≥ n|z|n−١ min

|z|=١
|p(z)|.

است. [۵] عزیز از لم این

max
|z|=١

|p(z)| = M که طوری به باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) اگر .۶.١.٢ لم
این در ، |αi| ≥ ١ ،i = ١,٢, ..., k برای که باشند مختلط اعداد k ≤ n − ١ ،α١, α٢, ..., αk و

داریم: |z| ≥ ١ برای صورت

|Dα١Dα٢ ...Dαk
p(z)|+ |Dα١Dα٢ ...Dαk

q(z)|

≤ n(n− ١)...(n− k + ١)
{
|α١α٢...αk||z|n−k + ١

}
M (١٢.٢)

.q(z) = znp(
١
z
) که طوری به

مͬ�باشد. (٢.٢) و (١.٢) نامساوی�های از تعمیمͬ زیر قضیه

نشود، صفر |z| < ١ ͷدیس در که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) اگر [۴] .٧.١.٢ قضیه
داریم: |z| ≥ ١ برای آن�گاه



٨ چند�جمله�ای�ها از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .٢

|Dα١Dα٢ ...Dαk
p(z)|

≤ n (n− ١) ... (n− k + ١)
٢

{(
|α١α٢...αk||z|n−k + ١

)
max
|z|=١

|p(z)|

−
(
|α١α٢...αk||z|n−k − ١

)
min
|z|=١

|p(z)|
}

(١٣.٢)

.|αi| ≥ ١ ،i = ١,٢, ..., k برای که طوری به

صفر ͷی که حالتͬ در دارند. قرار |z| ≥ ١ در p(z) چند�جمله�ای صفرهای همه فرض، به بنا برهان.
m = min

|z|=١
|p(z)| = ٠ باشد، داشته |z| = ١ روی

است. برقرار وضوح به نتیجه و
|z| = ١ برای و m > ٠ آن�گاه واقع�اند، |z| > ١ در p(z) صفرهای همه کنیم فرض حال

m ≤ |p(z)|. (١۴.٢)

چند�جمله�ای که مͬ�شود نتیجه روشه قضیه از آن�گاه ،|β| < ١ که باشد مختلطͬ عدد هر β اگر
نمͬ�شود. صفر نیز |z| = ١ در F (z) = p(z)− βm

آن�گاه ،F (z٠) = p(z٠)−mβ = ٠ ،|z٠| = ١ که z = z٠ برخͬ برای اگر زیرا
|p(z٠)| = |mβ| = m|β| < m

چند�جمله�ای صفرهای همه ،|β| < ١ که β هر ازای به بنابراین است. تناقض در (١۴.٢) با که
اگر دارند. قرار |z| > ١ در F (z) = p(z)− βm

G(z) = znF (
١
z
) = znp(

١
z
)− βmzn = q(z)− βmzn

به بنابراین .|G(z)| = |F (z)| ،|z| = ١ برای و دارند قرار |z| < ١ در G(z) صفرهای همه آن�گاه
واقع�اند. |z| < ١ در F (z)− λG(z) چند�جمله�ای صفرهای همه ،|λ| > ١ که λ مختلط عدد هر ازای
١ ≤ i ≤ k ، |αi| ≥ ١ که طوری به باشند مختلطͬ اعداد α١, α٢, ..., αk اگر ١.١.٢ لم به بنا
همه همچنین دارند. قرار |z| < ١ در Dα١Dα٢ ...Dαk

(F (z) − λG(z)) چند�جمله�ای صفرهای همه
داریم: |z| ≥ ١ برای واقع�اند. |z| < ١ در نیز Dα١Dα٢ ...Dαk

F (z)−λDα١Dα٢ ...Dαk
G(z) صفرهای

|Dα١Dα٢ ...Dαk
F (z)| ≤ |Dα١Dα٢ ...Dαk

G(z)|,

یا
|Dα١Dα٢ ...Dαk

(p(z)−mβ)| ≤ |Dα١Dα٢ ...Dαk
(q(z)−mβzn)|,



٩ چند�جمله�ای�ها از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .١.٢

با است معادل که طوری به

|Dα١Dα٢ ...Dαk
p(z)−mβn (n− ١) ... (n− k + ١) |

≤ |Dα١Dα٢ ...Dαk
q(z)−mβn (n− ١) ... (n− k + ١)α١α٢...αkz

n−k| (١۵.٢)

که مͬ�کنیم انتخاب گونه�ای به (١۵.٢) در را β از آرگومانͬ (١٠.٢) نامساوی گرفتن نظر در با
باشیم داشته |z| ≥ ١ برای

|Dα١Dα٢ ...Dαk
p(z)| −m|β|n (n− ١) ... (n− k + ١)

≤ |Dα١Dα٢ ...Dαk
q(z)| −m|β|n (n− ١) ... (n− k + ١) |α١α٢...αk||z|n−k. (١۶.٢)

مͬ�آوریم بدست (١۶.٢) در |β| → ١ فرض با

|Dα١Dα٢ ...Dαk
p(z)|

≤ |Dα١Dα٢ ...Dαk
q(z)| − n (n− ١) ... (n− k + ١)

{
|α١α٢...αk||z|n−k − ١

}
m. (١٧.٢)

ترکیب با سپس و مͬ�کنیم جمع (١٧.٢) نامساوی از طرف دو هر به Dα١Dα٢|را ...Dαk
p(z)| حال

داریم: k ≤ n− ١; i = ١,٢, ..., k ، |αi| ≥ ١ ، |z| ≥ ١ برای ۶.١.٢ لم

|Dα١Dα٢ ...Dαk
p(z)|

≤ n (n− ١) ... (n− k + ١)
٢

{
(|α١α٢...αk||z|n−k + ١)max

|z|=١
|p(z)|

− (|α١α٢...αk||z|n−k − ١) min
|z|=١

|p(z)|
}

مͬ�شود. تͺمیل اثبات و مͬ�رساند را نظر مورد نتیجه که

است. برقرار p(z) = ١
٢(z

n+١) چند�جمله�ای برای تساوی و است ممͺن نتیجه بهترین نامساوی

نداشته صفری هیچ |z| < ١ͷدیس در که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) اگر .٨.١.٢ نتیجه
داریم: |z| ≥ ١ برای |α| ≥ ١ که α مختلط یا حقیقͬ عدد هر ازای به آن�گاه باشد،

|Dαp(z)| ≤
n

٢

{
(|α||z|n−١ + ١)max

|z|=١
|p(z)|

− (|α||z|n−١ − ١) min
|z|=١

|p(z)|
}
. (١٨.٢)



١٠ چند�جمله�ای�ها از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .٢

p(z) = azn+bچندجمله�ای برای (١٨.٢) نامساوی در تساوی و است ممͺن نتیجه بهترین نتیجه
است. برقرار |α| ≥ ١ و |a| = |b| = ١

٢ که طوری به

(١٨.٢) نامساوی از طرف دو هر اگر که مͬ�شود نتیجه ،۵.١.٢ ملاحضه به توجه با .٩.١.٢ ملاحظه
،α = z برای و مͬ�آید بدست (١.٢) نامساوی ،|α| → ∞ که کنیم فرض و کنیم تقسیم |α| بر را

مͬ�آید. بدست (٢.٢) نامساوی

آن�گاه ،p(z) = anz
n + an−١z

n−١ + an−٢z
n−٢ + ...+ a٢z

٢ + a١z + a٠ اگر

Dαp(z) = np(z) + (α− z)p′(z)

= (nαan + an−١)z
n−١ + ((n− ١)αan−١ + ٢an−٢)zn−٢+

...+ (٢αa٢ + (n− ١)a١)z + (αa١ + na٠).

برای ٧.١.٢ قضیه از آن�گاه باشد، نداشته |z| < ١ ͷدیس در صفری هیچ p(z) چند�جمله�ای اگر
داریم: |z| ≥ ١ و |α| ≥ ١ ، k = ١

|(nαan + an−١)z
n−١ + ((n− ١)αan−١ + ٢an−٢)zn−٢+

...+ (٢αa٢ + (n− ١)a١)z + (αa١ + na٠)|

≤ n

٢

{
(|α||z|n−١ + ١)max

|z|=١
|p(z)| − (|α||z|n−١ − ١) min

|z|=١
|p(z)|

}
بدست سادگͬ به |z| → ∞ فرض با و کنیم تقسیم |z|n−١ بر را نامساوی این از طرف دو هر اگر

مͬ�آوریم

|nαan + an−١| ≤
n

٢ |α|
{
max
|z|=١

|p(z)| − min
|z|=١

|p(z)|
}
.

مͬ�آید. بدست زیر نتیجه α از مناسب آرگومانͬ انتخاب با و |α| ≥ ١ که α هر ازای به

ͷدیس در که طوری به باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) =
n∑

j=١
ajz

j اگر .١٠.١.٢ نتیجه

آن�گاه نشود، صفر |z| < ١
n|an|+ |an−١| ≤

n

٢

{
max
|z|=١

|p(z)| − min
|z|=١

|p(z)|
}
.

است. [۵] عزیز از بعد لم

عدد هر α و max
|z|=١

|p(z)| = M که طوری به باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) اگر .١١.١.٢ لم

داریم: |z| ≥ ١ برای آن�گاه ، |α| ≥ ١ با مختلط
|Dαp(z)|+ |Dαq(z)| ≤ n

{
|αzn−١|+ ١

}
M (١٩.٢)

.q(z) = znp(
١
z
) که طوری به



١١ چند�جمله�ای�ها از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .١.٢

برای آن�گاه باشد، مختلط یا حقیقͬ عدد هر α و n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) اگر .١٢.١.٢ لم
|z| = ١

|Dαq(z)| = |nαp(z) + (١− αz) p′(z)| (٢٠.٢)

.q(z) = znp(
١
z
) که طوری به

داریم: q(z) = znp(
١
z
) آنجایͬ�که از برهان.

q′(z) = nzn−١p(
١
z
)− zn−٢p′(

١
z
)

داریم: و z = (
١
z
) آن�گاه ،|z| = ١ اگر حال

q(z) = znp(z)

و
q′(z) = nzn−١p(z)− zn−٢p′(z)

مͬ�آوریم: بدست |z| = ١ برای بنابراین

|Dαq(z)| = |nq(z) + (α− z)q′(z)|

= |nznp(z) + (α− z)(nzn−١p(z)− zn−٢p′(z))|

= |nznp(z) + αnzn−١p(z)− αzn−٢p′(z)− nznp(z) + zn−١p′(z)|

= |nαzn−١p(z)− (α− z)zn−٢p′(z)|

= |nαzp(z)− (α− z)p′(z)|

= |nαp(z)− (αz − ١)p′(z)|

= |nαp(z) + (١− αz)p′(z)|.

مͬ�شود. ثابت لم لذا

قرار |z| ≥ k ≥ ١ در صفرهایش همه که باشد n درجه از چند�جمله�ای p(z) اگر [۶] .١٣.١.٢ لم

برای و |α| ≥ (
١
k
) با α مختلط یا حقیقͬ عدد هر ازای به آن�گاه ، m = min

|z|=k
|p(z)| و باشند داشته

داریم: |z| ≥ (
١
k
)

|Dαq(z)| ≥ nm|αzn−١| (٢١.٢)

.q(z) = znp(
١
z
) که طوری به



١٢ چند�جمله�ای�ها از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .٢

عدد هر ازای به آن�گاه ،q(z) = znp(
١
z
) و باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) اگر .١۴.١.٢ لم

داریم: |z| = ١ برای و α مختلط یا حقیقͬ

|Dαp(z)|+ |Dαq(z)| ≤ n(١+ |α|)max
|z|=١

|p(z)|. (٢٢.٢)

|z| = ١ برای آن�گاه باشد، n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) اگر ، [١] آنͺنͬ از ٢ لم به بنا برهان.
داریم:

|p′(z)|+ |np(z)− zp′(z)| ≤ nmax
|z|=١

|p(z)|. (٢٣.٢)

هر ازای به بنابراین . |q′(z)| = |np(z) − zp′(z)| ،|z| = ١ برای آن�گاه q(z) = znp(
١
z
) اگر حال،

داریم: |z| = ١ برای (٢٣.٢) نامساوی از استفاده با ،α مختلط یا حقیقͬ عدد

|Dαp(z)|+ |Dαq(z)| = |np(z) + (α− z)p′(z)|+ |nq(z) + (α− z)q′(z)|

≤ |np(z)− zp′(z)|+ |α||p′(z)|+ |nq(z)− zq′(z)|+ |α||q′(z)|

= |q′(z)|+ |α||p′(z)|+ |p′(z)|+ |α||q′(z)|

= (١+ |α|)
{
|p′(z)|+ |q′(z)|

}
≤ n(١+ |α|)max

|z|=١
|p(z)|.

مͬ�شود. ثابت لم لذا

|z| = R > ١ بزرگ�تر دایره روی |p(z)| از تخمینͬ و واحد دایره روی |p′(z)| از تخمینͬ درباره
داریم. را زیر قضایای

k ≥ ١ ، |z| < k در صفری هیچ که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) اگر [۶] .١۵.١.٢ قضیه
داریم: |α| ≥ ١ با α مختلط عدد هر ازای به آن�گاه باشد، نداشته

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≤
n

١+ k

{
(|α|+ k)max

|z|=١
|p(z)| − (|α| − ١) min

|z|=k
|p(z)|

}
. (٢۴.٢)

در ،m = min
|z|=k

|p(z)| کنیم فرض هستند. |z| ≥ k ≥ ١ در صفرهایش همه p(z) فرض به بنا برهان.
داریم: |z| = k برای صورت این



١٣ چند�جمله�ای�ها از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .١.٢

m ≤ |p(z)| (٢۵.٢)

در F (z) = p(z)− βm چند�جمله�ای صفرهای همه ،|β| ≤ ١ که β هر برای مͬ�دهیم نشان ابتدا
و m = ٠ آن�گاه باشد، داشته |z| = k در صفر ͷی p(z) اگر است واضح واقع�اند. |z| ≥ k ≥ ١
جایͬ آن از و m > ٠ آن�گاه باشد، نداشته |z| = k در صفری هیچ p(z) که حالتͬ در .F (z) = p(z)

که مͬ�شود نتیجه |βm| < m < |p(z)| از و قدرمطلق ماکسیمم اصل به بنا نیست، ثابت m

p(z)
که

|z| < k برای
m < |p(z)|. (٢۶.٢)

آن�گاه باشد، داشته |z٠| < k که z = z٠ مانند |z| < k در صفر ͷی F (z) اگر حال
،|z٠| < k برای که طوری به F (z٠) = p(z٠)− βm = ٠

|p(z٠)| = |βm| ≤ m

در F (z) = p(z) − βm صفرهای همه حالتͬ هر در لذا و است تناقض در (٢۶.٢) با که
و دارند قرار |z| ≥ ١ در نیز G(z) = F (kz) چند�جمله�ای صفرهای همه لذا دارند. قرار |z| ≥ k ≥ ١

اگر
|λ| > ١ که λ مختلط عدد هر ازای به که مͬ�شود نتیجه روشه قضیه از آن�گاه H(z) = znG(

١
z
)

یا حقیقͬ عدد هر α اگر بنابراین دارند. قرار |z| ≤ ١ در G(z)− λH(z) چند�جمله�ای صفرهای همه
Dα(G(z) − λH(z)) چند�جمله�ای صفرهای همه ٢.١.٢ لم به بنا آن�گاه |α| ≥ ١ که باشد مختلطͬ
|λ| > ١ که λ هر ازای به DαG(z) − λDαH(z) صفرهای همه متناظرا دارند. قرار |z| ≤ ١ در نیز

داریم: |α| ≥ ١ و |z| ≥ ١ برای وضوح به واقع�اند. |z| ≤ ١ در

|DαG(z)| ≤ |DαH(z)| (٢٧.٢)

مͬ�آوریم: بدست |z| = ١ و |α| ≥ ١ برای ١٢.١.٢ لم به بنا (٢٧.٢) نامساوی برای

|DαG(z)| ≤ |DαH(z)| = |nαG(z) + (١− αz)G′(z)|

نتیجه در

|DαG(z)| ≤ |nαG(z) + (١− αz)G′(z)| = |α||nG(z) + (
١
α
− z)G′(z)| (٢٨.٢)



١۴ چند�جمله�ای�ها از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .٢

بنابراین ،|١
α
| < ١ و |α| > ١ کنیم فرض است. برقرار قضیه [٧] از ٢ لم به بنا آن�گاه ،α = ١ اگر

صفرهای همه ٢.١.٢ لم به بنا

D١
α

G(z) = nG(z) + (
١
α
− z)G′(z)

دارند. قرار |z| ≥ ١ در
G(z) حال است. برقرار نیز |z| ≤ ١ برای (٢٨.٢) نامساوی قدرمطلق ماکسیمم اصل از بنابراین

مͬ�آوریم: بدست |z| ≤ ١ برای مͬ�کنیم، جایͽزین F (kz) با را
|nF (kz) + (α− z)kF ′(kz)| ≤ |nαF (kz) + (١− αz)kF ′(kz)| (٢٩.٢)

داریم: لذا مͬ�دهیم، قرار k ≥ ١، ٠ ≤ θ < ٢π ، z = e

iθ

k ،(٢٩.٢) در خاص حالت در
|nF (eiθ) + (αk − eiθ)F ′(eiθ)| ≤ |nαF (eiθ) + (k − αeiθ)F ′(eiθ)|

مͬ�دهد نتیجه |z| = ١ برای که طوری به
|nF (z) + (αk − z)F ′(z)| ≤ |nαF (z) + (k − αz)F ′(z)|

مͬ�دهد نتیجه |z| = ١ که وقتͬ ١٢.١.٢ لم از ͷکم با نامساوی این
|DαkF (z)| ≤ k|Dα

k

T (z)| (٣٠.٢)

که طوری به
T (z) = znF (

١
z
) = q(z)− βmzn

داریم: |z| = ١ برای (٣٠.٢) نامساوی از
|Dαk(p(z)− βm)| ≤ k|Dα

k

(q(z)− βmzn)|

داریم: معادل طور به
|Dαkp(z)− nβm| ≤ k|Dα

k

q(z)− nβm
α

k
zn−١|

|z| = ١ روی |β| ≤ ١ که β هر ازای به و |α| ≥ برای١ که

|Dαkp(z)| − n|β|m ≤ k|Dα

k

q(z)− nβm
α

k
zn−١| (٣١.٢)

داریم: |z| ≥ ١
k
برای |λ| = |α|

k
≥ ١

k
که طوری به λ =

α

k
با ١٣.١.٢ لم از استفاده با حال

|Dα

k

q(z)| ≥ nm|α
k
zn−١| (٣٢.٢)



١۵ چند�جمله�ای�ها از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .١.٢

|β| = ١ با β از آرگومانͬ است. برقرار نیز |z| ≥ ١ برای (٣٢.٢) نامساوی ١
k
≤ ١ آنجایͬ�که از

باشیم داشته |z| ≥ ١ برای که مͬ�کنیم انتخاب گونه�ای به (٣١.٢) در
|Dα

k

q(z)− nβm
α

k
zn−١| = |Dα

k

q(z)| − nm
|α|
k
|zn−١| (٣٣.٢)

داریم: |z| = ١ برای (٣١.٢) از خاص حالت در (٣٢.٢) از �که طوری به
|Dαkp(z)| − nm ≤ k|Dα

k

q(z)| − nm|α|

مͬ�دهد نتیجه |z| = ١ برای همچنین
|Dαkp(z)| ≤ k|Dα

k

q(z)| − n (|α| − ١)m (٣۴.٢)

چون

(١+ k) |Dαp(z)| = | (١+ k)
{
np(z) + (α− z) p′(z)

}
|

= |np(z) + (αk − z)p′(z) + k
{
np(z) + (

α

k
− z)p′(z)

}
|

= |Dαkp(z) + kDα

k

p(z)|

⩽ |Dαkp(z)|+ k|Dα

k

p(z)|

مͬ�آوریم بدست |z| = ١ برای (٣۴.٢) از استفاده با

(١+ k) |Dαp(z)| ≤ k

|Dα

k

p(z)|+ |Dα

k

q(z)|

− n (|α| − ١)m (٣۵.٢)

داریم: |z| = ١ برای (٣۵.٢) از δ =
α

k
و ١۴.١.٢ لم از ͷکم با حال

(١+ k)|Dαp(z)| ≤ nk(١+ |α
k
|)max

|z|=١
|p(z)| − n(|α| − ١)m

= n(k + |α|)max
|z|=١

|p(z)| − n(|α| − ١)m

داریم: نتیجه در

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≤
n

١+ k

{
(k + |α|)max

|z|=١
|p(z)| − (|α| − ١) min

|z|=k
|p(z)|

}
.

مͬ�شود. کامل قضیه اثبات لذا

|α| ≥ ١ حقیقͬ عدد با p(z) = (z+k)n برای تساوی و است است ممͺن نتیجه بهترین نامساوی
است. برقرار k ≥ ١ و



١۶ چند�جمله�ای�ها از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .٢

|α| → ∞ فرض و |α| بر (٢۴.٢) نامساوی از طرف دو هر کردن تقسیم با .١۶.١.٢ ملاحظه
مͬ�آید. بدست (٣.٢) نامساوی

k ≥ ١ ،|z| < k در صفری هیچ که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) اگر [۶] .١٧.١.٢ قضیه
داریم: |z| ≥ ١ برای |α| > k که α مختلط یا حقیقͬ عدد هر ازای به آن�گاه باشد، نداشته

|Dαp(z)| ≤
n

١+ k

{
(|αzn−١|+ k)max

|z|=١
|p(z)| − (|αzn−١| − ١) min

|z|=k
|p(z)|

}
. (٣۶.٢)

به بنا است. قبل قضیه اثبات مانند سادگͬ به اثبات روند بنابراین ،|α| > k ≥ ١ فرض به بنا برهان.
داریم: |z| = ١ برای (٣٠.٢) نامساوی

|DαkF (z)| ≤ k|Dα

k

T (z)|

همه آن�جایͬ�که از . T (z) = znF (
١
z
) = q(z) − βmznو F (z) = p(z) − βm که طوری به

.|α
k
| > (

١
k
) و واقع�اند |z| ≤ ١

k
در T (z) صفرهای همه بنابراین واقع�اند، |z| ≥ k در F (z) صفرهای

واقع�اند. |z| ≤ (
١
k
) ≤ ١ در Dα

k

T (z) صفرهای همه که مͬ�شود نتیجه ٢.١.٢ لم از استفاده با

داریم: |z| ≥ ١ برای مطلق قدر ماکسیمم اصل از بنابراین
|DαkF (z)| ≤ k|Dα

k

T (z)|

داریم: |z| ≥ ١ و |α| > k برای لذا
|Dαk(p(z)− βm)| ≤ k|Dα

k

(q(z)−mβzn)|

که طوری به
|Dαkp(z)− nβm| ≤ k|Dα

k

q(z)− nmβ(
α

k
)zn−١| (٣٧.٢)

|z| ≥ ١ برای که مͬ�کنیم انتخاب چنان (٣٣.٢) مشابه (٣٧.٢) در را |β| = ١ که β از آرگومانͬ
مͬ�آوریم بدست |α| > k و

|Dαkp(z)| − nm ≤ k|Dα

k

q(z)| − nm|αzn−١|

نتیجه در
|Dαkp(z)| ≤ k|Dα

k

q(z)| − n(|αzn−١| − ١)m (٣٨.٢)

مͬ�دهد نتیجه (|δ| = |α
k
| > ١ ) ، δ = (

α

k
) با ١١.١.٢ لم با ترکیب در (٣٨.٢) نامساوی



١٧ چند�جمله�ای�ها از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .١.٢

(١+ k)|Dαp(z)| = |(١+ k)
{
np(z) + (α− z)p′(z)

}
|

= |Dαkp(z) + kDα

k

p(z)|

≤ |Dαkp(z)|+ k|Dα

k

p(z)|

≤ k{|Dα

k

p(z)|+ |Dα

k

q(z)|} − n(|αzn−١| − ١)m

≤ k{n(|(α
k
)zn−١|+ ١)M} − n(|αzn−١| − ١)m

داریم: |z| ≥ ١ و |α| > k برای معادل طور به

|Dαp(z)| ≤
n

١+ k

{
(|αzn−١|+ k)max

|z|=١
|p(z)| − (|αzn−١| − ١) min

|z|=k
|p(z)|

}
مͬ�شود. کامل قضیه اثبات لذا

ͷی با p(z) = zn + ١ چند�جمله�ای برای تساوی و است ممͺن نتیجه بهترین k = ١ برای نتیجه
است. برقرار α ≥ ١ حقیقͬ عدد

برای z = α = Reiθ دادن قرار با قبل قضیه از و است (٢.٢) نامساوی از تعمیم ͷی بعد نتیجه
شده نتیجه {Dαp(z)}z=α = np(α) که این به توجه با و (٣۶.٢) نامساوی در R > k ،٠ ≤ θ < ٢π

است.

، |z| < k در صفری هیچ و باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) کنیم فرض .١٨.١.٢ نتیجه
داریم: k ≥ ١ و ٠ ≤ θ < ٢π ،R > k حقیقͬ عدد هر ازای به صورت این در باشد، نداشته k ≥ ١

|p(Reiθ)| ≤
(
Rn + k

١+ k

)
max
|z|=١

|p(z)| −
(
Rn − ١
١+ k

)
min
|z|=k

|p(z)|. (٣٩.٢)

|z| ≤ k ≤ ١ در صفرهایش همه و باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) اگر [۶] .١٩.١.٢ قضیه
داریم: |z| = ١ برای آن�گاه ،|α| ≤ ١ با مختلط یا حقیقͬ عدد هر α همچنین و باشند واقع

|Dαp(z)| ≤ n

(
k + |α|
١+ k

)
max
|z|=١

|p(z)| − n

(
١− |α|

kn−١)١+ k)

)
min
|z|=k

|p(z)|. (۴٠.٢)

چند�جمله�ای بنابراین دارند، قرار |z| ≤ k ≤ ١ در p(z) چند�جمله�ای صفرهای فرضهمه به بنا برهان.
برای ١۵.١.٢ قضیه بردن کار به با ندارد. (١

k
) ≥ ١ که |z| < (

١
k
) در صفری هیچ q(z) = znp(

١
z
)

داریم: |z| = ١ و |β| ≥ ١ برای ،q(z) چند�جمله�ای

|Dβq(z)| ≤
n

١+
١
k


(
|β|+ ١

k

)
max
|z|=١

|q(z)| − (|β| − ١) min

|z|=
١
k

|q(z)|





١٨ چند�جمله�ای�ها از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .٢

که مͬ�دهد نتیجه |z| = ١ برای که طوری به�
|Dβq(z)| ≤

n(|β|k + ١)
١+ k

max
|z|=١

|p(z)| − nk(|β| − ١)
١+ k

.
١
kn

min
|z|=k

|p(z)| (۴١.٢)

داریم: |z| = ١ و |β| ≥ ١ برای سادگͬ به ١٢.١.٢ لم از حال

|Dβq(z)| = |β||D١
β

p(z)| (۴٢.٢)

لذا مͬ�بریم کار به (۴١.٢) در را (۴٢.٢) نامساوی |β| ≥ ١ و |z| = ١ برای
|β||D١

β

p(z)| ≤ n(|β|k + ١)
١+ k

max
|z|=١

|p(z)| − n(|β| − ١)
kn−١)١+ k)

min
|z|=k

|p(z)| (۴٣.٢)

|α| ≤ ١ و |z| = ١ برای (۴٣.٢) از |α| ≤ ١ که طوری به مͬ�کنیم، جایͽزین α با را ١
β
حال
داریم:

|Dαp(z)| ≤
n(k + |α|)
١+ k

max
|z|=١

|p(z)| − n(١− |α|)
kn−١)١+ k)

min
|z|=k

|p(z)|

مͬ�شود. کامل اثبات لذا

α ≥ ٠ حقیقͬ عدد ͷی با p(z) = (z + k)n برای تساوی و است ممͺن نتیجه بهترین نامساوی
است. برقرار

داریم: |z| ≥ ١ برای آن�گاه باشد، n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) اگر [۶] .٢٠.١.٢ قضیه
|Dα١Dα٢ ...Dαk

p(z)| ≤ n(n− ١)...(n− k + ١)|α١α٢...αkz
n−k|max

|z|=١
|p(z)|. (۴۴.٢)

k ≤ n− ١ ؛ i = ١,٢, ..., k هر برای |αi| ≥ ١ که وقتͬ

هر β کنیم فرض . |p(z)| < M ، |z| = ١ برای بنابراین ،M = max
|z|=١

|p(z)| کنیم فرض برهان.

روشه قضیه از . |p(z)| < |Mβzn| ، |z| = ١ برای آنͽاه باشد، |β| > ١ با مختلطͬ یا حقیقͬ عدد
ازای به ٢.١.٢ لم از استفاده با واقع�اند. |z| < ١ در p(z)− βMzn صفرهای همه که مͬ�شود نتیجه
همه که مͬ�شود نتیجه |β| > ١ که β ازای به و ١ ≤ i ≤ k ،|αi| ≥ ١ ، α١, α٢, ..., αk مختلط اعداد
ازای به معادل طور به واقع�اند. |z| < ١ در Dα١Dα٢ ...Dαk

(p(z) − βMzn) چند�جمله�ای صفرهای
چند�جمله�ای صفرهای همه |β| > ١ با β هر

Dα١Dα٢ ...Dαk
p(z)− n(n− ١)...(n− k + ١)α١α٢...αkβMzn−k

مͬ�شود نتیجه ،|z| ≥ ١ برای واقع�اند. |z| < ١ در نیز
|Dα١Dα٢ ...Dαk

p(z)| ≤ n(n− ١)...(n− k + ١)|α١α٢...αkz
n−k|M



١٩ چند�جمله�ای�ها از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .١.٢

مͬ�شود. اثبات قضیه و است (۴۴.٢) نامساوی با معادل که طوری به

برقرار |α| = ١ ، p(z) = αzn چند�جمله�ای برای تساوی و است ممͺن نتیجه بهترین نامساوی
است.

مختلط یا حقیقͬ عدد هر ازای به آن�گاه باشد، n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) اگر .٢١.١.٢ نتیجه
داریم: |z| ≥ ١ برای ،|α| ≥ ١ که α

|Dαp(z)| ≤ n|αzn−١|max
|z|=١

|p(z)|. (۴۵.٢)

آن�گاه باشد، |z| ≤ ١ در صفرهایش همه شامل n درجه از ای چند�جمله ͷی p(z) اگر .٢٢.١.٢ لم
داریم: |z| = ١ و |α| ≥ ١ برای

|Dαp(z)| ≥ n{(|α| − ١)
٢ }|p(z)|.

کنیم فرض مͬ�گیریم. نظر در |α| > ١ بنابراین است، برقرار |α| = ١ برای لم وضوح به برهان.

از چند�جمله�ای q(z) و |z| ≤ ١ در p(z) صفرهای تمام و q(z) = zzp(
١
z
) آن�گاه p(z) = znq(

١
z
)

داریم: |z| ≥ ١ برای آن�گاه |p(z)| = |q(z)| ، |z| = ١ برای و باشد n حداکثر درجه
|q(z)| ≤ |p(z)|

n درجه از چند�جمله�ای که مͬ�دهد نتیجه
T (z) = q(z)− λp(z)

چند�جمله�ای ٢.١.٢ لم به بنا پس شد. نخواهد صفر |z| > ١ در |λ| > ١ برای

DαT (z) = (α− z)q′(z) + nq(z)− λDαp(z)

= S(z)− λDαp(z) (۴۶.٢)

برای اساس این بر و نمͬ�شود صفر |z| > ١ در |λ| > ١ که λ هر ازای به و |α| > ١ برای نیز
|z| > ١

|S(z)| ≤ |Dαp(z)|

|z| ≥ ١ برای که طوری به
|S(z)| ≤ |Dαp(z)| (۴٧.٢)

داریم: |z| = ١ برای حال



٢٠ چند�جمله�ای�ها از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .٢

|Dαp(z)|+ |S(z)| = |np(z) + (α− z)p′(z)|+ |nq(z) + (α− z)q′(z)|

≥ |αp′(z)| − |np(z)− zp′(z)|+ |αq′(z)| − |nq(z)− zq′(z)|

= |α||p′(z)| − |np(z)− zp′(z)|+ |α||np(z)− zp′(z)| − |p′(z)|

= (|α| − ١)(|p′(z)|+ |np(z)− zp′(z)|)

≥ (|α| − ١)n|p(z)|

پس
|Dαp(z)|+ |S(z)| ≥ (|α| − ١)n|p(z)|

اثبات لم بالا نامساوی جایͽذاری با و مͬ�کنیم جمع |Dαp(z)| با را (۴٧.٢) طرف دو حال
مͬ�شود.

است. [٢٩] جین از زیر لم

داشته قرار |z| ≤ ١ در صفرهایش همه که باشد n درجه از ای چند�جمله ͷی p(z) اگر .٢٣.١.٢ لم
داریم: (k < n) ، |α١| ≥ ١, |α٢| ≥ ١, ..., |αk| ≥ ١ و |z| = ١ برای آن�گاه باشند،

|Dα١Dα٢ ...Dαk
p(z)| ≥

{n(n− ١)...(n− k + ١)((|α١| − ١)...(|αk| − ١))
٢k

}|p(z)|. (۴٨.٢)

|z| ≤ ١ در صفرهایش همه که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) اگر [٢٩] .٢۴.١.٢ قضیه
داریم: (k < n) ،|α١| ≥ ١, |α٢| ≥ ١, ..., |αk| ≥ ١ برای آن�گاه باشند،

max
|z|=١

|Dα١Dα٢ ...Dαk
p(z)| ≥

{n(n− ١)...(n− k + ١)
٢k

}
[
{(|α١| − ١)...(|αk| − ١)}max

|z|=١
|p(z)|

+ {٢k(|α١||α٢|...|αk|)− ((|α١| − ١)...(|αk| − ١))} min
|z|=١

|p(z)|
]
, (۴٩.٢)

که وقتͬ

Dα١Dα٢ ...Dαjp(z) = pj(z)

= (n− j + ١)pj−١(z) + (αj − z)p′j−١(z), j = ١,٢, ..., k (۵٠.٢)



٢١ چند�جمله�ای�ها از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .١.٢

p٠(z) = p(z).

از نتیجه آن�گاه باشد، داشته |z| = ١ روی صفر ͷی p(z) اگر .m = min
|z|=١

|p(z)| کنیم فرض برهان.

قضیه از دارند. قرار |z| < ١ در p(z) صفرهای همه کنیم فرض بنابراین مͬ�آید. بدست ٢۴.١.٢ لم
در نیز |β| < ١ برای F (z) = p(z) − mβzn چند�جمله�ای صفرهای همه که مͬ�شود نتیجه روشه
داریم: |α١| ≥ ١, |α٢| ≥ ١, ...|αk| ≥ ١ برای ٢٣.١.٢ لم بردن کار به با رو این از واقع�اند، |z| < ١

|Dα١Dα٢ ...Dαk
F (z)| ≥

{n(n− ١)...(n− k + ١)
٢k

}{(|α١| − ١)...(|αk| − ١)}|F (z)|

|z| = ١ برای که معنͬ بدین

|Dα١Dα٢ ...Dαk
p(z)− βm{n(n− ١)...(n− k + ١)α١α٢...αk}zn−k| ≥

{n(n− ١)...(n− k + ١)
٢k

}{(|α١| − ١)...(|αk| − ١)}(|p(z)| −m|β|) (۵١.٢)

چند�جمله�ای صفرهای همه ٢.١.٢ لم به بنا اما

Dα١Dα٢ ...Dαk
F (z) = Dα١Dα٢ ...Dαk

p(z)

−mβ{n(n− ١)...(n− k + ١)α١α٢...αk}zn−k;

|α١| ≥ ١, |α٢| ≥ ١, ...|αk| ≥ ١, |β| < ١

|z| ≥ ١ برای بنابراین دارند، قرار |z| < ١ در
|Dα١Dα٢ ...Dαk

p(z)| ≥ mn(n− ١)...(n− k + ١)|α١||α٢|...|αk||z|n−k

که مͬ�شود نتیجه (۵١.٢) نامساوی از

|Dα١Dα٢ ...Dαk
p(z)| −m|β|n(n− ١)...(n− k + ١)|α١||α٢|...|αk| ≥

{n(n− ١)...(n− k + ١)
٢k

}{(|α١| − ١)...(|αk| − ١)}(|p(z)| −m|β|)

|β| < ١, |z| = ١

مͬ�شود. اثبات قضیه m = min
|z|=١

|p(z)| و |β| → ١ فرض با حال



٢٢ چند�جمله�ای�ها از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .٢

α١ ≥ ١, α٢ ≥ ١, ...αk ≥ ١ با p(z) = (z−١)n برای تساوی استو ممͺن نتیجه بهترین نامساوی
است. (۶.٢) نامساوی از تعمیمͬ ٢۴.١.٢ قضیه همچنین است. برقرار

واقع |z| ≤ ١ در صفرهایش همه که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) اگر .٢۵.١.٢ نتیجه
داریم: (k < n) ،|α١| ≥ ١, |α٢| ≥ ١, ..., |αk| ≥ ١ برای آن�گاه باشند،

max
|z|=١

|Dα١Dα٢ ...Dαk
p(z)| ≥

{n(n− ١)...(n− k + ١)
٢k

}{(|α١| − ١)...(|αk| − ١)}max
|z|=١

|p(z)|

α١ ≥ ١, α٢ ≥ ١, ...αk ≥ ١ با p(z) = (z−١)n برای تساوی استو ممͺن نتیجه بهترین نامساوی
است. برقرار



٣ فصل

از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ
در صفرهایشان که چند�جمله�ای�هایͬ

دارند قرار k ≥ ١ ،|z| ≤ k

در صفرهایش که چند�جمله�ای� از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ ١.٣
دارند قرار k ≥ ١ ،|z| ≤ k

در صفرهایش شامل که چند�جمله�ای� ͷی از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ بیان به فصل این در
مͬ�پردازیم. باشد k ≥ ١ ، |z| ≤ k

که کرد ثابت گوویل آن�گاه باشند، k ≥ ١ که |z| ≤ k در p(z) صفرهای اگرهمه

max
|z|=١

|p′(z)| ≥ n

١+ kn

{
max
|z|=١

|p(z)|+ min
|z|=k

|p(z)|
}

(١.٣)

، |z| < k در که ١ ≤ t ≤ n ، p(z) = a٠ +
n∑

j=t

ajz
j چندجمله�ای�های از عمومͬ�تر رده درباره

کرد ثابت را زیر نامساوی [٢١] ١ گاردنر نمͬ�شوند، صفر k ≥ ١

max
|z|=١

|p′(z)| ≤ n

١+ S٠

{
max
|z|=١

|p(z)| −m

}
(٢.٣)

١Gardner



٢۴ دارند قرار k ≥ ١ ،|z| ≤ k در صفرهایشان که چند�جمله�ای�هایͬ از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .٣

و m = min
|z|=k

|p(z)| که طوری به

S٠ = kt+١


(
(
t

n
)

(
|at|

(|a٠| −m)

)
kt−١ + ١

)
(
(
t

n
)

(
|at|

(|a٠| −m)

)
kt+١ + ١

)


n > ٢ برای [١۵] ٢ دوان (١.٣) نامساوی از تعمیمͬ عنوان به هم�چنین

max
|z|=١

|p′(z)| ≥ n

١+ kn

{
max
|z|=١

|p(z)|+ min
|z|=k

|p(z)|
}
+ (١− ١

k٢
)|a١|

+

(
n

١+ kn

)
|an−١|

k

(
kn − ١

n
− kn−٢ − ١

n− ٢

)
, (٣.٣)

n = ٢ برای و
max
|z|=١

|p′(z)| ≥ n

١+ kn

{
max
|z|=١

|p(z)|+ min
|z|=k

|p(z)|
}
+

(
kn − ١
kn + ١

)
|a١|. (۴.٣)

کرد. اثبات را

|z| < ١ در صفری هیچ که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) =

n∑
j=٠

ajz
j اگر .١.١.٣ لم

داریم: n > ٢ وقتͬ R ≥ ١ برای آن�گاه باشد، نداشته

max
|z|=R≥١

|p(z)| ≤
(
Rn + ١

٢

)
max
|z|=١

|p(z)| −
(
Rn − ١

٢

)
min
|z|=١

|p(z)|

− |a١|
(
Rn − ١

٢ − Rn−٢ − ١
n− ٢

)
, (۵.٣)

داریم: n = ٢ وقتͬ و

max
|z|=R≥١

|p(z)| ≤
(
Rn + ١

٢

)
max
|z|=١

|p(z)| −
(
Rn − ١

٢

)
min
|z|=١

|p(z)|

− |a١|
(R− ٢(١

٢ . (۶.٣)

است. k = ١ و S = ١ برای [٢٣] گوویل از نتیجه�ای از خاص حالتͬ بالا لم

وقتͬ R ≥ ١ برای آن�گاه باشد، n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) =
n∑

j=٠
ajz

j اگر [٢٠] .٢.١.٣ لم

داریم: n ≥ ٢
max
|z|=R

|p(z)| ≤ Rnmax
|z|=١

|p(z)| − (Rn −Rn−٢)|p(٠)|, (٧.٣)

داریم: n = ١ وقتͬ و
max
|z|=R

|p(z)| ≤ Rmax
|z|=١

|p(z)| − (R− ١)|p(٠)|. (٨.٣)
٢Dewan



٢۵ دارند قرار K ≥ ١ ،|Z| ≤ K در صفرهایش که چند�جمله�ای� از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .١.٣

١ ≤ j ≤ n ، |zj | ≥ kj ≥ ١ با n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) =
n∏

j=١
(z − zj) اگر .٣.١.٣ لم

داریم: |z| = ١ برای آن�گاه باشد،

|q
′(z)

p′(z)
| ≥ ١+

١
n∑

j=١
(

١
kj − ١)

(٩.٣)

. q(z) = znp(
١
z
) که طوری به

واقع |z| ≤ ١ در صفرهایش همه که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) اگر [٣٣] .۴.١.٣ قضیه
داریم: |α| ≥ ١ با α مختلط یا حقیقͬ عدد هر ازای به آن�گاه باشند،

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥
n

٢

{
(|α| − ١)max

|z|=١
|p(z)|+ (|α|+ ١) min

|z|=١
|p(z)|

}
. (١٠.٣)

در صفرهایش همه که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) =
n∑

j=٠
ajz

j اگر [٣٣] .۵.١.٣ قضیه

n > ٢ وقتͬ |α| ≥ k که α مختلط یا حقیقͬ عدد هر ازای به آن�گاه باشند، واقع k ≥ ١ که |z| ≤ k

داریم:

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥
n

١+ kn

{
(|α| − k)max

|z|=١
|p(z)|+

(
|α|+ ١

kn−١

)
min
|z|=k

|p(z)|
}

+ n

(
|α| − k

١+ kn

)
|an−١|

k

(
kn − ١

n
− kn−٢ − ١

n− ٢

)
+ (١− ١

k٢
)|na٠ + αa١|, (١١.٣)

داریم: n = ٢ وقتͬ

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥
n

١+ kn

{
(|α| − k)max

|z|=١
|p(z)|+

(
|α|+ ١

kn−١

)
min
|z|=k

|p(z)|
}

+ n

(
|α| − k

١+ kn

)
|a١|
٢k (k − ٢(١ + (١− ١

k
)|na٠ + αa١|. (١٢.٣)

که |z| ≤ k در p(z) صفرهای همه �که �جایͬ آن از مͬ�کنیم. اثبات را (١١.٣) نامساوی ابتدا برهان.
کار به با واقع�اند. |z| ≤ ١ در G(z) = p(kz) چند�جمله�ای صفرهای همه بنابراین دارند، قرار k ≥ ١

داریم: |α|
k

≥ ١ این�که به توجه با و G(z) چند�جمله�ای برای (١٠.٣) نامساوی بردن



٢۶ دارند قرار k ≥ ١ ،|z| ≤ k در صفرهایشان که چند�جمله�ای�هایͬ از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .٣

max
|z|=١

|Dα

k

G(z)| ≥ n

٢

{(
|α|
k

− ١
)
max
|z|=١

|G(z)|+
(
|α|
k

+ ١
)
min
|z|=١

|G(z)|
}

=
n

٢

{(
|α| − k

k

)
max
|z|=١

|G(z)|+
(
|α|+ k

k

)
min
|z|=١

|G(z)|
}

مͬ������دهد نتیجه که طوری به
max
|z|=١

|np(kz) + (
α

k
− z)kp′(kz)| ≥ n

٢

{(
|α| − k

k

)
max
|z|=١

|p(kz)|+
(
|α|+ k

k

)
min
|z|=١

|p(kz)|
}

داریم: لذا

max
|z|=k

|Dαp(z)| ≥
n

٢

{(
|α| − k

k

)
max
|z|=k

|p(z)|+
(
|α|+ k

k

)
min
|z|=k

|p(z)|
}
. (١٣.٣)

صفرهای همه بنابراین واقع�اند، k ≥ ١ ،|z| ≤ k در p(z) صفرهای همه که جایͬ آن از همچنین
و است n > ٢ درجه از T (z

k
) چند�جمله�ای لذا و واقع�اند |z| ≥ ١

k
در T (z) = znp(

١
z
) چند�جمله�ای

چند�جمله�ای برای n > ٢ مورد برای ١.١.٣ لم بردن کار به با واقع�اند. |z| ≥ ١ در صفرهایش همه
داریم: k ≥ ١ برای T (z

k
)

max
|z|=k

|T (z
k
)| ≤

(
kn + ١

٢

)
max
|z|=١

|T (z
k
)| −

(
kn − ١

٢

)
min
|z|=١

|T (z
k
)|

− |an−١|
k

(
kn − ١

n
− kn−٢ − ١

n− ٢

)
با است معادل که

max
|z|=k

|p(z)| ≥ ٢kn
١+ kn

max
|z|=١

|p(z)|+
(
kn − ١
kn + ١

)
min
|z|=k

|p(z)|

+
٢|an−١|kn−١

١+ kn

(
kn − ١

n
− kn−٢ − ١

n− ٢

)
. (١۴.٣)

و است n− ١ ≥ ٢ که n− ١ درجه از Dαp(z) ، است n > ٢ درجه از p(z) که جایͬ آن از همچنین
داریم: k ≥ ١ برای Dαp(z) چند�جمله�ای برای ٢.١.٣ لم از (٧.٣) نامساوی بردن کار به با

max
|z|=k

|Dαp(z)| ≤ kn−١max
|z|=١

|Dαp(z)| − (kn−١ − kn−٣)|Dαp(٠)|

یا
max
|z|=k

|Dαp(z)| ≤ kn−١max
|z|=١

|Dαp(z)| − (kn−١ − kn−٣)|na٠ + αa١|. (١۵.٣)



٢٧ دارند قرار K ≥ ١ ،|Z| ≤ K در صفرهایش که چند�جمله�ای� از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .١.٣

مͬ�آوریم: بدست (١٣.٣) در (١۵.٣) و (١۴.٣) نامساوی�های از استفاده با

kn−١
{
max
|z|=١

|Dαp(z)| − (١− ١
k٢

)|na٠ + αa١|
}

≥ max
|z|=k

|Dαp(z)|

≥ n

٢

{(
|α| − k

k

)
max
|z|=k

|p(z)|+
(
|α|+ k

k

)
min
|z|=k

|p(z)|
}

≥ n

٢

(
|α| − k

k

){
٢kn

١+ kn
max
|z|=١

|p(z)|+
(
kn − ١
kn + ١

)
min
|z|=k

|p(z)|

+
٢|an−١|kn−١

١+ kn

(
kn − ١

n
− kn−٢ − ١

n− ٢

)}
+

n

٢

(
|α|+ k

k

)
min
|z|=k

|p(z)|,

نتیجه در

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥
n

١+ kn

{
(|α| − k)max

|z|=١
|p(z)|+

(
|α|+ ١

kn−١

)
min
|z|=k

|p(z)|
}

+ n

(
|α| − k

١+ kn

)
|an−١|

k

(
kn − ١

n
− kn−٢ − ١

n− ٢

)
+ (١− ١

k٢
)|na٠ + αa١|,

این با است (١١.٣) نامساوی مانند (١٢.٣) نامساوی اثبات مͬ�شود. اثبات (١١.٣) نامساوی لذا
در هم�چنین مͬ�کنیم. استفاده (٨.٣) نامساوی از ٢.١.٣ لم از (٧.٣) نامساوی جای به که تفاوت

مͬ�کنیم. استفاده ٢ درجه از چند�جمله�ای�های برای (۶.٣) نامساوی از ١.١.٣ لم

بخشیده�اند بهبود را (۴.٣) و (٣.٣) نامساوی�های (١٢.٣) و (١١.٣) نامساوی�های .۶.١.٣ ملاحظه
بهبود a١ و a٠ ضرایب کردن اضافه با را نامساوی�ها این در آمده بدست کران�های که معنͬ این به
به |α| → ∞ فرض |α| بر (١٢.٣) و (١١.٣) نامساوی�های طرف دو کردن تقسیم با بخشیده�ایم.

مͬ�آوریم. بدست را (۴.٣) و (٣.٣) نامساوی�های ترتیب

مͬ�شود. تبدیل ۴.١.٣ قضیه (١٠.٣) نامساوی به قبل قضیه k = ١ برای .٧.١.٣ ملاحظه

، |zj | ≤ kj ≤ ١ و باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) =
n∏

j=١
(z − zj) اگر [٣٣] .٨.١.٣ قضیه

داریم: |α| ≥ t٠ با α مختلط یا حقیقͬ عدد هر ازای به آن�گاه ،١ ≤ j ≤ n

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ n

(
|α| − t٠
١+ t٠

)
max
|z|=١

|p(z)|, (١۶.٣)

است. t٠ = ١− n
n∑

j=١
(

١
١− kj

)

که طوری به

داریم: |z| = ١ برای صورت این در ،q(z) = znp(
١
z
) کنیم فرض برهان.

|q′(z)| = |np(z)− zp′(z)| (١٧.٣)



٢٨ دارند قرار k ≥ ١ ،|z| ≤ k در صفرهایشان که چند�جمله�ای�هایͬ از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .٣

برای لذا و ١
|zj |

≥ ١
kj

≥ ١، ١ ≤ j ≤ n برای بنابراین ،|zj | ≤ kj ≤ ١، ١ ≤ j ≤ n برای هم�چنین
داریم: ٣.١.٣ لم به بنا |z| = ١

|p
′(z)

q′(z)
| ≥ ١+

n
n∑

j=١

(
kj

١− kj

) =

n∑
j=١

(
kj

١− kj
+ ١

)
n∑

j=١

(
kj

١− kj

) =

n∑
j=١

(
١

١− kj

)
n∑

j=١

(
kj

١− kj

)
مͬ�دهد نتیجه |z| = ١ برای که

|q
′(z)

p′(z)
| ≤

n∑
j=١

(
kj

١− kj

)
n∑

j=١

(
١

١− kj

) =

n∑
j=١

(
١

١− kj
− ١

)
n∑

j=١

(
١

١− kj

) = ١− ١
n∑

j=١

(
١

١− kj

) = t٠

داریم: |z| = ١ برای بنابراین
|q′(z)| ≤ t٠|p′(z)| (١٨.٣)

داریم: |α| ≥ t٠ که α مختلط یا حقیقͬ عدد هر ازای به حال
|Dαp(z)| = |np(z) + (α− z)p′(z)| ≥ |α||p′(z)| − |np(z)− zp′(z)|

داریم: |z| = ١ برای (١٨.٣) و (١٧.٣) از که طوری به
|Dαp(z)| ≥ |α||p′(z)| − t٠|p′(z)| = (|α| − t٠)|p′(z)| (١٩.٣)

داریم: |z| = ١ برای (١٧.٣) از همچنین
|q′(z)| = |np(z)− zp′(z)| ≥ n|p(z)| − |p′(z)|

یا
|p′(z)|+ |q′(z)| ≥ n|p(z)|

مͬ�آوریم: بدست |z| = ١ برای (١٨.٣) از
(١+ t٠)|p′(z)| ≥ n|p(z)|

یا
|p′(z)| ≥ n

١+ t٠
|p(z)|

مͬ�دهد نتیجه (١٩.٣) با ترکیب در نامساوی این
max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ n

(
|α| − t٠
١+ t٠

)
max
|z|=١

|p(z)|

مͬ�کند. اثبات را ٨.١.٣ قضیه که طوری به



٢٩ دارند قرار K ≥ ١ ،|Z| ≤ K در صفرهایش که چند�جمله�ای� از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .١.٣

است. برقرار α ≥ k که p(z) = (z − k)n برای تساوی و است ممͺن نتیجه بهترین نامساوی

داریم: |α| → ∞ و |α| بر (١۶.٣) نامساوی از طرف دو هر تقسیم با .٩.١.٣ ملاحظه

max
|z|=١

|p′(z)| ≥ n

١+ t٠
max
|z|=١

|p(z)| (٢٠.٣)

داریم: سازی ساده از بعد و (٢٠.٣) در t٠ مقدار دادن قرار با

max
|z|=١

|p′(z)| ≥ n

٢


١+

١

١+
٢
n

n∑
j=١

kj
١− kj


max
|z|=١

|p(z)|.

در صفرهایش همه و باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) کنیم فرض [١٢] .١٠.١.٣ قضیه
داریم: |α| ≥ k برای صورت این در باشند، داشته قرار k ≥ ١ ، |z| ≤ k

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ n(|α| − k)

{
١

١+ kn
max
|z|=١

|p(z)|+ ١
٢kn

(
kn − ١
kn + ١

)
m

}
(٢١.٣)

است. m = min
|z|=k

|p(z)| که طوری به

وقتͬ |α| ≥ ١ هر ازای به آن�گاه باشند، داشته قرار |z| ≤ ١ در p(z) صفرهای همه اگر .١١.١.٣ لم
داریم: m = min

|z|=١
|p(z)| که

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥
n

٢

{
(|α| − ١)max

|z|=١
|p(z)|+ (|α|+ ١)m

}
. (٢٢.٣)

است. [٨] ٣ رادر و عزیز از لم این

k ≥ ١ که |z| ≤ k در صفرهایش همه که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) اگر .١٢.١.٣ لم
آن�گاه باشند،

max
|z|=k

|p(z)| ≥ ٢kn
١+ kn

max
|z|=١

|p(z)|. (٢٣.٣)

این است. برقرار p(z) = zn + kn برای تساوی و است ممͺن نتیجه بهترین (٢٣.٣) نامساوی
است. [٩] عزیز از لم

داریم: n > ٢ و R ≥ ١ برای آن�گاه باشد، n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) اگر .١٣.١.٣ لم

max
|z|=R

|p(z)| ≤ Rnmax
|z|=١

|p(z)| − ٢(Rn − ١)
n+ ٢ |p(٠)| −

[
Rn − ١

n
− Rn−٢ − ١

n− ٢

]
|p′(٠)|, (٢۴.٣)

داریم: n = ٢ برای و
max
|z|=R

|p(z)| ≤ R٢max
|z|=١

|p(z)| − (R− ١)
٢

[
(R+ ١)|p(٠)|+ (R− ١)|p′(٠)|

]
. (٢۵.٣)

٣Rather



٣٠ دارند قرار k ≥ ١ ،|z| ≤ k در صفرهایشان که چند�جمله�ای�هایͬ از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .٣

است. [١۶] دوان از لم این

نداشته |z| < ١ در صفری هیچ که باشد n ≥ ٣ درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) اگر .١۴.١.٣ لم
داریم: n > ٣ و R ≥ ١ برای آن�گاه ،m = min

|z|=١
|p(z)| و باشد

max
|z|=R

|p(z)| ≤
(
Rn + ١

٢

)
max
|z|=١

|p(z)| −
(
Rn − ١

٢

)
m− |p′(٠)| ٢

(n+ ١)

{
Rn − ١

n
− (R− ١)

}
− |p′′(٠)|

{(
(Rn − ١)− n(R− ١)

n(n− ١)

)
−

(
(Rn−٢ − ١)− (n− ٢)(R− ١)

(n− ٢)(n− ٣)

)}
,

(٢۶.٣)

داریم: n = ٣ برای و

max
|z|=R

|p(z)| ≤
(
Rn + ١

٢

)
max
|z|=١

|p(z)| −
(
Rn − ١

٢

)
m

− |p′(٠)| ٢
n+ ١

{
Rn − ١

n
− (R− ١)

}
− |p′′(٠)|(R− ١)n

n(n− ١) . (٢٧.٣)

است. [١٧] دوان از هم لم این

همه که باشد n ≥ ٣ درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) =

n∑
j=٠

ajz
j اگر [١٢] .١۵.١.٣ قضیه

داریم: n > ٣ برای و |α| ≥ k برای آن�گاه باشند، واقع k ≥ ١ ، |z| ≤ k در صفرهایش

max
|z|=١

|Dαp(z)|

≥ n(|α| − k)

{
١

kn + ١ max
|z|=١

|p(z)|+ kn − ١
٢kn(kn + ١)m

+
٢|an−١|

k(kn + ١)(n+ ١)

(
kn − ١

n
− (k − ١)

)
+

٢|an−٢|
(kn + ١)k٢

((
(kn − ١)− n(k − ١)

n(n− ١)

)
−

(
(kn−٢ − ١)− (n− ٢)(k − ١)

(n− ٢)(n− ٣)

))}
+

١
kn−١

{
kn−١ − ١
n− ١ − kn−٣ − ١

n− ٣

}
|(n− ١)a١ + ٢αa٢|

+
٢

kn−١

(
kn−١ − ١
n+ ١

)
|na٠ + αa١|+ n

(|α|+ k)

٢kn m, (٢٨.٣)



٣١ دارند قرار K ≥ ١ ،|Z| ≤ K در صفرهایش که چند�جمله�ای� از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .١.٣

داریم: m = min
|z|=k

|p(z)| که وقتͬ n = ٣ برای

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ n(|α| − k)

{
١

kn + ١ max
|z|=١

|p(z)|+ kn − ١
٢k٣(kn + ١)m

+
٢|an−١|

k(kn + ١)(n+ ١)

(
kn − ١

n
− (k − ١)

)
+
٢kn−۵|an−٢|
(kn + ١)

(
(k − ١)n
n(n− ١)

)}
+

k − ١
٢k٢ ((k + ١)|na٠ + αa١|+ (k − ١)|(n− ١)a١ + ٢αa٢|) + n

(|α|+ k)

٢k٣ m. (٢٩.٣)

بنابراین دارند، قرار k ≥ ١ که |z| ≤ k در p(z) چند�جمله�ای صفرهای همه فرض به بنا برهان.
برای ١١.١.٣ لم بردن کار به با واقع�اند. |z| ≤ ١ در G(z) = p(kz) چند�جمله�����ای صفرهای همه

داریم: |α|
k

≥ ١ که این به توجه با و G(z) چند��جمله�ای

max
|z|=١

|Dα

k

G(z)| ≥ n

٢

[(
|α|
k

− ١
)
max
|z|=١

|G(z)|+
(
|α|
k

+ ١
)
min
|z|=١

|G(z)|
]

(٣٠.٣)

که صورت این به
max
|z|=k

|Dαp(z)| ≥
n

٢

[(
|α| − k

k

)
max
|z|=k

|p(z)|+
(
|α|+ k

k

)
m

]
(٣١.٣)

که است n − ١ درجه از چند�جمله�ای ͷی Dαp(z) لذا و است n > ٣ درجه از p(z) چند�جمله�ای
داریم: k ≥ ١ برای Dαp(z) چند�جمله�ای برای ١٣.١.٣ لم بردن کار به با رو این از n− ١ > ٢

max
|z|=k

|Dαp(z)| ≤kn−١max
|z|=١

|Dαp(z)| −
٢(kn−١ − ١)

n+ ١ |na٠ + αa١|

−
[
kn−١ − ١
n− ١ − kn−٣ − ١

n− ٣

]
|(n− ١)a١ + ٢αa٢| (٣٢.٣)

مͬ�آوریم: بدست k ≥ ١ برای (٣٢.٣) و (٣١.٣) ترکیب با

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥
n

٢

[(
|α| − k

kn

)
max
|z|=k

|p(z)|+
(
|α|+ k

kn

)
m

]
+
٢(kn−١ − ١)
kn−١(n+ ١) |na٠ + αa١|

+
١

kn−١

[(
kn−١ − ١
n− ١

)
−

(
kn−٣ − ١
n− ٣

)]
|(n− ١)a١ + ٢αa٢|. (٣٣.٣)

چند�جمله�ای واقع�اند، k ≥ ١ که |z| ≤ k در p(z) چند�جمله�ای صفرهای همه که جایͬ آن از
|z| ≥ ١ در q(

z

k
) چند�جمله�ای صفرهای همه لذا ندارد، |z| < ١

k
در صفری هیچ q(z) = znp(

١
z
)



٣٢ دارند قرار k ≥ ١ ،|z| ≤ k در صفرهایشان که چند�جمله�ای�هایͬ از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .٣

داریم: q(
z

k
) چند�جمله�ای برای ١۴.١.٣ لم بردن کار به با بنابراین دارند، قرار

max
|z|=k≥١

|q(z
k
)| ≤

(
kn + ١

٢

)
max
|z|=١

| q(z
k
) | −

(
kn − ١

٢

)
min
|z|=١

| q(z
k
) |

− ٢|an−١|
(n+ ١)k

[
kn − ١

n
− (k − ١)

]
− ٢|an−٢|

k٢

[(
(kn − ١)− n(k − ١)

n(n− ١)

)
−
(
(kn−٢ − ١)− (n− ٢)(k − ١)

(n− ٢)(n− ٣)

)]
.

(٣۴.٣)

با است معادل (٣۴.٣) نامساوی ،max
|z|=١

|q(z
k
)| = (

١
kn

)max
|z|=k

|p(z)| که جایͬ آن از

max
|z|=k

|p(z)| ≥
(

٢kn
kn + ١

)
max
|z|=١

|p(z)|+
(
kn − ١
kn + ١

)
m

+
۴kn−١|an−١|

(kn + ١)(n+ ١)

[
kn − ١

n
− (k − ١)

]
+
۴kn−٢|an−٢|

kn + ١

[(
(kn − ١)− n(k − ١)

n(n− ١)

)
−

(
(kn−٢ − ١)− (n− ٢)(k − ١)

(n− ٢)(n− ٣)

)]
.

(٣۵.٣)

نامساوی اثبات و مͬ�آید بدست نظر مورد نتیجه (٣۵.٣) و (٣٣.٣) نامساوی�های ترکیب با
این با است (٢٨.٣) نامساوی مانند n = ٣ که حالتͬ در قضیه اثبات مͬ�شود. تͺمیل (٢٨.٣)
استفاده (٢٧.٣) و (٢۵.٣) نامساوی�های از (٢۶.٣) و (٢۴.٣) نامساوی�های جای به که تفاوت

مͬ�کنیم.

آن�گاه ،k ≥ ١ اگر n > ٣ برای که است ساده موضوع این صحت
(kn − ١)

n− (k − ١) ≥ ٠,[
(kn−١ − ١)
(n− ١) − (kn−٣ − ١)

(n− ٣)

]
≥ ٠

]و
(
((kn − ١)− n(k − ١))

n(n− ١) )− (
((kn−٢ − ١)− (n− ٢)(k − ١))

(n− ٢)(n− ٣) )

]
≥ ٠.

تقسیم با است. ١٠.١.٣ قضیه از تعمیمͬ ١۵.١.٣ قضیه n ≥ ٣ درجه از چند�جمله�ای برای بنابراین
مͬ�آوریم. بدست را بعد نتیجه |α| → ∞ و |α| بر (٢٩.٣) و (٢٨.٣) نامساوی�های از طرف دو هر



٣٣ دارند قرار K ≥ ١ ،|Z| ≤ K در صفرهایش که چند�جمله�ای� از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .١.٣

در صفرهایش همه که باشد n ≥ ٣ درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) =
n∑

j=٠
ajz

j اگر .١۶.١.٣ نتیجه

داریم: n > ٣ برای آن�گاه ،m = min
|z|=k

|p(z)| و باشند k ≥ ١ ، |z| ≤ k

max
|z|=١

|p′(z)| ≥ n

kn + ١

{
max
|z|=١

|p(z)|+m+
n

k(n+ ١)

(
kn − ١

n
− (k − ١)

)
|an−١|

+
٢
k٢

(
(kn − ١)− n(k − ١)

n(n− ١) − (kn−٢ − ١)− (n− ٢)(k − ١)
(n− ٢)(n− ٣)

)
|an−٢|

}
× ٢(kn−١ − ١)

kn−١(n+ ١) |a١|+
٢

kn−١

{
kn−١ − ١
n− ١ − kn−٣ − ١

n− ٣

}
|a٢|,

داریم: n = ٣ برای و

max
|z|=١

|p′(z)| ≥ n

kn + ١

{
max
|z|=١

|p(z)|+m+
٢

k(n+ ١)

(
kn − ١

n
− (k − ١)

)
|an−١|

+
٢
k٢

(
(k − ١)n
n(n− ١)

)
|an−٢|

}
+

k − ١
٢k٢ ((k + ١)|a١|+ ٢(k − ١)|a٢|).

است. برقرار p(z) = zn + kn برای تساوی و هستند بهبود�یافته نتیجه این نامساوی دو هر

باشند، k ≥ ١ که |z| ≤ k در p(z) =
n∑

j=٠
ajz

j چند�جمله�ای صفرهای همه اگر [١٨] .١٧.١.٣ قضیه

داریم: |α| ≥ k که α مختلط یا حقیقͬ عدد هر ازای به آن�گاه

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ n

(
|α| − k

١+ kn

)
max
|z|=١

|p(z)|. (٣۶.٣)

از برخͬ حتͬ صفرها بقیه به و است وابسته بزرگ�تر قدرمطلق ریشه به فقط قضیه این در کران
همه موقعیت به وابسته که کرانͬ آوردن بدست بنابراین ندارد. ͬͽبست نزدی�ͷتر�اند مبدا به که آن�ها

بود. خواهد توجه قابل باشد چند�جمله�ای ͷی صفرهای

داریم: R ≥ ١ هر ازای به آن�گاه باشد، n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) اگر .١٨.١.٣ لم
max
|z|=R

|p(z)| ≤ Rnmax
|z|=١

|p(z)|. (٣٧.٣)

است. قدرمطلق ماکسیمم اصل از نتیجه�ای لم این

برای که طوری به باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) = an

n∏
j=١

(z − zj) اگر .١٩.١.٣ لم

آن�گاه ،|zj | ≤ ١ ، ١ ≤ j ≤ n

max
|z|=١

|p′(z)| ≥
n∑

j=١

١
١+ |zj |

max
|z|=١

|p(z)|. (٣٨.٣)



٣۴ دارند قرار k ≥ ١ ،|z| ≤ k در صفرهایشان که چند�جمله�ای�هایͬ از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .٣

مͬ�باشد. [٢٢] چمیزر و رحمان گیروکس، از بالا لم

k ≥ ١ که |z| ≤ k در صفرهایش همه که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) اگر .٢٠.١.٣ لم
آن�گاه باشند، داشته قرار

max
|z|=k

|p(z)| ≥ ٢kn
١+ kn

max
|z|=١

|p(z)|+ kn − ١
١+ kn

min
|z|=k

|p(z)|. (٣٩.٣)

کنیم فرض کنیم. بررسͬ را k > ١ مورد کافͬ�ست بنابراین است. کامل اثبات k = ١ برای برهان.
|z| ≤ k در p(z) صفرهای همه که جایͬ آن از .m ≤ |p(z)| ، |z| = k برای آن�گاه ،m = min

|z|=k
|p(z)|

p(z)+λm چند�جمله�ای صفرهای همه |λ| < ١ که λ هر ازای به روشه قضیه به بنا واقع�اند، k > ١ که
داریم: p(z) + λm چند�جمله�ای برای ١٢.١.٣ لم بردن کار به با دارند. قرار k > ١ ، |z| ≤ k در نیز

max
|z|=k

|p(z) + λm| ≥ ٢kn
١+ kn

max
|z|=١

|p(z) + λm|

داریم: |λ| → ١ و |p(z) + λm| = |p(z)|+ |λ|m که طوری به λ از آرگومانͬ انتخاب با
max
|z|=k

|p(z)| ≥ ٢kn
١+ kn

max
|z|=١

|p(z)|+ kn − ١
١+ kn

min
|z|=k

|p(z)|

مͬ�شود. کامل لم اثبات لذا

درجه از چندجمله�ای ͷی an ̸= ٠ ، p(z) =
n∑

j=٠
ajz

j = an

n∏
j=١

(z − zj) اگر [١٨] .٢١.١.٣ قضیه

عدد هر ازای به آن�گاه ،k = max(k١, k٢, ..., kn) ≥ ١ و |zj | ≤ kj ، ١ ≤ j ≤ n برای که باشد n
داریم: |α| ≥ k مختلط یا حقیقͬ

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ (|α| − k)
n∑

j=١

k

k + kj

{
٢

١+ kn
max
|z|=١

|p(z)|

+
١
kn

(
kn − ١
kn + ١

)
min
|z|=k

|p(z)|
}
. (۴٠.٣)

برای و هستند p(z) صفرهای ها zj ، ١ ≤ j ≤ n برای باشد. G(z) = p(kz) کنیم فرض برهان.
همه واقع�اند، |z| ≤ k در p(z) صفرهای همه چون و هستند، G(z) صفرهای ها zj

k
، ١ ≤ j ≤ n

G(z) چند�جمله�ای برای ١٩.١.٣ لم بردن بͺار با بنابراین واقع�اند، |z| ≤ ١ در نیز G(z) صفرهای
داریم:

max
|z|=١

|G′(z)| ≥
n∑

j=١

١

١+
|zj |
k

max
|z|=١

|G(z)| (۴١.٣)

داریم: |z| = ١ برای که کرد اثبات توان مͬ سادگͬ به صورت این در .H(z) = znG(
١
z
) کنیم فرض

|H ′(z)| = |nG(z)− zG′(z)| (۴٢.٣)



٣۵ دارند قرار K ≥ ١ ،|Z| ≤ K در صفرهایش که چند�جمله�ای� از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .١.٣

بنابراین . |H(z)| = |G(z)| ، |z| = ١ برای و دارند قرار |z| ≥ ١ در H(z) چند�جمله�ای صفرهای همه
داریم: |z| = ١ برای [١٣] بروجن از نتیجه�ای به بنا

|H ′(z)| ≤ |G′(z)| (۴٣.٣)

داریم: |α| ≥ k که α مختلط یا حقیقͬ عدد هر ازای به حال

|Dα

k

G(z)| = |nG(z)− zG′(z) +
α

k
G′(z)|

≥ |α
k
||G′(z)| − |nG(z)− zG′(z)|

مͬ�دهد: نتیجه (۴٣.٣) و (۴٢.٣) از استفاده با نامساوی این
max
|z|=١

|Dα

k

G(z)| ≥ |α| − k

k
max
|z|=١

|G′(z)| (۴۴.٣)

داریم: (۴۴.٣) در (۴١.٣) از استفاده با

max
|z|=١

|Dα

k

G(z)| ≥ |α| − k

k

n∑
j=١

k

k + |zj |
max
|z|=١

|G(z)|

داریم: G(z) جای به p(kz) جایͽزینͬ با

max
|z|=١

|Dα

k

p(kz)| ≥ (|α| − k)

n∑
j=١

١
k + |zj |

max
|z|=١

|p(kz)|

لذا
max
|z|=١

|np(kz) + (
α

k
− z)kp′(kz)| ≥ (|α| − k)

n∑
j=١

١
k + |zj |

max
|z|=١

|p(kz)|

داریم: نتیجه در

max
|z|=k

|Dαp(z)| ≥ (|α| − k)

n∑
j=١

١
k + |zj |

max
|z|=k

|p(z)|

پس: مͬ�کنیم استفاده بالا نامساوی در ٢٠.١.٣ لم از

max
|z|=k

|Dαp(z)| ≥ (|α|−k)

n∑
j=١

١
k + |zj |

{
٢kn

١+ kn
max
|z|=١

|p(z)|+
(
kn − ١
١+ kn

)
min
|z|=k

|p(z)|
}
(۴۵.٣)

برای را ١٨.١.٣ لم ،k ≥ ١ و است n − ١ درجه از چند�جمله�ای ͷی Dαp(z) که جایͬ آن از
لذا مͬ�بریم کار به Dαp(z) چند�جمله�ای

max
|z|=k

|Dαp(z)| ≤ kn−١max
|z|=١

|Dαp(z)|. (۴۶.٣)



٣۶ دارند قرار k ≥ ١ ،|z| ≤ k در صفرهایشان که چند�جمله�ای�هایͬ از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .٣

داریم: (۴۶.٣) و (۴۵.٣) نامساوی�های ترکیب با

max
|z|=١

|Dαp(z)|

≥ (|α| − k)

n∑
j=١

k

k + |zj |

[
٢

١+ kn
max
|z|=١

|p(z)|+ ١
kn

(
kn − ١
١+ kn

)
min
|z|=k

|p(z)|
]

≥ (|α| − k)
n∑

j=١

k

k + kj

[
٢

١+ kn
max
|z|=١

|p(z)|+ ١
kn

(
kn − ١
١+ kn

)
min
|z|=k

|p(z)|
]
.

مͬ�شود. کامل قضیه اثبات و است نظر مورد نتیجه که

عزیز از نتیجه�ای که را زیر تعمیم |α| → ∞ و |α| بر (۴٠.٣) نامساوی از طرف دو هر تقسیم با
مͬ�آوریم. بدست است [٩]

nو درجه از چند�جمله�ای ͷی an ̸= ٠ ، p(z) =

n∑
j=٠

ajz
j = an

n∏
j=١

(z − zj) اگر .٢٢.١.٣ نتیجه

آن�گاه ،k = max(k١, k٢, ..., kn) ≥ ١ که ١ ≤ j ≤ n ، |zj | ≤ kj

max
|z|=١

|p′(z)| ≥
n∑

j=١

k

k + kj

[
٢

١+ kn
max
|z|=١

|p(z)|+ ١
kn

(
kn − ١
kn + ١

)
min
|z|=k

|p(z)|
]

از بهبودی که مͬ�دهد نتیجه را بعد نتیجه ٢١.١.٣ قضیه پس k

k + kj
≥ ١

٢ ، ١ ≤ j ≤ n برای
است. ١٧.١.٣ قضیه

همه که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی an ̸= ٠ ، p(z) = an

n∏
j=١

(z − zj) اگر .٢٣.١.٣ نتیجه

داریم: |α| ≥ k مختلط یا حقیقͬ عدد هر ازای به آن�گاه باشند، واقع k ≥ ١ ، |z| ≤ k در صفرهایش

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ n(|α| − k)

[
١

١+ kn
max
|z|=١

|p(z)|+ ١
٢kn

(
kn − ١
kn + ١

)
min
|z|=k

|p(z)|
]
.

همه که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی an ̸= ٠ ، p(z) = an

n∏
j=١

(z − zj) اگر .٢۴.١.٣ نتیجه

آن�گاه باشند، واقع k ≥ ١ ، |z| ≤ k در صفرهایش

max
|z|=١

|p′(z)| ≥ n

[
١

١+ kn
max
|z|=١

|p(z)|+ ١
٢kn

(
kn − ١
kn + ١

)
min
|z|=k

|p(z)|
]
.

درجه از چند�جمله�ای ͷی an ̸= ٠ ، p(z) =
n∑

j=٠
ajz

j = an

n∏
j=١

(z − zj) اگر [١٨] .٢۵.١.٣ قضیه

حقیقͬ عدد هر ازای به آن�گاه ،k = max(k١, k٢, ..., kn) ≥ ١ که ١ ≤ j ≤ n ، |zj | ≤ kj و n ≥ ٢



٣٧ دارند قرار K ≥ ١ ،|Z| ≤ K در صفرهایش که چند�جمله�ای� از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .١.٣

داریم: n > ٢ برای |α| ≥ k مختلط یا

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ (|α| − k)

n∑
j=١

k

k + kj

{
٢

١+ kn
max
|z|=١

|p(z)|+ ١
kn

(
kn − ١
kn + ١

)

× min
|z|=k

|p(z)|+ ٢|an−١|
k(١+ kn)

(
kn − ١

n
− kn−٢ − ١

n− ٢

)}
+

(
١− ١

k٢

)
|na٠ + αa١|, (۴٧.٣)

داریم: n = ٢ برای و

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ (|α| − k)

n∑
j=١

k

k + kj

{
٢

١+ kn
max
|z|=١

|p(z)|+ ١
kn

(
kn − ١
kn + ١

)

× min
|z|=k

|p(z)|+ |a١|
(k − ١)n
k(١+ kn)

}
+

(
١− ١

k

)
|na٠ + αa١|. (۴٨.٣)

برای و هستند p(z) صفرهای ها zj ، ١ ≤ j ≤ n برای .G(z) = p(kz) کنیم فرض برهان.
همه واقع�اند، |z| ≤ k در p(z) صفرهای همه چون هستند. G(z) صفرهای نیز ها zj

k
، ١ ≤ j ≤ n

چند�جمله�ای برای ١٩.١.٣ لم بردن کار به با بنابراین دارند، قرار |z| ≤ ١ در نیز G(z) صفرهای
مͬ�آوریم: بدست ٢١.١.٣ قضیه مشابه اثبات روند ادامه و G(z)

max
|z|=k

|Dαp(z)| ≥ (|α| − k)
n∑

j=١

١
k + |zj |

max
|z|=k

|p(z)|. (۴٩.٣)

صفرهای همه که جایͬ آن از باشد. p(z)وسͺمع چند�جمله�ای q(z) = znp(
١
z
) فرضکنیم حال

|z| ≥ ١ در q(
z

k
) چند�جمله�ای صفرهای همه پس واقع�اند k ≥ ١ ، |z| ≤ k در p(z) چند�جمله�ای

پس مͬ�بریم کار به k ≥ ١ ، q(z
k
) چند�جمله�ای برای را ١.١.٣ لم از (۵.٣) نامساوی لذا واقع�اند.

max
|z|=k

|q(z
k
)| ≤ kn + ١

٢ max
|z|=١

|q(z
k
)| −

(
kn − ١

٢

)
min
|z|=١

|q(z
k
)|

− |an−١|
k

(
kn − ١

n
− kn−٢ − ١

n− ٢

)
,

نتیجه در

max
|z|=١

|p(z)| ≤ kn + ١
٢kn max

|z|=k
|p(z)| −

(
kn − ١
٢kn

)
min
|z|=k

|p(z)|

− |an−١|
k

(
kn − ١

n
− kn−٢ − ١

n− ٢

)
,

با است معادل نامساوی این



٣٨ دارند قرار k ≥ ١ ،|z| ≤ k در صفرهایشان که چند�جمله�ای�هایͬ از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .٣

max
|z|=k

|p(z)| ≥ ٢kn
١+ kn

max
|z|=١

|p(z)|+
(
kn − ١
١+ kn

)
min
|z|=k

|p(z)|

+
٢|an−١|kn−١

١+ kn

(
kn − ١

n
− kn−٢ − ١

n− ٢

)
. (۵٠.٣)

داریم: n > ٢ برای (۴٩.٣) در (۵٠.٣) نامساوی از استفاده با

max
|z|=k

|Dαp(z)| ≥ (|α| − k)

n∑
j=١

١
k + |zj |

{
٢kn

١+ kn
max
|z|=١

|p(z)|+
(
kn − ١
١+ kn

)

× min
|z|=k

|p(z)|+ ٢|an−١|kn−١
١+ kn

(
kn − ١

n
− kn−٢ − ١

n− ٢

)}
. (۵١.٣)

از (٧.٣) نامساوی از ،k ≥ ١ و است n − ١ درجه از چند�جمله�ای ͷی Dαp(z) که جایͬ آن از
داریم: n > ٢ برای ٢.١.٣ لم

max
|z|=k

|Dαp(z)| ≤ kn−١max
|z|=١

|Dαp(z)| − (kn−١ − kn−٣)|Dαp(٠)| (۵٢.٣)

داریم: n > ٢ برای (۵٢.٣) و (۵١.٣) نامساوی�های ترکیب از

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ (|α| − k)

n∑
j=١

k

k + |zj |

{
٢

١+ kn
max
|z|=١

|p(z)|+ ١
kn

(
kn − ١
١+ kn

)
min
|z|=k

|p(z)|

+
٢|an−١|
k(١+ kn)

(
kn − ١

n
− kn−٢ − ١

n− ٢

)}
+

(
١− ١

k٢

)
|na٠ + αa١|

پس |zj | ≤ kj که جایͬ آن از

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ (|α| − k)
n∑

j=١

k

k + kj

{
٢

١+ kn
max
|z|=١

|p(z)|+ ١
kn

(
kn − ١
١+ kn

)
min
|z|=k

|p(z)|

+
٢|an−١|
k(١+ kn)

(
kn − ١

n
− kn−٢ − ١

n− ٢

)}
+

(
١− ١

k٢

)
|na٠ + αa١|

پیش (۴٧.٣) نامساوی همانند (۴٨.٣) نامساوی اثبات برای مͬ�شود. اثبات (۴٧.٣) نامساوی
(٨.٣) و (۶.٣) نامساوی�های از (٧.٣) و (۵.٣) نامساوی�های جای به که تفاوت این با مͬ�رویم

مͬ�کنیم. استفاده



٣٩ دارند قرار K ≥ ١ ،|Z| ≤ K در صفرهایش که چند�جمله�ای� از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .١.٣

قضیه از (۴٠.٣) نامساوی ٢۵.١.٣ قضیه از (۴٧.٣) نامساوی مͬ�کنید ملاحظه که طور همان
و a١ ضرایب و مثبت مقادیری کردن اضافه با که صورت این به است. بخشیده بهبود را ٢١.١.٣
و ایم بخشیده بهبود را نامساوی�ها این کران (۴٨.٣) و (۴٧.٣) نامساوی�های راست سمت به a٠

مͬ�یابد. بهبود (۴٠.٣) نامساوی لذا
مͬ�دهد. نتیجه را ویژه�ای حالت بالا قضیه k

k + kj
≥ ١

٢ ،١ ≤ j ≤ n برای

همه که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی an ̸= ٠ ، p(z) = an

n∏
j=١

(z − zj) اگر .٢۶.١.٣ نتیجه

|α| ≥ k که α مختلط یا حقیقͬ عدد هر ازای به آن�گاه باشند، واقع k ≥ ١ ، |z| ≤ k در صفرهایش
داریم: n > ٢ برای و

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ n(|α| − k)

{
١

١+ kn
max
|z|=١

|p(z)|+ ١
٢kn

(
kn − ١
kn + ١

)
× min

|z|=k
|p(z)|+ |an−١|

k(١+ kn)

(
kn − ١

n
− kn−٢ − ١

n− ٢

)}
+

(
١− ١

k٢

)
|na٠ + αa١|,

داریم: n = ٢ برای و

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ (|α| − k)

{
٢

١+ kn
max
|z|=١

|p(z)|+ ١
kn

(
kn − ١
kn + ١

)
× min

|z|=k
|p(z)|+ |a١|(k − ١)n

k(١+ kn)

}
+

(
١− ١

k

)
|na٠ + αa١|.

لذا .
(
kn − ١

n
− kn−٢ − ١

n− ٢

)
> ٠ ،n > ٢ و k > ١ برای که داد نشان مͬ�توان سادگͬ به

جز به حقیقت در است. ٢١.١.٣ قضیه از تعمیمͬ بالا نتیجه n ≥ ٢ درجه از چند�جمله�ای�های برای
قضیه از آمده بدست کران a٠ = a١ = an−١ = ٠ و باشند |z| = k در p(z) صفرهای همه که حالتͬ

است. ٢١.١.٣ قضیه در آمده بدست کران از تر بهبود�یافته همیشه ٢۵.١.٣

درجه از چند�جمله�ای ͷی an ̸= ٠ ، p(z) =
n∑

j=٠
ajz

j = an

n∏
j=١

(z − zj) اگر [١٨] .٢٧.١.٣ قضیه

حقیقͬ عدد هر ازای به آن�گاه ،k = min(k١, k٢, ..., kn) ≤ ١ که ١ ≤ j ≤ n ، |zj | ≥ kj و باشد n
داریم: |α| ≤ k که α مختلط یا

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ (k − |α|)kn−١
n∑

j=١

kj
k + kj

[
٢

١+ kn
max
|z|=١

|p(z)|+ (١− kn)

kn(١+ kn)
min
|z|=k

|p(z)|
]
.

(۵٣.٣)



۴٠ دارند قرار k ≥ ١ ،|z| ≤ k در صفرهایشان که چند�جمله�ای�هایͬ از قطبͬ مشتق برای نامساوی�هایͬ .٣

که طوری به مͬ�کنند، صدق |zj | ≥ kj در ١ ≤ j ≤ n برای p(z) صفرهای فرض به بنا برهان.
١ ≤ j ≤ n برای q(z) = znp(

١
z
) چند�جمله�ای صفرهای نتیجه در .k = min(k١, k٢, ..., kn) ≤ ١

قضیه بردن کار به با . ١
k

= max(
١
k١

,
١
k٢

, ...,
١
kn

) ≥ ١ که طوری به مͬ�کنند صدق ١
|zj |

≤ ١
kj

در

داریم: |δ| ≥ ١
k
با q(z) چند�جمله�ای برای ٢١.١.٣

max
|z|=١

|Dδq(z)| ≥ kn−١(|δ| − ١
k
)

n∑
j=١

١
١
k
+

١
kj

{ ٢
kn

١+
١
kn

max
|z|=١

|q(z)|

+

١
kn − ١

١+
١
kn

min

|z|=
١
k

|q(z)|
}

(۵۴.٣)

داریم: |z| = ١ برای ١٣.١.٢ لم به بنا
|Dδq(z)| = |δ||D١

δ

p(z)|

داریم: |δ| ≥ ١
k
برای (۵۴.٣) نامساوی در بالا تساوی از استفاده با

|δ|max
|z|=١

|D١
δ

p(z)| ≥ kn−١(|δ| − ١
k
)

n∑
j=١

kkj
k + kj

{
٢

١+ kn
max
|z|=١

|p(z)|

+
(١− kn)

(١+ kn)kn
min
|z|=k

|p(z)|
}

(۵۵.٣)

که مͬ�شود نتیجه (۵۵.٣) نامساوی از ،|α| ≤ k که طوری به مͬ�کنیم جایͽزین ١
δ
جای به را α حال

|١
α
|max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ kn−١|)١
α
| − ١

k
)

n∑
j=١

kkj
k + kj

{
٢

١+ kn
max
|z|=١

|p(z)|

+
(١− kn)

(١+ kn)kn
min
|z|=k

|p(z)|
}

یا
max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ kn−١(k − |α|)
n∑

j=١

kj
k + kj

{
٢

١+ kn
max
|z|=١

|p(z)|+ (١− kn)

(١+ kn)kn
min
|z|=k

|p(z)|
}

مͬ�شود. کامل قضیه اثبات لذا است. (۵٣.٣) نامساوی همان که



۴ فصل

نامساوی�های از برخͬ از تعمیم�هایͬ
چند�جمله�ای�ها قطبͬ مشتق

چند�جمله�ای�ها قطبͬ مشتق نامساوی�های از برخͬ از تعمیم�هایͬ ١.۴

شامل که چند�جمله�ای�هایͬ از قطبͬ مشتق از نامساوی�هایͬ از تعمیم�هایͬ بیان به فصل این در
مͬ�پردازیم. باشد |z| ≤ k ≤ ١ در صفرهایشان

واحد ͷدیس روی |p′(z)| از تخمینͬ درباره آن�گاه باشد، n درجه از چند�جمله�ای ͷیp(z) اگر
داریم: |z| = ١

max
|z|=١

|p′(z)| ≤ nmax
|z|=١

|p(z)| (١.۴)

مثلثاتͬ چندجمله�ای ͷی مشتق روی ١ برنشتاین نامساوی از منطقͬ نتیجه ͷی که بالا نامساوی
مختلط عدد ͷی λ که p(z) = λzn چند�جمله�ای برای تساوی و است ممͺن نتیجه بهترین است

است. برقرار است
کنیم، محدود ندارند |z| < ١ روی صفری هیچ که چند�جمله�ای�ها از رده�ای به را خودمان اگر
سپس و زد را اولیه حدس ٢ اردوش باره این در حقیقت در یافت. خواهد بهبود بالا نامساوی آن�گاه

آن�گاه: |z| < ١ در p(z) ̸= ٠ اگر که کرد اثبات [٣٠] ٣ لاکس
max
|z|=١

|p′(z)| ≤ n

٢ max
|z|=١

|p(z)| (٢.۴)

نامساوی [٣۵] ۴ توران آن�گاه باشند، واقع |z| ≤ ١ در p(z) چند�جمله�ای صفرهای همه اگر حال
١Bernstein
٢Ardos
٣Lax
۴Turan



۴٢ چند�جمله�ای�ها قطبͬ مشتق نامساوی�های از برخͬ از تعمیم�هایͬ .۴

کرد اثبات را زیر
max
|z|=١

|p′(z)| ≥ n

٢ max
|z|=١

|p(z)| (٣.۴)

که چند�جمله�ای�هایͬ برای تساوی و هستند ممͺن نتیجه بهترین (٣.۴) و (٢.۴) نامساوی�های
بود. خواهد برقرار باشند داشته قرار |z| = ١ در صفرهایشان همه

، |z| < k در p(z) ̸= ٠ اگر که کرد اثبات [٣١] ۵ ͷمال (٣.۴) و (٢.۴) از بسطͬ عنوان به
آن�گاه ، k ≥ ١

max
|z|=١

|p′(z)| ≤ (
n

١+ k
)max
|z|=١

|p(z)| (۴.۴)

آن�گاه باشند، |z| ≤ k ≤ ١ در p(z) صفرهای همه اگر که حالͬ در
max
|z|=١

|p′(z)| ≥ (
n

١+ k
)max
|z|=١

|p(z)| (۵.۴)

داریم: را زیر نامساوی�های ترتیب به بͽیریم نظر در k ≥ ١ اگر (۵.۴) و (۴.۴) نامساوی�های در

max
|z|=١

|p′(z)| ≤ n

١+ kn
max
|z|=١

|p(z)| (۶.۴)

و
max
|z|=١

|p′(z)| ≥ n

١+ kn
max
|z|=١

|p(z)| (٧.۴)

درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) اگر که این اثبات با را (٧.۴) و (۵.۴) نامساوی�های [٢۴] ۶ گوویل
k ≤ ١ برای که صورت این به بخشید بهبود باشند، |z| ≤ k در صفرهایش همه و باشد n حداکثر

داریم:

max
|z|=١

|p′(z)| ≥
(

n

١+ k

)
max
|z|=١

|p(z)|+
(

n

kn−١)١+ k)

)
min
|z|=k

|p(z)| (٨.۴)

داریم: k ≥ ١ برای و

max
|z|=١

|p′(z)| ≥
(

n

١+ kn

)
max
|z|=١

|p(z)|+
(

n

١+ kn

)
min
|z|=k

|p(z)|. (٩.۴)

در و p(z) = (z + k)n برای تساوی (٨.۴) در و هستند ممͺن نتیجه بهترین نامساوی دو این
است. برقرار p(z) = zn + kn برای (٩.۴)

مͬ�دهیم. ارائه بالا نامساوی�های از بهبودهایͬ و تعمیم�ها از برخͬ فصل این در
۵Malik
۶Govil



۴٣ چند�جمله�ای�ها قطبͬ مشتق نامساوی�های از برخͬ از تعمیم�هایͬ .١.۴

در که ١ ≤ t ≤ n ،p(z) = a٠ +
n∑

j=t

ajz
j فرم به چند�جمله�ای�ها از عمومͬ�تر ی رده به توجه با

کردند اثبات را زیر نامساوی [٢١] ٨ ویمز و ٧ گاردنر گوویل، نشود، صفر k ≥ ١ ،|z| < k

max
|z|=١

|p′(z)| ≤ n

١+ S٠

{
max
|z|=١

|p(z)| −m

}
(١٠.۴)

و m = min
|z|=k

|p(z)| که طوری به

S٠ = kt+١


(
t

n
)

|at|
|a٠| −m

kt−١ + ١

(
t

n
)

|at|
|a٠| −m

kt+١ + ١

 . (١١.۴)

(٢.۴) نامساوی از بهبود و تعمیم ͷی اثبات کنار در زیرا است مستقل منافع از (١٠.۴) نامساوی
فراهم را [٢۴] گوویل و [١۴] ͷمال و ٩ چان ، [٢] داوود و عزیز از نتایجͬ از بهبودی و تعمیم

درجه از p(z) = anz
n+

n∑
j=µ

an−jz
n−j فرم به چند�جمله�ای�ها از رده�ای برای دیͽر عبارت به مͬ�کند.

کردند اثبات را زیر نامساوی [٣۴] عزیز و ١٠ شاه ،|z| ≤ k ≤ ١ در صفرهایشان همه که n

max
|z|=١

|p′(z)| ≥ n

١+ kµ

{
max
|z|=١

|p(z)|+ ١
kn−µ

min
|z|=k

|p(z)|
}
. (١٢.۴)

مͬ�شود. تبدیل [٢۴] گوویل به مربوط نامساویͬ به (١٢.۴) نامساوی µ = ١ برای

واقع |z| ≤ k ≤ ١ در صفرهایش همه که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) اگر .١.١.۴ قضیه
داریم: |α| ≥ k که α مختلط یا حقیقͬ عدد هر برای آن�گاه باشند،

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ n

(
|α| − k

١+ k

)
max
|z|=١

|p(z)|. (١٣.۴)

قبل قضیه در است. برقرار α ≥ k با p(z) = (z− k)n برای تساوی و است یافته بهبود نامساوی
داریم: را زیر نامساوی آن�گاه باشند، داشته قرار k ≥ ١ ،|z| ≤ k در p(z) صفرهای همه اگر

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ n

(
|α| − k

١+ kn

)
max
|z|=١

|p(z)| (١۴.۴)

نامساوی�های |α| → ∞ و کنیم تقسیم |α| بر را (١۴.۴) و (١٣.۴) نامساوی�های طرف دو هر اگر
مͬ�آیند. بدست (٧.۴) و (۵.۴)

٧Gardner
٨weems
٩Chan
١٠Shah



۴۴ چند�جمله�ای�ها قطبͬ مشتق نامساوی�های از برخͬ از تعمیم�هایͬ .۴

|z| ≤ k در صفرهایش همه که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) =
n∑

j=٠
ajz

j اگر .٢.١.۴ لم

داریم: |z| = ١ روی آن�گاه باشند k ≤ ١ ،

|p′(z)| ≥
(

n

١+ k

)
|p(z)|. (١۵.۴)

است. [٢۵] گوویل از لم این

|z| ≤ k در صفرهایش همه که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) =
n∑

j=٠
ajz

j اگر .٣.١.۴ لم

داریم: q(z) = znp(
١
z
) وقتͬ |z| = ١ روی آن�گاه باشند، داشته قرار k ≤ ١ ،

|q′(z)| ≤ k|p′(z)| −
( n

kn−١

)
min
|z|=k

|p(z)|. (١۶.۴)

مͬ�باشد. [٢۴] گوویل از نیز لم این

|z| ≤ k در صفرهایش همه که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) =
n∑

j=٠
ajz

j اگر .۴.١.۴ لم

داریم: L =
nk٢|an|+ |an−١|
|an−١|+ n|an|

و q(z) = znp(
١
z
) وقتͬ |z| = ١ روی آن�گاه باشند، k ≤ ١ ،

|q′(z)| ≤ L|p′(z)|. (١٧.۴)

است. [٢۶] گوویل از نیز لم این

|z| ≤ k در صفرهایش همه که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) =
n∑

j=٠
ajz

j اگر .۵.١.۴ لم

داریم: |z| = ١ روی |α| ≥ L که α مختلط یا حقیقͬ عدد هر ازای به آن�گاه باشند، k ≤ ١ ،

|Dαp(z)| ≥ n

(
|α| − L

١+ k

)
|p(z)|. (١٨.۴)

.|q′(z)| = |np(z)− zp′(z)| ،|z| = ١ روی آن�گاه ،q(z) = znp(
١
z
) اگر برهان.

داریم: |z| = ١ روی لذا

|Dαp(z)| = |np(z) + (α− z)p′(z)|

= |αp′(z) + np(z)− zp′(z)|

≥ |α||p′(z)| − |np(z)− zp′(z)|

با است معادل که



۴۵ چند�جمله�ای�ها قطبͬ مشتق نامساوی�های از برخͬ از تعمیم�هایͬ .١.۴

|Dαp(z)| ≥ |α||p′(z)| − |q′(z)| (١٩.۴)

داریم: (١٩.۴) نامساوی با ۴.١.۴ لم ترکیب با
|Dαp(z)| ≥ |α||p′(z)| − L|p′(z)| = (|α| − L)|p′(z)|

داشت: خواهیم بالا نامساوی با ٢.١.۴ لم ترکیب از

|Dαp(z)| ≥ (|α| − L)

(
n

١+ k

)
|p(z)|

مͬ�شود. کامل لم اثبات لذا

در صفرهایش همه که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) =
n∑

j=٠
ajz

j اگر [٢۶] .۶.١.۴ قضیه

داریم: |α| ≥ k با α عدد هر برای آن�گاه باشند، داشته قرار |z| ≤ k ≤ ١

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥
n (|α| − k)

١+ k
max
|z|=١

|p(z)|+ n (|α|+ ١)
kn−١ (١+ k)

min
|z|=k

|p(z)|. (٢٠.۴)

داریم: |z| = ١ روی ٣.١.۴ لم و (١٩.۴) از آن�گاه ،q(z) = znp(
١
z
) اگر برهان.

|Dαp(z)| ≥ |α||p′(z)| − |q′(z)|

≥ |α||p′(z)| −
{
k|p′(z)| −

( n

kn−١

)
min
|z|=k

|p(z)|
}

= (|α| − k)|p′(z)|+
( n

kn−١

)
min
|z|=k

|p(z)|

با است معادل که
max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ (|α| − k)max
|z|=١

|p′(z)|+
( n

kn−١

)
min
|z|=k

|p(z)|

داشت: خواهیم (٨.۴) نامساوی با بالا نامساوی ترکیب با

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ (|α| − k)

(
n

١+ k
max
|z|=١

|p(z)|+ nm

kn−١)١+ k)

)
+

nm

kn−١

= n

(
|α| − k

١+ k

)
max
|z|=١

|p(z)|+ n

(
|α|+ ١

kn−١)١+ k)

)
min
|z|=k

|p(z)|

مͬ�کند. کامل را ۶.١.۴ قضیه اثبات که

است. برقرار α ≥ k ،p(z) = (z − k)n برای تساوی و است بهبود�یافته نامساوی این
را (٨.۴) نامساوی براین، علاوه مͬ�بخشد. بهبود را (١٣.۴) نامساوی ۶.١.۴ قضیه وضوح به
(٢٠.۴) نامساوی طرف دو ۶.١.۴ قضیه از (٨.۴) نامساوی آوردن بدست برای مͬ�دهد، تعمیم نیز

. |α| → ∞ و مͬ�کنیم تقسیم |α| بر را



۴۶ چند�جمله�ای�ها قطبͬ مشتق نامساوی�های از برخͬ از تعمیم�هایͬ .۴

، m = min
|z|=k

|p(z)| و باشند k ≥ ١ که |z| ≤ k در p(z) =
n∑

j=٠
ajz

j صفرهای همه اگر .٧.١.۴ لم

|z| < k در نیز p(z) + λm چند�جمله�ای صفرهای همه ،|λ| < ١ با λ مختلط عدد هر ازای به آن�گاه
بود. خواهند واقع

|λ| < ١ با λ هر ازای به بنابراین .|p(z)| ≥ m ، |z| = k روی آن�گاه ،m = min
|z|=k

|p(z)| اگر برهان.

از نتیجه واقع�اند، |z| < k در p(z) صفرهای همه که جایͬ آن از .|p(z)| > |λm| ، |z| = k روی
مͬ�آید. بدست روشه قضیه

است. [٣٢] ماردن به مربوط زیر لم

صفرهای همه ،|α| ≥ k ازای به آن�گاه باشند، واقع |z| ≤ k در p(z) صفرهای همه اگر .٨.١.۴ لم
واقع�اند. |z| ≤ k در نیز α نقطه به نسبت p(z) از Dαp(z) قطبͬ مشتق

آوردن بدست به قادر باشیم، |an| و |an−١| ضرایب درباره اطلاعاتͬ از استفاده به مایل اگر حال
بود خواهیم ۶.١.۴ قضیه برای بهبودی

در صفرهایش همه که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) کنیم فرض [٢۶] .٩.١.۴ قضیه

با α مختلط یا حقیقͬ عدد هر ازای به آن�گاه ،L =
nk٢|an|+ |an−١|
|an−١|+ n|an|

اگر باشند. |z| ≤ k ≤ ١
داریم: |α| ≥ k

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥
n(|α| − k)

١+ k
max
|z|=١

|p(z)|+ n(|α|+ ١)
kn−١)١+ k)

m

+
n(k − L)

١+ k
max
|z|=١

|p(z)|+ n(L− k)

kn(١+ k)
m. (٢١.۴)

است. m = min
|z|=k

|p(z)| که طوری به

گرفتن نظر در با .m = ٠ آن�گاه باشد، داشته k ≤ ١ ،|z| = k روی صفر ͷی p(z) اگر برهان.
همه مͬ�کنیم فرض قضیه کلیت رفتن دست از بدون لذا است. برقرار وضوح به نتیجه ۵.١.۴ لم
بنا است. تحلیلͬ |z| ≥ k در zn

p(z)
و m > ٠ بنابراین دارند، قرار k ≤ ١ ،|z| < k در p(z) صفرهای

داریم: |z| ≥ k و بͬ�کران دامنه�های برای قدرمطلق ماکسیمم اصل به
| zn

p(z)
| ≤ max

|z|=k
| zn

p(z)
| = kn

min
|z|=k

|p(z)|

|λ| < ١ با λ هر ازای به روشه قضیه به بنا بنابراین .kn|p(z)| ≥ m|z|n ،|z| ≥ k برای نتیجه در
برای ٨.١.۴ لم از دارند. قرار k ≤ ١ ،|z| < k در صفرهایش همه knp(z) − λmzn چند�جمله�ای
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قرار |z| < k در نیز Dα[k
np(z) − λmzn] چند�جمله�ای صفرهای همه که مͬ�شود نتیجه |α| ≥ k

برای ندارد. |z| ≥ k در صفری هیچ knDαp(z)− λmnαzn−١ ،|λ| < ١ با λ هر ازای به پس دارند.
داریم: |α| ≥ k و |z| ≥ k

kn|Dαp(z)| ≥ |λ|mn|α||z|n−١ (٢٢.۴)

۵.١.۴ لم مͬ�توانیم واقع�اند، k ≤ ١ ،|z| < k در knp(z)− λmzn صفرهای همه که جایͬ آن از
مͬ�آوریم بدست |z| = ١ روی و |α| ≥ L برای و ببریم بͺار knp(z)− λmzn برای را

|Dα[k
np(z)− λmzn]| ≥ n

(
|α| − L

١+ k

)
|knp(z)− λmzn| (٢٣.۴)

فرض حال است. مثبت (٢٣.۴) نامساوی راست سمت ،|α| ≥ k ≥ L ≥ ٠ که این به توجه با
صورت این در ،|p(z٠)| = max

|z|=١
|p(z)| که طوری به باشد |z| = ١ روی z٠ کنیم

Dα[k
np(z)− λmzn] = knDαp(z)− λmnαzn−١

داریم: (٢٣.۴) نامساوی از

|kn{Dαp(z)}z=z٠ − λmαnzn−١٠ | ≥ n

(
|α| − L

١+ k

)
|knp(z٠)− λmzn٠ |

≥ n

(
|α| − L

١+ k

)
(kn|p(z٠)| − |λ|m|z٠|n)

= n

(
|α| − L

١+ k

)
kn|p(z٠)| − n

(
|α| − L

١+ k

)
|λ|m. (٢۴.۴)

که کنیم انتخاب چنان را λ از آرگومانͬ (٢۴.۴) در اگر

|kn{Dαp(z)}z=z٠ − λmαnzn−١٠ |

= kn|{Dαp(z)}z=z٠ | − |λ|mn|α||z٠|n−١

مͬ�آوریم بدست

kn|{Dαp(z)}z=z٠ | − |λ|mn|α||z٠|n−١

≥ n

(
|α| − L

١+ k

)
kn|p(z٠)| − n

(
|α| − L

١+ k

)
|λ|m. (٢۵.۴)

است واقع |z| = ١ روی z٠ چون مͬ�شود. نتیجه (٢۵.۴) نامساوی بودن نامنفͬ (٢٢.۴) نامساوی از
با است معادل (٢۵.۴) نامساوی ،|p(z٠)| = max

|z|=١
|p(z)| و

kn|{Dαp(z)}z=z٠ | ≥ n

(
|α| − L

١+ k

)
knmax

|z|=١
|p(z)|

+ |λ|mn|α| − |λ|mn

(
|α| − L

١+ k

)
,
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نتیجه در

knmax
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ n

(
|α| − L

١+ k

)
knmax

|z|=١
|p(z)|

+ |λ|mn|α| − |λ|mn

(
|α| − L

١+ k

)
. (٢۶.۴)

مͬ�آوریم بدست (٢۶.۴) نامساوی |λ|در → ١ دادن قرار با

knmax
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ n

(
|α| − L

١+ k

)
knmax

|z|=١
|p(z)|+ n

(
k|α|+ L

١+ k

)
m,

با است معادل وضوح به که

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥
n(|α| − k)

١+ k
max
|z|=١

|p(z)|+ n(|α|+ ١)
kn−١)١+ k)

m

+
n(k − L)

١+ k
max
|z|=١

|p(z)|+ n(L− k)

kn(١+ k)
m.

مͬ�شود. کامل قضیه اثبات لذا

(٢٠.۴) نامساوی ،|an−١
an

| = nk یا k = ١ که حالتͬ در بجز (٢١.۴) نامساوی کلͬ حالت در
که دهیم نشان کافیست موضوع این اثبات برای لذا مͬ�بخشد بهبود را ۶.١.۴ قضیه از

n(k − L)

١+ k
max
|z|=١

|p(z)|+ n(L− k)

kn(١+ k)
min
|z|=k

|p(z)| ≥ ٠

با است معادل و
n(k − L)

١+ k
max
|z|=١

|p(z)| ≥ n(k − L)

kn(١+ k)
min
|z|=k

|p(z)| (٢٧.۴)

،|zi| ≤ k آن�گاه باشند، p(z) صفرهای ها zi اگر ١ ≤ i ≤ n برای .k ≥ L که داریم توجه
و ١ ≤ i ≤ n

|an−١
an

| = |z١ + z٢ + ...+ zn| ≤ |z١|+ |z٢|+ ...+ |zn| ≤ nk

L =
nk٢|an|+ |an−١|
|an−١|+ n|an|

≤ k با ١)،لذا − k)|an−١| ≤ (١ − k)nk|an| نتیجه در ،k ≤ ١ چون
است. برقرار k ≥ L نامساوی بنابراین است. معادل

مͬ�شود معادل زیر نامساوی با سادگͬ به (٢٧.۴) نامساوی k ≥ L نامساوی گرفتن نظر در با

max
|z|=١

|p(z)| ≥
min
|z|=k

|p(z)|

kn
.

است. [٢٧] چمیزر و رحمان گوویل، از زیر لم
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، |z| ≤ k در صفری هیچ که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) =
n∑

j=٠
ajz

j اگر .١٠.١.۴ لم

داریم: |z| = ١ روی آن�گاه باشد، نداشته k ≥ ١

|p′(z)| ≤
(
١
k٢

)١+
k٢

n
|a١
a٠

|

١
n
|a١
a٠

|+ ١

 |q′(z)| (٢٨.۴)

است [٢۴] گوویل از زیر لم

در صفرهایش همه که باشد n حداکثر درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) =
n∑

j=٠
ajz

j اگر .١١.١.۴ لم

آن�گاه باشند، q(z) = znp(
١
z
) و |z| ≥ k ≥ ١

|q′(z)| ≥ k|p′(z)|+ n min
|z|=k

|p(z)|. (٢٩.۴)

بسط که بعد قضیه دارند، قرار k ≥ ١ که |z| ≤ k در صفرهایشان همه که چند�جمله�ای�هایͬ برای
داریم. را است قطبͬ مشتق برای (٩.۴) نامساوی

صفرهایش همه که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) =
n∑

j=٠
ajz

j اگر [٢۶] .١٢.١.۴ قضیه

و |α| ≥ ١ + k + kn که α مختلط یا حقیقͬ عدد هر ازای به آن�گاه باشند، k ≥ ١ که |z| ≤ k در
داریم: m = min

|z|=k
|p(z)|

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ n

(
|α| − k

١+ kn

)
max
|z|=١

|p(z)|+ n

(
|α| − (١+ k + kn)

١+ kn

)
m. (٣٠.۴)

|z| < k در p(z) صفرهای همه که کنیم فرض مͬ�توانیم قضیه کلیت دادن دست از بدون برهان.
نظر در با .m = ٠ آن�گاه باشد، داشته |z| = k روی صفر ͷی p(z) اگر زیرا دارند. قرار k ≥ ١ ،
در p(z) صفرهای همه که جایͬ آن از بود. خواهد برقرار وضوح به قضیه (١۴.۴) نامساوی گرفتن
p(z) + λm چند�جمله�ای ،|λ| < ١ با λ هر ازای به ٧.١.۴ لم به بنا دارند، قرار k ≥ ١ که |z| < k

بͺار p(z) + λm برای را (١۴.۴) نامساوی پس دارند. قرار k ≥ ١ ،|z| < k در صفرهایش همه نیز
لذا مͬ�بریم

max
|z|=١

|Dα[p(z) + λm]| ≥ n

(
|α| − k

١+ kn

)
max
|z|=١

|p(z) + λm|

صورت این در ،|p(z٠)| = max
|z|=١

|p(z)| که طوری به باشد |z| = ١ روی نقطه ͷی z٠ کنیم فرض

max
|z|=١

|Dαp(z) + λmn| ≥ n

(
|α| − k

١+ kn

)
|p(z٠) + λm| (٣١.۴)
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از آن�گاه ،|p(z٠) + λm| = |p(z٠)| + |λ|m که کنیم انتخاب گونه�ای به را λ از آرگومانͬ اگر
داریم: (٣١.۴)

max
|z|=١

|Dαp(z) + λmn| ≥ n

(
|α| − k

١+ kn

)
(|p(z٠)|+ |λ|m)

نتیجه در
max
|z|=١

|Dαp(z)|+ |λ|mn ≥ n

(
|α| − k

١+ kn

)
(max
|z|=١

|p(z)|+ |λ|m)

با است معادل وضوح به قبل نامساوی

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ n

(
|α| − k

١+ kn

)
max
|z|=١

|p(z)|

+ n|λ|
(
|α| − (١+ k + kn)

١+ kn

)
m (٣٢.۴)

آن�گاه ،|λ| → ١ کنیم فرض (٣٢.۴) در اگر حال

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ n

(
|α| − k

١+ kn

)
max
|z|=١

|p(z)|+ n

(
|α| − (١+ k + kn)

١+ kn

)
m

مͬ�شود. کامل قضیه اثبات و است (٣٠.۴) نامساوی همان که

تعمیم نیز را (٩.۴) نامساوی همچنین مͬ�بخشد. بهبود را (١۴.۴) نامساوی ١٢.١.۴ قضیه
را (٣٠.۴) نامساوی طرف دو هر (٣٠.۴) نامساوی از (٩.۴) نامساوی آوردن بدست برای مͬ�دهد،

مͬ�آید. بدست (٩.۴) نامساوی پس |α| → ∞ و مͬ�کنیم تقسیم |α| بر
است. [٢١] ویمز و گوویل گاردنر، از زیر لم

صفری هیچ که باشد، n درجه از چند�جمله�ای ͷی t ≥ ١ ،p(z) = a٠ +
n∑

j=t

ajz
j اگر .١٣.١.۴ لم

تساوی S٠ و m = min
|z|=k

|p(z)| ، q(z) = znp(
١
z
) وقتͬ آن�گاه باشد، نداشته k ≥ ١ ،|z| < k در

داریم: |z| = ١ روی باشد، (١١.۴) در شده تعریف

|q′(z)| ≥ S٠|p′(z)|+mn. (٣٣.۴)

|z| = ١ برای آن�گاه ،q(z) = znp(
١
z
) و باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی p(z) اگر .١۴.١.۴ لم

داریم:
|p′(z)|+ |q′(z)| ≤ nmax

|z|=١
|p(z)|. (٣۴.۴)
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مͬ�دهیم بسط چند�جمله�ای ͷی از قطبͬ مشتق برای را (١٢.۴) و (١٠.۴) نامساوی�های حال
توم ͷم و گوویل از عمومͬ�تر نتیجه ͷی دیͽر عبارت به مͬ�آوریم. بدست نتایج این از تعمیمͬ و

مͬ�کنیم. اثبات خاص مورد ͷی عنوان به را [٢٨] ١١

n درجه از چند�جمله�ای ͷی ١ ≤ t ≤ n ، p(z) = a٠ +
n∑

j=t

ajz
j کنید فرض [١٩] .١۵.١.۴ قضیه

یا حقیقͬ عدد هر ازای به صورت این در باشد، نداشته k ≥ ١ ،|z| < k در صفری هیچ که باشد
داریم: |α| ≥ ١ که α مختلط

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≤
n

١+ S٠

{
(|α|+ S٠)max

|z|=١
|p(z)| − (|α| − ١)m

}
. (٣۵.۴)

است. (١١.۴) در شده تعریف تساوی S٠ و m = min
|z|=k

|p(z)| که طوری به

داریم: |z| = ١ برای ١۴.١.۴ و ١٣.١.۴ لم�های ترکیب با برهان.
S٠|p′(z)|+mn+ |p′(z)| ≤ nmax

|z|=١
|p(z)|

با است معادل |z| = ١ برای پس

|p′(z)| ≤ n

١+ S٠

{
max
|z|=١

|p(z)| −m

}
(٣۶.۴)

که داد نشان |z| = ١ برای مͬ�توان سادگͬ به ،q(z) = znp(
١
z
) چون

|q′(z)| = |np(z)− zp′(z)|

به α نقطه به نسبت p(z) قطبͬ مشتق |α| ≥ ١ که α مختلط یا حقیقͬ عدد هر ازای به هم�چنین
فرم

Dαp(z) = np(z) + (α− z)p′(z).

داریم: |z| = ١ برای که

|Dαp(z)| ≤ |np(z)− zp′(z)|+ |α||p′(z)|

= |q′(z)|+ |α||p′(z)|

= |q′(z)|+ |p′(z)| − |p′(z)|+ |α||p′(z)|

≤ nmax
|z|=١

|p(z)|+ (|α| − ١)|p′(z)| (٣٧.۴)

مͬ�دهد نتیجه |z| = ١ برای (٣۶.۴) نامساوی با ترکیب در (٣٧.۴) نامساوی
|Dαp(z)| ≤ nmax

|z|=١
|p(z)|+ (|α| − ١)

{
n

١+ S٠

(
max
|z|=١

|p(z)| −m

)}
١١McTume
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پس
|Dαp(z)| ≤ nmax

|z|=١
|p(z)|+ n(|α| − ١)

١+ S٠
max
|z|=١

|p(z)| − n(|α| − ١)
١+ S٠

m

مͬ�آید. بدست (٣۵.۴) نامساوی سادگͬ به نامساوی این از که طوری به

نامساوی آوردن بدست برای و مͬ�دهد تعمیم را (١٠.۴) نامساوی ١۵.١.۴ قضیه وضوح به
. |α| → ∞ و مͬ�کنیم تقسیم |α| بر را (٣۵.۴) نامساوی طرف دو بالا، قضیه از (١٠.۴)

است. [٢١] وییمز و گوویل گاردنر، از مͬ�دهیم ارائه ادامه در که لمͬ

صفری هیچ که باشد n درجه از ای چندجمله ͷی t ≥ ١ ، p(z) = a٠ +
n∑

j=t

ajz
j اگر .١۶.١.۴ لم

آن�گاه باشد، نداشته k ≥ ١ ،|z| < k در
s٠ ≥ kt.

به |α| ≥ ١ با α هر ازای به ( |α|+ x

١+ x
)max
|z|=١

|p(z)| − (
|α| − ١
١+ x

)m تابع بودن ناصعودی تشخیص

که این به توجه با کنیم، ترکیب قبل لم با را مطلب این اگر است. ساده مشتق، تست از مثال عنوان
داشت. خواهیم را زیر نتیجه t ≥ ١ برای s٠ ≥ kt

هیچ که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی ١ ≤ t ≤ n ، p(z) = a٠ +
n∑

j=t

ajz
j اگر .١٧.١.۴ نتیجه

|α| ≥ ١ با α مختلط یا حقیقͬ عدد هر ازای به آن�گاه باشد، نداشته k ≥ ١ ، |z| < k در صفری
داریم:

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≤
n

١+ kt

{
(|α|+ kt)max

|z|=١
|p(z)| − (|α| − ١)m

}
(٣٨.۴)

که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی ١ ≤ µ ≤ n ،p(z) = anz
n +

n∑
j=µ

an−jz
n−j اگر .١٨.١.۴ لم

وقتͬ |z| = ١ روی آن�گاه ،q(z) = znp(
١
z
) و باشند |z| ≤ k ≤ ١ در صفرهایش همه

داریم: µ

n
|an−µ

an
| ≤ kµ و Sµ =

n|an|k٢µ + µ|an−µ|kµ−١

n|an|kµ−١ + µ|an−µ|

|q′(z)| ≤ Sµ|p′(z)|. (٣٩.۴)

مͬ�باشد. [١٠] شاه و عزیز از بعد لم

که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی ١ ≤ µ ≤ n ،p(z) = anz
n +

n∑
j=µ

an−jz
n−j اگر .١٩.١.۴ لم

داریم: آن�گاه باشند، |z| ≤ k ≤ ١ در صفرهایش همه
max
|z|=١

|p′(z)| ≥ n

١+ kµ
max
|z|=١

|p(z)|. (۴٠.۴)
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که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی ١ ≤ µ ≤ n ،p(z) = anz
n +

n∑
j=µ

an−jz
n−j اگر .٢٠.١.۴ لم

و |α| ≥ Sµ که α مختلط یا حقیقͬ عدد هر ازای به آن�گاه باشند، |z| ≤ k ≤ ١ در صفرهایش همه
داریم: ١٨.١.۴ لم در Sµ تعریف با

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ n

(
|α| − Sµ

١+ kµ

)
max
|z|=١

|p(z)|. (۴١.۴)

که کرد اثبات مͬ�توان سادگͬ به |z| = ١ روی و p(z) = znq(
١
z
) آن�گاه ،q(z) = znp(

١
z
) اگر برهان.

|q′(z)| = |np(z)− zp′(z)|

داریم: |α| ≥ Sµ با α مختلط یا حقیقͬ عدد هر ازای به حال
|Dαp(z)| = |np(z) + (α− z)p′(z)| ≥ |α||p′(z)| − |np(z)− zp′(z)|

داریم: |z| = ١ برای که طوری به
|Dαp(z)| ≥ |α||p′(z)| − |q′(z)|

داریم: |z| = ١ برای بالا نامساوی و ١٨.١.۴ لم با ترکیب با
|Dαp(z)| ≥ (|α| − Sµ)|p′(z)|

داریم: ١٩.١.۴ لم با بالا نامساوی ترکیب با همچنین

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ n

(
|α| − Sµ

١+ kµ

)
max
|z|=١

|p(z)|

مͬ�شود. کامل لم اثبات و

n درجه از چند�جمله�ای ͷی ١ ≤ t ≤ n ،p(z) = anz
n +

n∑
j=t

an−jz
n−j اگر [١٩] .٢١.١.۴ قضیه

آن�گاه ،|α| ≤ ١ با مختلط یا حقیقͬ عدد هر α و باشند |z| ≤ k ≤ ١ در صفرهایش همه که باشد
داریم: m = min

|z|=k
|p(z)| و |z| = ١ برای

|Dαp(z)| ≤ n

(
kt + |α|
١+ kt

)
max
|z|=١

|p(z)| − n

(
١− |α|

kn−t(١+ kt)

)
m. (۴٢.۴)

چند�جمله�ای بنابراین دارند، قرار |z| ≤ k ≤ ١ در p(z) چند�جمله�ای صفرهای فرضهمه به بنا برهان.
q(z) چند�جمله�ای برای را ١٧.١.۴ نتیجه ندارد. ١

k
≥ ١ ،|z| < ١

k
در صفری هیچ q(z) = znp(

١
z
)

داریم: |z| = ١ و |δ| ≥ ١ برای مͬ�بریم کار به

|Dδq(z)| ≤
n

١+
١
kt


(
|δ|+ ١

kt

)
max
|z|=١

|q(z)| − (|δ| − ١) min

|z|=
١
k

|q(z)|


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داریم: |z| = ١ برای پس

|Dδq(z)| ≤
n(|δ|kt + ١)

١+ kt
max
|z|=١

|p(z)| − nkt(|δ| − ١)
١+ kt

١
kn

min
|z|=k

|p(z)| (۴٣.۴)

داشت خواهیم |z| = ١ و |δ| ≥ ١ برای ١٣.١.٢ لم از سادگͬ به

|Dδq(z)| = |δ||D١
δ

p(z)| (۴۴.۴)

داریم: |z| = ١ و |δ| ≥ ١ برای (۴٣.۴) در (۴۴.۴) از استفاده با

|δ||D١
δ

p(z)| ≤ n(|δ|kt + ١)
١+ kt

max
|z|=١

|p(z)| − nkt(|δ| − ١)
١+ kt

١
kn

min
|z|=k

|p(z)|

|z| = ١ و |α| ≤ ١ برای قبل نامساوی از |α| ≤ ١ که طوری به مͬ�کنیم، جایͽزین ١
δ
با را α حال
مͬ�آوریم: بدست

|Dαp(z)| ≤
n(|α|+ kt)

١+ kt
max
|z|=١

|p(z)| − n(١− |α|)
kn−t(١+ kt)

min
|z|=k

|p(z)|

مͬ�شود. کامل قضیه اثبات لذا و

n که p(z) = (zµ + kµ)

n

µ برای (۴٢.۴) در تساوی و است ممͺن نتیجه بهترین نامساوی
است. برقرار α ≥ ٠ و µ از حاصل�ضربͬ

است. [١١] شاه و عزیز از مͬ�دهیم ارائه ادامه در که بعدی لم

در صفری هیچ که باشد n درجه از چند�جمله�ای t ≥ ١ ،p(z) = a٠ +
n∑

j=t

ajz
j اگر .٢٢.١.۴ لم

داریم: q(z) = znp(
١
z
) که وقتͬ |z| = ١ روی آن�گاه باشد، نداشته k ≥ ١ ،|z| < k

|q′(z)| ≥ kt|p′(z)|+ n min
|z|=k

|p(z)| (۴۵.۴)

که باشد n درجه از چند�جمله�ای ͷی ١ ≤ t ≤ n ،p(z) = anz
n +

n∑
j=t

an−jz
n−j اگر .٢٣.١.۴ لم

داریم: q(z) = znp(
١
z
) که وقتͬ |z| = ١ روی آن�گاه باشند، |z| ≤ k ≤ ١ در صفرهایش همه
|q′(z)| ≤ kt|p′(z)| − n

kn−t
min
|z|=k

|p(z)| (۴۶.۴)
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چند�جمله�ای صفرهای همه آن�گاه باشند، ٠ < k ≤ ١ که |z| ≤ k در p(z) صفرهای همه اگر برهان.

q(z) = an +

n∑
j=t

an−jz
j برای ٢٢.١.۴ لم بردن بͺار با بنابراین واقع�اند. ١

k
≥ ١ ،|z| ≥ ١

k
در q(z)

داریم:

|p′(z)| ≥ ١
kt
|q′(z)|+ n min

|z|=
١
k

|q(z)| = ١
kt
|q′(z)|+ n

kn
min
|z|=k

|p(z)|

نتیجه در
kt|p′(z)| ≥ |q′(z)|+ n

kn−t
min
|z|=k

|p(z)|

است. (۴۶.۴) با معادل که

x از ناصعودی تابع ͷی Sµ(x) =
nxk٢µ + µ|an−µ|kµ−١

nxkµ−١ + µ|an−µ|
تابع µ ≥ ١ و k ≤ ١ برای .٢۴.١.۴ لم

است.

مͬ�آید. بدست نظر مورد نتیجه Sµ(x) از مشتق تست گرفتن با برهان.

،p(z) = ٠ ،k > ٠ ،|z| ≤ k در و باشد n درجه از یͷچند�جمله�ای p(z) =
n∑

j=٠
ajz

j اگر .٢۵.١.۴ لم

. |an| >
m

kn
خاص حالت در و m = min

|z|=k
|p(z)| آن در که ،|q(z)| ≥ m

kn
،|z| ≤ ١

k
برای آن�گاه

کم قضیه کلیت از که این بدون .q(z) ̸= ٠ ،|z| ≤ ١
k
برای آن�گاه p(z) = ٠ ،|z| ≤ k در اگر برهان.

وضوح به نتیجه صورت این غیر در باشد، نداشته |z| = ١
k
در صفری هیچ q(z) مͬ�کنیم فرض شود

صفری هیچ و است تحلیلͬ |z| ≤ ١
k
برای است چند�جمله�ای ͷی q(z) که جایͬ آن از است. برقرار

داریم: |z| ≤ ١
k
برای قدرمطلق ماکسیمم اصل از ندارد. |z| ≤ ١

k
در

|q(z)| ≥ min

|z|=
١
k

|q(z)|,

لذا
|q(z)| ≥ ١

kn
min
|z|=k

|p(z)|,

خاص حالت در پس
|an| = |q(٠)| > m

kn
,

مͬ�شود. کامل لم اثبات و
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است. [٢١] وییمز و گوویل گاردنر، از مͬ�دهیم ارائه ادامه در که لمͬ

طوری به باشد n درجه از ای چند�جمله ͷی ١ ≤ µ ≤ n ،p(z) = a٠ +
n∑

j=µ

ajz
j اگر .٢۶.١.۴ لم

داریم: آن�گاه ، m = min
|z|=k

|p(z)| و p(z) ̸= ٠ ،k ≥ ١ ،|z| < k برای که
|aµ|kµ

|a٠| −m
≤ n

µ
. (۴٧.۴)

n درجه از چند�جمله�ای ͷی ١ ≤ µ ≤ n ،p(z) = anz
n +

n∑
j=µ

an−jz
n−j اگر [١٩] .٢٧.١.۴ لم

آن�گاه ،Aµ =
n(|an| −

m

kn
)k٢µ + µ|an−µ|kµ−١

n(|an| −
m

kn
)kµ−١ + µ|an−µ|

و باشند |z| ≤ k ≤ ١ در صفرهایش همه که باشد

داریم:
Aµ ≤ kµ. (۴٨.۴)

ای چندجمله ͷی ١ ≤ µ ≤ n ،p(z) = anz
n +

n∑
j=µ

an−jz
n−j کنید فرض [١٩] .٢٨.١.۴ قضیه

یا حقیقͬ عدد هر ازای به آن�گاه باشند، واقع |z| ≤ k ≤ ١ در صفرهایش همه و باشد n درجه از
داریم: قبل، لم در شده تعریف Aµ و m = min

|z|=k
|p(z)| آن در که ،|α| ≥ kµ که α مختلط

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥
n(|α| − kµ)

(١+ kµ)
max
|z|=١

|p(z)|+ n

(
|α|+ ١

kn−µ(١+ kµ)

)
m

+ n

(
kµ −Aµ

١+ kµ

)
max
|z|=١

|p(z)|+ n(Aµ − kµ)

kn(١+ kµ)
m. (۴٩.۴)

چند�جمله�ای صفرهای همه فرض به بنا برهان.

p(z) = anz
n +

n∑
j=µ

an−jz
n−j ,١ ≤ µ ≤ n

نتیجه و m = ٠ آن�گاه باشد، داشته |z| = k در صفر ͷی p(z) اگر دارند. قرار |z| ≤ k ≤ ١ در
قرار |z| < k ≤ ١ در p(z) صفرهای همه کنیم فرض حال است. برقرار وضوح به ٢٠.١.۴ لم از
مختلطͬ یا حقیقͬ عدد هر λ اگر پس ، m ≤ |p(z)| ،|z| = k برای حال .m > ٠ بنابراین دارند،

داریم: |z| = k برای آن�گاه ،|λ| < ١ که باشد
|mλzn

kn
| < |p(z)|

همه که مͬ�شود نتیجه روشه قضیه از واقع�اند، |z| < k در p(z) صفرهای همه که جایͬ آن از
صفرهای همه |α| ≥ kµ برای ٨.١.۴ لم از بنابراین واقع�اند. |z| < k در نیز p(z)− mλzn

kn
صفرهای

چند�جمله�ای
Dα

[
p(z)− mλzn

kn

]
= Dαp(z)−

λmnαzn−١

kn
. (۵٠.۴)
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داریم: |α| ≥ kµ و |z| ≥ k برای واقع�اند. |z| < k ≤ ١ در |λ| < ١ که λ هر ازای به

|Dαp(z)| ≥
mn|α||z|n−١

kn
. (۵١.۴)

که طوری به دارد، وجود |z٠| ≥ k که z = z٠ نقطه ͷی آن�گاه باشد، نادرست (۵١.۴) اگر زیرا
|{Dαp(z)}z=z٠ | ≤ |mnαzn−١٠

kn
|,

حال
λ =

kn{Dαp(z)}z=z٠

mnαzn−١٠
,

داریم: |z٠| ≥ k برای (۵٠.۴) در λ از انتخاب این با و |λ| < ١ که طوری به مͬ�کنیم انتخاب
Dα{p(z)−

mλzn

kn
} = ٠

دارد. تناقض دارند قرار |z| < k ≤ ١ در Dα{p(z) −
mλzn

kn
} صفرهای که حقیقت این با لذا

را ٢٠.١.۴ لم مͬ�توانیم واقع�اند، |z| ≤ k ≤ ١ در p(z) − mλzn

kn
چند�جمله�ای صفرهای همه چون

مͬ�آوریم بدست |z| = ١ و |α| ≥ kµ ≥ S′
µ برای و ببریم کار به p(z)−

mλzn

kn
برای

|Dα{p(z)−
mλzn

kn
}| ≥ n

( |α| − S′
µ

١+ kµ

)
|p(z)− mλzn

kn
|. (۵٢.۴)

که طوری به

S′
µ =

n|an − mλ

kn
|k٢µ + µ|an−µ|kµ−١

n|an − mλ

kn
|kµ−١ + µ|an−µ|

. (۵٣.۴)

داریم: |λ| < ١ که λ هر ازای به لذا

|an − mλ

kn
| ≥ |an| −

m|λ|
kn

≥ |an| −
m

kn
. (۵۴.۴)

به ٢۴.١.۴ لم و (۵۴.۴)، (۵٣.۴) نامساو�های ترکیب با حال . |an| >
m

kn
، ٢۵.١.۴ لم از و

داریم: |λ| < ١ که λ هر ازای

S′
µ =

n|an − mλ

kn
|k٢µ + µ|an−µ|kµ−١

n|an − mλ

kn
|kµ−١ + µ|an−µ|

≤
n(|an| −

m

kn
)k٢µ + µ|an−µ|kµ−١

n(|an| −
m

kn
)kµ−١ + µ|an−µ|

= Aµ. (۵۵.۴)
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نامساوی�های از بنابراین .|p(z٠)| = max
|z|=١

|p(z)| که طوری به باشد |z| = ١ روی z٠ کنیم فرض
داریم: (۵۵.۴) و (۵٢.۴)، (۵٠.۴)

|{Dαp(z)}z=z٠ − (
λmnαzn−١٠

kn
)| ≥ n

(
|α| −Aµ

١+ kµ

)
|p(z٠)−

mλzn٠
kn

|

≥ n

(
|α| −Aµ

١+ kµ

){
|p(z٠)| −

m|λ||z٠|n

kn

}
=

n(|α| −Aµ)

١+ kµ
|p(z٠)| − n

(
|α| −Aµ

١+ kµ

)
m|λ|
kn

, (۵۶.۴)

که کنیم انتخاب گونه�ای به را λ از آرگومانͬ (۵۶.۴) در اگر

|{Dαp(z)}z=z٠ − (
λmnαzn−١٠

kn
)| = |{Dαp(z)}z=z٠ | − (

mn|α||λ||z٠|n−١

kn
),

مͬ�شود نتیجه (۵١.۴) از که طوری به

|{Dαp(z)}z=z٠ | − (
mn|α||λ||z٠|n−١

kn
) ≥ n

(
|α| −Aµ

١+ kµ

)
|p(z٠)| − n

(
|α| −Aµ

١+ kµ

)
m|λ|
kn

.

(۵٧.۴)
معادل (۵٧.۴) نامساوی ،|p(z٠)| = max

|z|=١
|p(z)| و است واقع |z| = ١ روی z٠ که جایͬ آن از

با است
|{Dαp(z)}z=z٠ | ≥ n

(
|α| −Aµ

١+ kµ

)
max
|z|=١

|p(z)| − n

(
|α| −Aµ

١+ kµ

)
m|λ|
kn

+
mn|α||λ|

kn
,

نتیجه در

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ n

(
|α| −Aµ

١+ kµ

)
max
|z|=١

|p(z)| − n

(
|α| −Aµ

١+ kµ

)
m|λ|
kn

+
mn|α||λ|

kn
. (۵٨.۴)

داشت خواهیم (۵٨.۴) نامساوی در |λ| → ١ دادن قرار با حال

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥ n

(
|α| −Aµ

١+ kµ

)
max
|z|=١

|p(z)|+ mn

kn

(
|α|kµ +Aµ

١+ kµ

)
,

با است معادل که

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥
n(|α| − kµ)

(١+ kµ)
max
|z|=١

|p(z)|+ n

(
|α|+ ١

kn−µ(١+ kµ)

)
m

+ n

(
kµ −Aµ

١+ kµ

)
max
|z|=١

|p(z)|+ n(Aµ − kµ)

kn(١+ kµ)
m,

است. برقرار دلخواه نتیجه لذا و
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درجه از چند�جمله�ای ͷی ١ ≤ µ ≤ n ،p(z) = anz
n +

n∑
j=µ

an−jz
n−j اگر [١٩] .٢٩.١.۴ قضیه

که α مختلط یا حقیقͬ عدد هر ازای به آن�گاه باشند، |z| ≤ k ≤ ١ در صفرهایش همه که باشد n
داریم: |α| ≥ kµ

max
|z|=١

|Dαp(z)| ≥
n(|α| − kµ)

(١+ kµ)
max
|z|=١

|p(z)|+ n(|α|+ ١)
kn−µ(١+ kµ)

m. (۵٩.۴)

. m = min
|z|=k

|p(z)| که طوری به

قضیه در آمده بدست کران µ

n
(

|an−µ|
|an| −

m

kn

) = kµ یا k = ١ که مواردی در بجز حقیقت، در

کافیست موضوع این برای است. ٢٩.١.۴ قضیه در آمده بدست کران از بهبود�یافته�تر همیشه ٢٨.١.۴
که دهیم نشان

n

(
kµ −Aµ

١+ kµ

)
max
|z|=١

|p(z)|+ n(Aµ − kµ)

kn(١+ kµ)
m ≥ ٠

با است معادل و
n

(
kµ −Aµ

١+ kµ

)
max
|z|=١

|p(z)| ≥ n (kµ −Aµ)

kn (١+ kµ)
m (۶٠.۴)

خواهد زیر نامساوی با معادل بالا نامساوی ،٢٧.١.۴ لم از (۴٨.۴) نامساوی گرفتن نظر در با
بود

max
|z|=١

|p(z)| ≥ m

kn
(۶١.۴)

داشت خواهیم ٢٣.١.۴ لم در (۴۶.۴) نامساوی از استفاده با حال

|q′(z)| ≤ ktnmax
|z|=١

|p(z)| − nkt

kn
m = nkt

{
max
|z|=١

|p(z)| − m

kn

}
بود. خواهد برقرار نیز (۶١.۴) نامساوی بنابراین است صحیح بالا نامساوی
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