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چͺیده
سیستم حساسیت برآوردگرها این که مͬ�پردازد، مشتق برآوردگرهای معرفͬ به پایان�نامه، این
مهم بسیار که گوسͬ سیستم�های گرفتن نظر در با مͬ�آورند. بدست مقیاس پارامتر به نسبت را
انجام واریانس مبنای بر را آنها مقایسه�ی و آورده بدست را برآوردگرها باشند مͬ کاربردی و
نیز و تصادفͬ شبͺه�های زمینه در کاربرد نمونه عنوان به آن کاربرد دادن نشان برای مͬ�دهیم.

است. شده آورده مالͬ
مͬ�دهیم. انجام مقیاسͬ آمیخته مدل برای برآوردگرها مقایسه�ی و محاسبه نهایت در



ৎقد৤مग़ଘقدس�ଌୃنواژه�ॹభ୓࠾ت��ଓฬیدॿم

৮دروماభم



೯دایا...١
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم

مͬ�داری. دوست تو که آنچنان
به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو پای
را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست
ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و
نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن از من،
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به
خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در فداکاری
دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ، گستاخͬ بͬ�نمود،

کن. روزی بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

صمیمانه آرشͬ، دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه�
نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر
خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه همچنین،
سرشار عاطفه پاس به دوستانم تمام و خانواده� از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم ستایش

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای و

۱۳۹۲کਿࣦومඵෂراਟی



پیش�گفتار

حساسیت برآوردگرها این که است. شده پرداخته مشتق برآوردگرهای معرفͬ به نامه، پایان این در
مͬ�کنند. مشخص پارامتر ͷی به نسبت را سیستم

است. شده بیان اولیه و لازم تعاریف و مفاهیم اول فصل در
پرداخته�ایم. آن�ها آوردن بدست ͬͽونͽچ و برآوردگرها معرفͬ به دوم فصل در

آن�ها و برده کار به گوسͬ سیستم�های مورد در را دو فصل در شده معرفͬ برآوردگرهای سوم فصل در
است. شده آورده مالͬ و تصادفͬ شبͺه�های زمینه�ی در کاربردی مثال دو سپس مͬ�کنیم، مقایسه را
آورده�ایم. را است شده استفاده کاربردها قسمت در که نویسͬ برنامه کدهای ضمیمه قسمت در

داده�ایم. تعمیم نرمال مقیاسͬ آمیخته مدل برای را نتایج چهارم فصل در و
است. بوده نویسنده کار حاصل است شده مشخص ** توسط که مواردی پایان�نامه این سرتاسر در



علایم فهرست

∀ هر ازای به
a.s یقین به قریب
!! دوگانه فاکتوریل
||x|| نرم
′ مشتق
sup سوپریمم
→ احتمال در همͽرایͬ
∼ اندازه) دو بودن(برای معادل و تصادفͬ) متغیر دو (برای هم�توزیعͬ
≺ مطلق پیوسته
⊗ دکارتͬ ضرب حاصل
L ͹لب اندازه
B بورل جبر σ
١(A) A مجموعه روی مشخصه تابع
∂ جزیͬ مشتق
L(X; .) عملͺرد برآوردگر
EP احتمال اندازه به نسبت امیدریاضͬ
Ft تصادفͬ فرآیندهای جبر σ
U(٠,١) (٠,١) بازه در یͺنواخت توزیع
Exp(λ) ١

λ
میانͽین با نمایͬ توزیع

Geo(θ) هندسͬ توزیع
γ(., .) گاما توزیع
Nb(., .) منفͬ دوجمله�ای توزیع
DM(., .) دوگانه ول ماکس توزیع
N (., .) نرمال توزیع
Φµ,σ σ٢ واریانس و µ میانͽین با متغیره ͷی نرمال چͽالͬ تابع
mµ,σ دوگانه ول ماکس چͽالͬ تابع
DIPA

θ ͷکوچ بینهایت ͬͽآشفت تحلیل مشتق برآوردگر
DSF

θ امتیاز تابع برآوردگر
DMVD

θ مقدار اندازه برآوردگر
Dsm

σ دومرحله�ای ترکیبͬ برآوردگر
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١ فصل

پیش�نیازها و مقدمات

مقدمه ١.١

مͬ�کنیم، بیان مجموعه این در بررسͬ مورد موضوع درباره�ی مختصری تاریخچه�ی ابتدا فصل این در

مربوط مفاهیم همچنین و مͬ�شوند استفاده بعد فصل�های در که اصلͬ قضایایͬ و تعاریف سپس

را است لازم مشتق برآوردگرهای آوردن بدست در که قضایایͬ سایر و اندازه نظریه و تابعͬ آنالیز به

یافت. (٢٠١٠) ٢ الن و رودین١(١٩٨٧) در مͬ�توان را بخش این در شده ارایه تعاریف مͬ�آوریم.

تاریخچه ٢.١

مͬ�دهیم، نشان L(X;σ) با را سیستم عملͺرد برآوردگر باشد. تصادفͬ متغیر ͷی X کنید فرض

نسبت را عملͺرد٣ برآوردگر میانͽین مͬ�باشد. پارامتر چند یا ͷی و X تصادفͬ متغیر از تابعͬ که

عملͺرد تابع تغییرات مͬ�نامند. عملͺرد۴ تابع را است EP[L(X;σ)] با برابر که P احتمال اندازه به

مͬ�خواهیم بنابراین مͬ�نامند. عملͺرد تابع حساسیت یا سیستم حساسیت را پارامتر به نسبت

(پول) زمان مقدار چه بدانیم تا کنیم مشخص مقیاس پارامتر به نسبت را عملͺرد تابع حساسیت
١Rudin
٢Allen
٣performance estimator
۴performance function



٢ پیش�نیازها و مقدمات .١

را عملͺرد) (تابع ریاضͬ امید مشتق مͬ�خواهیم نهایت در پس است. لازم پارامتر این برآورد برای

دهیم. قرار بررسͬ مورد مقیاس پارامتر به نسبت

که است ۵ (IPA) ͷکوچ بینهایت ͬͽآشفت تحلیل روش اولین دارد: وجود مشتق برآورد روش سه

یا عددی تابع روش شد، (١٩٩١)ارایه گلسرمن۶ توسط و مͬ�دهد نتیجه را ͬͺکوچ واریانس ͷی

(١٩٩٣) شاپیرو٨ و رابینستین توسط است آسان بسیار کاربرد در ٧که (SF/LR) درستنمایͬ نسبت

(MVD) مقدار اندازه مشتق روش نشده واقع مطالعه مورد خیلͬ که روش سومین و شد بیان

هیدرگات و است شده معرفͬ کراندار و پیوسته توابع برای (١٩٩۶) افلاگ١٠ پͬ توسط که ٩مͬ�باشد

کردند. بیان L١(P) توابع برای ( ٢٠٠۵) وزکیوز١١ و

قضایا و تعاریف ٣.١

آمده�اند. آتͬ فصول در نیاز مورد قضایای و تعاریف قسمت این در

جا همه تقریبا {Xn} تصادفͬ متغیرهای دنباله (١٢(a.s)راͽهم یقین به (قریب .١.٣.١ تعریف

باشیم داشته اگر است X به همͽرا

P(limn→∞Xn = X) = ١ (١.١)

X به همͽرا احتمال در {Xn} تصادفͬ متغیرهای دنباله احتمال) در (همͽرایͬ .٢.٣.١ تعریف

باشیم داشته اگر است،

∀ϵ > ٠; lim
n→∞

P([Xn −X] ≥ ٠) = ٠ (٢.١)
۵Infinite Perturbation Analysis
۶Glasserman
٧Score Function
٨Rubinstein and Shapiro
٩Measure Valued Derivative
١٠Pflug
١١Heidergott and Vazquez-Abad
١٢almost surely



٣ قضایا و تعاریف .٣.١

همͽرایͬ� هرگاه مͬ�باشد. Y و X تصادفͬ متغیر دو احتمال در همͽرایͬ X → Y از منظور

مͬ�شود. قید همͽرایͬ نوع باشد نظر مد دیͽری

مͬ�دهیم. نشان X ∼ Y ترتیبͬ رابطه با هستند هم�توزیع که را Y و X تصادفͬ متغیر دو

برای طوریͺه به ،M مانند است مجموعه�ای ͷمتری فضای ͷی (ͷمتری (فضای .٣.٣.١ تعریف

باشد: برقرار زیر شرایط d(., .) فاصله تابع و x, y ∈ Mنقطه دو هر

d(x, y) ≥ ٠, d(x, y) = ٠ ⇐⇒ x = y .١

d(x, y) = d(y, x) .٢

∀z ∈ M,d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z) .٣

چͽال زیرمجموعه�ی ͷی شامل جداشدنͬ، فضای ͷی جداشدنͬ) (فضای .۴.٣.١ تعریف

است. شمارش�پذیر

باشیم داشته اگر است کوشͬ همͽرای {xn} دنباله کوشͬ) (همͽرای .۵.٣.١ تعریف

∀ϵ > ٠ ∀m,n ≥ N٠ ∈ N; ||xm − xn|| < ϵ

درون همͽرا که کوشͬ همͽرای دنباله هر به کامل فضای ͷی کامل) (فضای .۶.٣.١ تعریف

دارد. اشاره است ،M ،ͷمتری فضای

به است، A ⊂ Ω های مجموعه از گردایه ͷی F -جبر σ ͷی جبر١٣) (سیͽما .٧.٣.١ تعریف

کند: صدق زیر شرط سه در طوریͺه

٠,Ω ∈ F .١

A ∈ F ⇒ Ac ∈ F .٢
١٣σ-Algebra



۴ پیش�نیازها و مقدمات .١

(Ai)
∞
i=١ ∈ F ⇒ ∪∞

i=١Ai ∈ F .٣

شده تولید -جبر σ را F = σ(X) دارد. اشاره شمارا اجتماعات مفهوم به -جبر σدر σ توجه:

گیریم. مͬ نظر در X تصادفͬ متغیر توسط

باشد مͬ زیر صورت به تابعͬ ساده تابع ساده١۴) (تابع .٨.٣.١ تعریف

f(x) =
n∑

i=١
ai١Ai

(x)

مͬ�باشد. A مجموعه مشخصه تابع ١A آن در که

به که است تصادفͬ متغیرهای از خانواده�ای تصادفͬ فرآیند ͷی تصادفͬ) (فرآیند .٩.٣.١ تعریف

است. وابسته زمان مانند متغیر پارامتر ͷی

اگر است، مطلق پیوسته Q به Pنسبت اندازه معادل) های واندازه مطلق (پیوسته .١٠.٣.١ تعریف

که مͬ�دهیم. نشان P ≺ Q نماد وبا P(A) = ٠ آنͽاه Q(A) = ٠ که A ∈ B(S) هر ازای به

باشد. مͬ S مجموعه�ی روی بورل جبر سیͽما B(S)

. Q ≺ P و P ≺ Q اگر فقط و اگر ،P ∼ Q معادلند، (احتمال) اندازه دو این

معادل ،µ اندازه، ͷی با (S,B(S)) روی P = {Pθ}, θ ∈ Θ احتمال اندازه�های از خانواده ͷی

.∀θ ∈ Θ,Pθ ∼ µ اگر تنها و اگر است؛

تصادفͬ فرآیند ͷی برای {Ft} σ-جبرهای از دنباله ͷی صافͬ ͷی (صاف١۵ͬ) .١١.٣.١ تعریف

باشد. Fs ⊂ Ft , s ≤ t هر برای اگر است {Xt}t∈[٠,T ]

Xt ,Ft اگر مͬ�شود گفته سازگار تصادفͬ فرآیند ͷی سازگار١۶) تصادفͬ (فرآیند .١٢.٣.١ تعریف

.Xt ∈ Ft باشیم داشته ٠ ≤ t ≤ T هر ازای به دیͽر عبارت به باشد، پذیر -اندازه
١۴simple function
١۵Filtration
١۶adapted



۵ قضایا و تعاریف .٣.١

انتخابͬ جبر -σ عنوان به Ft := σ(Xs;٠ ≤ s ≤ t) تصادفͬ، فرآیند ͷی برای کلͬ طور به

مͬ�شود. گرفته نظر در تصادفͬ فرآیندهای برای

σ٢ واریانس و µ میانͽین با نرمال تصادفͬ متغیر X که کنید فرض استاین١٧) (لم .١٣.٣.١ لم

امیدها) وجود فرض (با آنͽاه باشد.

E(g(X)(X − µ)) = σ٢E(g′(X)) (٣.١)

است. x به نسبت g تابع اول مشتق g′(x) آن در که

A⊗B با را B و A مجموعه�ی دو دکارتͬ حاصل�ضرب دکارتͬ) (حاصل�ضرب .١۴.٣.١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به و داده نشان

A⊗B = {(x, y)|x ∈ A, y ∈ B} (۴.١)

،ͷمتری فضای ͷپولیشی پذیر اندازه فضای ͷی ( پولیش١٨ پذیر اندازه فضای ) تعریف٣.١.١۵.

است. کامل و جداشدنͬ

است. پولیش پذیر اندازه گیرد مͬ قرار آن در احتمال اندازه که فضایͬ مشتق، برآورد برای

مشتق برآوردگر ارایه�ی در اسͺورخود نمایش مͬ�دهیم. ارایه را اسͺورخود نمایش قضیه زیر در

احتمال فضای بین تناظر اسͺورخود نمایش قضیه�ی است. مفید ͷکوچ بینهایت ͬͽآشفت تحلیل

بورل مجموعه�ی B و بوده ͹لب اندازه L که دهد، مͬ ارایه را ([٠,١],B([٠,١]),L) و (Ω,F ,P)

است. [٠,١] بازه�ی روی

(Ω,F ,P)رویX(ω) پذیر اندازه تصادفͬ هرمتغیر برای ( (نمایشاسͺوروخود١٩ .١۶.٣.١ قضیه

.X ∼ Y طوریͺه به دارد وجود ([٠,١],B([٠,١]),L) روی Y (ω) تصادفͬ متغیر ͷی
١٧Stein’s lemma
١٨Polish Measurable Space
١٩Skorohod Representation



۶ پیش�نیازها و مقدمات .١

گرفت نظر در توزیع تابع معͺوس را Y تصادفͬ متغیر مͬ�توان مثال، طور به

X(ω) = F−١
x (ω) := sup{x ∈ S : F (x) ≤ u}

.( [٠,١] روی یͺنواخت تصادفͬ (متغیر u ∈ U ∼ (٠,١) آن در که

صورت به تواند مͬ عملͺرد تابع ،X(ω) = F−١
x (ω) اسͺوروخود نمایش از استفاده با .١٧.٣.١ لم

شود داده نمایش زیر

EP[L(X; θ)] =

∫
L(X(ω); θ)

n∏
i=١

Pθ(dx) (۵.١)

=

∫
[٠,١]n

L(X(θ;u))du١ · · · dun

است. [٠,١] مجموعه�های دکارتͬ حاصل�ضرب [٠,١]n :=
⊗n

j=[٠,١]١ آن در که

نوشت مͬ�توان تعریف طبق برهان.

EP[L(X(θ); θ)] =

∫
L(X(ω(θ); θ); θ)

n∏
i=١

P(dx)

داریم X(ω) = F−١(ω) جایͽذاری با سپس

P(dx) = P(F−١(du)) = du

همچنین

L(X; θ) = L(X(θ);u)

مͬ�دهد. نتیجه را (۵.١) این که

ͷی روی تصادفͬ متغیرهای از دنباله�ای (Xn)
∞
n=اگر١ تسلط٢٠ͬ) همͽرایͬ (قضیه .١٨.٣.١ قضیه

باشیم داشته همچنین Xn
a.s−→ X که بطوری باشد، (Ω,F ,P) احتمال فضای

supn|Xn| < K a.s (E[K] < ∞)

٢٠Dominated Convergence Theorem



٧ قضایا و تعاریف .٣.١

آنͽاه

limn→∞E[Xn] = E[X]

روی L(X(θ), θ) تصادفͬ متغیرهای دستͽاه از تابع ͷی لیپشیتس٢١) (پیوسته تعریف١٩.٣.١.

E[K] < ∞ شرط با K تصادفͬ متغیر ͷی اگر است، شیتس لیپ پیوسته جا همه تقریبا (Ω,F ,P)

باشند، داشته وجود است Rk در محدب مجموعه زیر ͷی Θ که θ, θ + ∆θ ∈ Θ وپارامترهای

بطوریͺه

sup
θ,θ+∆θ∈Θ

||L(X; θ +∆θ)− L(X; θ)|| ≤ K∆θ (۶.١)

P(.) احتمال اندازه دو برای ١٠.٣.١ تعریف طبق فرضکنید (رادون�نیͺودیم٢٢) .٢٠.٣.١ قضیه

داشته وجود رادون-نیͺودیم) (مشتق نامنفͬ پذیر Q-اندازه تابع ͷی اگر ،P ≺ Q باشیم داشته Q و

داشته A ∈ B(S) هر ازای به بطوریͺه است، (S,B(S)) روی چͽالͬ تابع ͷی f := dP
dQ باشد،

باشیم:

P(A) =
∫
A

f(x)Q(dx) (٧.١)

آنͽاه باشند قضیه همانند P,Q های اندازه اگر است: برقرار نیز رادون-نیͺودیم قضیه عͺس

.P ≺ Q

است. ͬͺی احتمال چͽالͬ تابع با رادون-نیͺودیم مشتق باشد، ͹لب اندازه Q = L اگر

تصادفͬ متغیر ͷی احتمال جرم با برابر رادون-نیͺودیم مشتق باشد، شمارشͬ اندازه Q = ι اگر

است. گسسته

استفاده (SF ) عددی تابع روش برای که آمده رادون-نیͺودیم مشتق به مربوط نتیجه دو زیر در

مͬ�شود.

٢١Lipschitz Continuity
٢٢Radon-Nikodym



٨ پیش�نیازها و مقدمات .١

C ∈ B(S) هر ازای به باشد، (S,B(S))روی پذیر Q-اندازه تابع g(.) فرضکنید .٢١.٣.١ نتیجه

∫داریم
A

g(x)P(dx) =
∫
A

g(x)f(x)Q(dx) (٨.١)

باشد. مͬ ٢٠.٣.١ قضیه در -نیͺودیم رادون f(x)مشتق که

حالت برای آن�ها ͷکم به سپس آورده، نامنفͬ ساده، مشخصه، توابع برای را اثبات ابتدا برهان.

مͬ�کنیم. کامل g(.) پذیر Q-اندازه توابع کلͬ

داریم A پذیر اندازه Q مجموعه برای ٢١.٣.١ قضیه از استفاده مشخصه:با توابع .١

P(A) =
∫
A

P(dx) =
∫
A

Q(dx) =

∫
A

f(x)Q(dx)

بدو دو های مجموعه (Aj)
n
j=١ که طوری به g(x) :=

∑n
j=١ ١(Aj) فرض ساده:با توابع .٢

داریم ١ از استفاده با و هستند ∫مجزا
g(x)P(dx) =

n∑
j=١

P(Aj) =
n∑

j=١

∫
١(Aj)f(x)Q(dx) =

∫
g(x)Q(dx)

ساده توابع از صعودی دنباله�ی ͷی صورت به توان مͬ را g(x) نامنفͬ تابع نامنفͬ: توابع .٣

داریم ٢ و یͺنوا همͽرایͬ قضیه از داد. نمایش gj(x)∫
g(x)P(dx) =

∫
limn→∞gn(x)P(dx)

=

∫
f(x)limn→∞gn(x)Q(dx)

=

∫
f(x)g(x)Q(dx)

شود تجزیه خود منفͬ و مثبت قسمت دو به تواند مͬ g(x) تابع کلͬ: پذیر Q-اندازه توابع .۴

چون g+(x) := max(g(x),٠), g−(x) := max(−g(x),٠) که g(x) = g+(x)− g−(x)

. برد کار به (٨.١) آوردن بدست برای را ٣ مͬ�توان هستند، نامنفͬ توابع g+, g−



٩ قضایا و تعاریف .٣.١

آنͽاه P ∼ Q و P,Q ≺ µ اگر .٢٢.٣.١ نتیجه

dP
dQ

(x) =

(
dP
dµ

dµ

dQ

)
(x) (٩.١)

داریم A ∈ B(S) هر برای ٩.١ نتیجه�ی از استفاده با g(.) پذیر -اندازه P تابع ͷی برای برهان.

∫
A

g(x)P(dx) =
∫
A

g(x)
dP
dµ

µ(dx) (١٠.١)

داریم همچنین

∫
A

g(x)P(dx) =
∫
A

g(x)
dP
dQ

Q(dx) =

∫
A

g(x)
dP
dQ

dQ
dµ

µ(dx) (١١.١)

شود. مͬ نتیجه (٩.١) بالا، معادلات سازی مرتب و مقایسه با

حقیقͬ توابع مجموعه ͷی معین، اندازه ͷی معین٢۴) متناه٢٣ͬ،اندازه (اندازه .٢٣.٣.١ تعریف

باشد: زیر ویژگͬ دو دارای بطوریͺه است، µ : A → R, A ∈ B(S) مقدار

µ(∅) = ٠ .١

µ(∪∞
i=١Ai) =

∑∞
i=١ µ(Ai) آنͽاه باشد، مجزا بدو دو های مجموعه از ای گردایه (Ai)

∞
i=١ اگر .٢

شمارا). (اجتماع

باشد. مͬ supA∈B|µ(A)| = K < ∞ ویژگͬ با اندازه ͷی متناهͬ اندازه ͷی

اندازه) ضعیف پذیری مشتق اندازه، ضعیف ͬͽپیوست) .٢۴.٣.١ تعریف
٢٣Finite Measure
٢۴Signed Measure



١٠ پیش�نیازها و مقدمات .١

است ضعیف پیوسته (S,B(S)) روی ،P = {Pθ}θ∈Θ احتمال، های اندازه از خانواده ͷی

و (
∫
s
|g(x)|P(dx) < ∞ دیͽر عبارت (به ،g ∈ L١(S) پذیر Pθ-اندازه توابع Pθ(.) هر ازای اگربه

باشیم داشته ∆θ → ٠ وقتͬ طوریͺه به باشند داشته وجود θ, θ +∆θ ∈ Θ ∫پارامترهای
S

g(x)P(dx; θ +∆θ) →
∫
S

g(x)P(dx; θ)

-اندازه Pθ توابع Pθ(.) هر ازای به اگر است ضعیف پذیر مشتق احتمال های اندازه از خانواده ͷی

طوریͺه: به باشند داشته وجود θ, θ +∆θ ∈ Θ و g ∈ L١(P) پذیر

lim∆θ→٠
١
∆θ

[ ∫
S

g(x)Pθ+∆θ(dx)−
∫
S

g(x)Pθ(dx)
]
→

∫
S

g(x)P′
θ(dx)

است. متناهͬ معین اندازه ͷی Pθ آن در که

همیشه هرچند نیست. یͺتا احتمال اندازه دو تفاضل صورت به متناهͬ معین اندازه ͷی تجزیه

مͬ�شود. ارایه جردن-هان تجزیه قضیه بوسیله زیر در که داشته وجود

به تواند مͬ S پولیش فضای ͷی در ν معین اندازه ͷی جردن�هان٢۵) (تجزیه .٢۵.٣.١ قضیه

اجتماع ͷی بوسیله تواند مͬ S مجموعه که شود تجزیه ν = ν+ − ν− اندازه دو تفاضل صورت

پذیر اندازه ν مجموعه هر برای بطوریͺه شود داده نشان S = S+ ∪ S− مجموعه دو از مجزا

B ⊂ S− پذیر اندازه ν مجموعه ͷی برای مشابه طور .به µ−(A) = و٠ µ+(A) ≥ ٠ ، A ⊂ S+

. µ+(B) = ٠ و µ−(B) ≥ ٠ ،

صورت به مͬ�تواند θ ∈ Θ; νθ متناهͬ معین اندازه ͷی ٢۵.٣.١ قضیه از نتیجه ͷی عنوان به

νθ := c١(θ)Ṗθ − c٢(θ)P̈θ

. supA∈B(S+)ν
+(A) = K+ زیرا باشند)، مͬ احتمال اندازه Ṗ, P̈) شود داده نمایش

است. مشابه نیز ν−(.) اندازه برای نمایش
٢۵Jordan-Hahn Decomposition



١١ قضایا و تعاریف .٣.١

آنچه مانند شود، ساده�تر مͬ�تواند متناهͬ معین اندازه ͷی برای نمایش g(x) = ١ و A = S اگر

مͬ�شود. مشاهده زیر در

به مͬ�تواند (θ ∈ Θ) ،νθ متناهͬ معین اندازه ͷی ( متناهͬ معین اندازه (نمایش .٢۶.٣.١ نتیجه

شود. بیان c(θ) عامل پیش ͷی در شده ضرب احتمال اندازه دو تفاضل صورت

نوشت مͬ�توان پذیر مشتق ضعیف طور به اندازه ͷی برای g(x) = ١ و A = S انتخاب با برهان.

∂

∂θ

∫
S

P(dx) =
∫
S

c١(θ)dṖ(dx)− c٢(θ)dP̈(dx) (١٢.١)

= c١(θ)− c٢(θ)

اینرو از مͬ�باشد، صفر مساوی آن مشتق پس است، ١ مساوی S روی انتͽرال مقدار چون

c١(θ) = c٢(θ).



٢ فصل

حساسیت برآوردگرهای انواع

مقدمه ١.٢

قضایایͬ و مفاهیم به توجه با مͬ�شود. بحث آن به مربوط مباحث و مشتق برآورد نظریه فصل این در

بخش در سپس است. شده پرداخته مشتق برآوردگر تعریف به ابتدا شد، بیان قبل فصل در که

(SF ) امتیاز تابع روش ،(IPA)ͷکوچ بینهایت ͬͽآشفت تحلیل آوردن بدست ͬͽونͽچ ٢.٢-۴.٢

درباره مثال ͷی بخش هر آخر در مͬ�شوند. ارایه ترتیب به (MVD) مقدار اندازه مشتق وبرآوردگر

است. آمده بیشتر آشنایͬ و مشتق برآورد بردن کار به ͬͽونͽچ

مشتق برآوردگر ١.١.٢

سه سپس است. شده پرداخته آن به [٢١] در که پردازیم، مͬ مشتق برآوردگر خود تعریف به ابتدا

مͬ�داریم. بیان را نااریب مشتق برآوردگر نوع

تصادفͬ متغیرهای دستͽاه از تابع ͷی ،D(X; θ) مشتق، برآوردگر مشتق: برآوردگر تعریف١.١.٢.

مرتبط (ω, F,P) عملͺرد برآوردگر زیربه رابطه بوسیله که است، (ω, F,Q) احتمال فضای ͷی روی

است.
∂

∂σ
EP[L(X;σ)] = EQ[D(X; θ)] (١.٢)



١٣ مقدمه .١.٢

باشد. مساوی P با است ممͺن Q که

ͷکوچ بینهایت ͬͽآشفت تحلیل ٢.١.٢

که طوری به بوده مشتق برآوردگر ͷی (IPA)ͷکوچ بینهایت ͬͽآشفت تحلیل مشتق ∫برآوردگر
L(X(θ), θ)Pθ(dx) =

∫
L(X(θ))P(dx)

است. (١٩٩١) گلسرمن زمینه این در اصلͬ منبع

L(x(θ)) مشتق�پذیر یͷتابع برای (ͷبینهایتکوچ ͬͽآشفت تحلیل مشتق (برآوردگر .٢.١.٢ قضیه

مͬ�آید بدست زیر صورت به IPA مشتق برآوردگر

DIPA
θ (X; θ) =

n∑
j=١

∂L(x(θ))

∂xj

∂xj

∂θ
|xj(θ)=Xj(θ) (٢.٢)

که کنیم مͬ تعریف را (Yn)
∞
n=١ تصادفͬ متغیرهای از دنباله ͷی ١۶.٣ لم از استفاده با برهان.

وقتͬ ∆θn → ٠ که (θ, θ + ∆θn ∈ Θ∀n) Y = L(X(θ);u) و Yn := L(X(θ + ∆θn);u)

با بنابراین . E[Yn] = E[Y ] که شود مͬ نتیجه ١٨.٣.١ قضیه از . Yn
a.s−→ Y نتیجه .در n → ∞

داریم مشتق تعریف از استفاده

∂

∂θ
E[L(X(θ))] = limn→∞

E[Yn]− E[Y ]

∆θn

= limn→∞

∫
[٠,١]n

Yn − Y

∆θn
du١ · · · dun

=

∫
[٠,١]n

limn→∞
Yn − Y

∆θn
du١ · · · dun

:=

∫
[٠,١]n

∂

∂θ
L(X(θ);u)du١ · · · dun

است. موجود فوق انتͽرال ، L(X;θ+∆θn)−L(X;θ)
∆θn

< K لیپ�شیتس ͬͽپیوست به بنا که آنجایͬ از



١۴ حساسیت برآوردگرهای انواع .٢

نوشت مͬ�توان زنجیره�ای قانون از استفاده با حال

∂

∂θ
EP[L(X(θ))] =

∫
[٠,١]n

n∑
j=١

∂L(x(θ))

∂xj

∂xj

∂θ
|xj(θ)=Xj(θ)du١ · · · dun (٣.٢)

= EP[
n∑

j=١

∂L(X(θ))

∂xj

∂xj

∂θ
|xj(θ)=Xj(θ)]

است. ٢.٢ مشتق برآوردگر با معادل که

چͽالͬ تابع با (α, β پارامترهای با وایبل١ (توزیع X ∼ Wei(α, β) کنید فرض .٣.١.٢ مثال

f(x) =
α

β
(
x

β
)α−١e(−x/β)α

چͽالͬ تابع با (α و r پارامترهای با گاما (توزیع Y ∼ γ(r, α) و

f(x) =
rα

Γ(α)
xα−١e−rx

گرفته نطر در E[W(.)] = ١ با نمایͬ توزیع با تصادفͬ متغیرهای W٠,W١, · · ·Wk اگر باشند.

دارد رابطه W(.) با زیر عبارات بوسیله X, Y شوند،

X ∼
(W٠
α

)١/β

Y ∼ ١
α

r∑
j=١

Wj

صورت به تابع این برای IPA مشتق برآوردگر .L(X(α), Y (α)) = max(X,Y ) کنید فرض حال

مͬ�باشد: زیر

DIPA
α (X(α), Y (α)) =

−١
β
X
α
≡ −١

β
W

١
β

٠

α
١
β

X(ω) ≥ Y (ω)

−Y
α
≡ − ١

α٢
∑r

j=١ Wj Y (ω) > X(ω)

امتیاز تابع ٣.١.٢

یعنͬ است. مشتق برآورد برای توزیعͬ روش ͷی درستنمایͬ نسبت یا امتیاز تابع ∫برآوردگر
L(X(θ), θ)Pθ(dx) =

∫
L(X)Pθ(dx)

١Weibull



١۵ مقدمه .١.٢

در f(.)(.) چون مͬ�شود انجام گیری مشتق و دارد fθ(x) -نیͺودیم رادون مشتق ͷی احتمال اندازه

مشتق برآورد روش این خصوص در را نتایجͬ (١٩٩٣) شاپیرو و رابینستین است. پذیر مشتق θ

داده�اند. ارایه

باشد، L١(Pθ) پذیر انتͽرال تابع ͷی L(X) فرضکنید امتیاز) تابع مشتق (برآوردگر .۴.١.٢ قضیه

P = {P}θ∈Θ احتمال اندازه�های خانواده همچنین .∀θ ∈ Θ;EPθ
|L(X)| < ∞ دیͽر عبارت به

پذیر مشتق θ به نسبت که Pθ

dµ
:= fθ(.) رادون-نیͺودیم چͽالͬ با نیست وابسته θ به که µ با ارز هم

آنͽاه EP|D(X; θ)| < ∞ بطوریͺه بͽیرید نظر در را است

DSF
θ (X; θ) = L(X)

n∑
j=١

∂

∂θ
{ln(fθ(xj))|xj=Xj

} (۴.٢)

گرفت نتیجه توان مͬ ٢١.٣.١ نتیجه از ∫برهان.
L(X)

n⊗
j=١

Pi,θ(dx) =

∫
L(X)

n∏
j=١

fθ,j(Xj)µ
n(dx)

f
(k)
j := که (f

(k)
j )∞k=١j ∈ {١, · · · , n} رادون-نیͺودیم مشتقات از دنباله ͷی از استفاده با

درنتیجه . ∆θk → ٠ داریم k → ∞ وقتͬ که مͬ�باشد. fj = fθ,j(xj)و fθ+∆θk,j(xj)

نوشت مͬ�توان ١٩.٣.١ و ١٨.٣.١ قضیه به بنا حال . f (k)
j → fj,∀j ∈ {١, · · · , n}

∂

∂θ
EPθ

[L(X)] = limk→∞

∫
L(X)

∏n
j=١ f

(k)
j µn(dx)−

∫
L(X)

∏n
j=١ fjµ

n(dx)

∆θk

= limk→∞

∫
L(X)

∏n
j=١(f

(k)
j − fj)µ

n(dx)

∆θk

=

∫
L(X)

n∑
j=١

f ′
j,θ(x)(

n∏
l ̸=j

fl(x))µ
n(dx)

=

∫
L(X)(

n∑
j=١

(ln(fj))
′)

n∏
j=١

fj(x)µ
n(dx)

. است معادل (۴.٢) با آخر عبارت است. شده استفاده ٢٢.٣.١ نتیجه از آخر خط

مͬ�آوریم. را زیر مثال دو بیشتر فهم برای



١۶ حساسیت برآوردگرهای انواع .٢

احتمال چͽالͬ تابع با نمایͬ) (توزیع Y ∼ Exp(λ) کنید فرض .۵.١.٢ مثال

f(x;λ) = λe−λx

: باشد مͬ زیر صورت به امتیاز تابع مشتق برآوردگر صورت این در باشد.

DSF
θ (x) = L(X)

∂

∂λ
{ln(λe−λx)}

= L(X)
∂

∂λ
{ln(λ)− λx}

= L(X)
(١
λ
− x

)
احتمال جرم تابع با هندسͬ) (توزیع W ∼ Geo(θ) کنید فرض .۶.١.٢ مثال

P(W = k) = (١ − θ)k−١θ

مͬ�آید بدست زیر صورت به هندسͬ توزیع برای امتیاز تابع برآوردگر باشد.

DSF
θ (x) = L(X)

∂

∂θ
{ln((١ − θ)k−١θ)}

= L(X)
∂

∂θ
{(k − ١)ln(١ − θ) + lnθ}

= L(X)(
١ − k

١ − θ
+

١
θ
)

مقدار اندازه مشتق ۴.١.٢

عوض در اما است دیͽری توزیعͬ روش مشتق برآورد برای (MVD) مقدار اندازه مشتق روش

را روش این (١٩٩۶) افلاگ پͬ کنیم. مͬ بررسͬ متناهͬ معین اندازه عنوان به را اندازه ͷی مشتق

(٢٠٠۵) وزکیوز و هیدرگات توسط بعدا ͷنیͺت این است. کرده معرفͬ کراندار و پیوسته توابع برای

شد. داده تعمیم L١(P) پذیر انتͽرال توابع برای

باشد L١(Pθ) پذیر انتͽرال تابع ͷی L(X)اگر مقدار) اندازه مشتق (برآوردگر .٧.١.٢ قضیه

احتمال اندازه از پذیر مشتق ضعیف طور به خانواده ͷی P = {Pθ} و ∀θ ∈ Θ,EPθ
[L(X)] < ∞



١٧ مقدمه .١.٢

از: عبارتست مقدار اندازه مشتق برآوردگر آنͽاه باشد،

DMVD
θ (X; θ) = c(θ)[L(X(١))− L(X(٢))] (۵.٢)

مͬ�باشند. P̈و Ṗ احتمال اندازه�های تحت ترتیب به X تصادفͬ متغیرهای X(١), X(٢)که

نشان (P(k))∞k=١ صورت به را X تصادفͬ متغیر برای احتمال های اندازه از دنباله ͷی برهان.

تقریبا نتیجه در .∆θk → ٠ آنͽاه k → ∞ وقتͬ که P := Pθ و P(k) := Pθ+∆θk که مͬ�دهیم

و انتͽرال مͬ�توان (١٨.٣.١ (قضیه تسلطͬ همͽرایͬ قضیه از استفاده با آنͽاه .P(k) → Pj جا همه

درنتیجه نمود. جابجا را مشتق

∂

∂θ
EPθ

[L(X)] = limk→∞

∫
L(X)P(k)(dx)−

∫
L(X)P(dx)

∆θk

=

∫
L(X)limk→∞

P(k)(dx)− P(dx)
∆θk

=

∫
L(X)limk→∞P′

θ(dx)

معین اندازه ͷی Pθ چون است. پذیر مشتق ضعیف طور به Pθ(.) که است دلیل این به آخر خط

با شود، داده نشان زیر صورت به تواند مͬ بالا عبارت ٢۶.٣.١ نتیجه به توجه با است. متناهͬ

که شود مͬ تضمین نیز جردن-هان تجزیه از آن وجود
∂

∂θ
EPθ

[L(X)] =

∫
L(X)c(θ)

(
c(θ)Ṗθ(dx)− P̈θ(dx)

)
است. (۵.٢) با معادل که

مͬ�دهیم. ارایه مقدار اندازه مشتق برآوردگر از استفاده در مثال دو زیر در

است زیر صورت به چͽالͬ تابع مشتق .Y ∼ Exp(λ) کنید فرض .٨.١.٢ مثال

∂

∂λ
{λe−λx} =

١
λ
[λe−λx − λ٢xe−λx]

:=
١
λ
[fX(١)(x;λ)− fX(٢)(x;λ)]



١٨ حساسیت برآوردگرهای انواع .٢

٢و پارامترهای با گاما (توزیع X(٢) ∼ γ(٢, λ) و (λ پارامتر با نمایͬ (توزیع X(١) ∼ Exp(λ) که

درنتیجه مͬ�باشند. (λ

DWD
λ (X) =

١
λ
[L(X(١))− L(X(٢))]

نوشت مͬ�توان نمایͬ توزیع با تصادفͬ متغیر برای هان-جردن تجزیه بردن کار به با
∂

∂λ
{λe−λx} =

١
λe

[
λe(١ − λx)e−λxI(x ≤ ١

λ
)− λe(λe− ١)e−λxI(x >

١
λ
)
]

نیست. یͺتا مشتق نمایش مͬ�دهد نشان که

تابع زیرا مͬ�کند؛ رفتار مشابه طور به MVD برآوردگر مشتق گسسته، احتمال های توزیع برای

است. پیوسته θ پارامتر به نسبت احتمال جرم

از عبارتست θ به نسبت چͽالͬ تابع مشتق .W ∼ Geo(θ) کنید فرض .٩.١.٢ مثال

∂

∂θ

{
(١ − θ)k−١θ

}
=

١
θ

[
(١ − θ)k−١θ −

(
k − ١

١

)
(١ − θ)k−٢θ٢]

:=
١
θ
[L(Y (١)(x;λ))− L(Y (٢))]

پارامتر با منفͬ دوجمله�ای توزیع ͷی Wدارای (٢) و بوده θ پارامتر با هندسͬ توزیع Wدارای (١) که

درنتیجه .Y (١) ∼ Geo(θ), Y (٢) ∼ Nb(٢, θ) دیͽر عبارت به است. (٢, θ)

DWD
θ (X) =

١
θ
[L(Y (١))− L(Y (٢))]



٣ فصل

گوسͬ مدل در برآوردگرها رفتار بررسͬ

مقدمه ١.٣

گوسͬ های سیستم برای را شد، بیان قبل فصل در که مشتق برآورد روش سه هر فصل دراین

مقدمه�ای عنوان به هم و قبل فصل برای مͺملͬ عنوان به هم فصل این مͬ�بریم. کار به (نرمال)

١.٣ بخش مͬ�باشد. است، نرمال مقیاسͬ آمیخته�ی های مدل مورد در بررسͬ که ۴ فصل برای

با تصادفͬ متغیر استاندارد انحراف به نسبت عملͺرد تابع ͷی حساسیت برای مشتق برآوردگرهای

مقدار اندازه مشتق برآوردگر از سازی شبیه طرح ͷی از ٢.٣ بخش در مͬ�دهد. ارایه را نرمال توزیع

مقایسه سپس است. معروف شده جفت فانتوم برآوردگر به حاصل برآوردگر که مͬ�شود استفاده

عملͺرد تابع برای کافͬ شرط ٣.٣ بخش در مͬ�شود. انجام نمایͬ عملͺرد تابع برای برآوردگرها

دربخش شود. مͬ مشخص دیͽری به نسبت برآوردگرها برتری آن، به توجه با که کرده�ایم بیان را

چندجمله�ای عملͺرد تابع انتخاب با و کرده ارایه گوسͬ سیستم�های برای را جدید برآوردگری ۴.٣

برآوردگر نوع سه از برآوردگر این که مͬ�دهیم نشان همچنین است. شده انجام برآوردگرها مقایسه

شبͺه ͷی تعیین در که گوسͬ سیستم�های مورد در بحث به آخر بخش در و مͬ�باشد بهتر دیͽر

مͬ�پردازیم. بلͷ-شولز٢ مدل تحت اختیار های قیمت محاسبه و شده�اند برده کار به تصادف١ͬ فعال
١Stochastic Activity Network
٢Black-Scholes



٢٠ گوسͬ مدل در برآوردگرها رفتار بررسͬ .٣

مͬ�باشند. [٢٢] مرجع از عمدتا فصل این نتایج

از دستͽاه ͷی برای نظر مورد توزیع که است حقیقت این حول گوسͬ های سیستم حوزه

µ میانͽین با متغیره ͷی نرمال توزیع با تصادفͬ متغیر ͷی برای است. نرمال تصادفͬ، متغیرهای

از: عبارتست احتمال چͽالͬ تابع σ٢ واریانس و

Φµ,σ(x) :=
١√
٢πσ

exp
(
− ١

٢
(x− µ)٢

σ٢
)
; x ∈ R, µ ∈ R, σ ∈ R+ (١.٣)

شود مͬ داده نشان زیر صورت به عملͺرد تابع L(X;µ, σ) مفروض عملͺرد برآوردگر برای و

E[L(X;µ, σ)] =

∫
L(X;µ, σ)

١√
٢πσ

exp
(
− ١

٢
(x− µ)٢

σ٢

)
dx (٢.٣)

.E|L(X;µ, σ)| < ∞ عبارتͬ به است، پذیر انتͽرال عملͺرد تابع که مͬ�کنیم فرض

با است برابر σ به نسبت عملͺرد تابع مشتق
∂

∂σ
E[L(X; σ)] =

∂

∂σ

∫
L(X;µ, σ)

( ١√
٢πσ

exp(−١
٢
(x− µ)٢

σ٢ )
)
dx (٣.٣)

است. شده حذف L(.) به µ ͬͽوابست نوشتار در سادگͬ برای

مشتق برآوردگرهای محاسبه ٢.٣

متغیر ͷی از کلͬ عملͺرد برآوردگر ͷی برای نااریب مشتق برآوردگر سه هر محاسبه بخش این در

L١(x) = نمایͬ عملͺرد تابع برای واریانس عبارات این بر علاوه است. آمده نرمال تصادفͬ

اند. شده تعیین L٢(y) = yp, p ∈ Z+ ∪ {٠} ای چند�جمله عملͺرد تابع همچنین و eαx, α ∈ R

صورت به تواند مͬ X ∼ N (µ, σ٢) نرمال توزیع با تصادفͬ متغیر ͷی که حقیقت این از زیر در

�است. شده استفاده ،Z ∼ N (٠,١) آن در که شود بیان X = µ+ σZ



٢١ مشتق برآوردگرهای محاسبه .٢.٣

(IPA)ͷکوچ بینهایت ͬͽآشفت تحلیل

زیر صورت به (٢.٢) رابطه�ی بردن کار به با IPA برآوردگر L(X; σ) پذیر مشتق تابع ͷی برای

مͬ�باشد

DIPA
σ = ZL′(X) = ZL′(µ+ σZ) (۴.٣)

است. نااریب IPA برآوردگر باشد، شیتس لیپ پیوسته جا همه تقریبا L(X(σ)) اینͺه شرط به

مͬ�شود: محاسبه زیر صورت به IPA برآوردگر واریانس

V ar(DIPA
σ ) = V ar(ZL′(X)) := E[ZL′(µ+ σZ)٢]− E٢[ZL′(µ+ σZ)] (۵.٣)

صورت به مشتق برآوردگر L(x) = eαx نمایͬ عملͺرد تابع برای بنابراین

DIPA,١
σ = αZeα(µ+σZ)

صورت به IPA برآوردگر ای چندجمله عملͺرد تابع وبرای

DIPA,٢
σ = pZ(σZ)p−١

زیر صورت به جبری محاسبات سری ͷی انجام از پس مشتق برآوردگرهای های واریانس است.

مͬ�باشند

V ar(DIPA,١
σ ) = α٢(E[Z٢e٢ασZ ]− E٢[ZeασZ ])

V ar(DIPA,٢
σ ) = p٢σ٢p−٢(E[Z٢p]− E٢[Zp])

(SF) امتیاز تابع

با نرمال تجمعͬ توزیع تابع لͽاریتم از مشتق�گیری با درستنمایͬ، نسبت یا امتیاز تابع روش برای

داریم σ به نسبت مͬ�دهیم، نشان Φµ,σ با که σ ،µ پارامترهای
∂

∂σ
lnΦµ,σ(x) =

١
σ

((x− µ)٢

σ٢ − ١
)

(۶.٣)



٢٢ گوسͬ مدل در برآوردگرها رفتار بررسͬ .٣

مͬ�باشد زیر صورت به supσ∈σ̂E[|L(X; σ) ∂
∂σ
Φµ,σ(x)|] < ∞ اینͺه شرط به امتیاز تابع برآوردگر

∂

∂σ
E[L(X; σ)] = E

[
L(X)

(X٢

σ٣ − ١
σ

)]
(٧.٣)

= E
[
L(µ+ σZ)

(Z٢ − ١)
σ

]
.

همچنین

V ar(DSF
σ ) = E

[
L(X)

(X٢

σ٣ − ١
σ

)]٢ − E٢[L(X)
(X٢

σ٣ − ١
σ

)]
(٨.٣)

صورت به ترتیب به SF مشتق برآوردگرهای واریانس ای، چندجمله و نمایͬ عملͺرد تابع هردو برای

مͬ�باشند: زیر

V ar(DSF,١
σ ) =

١
σ٢ (E[Z

۴e٢ασZ ]− ٢E[Z٢e٢ασZ ] + E[e٢ασZ ]

− E٢[Z٢eασZ ] + ٢E[Z٢eασZ ]E[eασZ ]− E٢[eασZ ]). (٩.٣)

V ar(DSF,٢
σ ) = σ٢p−٢(E[Z٢p+۴]−٢E[Z٢p+٢]+E[Z٢p]− (E[Zp+٢]−E[Zp])

)
. (١٠.٣)

(MVD)مقدار اندازه مشتق

با مͬ�شود. تعیین گوسͬ تصادفͬ متغیر ͷی چͽالͬ تابع از مستقیم مشتق�گیری با MVD برآوردگر

از: عبارتست σ به نسبت Φµ,σ مشتق چͽالͬ، تابع دو تفاضل صورت به مشتق نمایش

∂

∂σ
Φσ(x) =

١
σ

[ ١√
٢π

(x− µ)٢

σ٣ exp
(
− ١

٢
(x− µ)٢

σ٢ − ١√
٢πσ

)
exp

(
− ١

٢
(x− µ)٢

σ٢
)]

(١١.٣)

:=
١
σ
[mµ,σ(x)− Φµ,σ(x)]

است زیر صورت به µ, σ پارامترهای با دوگانه٣ ول ماکس احتمال چͽالͬ تابع mµ,σ(.) آن در که

mµ,σ =
١√

٢πσ٣
(x− µ)٢ exp(−(x− µ)٢

٢σ٢ )

٣Double-Maxwell



٢٣ شده جفت فانتوم برآوردگر .٣.٣

به MVD برآوردگر نتیجه در .mµ,σ(.) احتمال چͽالͬ تابع با X+ ∼ DM(µ, σ) دیͽر عبارت به

مͬ�باشد: زیر صورت

DMVD
σ =

١
σ
(L(X+)− L(X−)) (١٢.٣)

=
١
σ
(L(µ+ σZ+)− L(µ+ σZ))

است. برقرار ،Z+ ∼ DM(٠,١) آن در که دوگانه ول ماکس توزیع برای X+ = µ+ σZ+ تبدیل

مͬ�باشد: زیر صورت به X,X+ بودن مستقل فرض با MVD برآوردگر واریانس

V ar(DMVD
σ ) =

١
σ
[V ar(L(X+))− V ar(L(X−))] (١٣.٣)

= E[L٢(X+)]− E[L٢(X)]− (E٢[L(X+)]− E٢[L(X)])

داریم: چندجمله�ای و نمایͬ عملͺرد برآوردگرهای برای

V ar(DMVD,١
σ ) =

١
σ٢

(
E[e٢ασZ+

]− E٢[eασZ
+

] + E[e٢ασZ ]− E٢[eασZ ]
)

(١۴.٣)

V ar(DMVD,٢
σ ) = σ٢p−٢(E[(Z+)٢p]− E٢[(Z+)p] + E[Z٢p]− E٢[Zp]) (١۵.٣)

شده جفت فانتوم برآوردگر ٣.٣

(٢٠٠٧) ولͷ-میͺرویͺز۵ و وزکیوز-اباد هیدرگات، توسط (CP ) شده۴ جفت فانتوم برآوردگر

تصادفͬ متغیر با X ∼ N (µ, σ٢) نرمال تصادفͬ متغیر بین رابطه از آنها است. آمده دست به

رابطه این گرفتند. بهره مقدار اندازه مشتق برآوردگر برای X+ ∼ DM(µ, σ٢) دوگانه ماکس�ول

U ∼ U(٠,١) که شده +Xداده ∼ UX عبارت با دوگانه ماکس�ول و نرمال تصادفͬ متغیرهای بین

نتیجه این دقیق�تر صورت به و مͬ�باشد X از ومستقل [٠,١] روی یͺنواخت توزیع با تصادفͬ متغیر

کنیم. مͬ بیان زیر لم در را
۴coupled phantom
۵Volk-Makarewicz



٢۴ گوسͬ مدل در برآوردگرها رفتار بررسͬ .٣

متغیر ͷی صورتضرب به مͬ�تواند Z ∼ N (٠,١) استاندارد نرمال تصادفͬ متغیر ͷی .١.٣.٣ لم

بیان (٠،١) روی یͺنواخت تصادفͬ متغیر ͷی در Z+ ∼ DM(٠,١) دوگانه ماکس�ول تصادفͬ

دیͽر عبارت به شود

Z
d
= UZ+

مستقلند. Z+, U که

از عبارتست Z تجمعͬ توزیع تابع برهان.

P(Z+U ≤ z) = FZ+U(z) =

∫ ١

٠
P(Z+U ≤ z;U = u)P(U ∈ du)

=

∫ ١

٠
P(Z+ ≤ z

u
)fU(u)du

=

∫ ١

٠
FZ+(

z

u
)du

نتیجه در

fZ+U(z) =
d

dz
FZ+U(z) =

∫
[٠,١]

١
u
fz+(

z

u
)du

=

∫ ١

٠

١√
٢π

١
u
(
z

u
)٢e−

١
٢ (

z
u
)٢
du

داریم v = −١
٢(

z
u
)٢ متغیر تغییر از استفاده با حال

fZ+U(z) =

∫ − ١
٢ z

٢

−∞

١√
٢π

evdv

=
١√
٢π

e−
١
٢ z

٢

باشد. مͬ Z چͽالͬ تابع که

MVD برآوردگر برای واریانس برآورد ͷی مقدار اندازه مشتق روش و طرح این از استفاده با

آید مͬ بدست زیر صورت به L(x;σ) عملͺرد تابع با

V ar(DCP
σ ) =

١
σ
[V ar(L(X+)) + V ar(L(X))− ٢Cov(L(X+), L(X))]



٢۵ شده جفت فانتوم برآوردگر .٣.٣

که است این آن دلیل مͬ�کند. تولید مثبت همبسته تصادفͬ متغیرهای طرح این

Cov(Xp, (X+)p) = E[Up]V ar((X+)p) > ٠

داشت. خواهد MVD برآوردگر از کمتر واریانسͬ شده جفت فانتوم برآوردگر واریانس درنتیجه

برآوردگر واریانس Y و X تصادفͬ متغیرهای با ترتیب به ای چندجمله و نمایͬ عملͺرد توابع برای

است: شده محاسبه زیر صورت به CP مشتق

V ar(DCP,١
σ ) =

١
σ٢

{
E[e٢ασZ+

]− E٢[eασZ ] + E[e٢ασZ ]− E٢[e٢ασZ ]

− ٢
(
E[eασZ+(١+U)]− E[eασZ+

]E[eασZ ]
)}

V ar(DCP,٢
σ ) = σ٢p−٢{E[(Z+)٢p]− E٢[(Z+)p] + E[Z٢p]− E٢[Zp]

− ٢
(
E[Up](E[(Z+)٢P ]− E٢[(Z+)p]

)
}

شده سازی شبیه رد-پذیرش۶ روش از استفاده با DM(٠,١) گانه دو ماکس�ول تصادفͬ متغیر

α = ٢, β = ١/٢ پارامترهای با وایبل توزیع با تصادفͬ متغیر ͷی از استفاده با عمل این است.

معͺوس تبدیل روش بوسیله مͬ�تواند وایبل توزیع با تصادفͬ متغیر ͷی تولید است. شده� انجام

ببینید. را [١٣] وپذیرش رد روش خصوص در بیشتر گاهͬ آ برای آید. بدست Y = (−۴lnU)١/٢

آمده زیر در L١(x) = eαx, α ∈ R نمایͬ عملͺرد تابع مورد در برآوردگرها واریانس نتیجه عنوان به

آزمون تابع و دوطرفه ول ماکس توزیع با تصادفͬ متغیر ͷی برای ریاضͬ امید محاسبه در است.

k = {٠,١, · · · ,۴} مقادیر ازای به است. شده استفاده E[g(Z+)] = E[Z٢g(Z)]عبارت از g(z)

مͬ�باشند. محاسبه قابل دستͬ صورت به روش سه هر برای مشتق برآوردگرهای واریانس

احتمال مولد تابع از مͺرر گیری مشتق با E[ZketZ ], k = {٠,١, · · · ,۴} عبارت محاسبه

مͬ�کنیم. جایͽذاری را t برای مناسب مقدار سپس و مͬ�شود نتیجه E[etZ ] = e
١
٢ t

٢ صورت به ،Z
۶acceptance-rejection method



٢۶ گوسͬ مدل در برآوردگرها رفتار بررسͬ .٣

نمایͬ تابع برای برآوردگرها واریانس :١.٣ جدول

واریانس برآوردگر
α٢[(۴α٢σ٢ + ١)e٢α٢σ٢ − α٢σ٢eα

٢σ٢
] IPA

١
σ٢ [(١۶α۴σ۴ + ١۶α٢σ٢ + ٢)e٢α٢σ٢ − α۴σ۴eα

٢σ٢
] SF

١
σ٢ [(٢ + ۴α٢σ٢)e٢α٢σ٢ − (٢ + ٢α٢σ٢ + α۴σ۴)eα

٢σ٢
] MVD

١
σ٢ [(۴α٢σ٢ − ٢)e٢α٢σ٢ − α۴σ۴eα

٢σ٢
+ ٢e ١

٢α
٢σ٢

] CP

که این کلͬ نتیجه است. آمده زیربخش این آخر در که نیست ساده Cov(etZ
+
, etZ) محاسبه

مشتق برآوردگرهای واریانس ١.٣ جدول است. شده اثبات ٢.٣.٣ لم در Cov(etZ
+
, etZ) > ٠

مͬ�دهد. ارایه را نمایͬ عملͺرد تابع برای

به و وابسته�اند α٢σ٢ ضرب حاصل به تنها برآوردگرها واریانس شود مͬ مشاهده که طور همان

برای منفͬ حاصل ͷی که فرد k ،αk شͺل به عباراتͬ بویژه باشد σ یا α شامل تنها که عبارتͬ هر

توزیع بودن متقارن خاطر به α٢σ٢ عامل به واریانس ͬͽوابست نیست. مربوط دهد مͬ ارایه α < ٠

.e|α|X ∼ e−|α|Xرͽدی عبارت به باشد مͬ صفر حول نرمال

،IPA برآوردگرهای واریانس منفͬ قسمت ،σ٢ در مشتق برآوردگرهای واریانس کردن ضرب با

مشابها دارد. امتیاز تابع روش از کوچͺتر مثبت مولفه ͷی IPA مͬ�باشد. یͺسان CP و SF

تصادفͬ متغیر برای SF برآوردگر از بزرگتر منفͬ مولفه و کوچͺتر مثبت مولفه ͷی MVDواریانس

نیست. روشن CP و SF ،IPA مشتق برآوردگرهای واریانس بین روابط دارد. X ∼ N (٠, σ٢)

است. شده داده ٣.٣.٣ لم در برآوردگر چهار بین ترتیبͬ روابط

.٢.٣.٣ لم

Cov(etZ
+

, etZ) > ٠

بود. شده استفاده V ar(DCP ) ≤ V ar(DMVD) دادن نشان برای ٣.٣.٣ لم در نتیجه این برهان.

از مستقل U ∼ U(٠,١) که Z = UZ+ و Z ∼ N (٠,١), Z+ ∼ DM(٠,١) که این به توجه با



٢٧ شده جفت فانتوم برآوردگر .٣.٣

داریم مͬ�باشد. Z+

Cov(etZ
+

, etZ) = E[et(Z++Z)]− E[etZ+

]E[etZ ] = E[etZ+(١+U)]− E[Z٢etZ ]E[etZ ]

درآن که

E[etZ+(١+U)] =

∫
R
E(etZ+(١+U)|Z+ = x)fZ+dx

=

∫
R

e٢tx − etx

tx
fZ+dx

=

∫
R

x√
٢πt

[e−
١
٢ (x

٢−۴tx+۴t٢−۴t٢) − e−
١
٢ (x

٢−٢tx+t٢−t٢)]dx

= e٢t٢
∫
R

x√
٢πt

e−
١
٢ (x−٢t)٢

dx− e
١
٢ t

٢
∫
R

x√
٢πt

e−
١
٢ (x−t)٢

dx

= e٢t٢
∫
R

٢t√
٢πt

e−
١
٢ (x−٢t)٢

dx− e
١
٢ t

٢
∫
R

t√
٢πt

e−
١
٢ (x−t)٢

dx

= ٢e٢t٢ − e
١
٢ t

٢

است شده محاسبه زیر صورت به E[Z+] = ٠ که این و استقلال به توجه با دوم سطر

E[etZ+(١+U)|Z+ = x] = etxE[etxU ] = etx
∫
[٠,١]

etxudu =
e٢tx − etx

tx

نتیجه در

Cov(etZ
+

, etZ) = ٢e٢t٢ − e
١
٢ t

٢ − (١ + t٢)et
٢

داریم et٢ تیلور سری بسط از استفاده با حال

Cov(etZ
+

, etZ) = ٢et٢ − e
١
٢ t

٢ − (١ + t٢)et
٢ ≥ ٢e٢t٢ − (٢ + t٢)et

٢

= ٢et٢ [et٢ − (١ − t٢

٢ )] ≥ t٢et
٢

≥ ٠

است. کامل برهان و



٢٨ گوسͬ مدل در برآوردگرها رفتار بررسͬ .٣

واریانس برای زیر ترتیبͬ روابط .g(x) = eαx و X ∼ N (µ, σ٢) کنید فرض .٣.٣.٣ لم

آید. مͬ بدست مشتق برآوردگرهای

(١) : V ar(DCP ) ≤ V ar(DIPA) ≤ V ar(DSF )

(٢) : V ar(DCP ) ≤ V ar(DMVD) ≤ V ar(DSF )

.Y ∼ N (٠, σ٢) مͬ�کنیم فرض ابتدا برهان.

داریم ١.٣ جدول در آمده بدست مقادیر به توجه با .١

σ٢(V ar(DIPA)− V ar(DCP )) = (۴α۴σ۴ − ٣α٢σ٢ + ٢)e٢α٢σ٢ − ٢e ١
٢α

٢σ٢

:= (۴u٢ − ٣u+ ٢)e٢u − ٢e ١
٢u

نوشت توان مͬ h(x) = ex تیلور بسط از استفاده با حال

e
١
٢uσ٢(V ar(DIPA)− V ar(DCP )) = ((۴u٢ − ٣u+ ٢)e ٣

٢u − ٢

≥ ((۴u٢ − ٣u+ ١)(٢ +
٣
٢u+

٩
٨u٢)− ٢

=
٩
٢u۴ +

٢١
٨ u٣ +

٧
۴u٢ ≥ ٠

.V ar(DCP ) ≤ V ar(DIPA) نتیجه در

.V ar(DIPA) ≤ V ar(DSF ) داریم مشابه استدلال با

.V ar(DCP ) ≤ V ar(DMVD) است بدیهͬ Cov(etZ
+
, etZ) > ٠ اینͺه به توجه ٢.با

. V ar(DMVD) ≤ V ar(DSF ) که مͬ�شود نتیجه قبل روش همان با بعلاوه

از عبارتست g(x) = eαx تابع برای مشتق برآوردگرهای واریانس X ∼ N (µ, σ٢) مورد در

E[Zke٢α(µ+σZ)] = e٢αµE[Zke٢ασZ ]



٢٩ برآوردگرها** ورفتار عملͺرد تابع بین ی رابطه .۴.٣

مشابه طور به و

E٢[ZkeαX ] = e٢αµE[ZkeασZ ]

و مͬ�کند دار وزن e٢αµ عامل با را مشتق برآوردگر هر واریانس غیرصفر، میانͽین دیͽر عبارت به .

مͬ�شود. حفظ ترتیبͬ روابط

زیر شͺل ندارد، وجود MVD و IPA برآوردگرهای واریانس بین ترتیبͬ رابطه هیچ هرچند

مͬ�دهد. نشان (α٢, σ٢) متفاوت انتخاب�های برای را برآوردگر دو به مربوط واریانس تفاضل

MVD و IPA واریانس تفاضل :١.٣ شͺل

مͬ�دهد نشان را دارد کمتری واریانس IPA مشتق برآوردگر که را ای ناحیه ١.٣ شͺل I قسمت

منحنͬ، دارد. ت�ͷمتغیره نمایͬ عملͺرد تابع برای کمتری واریانس MVD برآوردگر II قسمت در و

مͬ�کند. مشخص را دارند یͺسانͬ واریانس برآوردگر دو هر که را نقاطͬ مͺان

برآوردگرها** ورفتار عملͺرد تابع بین ی رابطه ۴.٣

مشخص برای� کافͬ شرط که مͬ�آوریم بدست عملͺرد توابع برای را کلͬ رابطه�ای قسمت این در

واریانس محاسبه�ی بدون مͬ�توان صورت این در مͬ�باشد. دیͽری به نسبت برآوردگری برتری کردن

به روابط این پرداخت. آن�ها مقایسه�ی به شده ارایه رابطه�ی برقراری بررسͬ با تنها و برآوردگرها



٣٠ گوسͬ مدل در برآوردگرها رفتار بررسͬ .٣

است. شده بیان زیر در قضیه دو صورت

باشیم داشته g بورل اندازه�پذیر تابع هر ازای به اگر .X ∼ N (٠, σ٢) کنید فرض .١.۴.٣ قضیه

٢σ٢g(۴)(X)g(X) + ۴σ٢g(٣)(X)g′(X) + ٨g′′(X)g(X) > ٠ (١۶.٣)

دارد. SF برآوردگر از کمتر واریانسͬ IPA برآوردگر آنͽاه

(٨.٣)داریم رابطه�ی از استفاده با و استاین١٣.٣.١ لم تͺرار با برهان.

V ar(D(SF )[g(X)]) =
٢
σ٢E[g

٢(σZ)] +
۶
σ
E[Zg′(σZ)g(σZ)]

+ ٢E[Z٢g′′(x)g(x)] + ٢E[Z٢g′٢(σZ)]

+
٢
σ٢E

٢[g(σZ)]− E٢[Zg′(σZ)]

گرفت نتیجه مͬ�توان (۵.٣) رابطه�ی استفاده با حال

Var(SF )− Var(IPA) =

٢
σ٢E[g

٢(σZ)] +
٢
σ٢E

٢[g(σZ)]E[Z٢g′٢(σZ)] + ۶E[g′٢(σZ)] + ٢σ٢E[g”٢(σZ)]

+ ٢σ٢E[g(۴)(σZ)g(σZ)] + ۴σ٢E[g(٣)(σZ)g′(σZ)] + ٨E[g′′(σZ)g(σZ)]

باشیم داشته که است مثبت صورتͬ در فوق عبارت

٢σ٢E[g(۴)(σZ)g(σZ)] + ۴σ٢E[g(٣)(σZ)g′(σZ)] + ٨E[g′′(σZ)g(σZ)] > ٠ (١٧.٣)

مͬ�شود. نتیجه بالا عبارت باشد، برقرار (١۶.٣) اگر است بدیهͬ

باشیم داشته g اندازه�پذیر تابع هر ازای به و X ∼ N (µ, σاگر(٢ .٢.۴.٣ قضیه
١ + σ٢

σ٢ g٢(x) + (١ − ٢σ)g′٢(x) + (١ − ٢σ)g(x)g′′(x) < ٠ (١٨.٣)

.V ar(DIPA) > V ar(DMVD) آنͽاه

مͬ�باشد. ١.۴.٣ قضیه اثبات مشابه برهان.



٣١ دومرحله�ای ترکیبͬ برآوردگر .۵.٣

دومرحله�ای٧** ترکیبͬ برآوردگر ۵.٣

برآوردگر دو روشبدست�آوردن از ترکیبͬ از استفاده با که مͬ�کنیم معرفͬ را برآوردگری قسمت این در

تقسیم و ضرب σ٢ در انتͽرال داخل عبارت ابتدا که صورت بدین مͬ�آید. دست به MVD و SF

و است شده انجام مشتق�گیری تابع دو ضرب گیری مشتق قاعده از استفاده با سپس است شده

محاسبات ͬͽونͽچ زیر در شده�است. استفاده آن امتیاز تابع از توابع از ͬͺی مشتق جای به همچنین

آمده�است: آن

∂

∂σ

∫
g(x)

١√
٢πσ

e
−(x−µ)٢

٢σ dx =

∫
g(x)

∂

∂σ
(

١√
٢πσ

e
−(x−µ)٢

٢σ dx) (١٩.٣)

=

∫
g(x)

∂

∂σ
(σ٢ × ١√

٢πσ
e

−(x−µ)٢
٢σ × ١

σ٢ )dx

نوشت: مͬ�توان که

∂

∂σ
(σ٢ × ١√

٢πσ
e

−(x−µ)٢
٢σ × ١

σ٢ )

= ٢σ ١√
٢πσ

e
−(x−µ)٢

٢σ × ١
σ٢ + σ٢ ∂

∂σ
(

١√
٢πσ٣

e
−(x−µ)٢

٢σ )

= ٢σ ١√
٢πσ٣

e
−(x−µ)٢

٢σ + σ٢(
−٣
σ

+
(x− µ)٢

σ٣ )
١√

٢πσ٣
e

−(x−µ)٢
٢σ

= (
−σ

(x− µ)٢ +
١
σ
)
(x− µ)٢
√

٢πσ٣
e

−(x−µ)٢
٢σ٢

= (
−σ

(x− µ)٢ +
١
σ
)mµ,σ

شده�است: محاسبه زیر صورت به ∂
∂σ

١√
٢πσ٣ e

−(x−µ)٢
٢σ آن در که

∂

∂σ
(

١√
٢πσ٣

e
−(x−µ)٢

٢σ ) =
∂

∂σ
{ln( ١√

٢πσ٣
e

−(x−µ)٢
٢σ )} × ١√

٢πσ٣
e

−(x−µ)٢
٢σ

=
∂

∂σ
(−٣ lnσ − ١

٢ ln(٢π)− (x− µ)٢

٢σ٢ )
١√

٢πσ٣
e

−(x−µ)٢
٢σ

= (
−٣
σ

+
(x− µ)٢

σ٣ )
١√

٢πσ٣
e

−(x−µ)٢
٢σ

٧Mixed Two-Stage



٣٢ گوسͬ مدل در برآوردگرها رفتار بررسͬ .٣

p فرد مقادیر با yp تابع برای برآوردگرها واریانس :٢.٣ جدول

واریانس برآوردگر
σ٢p−٢p٢)٢p− ١)!! IPA

σ٢p−٢)]٢p+ ٢(١ + ٢)[١p− ١)!! SF
σ٢p−٢)٢p+ ٢)(٢p− ١)!! MVD

σ٢p−٢ ٢p٢

p+٢)١p− ١)!! CP
σ٢p−٢)٢p− ٣)!!(۴p٢ − ۴p+ ٢) SM

زوج p با yp تابع برای برآوردگرها واریانس :٣.٣ جدول

واریانس برآوردگر
σ٢p−٢[p٢)٢p− ١)!!− p٢[(p− ٢[!!(١] IPA

σ٢p−٢)]]٢p+ ٢(١ + ٢)[١p− ١)!!− P ٢[(P − ٢[!!(١] SF
σ٢p−٢)]]٢p+ ٢)(٢p− ١)!!− [(P + ٢(١ + ١][(P − ٢[!!(١] MVD

σ٢p−٢[ ٢p٢

p+٢)١p− ١)!!− P ٢[(P − ٢[!!(١] CP
σ٢P−٢))٢P − ٣)!!(۴P ٢ − ۴P + ٢)− (P − ٢(!!(١P ٢ SM

مͬ�باشد: زیر صورت به حاصل برآوردگر µ = ٠ اگر حال

Dsm
σ :=

١
σ
L(Z+)

[
١ − ١

Z+٢
]

(٢٠.٣)

از عبارتست SM برآوردگر واریانس

V ar(Dsm
σ ) = V ar(

١
σ
[١ − ١

Z+٢ ]g(σZ
+٢

)

=
١
σ٢E((١ − ١

Z+٢ )
٢g٢(σZ+٢

))− E((١ − ١
Z+٢ )g(σZ

+٢
)) (٢١.٣)

L٢(y) = yp, p ∈ Z+ ∪ {٠} عملͺرد تابع برای برآوردگرها واریانس نمونه، عنوان به حال

آورده ٣.٣ و ٢.٣ جداگانه جدول دو در p زوج و فرد مقادیر ازای به نتایج که شده�است. مقایسه

شده�است.



٣٣ دومرحله�ای ترکیبͬ برآوردگر .۵.٣

p = ١, · · · ,۴ ازای به yp تابع برای واریانس محاسبه :۴.٣ جدول

IPA SF MVD SM CP p
١ ١ ١٠ ۴ ٢ ١

٨σ٢ ٧۴σ٢ ٨σ٢ ۶σ٢ ۴σ٢ ٢
١٣۵σ۴ ٧۵٠σ۴ ١٢٠σ۴ ٧٨σ۴ ۶٧٫ ۵σ۴ ٣

١۵٣۶σ۶ ٨۴۶۶σ۶ ٨١۶σ۶ ۶٠۶σ٢ ۵٢٨σ۶ ۴

رابطه�ی به توجه با نتایج

E[Zk] =

{
(k − ١)!! , kزوج
٠, فرد

(٢٢.٣)

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به که مͬ�باشد دوگانه فاکتوریل تابع h(p) = (p)!! تابع شده�اند. تعیین

(p)!! = p.(p− ٢). · · · .٣.١.

.(−١)!! = (٠)!! := ١ و

ارایه p = ١, · · · ,۴ ازای به مشتق برآوردگرهای واریانس برای عددی محاسبه ͷی ۴.٣ جدول

مͬ�دهد.

را واریانس کمترین شده جفت فانتوم مشتق برآوردگر p ≥ ٠ برای که است روشن جدول نتایج از

واریانس بین ترتیبͬ رابطه ͷی مͬ�باشد. دارا را واریانس بیشترین امتیاز تابع روش حالیͺه در دارد،

شده�است. ارایه زیر لم در برآوردگرها

واریانس برای زیر ترتیبͬ رابطه p ≥ ٢ با g(x) = xp, p ∈ Z+ ∪ {٠} تابع برای .١.۵.٣ لم

مͬ�آید. بدست مشتق برآوردگرهای

V ar(DCP ) ≤ V ar(DSM) ≤ V ar(DMVD) ≤ V ar(DIPA) ≤ V ar(DSF )

مͬ�باشد صورت بدین ها ترتیب p = ٠,١ برای

V ar(DCP ) < V ar(DIPA) < V ar(DSM) < V ar(DMVD) < V ar(DSF )



٣۴ گوسͬ مدل در برآوردگرها رفتار بررسͬ .٣

بقیه مͬ�نماییم. بررسͬ را p ≥ ٢ مورد حال آمده�است. جدول در نتایج p = ٠,١ برای برهان.

تنها زیر در مͬ�شود. انجام حاصل عبارت ساده�سازی و مشتق برآوردگرهای واریانس تفریق با اثبات

آمده�است. اساسͬ�تر گام�های

که آنجایͬ از .١

Cov(Xp, X+p) = Cov(UpX+p, X+p) = E[Up]V ar(X+P

)

=
١

p+ ١V ar(X+p

)

≥ ٠

مشتق برآوردگر تعریف به توجه با و . مͬ�باشد [٠،١] روی یͺنواخت تصادفͬ متغیر U که

.V ar(DCP ) ≤ V ar(DMVD) داریم شده، جفت فانتوم

داریم p ≥ ٢ برای که آنجایͬ از .٢

σ٢−٢p[V ar(DMVD)− V ar(DSM)] = (٢p− ٣)!!(۶p− ۴) ≥ ٠

.V ar(Dsm) ≤ V ar(DMVD) درنتیجه

و فرد p حالت دو در را واریانس�ها تفاضل V ar(DMVD) ≤ V ar(DIPA)اثبات برای حال .٣

است. مثبت حاصل عبارت که مͬ�دهیم نشان و کرده محاسبه جداگانه زوج

: p > ٢ فرد مقادیر برای

σ٢−٢p(V ar(DIPA)− V ar(DWD)) = (٢p− ١)!![p٢ − ٢(p+ ١)]

= [(p− ٢(١ − ٢)[٣p− ١)!! ≥ ٠



٣۵ کاربردی مثال�های .۶.٣

: p > زوج٢ مقادیر برای

σ٢−٢p(V ar(DIPA)− V ar(DWD))

= ((p+ ٢(١ − ٢)(٣p− ١)!!− (p٢ − (p+ ٢(١ − ١)[(p− ٢[!!(١

= [(p− ٢(١ − ٢)[٣p− ١)!! + ٢(p+ ١)[(p− ٢[!!(١ ≥ ٠

درنتیجه دارند. یͺسان منفͬ مولفه�های IPA و SF مشتق برآوردگر که آنجایͬ از .۴

σ٢−٢p(V ar(DSF )− V ar(DIPA) ≥ [(٢p+ ٢(١ + ١ − p٢)[٢p− ١)!!

= (٣p٢ + ۴p+ ٢)(٢p− ١)!! > ٠

.V ar(DIPA) ≤ V ar(DSF ) بنابراین

کاربردی مثال�های ۶.٣

مͬ�آوریم. فوق در شده ارایه مطالب خصوص در را کاربردی مثال دو قسمت این در

تصادفͬ فعال شبͺه�ی ١.۶.٣

مͬ�کند. مدل�بندی را تولید خط یا پروژه ͷی که است، جهت�داری گراف تصادفͬ فعال شبͺه�ی ͷی

تولید خط یا طرح ͷی مورد در فعالیت). هر برای سازی کامل (زمان دارند نامنفͬ مقادیر کمان�ها

بررسͬ را هستند تصادفͬ که فرآیندهایͬ مدل مͬ�توان هستند تصادفͬ مربوط، تاثیرات که مفروض

مثال طور به کرد. مشخص (SAN) تصادفͬ فعال شبͺه�ی ͷی عنوان به را مدل تعمیم، با و کرد

قرارداد یا موتور ͷی تولید برای ماشین کارخانه�ی در تولید گام�های از دنباله�ای تواند مͬ SANͷی

روی تاثیر مشاهده�ی منظور به پارامترها، حساسیت تحلیل براین علاوه باشد. دیͽر شرکت با بستن



٣۶ گوسͬ مدل در برآوردگرها رفتار بررسͬ .٣

کامل زمان است. اهمیت دارای مͬ�شوند بحرانͬ مسیر مسیرها کدام اینͺه و کامل�سازی زمان

مقدار طولانͬ�ترین با مسیر مͬ�باشد. آخر گره به تصادفͬ فعال شبͺه رسیدن برای لازم زمان سازی،

مͬ�شود. نامیده بحرانͬ مسیر زمانͬ،

کامل�سازی، زمان اول گشتاور دو حساسیت تحلیل برای مشتق برآورد روشهای بخش این در

حساسیت تحلیل برای کار این [۶] در شده�اند. برده کار به استاندارد انحراف به نسبت E[τ٢] و E[τ ]

است. شده انجام کمان هر سازی کامل زمان میانͽین به نسبت تصادفͬ شبͺه�ی

کمان هفت شامل نظر مورد تصادفͬ فعال شبͺه

T = (T١, · · · , T٧)

گره ۴ که باشد، مͬ

X = (X(٠), · · · , X(۴))

نشان را فعالیت هر برای سازی کامل زمان T است. کرده متصل هم به ٢.٣ شͺل صورت به را

تصادفͬ متغیرهای T١, · · · , T۶ کمان�های مͬ�باشد. آخر گره X(۴)و شروع گره X(٠) مͬ�دهد.

کمان .Ti ∼ N (ti, σ
٢) دیͽر عبارت به مͬ�باشند، σ٢ < ∞ واریانس و ti < ∞ میانͽین با نرمال

است. t٧ > ٠ معلوم مقدار دارای T٧ چین خط

باشد. مͬ آخر گره با شبͺه شدن کامل برای لازم زمان نیز τ

تصادفͬ فعال شبͺه�ی نمودار :٢.٣ شͺل



٣٧ کاربردی مثال�های .۶.٣

شده�اند: بررسͬ مورد دو تصادفͬ فعال ی شبͺه تحلیل برای

.(SANs) مͬ�باشد حاضرند شبͺه در که تصادفͬ فعالیتهای شامل فقط .١

.(SANd) مͬ�باشد قطعͬ ارتباط شامل کامل، شبͺه�ی .٢

مͬ�باشد: صورت بدین ١ مورد برای عملͺرد برآوردگر شͺل، به توجه با

τ١ = max(T١ + T۴, T١ + T٣ + T۵, T٢ + T۵) + T۶ (٢٣.٣)

مͬ�باشد: زیر صورت به کامل شبͺه�ی برای عملͺرد برآوردگر و

τ٢ := max(τ١, T٧)

= max(max(T١ + T۴, T١ + T٣ + T۵, T٢ + T۵) + T۶, T٧) (٢۴.٣)

هزینه�ی اینͺه فرض با SANd مͬ�دهد. ارایه را موتور برای کامل�سازی زمان SANs مثال این در

تولید برای یا کند تولید را موتور خود ماشین، کارخانه�ی اینͺه برای تصمیم باشد یͺسان محاسبات

مͬ�دهد. ارایه را ببندد قرارداد دیͽری شرکت با

مͬ�آورد. بوجود مفروضرا کمانͬ روی منفͬ زمان ͷی امͺان نرمال، تصادفͬ متغیرهای انتخاب

یͷفعالیت برای سازی کامل زمان طراح، اگر اما و مثبتهستند سازی کامل زمان�های که صورتͬ در

ͷی با مرکزی حد قضیه به بنا مͬ�تواند تͺمیل زمان کند، مشاهده را موتور ساخت برای مفروض

شود. زده تقریب نرمال توزیع

مشتق برآورد

دو هر برای مͬ�باشد، مستقلند که کامل�سازی زمان�های از تابع ͷی عملͺرد، برآوردگر که آنجایͬ از

زیر صورت به که است، نرمال تصادفͬ متغیر ۶ ضرب حاصل چͽالͬ تابع تصادفͬ، فعال شبͺه�ی

مͬ�آید. بدست

fτ(σ)(Tt) =
۶∏

i=١

١√
٢πσ

exp(−١
٢
(t− ti)

٢

σ٢ ) (٢۵.٣)
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(IPA)ͷکوچ بینهایت ͬͽآشفت تحلیل

تابع به کراندار بالا از τ١ SAN، مورد در است ذکر به لازم

K١ := ٢(T١ + T۵) + T٢ + T٣ + T۴ + T۵ + T۶

مͬ�باشد.

هستند مفروض زیر مسیرهای بعلاوه و Ti = ti + σZ کنید فرض طرفͬ از

π١ = (١,۴), π٢ = (١,٣,۵), π٣ = (٢,۵)

محاسبه زیر صورت به IPA برآوردگر بنابراین است، بحرانͬ مسیر اندیس عنوان به a نهایت در

مͬ�شود.

DIPA
σ (τ١) = Z۶ +


Z١ + Z۴ ; a = ١
Z١ + Z٣ + Z۵ ; a = ٢
Z٢ + Z۵ ; a = ٣

(٢۶.٣)

کران دارای بالا از τ٢ کامل، شبͺه�ی برای

K٢ := max(K١, T٧)

کنید فرض همچنین مͬ�باشد. شیتس لیپ پیوسته�ی τ٢ براین علاوه است.

π١ = (١,۴,۶), π٢ = (١,٣,۵,۶), π٣ = (٢,۵,۶), π۴ = (٧)

مͬ�شود. محاسبه زیر صورت به SANd برای IPAبرآوردگرمشتق

DIPA
σ (τ٢) =


Z١ + Z۴ + Z۶ ; a = ١
Z١ + Z٣ + Z۵ + Z۶ ; a = ٢
Z٢ + Z۵ + Z۶ ; a = ٣
٠ ; a = ۴

(٢٧.٣)

(SF) امتیاز تابع

SF روش است، مشتق�پذیر σ به نسبت fτ(σ) و مͬ�باشند کراندار و پیوسته τو٢ τ١ که ازآنجایͬ

چͽالͬ توابع لͽاریتم مجموع چͽالͬ�ها حاصل�ضرب لͽاریتم اینͺه با توجه با رود. کار به مͬ�تواند
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مͬ�آید. بدست زیر صورت به تصادفͬ شبͺه�ی برای SF مشتق برآوردگر است،

DSF
σ (τ١) = τ١

۶∑
i=١

Z٢
i − ١
σ

(٢٨.٣)

مͬ�آید. بدست مشابه طور به SANd برای SF مشتق برآوردگر

(MVD) مقدار اندازه مشتق برآوردگر

Lاست(١ صادق نیز MVD برآوردگر مورد در مͬ�کند صدق SF مشتق برآوردگر مورد در که شرایطͬ

با مͬ�دهد). نتیجه را احتمال اندازه ضعیف مشتق�پذیری رادون-نیͺودیم، چͽالͬ -مشتق�پذیری

صورت به T (k)
i تعریف

T
(k)
i :=

{
T+
i ; i = k

Ti ; i ̸= k
(٢٩.٣)

تصادفͬ شبͺه�ی برای MVD برآوردگر بعدی، ͷی مورد در برآوردگر این تعریف از استفاده با و

از عبارتست

DMVD
σ =

۶∑
k=١

١
σ
[(max(T

(k)
١ + T

(k)
۴ , T

(k)
١ + T

(k)
٣ + T

(k)
۵ ) + T

(k)
۶

− (max(T١ + T۴, T١ + T٣ + T۵) + T۶)] (٣٠.٣)

مͬ�آید. بدست مشابه طور به MVD برآوردگر کامل، تصادفͬ فعال شبͺه�ی مورد در

نتایج تحلیل

انجام کارلو مونت شبیه�سازی سری دو .(t١, · · · , t۶) = و(٧,۴,٨,۵,٨,۶) σ = ١ کنید فرض

N = ١٠۵ شامل بزرگتر شبیه�سازی ͷی و N = ١٠٣ شامل ͷکوچ سازی شبیه ͷی است: شده

. Edτ٢

dσ
و E dτ

dσ
برآوردهای تعیین برای

کدهای آمده�اند. بدست Matlab نرم�افزار از استفاده با بالا روشهای برای مشتق برآوردهای

،N = ١٠٣ وقتͬ شبیه�سازی V ar dτ٢

dσ
و V ar dτ

dσ
تعیین برای شده�اند. آورده بخشضمیمه در مربوطه

مرکزی حد قضیه�ی که مͬ�باشد N = ١٠۵ برای Mتͺرار = ١٠٠ و است شده تͺرار Mبار = ۵٠
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چرخه N = ١٠٣ با SANs برای نتایج :۵.٣ جدول

MVD SF IPA برآوردگر
(۶٫ ٨٣٢٧ ± ١٫ ١١٠١)× ١−١٠ (٠٫ ٠۴٧٨ ± ۴٫ ٨۶٨٩)× ١٠٠ (۶٫ ٨۵۵٢ ± ١٫ ١١٠٣)× ١−١٠ Edτ١

dσ

(٣٫ ٢١١۵ ± ٠٫ ٠٠٩٢)× ١٠٠ (۶٫ ٣۵٧٩ ± ٠٫ ٠٢۶۴)× ١٠٣ (٣٫ ٠٧٢٩ ± ٠٫ ٠٠٧٩)× ١٠٠ V ar dτ١
dσ

(٣٫ ۶۵٧٩ ± ٠٫ ۵٠٧۴)× ١٠١ (٠٫ ٣٣٠٨ ± ١٫ ١٢١١)× ١٠٢ (٣٫ ۶٩٣١ ± ٠٫ ۵١۵۴)× ١٠١ Edτ٢
١

dσ

(۶٫ ۶٧۴۶ ± ٠٫ ٠١٩۴)× ١٠٣ (٣٫ ۴١٠٩ ± ٠٫ ٠١۶٨)× ١٠۶ (۶٫ ۶۶١۵ ± ٠٫ ٠٢٠٩)× ١٠٣ V ar
dτ٢

١
dσ

E(τ١) = ٢٢٫ ٣۶ V ar(τ١) = ٣٫ ۴٣

SANs برای شبیه�سازی N = ١٠۵ نتایج :۶.٣ جدول

MVD SF IPA برآوردگر
(۶٫ ٧٣۵٨ ± ٠٫ ١١١١)× ١−١٠ (۵٫ ۶۵٢٢ ± ۴٫ ٨۴٣۵)× ١−١٠ (۶٫ ٨٧۴۵ ± ٠٫ ١٠٨۶)× ١−١٠ Edτ١

dσ

(٣٫ ٢١١٢ ± ٠٫ ٠٠٩٢)× ١٠٠ (١٫ ٩۴٧٩ ± ٠٫ ٠٠٠٣)× ١٠٣ (٣٫ ٠٨٩٢ ± ٠٫ ٠١٠٩)× ١٠٠ V ar dτ١
dσ

(٣٫ ۶٠٠٣ ± ٠٫ ٠۵٠٨)× ١٠١ (٣٫ ٣٧۶٧ ± ١٫ ١١٩٩)× ١٠١ (٣٫ ۶٠٧١ ± ٠٫ ٠۵٠۵)× ١٠١ Edτ٢
١

dσ

(۶٫ ۶٩٠١ ± ٠٫ ٠٠٠۵)× ١٠٣ (٣٫ ٢٨١٣ ± ٠٫ ٠٠٠٠)× ١٠۶ (۶٫ ۶۶٨٢ ± ٠٫ ٠٠٠۵)××١٠٣ V ar
dτ٢

١
dσ

E(τ١) = ٢٢٫ ٣٢ V ar(τ١) = ٣٫ ٢۵

است. شده برده کار به واریانس خطای آوردن بدست برای

تصادفͬ فعال شبͺه�ی واریانس و میانͽین V arτو Eτو شبیه�سازی در چرخه تعداد N زیر نتایج در

مͬ�کشد طول که زمانͬ یا قطعͬ کمان طول T قطعͬ، کمان شامل فعال شبͺه�ی برای مͬ�باشد.

است. باشد بحرانͬ مسیر T٧ قطعͬ کمان اینͺه احتمال p و شود. کامل قطعͬ عمل

مشابهͬ رفتار SF و IPA برآوردگرهای ،۶.٣ و ۵.٣ جدول�های در آمده بدست نتایج به توجه با

تعداد وقتͬ ولͬ دارد MVD و IPA به نسبت پایین�تری برآورد مقدار که این با SF روش دارند.

t٧ = ٢١ و N = ١٠٣ با SANd برای نتایج :٧.٣ جدول

V ar
dτ٢

١
dσ

Edτ٢
١

dσ
V ar dτ١

dσ
Edτ١

dσ
برآوردگر

۴٫ ۴۴٨٢٩۴۵e+ ٠٠٣ ۴٫ ٩٠٨۴١۴٩e+ ٠٠١ ١٫ ٧۶٨٨١٠٣e+ ٠٠٠ ١٫ ٠٠٧٢٠٢٨e+ ٠٠٠ IPA
٣٫ ۴١۶٨۶٩۴e+ ٠٠۶ ۵٫ ۶٨٩٧٨۴٢e+ ٠٠١ ۶٫ ٣٢۶۴٩٣٢e+ ٠٠٣ ١٫ ٣٢۴٧٩٢١e+ ٠٠٠ SF
۴٫ ٨٢٨۴٣١۶e+ ٠٠٣ ۴٫ ٨٩١٨۵٣٢e+ ٠٠١ ٢٫ ١٣٠١٠۶٣e+ ٠٠٠ ١٫ ٠٠۴٢۵٣١e+ ٠٠٠ WD
E(τ١) = ٢٢٫ ۵۵ V ar(τ١) = ٢٫ ١٩ p = ٠٫ ٢٣۵٩
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t٧ = ٢١ و N = ١٠۵ با SANd برای نتایج :٨.٣ جدول

V ar
dτ٢

١
dσ

Edτ٢
١

dσ
V ar dτ١

dσ
Edτ١

dσ
برآوردگر

۴٫ ۴۴٨٢٩۴۵ × ١٠٣ ۴٫ ٩٠٨۴١۴٩ × ١٠١ ١٫ ٧۶٨٨١٠٣ × ١٠٠ ١٫ ٠٠٧٢٠٢٨ × ١٠٠ IPA
٣٫ ۴١۶٨۶٩۴ × ١٠۶ ۵٫ ۶٨٩٧٨۴٢ × ١٠١ ۶٫ ٣٢۶۴٩٣٢ × ١٠٣ ١٫ ٣٢۴٧٩٢١ × ١٠٠ SF
۴٫ ٨٢٨۴٣١۶ × ١٠٣ ۴٫ ٨٩١٨۵٣٢ × ١٠١ ٢٫ ١٣٠١٠۶٣ × ١٠٠ ١٫ ٠٠۴٢۵٣١ × ١٠٠ MVD
E(τ١) = ٢٢٫ ۵۵ V ar(τ١) = ٢٫ ١٩ p = ٠٫ ٢٣۵٩

t٧ = ٢٢ و N = ١٠٣ با SANd برای نتایج :٩.٣ جدول

V ar
dτ٢

١
dσ

Edτ٢
١

dσ
V ar dτ١

dσ
Edτ١

dσ
برآوردگر

٣٫ ٧۶٠۴۶١۵ × ١٠٣ ۴٫ ٨٠٣٧٨٧٢ × ١٠١ ١٫ ۴٨٩٢۴٢۴ × ١٠٠ ٩٫ ٩٣٢٨٩٧٢ × ١−١٠ IPA
٣٫ ٣۴۴۶٠۶٩ × ١٠۶ ٢٫ ٩۵٨٨٩٠۵ × ١٠١ ۶٫ ٢٢٩٨۶۶۶ × ١٠٣ ۴٫ ٩٠٢٠٢۵٨ × ١−١٠ SF
۴٫ ٠٨٠١۶١۵ × ١٠٣ ۴٫ ۴۶٩٨٣٧٣ × ١٠١ ١٫ ٧٢۶۶٢٧٢ × ١٠٠ ٩٫ ١٧١٧٧٩٠ × ١−١٠ MVD
E(τ١) = ٢٢٫ ٩۴ V ar(τ١) = ١٫ ۴٣ p = ٠٫ ۴٣۴٠

t٧ = ٢٢ و N = ١٠۵ با SANdبرای نتایج :١٠.٣ جدول

V ar
dτ٢

١
dσ

Edτ٢
١

dσ
V ar dτ١

dσ
Edτ١

dσ
برآوردگر

۴٫ ٢٠۵۶٨٧٢ × ١٠٣ ۴٫ ٩۶۶۵۴٧٢ × ١٠١ ١٫ ۶٣٩۶٠٩٩ × ١٠٠ ١٫ ٠٢١۴٠٩٨ × ١٠٠ IPA
٣٫ ۵٧۴۴٠٧٩ × ١٠۶ ۵٫ ٧۴۴۶٨٨٢ × ١٠١ ۶٫ ۴٩۶٠٩۴٠ × ١٠٣ ١٫ ٣٣٨٢۴٣۴ × ١٠٠ SF
۴٫ ٢۴٧۴١١٢ × ١٠٣ ۴٫ ٩۵٩٧٧١٣ × ١٠١ ١٫ ٨٠٣٢٠٨٩ × ١٠٠ ١٫ ٠٢٠٧۵٣٢ × ١٠٠ WD
E(τ١) = ٢٢٫ ٨٨ V ar(τ١) = ١٫ ۴١ p = ٠٫ ۴٣٩١
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t٧ = ٢٣ و N = ١٠٣ با SANd برای نتایج :١١.٣ جدول

V ar
dτ٢

١
dσ

Edτ٢
١

dσ
V ar dτ١

dσ
Edτ١

dσ
برآوردگر

۴٫ ٠١٨۵٠٨٨ × ١٠٣ ۴٫ ١٣۵٢٠٨۶ × ١٠١ ١٫ ۵٩۵۶٩٢۴ × ١٠٠ ٨٫ ۴۵٣٩٣٠٧ × ١−١٠ IPA
٣٫ ۶٧٢٣٣۴٧ × ١٠۶ ٢٫ ۵١١٢٩٨٨ × ١٠١ ۶٫ ۵۵٢۴۵٣٧ × ١٠٣ ٣٫ ٩١٢۵٢٠١ × ١−١٠ SF
٣٫ ۵٧٣٨۵٩٨ × ١٠٣ ٣٫ ٩٣۶٧٢٩١ × ١٠١ ١٫ ۴۵١۶٣٨١ × ١٠٠ ٧٫ ٩٩٢٣٧۴٨ × ١−١٠ MVD
E(τ١) = ٢٣٫ ۴٠ V ar(τ١) = ٠٫ ۶١ p = ٠٫ ۶۴٠٠

t٧ = ٢٣ و N = ١٠۵ با SANd برای نتایج :١٢.٣ جدول

V ar
dτ٢

١
dσ

Edτ٢
١

dσ
V ar dτ١

dσ
Edτ١

dσ
Estimator

۴٫ ۴٧۴۶٧٧۵e+ ٠٠٣ ۴٫ ١٧۶٨٣٠۵e+ ٠٠١ ١٫ ٧۴۴۴٨۴٨e+ ٠٠٠ ٨٫ ۴۶۵۴٣٠١e− ٠٠١ IPA
٣٫ ٨۶٣۵١٨٨e+ ٠٠۶ ۴٫ ٩۵۶۵٣٨٩e+ ٠٠١ ۶٫ ٧٨٠٣٠٩٩e+ ٠٠٣ ١٫ ١۶٣٧۵١۵e+ ٠٠٠ SF
٣٫ ٧٠١٨۴۴۵e+ ٠٠٣ ۴٫ ١۵٢٩١٩۶e+ ٠٠١ ١٫ ۵٠۴٢٢٢۴e+ ٠٠٠ ٨٫ ۴٢١٢۵٠۵e− ٠٠١ WD
E(τ١) = ٢٣٫ ۴٣ V ar(τ١) = ٠٫ ٧٢ p = ٠٫ ۶۵۵۵

حالات تمامͬ در جدول به توجه با مͬ�شود. همͽرا دو آن برآورد به یابد افزایش ها شبیه�سازی

در مͬ�باشد، MVD و IPA برآوردگرهای واریانس از بزرگتر برابر ١٠٣ ،SF برآوردگر واریانس

نمͬ�باشد. گوسͬ سیستم�های مشتق برآوردگر برای مناسبͬ انتخاب نتیجه

حالت MVDدر برآوردگر دارند، حضور تصادفͬ های کمان تنها که حالتͬ در تصادفͬ شبͺه�ی برای

مͬ�کنند. رفتار مشابه دو درجه حالت در درحالیͺه دارد IPA برآوردگر از بزرگتر واریانسͬ خطͬ

و T = ٢١ برای ،(t٧) قطعͬ عمل کامل�سازی زمان افزایش با قطعͬ کمان با شبͺه�های برای

برای هرچند مͬ�باشند. MVD از کمتر IPA برآوردگر برای V ar[dτ
٢

dσ
] و V ar[dτ٢

dσ
] ، T = ٢٢

دارد. کمتری واریانس ضعیف مشتق برآوردگر T = ٢٣

مالͬ کاربرد ٢.۶.٣

در که مͬ�دهد نشان زیرا است، مهم بسیار گذاری قیمت در حساسیت محاسبه�ی مالͬ صنعت در

کارلو مونت شبیه�سازی از استفاده است. لازم توجه مقدار چه گذاری قیمت مدل در پارامترها برآورد
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از استفاده با معامله ͷی قیمت که شد، معرفͬ (١٩٧٧) ٩ بویل توسط بار اولین مال٨ͬ ریاضیات در

مدرن اساس و پایه شد. برآورد طبیعͬ مخاطره�ای اندازه تحت شبیه�سازی تͺرار بار N نمونه میانͽین

شد، منتشر (١٩٩٧) گلسرمن و برودای١٠ بویل، توسط مالͬ کاربردهای در کارلو مونت سازی شبیه

این برده�اند. کار به را مالͬ محصولات گذاری قیمت برای واریانس کاهش تͺنی�ͷهای از برخͬ که

در موجود منبع ترین اصلͬ کرد. معرفͬ نیز مالͬ ی زمینه در را گوسͬ کارلو مونت روشهای کار

استفاده با را حساسیت�ها که باشد مͬ گلسرمن و برودای کار قیمت�ها حساسیت برآورد زمینه�ی

نوسانات مدل ͷوی وشولز ͷبل مدل تحت اروپایͬ معامله�های اختیار برای SF و IPA روش از

منظور به بود کاربردی برنامه�های آنها هدف (١٩٩۶) گلسرمن و برودای در کردند. محاسبه تصادفͬ

پارامترها به نسبت (مشتق ها١١ ͷگری گذاری قیمت برای مشتق برآورد تͺنی�ͷهای اینͺه دادن نشان

و پایدارتری(نااریبͬ نتایج روش�ها این اینͺه و شوند. استفاده مͬ�توانند ( قیمت�گذاری مدل ͷی در

مͬ�کنند. تولید حساسیت�ها محاسبه�ی در متناهͬ اختلاف روشهای با مقایسه در کمتر) واریانس

(١٩٧٣) مرتون١٢ و (١٩٧٣) بلͷ-شولز منابع از معامله اختیار گذاری قیمت مدرن نطریه�ی

به که اطلاعاتͬ از استفاده با اروپای١٣ͬ خرید اختیار برای تحلیلͬ عبارت ͷی شولز و ͷبل است.

بار اولین برای که بود منتظره غیر پیشرفت ͷی این دادند. ارایه است، موجود بازار ͷی درون راحتͬ

ارایه�ی با مرتون کنند. اطلاعاتعمل با و کنند محاسبه سرعت به را قیمت که مͬ�داد اجازه تاجران به

کلͬ چهارچوب ͷی ورودی، متغیرهای از تابعͬ صورت به اختیارها گذاری قیمت برای عبارت ͷی

شولز و ͷبل کار همچنین او کرد. ایجاد شود محاسبه مͬ�تواند معامله اختیار ͷی قیمت اینͺه برای

رشته�ی که بودند اساسͬ تحقیق دو اینها داد. ١۴گسترش منع�دار اختیار ͷی گذاری قیمت برای را
٨financial mathematics
٩Boyle
١٠Broadie
١١Greeks
١٢Merton
١٣European call option
١۴barrier option
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حق دارنده به که است مشروطͬ مالͺیت اروپایͬ معامله اختیار ͷی کردند. ایجاد را مالͬ ریاضیات

دارنده به امریͺای١۵ͬ مدل معامله�ی اختیار مقابل در مͬ�دهد. را T موعد زمان در خرید یا فروش

به برمودا١۶ اختیار ͷی کند. اعمال t ∈ [٠, T ] زمان هر در را مالͺیت که مͬ�دهد را اجازه این

اختیار ͷی کند. مالͺیت اعمال شده تعیین قبل از تاریخ�های از ͬͺی در که میدهد اجازه دارنده

حق فروش١٨ اختیار درحالیͺه مͬ�دهد. خرید حق دارنده به که است معامله�ای اختیار خرید١٧،

در قیمت�گذاری فرآیندهای مشتق است. شده مشخص قرارداد در که صورتͬ به دهد، مͬ فروش

شرو٢١ و (٢٠٠۵) کلبانر٢٠ ، (٢٠٠۶) ١٩ هال مانند مالͬ ریاضͬ ی رشته در پایه کتاب�های بیشتر

آمده�است. (٢٠٠۴)

مالͬ مشتقات گذاری قیمت برای اربیتراژ٢٢ بدون بلͷ-شولز چارچوب روی بر فصل این در

مͬ�باشد، بازار چند یا دو به نفر ͷی هم�زمان ورود معنͬ به آربیتراژ ساده زبان به است. شده تمرکز

فروش به بالاتری قیمت با دیͽر بازار در و خریداری بازار ͷی از پایین�تر قیمت با را کالایͬ که

طرح ولͬ مͬ�باشد سود هیچ بدون موجودی ͷی برای اروپایͬ اختیارهای برای نتایج اگرچه برساند.

در است. انطباق قابل نیز سود دارای موجودی اختیارهای گذاری قیمت برای راحتͬ به شبیه�سازی

اندازه به نسبت پرداخت تابع ریاضͬ امید از عباراتͬ صورت به اختیار ͷی قیمت چارچوب این

پرزیان دارایͬ نوسانات و سند ͷی معلوم سود نرخ به ͬͽبست که است، شده بیان طبیعͬ ͷریس

تعیین منظور به نوسانات به نسبت هایͬ قیمت چنین حساسیت ارزیابͬ بنابراین دارد. مدل در

اصل است. مهم بسیار شود گذاری سرمایه باید نوسانات این دقیق برآورد در زمان مقدار چه اینͺه

پرخطر دارایͬ نوسانات به نسبت اختیار قیمت مشتق که است اختیار ͷی وگای٢٣ برآورد کار،
١۵American style option
١۶Bermudan option
١٧call option
١٨put option
١٩Hull
٢٠Klebaner
٢١Shreve
٢٢arbitrage
٢٣Vega
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خاصͬ شͺل به ͬͽبست این که دلیل بدین است نشده مطالعه IPA برآوردگر فصل این در مͬ�باشد.

که دیجیتال اختیارهای مانند سود تابعͬ مشتقات برخͬ و قیمت از تابعͬ صورت به پرداخت از

و SF مقابل در مͬ�شود. IPA در اریبͬ آمدن بوجود موجب که باشد مͬ است ͬͽناپیوست شامل

مͬ که مͬ�کنند فراهم قوی�تری برآوردگرهای دارند حضور احتمال توزیع در پارامترها که MVD

شوند. برده کار به پرداخت توابع از گسترده�ای انواع برای تواند

ساده آزمون توابع با بعدی ͷی مدل ͷی برای SF برآوردگر با MVD برآوردگر بخش، این در

MVD برآوردگر اعتبار سپس دارد. برتری SF بر MVD موارد همه�ی در است. شده مقایسه

قبل دارد تحلیلͬ عبارت ͷی که گذاری قیمت اختیارهای از استفاده با متغیره ͷی مدل ͷی برای

در است. شده بررسͬ باشد، مͬ اضافͬ پیچیدگͬ شامل که متغیره چند مثال ͷی در آن مقایسه از

است. شده ارایه آسیایͬ اختیارهای برای وگا برآورد نتایج نهایت

آربیتراژ بدون مشروط مالͺیت�های گذاری قیمت

ͷی است. آمده آربیتراژ بدون مشروط٢۴ مالͺیت�های گذاری قیمت شرح از خلاصه�ای زیر در

و کرپس٢۵(١٩٧٩) و هریسون توسط بار اولین پیوسته زمان در بازار مدل ͷی از جزیͬ�تر توصیف

تجزیه�ی بازاری مدل ͷی شد. ارایه (١٩٨٣) و (١٩٨١) ٢۶ پلیسͺا و هریسون توسط مقاله�هایͬ

خطر از عاری سند ͷی با ،S(t) = (S(١), · · · , S(N)) قیمت�های با معامله قابل پرخطر دارایͬ N

تعریف برگشت٢٧ خطر بدون نرخ صورت به r(t) تابع مͬ�باشد. t ∈ [٠, T ] که β(t) = er(t)

یا عوارض هیچ بدون پیوسته صورت به مͬ�تواند خطر بدون سند و پرخطر دارایͬ هر مͬ�شود.

شود. معامله دیͽر افتصادی هزینه�ی

فرضمͬ�شود کار این برای دهد. ارایه را سازگار تصادفͬ فرآیند ͷی پرخطر موجودی که فرضکنید
٢۴contingent
٢۵Harrison and Kreps
٢۶Harrison and Pliska
٢٧risk-free rate of return
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است معلوم t زمان در که اقتصادی عوامل بوسیله�ی شده ایجاد تصمیم�های و اطلاعات همه�ی که

صورت به را فیلتر شده�است. منعͺس t زمان در S(i) قیمت در

FS(i)(t) := σ(S(i)(u),٠ ≤ u ≤ t)

مͬ�گیریم. نظر در اقتصادی اثرات از متاثر قطعͬ فرایند را r(t) سادگͬ برای مͬ�گیریم. نظر در

باشد زیر صورت به t زمان در اقتصادی معامله استراتژی کنید فرض

π(t) = (π(٠)(t), · · · , π(N)(t))

نشان را است شده سرمایه�گذاری سند و پرخطر دارایͬ N در که را بودجه�ای سهم π(t) آن در که

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به ،V (t) سرمایه�گذاری سبد ارزش�گذاری فرآیند مͬ�دهد.

V (t) = V (٠) + π(٠)(t)β(t) +
N∑
i=١

π(i)(t)S(t)(i) (٣١.٣)

.
∑N+١

i=٠ π(i)(t) = ١ که

�شولزͷبل مدل در وگا برآوردگرهای

بلͷ-شولز مدل برای ͷریس بدون احتمال اندازه تحت ،S(t) موجودی ͷی قیمت�گذاری فرآیند

صورت به مͬ�تواند

S(t) = S٠e
X(t)

دارای X(t) تصادفͬ متغیر t مقدار هر وبرای بوده، برگشت٢٨ فرآیند X(t)t∈[٠,T ] که شود نوشته

صورت به احتمال چͽالͬ تابع با ν(t) = σ٢tواریانس و µ(t) = (r− σ٢

٢ )t میانͽین با نرمال توزیع

است. زیر

fX(t)(x) =
١√

٢πTσ
exp(−١

٢
(x− (r − σ٢/٢)t)٢

σ٢t
) (٣٢.٣)

٢٨returns process
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صورت به وگا بلͷ-شولز مدل در بͽیرید، نظر در را L(X(t); t ∈ [٠, T ]) ∈ R پرداخت تابع

داریم عبارتͬ به شود. مͬ تعریف موجودی، ،نوسانات σ به نسبت اختیار قیمت مشتق

ϑ =
d

dσ
E[L(X(t); t ∈ [٠, T ])] (٣٣.٣)

ͷی عملͺرد تابع برای ϑ رابرای (WD) ضعیف مشتق برآوردگر یا MVD برآوردگر زیر قضیه�ی

مͬ�دهد. ارایه دارد، ͬͽبست t ثابت زمان در X(t) مقدار به تنها که متغیره

ͷی ازای به X(t) برگشت فرآیند برای متغیره) ͷی ضعیف-حالت مشتق (برآوردگر .١.۶.٣ قضیه

کراندار عملͺرد برآوردگر ͷی برای ضعیف مشتق برآوردگر ، Q تحت بلͷ-شولز مدل در ثابت t

مͬ�باشد زیر صورت به L(X(t);σ) پیوسته و

DWD
σ (X(t)) =

١
σ
{L(X+(t);σ)− (X(t)− µ(t) + ١)L(X;σ)} (٣۴.٣)

.X+(t) = DM(µ(t)ν(t)) آن در که

باشد مͬ زیر صورت به σ به نسبت X(t) چͽالͬ تابع مشتق برهان.

∂f(x)

∂σ
=

∂

∂σ
{ ١√

٢πtσ
exp(−١

٢
(x− (r − σ٢/٢)t)٢

σ٢t
)} (٣۵.٣)

=
١√

٢πtσ
exp(−١

٢
(x− (r − σ٢/٢)t)٢

σ٢t
)[
−١
σ

+
∂

∂σ
{−١

٢
(x− (r − σ٢/٢)t)٢

σ٢t
}]

=
١
σ

(x− (r − σ٢/٢)t)٢

σ٢t
exp(−١

٢
(x− (r − σ٢/٢)t)٢

σ٢t
)

− ١
σ
(x− (r − σ٢/٢)t+ ١) exp(−١

٢
(x− (r − σ٢/٢)t)٢

σ٢t
)

≡ ١
σ
(
(x− µ(t))٢

ν(t)
exp(−١

٢
(x− µ(t))٢

ν(t)
)− (x− µ(t) + ١) exp(−١

٢
(x− µ(t))٢

ν(t)
))

صورت به X(t)برگشت فرآیند برای WD برآوردگر ضعیف، مشتق روش تعریف به توجه با ازینرو

مͬ�باشد. (٣۴.٣) رابطه�ی در شده داده

(S(t))t∈[٠,T ] قیمتگذاری فرآیندهای تمام از تابعͬ پرداخت، ... و آسیایͬ اروپایͬ، اختیارهای برای

تقسیم h طول به بازه�هایͬ به را پیوسته گذاری قیمت فرآیند کارلو، مونت سازی شبیه در باشد. مͬ
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استفاده با دارد. وجود T موعد زمان با اختیار ͷی برای بازه n = T/h صحیح عدد بنابراین مͬ�کنیم

مستقل و تصادفͬ متغیرهای مͬ�شود داده نشان Xn با که برگشت�ها لͽاریتم در افزایش تجزیه، از

است. شده داده زیر نتیجه�ی در مورد این برای مشتق برآوردگر مͬ�باشند. نرمال

مدل تحت وگا ضعیف مشتق برآوردگر بعدی) چند ضعیف-حالت مشتق (برآوردگر .٢.۶.٣ نتیجه

باشد: مͬ زیر صورت به (X١, · · · , Xn) مستقل تصادفͬ متغیرهای از دنباله ͷی برای بلͷ-شولز

DWD,m
σ =

n∑
i=١

L(X
(i)
١ (t), · · · , X(i)

n (t))−(X(t)−µ(t)+١)L(X١(t), · · · , Xn(t)) (٣۶.٣)

متغیره ͷی چͽالͬ�های تابع ضرب چͽالͬ، تابع مستقل تصادفͬ متغیرهای از دنباله ͷی برای برهان.

چͽالͬ توابع مجموع عبارتحاصل که شود مͬ انجام ضرب قانون به توجه با گیری مشتق مͬ�باشد.

مͬ�شود. (٣۵.٣)حاصل عبارات از و پذیرند مشتق که بوده

مدل در Q تحت امتیاز تابع برآوردگر متغیره) ͷی حالت - امتیاز تابع (برآوردگر .٣.۶.٣ قضیه

مͬ�باشد: زیر صورت به بلͷ-شولز

D(SF )
σ (X(t)) =

١
σ
L(X;σ)

[(X − µ(t))٢

v
− (X − µ(t) + ١)

]
(٣٧.٣)

داریم: باشد. برگشت فرآیند X(t) کنید فرض قبل همانند برهان.

ln f(x) = −١
٢ ln٢πt− lnσ − ١

٢
x− (r − σ٢/٢)t

σ٢t
(٣٨.٣)

باشد: مͬ زیر صورت به آن مشتق و

∂ ln f(x)

∂σ
=

١
σ

(x− (r − σ٢/٢)t
σ٢t

− (x− (r − σ٢/٢)t+ ١)
)

(٣٩.٣)

=
١
σ

((x− µ(t))٢

ν(t)
− (x− µ(t) + ١)

)
مͬ�شود. حاصل ادعا ٢ فصل نتایج از استفاده با

شده آورده f(x) = x, x٢, ex, e٢x آزمون توابع برای SF و WD برآوردگرهای ١٣.٣ جدول در

برنامه�نویسͬ کد . S(٠) = ١٠, r = ٠٫ ٠۵, σ = ٠٫ ١٠, T = ٠٫ ١٠ مͬ�کنیم فرض است.
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واریانس برآورد X = ln(S(T ))
SF WD SF WD f(x)

١٫ ٠٧۶ × ١٠٣ ٠٫ ٠٠٠ ٠٫ ٠٩٠ ± ٠٫ ٢٠٣ −٠٫ ٠٠٠ ± ٠٫ ٠٠٠ x
۵٫ ٧٣٠ × ١٠٣ ٠٫ ٠٠٢ ٠٫ ٢٠٨ ± ٠٫ ۴۶٩ ٠٫ ٠٠٠ ± ٠٫ ٠٠٠ x٢

٢٫ ٠۴١ × ١٠۴ ٠٫ ٠١٠ ٠٫ ٣٩٢ ± ٠٫ ٠٨٨۵ ٠٫ ٠٠٠ ± ٠٫ ٠٠٠ ex

٢٫ ٠۶٠ × ١٠۶ ٣٫ ٠١٧ ٣٫ ٩۴٩ ± ٨٫ ٨٩۵ ٠٫ ٠٠٩ ± ٠٫ ٠١١ e٢x

N = ١٠۵ با شده داده آزمون توابع واریانس و میانͽین برای ٩۵٪ اطمینان فواصل :١٣.٣ جدول
شبیه�سازی

توابع برای SF مشتق برآوردگر ١٣.٣ جدول نتایج به توجه با است. شده آورده ضمیمه در Matlab

WD برآوردگر واریانس از بزرگتر ١٠۶ و ١٠۴ نمایͬ توابع برای و برابر ١٠٣ واریانسͬ چندجمله�ای

باشد. مͬ SF مشتق برآوردگر به نسبت بهتری سازی شبیه طرح WD برآوردگر رو ازاین باشد. مͬ

�شولزͷبل مدل در وانیل فروش یا خرید اختیار ͷی وگای متغیره: ͷی مثال سنجͬ اعتبار

وانیل٢٩ اروپایͬ فروش یا خرید اختیار ͷی وگای نتایج تحلیل برای WD برآورد طرح بخش این در

صورت به وانیل خرید اختیار پرداخت است. شده مقایسه بلͷ-شولز مدل در

YC = (S(T )−K)+

صورت به فروش اختیار پرداخت و مͬ�باشد،

Yp = (K − S(T ))+

زمان در را موجودی مͬ�تواند اختیار دارنده�ی که قیمتͬ یعنͬ است شده اعمال قیمت K که است.

را وانیل فروش و خرید قرارداد قیمت P (t; σ) و C(t; σ) بخش این در بفروشد. یا بخرد T موعد

نشان� سپس کرده بیان قضیه صورت به را فروش و خرید بین رابطه�ی ابتدا زیر در مͬ�دهند. نشان

.ϑ(C(t; σ)) = ϑ(P (t;σ)) که مͬ�دهیم

فروش اختیار و C(t; σ) اروپایͬ خرید اختیار ͷی بین روابط خرید�فروش) (تساوی .۴.۶.٣ قضیه
٢٩Vanilla
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مͬ�باشد زیر صورت به t ∈ [٠, T ] هر برای سود، بدون موجودی ͷی برای P (t; σ)

C(t) +Ke−r(T−t) = P (t) + S(t) (۴٠.٣)

است. برابر فروش اختیار ͷی وگای با اروپایͬ خرید اختیار ͷی برای وگا .۵.۶.٣ نتیجه

مͬ�باشند زیر صورت به فروش و خرید اختیار قیمت�های برهان.

C(t;σ) = e−r(T−t)EQ[(S(T )−K)+|F ]

P (t;σ) = e−r(T−t)EQ[(K − S(T ))+|F ]

داریم S(t) ٣٠ بودن مارتینͽل از استفاده با و عبارت دو تفاضل با حال

C(t;σ)− P (t;σ) = e−r(T−t)EQ[(S(T )−K)+ − (K − S(T ))+|F ]

= e−r(T−t)(EQ[S(T )|F(t)]−K)

= S(t)−Ke−r(T−t)

معلوم S(t) قیمت ثابت t ازای به حال یافت دست (۴٠.٣) به مͬ�توان عبارات سازی مرتب با

مͬ�شود. حاصل مطلوب عبارت گیری مشتق با بنابراین مͬ�باشد

زیر، قضیه�ی در باشد. معلوم آن قیمت باید وانیل فروش و خرید وگای آوردن بدست برای حال

است. شده بیان وانیل خرید اختیار ͷی قیمت

مͬ�باشد زیر صورت به بلͷ-شولز مدل در وانیل خرید اختیار قیمت .۶.۶.٣ قضیه

C(t;σ) = S(t)Φ(h١(t;σ))−Ke−r(T−t)Φ(h٢(t; σ)) (۴١.٣)

آن در که

h١(t;σ) =
ln(S(t)/K) + r(T − t)

σ
√
T − t

+
١
٢σ

√
T − t

٣٠martingale
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و

h٢(t; σ) = h١(t;σ)− σ
√
T − t

مͬ�باشد.

مͬ�شود. محاسبه زیر صورت به ϑ(C(t; σ)) عبارت .٧.۶.٣ نتیجه

ϑ(t;σ) =
∂C(t; σ)

∂σ

= −١
σ
[S(t)ϕ(h١(t; σ))h٢(t;σ)−Ke−r(T−t)ϕ(h٢(t; σ))h١(t;σ)] (۴٢.٣)

مقایسه بلͷ-شولز عبارت� با را وانیل فروش یا خرید وگای برای ضعیف مشتق برآورد حال

است. شده انجام σ نوسان و S(٠) ابتدایͬ قیمت تاثیر تعیین برای شبیه�سازی سری دو مͬ�کنیم.

است. شده انتخاب K = ٣٠ نظرگرفتن در با ٢٠،٢۵،٣٠،٣۵،۴٠ مقادیر S(٠) تاثیر بررسͬ برای

یͺسان فروش و خرید اختیار بین تفاوت که زمانͬ را فروش و خرید اختیار تاثیر S(٠) انتخاب�های

نوسان برای ٠٫ ١,٠٫ ٣,٠٫ ۵,١ مقادیر همچنین مͬ�کند. بررسͬ را هستند جدا توجه�ای قابل بطور یا

است. آمده مͬ�کنند تغییر σو S(٠) وقتͬ دیͽر پارامترهای مقادیر زیر جدول در شده�اند. انتخاب

پارامترها مقادیر
r = ٠٫ ٠۵, σ = ٠٫ ٣٠, K = ٣٠ S(٠)
r = ٠٫ ٠۵, S(٠) = ٣٠, K = ٣٠ σ

جداول از که همانطور است. ١۴.٣آمده و ١۵.٣ جداول در فروش و خرید اختیار برای نتایج

مͬ�باشد. ͷنزدی بلͷ-شولز مدل نتایج به MVD برآوردگر نتایج است مشخص
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مقادیر نتایج
N = ١٠۵ N = ١٠٣ بلͷ-شولز

روز ٩١ روز ٢٨ روز ٩١ روز ٢٨ روز ٩١ ٢٨روز وانیل خرید
٠٫ ١۵۴ ± ٠٫ ٠٠٨ ٠٫ ٠٠٠ ± ٠٫ ٠٠٠ ٠٫ ١٣١ ± ٠٫ ٠٧٠ ٠٫ ٠٠٠ ± ٠٫ ٠٠٠ ٠٫ ١۵۵ ٠٫ ٠٠٠ ٢٠ S٠
٢٫ ٨٢۵ ± ٠٫ ٠٣٩ ٠٫ ٢٩۶ ± ٠٫ ٠٠٨ ٢٫ ٨٢٠ ± ٠٫ ٣٧۶ ٠٫ ٢۶١ ± ٠٫ ٠٧۵ ٢.٨۴٢ ٠.٣٠٠ ٢۵
۵٫ ٨٨١ ± ٠٫ ٠۶٧ ٣٫ ٢٩١ ± ٠٫ ٠٣٣ ۵٫ ٨١٠ ± ٠٫ ۶۵٠ ٣٫ ٢۶٢ ± ٠٫ ٣٢٧ ۵٫ ٩٠٢ ٣٫ ٣٠٢ ٣٠
٣٫ ۴٣٣ ± ٠٫ ٠٨٩ ٠٫ ۵٧٨ ± ٠٫ ٠۵٣ ٣٫ ۵٣٨ ± ٠٫ ٨۶١ ٠٫ ٧٧۶ ± ٠٫ ۵١٢ ٣٫ ۴۴۶ ٠٫ ۵٨۶ ٣۵
٠٫ ٩٠۴ ± ٠٫ ١١٣ ٠٫ ٠٠١ ± ٠٫ ٠۶٣ ١٫ ٢٢۵ ± ١٫ ٠٨۶ ٠٫ ٢٧٢ ± ٠٫ ۶٠١ ٠٫ ٩١٩ ٠٫ ٠٠٨ ۴٠
۵٫ ٧٣٩ ± ٠٫ ٠۵٨ ٣٫ ٢۶٧ ± ٠٫ ٠٣١ ۵٫ ٧٢۴ ± ٠٫ ۵۶٨ ٣٫ ٢۵٢ ± ٠٫ ٣٠۵ ۵٫ ٧۵۵ ٣٫ ٢٧٧ ٠٫ ١٠ σ
۵٫ ٨٩۵ ± ٠٫ ٠۶٧ ٣٫ ٢٩١ ± ٠٫ ٠٣٣ ۵٫ ٨١٠ ± ٠٫ ۶۵٠ ٣٫ ٢۵۶ ± ٠٫ ٣٢٧ ۵٫ ٩٠٢ ٣٫ ٣٠٢ ٠٫ ٣٠
۵٫ ٨۶١ ± ٠٫ ٠٧٨ ٣٫ ٢٨٨ ± ٠٫ ٠٣۶ ۵٫ ٧۶١ ± ٠٫ ٧۶٧ ٣٫ ٢۵١ ± ٠٫ ٣۵۴ ۵٫ ٨٨۵ ٣٫ ٢٩٩ ٠٫ ۵٠
۵٫ ٧١٧ ± ٠٫ ١٢٢ ٣٫ ٢۶٣ ± ٠٫ ٠۴۵ ۵٫ ۵١۵ ± ١٫ ٢٢٨ ٣٫ ٢٠٢ ± ٠٫ ۴۴۵ ۵٫ ٧۵۵ ٣٫ ٢٧٧ ١٫ ٠٠

وانیل خرید اختیار نتایج :١۴.٣ جدول

مقادیر نتایج
N = ١٠۵ N = ١٠٣ بلͷ-شولز

روز ٩١ روز ٢٨ روز ٩١ روز ٢٨ روز ٩١ ٢٨روز وانیل فروش
٠٫ ٢٠٢ ± ٠٫ ٠٨١ ٠٫ ٠٢۵ ± ٠٫ ٠۴۶ −٠٫ ٠۶۵ ± ٠٫ ٧٩٩ −٠٫ ١٣۶ ± ٠٫ ۴۴۶ ٠٫ ١۵۵ ٠٫ ٠٠٠ ٢٠ S٠
٢٫ ٨۶٧ ± ٠٫ ٠۶۵ ٠٫ ٣١٧ ± ٠٫ ٠۴۵ ٢٫ ۵٧٧ ± ٠٫ ۶٢٩ ٠٫ ٠٩٢ ± ٠٫ ۴۴٢ ٢.٨۴٢ ٠.٣٠٠ ٢۵
۵٫ ٩١۶ ± ٠٫ ٠۴٧ ٣٫ ٣٠٨ ± ٠٫ ٠٢٨ ۵٫ ۵١٩ ± ٠٫ ۴۴۵ ٣٫ ٠۶٠ ± ٠٫ ٢۶٠ ۵٫ ٩٠٢ ٣٫ ٣٠٢ ٣٠

٣٫ ۴۴۶١ ± ٠٫ ٠٣۶ ٠٫ ۵٩٠ ± ٠٫ ٠١١ ٣٫ ١٩٩ ± ٠٫ ٣۴٠ ٠٫ ۵۴١ ± ٠٫ ١٠۵ ٣٫ ۴۴۶ ٠٫ ۵٨۶ ٣۵
٠٫ ٩٢۶ ± ٠٫ ٠١٩ ٠٫ ٠٠٩ ± ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٨٣٩ ± ٠٫ ١٧٢ ٠٫ ٠٠٣ ± ٠٫ ٠٠۵ ٠٫ ٩١٩ ٠٫ ٠٠٨ ۴٠
۵٫ ٧۶۵ ± ٠٫ ٠۵٠ ٣٫ ٢٨١ ± ٠٫ ٠٢٩ ۵٫ ٣٢٢ ± ٠٫ ۴٧٢ ٣٫ ٠١۵ ± ٠٫ ٢٧٢ ۵٫ ٧۵۵ ٣٫ ٢٧٧ ٠٫ ١٠ σ
۵٫ ٧٩٢ ± ٠٫ ٠۴٧ ٣٫ ٣٠٨ ± ٠٫ ٠٢٨ ۵٫ ۵١٩ ± ٠٫ ۴۴۵ ٣٫ ٠۵۴ ± ٠٫ ٢۶٠ ۵٫ ٩٠٢ ٣٫ ٣٠٢ ٠٫ ٣٠
۵٫ ٩٠۵ ± ٠٫ ٠۴۵ ٣٫ ٣٠٧ ± ٠٫ ٠٢۶ ۵٫ ۵٧٨ ± ٠٫ ۴٢٨ ٣٫ ٠٨٣ ± ٠٫ ٢۵٠ ۵٫ ٨٨۵ ٣٫ ٢٩٩ ٠٫ ۵٠
۵٫ ٧٨۴ ± ٠٫ ۴۵ ٣٫ ٢٨٩ ± ٠٫ ٠٢۵ ۵٫ ۶٠٨ ± ٠٫ ۴۴١ ٣٫ ١١٧ ± ٠٫ ٢٣٩ ۵٫ ٧۵۵ ٣٫ ٢٧٧ ١٫ ٠٠

وانیل فروش اختیار برای نتایج :١۵.٣ جدول

بازنͽری خرید اختیار متغیره: چند مورد برای اعتبار�سنجͬ

اختیار ͷی برآورد برای مشتق برآورد آیا کنیم مشاهده که علاقه�مندیم وانیل اختیارات بررسͬ از بعد

صورت به ٣١ بازنͽری خرید اختیار پرداخت خیر. یا کاراست دارد مشͺل�تری پرداخت عبارت که

YM = maxt∈[٠,T ]S(t)− S(T )

به [٧] در t = ٠ زمان در بازنͽری خرید قیمت�گذاری برای بلͷ-شولز عبارت است. شده تعریف

است. زیر عبارت صورت

M(٠;σ) = S(٠)
[(

١ +
σ٢

٢r
)
Φ(k١(σ))−

(
١ − σ٢

٢r )e
−rTΦ(k٢(σ))−

σ٢

٢r
]

(۴٣.٣)

٣١Lookback
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آن در که

k١(σ) =
ln(K/S(٠) + (σ٢T )/٢

σ
√
T

و

k٢ = k١ − σ
√
T

اینͺه به توجه با
∂k١(t;σ)

∂
= −١

σ
k٢(t;σ),

∂k٢(t;σ)

∂
= −١

σ
k١(t;σ)

داریم ساده جبری محاسبات سری ͷی انجام و مشتق�گیری با و

ϑ(M(٠;σ)) = S(٠){σ
r
[Φ(k١(σ)) + e−rTΦ(k٢(σ))− ١] (۴۴.٣)

− ١
σ

[(
١ +

σ٢

٢r
)
k٢(σ)ϕ(k١(σ))−

(
١ − σ٢

٢re
−rTk١(σ)ϕ(k٢(σ))

]}
که زمانͬ ١۶.٣نتایج جدول در است. شده آورده σ و S(٠) تغییر با پارامترها مقادیر زیر جدول در

است. آمده متفاوت h ازای به� نتایج ١٧.٣ جدول و مͬ�کنند تغییر σ و S(٠)

پارامترها مقادیر
r = ٠٫ ٠۵, σ = ٠٫ ٣٠, h = ٧/٣۶۵ S(٠)
r = ٠٫ ٠۵, S(٠) = ٣٠, h = ٧/٣۶۵ σ
r = ٠٫ ٠۵, S(٠) = ٣٠, σ = ٠٫ ٣٠ h

تصادفͬ متغیرهای تعداد وقتͬ هفته، ١ زمانͬ بازه�های در ١٧.٣ جدول نتایج به توجه با

نتایج بین زیاد تفاوت وجود ولͬ شود حاصل سریعتر نتایج است ممͺن است کم شده شبیه�سازی

همچنین مͬ�کند. پیشنهاد را کنترل متغیر ͷی از استفاده و کرده کم را آن تاثیر تحلیلͬ و برآوردشده

است. ͷنزدی بلͷ-شولز مدل نتایج به ضعیف مشتق براوردگر نتایج که مͬ�دهد نشان نتایج
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مقادیر نتایج
N = ١٠۵ N = ١٠٣ بلͷ-شولز

روز ٩١ روز ٢٨ روز ٩١ روز ٢٨ روز ٩١ ٢٨روز بازنͽری خرید
۶٫ ٠٣۵ ± ٠٫ ٠۴۵ ٢٫ ٩٩٠ ± ٠٫ ٠٢٣ ۶٫ ٣۶٨ ± ٠٫ ۴۴۶ ٣٫ ٢٣١ ± ٠٫ ٢٣٢ ٧٫ ١٨٨ ۴٫ ١٨۴ ٢٠ S٠
٧٫ ۵۴٣ ± ٠٫ ٠۵۶ ٠٫ ٧٣٨ ± ٠٫ ٠٢٩ ٧٫ ٩۶٠ ± ٠٫ ۵۵٨ ۴٫ ٠٣٩ ± ٠٫ ٢٩٠ ٨٫ ٩٨۵ ۵٫ ٢٣٠ ٢۵
٩٫ ١۶۶ ± ٠٫ ٠۶٨ ۴٫ ۴٨۵ ± ٠٫ ٠٣۴ ٩٫ ۵۵٣ ± ٠٫ ۶۶٩ ۴٫ ٨۴٧ ± ٠٫ ٣۴٨ ١٠٫ ٧٨٢ ۶٫ ٢٧۶ ٣٠

١٠٫ ۵۶١ ± ٠٫ ٠٧٨ ۵٫ ٢٣٣ ± ٠٫ ٠۴٠ ١١٫ ١۴۵ ± ٠٫ ٧٨١ ۵٫ ۶۵۵ ± ٠٫ ۴٠۶ ١٢٫ ۵٨٠ ٧٫ ٣٢٢ ٣۵
١٢٫ ٠۶٩ ± ٠٫ ٠٨٩ ۵٫ ٩٨٠ ± ٠٫ ٠۴۶ ١٢٫ ٧٣٧ ± ٠٫ ٨٩٢ ۶٫ ۴٠٧ ± ٠٫ ۴۶١ ١۴٫ ٣٧۶ ٨٫ ٣۶٨ ۴٠
٩٫ ٣٧١ ± ٠٫ ٠۶۵ ۴٫ ۵۴٠ ± ٠٫ ٠٣٣ ٩٫ ٧۶۶ ± ٠٫ ۶۴٨ ۴٫ ٨٩٠ ± ٠٫ ٣٣٩ ۵٫ ٧۵۵ ٣٫ ٢٧٧ ٠٫ ١٠ σ
٩٫ ١۶۶ ± ٠٫ ٠۶٨ ۴٫ ۴٨۵ ± ٠٫ ٠٣۴ ٩٫ ۵۵٣ ± ٠٫ ۶۶٩ ۴٫ ٨۴٧ ± ٠٫ ٣۴٨ ۵٫ ٩٠٢ ٣٫ ٣٠٢ ٠٫ ٣٠
٨٫ ۶٣۶ ± ٠٫ ٠٧١ ۴٫ ۴٠٩ ± ٠٫ ٠٣۶ ٩٫ ١٠١ ± ٠٫ ٧٠۵ ۴٫ ٧٧١ ± ٠٫ ٣۶٣ ۵٫ ٨٨۵ ٣٫ ٢٩٩ ٠٫ ۵٠
٧٫ ۶١٣ ± ٠٫ ٠٩٠ ۴٫ ٢٠٩ ± ٠٫ ٠۴١ ٨٫ ٢١٠ ± ٠٫ ٨۵٧ ۴٫ ۵٧۶ ± ٠٫ ۴١٢ ۵٫ ٧۵۵ ٣٫ ٢٧٧ ١٫ ٠٠

نوسان و ابتدایͬ قیمت در تغییر بواسطه�ی بازنͽری خرید اختیار برای نتایج :١۶.٣ جدول

مقادیر
N = ١٠۵ N = ١٠٣

روز ٩١ روز ٢٨ روز ٩١ روز ٢٨ بازنͽری خرید
٩٫ ٢٠١ ± ٠٫ ٢١۵ ۴٫ ۶۴١ ± ٠٫ ١٠٩ ٩٫ ۵۵٣ ± ٠٫ ۶۶٩ ۴٫ ٨۴٧ ± ٠٫ ٣۴٨ h ١هفته

١٠٫ ١۶٨ ± ٠٫ ٢٣۶ ۵٫ ۶٠۴ ± ٠٫ ١١٨ ١٠٫ ۴٠٢ ± ٠٫ ٧۴٧ ۵٫ ۵۵۵ ± ٠٫ ٣۶٩ ١روز
١٠٫ ۴٠٨ ± ٠٫ ٢۵٣ ۵٫ ۶٧٣ ± ٠٫ ١٢۴ ١٠٫ ۵٨٩ ± ٠٫ ٨٠۵ ۵٫ ۶٨٩ ± ٠٫ ۴١٨ روز ١/٢
١٠٫ ۴١٩ ± ٠٫ ٢٧٣ ۵٫ ٩٠۴ ± ٠٫ ١٣٣ ٩٫ ٩۵٠ ± ٠٫ ٨۴۵ ۶٫ ٠٠۴ ± ٠٫ ۴٣۴ روز ١/۴

نتایج
١٠٫ ٧٨٢ ۶٫ ٢٧۶ بلͷ-شولز

زمانͬ بازه�ی در تغییر بواسطه�ی بازنͽری خرید اختیار برای نتایج :١٧.٣ جدول

آسیایͬ خرید اختیار

متغیر و ثابت �شده�ی اعمال قیمت با آسیایͬ اختیارات وگا برای ضعیف مشتق برآورد بخش این در

از عبارتست ثابت شده�ی اعمال قیمت ͷی با آسیایͬ خرید اختیار ͷی پرداخت است. شده آورده

Yk = S̄ −K

قیمت ͷی با متناظر خرید اختیار مͬ�باشد. اختیار زمان طول در قیمت میانͽین S̄ آن در که

صورت به متغیر شده�ی اعمال

YL = S̄ − LS(T )

از کارلو مونت سازی شبیه ͷی مͬ�باشد. شناور قیمت L.S(T ) و مقیاس عامل ͷی L که باشد مͬ
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مقادیر
N = ١٠۵ N = ١٠٣

روز ٩١ روز ٢٨ روز ٩١ روز ٢٨ آسیایͬ خرید
−٠٫ ٠٠٩ ± ٠٫ ٠۵۶ −٠٫ ٠٠۴ ± ٠٫ ٠٣١ ٠٫ ۴۴٣ ± ٠٫ ۵۵٩ ٠٫ ۴٣٠ ± ٠٫ ٣١٨ ٢٠ S٠
−٠٫ ٠٠٢ ± ٠٫ ٠۵٢ −٠٫ ٠٠٢ ± ٠٫ ٠٢٨ ٠٫ ۴۶٣ ± ٠٫ ۵٢٨ ٠٫ ٣۶۴ ± ٠٫ ٢٩۶ ٢۵
٠٫ ٠٠۵ ± ٠٫ ٠۵٣ −٠٫ ٠٠١ ± ٠٫ ٠٢٨ ٠٫ ۴٨۴ ± ٠٫ ۵٣٢ ٠٫ ٢٩٨ ± ٠٫ ٢٩۴ ٣٠
٠٫ ٠١٢ ± ٠٫ ٠۵٧ ٠٫ ٠٠١ ± ٠٫ ٠٣٠ ٠٫ ۵٠۴ ± ٠٫ ۵٧٠ ٠٫ ٢٣٢ ± ٠٫ ٣١١ ٣۵
٠٫ ٠١٩ ± ٠٫ ٠۶۴ ٠٫ ٠٠٢ ± ٠٫ ٠٣۴ ٠٫ ۵٢۴ ± ٠٫ ۶٣۶ ٠٫ ١۶۶ ± ٠٫ ٣۴۶ ۴٠
٠٫ ٠٠٨ ± ٠٫ ٠۵٢ ٠٫ ٠٠٠ ± ٠٫ ٠٢٨ ٠٫ ۴۶٢ ± ٠٫ ۵٢٣ ٠٫ ٢٩٢ ± ٠٫ ٢٩٢ ٠٫ ١٠ σ
٠٫ ٠٠۵ ± ٠٫ ٠۵٣ −٠٫ ٠٠١ ± ٠٫ ٠٢٨ ٠٫ ۴٨۴ ± ٠٫ ۵٣٢ ٠٫ ٢٩٨ ± ٠٫ ٢٩۴ ٠٫ ٣٠
٠٫ ٠٠٢ ± ٠٫ ٠۵۴ −٠٫ ٠٠٢ ± ٠٫ ٠٢٩ ٠٫ ۵٠۶ ± ٠٫ ۵۴۶ ٠٫ ٣٠۴ ± ٠٫ ٢٩۶ ٠٫ ۵٠
−٠٫ ٠٠٩ ± ٠٫ ٠۶٢ −٠٫ ٠٠۵ ± ٠٫ ٠٣٠ ٠٫ ۵٧١ ± ٠٫ ۶١٢ ٠٫ ٣٢٠ ± ٠٫ ٣١٠ ١٫ ٠٠

قیمت در تغییر با ثابت شده�ی اعمال قیمت ͷی با آسیایͬ خرید اختیار برای نتایج :١٨.٣ جدول
نوسان و ابندایͬ

مقادیر
N = ١٠۵ N = ١٠٣

روز ٩١ روز ٢٨ روز ٩١ روز ٢٨ آسیایͬ خرید
٠٫ ١٩٧ ± ٠٫ ١۶٩ ٠٫ ١١۵ ± ٠٫ ٠٨٩ ٠٫ ٣۵۵ ± ٠٫ ۵٢٢ ٠٫ ١٨۴ ± ٠٫ ٢٨٨ h ١هفته
٠٫ ١٢۵ ± ٠٫ ١٧١ ٠٫ ٠٣۴ ± ٠٫ ٠٩٣ ٠٫ ۴٩١ ± ٠٫ ۵٣۵ ٠٫ ١۵٢ ± ٠٫ ٢٨٩ ١روز
٠٫ ٠٣۶ ± ٠٫ ١٧٠ ٠٫ ٠٣۶ ± ٠٫ ٠٩۴ ٠٫ ۵٧١ ± ٠٫ ۵٣١ ٠٫ ٣٩٠ ± ٠٫ ٢٩٣ روز ١/٢
−٠٫ ٠٠۶ ± ٠٫ ١٧١ ٠٫ ٠٧٩ ± ٠٫ ٠٩۴ ٠٫ ١٢٩ ± ٠٫ ۵٣٣ ٠٫ ٣١٠ ± ٠٫ ٣٠٠ روز ١/۴

زمانͬ بازه�ی در تغییر با ثابت شده�ی اعمال قیمت ͷی با آسیایͬ خرید اختیار نتایج :١٩.٣ جدول

مͬ�باشد. بازنͽری خرید اختیار همانند پارامترها مقادیر است. شده آورده ضمیمه در آسیایͬ اختیار

برای ٢٠.٣ و ٢١.٣ جداول و ثابت شده�ی اعمال قیمت حالت در را نتایج و١٩.٣ ١٨.٣ جداول

مͬ�دهند. نشان اعشار رقم سه تا شناور حالت
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مقاذیر
N = ١٠۵ N = ١٠٣

روز ٩١ روز ٢٨ روز ٩١ روز ٢٨ آسیایͬ خرید
−٠٫ ٠٠٧ ± ٠٫ ٠٣٩ ٠٫ ٠١١ ± ٠٫ ٠٢١ −٠٫ ٢٢١ ± ٠٫ ٣٩١ −٠٫ ١۵١ ± ٠٫ ٢١١ ٢٠ S٠
−٠٫ ٠٠٩ ± ٠٫ ٠۴٨ ٠٫ ٠١۴ ± ٠٫ ٠٢۵ −٠٫ ٢٧۶ ± ٠٫ ۴٨٩ −٠٫ ١٨٨ ± ٠٫ ٢۶٣ ٢۵
−٠٫ ٠١١ ± ٠٫ ٠۵٨ ٠٫ ٠١٧ ± ٠٫ ٠٣١ −٠٫ ٣٣١ ± ٠٫ ۵٨٧ −٠٫ ٢٢۶ ± ٠٫ ٣١۶ ٣٠
−٠٫ ٠١٣ ± ٠٫ ٠۶٨ ٠٫ ٠٢٠ ± ٠٫ ٠٣۶ −٠٫ ٣٨۶ ± ٠٫ ۶٨۵ −٠٫ ٢۶٣ ± ٠٫ ٣۶٨ ٣۵
−٠٫ ٠١۵ ± ٠٫ ٠٧٨ ٠٫ ٠٢٣ ± ٠٫ ٠۴١ −٠٫ ۴۴٢ ± ٠٫ ٧٨٣ −٠٫ ٣٠١ ± ٠٫ ۴٢١ ۴٠
−٠٫ ٠١۵ ± ٠٫ ٠۵٧ ٠٫ ٠١۵ ± ٠٫ ٠٣١ −٠٫ ٣١٨ ± ٠٫ ۵٧٩ −٠٫ ٢٢١ ± ٠٫ ٣١٣ ٠٫ ١٠ σ
−٠٫ ٠١١ ± ٠٫ ٠۵٨ ٠٫ ٠١٧ ± ٠٫ ٠٣١ −٠٫ ٣٣١ ± ٠٫ ۵٨٧ −٠٫ ٢٢۶ ± ٠٫ ٣١۶ ٠٫ ٣٠
−٠٫ ٠٠٧ ± ٠٫ ٠۶٠ ٠٫ ٠١٩ ± ٠٫ ٠٣٢ −٠٫ ٣٨۶ ± ٠٫ ۶٨۶ −٠٫ ٢٣١ ± ٠٫ ٣٢١ ٠٫ ۵٠
−٠٫ ٠٠٣ ± ٠٫ ٠٧٢ ٠٫ ٠٢٣ ± ٠٫ ٠٣۴ −٠٫ ۴٢۴ ± ٠٫ ۶٩١ −٠٫ ٢۴۴ ± ٠٫ ٣۴۴ ١٫ ٠٠

و اولیه قیمت در تغییر با شناور شده�ی اعمال قیمت ͷی با آسیایͬ خرید برای نتایج :٢٠.٣ جدول
نوسان

شبیه�سازی مقادیر
N = ١٠۵ N = ١٠٣

روز ٩١ روز ٢٨ روز ٩١ روز ٢٨ آسیایͬ خرید
−٠٫ ١۵٣ ± ٠٫ ١٨٧ −٠٫ ١۵٧ ± ٠٫ ٠٩٨ −٠٫ ۴٩١ ± ٠٫ ۵٩٧ −٠٫ ٣٩۴ ± ٠٫ ٣٢۴ ١هفته h
−٠٫ ١٢٢ ± ٠٫ ١٨٧ −٠٫ ١١٧ ± ٠٫ ١٠٢ −٠٫ ۴٩۴ ± ٠٫ ۵٩٢ −٠٫ ۴۴١ ± ٠٫ ٣٣٠ ١روز
−٠٫ ٠٢۴ ± ٠٫ ١٨٨ ٠٫ ٠٣٧ ± ٠٫ ١٠٣ −٠٫ ۵۴۶ ± ٠٫ ۵٨٨ −٠٫ ٢٧۵ ± ٠٫ ٣٢٨ روز ١/٢
−٠٫ ٠١٨ ± ٠٫ ١٨۵ ٠٫ ٢۴۵ ± ٠٫ ١٠٣ ٠٫ ٠٩٩ ± ٠٫ ۵٧٧ −٠٫ ٣١١ ± ٠٫ ٣١۵ روز ١/۴

تغییر نتیجه�ی در که شناور شده�ی اعمال قیمت ͷی با آسیایͬ خرید اختیار برای نتایج :٢١.٣ جدول
است آمده بدست زمانͬ بازه�ی در



۴ فصل

آمیخته مدل در برآوردگرها رفتار بررسͬ
مقیاسͬ**

مقدمه ١.۴

برآوردگرها خود آوردن بدست بدون را معرفͬ�شده برآوردگرهای واریانس داریم قصد فصل این در

توزیع�های درباره�ی مختصری ابتدا منظور بدین کنیم. محاسبه نرمال مقیاسͬ آمیخته�ی مدل برای

ͷکم به را کار این که مͬ�پردازیم، واریانس�ها محاسبه�ی به سپس مͬ�کنیم بیان مقیاسͬ آمیخته

انتخاب با نهایت در مͬ�دهیم. انجام گوسͬ، سیستم�های مورد در قبل فصل آمده�ی بدست نتایج

مͬ�دهیم. انجام را واریانس�ها مقایسه نمونه، عنوان به چندجمله�ای عملͺرد تابع

مقیاسͬ آمیخته توزیع ٢.۴

پیوسته چͽالͬ تابع با مثبت تصادفͬ متغیر ͷی λ و بوده استاندارد نرمال توزیع دارای Y کنید فرض

.[٢٣] است نرمال مقیاسͬ آمیخته توزیع دارای X = Y λ صورت دراین باشد، h(λ) گسسته یا

صورت به مͬ�توانند حقیقͬ اعداد روی مدل بدون و پیوسته متقارن، توزیع�های از گسترده�ای کلاس

-استیودنت t لاپلاس، ،ͷلجستی توزیع�های مثال طور به باشند. شده ساخته نرمال مقیاسͬ آمیخته

توزیع این کلͬ حالت در مͬ�باشند. توزیع�ها از خانواده این به متعلق دیͽر توزیع�های از بسیاری و
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است. زیر صورت به

تابع باشد، σ مقیاس پارامتر و µ مͺان پارامتر با پیوسته تصادفͬ متغیر ͷی X اگر .١.٢.۴ تعریف

صورت به نرمال مقیاس آمیخته چͽالͬ

f(x|µ, σ) =
∫ ∞

٠
N (x|µ, k(λ)σ٢)h(λ)dλ (١.۴)

پارامتر چͽالͬ تابع h(λ) و مثبت تابعͬ k نرمال، چͽالͬ تابع N (x|., .) آن در که مͬ�شود، تعریف

مͬ�دهیم. نشان SMN(µ, k(λ)σ٢, h) نماد با را توزیع این است. R+ فضای روی λ ͬͽآمیخت

مͬ�کنیم فرض قسمت این در حال

X ∼ SMN(µ, σ٢, h)

که

X|U ∼ N(µ, u−١σ٢) و U ∼ Γ(α, β)

مقیاس پارامتر و µ مͺان پارامتر با -استیودنت t توزیع دارای X آنͽاه α = β = a/٢ اگر مͬ�باشد.

برآوردگرها واریانس مͬ�توان EX = EE[X|Y ] رابطه�ی از استفاده با و مͬ�باشد. a آزادی درجه و σ

آورد. بدست را

برآوردگرها واریانس محاسبه ٣.۴
IPA ١.٣.۴

داریم گوسͬ مدل برای IPA برآوردگر واریانس و دوگانه ریاضͬ امید خاصیت به توجه با

V ar(DIPA) = EE(
Z٢

U
g′٢(

σZ√
U

+ µ)|U)− E٢E(
Z√
U
g′(σZ + µ)|U) (٢.۴)

داریم µ = ٠ فرض با و g(x) = xp عملͺرد تابع برای حال

g′٢(
σz√
u
) = p٢σ

٢p−٢z٢p−٢

up−١
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مͬ�آید بدست زیر صورت به (٢.۴) عبارت به توجه با IPA برآوردگر واریانس درنتیجه

EE[
Z٢

U

p٢σ٢p−٢Z٢p−٢

Up−١ |U ] = p٢σ٢p−٢
∫

u−ph(u)du

∫
z٢pf(z)dz (٣.۴)

= p٢σ٢p−٢βp(٢p− ١)!!Γ(α− p)

Γ(α)
(۴.۴)

داریم بالا مانند و

EE[
Z√
U

pσp−١Zp−١

U
p−١

٢
|U ] = pσp−١β

p
٢ (p− ٣)!!Γ(α− p

٢)

Γ(α)
(۵.۴)

مͬ�آید بدست زیر نتیجه (۵.۴) و (٣.۴) از

V ar(DIPA) = p٢σ٢p−٢βp(٢p− ١)!!Γ(α− p)

Γ(α)
− p٢σ٢p−٢βp((p− ٢(!!(٣(

Γ(α− p
٢)

Γ(α)
)٢

(۶.۴)

SF ٢.٣.۴

داریم قبل فصل در گوسͬ سیستم�های مورد در بدست�آمده واریانس ͷکم به

V ar(DSF ) = EE(g٢(X)(
X٢

σ٣ − ١
σ
)٢|U)− E٢E(g(X)(

X٢

σ٣ − ١
σ
)|U)

= EE(g٢(
σz√
U
)
(Z٢ − U)٢

U٢σ٢ |U)− E٢E(g(
σz√
u

Z٢ − U

Uσ
|U) (٧.۴)

داریم g(x) = xp فرض با

EE(
σ٢pZ٢p

Up

(Z٢ − U)٢

U٢σ٢ |U) =

∫ ∫
σ٢p−٢

up+٢ (z٢p+۴ + u٢z٢p − ٢uz٢p+٢)f(z)h(u)dzdu

= σ٢p−٢)]٢p+ ٣)!!
∫

u−p−٢h(u)du

+ (٢p− ١)!!
∫

u−ph(u)du− ٢)٢p+ ١)!!
∫

u−(p+١)h(u)du]

= I
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نوشت مͬ�توان α− p− ٢ > ٠ فرض با آن در که

I = σ٢p−٢)]٢p+ ٣)!!Γ(α− p− ٢)
Γ(α)

βp+٢ + (٢p− ١)!!Γ(α− p)

Γ(α)
βp

− ٢)٢p+ ١)!!Γ(α− p− ١)
Γ(α)

βp+١] (٨.۴)

داریم نتیجه در

EE[
σpZp

U
p
٢
(
Z٢ − U

Uσ
)|U ] =σp−١[(p+ ١)!!Γ(α− p/٢ − ١)

Γ(α)
β

P
٢ +١ − (p− ١)!!Γ(α− p/٢)

Γ(α)
β

P
٢ ]

(٩.۴)

مͬ�آید بدست زیر صورت به SF برآوردگر واریانس (٩.۴) و (٨.۴) روابط از استفاده با نهایت در

V ar(DSF ) = σ٢p−٢βp+٢)٢p+ ٣)!!Γ(α− p− ٢)
Γ(α)

+ σ٢p−٢βp(٢p− ١)!!Γ(α− p)

Γ(α)

− σ٢p−٢βp+٢)١٢p+ ١)!!Γ(α− p− ١)
Γ(α)

− σ٢p−٢βp((p− ٢(!!(١(
Γ(α− p/٢)

Γ(α)
)٢

+ ٢σ٢p−٢βp+٢(p+ ١)!!(p− ١)!!Γ(α− p/٢ − ١)Γ(α− p/٢)
(Γ(α))٢

− σ٢p−٢βp+٢((p+ ٢(!!(١(
Γ(α− p/٢ − ١)

Γ(α)
)٢ (١٠.۴)

MVD ٣.٣.۴

رابطه�ی از استفاده با MVD برآوردگر واریانس

V ar(X) = EV ar(X|Y ) + V arE(X|Y )

مͬ�شود محاسبه زیر صورت به

V ar(DMVD) =
١
σ٢ [V ar(g(X+)− V ar(g(X)]

=
١
σ٢{E[V ar(g(

σZ+

√
U

)|U)] + V ar[E(g(
σZ+

√
U

)|U)]

+ E[V ar(g(
σZ√
U
|U)] + V ar[E(g(

σZ√
U
)|U)]} (١١.۴)
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اینͺه به توجه با g(x) = xp برای و

V ar(g(
σZ√
U
)|U) = V ar(

σpZp

U
p
٢
|U)

= E(
σ٢pZ٢p

Up
|U)− E٢(

σpZp

U
p
٢
|U)

= σ٢pβp(٢p+ ١)!!Γ(α− p)

Γ(α)

داریم (١١.۴) رابطه�ی در جایͽذاری با و

V ar(DMVD) = σ٢p−٢βp(٢p− ١)!!Γ(α− p)

Γ(α)
− σ٢p−٢βp((p− ٢(!!(١(

Γ(α− p/٢)
Γ(α)

)٢

+ σ٢p−٢βp(٢p+ ١)!!Γ(α− p)

Γ(α)
− σ٢p−٢βp((p+ ٢(!!(١(

Γ(α− p/٢)
Γ(α)

)٢

(١٢.۴)

CP ۴.٣.۴

مͬ�باشد زیر صورت به g(x) کلͬ هزینه تابع برای CP برآوردگر واریانس

V ar(DCph) =
١
σ٢ [V ar(g(X+) + V ar(g(X))− ٢Cov(g(X+), g(X))

=
١
σ٢{E[V ar(g(

σZ+

√
U

)|U)] + V ar[E(g(
σZ+

√
U

)|U)]

+ E[V ar(g(
σZ√
U
|U)] + V ar[E(g(

σZ√
U
)|U)]

− ٢EE(g(σZ
+

√
U

)g(
σZ√
U
)|U) + ٢EE(g(σZ

+

√
U

)|U)EE(g(
σZ√
U
)|U)

داریم MVD برآوردگر محاسبات نحوه�ی به توجه با g(x) = xp خاص حالت برای و

V ar(DCph) = σ٢p−٢βp(٢p+ ١)!!Γ(α− p)

Γ(α)
− σ٢p−٢βp((p+ ٢(!!(١(

Γ(α− p/٢)
Γ(α)

)٢

+ σ٢p−٢βp(٢p− ١)!!Γ(α− p)

Γ(α)
− σ٢p−٢βp((p− ٢(!!(١(

Γ(α− p/٢)
Γ(α)

)٢

− ٢
p+ ١σ٢p−٢βp[(٢p+ ١)!!Γ(α− p)

Γ(α)
− ((p+ ٢(!!(١(

Γ(α− p/٢)
Γ(α)

)٢

(١٣.۴)
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و MVD و Cp برآوردگرهای واریانس بین زیر رابطه�ی بخش، این مفروضات طبق .١.٣.۴ لم

است. برقرار IPA

V ar(DCp) < V ar(DMVD) < V ar(DIPA) (١۴.۴)

فوق رابطه�ی به مͬ�توان واریانس دو هر تفاضل و بالا در آمده بدست عبارات به توجه با برهان.

یافت. دست

V ar(DIPA)− V ar(DMVD) = (p٢ − ١ − (٢p+ ١))σ٢p−٢βp(٢p− ١)!!Γ(α− p)

Γ(α)

+ (−p٢(p− ٢(٣ + ١ + (p+ ٢(١(p− ٢(٣)σ٢p−٢βp((٢p− ٢(!!(٣(
Γ(α− p/٢)

Γ(α)
)٢

داریم p ≥ ٣ اگر حال

p٢ − ٢p− ٢ > ٠

٢p٣ − ١١p٢ + ١٢p+ ١٠ > ٠

نتیجه در

V ar(DIPA)− V ar(DMVD) > ٠

آورد بدست مͬ�توان آسانͬ به نامساوی اول قسمت اثبات برای حال

V ar(DMVD)− V ar(DCPh) =
٢

p+ ١σ٢p−٢βp[(٢p+ ١)!!Γ(α− p)

Γ(α)

+ ((p+ ٢(!!(١(
Γ(α− p/٢)

Γ(α)
)٢ > ٠

مͬ�شود. حاصل مطلوب نامساوی و



آینده� پیشنهادات

شدند مقایسه واریانس نظر از و �شد پرداخته نااریب مشتق برآوردگرهای به پایان�نامه این در •

شود. پرداخته اریب برآوردگرهای به مͬ�توان ،

دیͽر پارامترهای به نسبت قیمت�گذاری تابع حساسیت مالͬ ی زمینه در مͬ�شود پیشنهاد •

شود. برآورد

آورد. بدست کمتر واریانس با برآوردگری مͬ�توان •



پیوستآ�

فعال شبͺه�ی برای برنامه�نویسͬ �کدهای
تصادفͬ

SAN.m آ�.١

function[] = SAN (option,stdev,start,NN)

% This function is a simulation of a Stochastic Activity Network (SAN) which

% is presented by Fu, ’Sensitivity Analysis for Stochastic Activity

% Networks’,(2005). This program calculates the the IPA, SF, WD derivatives

% of the SAN as well as the square of the Stochastic Activity Network (SAN2)

% Inputs:

%

% seed = initial value of pseudo random number generator (PRNG)

% N = number of trials

% ---------- Simulation ------------

seed = start;
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N = NN;

rand('twister',seed);

% Mean operation times at each of the arcs

t1 = [6,8,5,8,4,7];

sigma = stdev;

% Initialization of the vectors for the SAN, SAN2, and the derivative

% estimators for SAN and SAN2

IPAcomplete = [];

IPAcomplete2 = [];

SFcomplete = [];

SFcomplete2 = [];

WDcomplete = [];

WDcomplete2 = [];

SANcomplete = [];

node1test = [];

% Simulating one run of the Stochastic Activity Network

%

% dm1 = vector of Double Maxwell (DM) RV parm. (ti,sigma^2)

% n1 = vector of Normal RV par, (t_i,sigma^2)

% dm1std = standard DM(0,1) RV

% n1std = standard N(0,1) RV

% w1 = Weibull RV (W(alpha,beta)) with parm alpha = 2, beta = 1/4
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%

% node = Random Variable at each of the activity nodes

% node2 = Sqauare of the RV at each of the activity nodes

% ESTIMATORnode = Derivative estimator at each of the nodes

% ESTIMATORnode2 = Derviative estimator for the square of each node

% SFfactor = D_sigma lnf_(x;sigma) for each of the activity arcs

% WD2(3,4)factor = calculation of the performance function at each node

% where of the RV is a double maxwell distrubuted for the WD estimator

% kdummy = dummy RV to ascertain WD estimator)

% WD2(3,4)factor2 = As for WD2(3,4)factor but for SAN2

%

% ESTIMATORmoment = Calculation of the first four moments of each of the

% derivative estimators (IPA,SF,WD). Row entries = given moments for each

% node. Column entries = all moments for a given node.

% ESTIMATORmoment2 = As for ESTIMATOR2 moment by for square of the

% Stochastic Activity Network

%

% SANmoment = Calculation of the first four moments of the Stochastic

% Activity Network.

%

% ESTIMATORcomplete = vector of the derivative estimator at node 4

% (completion) of the SAN
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%

% SANcomplete = vector of completion times of the Stochastic activity

% network;

dm1 = zeros([6,1]);

n1 = zeros([6,1]);

dm1std = zeros([6,1]);

n1std = zeros([6,1]);

node = zeros([4,1]);

IPAnode = zeros([4,1]);

IPAnode2 = zeros([4,1]);

SFfactor = zeros([6,1]);

SFnode = zeros([4,1]);

SFnode2 = zeros([4,1]);

WD2factor = zeros([3,1]);

WD2factor2 = zeros([3,1]);

WD3factor = zeros([5,1]);

WD3factor2 = zeros([5,1]);

WD4factor = zeros([6,1]);

WD4factor2 = zeros([6,1]);

kdummy = zeros([6,1]);

WDnode = zeros([4,1]);

WDnode2 = zeros([4,1]);
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IPAmoment = zeros([4,4]);

IPAmoment2 = zeros([4,4]);

SFmoment = zeros([4,4]);

SFmoment2 = zeros([4,4]);

WDmoment = zeros([4,4]);

WDmoment2 = zeros([4,4]);

SANmoment = zeros([4,4]);

for i=1:N

for j=1:6

% Generation of Double Maxwell RV (dm1(j)) and Normal RV (norm1(j)) by

% acceptance-rejection method.

u1 = rand(1);

w1 = sqrt(-4.*log(u1));

u2 = rand(1);

while u2 > 1.16582199.*u1.*w1

u1 = rand(1);

w1 = sqrt(-4.*log(u1));

u2 = rand(1);

end

u3 = rand(1);

if u3 <= 0.5

dm1std(j) = -w1;
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else

dm1std(j) = w1;

end

u4 = rand(1);

n1std(j) = dm1std(j).*u4;

dm1(j) = t1(j) + dm1std(j).*sigma;

n1(j) = t1(j) + n1std(j).*sigma;

end

% Calculation of the derivative estimators (IPA, SF, WD) of the completion

% times at each of the nodes (ESTIMATORnode1, ..., ESTIMATORnode4):

node(1) = n1(1);

node(2) = max(n1(2), n1(1) + n1(3));

node(3) = max(n1(1) + n1(3) + n1(5), max(n1(1) + n1(4), n1(2) + n1(5)));

node(4) = node(3) + n1(6);

node1test = [node1test;node(1)];

% IPA

IPAnode(1) = n1std(1);

% Node 2

if n1(1) + n1(3) >= n1(2)

IPAnode(2) = n1std(1) + n1std(3);

else

IPAnode(2) = n1std(2);
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end

% Node 3

if n1(1) + n1(3) + n1(5) >= max(n1(1) + n1(4),n1(2) + n1(5))

IPAnode(3) = n1std(1) + n1std(3) + n1std(5);

elseif n1(1) + n1(4) >= n1(2) + n1(5)

IPAnode(3) = n1std(1) + n1std(4);

else

IPAnode(3) = n1std(2) + n1std(5);

end

IPAnode(4) = IPAnode(3) + n1std(6);

% IPA2 - IPA estimator for the square of SAN

for k = 1:4

IPAnode2(k) = 2.*IPAnode(k).*node(k);

end

% SF

% Determination of D_sigma ln f(x;sigma)

for k=1:6

SFfactor(k) = ((n1std(k).^2)-1)./sigma;

end

SFnode(1) = node(1).*SFfactor(1);

SFnode(2) = node(2).*sum(SFfactor(1:3));

SFnode(3) = node(3).*sum(SFfactor(1:5));
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SFnode(4) = node(4).*sum(SFfactor(1:6));

% SF2

for k=1:4

SFnode2(k) = SFnode(k).*node(k);

end

% WD & WD2

% node 1

WDnode(1) = (1./sigma).*(dm1(1)-n1(1));

WDnode2(1) = (1./sigma).*(dm1(1).^2-n1(1).^2);

%Node 2

for l=1:3

for m=1:3

if m == l

kdummy(m) = dm1(m);

else

kdummy(m) = n1(m);

end

end

WD2factor(l) = max(kdummy(2),kdummy(1)+kdummy(3));

WD2factor2(l) = WD2factor(l).^2;

end

WDnode(2) = (1./sigma).*(sum(WD2factor)-3.*node(2));
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WDnode2(2) = (1./sigma).*(sum(WD2factor2)-3.*(node(2).^2));

%Node 3 & 4

for l=1:5

for m=1:5

if m == l

kdummy(m) = dm1(m);

else

kdummy(m) = n1(m);

end

end

WD3factor(l) = max(kdummy(1)+kdummy(3)+kdummy(5), max(kdummy(1)+kdummy(4)

,kdummy(2)+kdummy(5)));

WD3factor2(l) = WD3factor(l).^2;

WD4factor(l) = WD3factor(l) + n1(6);

WD4factor2(l) = WD4factor(l).^2;

end

WD4factor(6) = node(3) + dm1(6);

WD4factor2(6) = WD4factor(6).^2;

WDnode(3) = (1./sigma).*(sum(WD3factor)-5.*node(3));

WDnode2(3) = (1./sigma).*(sum(WD3factor2)-5.*(node(3).^2));

WDnode(4) = (1./sigma).*(sum(WD4factor)-6.*node(4));

WDnode2(4) = (1./sigma).*(sum(WD4factor2)-6.*(node(4).^2));
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% Calculation of moments

for p=1:4

for r=1:4

IPAmoment(r,p) = IPAmoment(r,p) + IPAnode(p).^r;

IPAmoment2(r,p) = IPAmoment2(r,p) + IPAnode2(p).^r;

SFmoment(r,p) = SFmoment(r,p) + SFnode(p).^r;

SFmoment2(r,p) = SFmoment2(r,p) + SFnode2(p).^r;

WDmoment(r,p) = WDmoment(r,p) + WDnode(p).^r;

WDmoment2(r,p) = WDmoment2(r,p) + WDnode2(p).^r;

SANmoment(r,p) = SANmoment(r,p) + node(p).^r;

end

end

% Updating vectors for the completion and derivative estimators of node 4

% of the Stochastic Activity Network.

IPAcomplete = [IPAcomplete; IPAnode(4)];

IPAcomplete2 = [IPAcomplete2;IPAnode2(4)];

SFcomplete = [SFcomplete; SFnode(4)];

SFcomplete2 = [SFcomplete2;SFnode2(4)];

WDcomplete = [WDcomplete; WDnode(4)];

WDcomplete2 = [WDcomplete2;WDnode2(4)];

SANcomplete = [SANcomplete; node(4)];

end
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%average = toc/N

% --------- Analysis --------- %

% Statistics

% ESTIMATORmean = Gives the mean for the derivative estimator for all nodes

%in the stochastic activity network.

% Row entries = provides the statistics for a given node for the SAN.

%

% ESTIMATORmean2 = As for ESTIMATORstats but for the square of the

% Stochastic Activity Network.

%

% ESTIMATORconf(2) = Approximate 95% confidence interval for each node

% for each of the derivative estimators for the Stochastic Activity

% Network and SAN2 (mean - 2se, mean + 2se).

%

% SANstats = Gives the statistics for the for each node on the Stochastic

% Activity Network. Row amd column entries are analogus to the above entry.

%

% SANconf = Approximate 95% confidence interval for each node of the SAN.

% (mean - 2se, mean + 2se)

IPAmean = zeros([2,4]);

IPAmean2 = zeros([2,4]);

SFmean = zeros([2,4]);
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SFmean2 = zeros([2,4]);

WDmean = zeros([2,4]);

WDmean2 = zeros([2,4]);

IPAconf = zeros([2,4]);

IPAconf2 = zeros([2,4]);

SFconf = zeros([2,4]);

SFconf2 = zeros([2,4]);

WDconf = zeros([2,4]);

WDconf2 = zeros([2,4]);

SANstats = zeros([4,4]);

SANconf = zeros([2,4]);

fprintf(1, 'Estimator node SAN-mean variance SAN2-mean variance\n\n')

fprintf(1, 'Power = 0.95 Confidence Interval \n\n')

for s=1:4

% IPA mean and variance

IPAmean(1,s) = IPAmoment(1,s)./N;

IPAmean(2,s) = (IPAmoment(2,s) - (IPAmoment(1,s).^2)./N)./(N-1);

IPAmean2(1,s) = IPAmoment2(1,s)./N;

IPAmean2(2,s) = (IPAmoment2(2,s) - (IPAmoment2(1,s).^2)./N)./(N-1);

IPAconf(1,s) = IPAmean(1,s) - 1.96.*sqrt(IPAmean(2,s)./N);

IPAconf(2,s) = IPAmean(1,s) + 1.96.*sqrt(IPAmean(2,s)./N);

IPAconf2(1,s) = IPAmean2(1,s) - 1.96.*sqrt(IPAmean2(2,s)./N);
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IPAconf2(2,s) = IPAmean2(1,s) + 1.96.*sqrt(IPAmean2(2,s)./N);

fprintf(1,'IPA %d %8.7e %8.7e %8.7e %8.7e \n',s, IPAmean(1,s),

IPAmean(2,s),IPAmean2(1,s),IPAmean2(2,s))

fprintf(1,'IPA (%8.7e , %8.7e) (%8.7e , %8.7e) \n\n', IPAconf(1,s),

IPAconf(2,s),IPAconf2(1,s), IPAconf2(2,s))

end

for s=1:4

% SF mean and variance

SFmean(1,s) = SFmoment(1,s)./N;

SFmean(2,s) = (SFmoment(2,s) - (SFmoment(1,s).^2)./N)./(N-1);

SFmean2(1,s) = SFmoment2(1,s)./N;

SFmean2(2,s) = (SFmoment2(2,s) - (SFmoment2(1,s).^2)./N)./(N-1);

SFconf(1,s) = SFmean(1,s) - 1.96.*sqrt(SFmean(2,s)./N);

SFconf(2,s) = SFmean(1,s) + 1.96.*sqrt(SFmean(2,s)./N);

SFconf2(1,s) = SFmean2(1,s) - 1.96.*sqrt(SFmean2(2,s)./N);

SFconf2(2,s) = SFmean2(1,s) + 1.96.*sqrt(SFmean2(2,s)./N);

fprintf(1,'SF %d %8.7e %8.7e %8.7e %8.7e\n',s, SFmean(1,s),SFmean(2,s)

,SFmean2(1,s),SFmean2(2,s))

fprintf(1,'SF (%8.7e , %8.7e) (%8.7e , %8.7e) \n\n', SFconf(1,s),

SFconf(2,s),SFconf2(1,s), SFconf2(2,s))

end

for s=1:4
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% WD mean and variance

WDmean(1,s) = WDmoment(1,s)./N;

WDmean(2,s) = (WDmoment(2,s) - (WDmoment(1,s).^2)./N)./(N-1);

WDmean2(1,s) = WDmoment2(1,s)./N;

WDmean2(2,s) = (WDmoment2(2,s) - (WDmoment2(1,s).^2)./N)./(N-1);

WDconf(1,s) = WDmean(1,s) - 1.96.*sqrt(WDmean(2,s)./N);

WDconf(2,s) = WDmean(1,s) + 1.96.*sqrt(WDmean(2,s)./N);

WDconf2(1,s) = WDmean2(1,s) - 1.96.*sqrt(WDmean2(2,s)./N);

WDconf2(2,s) = WDmean2(1,s) + 1.96.*sqrt(WDmean2(2,s)./N);

fprintf(1,'WD %d %8.7e %8.7e %8.7e %8.7e\n',s, WDmean(1,s),WDmean(2,s)

,WDmean2(1,s),WDmean2(2,s))

fprintf(1,'WD (%8.7e , %8.7e) (%8.7e , %8.7e) \n\n', WDconf(1,s),

WDconf(2,s),WDconf2(1,s), WDconf2(2,s))

end

for s=1:4

% SAN statistics

SANstats(1,s) = SANmoment(1,s)./N;

SANstats(2,s) = (SANmoment(2,s) - (SANmoment(1,s).^2)./N)./(N-1);

SANconf(1,s) = SANstats(1,s) - 1.96.*sqrt(SANstats(2,s)./N);

SANconf(2,s) = SANstats(1,s) + 1.96.*sqrt(SANstats(2,s)./N);

fprintf(1, 'SAN %d %6.4f %6.4f (%6.4f , %6.4f)\n\n', s, SANstats(1,s),

SANstats(2,s),SANconf(1,s), SANconf(2,s))
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end

if option == 1

% Empricial Distribution Functions (EDF)

figure (1)

ecdf(IPAcomplete)

title('EDF for the IPA derivative estimator of SAN')

xlabel('x'), ylabel('F_D_1(x)')

axis tight

figure (2)

ecdf(IPAcomplete2)

title('EDF for the IPA derivative estimator of SAN2')

xlabel('x'), ylabel('F_D_1(x)')

axis tight

figure (3)

ecdf(SFcomplete)

title('EDF for the SF derivative estimator of SAN')

xlabel('x'), ylabel('F_D_2(x)')

axis tight

figure (4)

ecdf(SFcomplete2)

title('EDF for the SF derivative estimator of SAN2')

xlabel('x'), ylabel('F_D_2(x)')
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axis tight

figure (5)

ecdf(WDcomplete)

title('EDF for the WD derivative estimator of SAN')

xlabel('x'), ylabel('F_D_3(x)')

axis tight

figure (6)

ecdf(WDcomplete2)

title('EDF for the WD derivative estimator of SAN2')

xlabel('x'), ylabel('F_D_3(x)')

axis tight

figure (7)

ecdf(SANcomplete)

title('EDF for the Stochastic Activity Network')

xlabel('x'), ylabel('F_X^(4)')

axis tight

else

end

SANdet.m آ�.٢

function[] = SANdet (option,stdev,tcomp,scalar,start,NN)

% This function is a simulation of a Stochastic Activity Network (SAN) which
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% is presented by Fu, ’Sensitivity Analysis for Stochastic Activity

% Networks’,(2005). This program calculates the the IPA, SF, WD derivatives

% of the SAN as well as the square of the Stochastic Activity Network (SAN2)

% Inputs:

%

% seed = initial value of pseudo random number generator (PRNG)

% N = number of trials

% M = #(SAN <= T)

% prob = P(SAN <= T)

% ---------- Simulation ------------

seed = start;

N = NN;

M = 0;

T = tcomp;

sc = scalar;

rand('twister',seed);

% Mean operation times at each of the arcs

t1 = [6,8,5,8,4,7];

sigma = stdev;

% Initialization of the vectors for the SAN, SAN2, and the derivative

% estimators for SAN and SAN2

IPAcomplete = [];
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IPAcomplete2 = [];

SFcomplete = [];

SFcomplete2 = [];

WDcomplete = [];

WDcomplete2 = [];

SANcomplete = [];

node1test = [];

% Simulating one run of the Stochastic Activity Network

%

% dm1 = vector of Double Maxwell (DM) RV parm. (ti,sigma^2)

% n1 = vector of Normal RV par, (t_i,sigma^2)

% dm1std = standard DM(0,1) RV

% n1std = standard N(0,1) RV

% w1 = Weibull RV (W(alpha,beta)) with parm alpha = 2, beta = 1/4

%

% node = Random Variable at each of the activity nodes

% node2 = Sqauare of the RV at each of the activity nodes

% ESTIMATORnode = Derivative estimator at each of the nodes

% ESTIMATORnode2 = Derviative estimator for the square of each node

% SFfactor = D_sigma lnf_(x;sigma) for each of the activity arcs

% WD2(3,4)factor = calculation of the performance function at each node

% where of the RV is a double maxwell distrubuted for the WD estimator
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% kdummy = dummy RV to ascertain WD estimator)

% WD2(3,4)factor2 = As for WD2(3,4)factor but for SAN2

%

% ESTIMATORmoment = Calculation of the first four moments of each of the

% derivative estimators (IPA,SF,WD). Row entries = given moments for each

% node. Column entries = all moments for a given node.

% ESTIMATORmoment2 = As for ESTIMATOR2 moment by for square of the

% Stochastic Activity Network

%

% SANmoment = Calculation of the first four moments of the Stochastic

% Activity Network.

%

% ESTIMATORcomplete = vector of the derivative estimator at node 4

% (completion) of the SAN

%

% SANcomplete = vector of completion times of the Stochastic activity

% network;

dm1 = zeros([6,1]);

n1 = zeros([6,1]);

dm1std = zeros([6,1]);

n1std = zeros([6,1]);

node = zeros([4,1]);
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IPAnode = zeros([4,1]);

IPAnode2 = zeros([4,1]);

SFfactor = zeros([6,1]);

SFnode = zeros([4,1]);

SFnode2 = zeros([4,1]);

WD2factor = zeros([3,1]);

WD2factor2 = zeros([3,1]);

WD3factor = zeros([5,1]);

WD3factor2 = zeros([5,1]);

WD4factor = zeros([6,1]);

WD4factor2 = zeros([6,1]);

kdummy = zeros([6,1]);

WDnode = zeros([4,1]);

WDnode2 = zeros([4,1]);

IPAmoment = zeros([4,4]);

IPAmoment2 = zeros([4,4]);

SFmoment = zeros([4,4]);

SFmoment2 = zeros([4,4]);

WDmoment = zeros([4,4]);

WDmoment2 = zeros([4,4]);

SANmoment = zeros([4,4]);

for i=1:N
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for j=1:6

% Generation of Double Maxwell RV (dm1(j)) and Normal RV (norm1(j)) by

% acceptance-rejection method.

u1 = rand(1);

w1 = sqrt(-4.*log(u1));

u2 = rand(1);

while u2 > 1.16582199.*u1.*w1

u1 = rand(1);

w1 = sqrt(-4.*log(u1));

u2 = rand(1);

end

u3 = rand(1);

if u3 <= 0.5

dm1std(j) = -w1;

else

dm1std(j) = w1;

end

u4 = rand(1);

n1std(j) = dm1std(j).*u4;

dm1(j) = t1(j) + dm1std(j).*sigma;

n1(j) = t1(j) + n1std(j).*sigma;

end
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% Calculation of the derivative estimators (IPA, SF, WD) of the completion

% times at each of the nodes (ESTIMATORnode1, ..., ESTIMATORnode4):

node(1) = n1(1);

node(2) = max(n1(2), n1(1) + n1(3));

node(3) = max(n1(1) + n1(3) + n1(5), max(n1(1) + n1(4), n1(2) + n1(5)));

node(4) = max(node(3) + n1(6),T);

if node(4) <= T

M = M + 1;

end

node1test = [node1test;node(1)];

% IPA

IPAnode(1) = n1std(1);

% Node 2

if n1(1) + n1(3) >= n1(2)

IPAnode(2) = n1std(1) + n1std(3);

else

IPAnode(2) = n1std(2);

end

% Node 3

if n1(1) + n1(3) + n1(5) >= max(n1(1) + n1(4),n1(2) + n1(5))

IPAnode(3) = n1std(1) + n1std(3) + n1std(5);

elseif n1(1) + n1(4) >= n1(2) + n1(5)
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IPAnode(3) = n1std(1) + n1std(4);

else

IPAnode(3) = n1std(2) + n1std(5);

end

%Node 4

if node(3) + n1(6) >= T

IPAnode(4) = IPAnode(3) + n1std(6);

else

IPAnode(4) = 0;

end

% IPA2 - IPA estimator for the square of SAN

for k = 1:4

IPAnode2(k) = 2.*IPAnode(k).*node(k);

end

% SF

% Determination of D_sigma ln f(x;sigma)

for k=1:6

SFfactor(k) = ((n1std(k).^2)-1)./sigma;

end

SFnode(1) = node(1).*SFfactor(1);

SFnode(2) = node(2).*sum(SFfactor(1:3));

SFnode(3) = node(3).*sum(SFfactor(1:5));
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SFnode(4) = node(4).*sum(SFfactor(1:6));

% SF2

for k=1:4

SFnode2(k) = SFnode(k).*node(k);

end

% WD & WD2

% node 1

WDnode(1) = (1./sigma).*(dm1(1)-n1(1));

WDnode2(1) = (1./sigma).*(dm1(1).^2-n1(1).^2);

%Node 2

for l=1:3

for m=1:3

if m == l

kdummy(m) = dm1(m);

else

kdummy(m) = n1(m);

end

end

WD2factor(l) = max(kdummy(2),kdummy(1)+kdummy(3));

WD2factor2(l) = WD2factor(l).^2;

end

WDnode(2) = (1./sigma).*(sum(WD2factor)-3.*node(2));
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WDnode2(2) = (1./sigma).*(sum(WD2factor2)-3.*(node(2).^2));

%Node 3 & 4

for l=1:5

for m=1:5

if m == l

kdummy(m) = dm1(m);

else

kdummy(m) = n1(m);

end

end

WD3factor(l) = max(kdummy(1)+kdummy(3)+kdummy(5), max(kdummy(1)+kdummy(4)

,kdummy(2)+kdummy(5)));

WD3factor2(l) = WD3factor(l).^2;

WD4factor(l) = max(WD3factor(l) + n1(6),T);

WD4factor2(l) = WD4factor(l).^2;

end

WD4factor(6) = max(node(3) + dm1(6),T);

WD4factor2(6) = WD4factor(6).^2;

WDnode(3) = (1./sigma).*(sum(WD3factor)-5.*node(3));

WDnode2(3) = (1./sigma).*(sum(WD3factor2)-5.*(node(3).^2));

WDnode(4) = (1./sigma).*(sum(WD4factor)-6.*node(4));

WDnode2(4) = (1./sigma).*(sum(WD4factor2)-6.*(node(4).^2));
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% Calculation of moments

for p=1:4

for r=1:4

IPAmoment(r,p) = IPAmoment(r,p) + IPAnode(p).^r;

IPAmoment2(r,p) = IPAmoment2(r,p) + IPAnode2(p).^r;

SFmoment(r,p) = SFmoment(r,p) + SFnode(p).^r;

SFmoment2(r,p) = SFmoment2(r,p) + SFnode2(p).^r;

WDmoment(r,p) = WDmoment(r,p) + WDnode(p).^r;

WDmoment2(r,p) = WDmoment2(r,p) + WDnode2(p).^r;

SANmoment(r,p) = SANmoment(r,p) + node(p).^r;

end

end

% Updating vectors for the completion and derivative estimators of node 4

% of the Stochastic Activity Network.

IPAcomplete = [IPAcomplete; IPAnode(4)];

IPAcomplete2 = [IPAcomplete2;IPAnode2(4)];

SFcomplete = [SFcomplete; SFnode(4)];

SFcomplete2 = [SFcomplete2;SFnode2(4)];

WDcomplete = [WDcomplete; WDnode(4)];

WDcomplete2 = [WDcomplete2;WDnode2(4)];

SANcomplete = [SANcomplete; node(4)];

end
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prob = M/N

% --------- Analysis --------- %

% Statistics

% ESTIMATORmean = Gives the mean for the derivative estimator for all nodes

%in the stochastic activity network.

% Row entries = provides the statistics for a given node for the SAN.

%

% ESTIMATORmean2 = As for ESTIMATORstats but for the square of the

% Stochastic Activity Network.

%

% ESTIMATORconf(2) = Approximate 95% confidence interval for each node

% for each of the derivative estimators for the Stochastic Activity

% Network and SAN2 (mean - 2se, mean + 2se).

%

% SANstats = Gives the statistics for the for each node on the Stochastic

% Activity Network. Row amd column entries are analogus to the above entry.

%

% SANconf = Approximate 95% confidence interval for each node of the SAN.

% (mean - 2se, mean + 2se)

IPAmean = zeros([2,4]);

IPAmean2 = zeros([2,4]);

SFmean = zeros([2,4]);
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SFmean2 = zeros([2,4]);

WDmean = zeros([2,4]);

WDmean2 = zeros([2,4]);

IPAconf = zeros([2,4]);

IPAconf2 = zeros([2,4]);

SFconf = zeros([2,4]);

SFconf2 = zeros([2,4]);

WDconf = zeros([2,4]);

WDconf2 = zeros([2,4]);

SANstats = zeros([4,4]);

SANconf = zeros([2,4]);

fprintf(1, 'Estimator node SAN-mean variance SAN2-mean variance\n\n')

fprintf(1, 'Power = 0.95 Confidence Interval \n\n')

for s=1:4

% IPA mean and variance

IPAmean(1,s) = IPAmoment(1,s)./N;

IPAmean(2,s) = (IPAmoment(2,s) - (IPAmoment(1,s).^2)./N)./(N-1);

IPAmean2(1,s) = IPAmoment2(1,s)./N;

IPAmean2(2,s) = (IPAmoment2(2,s) - (IPAmoment2(1,s).^2)./N)./(N-1);

IPAconf(1,s) = IPAmean(1,s) - 1.96.*sqrt(IPAmean(2,s)./N);

IPAconf(2,s) = IPAmean(1,s) + 1.96.*sqrt(IPAmean(2,s)./N);

IPAconf2(1,s) = IPAmean2(1,s) - 1.96.*sqrt(IPAmean2(2,s)./N);
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IPAconf2(2,s) = IPAmean2(1,s) + 1.96.*sqrt(IPAmean2(2,s)./N);

fprintf(1,'IPA %d %8.7e %8.7e %8.7e %8.7e \n',s, IPAmean(1,s),IPAmean(2,s)

,IPAmean2(1,s),IPAmean2(2,s))

fprintf(1,'IPA (%8.7e , %8.7e) (%8.7e , %8.7e) \n\n', IPAconf(1,s),

IPAconf(2,s),IPAconf2(1,s), IPAconf2(2,s))

end

for s=1:4

% SF mean and variance

SFmean(1,s) = SFmoment(1,s)./N;

SFmean(2,s) = (SFmoment(2,s) - (SFmoment(1,s).^2)./N)./(N-1);

SFmean2(1,s) = SFmoment2(1,s)./N;

SFmean2(2,s) = (SFmoment2(2,s) - (SFmoment2(1,s).^2)./N)./(N-1);

SFconf(1,s) = SFmean(1,s) - 1.96.*sqrt(SFmean(2,s)./N);

SFconf(2,s) = SFmean(1,s) + 1.96.*sqrt(SFmean(2,s)./N);

SFconf2(1,s) = SFmean2(1,s) - 1.96.*sqrt(SFmean2(2,s)./N);

SFconf2(2,s) = SFmean2(1,s) + 1.96.*sqrt(SFmean2(2,s)./N);

fprintf(1,'SF %d %8.7e %8.7e %8.7e %8.7e\n',s, SFmean(1,s),SFmean(2,s)

,SFmean2(1,s),SFmean2(2,s))

fprintf(1,'SF (%8.7e , %8.7e) (%8.7e , %8.7e) \n\n', SFconf(1,s),

SFconf(2,s),SFconf2(1,s), SFconf2(2,s))

end

for s=1:4
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% WD mean and variance

WDmean(1,s) = WDmoment(1,s)./N;

WDmean(2,s) = (WDmoment(2,s) - (WDmoment(1,s).^2)./N)./(N-1);

WDmean2(1,s) = WDmoment2(1,s)./N;

WDmean2(2,s) = (WDmoment2(2,s) - (WDmoment2(1,s).^2)./N)./(N-1);

WDconf(1,s) = WDmean(1,s) - 1.96.*sqrt(WDmean(2,s)./N);

WDconf(2,s) = WDmean(1,s) + 1.96.*sqrt(WDmean(2,s)./N);

WDconf2(1,s) = WDmean2(1,s) - 1.96.*sqrt(WDmean2(2,s)./N);

WDconf2(2,s) = WDmean2(1,s) + 1.96.*sqrt(WDmean2(2,s)./N);

fprintf(1,'WD %d %8.7e %8.7e %8.7e %8.7e\n',s, WDmean(1,s),WDmean(2,s)

,WDmean2(1,s),WDmean2(2,s))

fprintf(1,'WD (%8.7e , %8.7e) (%8.7e , %8.7e) \n\n', WDconf(1,s),

WDconf(2,s),WDconf2(1,s), WDconf2(2,s))

end

for s=1:4

% SAN statistics

SANstats(1,s) = SANmoment(1,s)./N;

SANstats(2,s) = (SANmoment(2,s) - (SANmoment(1,s).^2)./N)./(N-1);

SANconf(1,s) = SANstats(1,s) - 1.96.*sqrt(SANstats(2,s)./N);

SANconf(2,s) = SANstats(1,s) + 1.96.*sqrt(SANstats(2,s)./N);

fprintf(1, 'SAN %d %6.4f %6.4f (%6.4f , %6.4f)\n\n', s, SANstats(1,s)

,SANstats(2,s), SANconf(1,s), SANconf(2,s))
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end

if option == 1

% Empricial Distribution Functions (EDF)

figure (1.*sc)

ecdf(IPAcomplete)

title('EDF for the IPA derivative estimator of SAN')

xlabel('x'), ylabel('F_D_1(x)')

axis tight

figure (2.*sc)

ecdf(IPAcomplete2)

title('EDF for the IPA derivative estimator of SAN2')

xlabel('x'), ylabel('F_D_1(x)')

axis tight

figure (3.*sc)

ecdf(SFcomplete)

title('EDF for the SF derivative estimator of SAN')

xlabel('x'), ylabel('F_D_2(x)')

axis tight

figure (4.*sc)

ecdf(SFcomplete2)

title('EDF for the SF derivative estimator of SAN2')

xlabel('x'), ylabel('F_D_2(x)')
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axis tight

figure (5.*sc)

ecdf(WDcomplete)

title('EDF for the WD derivative estimator of SAN')

xlabel('x'), ylabel('F_D_3(x)')

axis tight

figure (6.*sc)

ecdf(WDcomplete2)

title('EDF for the WD derivative estimator of SAN2')

xlabel('x'), ylabel('F_D_3(x)')

axis tight

figure (7.*sc)

ecdf(SANcomplete)

title('EDF for the Stochastic Activity Network')

xlabel('x'), ylabel('F_X^(4)')

axis tight

else

end



پیوستب

مالͬ بخش به مربوط برنامه�نویسͬ کدهای

BSEurooption.m ب.١

function[] = BSEurooption(start,NN,data)

% Inputs: start = seed no. for random number generator

% NN = Number of iterations

% data = vector of parameters (S(0),r,sigma,h,K,L,ts)

% h = Time increment (years),

% K = the exercise price at the maturity of the option,

% L = a scale factor for the floating exercise price (LS(T) is the

% floating exercise price at maturity).

% ts = Number of time steps

% This program is a test program to determine vega, the sensitivity of the spot

% volatility derivative (sigma) w.r.t price of different European exotic options

% using the Black-Scholes (Merton) model using the Weak Derivative estimator

% under example situations.
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%

% Under the risk neutral measure the Black-Scholes (Merton) SDE is given by

%

% d(lnS(t)) = (r-(1/2)sigma^2)dt + sigma dW(t)

%

% where S(t) = The price of a non-dividend paying stock,

% r = The risk-free (from default) rate of interest (per annum),

% sigma = Spot volatility of the paying stock,

% W(t) = The Wiener process (o/w known as Brownian Motion)

%

% given a time interval [t,t+h), ln(S(t+h)) is given by

%

% ln(S(t+h)) = lnS(t) + (r-(1/2)sigma^2)h + sigma W(h)

%

% Hence S(t+h) is given by

%

% S(t+h) = S(t)exp((r-(1/2)sigma^2)h + sigma W(h))

%

% by stationarity of the Wiener process as W(t) is normally distributed.

% Given S(t) is known, I can denote S(t+h) = S(t)exp(X), where X is normally

% distributed with mean (mu) and variance (s^2) i.e X ~ N(mu, s^2) where:

%
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% mu = (r-(1/2)sigma^2)h

% s^2 = (sigma^2)h

%

% Note: X can be observed as the return process

%

% Dentoing L = as the price of the option of ther underlying stock, the purpose

% of this program is determine vega := dL/dsigma for a European option under

% the Black-Scholes (Merton) model by (simple) Monte Carlo simulation.

%

% Using derivative estimation techniques, the WD Estimator for logS(t) under

% the Black-Scholes (Merton) model, given a pay-off functional V(X;sigma) is

%

% WD estimator = (1/sigma)[L(X+)-(X-mu+1)L(X)]

%

% where X+ is the Double Maxwell distribution with parameters (mu, s^2)

%

% e.g For the price process S(t+h)=S(t)exp(X), for fixed S(t), the WD

% estimator is given by

%

% WD estimator = (1/sigma)[S(t)exp(X+)-(X-mu+1)S(t)exp(X)]

%

% where X+ is as before.
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%

% Note: the WD estimator is able to determine the spot volatility

% derivative of any functional of the share price process.

%

% The options that are calculated in this program (Payoff function)

%

% (1) Lookback call (S(T)- min_t \in [0,T]S(t))

% (2,3) Asian call option with fixed or floating srtike price

% ((mean_t \in [0,T] S(t) - K)^+,

% (mean_t \in [0,T] S(t) - LS(T))^+)

%

% where: T = Time to the maturity date (years),

% K = the exercise price at the maturity of the option,

% L = a scale factor for the floating exercise price (LS(T) is the

% floating exercise price at maturity).

%

% (f)^+ = max(f,0)

%

% The price process in this program is discretized into fixed time steps

% (parameter given by h), and functional of the process are determined by

% these data points. given X_j as an increment in (t_j-1, t_j] of the

% return process, S(t_j) can be given by
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%

% S(t_j) = S(0)exp(\sum_l=1^jX_l), l = 1,...,ts

%

% where ts := Number of time steps

% ------------- Initialization ------------------

seed = start;

N = NN;

rand('twister',seed);

% parms = (S(0),r,sigma,h,K,L,ts) ----

% Note: sigma = parms(3)

% ts = parms(7)

parms = data;

ts = parms(7);

if length(parms) ~= 7

error('Number of data inputs == 7')

end

%WDoutput = zeros([3,N]);

WDmoment = zeros([3,2]);

%Note (column): WDmoment(1) = Lookback call,

% (2,3) = Asian call option with (fixed,floating) exercise price

%Note (row): Row 1 \Sigma WDouput, Row 2 \Sigma WDoutput^2

% Calculating mean and variance of X
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mean = (parms(2) - (1/2).*parms(3).^2).*parms(4);

var = (parms(3).^2).*parms(4);

% --------------- Simulation -------------------

for i=1:N

% The price process

% n1store = a vector of generated normal RV with mean = m, variance = s^2

% dm1 = a vector of generated double maxwell RV with mean = m, variance = s^2

% Sinter = Vector of the price process (excluding S(0))

% Sinterph = Vector of the price process with

n1store = zeros([ts,1]);

dm1store = zeros([ts,1]);

Sinter = zeros([ts+1,1]);

Sinter(1) = parms(1);

Sinterph = cell([ts,1]);

for h = 1:ts

Sinterphh = zeros([1,h]);

end

for j=1:ts

% Generation of Double Maxwell RV (dm1(j)) and Normal RV (norm1(j)) by

% acceptance-rejection method.

u1 = rand(1);

w1 = sqrt(-4.*log(u1));
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u2 = rand(1);

while u2 > 1.16582199.*u1.*w1

u1 = rand(1);

w1 = sqrt(-4.*log(u1));

u2 = rand(1);

end

u3 = rand(1);

if u3 <= 0.5

dm1std = -w1;

else

dm1std = w1;

end

u4 = rand(1);

n1std = dm1std.*u4;

dm1store(j) = mean + dm1std.*sqrt(var);

n1store(j) = mean + n1std.*sqrt(var);

end

% --------- Calculation of vega ------------------

WDevalfunc = zeros([3,1]);

for k=1:ts

Sinter(k+1) = Sinter(k).*exp(n1store(k));

end
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for m=1:ts

for p=1:m

Sinterphm(p) = parms(1).*exp(sum(n1store(1:m)) - n1store(p) + dm1store(p));

end

end

% Note: S(0) = parms(1), sigma = parms(3), K = parms(5), L = parms(6), ts = parms(7)

Smature = Sinter(ts+1);

% Lookback call (1)

Smin = min(Sinter);

% phantom min

Sminph = zeros([ts,1]);% There are ts increments. I am phantomizing on the increments

Sinterpriceph = zeros([ts,ts+1]); % ts + 1, number of elements in the price process

Sinterpriceph(:,1) = parms(1);

for qq = 1:ts

for uu =1:ts

if qq >= uu

Sinterpriceph(uu,qq+1) = Sinter(uu);

else

Sinterpriceph(uu,qq+1) = Sinter(qq+1);

end

end

end
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for ss = 1:ts

Sminph(ss) = min(Sinterpriceph(ss,:));

end

WDevalfunc(1) = (1./parms(3)).*exp(-parms(2).*parms(4).*parms(7)).*

((sum(Sinterphts)-sum(Sminph))- (sum(n1store)-ts.*(mean-1)).*(Smature - Smin));

WDmoment(1,1) = WDmoment(1,1) + WDevalfunc(1);

WDmoment(1,2) = WDmoment(1,2) + WDevalfunc(1).^2;

% Asian call option with fixed strike price (2), floating strike price (3)

Smean = sum(Sinter)./(ts+1);

Smeanph = zeros([ts,1]);

% phantom mean

for yy = 1:ts

Smeanph(yy) = sum(Sinterpriceph(yy,:))./(ts+1);

end

if Smean >= parms(5)

WDevalfunc(2) = (1./parms(3)).*exp(-parms(2).*parms(4).*parms(7)).*

((sum(Smeanph) -ts.*parms(5)) - (sum(n1store)-ts.*(mean-1)).*(Smean - parms(5)));

WDmoment(2,1) = WDmoment(2,1) + WDevalfunc(2);

WDmoment(2,2) = WDmoment(2,2) + WDevalfunc(2).^2;

elseif Smean >= parms(6).*Smature

WDevalfunc(3) = (1./parms(3)).*exp(-parms(2).*parms(4).*parms(7)).*

((sum(Smeanph) -parms(6).*sum(Sinterphts)) - (sum(n1store)-ts.*(mean-1))
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.*(Smean - parms(6).*Smature));

WDmoment(3,1) = WDmoment(3,1) + WDevalfunc(3);

WDmoment(3,2) = WDmoment(3,2) + WDevalfunc(3).^2;

else

end

end

% --------------- Analysis ------------------

WDstats = zeros([3,2]);

% Column 1 = mean

% Column 2 = variance

WDerror = zeros(3);

% Two-sided 95CI = 1.96*sqrt(var)

WDbound = zeros([3,2]);

%Column 1 = lower bound

%Column 2 = upper bound

data'

fprintf(1, 'WD estimator for the spot volatility derivative of,

C(t;sigma) for three \n')

fprintf(1, 'European style exotic options for a stock with no dividend using the\n')

fprintf(1, 'Black-Scholes (Merton) model.\n\n')

fprintf(1, '(1)Lookback call, (2,3) Asian call option with

fixed/floating exercise price\n\n')
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fprintf(1, 'mean +- error ------ (lower bound , upper bound)\n\n')

for m = 1:3

WDstats(m,1) = WDmoment(m,1)./N;

WDstats(m,2) = (WDmoment(m,2)-(WDmoment(m,1).^2)./N)./(N-1);

WDerror(m) = 1.96.*sqrt(WDstats(m,2)./N);

WDbound(m,1) = WDstats(m,1) - WDerror(m);

WDbound(m,2) = WDstats(m,1) + WDerror(m);

fprintf(1,'WD %d %8.7f +- %8.7f ------ (%8.7f , %8.7f)\n\n',m,

WDstats(m,1), WDerror(m),WDbound(m,1),WDbound(m,2));

fprintf(1,'WD variance %8.7f\n\n',WDstats(m,2));

end

BSUrotest.m ب.٢

function[] = BSEurotest(start,NN,data)

% This program is a test program to determine the vega, the sensitivity of the

% spot volatility (sigma) to the price an European Black-Scholes (Merton)

% option under example situations.

% Under the risk neutral measure the Black-Scholes (Merton) SDE is given by

%

% d(lnS(t)) = (r-(1/2)sigma^2)dt + sigma dW(t)

%

% where S(t) = The price of a non-dividend paying stock,
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% r = The risk-free (from default) rate of interest (per annum),

% sigma = Spot volatility of the paying stock,

% W(t) = The Wiener process (o/w known as Brownian Motion)

%

% given a time interval [t,t+h), ln(S(t+h)) is given by

%

% ln(S(t+h)) = lnS(t) + (r-(1/2)sigma^2)h + sigma W(h)

%

% by stationarity of the Wiener process. as W(t) is normally distributed, and

% denoting X as the RV for lnS(t), X is normally distributed with mean (mu) and

% variance (s^2) i.e X ~ N(mu, s^2) where:

%

% mu = lnS(t) + (r-(1/2)sigma^2)h

% s^2 = (sigma^2)h

%

% Dentoing L = as the price of the option of ther underlying stock, the purpose

% of this program is determine vega := dL/dsigma for a European option under

% the Black-Scholes (Merton) model by (simple) Monte Carlo simulation.

%

% Using derivative estimation techniques, the WD Estimator for S(t) under

% the Black-Scholes (Merton) model, given a pay-off functional L(X;sigma) is

%
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% WD estimator = (1/sigma)[L(X+)-(X-mu+1)L(X)

%

% where X+ is the Double Maxwell distribution with parameters (mu, s^2)

%

% The SF Estimator for logS(t) under the Black-Scholes (Merton) model, given a

% pay-off functional L(X;sigma) is:

%

% SF estimator = (1/sigma)L(X)[((X-mu)^2)/(h*sigma^2) - (X-mu+1)]

%

% = (1/sigma)L(X)[Z^2 - (X-mu+1)]

%

% where Z is the standard normal distribution

% ------------- Simulation ------------------

seed = start;

N = NN;

rand('twister',seed);

% The pay-off functionals

Lfunc = (@(x) x),(@(x) x.^2),(@(x) exp(x)),(@(x) exp(2.*x));

%WDoutput = zeros([length(Lfunc),N]);

%SFoutput = zeros([length(Lfunc),N]);

WDmoment = zeros([length(Lfunc),2]);

SFmoment = zeros([length(Lfunc),2]);
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% parms = (lnS(0),r,sigma,h) ---- Note: sigma = parms(3)

parms = data;

if length(parms) ~= 4

error('Number of data inputs == 4')

end

% Calculating mean and variance of lnS(t+h)

mean = parms(1) + (parms(2) - (1/2).*parms(3).^2).*parms(4);

var = (parms(3).^2).*parms(4);

for i=1:N

% Generation of Double Maxwell RV (dm1(j)) and Normal RV (norm1(j)) by

% acceptance-rejection method.

u1 = rand(1);

w1 = sqrt(-4.*log(u1));

u2 = rand(1);

while u2 > 1.16582199.*u1.*w1

u1 = rand(1);

w1 = sqrt(-4.*log(u1));

u2 = rand(1);

end

u3 = rand(1);

if u3 <= 0.5

dm1std = -w1;
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else

dm1std = w1;

end

u4 = rand(1);

n1std = dm1std.*u4;

dm1 = mean + dm1std.*var;

n1 = mean + n1std.*var;

% Calculation of the SF and WD estimators of the functionals

Levalfunc = zeros([length(Lfunc),2]);

% Column 1 = pay-off functional from DM distribution

% Column 2 = pay-off functional from N distribution

WDevalfunc = zeros(length(Lfunc));

SFevalfunc = zeros(length(Lfunc));

for j=1:length(Lfunc)

Levalfunc(j,1) = feval(Lfuncj,dm1);

Levalfunc(j,2) = feval(Lfuncj,n1);

end

% Calculation of the derivative estimators

% Note: sigma = parms(3)

for k=1:length(Lfunc)

WDevalfunc(k) = (1./parms(3)).*exp(-parms(2).*parms(4))

.*(Levalfunc(k,1)-(n1-mean+1).*Levalfunc(k,2));
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SFevalfunc(k) = (1./parms(3)).*exp(-parms(2).*parms(4))

.*Levalfunc(k,2).*((n1std.^2)-(n1-mean+1));

WDmoment(k,1) = WDmoment(k,1) + WDevalfunc(k);

WDmoment(k,2) = WDmoment(k,2) + WDevalfunc(k).^2;

SFmoment(k,1) = SFmoment(k,1) + SFevalfunc(k);

SFmoment(k,2) = SFmoment(k,2) + SFevalfunc(k).^2;

WDoutput(k,i) = WDevalfunc(k);

SFoutput(k,i) = SFevalfunc(k);

end

end

% --------------- Analysis ------------------

WDstats = zeros([length(Lfunc),2]);

SFstats = zeros([length(Lfunc),2]);

% Column 1 = mean

% Column 2 = variance

WDerror = zeros(length(Lfunc));

SFerror = zeros(length(Lfunc));

% Two-sided 95CI = 1.96*sqrt(var)

WDbound = zeros([length(Lfunc),2]);

SFbound = zeros([length(Lfunc),2]);

%Column 1 = lower bound

%Column 2 = upper bound
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fprintf(1, 'WD and SF estimators for the spot volatility

derivative of log(S(t))of an\n')

fprintf(1, 'European Black-Scholes (Merton) option of an

underlying stock with no dividend\n\n')

fprintf(1, '1: x, 2: x^2, 3: exp(x), 4: exp(2x)\n\n')

fprintf(1, 'mean +- error ------ (lower bound , upper bound)\n\n')

for m = 1:length(Lfunc)

WDstats(m,1) = WDmoment(m,1)./N;

SFstats(m,1) = SFmoment(m,1)./N;

WDstats(m,2) = (WDmoment(m,2)-(WDmoment(m,1).^2)./N)./(N-1);

SFstats(m,2) = (SFmoment(m,2)-(SFmoment(m,1).^2)./N)./(N-1);

WDerror(m) = 1.96.*sqrt(WDstats(m,2)./N);

SFerror(m) = 1.96.*sqrt(SFstats(m,2)./N);

WDbound(m,1) = WDstats(m,1) - WDerror(m);

WDbound(m,2) = WDstats(m,1) + WDerror(m);

SFbound(m,1) = SFstats(m,1) - SFerror(m);

SFbound(m,2) = SFstats(m,1) + SFerror(m);

fprintf(1,'WD %d %8.7f +- %8.7f ------ (%8.7f , %8.7f)\n\n',m,

WDstats(m,1), WDerror(m),WDbound(m,1),WDbound(m,2));

fprintf(1,'WD variance %8.7f\n\n',WDstats(m,2));

fprintf(1,'SF %d %8.7f +- %8.7f ------ (%8.7f , %8.7f)\n\n',m,
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SFstats(m,1), SFerror(m),SFbound(m,1),SFbound(m,2));

fprintf(1,'SF variance %8.7f\n\n',SFstats(m,2));

end

BSEurovanilla.m ب.٣

function[] = BSEurovanilla(start,NN,data)

% Inputs: start = seed no. for random number generator

% NN = Number of iterations

% data = vector of parameters (S(0),r,sigma,T,K)

% T = Time to the maturity date (years),

% K = the exercise price at the maturity of the option,

% This program is a test program to determine vega, the sensitivity of the spot

% volatility derivative (sigma) w.r.t price of European vanilla call and put

% option under European Black-Scholes (Merton) model

% using the Weak Derivative estimator under example situations.

%

% Under the risk neutral measure the Black-Scholes (Merton) SDE is given by

%

% d(lnS(t)) = (r-(1/2)sigma^2)dt + sigma dW(t)

%

% where S(t) = The price of a non-dividend paying stock,

% r = The risk-free (from default) rate of interest (per annum),
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% sigma = Spot volatility of the paying stock,

% W(t) = The Wiener process (o/w known as Brownian Motion)

%

% given a time interval [0,T), ln(S(T)) is given by

%

% ln(S(T)) = lnS(0) + (r-(1/2)sigma^2)T + sigma W(T)

%

% or

%

% S(T) = S(0)exp((r-(1/2)sigma^2)T + sigma W(T))

%

% by stationarity of the Wiener process as W(t) is normally distributed.

% Given an initial price S(0), I can denote S(T) = S(0)exp(X), where X is normally

% distributed with mean (mu) and variance (s^2) i.e X ~ N(mu, s^2) where:

%

% mu = (r-(1/2)sigma^2)T

% s^2 = (sigma^2)T

%

% Note: X can be observed as the return process

%

% Dentoing L = as the price of the option of ther underlying stock, the purpose

% of this program is determine vega := dL/dsigma for a European option under
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% the Black-Scholes (Merton) model by (simple) Monte Carlo simulation.

%

% Using derivative estimation techniques, the WD Estimator for logS(t) under

% the Black-Scholes (Merton) model, given a pay-off functional V(X;sigma) is

%

% WD estimator = (1/sigma)[L(X+)-(X-mu+1)L(X)]

%

% where X+ is the Double Maxwell distribution with parameters (mu, s^2)

%

% e.g For the price process S(T)=S(0)exp(X), for an initial S(0), the WD

% estimator is given by

%

% WD estimator = (1/sigma)[S(0)exp(X+)-(X-mu+1)S(0)exp(X)]

%

% where X+ is as before.

%

% The payoff functions for the vanilla call/put is given by

%

% (1,2) Vanilla call/put ((S(T)-K)^+, (K-S(T))^+)

%

% where: T = Time to the maturity date (years),

% K = the exercise price at the maturity of the option,
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% L = a scale factor for the floating exercise price (LS(T) is the

% floating exercise price at maturity).

%

% (f)^+ = max(f,0)

% ---------- Initialization -------------

seed = start;

N = NN;

rand('twister',seed);

% parms = (S(0),r,sigma,T,K) ----

% Note: sigma = parms(3)

parms = data;

if length(parms) ~= 5

error('Number of data inputs == 5')

end

%WDoutput = zeros([2,N]);

WDmoment = zeros([2,2]);

%Note (column): WDmoment(1) = Vanilla call option,

% (2) = Vanilla put option

%Note (row): Row 1 \Sigma WDouput, Row 2 \Sigma WDoutput^2

% Calculating mean and variance of X

mean = (parms(2) - (1/2).*parms(3).^2).*parms(4);

var = (parms(3).^2).*parms(4);
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% ---------- Simulation -----------------

for i=1:N

% Generation of Double Maxwell RV and Normal RV by acceptance-rejection method.

% n1 = generated normal RV with mean = m, variance = s^2

% dm1 = generated double maxwell RV with mean = m, variance = s^2

u1 = rand(1);

w1 = sqrt(-4.*log(u1));

u2 = rand(1);

while u2 > 1.16582199.*u1.*w1

u1 = rand(1);

w1 = sqrt(-4.*log(u1));

u2 = rand(1);

end

u3 = rand(1);

if u3 <= 0.5

dm1std = -w1;

else

dm1std = w1;

end

u4 = rand(1);

n1std = dm1std.*u4;

dm1 = mean + dm1std.*sqrt(var);
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n1 = mean + n1std.*sqrt(var);

% --------- Calculation of vega --------------------

WDevalfunc = zeros([2,1]);

Smature = parms(1).*exp(n1);

Smatphant = parms(1).*exp(dm1);

% Vanilla call (1), Vanilla put (2)

if Smature > parms(5)

WDevalfunc(1) = (1./parms(3)).*exp(-parms(2).*parms(4)).*

((Smatphant-parms(5))-(n1-mean+1).*(Smature-parms(5)));

WDmoment(1,1) = WDmoment(1,1) + WDevalfunc(1);

WDmoment(1,2) = WDmoment(1,2) + WDevalfunc(1).^2;

WDevalfunc(2) = 0;

elseif Smature < parms(5)

WDevalfunc(1) = 0;

WDevalfunc(2) = (1./parms(3)).*exp(-parms(2).*parms(4)).*

((parms(5)-Smatphant)-(n1-mean+1).*(parms(5)-Smature));

WDmoment(2,1) = WDmoment(2,1) + WDevalfunc(2);

WDmoment(2,2) = WDmoment(2,2) + WDevalfunc(2).^2;

else

WDevalfunc(1) = 0;

WDevalfunc(2) = 0;

end
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end

% --------------- Analysis ------------------

WDstats = zeros([2,2]);

% Column 1 = mean

% Column 2 = variance

WDerror = zeros([2,1]);

% Two-sided 95CI = 1.96*sqrt(var)

WDbound = zeros([2,2]);

%Column 1 = lower bound

%Column 2 = upper bound

fprintf(1, 'WD estimator for the spot volatility derivative of,

C(t;sigma) for the\n')

fprintf(1, 'European vanilla options for an underlying stock with no dividend\n')

fprintf(1, 'using the Black-Scholes (Merton) model\n\n')

fprintf(1, '(1)Vanilla call, (2) Vanilla put\n\n')

fprintf(1, 'mean +- error ------ (lower bound , upper bound)\n\n')

for m = 1:2

WDstats(m,1) = WDmoment(m,1)./N;

WDstats(m,2) = (WDmoment(m,2)-(WDmoment(m,1).^2)./N)./(N-1);

WDerror(m) = 1.96.*sqrt(WDstats(m,2)./N);

WDbound(m,1) = WDstats(m,1) - WDerror(m);

WDbound(m,2) = WDstats(m,1) + WDerror(m);
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fprintf(1,'WD %d %8.7f +- %8.7f ------ (%8.7f , %8.7f)\n\n',m, WDstats(m,1)

, WDerror(m),WDbound(m,1),WDbound(m,2));

fprintf(1,'WD variance %8.7f\n\n',WDstats(m,2));

end

BSEurovega ب.۴

function[] = BSEurovega(data)

% Inputs: data = vector of parameters (S(0),r,sigma,T,K)

% S(0) = initial price of the underlying asset,

% r = The (constant) risk-free (from default) rate of interest (per annum),

% sigma = Spot volatility of the paying stock,

% T = Time to the maturity date (years),

% K = the exercise price at the maturity of the option,

% This program determines vega - the spot volatility derivative (sigma) of the

% value on option for different types of European options of an underlying stock

% with no dividend according to the Black-Scholes (Merton) model.

% Under the risk neutral measure the Black-Scholes (Merton) SDE is given by

%

% dS(t) = (r-(1/2)sigma^2)S(t)dt + sigmaS(t)dW(t)

%

% where S(t) = The price of a non-dividend paying stock,

% r = The (constant) risk-free (from default) rate of interest (per annum),
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% sigma = Spot volatility of the paying stock,

% W(t) = The Wiener process (o/w known as Brownian Motion)

%

% given a time interval [0,T], the SDE for (S(t))_t \in [0,T] can be

% written in the form of the stochastic exponential dS(t) = S(t)dU(t) where

%

% dU(t) = (r-(1/2)sigma^2)dt + sigma dW(t)

%

% given an initail price S(0), S(t) can be written in the form as

%

% S(t) = S(0)exp((r-(1/2)sigma^2)t + sigma W(t))

%

% Given a payoff functional X (of (S(t))_t \in [0,T], K, sigma), the price of

% the option at time t = 0, given the option matures at time T is given by

% the Miller-Modligani Th.

%

% C(t;sigma) = exp(-rT)E(X)

%

% and vega is given by

%

% vega := dC/dsigma = exp(-rT)E[dX/dsigma]

%
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% The payoffs for which the sensitivity of the (known) option price w.r.t sigma is

% given by

%

% (1) Vanilla call/put option (S(T) - K)^+

% (3) Lookback call option (S(T) - min_t \in [0,T] S(t))

%

% Note: From the put call-parity relationship for European options, the

% volatility derivative for the price of a Vanilla call is the same as a

% Vanilla put.

% ------------ Preliminaries ---------------------

%Note data = (S(0),r,sigma,T,K)

parms = data;

if length(parms) ~= 5

error('Number of data inputs == 5')

end

% Vanilla call/put

h1 = (log(parms(1)./parms(5))+parms(2).*parms(4))./(parms(3)

.*sqrt(parms(4))) +(1/2).*parms(3).*sqrt(parms(4));

h2 = h1 - parms(3).*sqrt(parms(4));

% Lookback call

k1 = (parms(2).*sqrt(parms(4)))./(parms(3)) + (1/2).*parms(3).*sqrt(parms(4));

k2 = k1 - parms(3).*sqrt(parms(4));
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% Pricing of volatilities

vegavanilla = -(1./parms(3)).*(parms(1).*normpdf(h1,0,1).*h2

-parms(5).*exp(-parms(2).*parms(4)).*normpdf(h2,0,1).*h1);

vegalookback = parms(1).*((parms(3)./parms(2)).*(normcdf(k1,0,1)

+exp(-parms(2).*parms(4)).*normcdf(k2,0,1)-1) - (1./parms(3))

.*((1+(parms(3).^2)./(2.*parms(2))).*normpdf(k1,0,1).*k2 -(1-(parms(3).^2)

./(2.*parms(2))).*exp(-parms(2).*parms(4)).*normpdf(k2,0,1).*k1));

data'

fprintf(1,'Calculation of Vega - the spot volatility derivative of,

C(t;sigma) for\n')

fprintf(1, 'the European style options for an stock with no dividend using the\n')

fprintf(1, 'Black-Scholes (Merton) model.\n\n')

fprintf(1, '(1) Vanilla call/put, (2) Lookback call\n\n')

fprintf(1, '1 Vega = %8.7f\n\n',vegavanilla)

fprintf(1, '2 Vega = %8.7f\n\n',vegalookback)

%pricecall = parms(1).*normcdf(h1)-parms(5).*exp(-parms(2).*parms(4)).*normcdf(h2)

%pcalllb = parms(1).*((1+(parms(3).^2)./(2.*parms(2))).*normcdf(k1,0,1) -

(1-(parms(3).^2)./(2.*parms(2))).*exp(-parms(2).*parms(4)).*normcdf(k2,0,1)

- (parms(3).^2)./(2.*parms(2)))
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