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چ΋یده
شایسته م�ͳشوند، مدل�بندی جبری ـ دیفرانسیل معادلات با Έفیزی مسائل از بسیاری �آن�که به توجه با
برای عددی روش�های اخیر سال�های در یافت. بالا دقت با ͳجواب�های مسائل این برای بتوان که است
و هستند مناسب پایین اندیس با مسائل برای روش�ها این اما است. شده گرفته به�کار معادلات این حل
با ͳجواب�های مسائل این برای است لازم پس کرد، استفاده آن�ها از نم�ͳتوان بالا اندیس با مسائل برای
ͳنیمه�تحلیل روش�های با را جبری ـ دیفرانسیل معادلات داریم ͳسع پایان�نامه این در کرد. پیدا بالا دقت
نموده، استفاده جبری ـ دیفرانسیل معادلات برای اندیس کاهش روش از ابتدا منظور این به کنیم. حل
روش م�ͳکنیم. حل ͳهموتوپ اختلال� و آدومیان ،ͳوردش ͳنیمه�تحلیل روش�های با را حاصل سپسدستΎاه
روش و آدومیان روش است. همΎرا مسئله دقیق ΁پاس به که م�ͳسازد فراهم را تواب΄ از دنباله�ای ͳوردش
حاصل عددی نتای; است. همΎرا مسئله دقیق ΁پاس به که م�ͳکنند تولید ͳنامتناه سری ͳهموتوپ اختلال
نشان را روش�ها این بودن مناسب و ͳتوانای بالا اندیس جبری دیفرانسیل�ـ معادلات مختلف مثال�های از

م�ͳدهند.



଒ی਩ساইه�یૡঙଘم৤قدৎ
ਗیऒواঘند঴சداষند



೯دایا...١
نخورم حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای ب�ͳثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا ͳزیستن من به

تو که آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بΎذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا ͳمˇردن و

م�ͳداری. دوست

تو پای به بردن رن; و تو بخاطر کشیدن ͳزندان تو، بخاطر دیدن ش΋نجه که م�ͳدانند همه و ͳدان�ͳم تو

امید برق که توست ͳرهای امید از م�ͳخندم، دل در من که توست شادی از است، من ͳزندگ بزرگ لذت تنها

م�ͳکنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست ͳخوشبخت از و م�ͳدرخشد خسته�ام چشمان در

پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را ͳفتΎش نیروی بزنم. حرف خوب نم�ͳتوانم

دریاب. دریاب، کرده�ام

از من، نΎاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از ͳزندگ که م�ͳدانند همه و ͳدان�ͳم تو

است. عاجز من، دل در ͳشعف موج برانΎیختن

آموخت. خواهم خود را مردن چΎونه بیاموز، من به را زیستن چΎونه تو،

فداکاری ب�ͳپاداش، کار ب�ͳسلاح، جهاد ب�ͳهمراه، رفتن نومیدی، در صبر ش΋ست، در تلاش توفیق من به

ͳگستاخ ب�ͳنمود، ͳخوب ب�ͳریا، ایمان ب�ͳنان، خدمت ب�ͳنام، عظمت ب�ͳعوام، مذهب ب�ͳدنیا، دین س΋وت، در

بداند، دوست ب�ͳآن΋ه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در ͳتنهای ب�ͳهوس، عشق ب�ͳغرور، قناعت ،ͳخام�ͳب

کن. روزی

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه

.ͳشریعت ͳعل دکتر از ͳ١مناجات



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را ͳآدم خود، ب�ͳکران لطف با که را ح΋یم خداوندگار سپاس

قوتمند، مهدی دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد ب�ͳدری΅ زحمات از م�ͳدانم خود وظیفه� آغاز در

نم�ͳرسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمای�ͳهای بدون قطعاً که کنم ͳقدردان و تش΋ر صمیمانه

آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که مس�فروش ͳعل دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار ͳراهنمای مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی

این که ،ͳخلیق وفا آقای جناب مخصوصاً زی�پرشین، بسته آورندگان پدید از م�ͳدانم لازم همچنین

باشم. داشته را ͳقدردان کمال است، شده آماده بسته، این از استفاده با پایان�نامه

ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر ،ͳمهربان و مهر خداوندگاران دستان بر م�ͳزنم بوسه پایان، در

سردترین این در که وجودش، امیدبخش گرمای پاس به همسرم از م�ͳکنم تش΋ر و را مقدس�شان وجود م�ͳکنم

بود. من پشتیبان بهترین روزگاران،

ൌॣ۱۳۹۲یدهعਚی�آبادیان
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لیستتصاویر

١۶ (١.۴.٢) مثال برای n = ١٠ و v = ١٠ با x١ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف ١.٢

١۶ (١.۴.٢) مثال برای n = ٢٠ و v = ٢٠ با x١ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف ٢.٢

١٧ (١.۴.٢) مثال برای n = ١٠ و v = ١٠ با x٢ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف ٣.٢

١٧ (١.۴.٢) مثال برای n = ٢٠ و v = ٢٠ با x٢ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف ۴.٢

٢٠ (٢.۴.٢) مثال برای n = ١٠ و v = ١٠ با x١ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف ۵.٢

٢٠ (٢.۴.٢) مثال برای n = ٢٠ و v = ٢٠ با x١ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف ۶.٢

٢١ (٢.۴.٢) مثال برای n = ١٠ و v = ١٠ با x٢ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف ٧.٢

٢١ مثال(٢.۴.٢) برای n = ٢٠ و v = ٢٠ با x٢ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف ٨.٢

٢٣ (٣.۴.٢) مثال برای n = ١٠ و v = ١٠ با x١ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف ٩.٢

٢٣ (٣.۴.٢) مثال برای n = ٢٠ و v = ٢٠ با x١ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف ١٠.٢

٢۴ (٣.۴.٢) مثال nبرای = ١٠ و v = ١٠ با x٢ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف ١١.٢

٢۴ (٣.۴.٢) مثال برای n = ٢٠ و v = ٢٠ با x٢ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف ١٢.٢
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فصل١

کاهشاندیس و مقدمه

مقدمه ١.١

مدل ͳمعین مسئله بیان برای که م�ͳکند پیدا ضرورت · · · و اقتصاد ،ͳ΋پزش ،ͳمهندس علوم، رشته�های در ͳگاه

به نسبت تاب΄ مشتقات و مجهول تاب΄ Έی شامل ͳمعادلات ͳریاض مدل�های این اغلب شود. ساخته ͳریاض

دیفرانسیل معادله Έی ͳکل ش΋ل م�ͳنامند. دیفرانسیل معادلات را ͳمعادلات چنین هستند. مستقل متغییرهای

م�ͳباشد زیر به�صورت ͳمعمول

F (x, y, y
′
, · · · , y(n)) = ٠,

اول مشتق n و y(x) تاب΄ و x مستقل متغییر بین رابطه�ای که م�ͳشود نامیده n مرتبه دیفرانسیل معادله Έی که

شده مقید مختلف ͳطرق به� یا باشند ͳشرایط دارای معادلات همین اگر حال است. (y′
, y

′′
, · · · , y(n)) آن

قید�ها این توصیف برای جبری معادلات شامل دیفرانسیل، معادلات بر علاوه آنها ͳریاض مدل آنΎاه باشند،

زیر به�صورت معادلات این ͳکل حالت م�ͳگویند. جبری ـ دیفرانسیل معادلات معادلات، دسته به�این است.

}است.
F (x, y, y

′
, · · · , y(n)) = ٠

g(x, y, · · · , y(n), z) = ٠.
(١.١)

تاریخچه ٢.١

حل در را ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل عددی روش�های ͳکارای ،٢ پتزولد و ١ گ�ͳیر ١٩٨۴ سال در

اندیس با جبری دیفرانسیل�ـ معادلات ͳتمام که کردند ثابت و نموده ͳبررس جبری، دیفرانسیل�ـ معادلات
١Gear
٢Petzold

٢



٣ اندیس کاهش .٣.١

حل� ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل روش�های با دلخواه، اندیس و ثابت ضرایب با ͳمعادلات و ١ از نابیشتر

پذیرند.

دیفرانسیل�ـ معادله Έی روش این در کرد. ارائه مسئله اندیس کاهش برای را ͳروش گ�ͳیر ١٩٨٨ سال در

با جبری دیفرانسیل�ـ معادله Έی به قید، معادلات از مشتق�گیری ت΋رار با م�ͳتواند بالا، اندیس با جبری

شود. تبدیل ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی به یا ١ اندیس

اندیس با ͳخط جبری دیفرانسیل�ـ معدلات برای را دنباله�ای منظم�سازی روش ۴ لین و ٣ آشر ١٩٩۶ سال در

کردند. ارائه ٢

کردند ͳمعرف جبری دیفرانسیل�ـ معادلات اندیس کاهش برای را ͳروش ۶ ͳحسین و ۵ بابلیان ٢٠٠٣ سال در

داد. گسترش را روش این ٧ قوتمند ٢٠١٠ سال در و

کاهشاندیس ٣.١

جبری ـ دیفرانسیل معادلات حل در ͳمهم نقش اندیس�ها دارد. اندیس Έی جبری ـ دیفرانسیل معادله هر

دارند.

معادلات اندیس t و y حسب بر y′ به�فرد منحصر تعیین به�منظور لازم مشتقات تعداد به .١.٣.١ تعریف

م�ͳگویند. جبری دیفرانسیل�ـ

جبری ـ دیفرانسیل معادلات مثال برای

y
′
٢(t) = y١(t) + r١(t),

٠ = −y٢(t) + r٢(t),

داریم: اول مشتق�گیری با زیرا دارد. دو اندیس

y
′′
٢ (t) = y

′
١(t) + r

′
١(t),

٠ = −y
′
٢(t) + r

′
٢(t),

پس

y
′
٢(t) = r

′
٢(t), ⇒ r

′
٢(t) = y١(t) + r١(t),

٣Asher
۴Lin
۵Babolian
۶Hosseini
٧Ghovatmand
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داریم: دوم مشتق�گیری با و

y
′′
٢ (t) = r

′′
٢ (t), y

′
١(t) = r

′′
٢ (t)− r

′
١(t),

دارد. دو اندیس مسئله پس

مسائل این کردن حل و م�ͳباشند ͳبالای اندیس دارای اغلب هستیم رو�به�رو آنها با که ͳمسائل از بسیاری

داد. کاهش را معادلات این اندیس ͳروش�های با است لازم بنابراین نیست. پذیر ام΋ان ͳبه�سادگ

بΎیرید نظر در را زیر شده ͳخط یا ͳخط مسئله روش این ΀توضی برای

X(m) =

m∑
j=١

AjX
(j−١) +By + q, (٢.١)

٠ = CX + r,

،j = ١ . . .m برای Aj(t) ∈ Rn×n و هستند t٠ ⩽ t ⩽ tf روی t از هموار تواب΄ C و B ،Aj که

و q(t) ∈ Rn است. نامنفرد t هر برای C(t)B(t) و هستند n ≥ ٢ برای C(t) ∈ R١×n و B(t) ∈ Rn×١

م�ͳدانیم هستند. ناهمΎن عبارات r(t) ∈ R

CB(t) =

n∑
i=١

(cibi)(t) ̸= ٠, ∀t ∈ [٠, tf ],

م�ͳنویسیم زیر به�صورت را (٢.١) معادله و کرده استفاده CB بودن نامنفرد از بنابراین

(CB)−١X(m) − (CB)−١
m∑
j=١

AjX
(j−١) − (CB)−١By − (CB)−١q = ٠.

داریم: C کردن ضرب با

(CB)−١CX(m) − (CB)−١C
m∑
j=١

AjX
(j−١) − (CB)−١CBy − (CB)−١Cq = ٠.

: بنویسیم م�ͳتوانیم بنابراین

(B)−١X(m) − (B)−١
m∑
j=١

AjX
(j−١) − y − (B)−١q = ٠.

م�ͳکنیم جایΎذاری (٢.١) معادله در را y حال

X(m) =

m∑
j=١

AjX
(j−١) +B(CB)−١C[X(m) −

m∑
j=١

AjX
(j−١) − q] + q,

CX + r = ٠.

پس

X(m) −
m∑
j=١

AjX
(j−١) −B(CB)−١C[X(m) −

m∑
j=١

AjX
(j−١) − q]− q = ٠,
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بنویسیم: م�ͳتوانیم پس

[X(m) −
m∑
j=١

AjX
(j−١) − q][I −B(CB)−١C] = ٠,

بنابراین

[I −B(CB)−١C][X(m) −
m∑
j=١

AjX
(j−١) − q] = ٠, (٣.١)

CX + r = ٠.

ش΋ل تغییر ١ اندیس با مجهول n و معادله n با ͳاهΎدست به (٣.١) دستΎاه زیر قضیه از استفاده با حال

داد. خواهد

معادلات هم�ارز n = ٢ و m + ١ اندیس با (٢.١) جبری ـ دیفرانسیل معادلات دستΎاه .٢.٣.١ قضیه

است زیر m اندیس جبری ـ دیفرانسیل

EmXm + Em−١X
m−١ + · · ·+ E١X

′
+ E٠X = q̂, (۴.١)

به�طوری�که

E٠ =

[
b١a

(١)
٢١ − b٢a

(١)
١١ b١a

(١)
٢٢ − b٢a

(١)
١٢

c١ c٢

]
, E١ =

[
b٢a

(٢)
١١ − b١a

(٢)
٢١ b١a

(٢)
٢٢ − b٢a

(٢)
١٢

٠ ٠

]
, · · ·

Em−١ =

[
b٢a

(m)
١١ − b١a

(m)
٢١ b١a

(m)
٢٢ − b٢a

(m)
١٢

٠ ٠

]
, Em =

[
b٢ −b١
٠ ٠

]
,

q̂ =

[
b٢q١ − b١q٢

−r

]
, y = B(CB)−١C[X(m) −

m∑
j=١

AjX
(j−١) − q],

و

Aj =

[
a
(j)
١١ a

(j)
١٢

a
(j)
٢١ a

(j)
٢٢

]
, j = ١, ٢, . . . ,m.

است. آمده [۵] مرج΄ در قضیه این اثبات برهان.

Έی به m اندیس با رتبه�کامل دستΎاه به (٣.١) فرا�معین دستΎاه ش΋ل تغییر برای ،n > ٢ مورد در

م�ͳکنیم تعریف زیر به�صورت Mn×n ماتریس داریم. نیاز (٢.١) مسئله در دیΎر شرط

M =

n∑
i=٠

cibi(I −B(CB)−١C), (۵.١)

s ≤ n آن در که م�ͳشود مشخص M [l, s] و M [l] به�صورت M ماتریس از عنصر ,l)امین s) و سطر lامین و

. ١ ≤ l و
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اگر بΎیرید، نظر در را n > ٢ برای (٢.١) مسئله .٣.٣.١ قضیه

∃k; ١ ≤ k ≤ n, ck(t) ̸= ٠, ∀t ∈ [٠, tf ], (۶.١)

است. وابسته سطرها به�دیΎر I −B(CB)−١C ماتریس سطر kامین آنΎاه

است. آمده [٢] مرج΄ در قضیه این اثبات برهان.

م�ͳتواند (٣.١) فرامعین دستΎاه �صورت �این در آید بدست M سطر kامین کردن حذف با M اگر حال

شود زیرتبدیل مجهول n و معادله n با جبری ـ دیفرانسیل معادلات دستΎاه به

M [X(m) −
m∑
j=١

AjX
(j−١) − q] = ٠, (٧.١)

CX + r = ٠.

دارد. Έی اندیس و است رتبه�کامل دستΎاه دهیم نشان باید

آنΎاه باشد، آمده بدست (۶.١) از k و F =

[
M
c

]
اگر .۴.٣.١ قضیه

|detF (t)| = |ck(t)||
n∑

i=١
(cibi)(t)|(n−١), ∀t ∈ [٠, tf ].

است. آمده [٢] مرج΄ در قضیه این اثبات برهان.

جبری، ـ دیفرانسیل معادلات دستΎاه به م�ͳتوانند (٣.١) دستΎاه و (٣.٣.١) و (٢.٣.١) قضیه حال

دهند ش΋ل تغییر زیر مجهول n و معادله n با

M [X(m) −
m∑
j=١

AjX
(j−١) − q] = ٠,

CX + r = ٠,

]که
M
٠

]
X(m) +

[
−MAm

٠

]
X(m−١) + · · ·+

[
−MA١

c

]
X =

[
Mq
−r

]
,

یا

EmX(m) + Em−١X
(m−١) + · · ·+ E١X

′
+ E٠X = q̂. (٨.١)

م�ͳکند. تبدیل Έی اندیس به را m اندیس زیر قضیه
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است زیر ١ اندیس مسئله هم�ارز m اندیس با (٨.١) دستΎاه .۵.٣.١ قضیه

FmX(m) + Fm−١X
(m−١) + · · ·+ F١X

′
+ F٠X = q̂(m−١).

که

Fm =

[
M
٠

]
, Fi =

 −MAi+١(
m− ١

m− ١− i

)
c(m−١−i)(t)

 , i = m− ١, · · · , ١, ٠.

جمله�ای دو ضرابب
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! k = ٠, ١, · · · , n و هستند kام مرتبه مشتق�های q̂k(t) و ck(t) که

هستند. نیوتن

است. آمده [۵] مرج΄ در قضیه این اثبات برهان.

دستΎاه هم�ارز n = ٢ با (٢.١) اندیس (m + ١) جبری ـ دیفرانسیل معادلات دستΎاه .۶.٣.١ نتیجه

است زیر ١ اندیس جبری ـ دیفرانسیل ]معادلات
b٢ −b١
٠ ٠

]
X(m) +

b٢a(m)
١١ − b١a

(m)
٢١ b١a

(m)
٢٢ − b٢a

(m)
١٢(

m− ١
٠

)
c١(t)

(
m− ١

٠

)
c٢(t)

X(m−١) + · · ·

+

 b٢a
(١)
١١ − b١a

(١)
٢١ b١a

(١)
٢٢ − b٢a

(١)
١٢(

m− ١
m− ١

)
c
(m−١)
١ (t)

(
m− ١
m− ١

)
c
(m−١)
٢ (t)

X = q̂(t)(m−١).

م�ͳکنیم. بیان زیر به�صورت k = ١ و n = ٢ با ٢ اندیس مسئله برای را (٢.٣.١) قضیه ͳسادگ برای

کنید. ملاحظه n = ٢ با را (٢.١) مسئله ٢ اندیس جبری ـ دیفرانسیل معادلات دستΎاه .٧.٣.١ قضیه

زیر ١ اندیس جبری ـ دیفرانسیل معادلات دستΎاه هم�ارز ،٢ اندیس جبری ـ دیفرانسیل معادلات دستΎاه

است

E١X
′
+ E٠X = q̂, (٩.١)

که

E٠ =

[
b١a٢١ − b٢a١١ b١a٢٢ − b٢a٢١

c١ c٢

]
, E١ =

[
b٢ −b١
٠ ٠

]
, q̂ =

[
b٢q١ − b١q٢

−r

]
,

Y = (CB)−١C[X
′ −AX − q]. (١٠.١)

است. آمده [٢] مرج΄ در قضیه این اثبات برهان.

م�ͳگیریم. نظر در زیر به�صورت را (۵.٣.١) قضیه هم�چنین و
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دستΎاه هم�ارز مسئله این بΎیرید. نظر در را k = ٢ و n = ٣ ،٢ اندیس با (٢.١) دستΎاه .٨.٣.١ قضیه

است زیر به�صورت ١ اندیس جبری ـ دیفرانسیل ]معادلات
M
٠

]
X

′
+

[
−MA
C

]
X =

[
Mq
−r

]
, (١١.١)

که

M =
[
b٢١b٣٢ − b٢٢b٣١ b١٢b٣١ − b١١b٣٢ b١١b٢٢ − b١٢b٢١

]
٣×١ ,

و

Y = (CB)−١C[X
′ −AX − q].

است. آمده [٢] مرج΄ در قضیه این اثبات برهان.

مثال�ها ۴.١

بΎیرید. نظر در را زیر دستΎاه .١.۴.١ مثال
x

′′
١ = −vx

′
١ + (v − ١

٢−t)x١ + (٢− t)vy + q١(t), ٠ ≤ t ≤ ١,
x

′′
٢ = x

′
٢ +

v
٢−tx

′
١ +

v−١
٢−t x١ − x٢ + (v − ١)y + q٢(t),

٠ = (t+ ٢)x١ + (t٢ − ۴)x٢ + r(t),

و

q(t) =

[
( t−٣+vt−٢v

t−٢ )et

( t−٢+v
t−٢ )et

]
, r(t) = −(t٢ + t− ٢)et,

v = ١٠٠ و y = −et

t−٢ و x٢ = et ،x١ = et ͳواقع جواب�های و x(٠)١ = x(٠)٢ = ١ اولیه مقادیر که

م�ͳباشند.

پس م�ͳکنیم. تبدیل اندیس١ با ͳاهΎدست به را آن (۶.٣.١) نتیجه از استفاده با حال دارد. اندیس٣ مسئله

داریم:

E٢X
′′
+ E١X

′
+ E٠X = q̂

′
,

که

E٢ =

[
b٢ −b١
٠ ٠

]
, E١ =

b٢a(٢)١١ − b١a
(٢)
٢١ b١a

(٢)
٢٢ − b٢a

(٢)
١٢(

١
٠

)
c١(t)

(
١
٠

)
c٢(t)

 ,

و

E٠ =

b٢a(١)١١ − b١a
(١)
٢١ b١a

(١)
٢٢ − b٢a

(١)
١٢(

١
١

)
c
′
١(t)

(
١
١

)
c
′
٢(t)

 , q̂ =

[
b٢q١ − b١q٢

−r

]
,

که م�ͳیابیم در مسئله صورت به توجه با

A١ =

[
v − ١

٢−t ٠
v−١
٢−t −١

]
, A٢ =

[
−v ٠
v

٢−t ١

]
, B =

[
(٢− t)v
v − ١

]
,
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و

CT =

[
t+ ٢
t٢ − ۴

]
.

داریم: بالا روابط در جایΎذاری با ]حال
v − ١ v(t− ٢)
٠ ٠

] [
x

′′
١

x
′′
٢

]
+

[
v − ٢v٢ (٢− t)v
t+ ٢ t٢ − ۴

] [
x

′
١

x
′
٢

]
+

[١−v
٢−t (t− ٢)v
١ ٢t

] [
x١
x٢

]
=

[
(٢− t) t−٢+v

t−٢ − (v − ١) t−٣+vt−٢v
t−٢

٢t+ ١

]
.

بΎیرید. نظر در را زیر دستΎاه .٢.۴.١ مثال
x

′′
١ = x١ − x٢ − cos(t), ٠ ≤ t ≤ ١,

x
′′
٢ = x٢ + y − sin(t),

٠ = x١ + x٢ − et − et sin(t),

y = et cos(t) و x٢ = sin(t) ،x١ = cos(t) ͳواقع جواب�های و x(٠)٢ = ٠ ،x(٠)١ = ١ اولیه مقادیر که

م�ͳباشند.

پس م�ͳکنیم. تبدیل اندیس١ با ͳاهΎدست به را آن (٧.٣.١) قضیه از استفاده با حال دارد. اندیس٢ مسئله

داریم:

E١X
′
+ E٠X = q̂,

که

E١ =

[
b٢ −b١
٠ ٠

]
, E٠ =

[
b١a٢١ − b٢a١١ b١a٢٢ − b٢a٢١

c١ c٢

]
,

و

q̂ =

[
b٢q١ − b١q٢

−r

]
,

که م�ͳیابیم در مسئله صورت به توجه با

A =

[
١ −١
٠ ١

]
, B =

[
٠
١

]
, CT =

[
١
١

]
,

و

q(t) =

[
− cos(t)
− sin(t)

]
, r(t) = −(et + et sin(t)),

داریم: بالا روابط در جایΎذاری با ]حال
١ ٠
٠ ٠

] [
x

′
١

x
′
٢

]
+

[
−١ ١
١ ١

] [
x١
x٢

]
=

[
− cos(t)

et + et sin(t)

]
.



فصل٢

ͳوردش روشت΋رار

مقدمه ١.٢

ͳنیمه�تحلیل روش Έی که ͳوردش ت΋رار روش به�نام ت΋راری روش Έی ΀توضی و ͳمعرف به فصل این در

است. همΎرا مسئله دقیق جواب سری به که م�ͳکند ایجاد تواب΄ از دنباله Έی روش این م�ͳپردازیم. است،

ابتدا بنابراین م�ͳکنیم. استفاده جبری ـ دیفرانسیل معادلات ͳتحلیل جواب یافتن برای روش این از ادامه در

ͳوردش ت΋رار روش با را آمده بدست دستΎاه و کرده استفاده قبل فصل در شده ارائه اندیس کاهش روش از

م�ͳکنیم. حل

ͳوردش روشت΋رار ͳمبان ٢.٢

ͳخط غیر و ͳخط مسئله�های از ͳوسیع دسته حل برای بالا دقت با و ͳبه�آسان م�ͳتواند ͳوردش ت΋رار روش

Έی روش این شود. تعیین دقیق جواب به بالا، ͳرایΎهم سرعت با و ͳتقریب به�طور آنها جواب� و رود به�کار

ͳعموم ͳخط غیر دستΎاه روش این در م�ͳباشد. ١ ͳات΋این توسط شده پشنهاد لاگرانژ روشضریب از اصلاح

L[u(t)] +N [u(t)] = g(t), (١.٢)

اصلاح�گر تاب΄ است. پیوسته تاب΄ Έی g(t) و ͳخط غیر عملΎر N و ͳخط عملΎر L که م�ͳگیریم نظر در را

un+١(t) = un(t) +

∫ t

٠
λ {Lun(s) +Nũn(s)− g(s)}ds, (٢.٢)

دیΎر به�عبارت است، محدود متغییر ũn و جواب تقریب nامین ،un لاگرانژ، ضریب λ که م�ͳشود ͳمعرف

اصلاح�گر تاب΄ که شود انتخاب طوری باید λ لاگرانژ ضریب ابتدا جواب یافتن برای روش این در .δũn = ٠

١Inokuti

١٠



١١ ͳوردش ت΋رار روش ͳمبان .٢.٢

لاگرانژ ضریب و u٠ شده انتخاب اولیه تاب΄ هر از استفاده با پس .δun+١(un(t), t) = ٠ ͳیعن باشد. پایا

آمده بدست دنباله این از حدگیری با حال م�ͳآید. بدست n ≥ ٠ برای un ͳمتوال تقریب�های ،λ شده محاسبه

ت΋رار گام Έی با تنها م�ͳتواند دقیق جواب ،ͳخط مسئله برای م�ͳآید. بدست u جواب ،limn→∞ un ͳیعن

بΎیرید نظر در را زیر معادله مثال برای م�ͳشود. مشخص دقیق به�طور لاگرانژ ضریب چون شود، حاصل

u
′′
+ ω٢u(t) = F (u, u

′
, u

′′
),

م�ͳشود نوشته زیر به�صورت آن اصلاح�گر تاب΄

un+١(t) = un(t) +

∫ t

٠
λ
{
u

′′
n(s) + ω٢un(s)− F̃ (u, u

′
, u

′′
)
}
ds.

پس δun(٠) = ٠ که کنید توجه

δun+١(t) = δun(t) + δ

∫ t

٠
λ(s)

{
u

′′
n(s) + ω٢un(s)− F̃ (s)

}
ds

= δun(t) + λ(s)δu
′
n(s)|s=t −

∂λ

∂s
δun(s)|s=t +

∫ t

٠

{
∂٢λ

∂s٢
+ ω٢λ(s)

}
δun(s)ds

= (١− ∂λ

∂s
)δun(s)|s=t + λ(s)δu

′
n(s)|s=t +

∫ t

٠

{
∂٢λ

∂s٢
+ ω٢λ(s)

}
δun(s)ds = ٠.

داریم: پایداری شرط از استفاده با
∂٢λ
∂s٢

+ ω٢λ(t, s) = ٠,
١− ∂λ(t,s)

∂s |s=t = ٠,
λ(t, s)|s=t = ٠,

م�ͳآوریم بدست را زیر ت΋راری فرمول نتیجه در است. λ = ١
ω sinω(s− t) لاگرانژ ضریب

un+١(t) = un(t) +

∫ t

٠

١
ω
sinω(s− t)

{
u

′′
n(s) + ω٢un(s)− F̃ (u, u

′
, u

′′
)
}
ds.

است زیر به�صورت اولیه تقریب c٢ و c١ مناسب ثابت�های با u٠(t) = c١ cosωt+ c٢ sinωt فرض با

u١(t) = c١ cosωt+ c٢ sinωt−
١
ω

∫
f(s) sinω(s− t)ds,

م�ͳباشد. مسئله ͳعموم حل که

جواب به ͳتقریب جواب ͳرایΎهم شود، انتخاب بالاتری دقت با لاگرانژ ضریب هرچه که داریم توجه

آن اصلاح�گر تاب΄ بΎیرید، نظر در را u
′′
(t) + ωu(t) ͳخط سیستم مثال برای م��ͳدهد. رخ سری΄�تر ͳواقع

است زیر به�صورت

un+١(t) = un(t) +

∫ t

٠
λ
{
u

′′
n(s) + ωũn(s)

}
ds.

بدست λ = s − t و برده به�کار بالا اصلاح�گر تاب΄ برای را پایداری شرط است. محدود متغییر ũn اینجا

م�ͳآید بدست زیر ت΋راری فرمول بنابراین م�ͳآوریم،

un+١(t) = un(t) +

∫ t

٠
(s− t)

{
u

′′
n(s) + ωũn(s)

}
ds.



١٢ ͳوردش ت΋رار روش .٢

ͳتقریب جواب�های باشد، u′
(٠) = ٠ و u(٠) = ١ اولیه شرط مثال برای اگر

u١ = ١− ١
٢!
ω٢t٢,

u٢ = ١− ١
٢!
ω٢t٢ +

١
۴!
ω۴t۴ + · · · ,

...

un(t) = ١− ١
٢!
ω٢t٢ + · · ·+ (−١)n

١
٢n!

,

م�ͳآید. بدست

این و است آهسته cosωt ͳواقع جواب به ͳتقریب جواب ͳرایΎهم که م�ͳشود ملاحظه بالا حل روند از

م�ͳافتد. اتفاق سری΄�تر ͳرایΎهم شود انتخاب بیشتری دقت با λ اگر م�ͳباشد، λ تعییین خاطر به

متغییر مش΋ل این کردن برطرف برای است، مش΋ل لاگرانژ ضریب کردن پیدا ͳغیرخط معادلات برای

م�ͳبریم. به�کار ͳغیرخط جمله در را محدود

جبری ـ دیفرانسیل معادلات حل در ͳوردش روشت΋رار از استفاده ٣.٢

(٧.٣.١) قضیه به توجه با ـ�جبری دیفرانسیل معادلات حل در ͳوردش روش از استفاده ͳΎونΎچ بیان برای

بΎیرید. نظر در را زیر ١ اندیس ـ�جبری دیفرانسیل معادلات دستΎاه
c١x١ + c٢x٢ = −r t ∈ [t٠, tf ],

b٢x
′
١ − b١x

′
٢ + d١x١ + d٢x٢ = b٢q١ − b١q٢

, (٣.٢)

داریم: C(t)B(t) بودن نامنفرد شرط به توجه با .d٢ = b١a٢٢ − b٢a١٢ و d١ = b١a٢١ − b٢a١١ که

CB(t) = (c١b١ + c٢b٢)(t) ̸= ٠, t ∈ [t٠, tf ].

شود نوشته زیر به�صورت م�ͳتواند (٣.٢) معادلات پس .t٠ ≤ t ≤ tf برای c١(t)b١(t) ̸= ٠ کنید فرض

x١ = −c٢
c١
x٢ −

r

c١
, (۴.٢)

x
′
٢ =

b٢
b١
x

′
١ +

d١
b١

x١ +
d٢
b١

x٢ +
b١q٢ − b٢q١

b١
. (۵.٢)

ͳیعن م�ͳکنیم. تبدیل x١ به نسبت ت΋راری فرمول Έی به را (۴.٢) معادله بالا دستΎاه کردن حل برای حال

xn+١
١ (t) = −c٢

c١
xn٢ (t)−

r

c١
, (۶.٢)

م�ͳسازیم، (۵.٢) دیفرانسیل معادلات برای x٢ به نسبت اصلاح�گر تاب΄ Έی (٢.٢) فرمول از استفاده با و

داریم: بنابراین

xn+١
٢ (t) = xn٢ (t) +

∫ t

٠
λ(s)

[
x
(n)′

٢ (s)− b٢
b١
x̃
(n)′

١ (s)− d١
b١

x̃
(n)
١ (s)− d٢

b١
x
(n)
٢ (s)− b١q٢ − b٢q١

b١

]
ds,

(٧.٢)



١٣ مثال�ها .۴.٢

شدن ساده�تر برای باشد t از ͳضریب b٢
b١
اگر داریم توجه .δx̃(n)١ = ٠ ͳیعن است، محدود متغییر x̃

(n)
١ که

به�کار (٧.٢) برای را شده بیان� ͳوردش ت΋رار روش پس م�ͳگیریم. نظر در محدود متغییر را x٢ محاسبات

م�ͳبریم

δx
(n+١)
٢ (t) =δxn٢ (t) + δ

∫ t

٠
λ(s)

[
x
(n)′

٢ (s)− b٢
b١
x̃
(n)′

١ (s)− d١
b١

x̃
(n)
١ (s)− d٢

b١
x
(n)
٢ (s)− b١q٢ − b٢q١

b١

]
ds,

(٨.٢)

یا

δxn+١
٢ (t) = δxn٢ (t) + λ(s)δx

(n)
٢ (s)−

∫ t

٠

(
λ

′
(s) +

b٢
b١
λ(s)

)
x
(n)
٢ (s)ds. (٩.٢)

م�ͳآوریم بدست را زیر شرط دو و م�ͳکنیم استفاده x٢ ͳایستای فرض }از
١+ λ(s)|s=t = ٠,
λ

′
(s) + b٢

b١
λ(s) = ٠,

(١٠.٢)

م�ͳدهیم. قرار (٧.٢) معادله در را آمده بدست λپس م�ͳآید. بدست λ ،(١٠.٢) معادلات کردن حل با پس

بدست x(١)٢ , x
(٢)
٢ , · · · و x(١)١ , x

(٢)
١ , · · · ͳمتوال تقریب�های (۶.٢) معادله و �آمده بدست معادله کردن حل از

م�ͳشود حاصل x٢ و x١ دقیق جواب�های تیلور سری بسط ب�ͳنهایت به n دادن میل با که م�ͳآید

lim
n→∞

x
(n)
١ = x١, lim

n→∞
x
(n)
٢ = x٢.

استفاده x(n+١)
٢ محاسبه برای x(n)١ به�جای x(n+١)

١ از م�ͳتوان ͳرایΎهم سرعت افزایش برای که داریم توجه

کرد.

مثال�ها ۴.٢

سهولت برای زیر مثال�های در است. شده� ارائه ͳمثال�های مذکور روش ͳکارآی دادن نشان برای بخش این در

است شده استفاده زیر به�صورت g(t) تیلور سری بسط از محاسبات، در

g(t) ≈
v∑

i=٠
gi(t),

است. شده نوشته میپل٢١۴ نرم�افزار با برنامه�ها است. دلخواه ͳطبیع عدد Έی v که

بΎیرید نظر در را زیر ٢ اندیس با جبری ـ دیفرانسیل معادله .١.۴.٢ }مثال
X

′
= AX +By + q, ٠ ≤ t ≤ ١,

٠ = CX + r,
(١١.٢)

آن در که

A =

[
−١ ١
٠ ٠

]
, B =

[
٠
١

]
, CT =

[
١
١

]
, q =

[
٢et − sin(t)

٠

]
,

٢Maple



١۴ ͳوردش ت΋رار روش .٢

و

r(t) = −(et + sin(t)),

و x٢(t) = sin(t) و x١(t) = et دقیق جواب�های و x
(٠)
٢ (t) = ٠ و x

(٠)
١ (t) = ٠ مسئله اولیه شرایط

هستند. y(t) = cos(t)

اندیس جبری ـ دیفرانسیل معادله به ٢ اندیس جبری ـ دیفرانسیل معادله ،(٧.٣.١) قضیه از استفاده با

م�ͳدهد ش΋ل تغییر زیر ١{
x

′
١ + x١ − x٢ − ٢et + sin(t) = ٠,

x٢ = et + sin(t)− x١.

اصلاح�گر تاب΄ سپس و م�ͳدهیم ش΋ل تغییر x٢ به نسبت ت΋راری یΈفرمول به را بالا رابطه جبری معادله ابتدا

م�ͳشود تبدیل زیر به�صورت بالا دیفرانسیل معادله بنابراین م�ͳسازیم، x١ برای (٢.٢) از استفاده با مناسب

x
(n+١)
١ (t) = x

(n)
١ (t) +

∫ t

٠
λ(s)

{
x

′(n)
١ (s) + x

(n)
١ (s)− x̃

(n)
٢ (s)− ٢es + sin(s)

}
ds, (١٢.٢)

کنیم پیدا را λ مقدار م�ͳخواهیم اکنون .δx̃(n)٢ = ٠ ͳیعن است. محدود متغییر x̃(n)٢ که

δx
(n+١)
١ (t) = δx

(n)
١ (t) + δ

∫ t

٠
λ(s)

{
x

′(n)
١ (s) + x

(n)
١ (s)− x̃

(n)
٢ (s)− ٢es + sin(s)

}
ds.

بنابراین

δx
(n+١)
١ (t) = δx

(n)
١ (t) + λ(s)δx

(n)
١ (s)|s=t +

∫ t

٠
(−λ

′
(s) + λ(s))δx

(n)
١ (s)ds,

داریم: δx(n+١)
١ (t) = ٠ پایداری شرط کردن اعمال }با

١+ λ(s)|s=t = ٠,
−λ

′
(s) + λ(s) = ٠,

است زیر به�صورت لاگرانژ ضریب بهینه مقدار پس

λ(s) = −et−s.

داریم: (١٢.٢) اصلاح�گر تاب΄ در مقدار این دادن قرار با

x
(n+١)
١ (t) = x

(n)
١ (t)−

∫ t

٠

(
x

′(n)
١ (s) + x

(n)
١ (s)− x̃

(n)
٢ (s)− ٢es + sin(s)

)
ds.

داریم: را زیر ت΋راری فرمول�های }بنابراین
x
(n+١)
٢ (t) = −x

(n)
١ (t) + et + sin(t),

x
(n+١)
١ (t) = x

(n)
١ (t)−

∫ t
٠ e

t−s
(
x

′(n)
١ (s) + x

(n)
١ (s)− x̃

(n)
٢ (s)− ٢es + sin(s)

)
ds,

(١٣.٢)



١۵ مثال�ها .۴.٢

م�ͳآوریم: بدست (١٣.٢) معادلات از م�ͳدهیم. بسط v = ١٠ و t = ٠ در تیلور سری با را sin(t) و et }تواب΄
x١١ = ١+ t+ ١

٢ t
٢ + ١

٣ t
٣ + ١

٨ t
۴ + ١

۶٠ t
۵ + ١

٧٢٠ t
۶ + ١

٢۵٢٠ t
٧ + · · · ,

x١٢ = ٢t+ ١
٢ t

٢ + ١
٢۴ t

۴ + ١
۶٠ t

۵ + ١
٧٢٠ t

۶ + ١
۴٠٣٢٠ t

٨ + · · · ,{
x٢١ = ١+ t+ t٢ + ١

٣ t
٣ − ١

٢۴ t
۴ + ١

٧٢٠ t
۶ + ١

٢۵٢٠ t
٧ + ١

۴٠٣٢٠ t
٨ + · · · ,

x٢٢ = t− ١
٣ t

٣ − ١
١٢ t

۴ − ١
٢۵٢٠ t

٧ − ١
٢٠١۶٠ t

٨ − ١
٣۶٢٨٨٠٠ t

١٠,

...{
x١٠١ = ١+ t+ ١

٢ t
٢ + ١

۶ t
٣ + ١

٢۴ t
۴ + ١

١٢٠ t
۵ + ١

٣۶٠ t
۶ − ١

۶٣٠ t
٧ + · · · ,

x١٠٢ = t− ١
۶ t

٣ + ١
١٢٠ t

۵ − ١
١٨٠ t

۶ + ١
١٢۶٠ t

٧ + ١
۵٠۴٠ t

٨ + · · · ,

دقیق جواب تیلور بسط آمده، بدست سری م�ͳکند، میل ب�ͳنهایت به n ͳوقت روش این دادن ادامه با

حال .y(t) = cos(t) م�ͳآوریم بدست (١٠.١) فرمول از هم�چنین است. x١(t) = et و x٢(t) = sin(t)

داریم: کنیم استفاده x(n+١)
٢ (t) از x(n)٢ (t) به�جای x(n+١)

١ (t) ت΋راری فرمول در }اگر
x١١ = ١+ t+ ٣

٢ t
٢ + ١

٢ t
٣ + ١

٨ t
۴ + ١

۴٠ t
۵ + ١

٢۴٠ t
۶ + ١

١۶٨٠ t
٧ + · · · ,

x١٢ = ٢t+ ١
٢ t

٢ + ١
٢۴ t

۴ + ١
۶٠ t

۵ + ١
٧٢٠ t

۶ + ١
۴٠٣٢٠ t

٨ + · · · ,{
x٢١ = ١+ t+ ١

٢ t
٢ − ١

٢ t
٣ − ١

٨ t
۴ − ١

۴٠ t
۵ − ١

٢۴٠ t
۶ − ١

١۶٨٠ t
٧ + · · · ,

x٢٢ = t− t٢ − ١
٢ t

٣ − ١
١٢ t

۴ − ١
١٢٠ t

۵ − ١
٣۶٠ t

۶ − ١
١۶٨٠ t

٧ + · · · ,

...{
x١٠١ = ١+ t+ ١

٢ t
٢ + ١

۶ t
٣ + ١

٢۴ t
۴ + ١

١٢٠ t
۵ + ١

٧٢٠ t
۶ + ١

۵٠۴٠ t
٧ + · · · ,

x١٠٢ = t− ١
۶ t

٣ + ١
١٢٠ t

۵ − ١
۵٠۴٠ t

٧ + · · · ,

و v = ١٠ افزایش با داریم توجه هم�چنین م�ͳشود. بیشتر ͳرایΎهم سرعت کردیم مشاهده که همان�طور

،(١.٢) نمودارهای در عمل این نتای; م�ͳشود. بیشتر ͳرایΎهم سرعت n = ٢٠ و v = ٢٠ به n = ١٠

است. مشخص زیر (۴.٢) و (٢.٢) ،(٣.٢)

بΎیرید. نظر در را زیر ٢ اندیس مسئله .٢.۴.٢ }مثال
X

′
= AX +By + q, ٠ ≤ t ≤ ١,

٠ = CX + r,
(١۴.٢)

آن در که

A =

[
١ ١
٠ t

]
, B =

[
٠
t

]
, CT =

[
١
١

]
, q =

[
− cos(t)− et

−cos(t) + et

]
,

و

r(t) = −(cos(t)− sin(t) + et),



١۶ ͳوردش ت΋رار روش .٢

(١.۴.٢) مثال برای n = ١٠ و v = ١٠ با x١ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :١.٢ ش΋ل

(١.۴.٢) مثال برای n = ٢٠ و v = ٢٠ با x١ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :٢.٢ ش΋ل



١٧ مثال�ها .۴.٢

(١.۴.٢) مثال برای n = ١٠ و v = ١٠ با x٢ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :٣.٢ ش΋ل

(١.۴.٢) مثال برای n = ٢٠ و v = ٢٠ با x٢ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :۴.٢ ش΋ل



١٨ ͳوردش ت΋رار روش .٢

و x٢(t) = − sin(t) + et و x١(t) = cos(t) دقیق جواب�های و x(٠)٢ = ١ و x(٠)١ = ١ اولیه مقادیر و

هستند. y(t) = sin(t)− et

زیر به�صورت ١ اندیس جبری ـ دیفرانسیل معادلات به (١۴.٢) مسئله (٧.٣.١) قضیه از بااستفاده

م�ͳشود }تبدیل
x

′
١ − x١ − x٢ + cos(t) + et,

x١ + x٢ = cos(t)− sin(t) + et.

را بالا جبری معادله کنیم، حل را مسئله این این΋ه برای .x(٠)٢ = ١ و x(٠)١ = ١ اولیه شرایط همان با

دیفرانسیل معادله برای اصلاح�گر تاب΄ شده ذکر روش از استفاده با و م�ͳنویسیم x٢ به نسبت ت΋راری به�صورت

داریم: پس م�ͳنویسیم. x١ به نسبت }بالا
x
(n+١)
٢ (t) = cos(t)− sin(t) + et − x

(n)
١ (t),

x
(n+١)
١ (t) = x

(n)
١ (t) +

∫ t
٠ λ(s)

{
x

′(n)
١ (s)− x

(n)
١ (s)− x̃

(n)
٢ (s) + cos(s) + es

}
ds,

(١۵.٢)

داریم: ،δx(n+١)
١ (t) = ٠ پایداری شرط اعمال با .δx(n)٢ = ٠ ͳیعن است. محدود متغییر x̃(n)٢ که

δx
(n+١)
١ (t) = δx

(n)
١ (t) + δ

∫ t

٠
λ(s)

{
x

′(n)
١ (s)− x

(n)
١ (s)− x̃

(n)
٢ (s) + cos(s) + es

}
ds.

بنابراین

δx
(n+١)
١ (t) = δx

(n)
١ (t) + λ(s)δx

(n)
١ (t)|s=t +

∫ t

٠

(
−λ

′
(s)− λ(s)

)
δx

(n)
١ (s)ds,

م�ͳآید بدست زیر معادلات }پس
١− λ(s)|s=t = ٠,
−λ

′
(s)− λ(s) = ٠.

م�ͳشود تعیین زیر به�صورت لاگرانژ ضرب�گر آمده بدست دستΎاه حل با

λ = −et−s.

داریم: (١۵.٢) در λ جایΎذاری }با
x
(n+١)
٢ (t) = cos(t)− sin(t) + et − x

(n)
١ (t),

x
(n+١)
١ (t) = x

(n)
١ (t)−

∫ t
٠ e

t−s
{
x

′(n)
١ (s)− x

(n)
١ (s)− x̃

(n)
٢ (s) + cos(s) + es

}
ds,

تواب΄ تیلور سری از استفاده و x(٠)٢ = x(٠)٢ = ١ و x(٠)١ = x(٠)١ = ١ اولیه مقادیر و n = ١, ٢, · · · با که

داریم: v = ٢٠ انتخاب و t = s حول −et−s تاب΄ و t = ٠ حول cos(t) + et و cos(t)− sin(t) + et{
x١١ = ١− ١

٢ t
٢ + ١

٢۴ t
۴ − ١

٧٢٠ t
۶ + ١

۴٠٣٢٠ t
٨ − ١

١٨١۴۴٠ t
٩ + · · · ,

x١٢ = ١+ ١
٣ t

٣ + ١
٢۴ t

۴ + ١
٢۵٢٠ t

٧ + ١
٢٠١۶٠ t

٨ + · · · ,{
x٢١ = ١− ١

٢ t
٢ − ١

۶ t
٣ + ١

٢۴ t
۴ − ١

١٢٠ t
۵ − ١

٢۴٠ t
۶ − ١

۵٠۴٠ t
٧ + ١

۴٠٣٢٠ t
٨ + · · · ,

x٢٢ = ١+ ١
٢ t

٢ + ١
٣ t

٣ + ١
٨ t

۴ + ١
۶٠ t

۵ + ١
٧٢٠ t

۶ + ١
٢۵٢٠ t

٧ + ١
١٣۴۴٠ t

٨ + · · · ,



١٩ مثال�ها .۴.٢

...{
x٢١١ = ١− ١

٢ t
٢ + ١

٢۴ t
۴ − ١

٧٢٠ t
۶ + ١

۴٠٣٢٠ t
٨ − ١

٣۶٢٨٨٠٠ t
١٠ + · · · ,

x٢١٢ = ١+ ١
٢ t

٢ + ١
٣ t

٣ + ١
٢۴ t

۴ + ١
٧٢٠ t

۶ + ١
٢۵٢٠ t

٧ + ١
۴٠٣٢٠ t

٨ + ١
٣۶٢٨٨٠ t

١٠ + · · · ,

و x١(t) = cos(t) دقیق جواب تیلور بسط حاصل سری دهیم، افزایش را n ͳوقت روش این ادامه با که

م�ͳآوریم. بدست را y(t) = sin(t)− et ،(١٠.١) فرمول از همچنین م�ͳباشد. را x٢(t) = − sin(t) + et

بΎیرید نظر در را زیر ٢ اندیس مسئله .٣.۴.٢ }مثال
X

′
= AX +By + q, ٠ ≤ t ≤ ١,

٠ = CX + r,
(١۶.٢)

آن در که

A =

[
t٢ ١
١ ٠

]
, B =

[
t٢

٠

]
, CT =

[
١
١

]
, q =

[
et − sin(t)
cos(t)− et

]
,

و

r(t) = −(et + sin(t)),

دقیق جواب�های y(t) = −et و x٢(t) = sin(t) و x١(t) = et و x(٠)٢ = ٠ و x(٠)١ = ١ اولیه مقادیر و

هستند.

جبری ـ دیفرانسیل معادلات به بالا ٢ اندیس جبری ـ دیفرانسیل معادلات (٧.٣.١) قضیه از بااستفاده

م�ͳشود تبدیل زیر ١ }اندیس
x١ + x٢ = et + sin(t),

x
′
٢ − x١ − (cos(t) + et) = ٠,

را بالا جبری معادله کنیم، حل را مسئله این این΋ه برای .x(٠)٢ = ١ و x(٠)١ = ١ اولیه شرایط همان با

دیفرانسیل معادله برای اصلاح�گر تاب΄ مذکور روش از استفاده با و م�ͳنویسیم x١ به نسبت ت΋راری به�صورت

داریم: پس م�ͳنویسیم. x٢ به نسبت }بالا
x
(n+١)
١ (t) = et + sin(t)− x

(n)
٢ (t),

x
(n+١)
٢ (t) = x

(n)
٢ (t) +

∫ t
٠ λ(s)

{
x

′(n)
٢ (s)− x̃

(n)
١ (s)− (cos(s) + es)

}
ds,

(١٧.٢)

م�ͳکنیم اعمال را δx(n+١)
٢ (t) = ٠ پایداری شرط پس .δx(n)١ = ٠ ͳیعن است. محدود متغییر x̃(n)١ که

δx
(n+١)
٢ (t) = δx

(n)
٢ (t) + δ

∫ t

٠
λ(s)

{
x

′(n)
٢ (s)− x̃

(n)
١ (s)− (cos(s) + es)

}
ds.

بنابراین

δx
(n+١)
٢ (t) = δx

(n)
٢ (t) + λ(s)δx

(n)
٢ (t)|s=t +

∫ t

٠

(
−λ

′
(s)
)
δx

(n)
٢ (s)ds,

م�ͳآید بدست زیر معادلات }پس
١+ λ(s)|s=t = ٠,
−λ

′
(s) = ٠.



٢٠ ͳوردش ت΋رار روش .٢

(٢.۴.٢) مثال برای n = ١٠ و v = ١٠ با x١ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :۵.٢ ش΋ل

(٢.۴.٢) مثال برای n = ٢٠ و v = ٢٠ با x١ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :۶.٢ ش΋ل



٢١ مثال�ها .۴.٢

(٢.۴.٢) مثال برای n = ١٠ و v = ١٠ با x٢ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :٧.٢ ش΋ل

مثال(٢.۴.٢) برای n = ٢٠ و v = ٢٠ با x٢ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :٨.٢ ش΋ل



٢٢ ͳوردش ت΋رار روش .٢

م�ͳشود تعیین زیر به�صورت لاگرانژ ضریب آمده بدست دستΎاه حل با

λ = −١.

داریم: (١٧.٢) در λ جایΎذاری }با
x
(n+١)
١ (t) = et + sin(t)− x

(n)
٢ (t),

x
(n+١)
٢ (t) = x

(n)
٢ (t)−

∫ t
٠

{
x

′(n)
٢ (s)− x̃

(n)
١ (s)− (cos(s) + es)

}
ds,

تواب΄ تیلور سری از استفاده و x(٠)٢ = x(٠)٢ = ٠ و x(٠)١ = x(٠)١ = ١ اولیه مقادیر و n = ١, ٢, · · · با که

داریم: v = ٢٠ انتخاب و t = ٠ حول sin(t) + et و cos(t) + et{
x١١ = ١+ ٢t+ ١

٢ t
٢ + ١

٢۴ t
۴ + ١

۶٠ t
۵ + ١

٧٢٠ t
۶ + ١

۴٠٣٢٠ t
٨ + ١

١٨١۴۴٠ t
٩ + · · · ,

x١٢ = t− ١
٢ t

٢ − ١
٢۴ t

۴ − ١
٧٢٠ t

۶ − ١
٢۵٢٠ t

٧ − ١
۴٠٣٢٠ t

٨ + · · · ,{
x٢١ = ١+ t+ ١

٣ t
٣ + ١

١٢ t
۴ + ١

۶٠ t
۵ + ١

٣۶٠ t
۶ + ١

٢۵٢٠ t
٧ + ١

٢٠١۶٠ t
٨ + ١

١٨١۴۴٠ t
٩ + · · · ,

x٢٢ = ١+ ١
٢ t

٢ − ١
۶ t

٣ − ١
٢۴ t

۴ + ١
١٢٠ t

۵ + ١
٧٢٠ t

۶ − ١
۵٠۴٠ t

٧ − ١
۴٠٣٢٠ t

٨ + ١
٣۶٢٨٨٠ t

٩ + · · · ,

...{
x٢١١ = ١+ t+ ١

٢ t
٢ + ١

۶ t
٣ + ١

٢۴ t
۴ + ١

١٢٠ t
۵ + ١

٧٢٠ t
۶ + ١

۵٠۴٠ t
٧ + ١

۴٠٣٢٠ t
٨ + ١

٣۶٢٨٨٠ t
٩ + · · · ,

x٢١٢ = t− ١
۶ t

٣ + ١
١٢٠ t

۵ − ١
۵٠۴٠ t

٧ + ١
٣۶٢٨٨٠ t

٩ + · · · ,

و x١(t) = et دقیق جواب تیلور بسط حاصل سری دهیم، افزایش را n ͳوقت روش این ادامه با قبل مانند که

م�ͳآوریم. بدست را y(t) = −et ،(١٠.١) فرمول از همچنین و هست x٢(t) = sin(t)

مسئله .۴.۴.٢ }مثال
X

′
= AX +By + q, ٠ ≤ t ≤ ١,

٠ = CX + r,
(١٨.٢)

آن در که

A =

١ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ t

 , B =

 ١ −١
٠ t
−١ ٠

 , CT =

 ١ −١
٠ t
−١ ٠

 ,

دقیق جواب�های با که م�ͳشوند تعیین طوری r(t) و q(t) و x(٠)١ = x(٠)٢ = x(٠)٣ = ٠ با

باشند. سازگار y١(t) = y٢(t) =
١

t۴=+t۵+١ و x١(t) = x٢(t) = x٣(t) = t۴ + t۵

به م�ͳتواند بالا ٢ اندیس ـ�جبری دیفرانسیل معادلات ،M =
[
t ١ t

]
، (٨.٣.١) قضیه از استفاده با

دهد ش΋ل تغییر زیر ١ اندیس ـ�جبری دیفرانسیل معادلات
−x١ + tx٢ = g١(t),

x١ − x٣ = g٢(t),

tx
′
١ + x

′
٢ + tx

′
٣ − tx١ − x٢ − t٢x٣ = g٣(t),

(١٩.٢)

g٣(t) = و g٢(t) = ٠ ،g١(t) = t۶ − t۴ ͳوقت .x(٠)٢ = ١ و x(٠)١ = ١ اولیه شرایط همان با

و x١ به نسبت ت΋راری به�صورت را (١٩.٢) جبری معادلات حال هستند. ۴t٣ + ١٢t۴ + ٨t۵ − ٢t۶ − t٧



٢٣ مثال�ها .۴.٢

(٣.۴.٢) مثال برای n = ١٠ و v = ١٠ با x١ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :٩.٢ ش΋ل

(٣.۴.٢) مثال برای n = ٢٠ و v = ٢٠ با x١ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :١٠.٢ ش΋ل



٢۴ ͳوردش ت΋رار روش .٢

(٣.۴.٢) مثال nبرای = ١٠ و v = ١٠ با x٢ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :١١.٢ ش΋ل

(٣.۴.٢) مثال برای n = ٢٠ و v = ٢٠ با x٢ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :١٢.٢ ش΋ل



٢۵ مثال�ها .۴.٢

م�ͳنویسیم. x٢ به نسبت بالا دیفرانسیل معادله برای اصلاح�گر تاب΄ فوق روش از استفاده با و م�ͳنویسیم x٣

داریم: پس
x
(n+١)
١ (t) = tx

(n)
٢ (t)− g١(t),

x
(n+١)
٣ (t) = x

(n)
١ (t),

x
(n+١)
٢ (t)= x

(n)
٢ (t) +

∫ t
٠λ(s)

{
x

′(n)
٢ (s)− x

(n)
٢ (s) + sx̃

′(n)
١ (s) + sx̃

′(n)
٣ (s)− s٢x̃

(n)
٣ (s)− g٣(s)

}
ds,

(٢٠.٢)

δx
(n+١)
٢ (t) = ٠ پایداری شرط پس .δx̃(n)١ = δx̃

(n)
٣ = ٠ ͳیعن هستند. محدود متغییر�های x̃(n)٣ و x̃(n)١ که

م�ͳکنیم اعمال را

δx
(n+١)
٢ (t)= δx

(n)
٢ (t)+δ

∫ t

٠
λ(s)

{
x

′(n)
٢ (s)− x

(n)
٢ (s) + sx̃

′(n)
١ (s) + sx̃

′(n)
٣ (s)− s٢x̃

(n)
٣ (s)− g٣(s)

}
ds.

بنابراین

δx
(n+١)
٢ (t) = δx

(n)
٢ (t) + λ(s)δx

(n)
٢ (t)|s=t −

∫ t

٠

(
−λ

′
(s) + λ(s)

)
δx

(n)
٢ (s)ds,

داریم را زیر معادلات }بنابراین
١+ λ(s)|s=t = ٠,
−λ

′
(s) + λ(s) = ٠.

م�ͳشود تعیین زیر به�صورت لاگرانژ ضریب آمده، بدست دستΎاه حل با

λ = −et−s.

داریم: (٢٠.٢) در λ جایΎذاری با
x
(n+١)
١ (t) = tx

(n)
٢ (t)− g١(t),

x
(n+١)
٣ (t) = x

(n)
١ (t),

x
(n+١)
٢ (t) = x

(n)
٢ (t)−

∫ t
٠e

t−s
{
x

′(n)
٢ (s)− x

(n)
٢ (s) + sx̃

′(n)
١ (s) + sx̃

′(n)
٣ (s)− s٢x̃

(n)
٣ (s)− g٣(s)

}
ds,

(٢١.٢)

حول et−s تیلور سری از استفاده و = x(٠)١ = x(٠)٢ = x(٠)٣ = ٠ اولیه مقادیر و n = ١, ٢, · · · با که

داریم: v = ٢٠ انتخاب با t = s
x١١ = t۴ − t۶,

x١٢ = t۴ + ١٢
۵ t

۵ + ۴
٣ t

۶ − ٢
٧ t

٧ − ١
٨ t

٨,

x١٣ = ٠,
x٢١ = t۴ + t۵ + ٧

۵ t
۶ + ۴

٣ t
٧ − ٢

٧ t
٨ − ١

٨ t
٩,

x٢٢ = t۴ + ٩
۵ t

۵ + ١٩
١٠ t

۶ + ١۶
٢١ t

٧ − ٢
٧ t

٨ − ١
٢٧ t

٩,

x٢٣ = t۴ − t۶,

...



٢۶ ͳوردش ت΋رار روش .٢


x٢١١ = t۴ + t۵ − ٣٨٩٩۵١٩

١۶۶٣٢٠٠ t
١٢ − ٧٩٣۴٧۵

٩٩٧٩٢ t
١٣ + · · · ,

x٢١٢ = t۴ + t۵ − ١٢٨
٢٣١ t

١١ − ١۶٨٧١۵٩٧
٣٩٩١۶٨٠ t

١٢ + ١٣٣٠۵۵۵٣
۵٨۶٩٨٠٠ t

١٣ + · · · ,
x٢١٣ = t۴ + t۵ − ٩١۴٣٢٧

٣٣٢۶۴٠ t
١٢ + ١۵١٠٩

١۶٨٠٠ t
١١ − ۶٧۶٣۵١٣

٩٠٧٢٠٠ t
١٣ + · · · ,

y١(t) = ،(١٠.١) از و م�ͳآوریم بدست را x١(t) = x٢(t) = x٣(t) = t۴ + t۵ دقیق جواب�های بنابراین

به�جای (٢٠.٢) در م�ͳتوان ͳرایΎهم سرعت افزایش برای اینجا در م�ͳآوریم. بدست را y٢(t) = t
t۴+t۵+١

کرد. جایΎذاری x
(n+١)
٣ ،x(n)٣ به�جای و x(n+١)

١ ،x(n)١

بΎیرید نظر در را زیر ١ اندیس ͳغیرخط مسئله .۵.۴.٢ مثال
y
′
= z − tw + g١(t),

z
′
= w + z + g٢(t),

٠ = y − w + g٣(t).

(٢٢.٢)

که w(٠) = y(٠) = z(٠) = ٠ اولیه مقادیر با ٠ ≤ t ≤ ١ برای

g١(t) = cos(t)− tet, g٢(t) = et − sin(t), g٣(t) = sin(t)− t cos(t),

دقیق جواب�های و

y(t) = t cos(t), w(t) = sin(t), z(t) = tet,

هستند.

برای و م�ͳکنیم تبدیل w به نسبت ت΋راری به�فرم را آن جبری معادله (٢٢.٢) معادله کردن حل برای

داریم: پس م�ͳسازیم، اصلاح�گر تاب΄�های آن دیفرانسیل معادلات
w(n+١)(t) = y(n)(t) + g٣(t),

z(n+١)(t) = z(n)(t) +
∫ t
٠ λ١(s)

[
z(n)

′
(s)− z(n)(s)− w̃(n)(s)− g٢(s)

]
ds,

y(n+١)(t) = y(n)(t) +
∫ t
٠ λ٢

[
y(n)

′
(s)− z̃(n)(s) + sw̃(n)(s)− g١(s)

]
ds,

(٢٣.٢)

پس آوریم، بدست را λ م�ͳخواهیم .δz̃(n) = δw̃(n) = ٠ ͳیعن هستند. محدود متغییر z̃(n) و w̃(n) که

δz(n+١)(t) = δz(n)(t) + δ

∫ t

٠
λ١(s)

[
z(n)

′
(s)− z(n)(s)− w̃(n)(s)− g٢(s)

]
ds,

پس

δz(n+١)(t) = δz(n)(t) + λ١(s)δz
(n)(s)|t=s −

∫ t

٠
(λ

′
١(s) + λ١(s))δz

(n)(s)ds,

و

δy(n+١)(t) = δy(n)(t) + δ

∫ t

٠
λ٢

[
y(n)

′
(s)− z̃(n)(s) + sw̃(n)(s)− g١(s)

]
ds,

پس

δy(n+١)(t) = δy(n)(t) + λ٢(s)δy
(n)(s)|s=t −

∫ t

٠
λ

′
٢(s)δy

(n)(s)ds.



٢٧ مثال�ها .۴.٢

داریم: بنابراین م�ͳکنیم. اعمال را δz(n+١)(t) = ٠ و δy(n+١)(t) = ٠ پایداری }شرط
١+ λ١(s)|s=t = ٠,
λ

′
١(s) + λ١(s) = ٠,

(٢۴.٢)

}و
١+ λ٢(s) = ٠,
−λ

′
٢(s) = ٠,

(٢۵.٢)

م�ͳآوریم بدست را زیر لاگرانژ ضرایب بنابراین

λ١(s) = −et−s, (٢۶.٢)

و

λ٢(s) = −١. (٢٧.٢)

م�ͳآید بدست زیر ت΋راری فرمول�های ،(٢٣.٢) در (٢٧.٢) و (٢۶.٢) جایΎذاری با
w(n+١)(t) = y(n)(t) + g٣(t),

z(n+١)(t) = z(n)(t)−
∫ t
٠ e

t−s
[
z(n)

′
(s)− z(n)(s)− w̃(n)(s)− g٢(s)

]
ds,

y(n+١)(t) = y(n)(t)−
∫ t
٠

[
y(n)

′
(s)− z̃(n)(s) + sw̃(n)(s)− g١(s)

]
ds,

(٢٨.٢)

g٢(t) ،q١(t) تاب΄�های .w(٠) = w(٠) = ٠ و z(٠) = z(٠) = ٠ ،y(٠) = y(٠) = ٠ و n = ٠, ١, ٢, · · · با

داریم: پس م�ͳدهیم. بسط v = ١٠ و تیلور سری با t = s در −et−s و t = ٠ در را g٣(t) و
w١ = ١

٣ t
٣ − ١

٣٠ t
۵ + ١

٨۴٠ t
٧ − ١

۴۵٣۶٠ t
٩,

z١ = t+ ١
۶ t

٣ + ١
١٢ t

۴ + ١
١٢٠ t

۵ + ١
۵٠۴٠ t

٧ + · · · ,
y١ = t− ١

٢ t
٢ − ١

٢ t
٣ − ١

٨ t
۴ − ١

۴٠ t
۵ − ١

١۴۴ t
۶ + · · · ,

w٢ = t− ١
٢ t

٢ − ١
۶ t

٣ − ١
٨ t

۴ − ٧
١٢٠ t

۵ − ١
١۴۴ t

۶ + · · · ,
z٢ = t+ ١

٢ t
٢ + ١

۶ t
٣ + ۵

٢۴ t
۴ + ١

۴٠ t
۵ − ١

٢۴٠ t
۶ + · · · ,

y٢ = t− ١
٢ t

٣ − ١
١٢ t

۴ − ٣
۴٠ t

۵ − ١
١٨٠ t

۶ + ١٧
۵٠۴٠ t

٧ + · · · ,

...
w١٠ = t− ١

۶ t
٣ + ١

١٢٠ t
۵ − ١

٢۵٢٠ t
٧ + · · · ,

z١٠ = t+ t٢ + ١
٢ t

٣ + ١
۶ t

۴ + ١
٢۴ t

۵ + ١
١٢٠ t

۶ + ١
٧٢٠ t

٧ + ١
۴۴٨٠ t

٨ + · · · ,
y١٠ = t− ١

٢ t
٣ + ١

٢۴ t
۵ − ١

٧٢٠ t
٧ − ١

١٠٠٨٠ t
٨ + · · · ,

دقیق جواب�های تیلور سری بسط روش این ادامه با

y(t) = t cos(t), w(t) = sin(t), z(t) = tet,

محاسبه در z(n) به�جای و w(n+١) از z(n+١) و y(n+١) محاسبه در w(n) به�جای اگر حال م�ͳآید. بدست

م�ͳآید بدست زیر جواب�های کنیم، استفاده z(n+١) از y(n+١)



٢٨ ͳوردش ت΋رار روش .٢


w١ = ١

٣ t
٣ − ١

٣٠ t
۵ + ١

٨۴٠ t
٧ − ١

۴۵٣۶٠ t
٩,

z١ = t+ ١
۶ t

٣ + ١
۶ t

۴ + ١
١٢٠ t

۵ − ١
١٨٠ t

۶ + · · · ,
y١ = t− ١

٢ t
٣ − ١

١٢ t
۴ − ٧

١٢٠ t
۵ − ١

١٨٠ t
۶ + · · · ,

w٢ = t− ١
۶ t

٣ − ١
١٢ t

۴ − ١١
١٢٠ t

۵ − ١
١٨٠ t

۶ + · · · ,
z٢ = t+ t٢ + ١

۶ t
٣ + ١

١٢ t
۴ + ١

۴٠ t
۵ − ١

٧٢ t
۶ + · · · ,

y٢ = t− ١
٢ t

٣ − ١
١٢ t

۴ + ١
۴٠ t

۵ + ١
٩٠ t

۶ + ٧
٧٢٠ t

٧ + · · · ,

...
w١٠ = t− ١

۶ t
٣ + ١

١٢٠ t
۵ − ١

۵۴٠ t
٧ + ١

٣۶٢٨٨٠ t
٩ + · · · ,

z١٠ = t+ t٢ + ١
٢ t

٣ + ١
۶ t

۴ + ١
٢۴ t

۵ + ١
١٢٠ t

۶ + ١
٧٢٠ t

٧ + · · · ,
y١٠ = t− ١

٢ t
٣ + ١

٢۴ t
۵ − ١

٧٢٠ t
٧ − ١

۴٠٣٢٠ t
٩ + · · · .

v = ٢٠ به را n = ١٠ و v = ١٠ اگر هم�چنین م�ͳشود. بیشتر ͳرایΎهم سرعت م�ͳکنیم مشاهده که همان�طور

م�ͳشود. بیشتر ͳرایΎهم سرعت دهیم افزایش n = ٢٠ و



٢٩ مثال�ها .۴.٢

(۵.۴.٢) مثال برای n = ١٠ و v = ١٠ با w دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :١٣.٢ ش΋ل

(۵.۴.٢) مثل برای n = ٢٠ و v = ٢٠ با w دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :١۴.٢ ش΋ل



٣٠ ͳوردش ت΋رار روش .٢

(۵.۴.٢) مثال برای n = ١٠ و v = ١٠ با z دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :١۵.٢ ش΋ل

(۵.۴.٢) مثال برای n = ٢٠ و v = ٢٠ با z دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :١۶.٢ ش΋ل



٣١ مثال�ها .۴.٢

(۵.۴.٢) مثال برای n = ١٠ و v = ١٠ با y دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :١٧.٢ ش΋ل

(۵.۴.٢) مثال برای n = ٢٠ و v = ٢٠ با y دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :١٨.٢ ش΋ل



فصل٣

آدومیان روشتجزیه

مقدمه ١.٣

و پرداخته م�ͳباشد، ͳنیمه�تحلیل روش Έی هم�چنین که آدومیان تجزیه روش ΀تشری و ͳمعرف به فصل این در

کاهش روش از ابتدا منظور این به� م�ͳکنیم. حل را ـ�جبری دیفرانسیل معادلات مسائل روش این از استفاده با

م�ͳکنیم. حل آدومیان تجزیه روش با را حاصل دستΎاه سپس و نموده استفاده (٣.١) در شده ارائه اندیس

آدومیان روشتجزیه ͳمبان ٢.٣

بΎیرید نظر در را زیر دیفرانسیل معادله آدومیان، تجزیه روش ͳاصل مفاهیم دادن نشان برای

Lu+Ru+Nu = g(x). (١.٣)

کمتر مرتبه از ͳخط عملΎر R است، مشتق مرتبه بالاترین دارای و مع΋وس�پذیر عملΎری L م�ͳکنیم فرض

L−١ عملΎر بردن به�کار با م�ͳدهد. نشان را معادله همΎن غیر� قسمت g و ͳغیرخط عملΎر N است. L از

�م�ͳآوریم: بدست مسئله معلوم شروط� از استفاده با و (١.٣) معادله طرفین در

u = f(x)− L−١(Ru)− L−١(Nu),

عملΎر م�ͳباشد. شده داده شرط�های از کردن استفاده و g(x) انتΎرال از شده حاصل جمله f(x) تاب΄ که

ͳغیر�خط

Nu = F (u),

ͳنامتناه سری با معمولا

F (u) =

∞∑
k=٠

Ak,

٣٢



٣٣ آدومیان تجزیه روش ͳمبان .٢.٣

به وابسته A١ ،u٠ به وابسته A٠ سری این در است. معروف آدومیان چندجمله�ای به که م�ͳشود داده نمایش

است. وابسته u٠, u١, u٢, · · · , ui به Ai و u٠ و u١
زیر الΎوریتم با

A٠ = F (u٠), (٢.٣)

A١ = u١F
′
(u٠),

A٢ = u٢F
′
(u٠) +

١
٢
u٢١F

′′
(u٠),

A٣ = u٣F
′
(u٠) + u١u٢F

′′
(u٠) +

١
٣!
u٣١F

′′′
(u٠),

...

کرد. محاسبه را آدومیان چند�جمله�ایهای م�ͳتوان

سری با u(x) حل استاندارد آدومیان روش در

u =

∞∑
n=٠

un, (٣.٣)

م�ͳآید بدست م�ͳشود، محاسبه زیر ͳبازگشت رابطه با u٠, u١, u٢, · · مولفه�های· که

u٠ = f(x), (۴.٣)

u١ = −L−١(Ru٠)− L−١(A٠),

...

uk+١ = −L−١(Ruk)− L−١(Ak), k ≥ ٠.

(٣.٣) در آمده بدست مولفه�های دادن قرار با م�ͳآید. بدست u مولفه�های (۴.٣) در (٢.٣) جایΎذاری با

م�ͳشود فرض است، شده ارائه ١ وزواز توسط که شده اصلاح آدومیان تجزیه روش در م�ͳشود. حاصل جواب

داریم: بنابراین کرد. تقسیم f١(x) و f٠(x) به�نامهای قسمت دو به بتوان را f(x) که

f(x) = f٠(x) + f١(x),

م�ͳشود داده نسبت u٠ صفرم، مولفه به f٠(x)قسمت م�ͳکنند. تغییر u١ و u٠ مولفه�های تنها ترتیب این به که

داریم: بنابراین م�ͳشود ترکیب u١ مولفه با باق�ͳمانده f١(x) و

u٠ = f٠(x), (۵.٣)

u١ = f١(x)− L−١(Ru٠)− L−١(A٠),

١A. M. Wazwaz



٣۴ آدومیان تجزیه روش .٣

...

uk+٢ = −L−١(Ruk+١)− L−١(Ak+١), k ≥ ٠,

آدومیان تجزیه روش در و است شده تعریف f(x) با u٠ صفرم مولفه استاندارد آدومیان تجزیه روش در که

f(x) باق�ͳمانده قسمت و است شده تعریف f٠(x) ،f(x) از بخش Έی با تنها u٠ صفرم مولفه شده اصلاح

uk k = ٢, · · · بقیه استاندارد آدومیان تجزیه روش مانند و است شده ترکیب اول مولفه با f١(x) ͳیعن

داریم: نهایت در و م�ͳآوریم بدست

u =

∞∑
n=٠

un.

جبری ـ دیفرانسیل معادلات حل در آدومیان روشتجزیه از استفاده ٣.٣

قضیه به توجه با -�جبری دیفرانسیل معادلات حل در آدومیان تجزیه روش از استفاده ͳΎونΎچ بیان برای

در زیر ١ اندیس -�جبری دیفرانسیل معادلات به�صورت را -�جبری دیفرانسیل معادلات سیستم (٧.٣.١)

م�ͳگیریم نظر

c١x١ + c٢x٢ = −r, (۶.٣)

b٢x
′
١ − b١x

′
٢ + d١x١ + d٢x٢ = b٢q١ − b١q٢,

داریم: CB بودن نامنفرد از استفاده با هستند. d٢ = b١a٢٢ − b٢a١٢ و d١ = b١a٢١ − b٢a١١ که

CB(t) = c١(t)b١(t) + c٢(t)b٢(t) ̸= ٠, t٠ ≤ t ≤ tf ,

در داریم. نیاز t٠ ≤ t ≤ tf برای c٢(t)b٢(t) ̸= ٠ یا c١(t)b١(t) ̸= ٠ جدید شرط Έی به کار ادامه برای

�م�ͳآوریم: بدست (۶.٣) از (t)b١(t)c١.بنابراین ̸= ٠ م�ͳکنیم فرض اینجا

x١ =
−c٢
c١

x٢ −
r

c١
, (٧.٣)

x
′
٢ =

b٢
b١
x

′
١ +

d١
b١

x١ +
d٢
b١

x٢ +
b٢q١ + b١q٢

b١
,

م�ͳدهیم: vقرار دلخواه عدد برای .L−١ =
∫ t
٠ (.)ds و L = d

dt م�ͳدهیم قرار

x١ =

v∑
i=٠

x١,i, x٢ =

v∑
i=٠

x٢,i. (٨.٣)

: داریم مسئله اولیه شرایط از استفاده با

x١,٠ = x(٠)١, x٢,٠ = x(٠)٢.



٣۵ مثال�ها .۴.٣

داریم: (٧.٣) از استفاده با حال

x١,١ =
−c٢
c١

x٢,٠ −
r

c١
,

x٢,١ = x٢,٠ +

∫ t

٠

(
b٢
b١
x

′
١,١ +

d١
b١

(x١,٠ + x١,١) +
d٢
b١

x٢,٠ +
b٢q١ + b١q٢

b١

)
ds,

داریم: k = ١, ٢, · · · برای ترتیب به�همین و

x١,k+١ =
−c٢
c١

x٢,k,

x٢,k+١ =

∫ t

٠

(
b٢
b١
x

′
١,k+١ +

d١
b١

x١,k+١ +
d٢
b١

x٢,k

)
ds,

شود. برده به�کار (٨.٣.١) قضیه -جبری دیفرانسیل معادلات برای م�ͳتواند مشابه Έنی΋ت و

مثال�ها ۴.٣

سهولت برای مذکور مثال�های در م�ͳدهیم. ارائه را ͳمثال�های بالا روش ͳکارآی دادن نشان برای بخش این در

است. شده استفاده زیر به�صورت g(t) تیلور سری بسط از محاسبات در

g(t) ≈
v∑

i=٠
gi(t),

است. دلخواه ͳطبیع عدد v که

بΎیرید نظر در را زیر ٢ اندیس با جبری دیفرانسیل معادله .١.۴.٣ }مثال
X

′
= AX +By + q, ٠ ≤ t ≤ ١,

٠ = CX + r,
(٩.٣)

آن در که

A =

[
١ ٠
٠ ١

]
, B =

[
١
٠

]
, CT =

[
١
١

]
, q =

[
et − sin(t)
et cos(t)

]
,

و

r(t) = tet + et sin(t),

و x٢(t) = et sin(t) و x١(t) = tet دقیق جواب�های و x
(٠)
٢ (t) = ٠ و x

(٠)
١ (t) = ٠ مسئله اولیه شرایط

هستند. y(t) = sin(t)

اندیس جبری ـ دیفرانسیل معادله به ٢ اندیس جبری ـ دیفرانسیل معادله ،(٧.٣.١) قضیه از استفاده با

م�ͳدهد ش΋ل تغییر زیر ١{
−x

′
٢ + x٢ = −et cos(t),

x١ + x٢ = tet + et sin(t),



٣۶ آدومیان تجزیه روش .٣

داریم: م�ͳکنیم. استفاده معادلات این حل برای آدومیان تجزیه روش از }حال
x١,٠ = x(٠)١ = ٠,
x٢,٠ = x(٠)٢ = ٠,{

x١,١ = −x٢,٠ + tet + et sin(t),

x٢,١ = x٢,٠ +
∫ t
٠ x٢,٠ + et cos(t),

داریم: n = ١, ٢, · · · برای }و
x١,n+١ = −x٢,n,

x٢,n+١ =
∫ t
٠ x٢,n.

بالا معادلات از پس م�ͳدهیم. بسط v = ١٠ و t = ٠ در تیلور سری با را tet + et sin(t) و et cos(t) تواب΄

م�ͳآوریم }بدست
x١١ = t+ ٣

٢ t
٢ + ۵

۶ t
٣ + ١

۴ t
۴ + ١

٢۴ t
۵ + ١

٣۶٠ t
۶ − ١

۵٠۴٠ t
٧ + ١

۴٠٣٢٠ t
٩ − ١

٢٢۶٨٠٠ t
١٠,

x١٢ = t+ ١
٢ t

٢ − ١
١٢ t

۴ − ١
٣٠ t

۵ − ١
١٨٠ t

۶ + ١
۵٠۴٠ t

٨ + ١
٢٢۶٨٠ t

٩ + ١
٢٢۶٨٠٠ t

١٠,{
x٢١ = −١

٢ t
٢ − ١

۶ t
٣ + ١

۶٠ t
۵ + ١

١٨٠ t
۶ + ١

١٢۶٠ t
٧ − ١

۴۵٣۶٠ t
٩ − ١

٢٢۶٨٠٠ t
١٠ − · · · ,

x٢٢ =
١
٢ t

٢ + ١
۶ t

٣ − ١
۶٠ t

۵ − ١
١٨٠ t

۶ − ١
١٢۶٠ t

٧ + ١
۴۵٣۶٠ t

٩ + ١
٢٢۶٨٠٠ t

١٠ + · · · ,

...{
x١٠١ = − ١

٣۶٢٨٨٠٠ t
١٠ − ١

٣٩٩١۶٨٠٠ t
١١ + ١

٣١١٣۵١٠۴٠٠ t
١٣ + ١

٢١٧٩۴۵٧٢٨٠٠ t
١۴ + · · · ,

x١٠٢ = ١
٣۶٢٨٠٠ t

١٠ + ١
٣٩٩١۶٨٠٠ t

١١ − ١
٣١١٣۵١٠۴٠٠ t

١٣ − ١
٢١٧٩۴۵٧٢٨٠٠ t

١۴ + · · · .

داریم: بدست�آمده جواب�های کردن جم΄ با بنابراین

x١(t) =

١٠∑
i=٠

x١,i = t+ t٢ +
١
٢
t٣ +

١
۶
t۴ +

١
٢۴

t۵ +
١

١٢٠
t۶ +

١
٧٢٠

t٧ +
١

۵٠۴٠
t٨ +

١
۴٠٣٢٠

t٩ + · · · ,

و

x٢(t) =

١٠∑
i=٠

x٢,i = t+ t٢ +
١
٣
t٣ − ١

٣٠
t۵ − ١

٩٠
t۶ − ١

۶٣٠
t٧ +

١
٢٢۶٨٠

t٩ +
١

١١٣۴٠٠
t١٠ + · · · ,

(١٠.١) فرمول از چنین هم م�ͳباشد. x٢(t) = et sin(t) و x١(t) = tet دقیق جواب�های تیلور بسط که

با که م�ͳکنیم مشاهده (١.٣) و (۴.٣) ،(٢.٣) ،(٣.٣) نمودارهای در .y(t) = sin(t) م�ͳآوریم بدست

م�ͳشود. بیشتر ͳرایΎهم سرعت n = ٢٠ و v = ٢٠ به n = ١٠ و v = ١٠ افزایش

مسئله .٢.۴.٣ }مثال
X

′
= AX +By + q, ٠ ≤ t ≤ ١,

٠ = CX + r,
(١٠.٣)

آن در که

A =

١ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ t

 , B =

 ١ −١
٠ t
−١ ٠

 , CT =

 ١ −١
٠ t
−١ ٠

 ,



٣٧ مثال�ها .۴.٣

(١.۴.٣) مثال برای n = ١٠ و v = ١٠ با x١ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :١.٣ ش΋ل

(١.۴.٣) مثال برای n = ٢٠ و v = ٢٠ با x١ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :٢.٣ ش΋ل



٣٨ آدومیان تجزیه روش .٣

(١.۴.٣) مثال برای n = ١٠ و v = ١٠ با x٢ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :٣.٣ ش΋ل

(١.۴.٣) مثال برای n = ٢٠ و v = ٢٠ با x٢ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :۴.٣ ش΋ل



٣٩ مثال�ها .۴.٣

و x١(t) = x٢(t) = x٣(t) = t۴ + t۵ دقیق جواب�های با r و q و x(٠)١ = x(٠)٢ = x(٠)٣ = ٠ با

کنید. ملاحظه را هستند، سازگار y١(t) = y٢(t) =
١

t۴+t۵+١

داریم: پس آمده بدست M =
[
t ١ t

]
،(٨.٣.١) قضیه از tبااستفاده ١ t

٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

x′
١

x
′
٢

x
′
٣

+

−t −١ −t٢

١ ٠ −١
−١ t ٠

x١x٢
x٣

 =

g١(t)g٢(t)
g٣(t)

 , (١١.٣)

و g٢(t) = ٠ ،g١(t) = t۶ − t۴ ͳوقت .x٢,٠ = x(٠)٢ = ١ و x١,٠ = x(٠)١ = ١ اولیه شرایط همان با

م�ͳنویسیم زیر به�صورت را (١١.٣) حال هستند. g٣(t) = ۴t٣ + ١٢t۴ + ٨t۵ − ٢t۶ − t٧


−x١ + tx٢ = g٣(t),

x١ − x٣ = g٢(t),

tx
′
١ + x

′
٢ + tx

′
٣ − tx١ − x٢ − t٢x٣ = g١(t).

م�ͳنویسیم زیر به�صورت را بالا معادلات
x١ = tx٢ − g٣(t),

x٣ = x١,

x٢(t) = g١(t)− tx
′
١ − tx

′
٣ + tx١ + x٢ + t٢x٣.

م�ͳدهیم: قرار حال
x١١(t) = tx

(٠)
٢ (t)− g٣(t),

x١٣(t) = x
(٠)
١ (t) + x

(١)
١ (t)− g٢(t),

x١٢(t) = x
(٠)
٢ (t) +

∫ t
٠ g١(s)− s(x

(٠)′
١ (s) + x

(١)′
١ (s))− s(x

(٠)′
٣ (s)+

x
(١)′
٣ (s)) + s(x

(٠)
١ (s) + x

(١)
١ (s)) + x

(٠)
٢ (s) + s٢(x

(٠)
٣ + x

(١)
٣ )ds,

داریم: n = ١, ٢, · · · برای و
x
(n+١)
١ (t) = tx

(n)
٢ (t),

x
(n+١)
٣ (t) = x

(n+١)
١ (t),

x
(n+١)
٢ (t) =

∫ t
٠ −sx

(n+١)′
١ (s)− sx

(n+١)′
٣ (s) + sx

(n+١)
١ (s) + x

(n)
٢ (s)

+s٢x
(n+١)
٣ ds,

داریم: بنابراین
x١١ = t۴ − t۶,

x١٢ = t۴ + ۴
۵ t

۵ + ٣
٢ t

۶ − ١١
٧ t

٧ − ١
۴ t

٨ − ١
٩ t

٩,

x١٣ = t۴ − t۶,
x٢١ = t۵ + ۴

۵ t
۶ + ٣

٢ t
٧ + ١١

٧ t
٨ − ١

۴ t
٩,

x٢٢ =
١
۵ t

۵ − ٢٣
١۵ t

۶ − ٧١
٧٠ t

٧ − ۶١٧
٢٨٠ t

٨ − ٣٢٣٣
١٢۶٠ t

٩,

x٢٣ = t۵ + ۴
۵ t

۶ + ٣
٢ t

٧ + ١١
٧ t

٨ − ١
۴ t

٩,

...



۴٠ آدومیان تجزیه روش .٣


x۶١ =

١
١۶٨٠ t

٩,

x۶٢ =
١

١۵١٢٠ t
٩,

x۶٣ =
١

١۶٨٠ t
٩.

داریم: آمده بدست جواب�های کردن جم΄ با حال

x١(t) =
۶∑

i=١
x١,i(t) = t۴ + t۵,

و

x٢(t) =
۶∑

i=١
x٢,i(t) = t۴ + t۵,

و

x٣(t) =
۶∑

i=١
x٣,i(t) = t۴ + t۵.

،(١٠.١) از و م�ͳآوریم. بدست را x١(t) = x٢(t) = x٣(t) = t۴ + t۵ دقیق جواب�های بنابراین

م�ͳآوریم. بدست را y١(t) = y٢(t) =
t

t۴+t۵+١



فصل۴

ͳهموتوپ روشاختلال

مقدمه ١.۴

حل برای آن از و م�ͳپردازیم است، ͳنیمه�تحلیل روش Έی که ͳهموتوپ اختلال روش ͳبه�معرف فصل این در

(٣.١) در شده ارائه اندیس کاهش روش از ابتدا منظور این به� م�ͳکنیم. استفاده ـ�جبری دیفرانسیل معادلات

دادن نشان برای پایان در م�ͳکنیم. حل ͳهموتوپ اختلال روش با را حاصل مسئله سپس و کرده استفاده

داد. خواهیم ارائه را ͳمثال�های روش ͳکارای

ͳهموتوپ روشاختلال ͳمبان ٢.۴

جزء اختلال روش��های م�ͳباشد. ͳهموتوپ و اختلال روش�های از ͳترکیب واق΄ در ͳهموتوپ اختلال روش

م�ͳباشند. ͳمحدودیت�های دارای دیΎر ͳتحلیل ت΋نی�Έهای مشابه که است کاربردی ͳتحلیل ت΋نی�Έهای

پارامتر Έی که شده�اند بنا فرض این بر ͳمبن اختلال روش�های همه تقریبا که است این آنها اول محدودیت

محدود را اختلال Έنی΋ت کاربرد شده، فرض Έکوچ پارامتر این باشد. داشته وجود مسئله در باید Έکوچ

Έکوچ پارامتر تعیین که است این دوم محدودیت و ندارند Έکوچ پارامتر مسائل اکثریت ͳطرف از م�ͳکند.

و م�ͳشود ایده�آل جواب به منجر Έکوچ پارامتر مناسب انتخاب دارد. نیاز خاص Έنی΋ت و خلاقیت به

روش�های با ͳتقریب حل این بر علاوه دارد. نتای; بر نا�مناسب تاثیر Έکوچ پارامتر این نامناسب انتخاب

اختلال روش از ͳترکیب که ͳهموتوپ اختلال روش هستند. معتبر پارامتر Έکوچ مقادیر برای معمولا اختلال

ندارد. را اختلال روش محدودیت�های بنابراین ندارد، مسئله در Έکوچ پارامتر به نیازی است، ͳهموتوپ و

ͳبه�سادگ سری این جملات و است همΎرا مسئله دقیق جواب به که م�ͳسازد فراهم را ͳنامتناه سری روش این

مقدار Έی تا صفر از که است p ͳهموتوپ پارامتر ͳمعرف پایه بر روش این ͳاصل ایده م�ͳباشند. محاسبه قابل

۴١



۴٢ ͳهموتوپ اختلال روش .۴

م�ͳگیرد.

زیر ͳغیرخط دیفرانسیل معادله روش این بیان برای

A(u)− f(r) = ٠, r ∈ Ω, (١.۴)

مرزی شرایط با

B(u,
∂u

∂n
) = ٠, r ∈ Γ, (٢.۴)

Γ است. مرزی عملΎر Έی B و ͳتحلیل تاب΄ Έی f(r) دیفرانسیل، عملΎر Έی A بΎیرید. نظر در را

کرد. تقسیم N ͳغیرخط عملΎر و L ͳخط عملΎر بخش دو به� م�ͳتوان را A عملΎر م�ͳباشد. Ω دامنه مرز

م�ͳشود نوشته زیر به�صورت (١.۴) معادله بنابراین

L(u) +N(u)− f(r) = ٠. (٣.۴)

م�ͳگیریم نظر در به�گونه�ای را v(r, p) = Ω× [٠, ١] → R ͳهموتوپ ،ͳهموتوپ اختلال روش از استفاده برای

کند صدق زیر شرط در که

H(v, p) = (١− p)[L(v)− L(u٠)] + p[A(v)− f(r)] = ٠, p ∈ [٠, ١], r ∈ Ω (۴.۴)

یا

H(v, p) = L(v)− L(u٠) + pL(u٠) + p[N(v)− f(r)] = ٠,

(١.۴) معادله جواب برای اولیه تقریب u٠ م�ͳگیرد. مقدار [٠, ١] در و م�ͳشود نامیده ͳهموتوپ عملΎر p که

باشد p = ٠ ͳوقت کنید توجه م�ͳکند. صدق (٢.۴) شرط در که م�ͳباشد

H(v, ٠) = L(v)− L(u٠) = ٠,

باشد p = ١ ͳوقت و است حل قابل ͳبه�سادگ و است ͳخط مسئله Έی

H(v, ١) = A(v)− f(r) = ٠,

معادله، اولیه جواب ،u٠(r) از v(r, p) ،Έی به صفر از p تغییر با دارد. را ͳاصل مسئله ش΋ل همان که

Έی A(v) − f(r) به L(v) − L(u٠) ش΋ل تغییر این توپولوژی در م�ͳکند. تغییر معادله جواب u(r) به

p از ͳتوان سری Έی به�صورت م�ͳتوان را (۴.۴) معادله جواب کنیم فرض حال م�ͳشود. نامیده Έهموتوپی

نوشت زیر به�صورت

v = v٠ + pv١ + p٢v٢ + · · · . (۵.۴)

داریم: p = ١ دادن قرار با

u = lim
p→١

v = v٠ + v١ + v٢ + · · · , (۶.۴)

م�ͳباشد. (١.۴) معادله برای ͳتقریب جواب که



۴٣ جبری ـ دیفرانسیل معادلات حل در ͳهموتوپ اختلال روش از استفاده .٣.۴

جبری روشاختلالهموتوپͳدرحلمعادلاتدیفرانسیلـ از استفاده ٣.۴

قضیه به توجه با ـ�جبری دیفرانسیل معادلات حل در ͳهموتوپ اختلال روش از استفاده ͳΎونΎچ بیان برای

بΎیرید نظر در زیر به�صورت را ١ اندیس ـ�جبری دیفرانسیل معادلات دستΎاه (٧.٣.١)

c١x١ + c٢x٢ = −r, (٧.۴)

b٢x
′
١ + d١x١ + d٢x٢ = b٢q١ − b١q٢, t ∈ [t٠, tf ],

داریم: CB بودن نامنفرد به توجه با .d٢ = b١a٢٢ − b٢a١٢ و d١ = b١a٢١ − b٢a١١ که

CB(t) = (c١b١ + c٢b٢)(t) ̸= ٠, t ∈ [t٠, tf ],

نوشت. زیر به�صورت م�ͳتوان را بالا معادلات بنابراین t٠ ≤ t ≤ tf برای c١(t)b١(t) ̸= ٠ کنید فرض

x١ = −c٢
c١
x٢ −

r

c١
,

x
′
٢ =

b٢
b١
x

′
١ +

d١
b١

x١ +
d٢
b١

x٢ +
b١q٢ − b٢q١

b١
,

یا

x١ = −c٢
c١
x٢ −

r

c١
,

x٢ = x(٠)٢ +
∫ t

٠

b٢
b١
x

′
١ +

d١
b١

x١ +
d٢
b١

x٢ +
b١q٢ − b٢q١

b١
ds.

کنید: فرض حال

F (u١, u٢) =

[
F١(u١, u٢)
F٢(u١, u٢)

]
, (٨.۴)

که

F١(u١, u٢) = u١ +
c٢
c١
u٢ +

r

c١
,

F٢(u١, u٢) = u٢ − u(٠)٢−
∫ t

٠

b٢
b١
u

′
١ +

d١
b١

u١ +
d٢
b١

u٢ +
b١q٢ − b٢q١

b١
ds,

و

L(u١, u٢) =

[
L١(u١, u٢)
L٢(u١, u٢)

]
,

که

L١(u١, u٢) = u١ − u(٠)١,

L٢(u١, u٢) = u٢ − u(٠)٢,



۴۴ ͳهموتوپ اختلال روش .۴

اختلال روش مطابق هستند. (٧.۴) ـ�جبری دیفرانسیل معادلات برای اولیه (٠)�u٢تقریب�های و u(٠)١ و

کرد تعریف زیر به�صورت م�ͳتوان را H(u١, u٢, p) ͳهموتوپ ،ͳهموتوپ

H(u١, u٢, p) = (١− p)L(u١, u٢) + pF (u١, u٢) = ٠, (٩.۴)

یا

H(u١, u٢, p) =

[
H١(u١, u٢, p)
H٢(u١, u٢, p)

]
=

[
(١− p)L١(u١, u٢) + pF١(u١, u٢)
(١− p)L٢(u١, u٢) + pF٢(u١, u٢)

]
= ٠, (١٠.۴)

به�طور L(u١, u٢) = ٠ مسئله م�ͳکند، یΈتغییر به صفر از �p ͳوقت است. شده جایΎزین پارامتر p ∈ [٠, ١] که

u١ جواب�های ،p ͳهموتوپ پارامتر از استفاده با م�ͳدهد. ش΋ل تغییر F (u١, u٢) = ٠ ͳاصل مسئله به پیوسته

م�ͳدهیم بسط زیر به�صورت را u٢ و

u١ = u١,٠ + pu١,١ + p٢u١,٢ + · · · =
∞∑
i=٠

piu١,i, (١١.۴)

u٢ = u٢,٠ + pu٢,١ + p٢u٢,٢ + · · · =
∞∑
i=٠

piu٢,i, (١٢.۴)

م�ͳآیند: بدست� زیر به�صورت (٧.۴) معادلات جواب�های ،p = ١ دادن قرار با

x١ = lim
p→١

u١ = u١,٠ + u١,١ + u١,٢ + · · · , (١٣.۴)

و

x٢ = lim
p→١

u٢ = u٢,٠ + u٢,١ + u٢,٢ + · · · . (١۴.۴)

داریم: م�ͳکنیم جایΎزین (١٠.۴) معادلات در را (١٢.۴) و (١١.۴) معادلات اگر
∞∑
i=٠

piu١,i = u١,٠ + p

(
−u(٠)١−

c٢
c١

∞∑
i=٠

piu٢,i −
r

c١

)
, (١۵.۴)

∞∑
i=٠

piu٢,i = u(٠)٢+p

(∫ t

٠

(
b٢
b١

∞∑
i=٠

piu
′
١,i +

d١
b١

∞∑
i=٠

piu١,i +
d٢
b١

∞∑
i=٠

piu٢,i +
b١q٢ − b٢q١

b١

)
ds

)
,

(١۶.۴)

م�ͳآوریم. بدست را زیر معادلات و کرده دسته�بندی را p مشابه توان با جملات حال

p٠ :

{
u١,٠ = u(٠)١,
u٢,٠ = u(٠)٢,

(١٧.۴)

p١ :

u١,١ = −u(٠)١− c٢
c١
u٢,٠ − r

c١
,

u٢,١ =
∫ t
٠

[
b٢
b١
u

′
١,٠ +

d١
b١
u١,٠ +

d٢
b١
u٢,٠ +

b١q٢−b٢q١
b١

]
ds,

(١٨.۴)

pn :

u١,n = − c٢
c١
u٢,n−١,

u٢,n =
∫ t
٠

[
b٢
b١
u

′
١,n−١ +

d١
b١
u١,n−١ +

d٢
b١
u٢,n−١

]
ds,

(١٩.۴)



۴۵ مثال�ها .۴.۴

ـ�جبری دیفرانسیل معادلات مسئله ͳتقریب جواب�های (١٩.۴) - (١٧.۴) معادلات کردن حل با سپس

ͳرایΎهم سرعت افزایش برای داریم توجه م�ͳآیند. بدست (١۴.۴) و (١٣.۴) از استفاده با (٧.۴)

روش کنیم. استفاده u١,n از u١,n−١ از استفاده به�جای (١٩.۴) و (١٨.۴) u٢,n محاسبات در م�ͳتوانیم

کرد. استفاده (٨.٣.١) ـ�جبری دیفرانسیل معادلات برای م�ͳتوان را ͳمشابه

مثال�ها ۴.۴

برای زیر مثال�های در است. شده ارائه ͳمثال�های مذکور روش ͳکارآی و ͳتوانای دادن نشان برای بخش این در

است شده استفاده زیر به�صورت g(t) تیلور سری بسط از محاسبات، در سهولت

g(t) =

v∑
i=٠

tn

n!
gn(٠),

است. دلخواه ͳطبیع عدد Έی v که

بΎیرید. نظر در را زیر ٢ اندیس مسئله .١.۴.۴ }مثال
X

′
= AX +By + q,

٠ = Cx+ r, ٠ ≤ t ≤ ١,
(٢٠.۴)

که

A =

[
−١ ١
٠ ٠

]
, B =

[
٠
١

]
, CT =

[
١
١

]
, q =

[
٢et − sin(t)

٠

]
,

ͳواقع جواب�های هستند. x(٠)٢ = ٠ و x(٠)١ = ١ با r(t) = −(et + sin(t)) و

x١(t) = et, x٢(t) = sin(t), y(t) = cos(t),

هستند.

ـ�جبری دیفرانسیل معادله به (٢٠.۴) ٢ اندیس ـ�جبری دیفرانسیل معادله مسئله (٧.٣.١) قضیه طبق

١ }اندیس
x٢ = −x١ + et + sin(t),

x
′
١ = −x١ + x٢ + ٢et − sin(t),

(٢١.۴)

ـ�جبری دیفرانسیل معادله کردن حل برای م�ͳشود. تبدیل x(٠)٢ = ٠ و x(٠)١ = ١ اولیه مقادیر همان با

م�ͳگیریم نظر در زیر به�صورت v = ١٠ با t = ٠ در را sin(t) و et تای΄�های تیلور بسط ،(٢١.۴)

et ∼=
١٠∑
n=٠

tn

n!
, (٢٢.۴)

sin(t) ∼=
١٠∑
n=٠

(−١)n
t(٢n+١)

(٢n+ ١)!
. (٢٣.۴)



۴۶ ͳهموتوپ اختلال روش .۴

م�ͳگیریم نظر در زیر به�صورت را اولیه تقریب�های ،ͳهموتوپ اختلال روش طبق

x(٠)١ = u(٠)١ = ١, x(٠)٢ = u(٠)٢ = ٠.

م�ͳنویسیم زیر به�صورت (٢١.۴) ـ�جبری دیفرانسیل معادله برای را H(u١, u٢, p) ͳهموتوپ حال

H(u١, u٢, p) =

[
u٢ + p

(
u١ − et − sin(t)

)
u١ − ١+ p

(
−
∫ t
٠ [−u١ + u٢ + ٢es − sin(s)] ds

)] = ٠, (٢۴.۴)

داریم: (٢۴.۴) در و(۴.٢٣) (٢٢.۴) ،(١٢.۴) ،(١١.۴) جایΎذاری با
∞∑
i=٠

piu٢,i = p

(
−

∞∑
i=٠

piu١,i +
١٠∑
i=٠

tn

n!
+

١٠∑
i=٠

(−١)n
t(٢n+١)

(٢n+ ١)!

)
, (٢۵.۴)

∞∑
i=٠

piu١,i = ١+ p

(∫ t

٠

[
−

∞∑
i=٠

piu١,i +
∞∑
i=٠

piu٢,i + ٢
١٠∑
i=٠

tn

n!
−

١٠∑
i=٠

(−١)n
t(٢n+١)

(٢n+ ١)!

]
ds

)
,

(٢۶.۴)

م�ͳآوریم. بدست� را زیر معادلات ،p مشابه توان با جملات دسته�بندی با

p٠ :

{
u٢,٠ = ٠,
u١,٠ = ١,

(٢٧.۴)

p١ :

u٢,١ = −u١,٠ +
∑١٠

i=٠
tn

n! +
∑١٠

i=(١−)٠n t(٢n+١)

(٢n+١)! ,

u١,١ =
∫ t
٠

[
−u١,٠ + u٢,٠ + ٢

∑١٠
i=٠

tn

n! −
∑١٠

i=(١−)٠n t(٢n+١)

(٢n+١)!

]
ds,

(٢٨.۴)

pn :

{
u٢,n = −u١,n−١,

u١,n =
∫ t
٠ −u١,n−١ + u٢,n−١ds, n ≥ ٢,

(٢٩.۴)

داریم: (٢٩.۴) - (٢٧.۴) معادلات کردن حل }با
u٢,١ = ٢t+ ١

٢ t
٢ + ١

٢۴ t
۴ + ١

۶٠ t
۵ + ١

٧٢٠ t
۶ + · · · ,

u١,١ = t+ ١
٢ t

٢ + ١
٣ t

٣ + ١
٨ t

۴ + ١
۶٠ t

۵ + ١
٧٢٠ t

۶ + · · · ,{
u٢,٢ = −t− ١

٢ t
٢ − ١

٣ t
٣ − ١

٨ t
۴ − ١

۶٠ t
۵ − ١

٧٢٠ t
۶ + · · · ,

u١,٢ =
١
٢ t

٢ − ١
١٢ t

۴ − ١
۶٠ t

۵ − ١
٢٠١۶٠ t

٨ + · · · ,{
u٢,٣ = −١

٢ t
٢ + ١

١٢ t
۴ + ١

۶٠ t
۵ + ١

٢٠١۶٠ t
٨ + · · · ,

u١,٣ = −١
٢ t

٢ − ١
٣ t

٣ − ١
١٢ t

۴ − ١
١٢٠ t

۵ − ١
۵٠۴٠ t

٧ + · · · ,{
u٢,۴ =

١
٢ t

٢ + ١
٣ t

٣ + ١
١٢ t

۴ + ١
١٢٠ t

۵ + ١
۵٠۴٠ t

٧ + · · · ,
u١,۴ =

١
١٢ t

۴ + ١
٣٠ t

۵ + ١
٢۴٠ t

۶ + ١
۴٠٣٢٠ t

٨ + ١
٩٠٧٢٠ t

٩ + · · · ,

...{
u٢,١٠ = − ١

١٢٠ t
۵ + ١

٧٢٠ t
۶ + ١

۵۶٠ t
٧ + ١

۵٧۶٠ t
٨ + · · · ,

u١,١٠ = − ١
٢۴٠ t

۶ − ١
١٢۶٠ t

٧ + ١
۴۴٨٠ t

٨ + ١
٢۵٩٢٠ t

٩ + · · · ,



۴٧ مثال�ها .۴.۴

(٢١.۴) ـ�جبری دیفرانسیل معادلات دهم مرتبه ͳتقریب حل بنابراین
١٠∑
i=٠

u١,i = ١+ t+
١
٢
t٢ +

١
۶
t٣ +

١
٢۴

t۴ +
١
١٢٠

t۵ +
١
٣۶٠

t۶ + · · · ,

١٠∑
i=٠

u٢,i = t− ١
۶
t٣ +

١
١٢٠

t۵ − ١
١٨٠

t۶ +
١

١٢۶٠
t٧ +

١
۵٠۴٠

t٨ + · · · ,

و x١(t) = et دقیق جواب�های تیلور سری (١۴.۴) و (١٣.۴) روابط از استفاده با حال هستند.

u٢,n از اگر حال م�ͳآید. بدست y = cos(t) ،(١٠.١) رابطه از هم�چنین م�ͳشود. حاصل x٢(t) = sin(t)

داریم: کنیم استفاده (٢٩.۴) و (٢٨.۴) معادلات u١,n محاسبه در u٢,n−١ به�جای

{
u٢,١ = ٢t+ ١

٢ t
٢ + ١

٢۴ t
۴ + ١

۶٠ t
۵ + ١

٧٢٠ t
۶ + · · · ,

u١,١ = t+ ٣
٢ t

٢ + ١
۶ t

٣ + ١
٨ t

۴ + ١
۴٠ t

۵ + · · · ,{
u٢,٢ = −t− ٣

٢ t
٢ − ١

۶ t
٣ − ١

٨ t
۴ − ١

۴٠ t
۵ + · · · ,

u١,٢ = −t٢ − t٣ − ١
۴ t

۴ − ١
٢٠ t

۵ − ١
١٢٠ t

۶ + · · · ,{
u٢,٣ = t٢ + t٣ + ١

۴ t
۴ + ١

٢٠ t
۵ + ١

١٢٠ t
۶ + · · · ,

u١,٣ =
٢
٣ t

٣ + ١
٢ t

۴ + ١
١٠ t

۵ + ١
۶٠ t

۶ + ١
۴٢٠ t

٧ + · · · ,{
u٢,۴ = −٢

٣ t
٣ − ١

٢ t
۴ − ١

١٠ t
۵ − ١

۶٠ t
۶ − ١

۴٢٠ t
٧ + · · · ,

u١,۴ = −١
٣ t

۴ − ١
۵ t

۵ − ١
٣٠ t

۶ − ١
٢١٠ t

٧ − ١
١۶٨٠ t

٨ + · · · ,

...{
u٢,١٠ = − ٢

٢٨٣۵ t
٩ − ١

۴٧٢۵ t
١٠ − ١

۵١٩٧۵ t
١١ + · · · ,

u١,١٠ = − ١٢
١۴١٧۵ t

١٠ − ٢
۵١٩٧۵ t

١١ − ١
٣١١٨۵٠ t

١٢ + · · · ,

است. زیر به�صورت (٢١.۴) ـ�جبری دیفرانسیل معادلات دهم مرتبه ͳتقریب حل پس
١٠∑
i=٠

u١,i = ١+ t+
١
٢
t٢ +

١
۶
t٣ +

١
٢۴

t۴ +
١
١٢٠

t۵ +
١
٧٢٠

t۶ +
١

۵٠۴٠
t٧ + · · · ,

١٠∑
i=٠

u٢,i = t− ١
۶
t٣ +

١
١٢٠

t۵ − ١
۵٠۴٠

t٧ +
١

٣۶٢٨٨٠
t٩ − ١

٣٩٩١۶٨٠٠
t١١ + · · · ,

م�ͳیابد. افزایش چشم�گیری به�طور ͳرایΎهم سرعت کار این دادن انجام با است مشخص که همان�طور

زیر به�صورت نتای; دهیم افزایش n = ٢٠ و v = ٢٠ به n = ١٠ و v = ١٠ اگر که داریم توجه هم�چنین

م�ͳآید. بدست�

بΎیرید نظر در را زیر ٢ اندیس مسئله .٢.۴.۴ }مثال
X

′
= AX +By + q,

٠ = CX + r, ٠ ≤ t ≤ ١,
(٣٠.۴)



۴٨ ͳهموتوپ اختلال روش .۴

(١.۴.۴) مثال برای n = ١٠ و v = ١٠ با x١ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :١.۴ ش΋ل

(١.۴.۴) مثال برای n = ٢٠ و v = ٢٠ با x١ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :٢.۴ ش΋ل



۴٩ مثال�ها .۴.۴

(١.۴.۴) مثال برای n = ١٠ و v = ١٠ با x٢ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :٣.۴ ش΋ل

(١.۴.۴) مثال برای n = ٢٠ و v = ٢٠ با x٢ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :۴.۴ ش΋ل



۵٠ ͳهموتوپ اختلال روش .۴

که

A =

[
١ −١
٠ ١

]
, B =

[
٠
١

]
, CT =

[
١
١

]
, q =

[
− cos(t)
− sin(t)

]
,

ͳواقع جواب�های هستند. x(٠)٢ = ٠ و x(٠)١ = ١ با r(t) = −(cos(t) + sin(t)) و

x١(t) = cos(t), x٢(t) = sin(t), y(t) = et cos(t),

هستند.

ـ�جبری دیفرانسیل معادله به (٣٠.۴) ٢ اندیس ـ�جبری دیفرانسیل معادله مسئله (٧.٣.١) قضیه طبق

١ }اندیس
x٢ = −x١ + cos(t) + sin(t),

x
′
١ = x١ − x٢ − cos(t),

(٣١.۴)

ـ�جبری دیفرانسیل معادله کردن حل برای م�ͳشود. تبدیل x(٠)٢ = ٠ و x(٠)١ = ١ اولیه مقادیر همان با

م�ͳگیریم نظر در زیر به�صورت v = ١٠ با t = ٠ در را sin(t) و cos(t) تاب΄�های تیلور بسط ،(٣١.۴)

cos(t) ∼= ١+
١٠∑
n=١

+(−١)n+١ t
٢n

٢n!
, (٣٢.۴)

sin(t) ∼=
١٠∑
n=٠

(−١)n
t(٢n+١)

(٢n+ ١)!
. (٣٣.۴)

م�ͳگیریم نظر در زیر به�صورت را اولیه تقریب�های ،ͳهموتوپ اختلال روش طبق

x(٠)١ = u(٠)١ = ١, x(٠)٢ = u(٠)٢ = ٠.

م�ͳنویسیم زیر به�صورت (٣١.۴) ـ�جبری دیفرانسیل معادله برای را H(u١, u٢, p) ͳپ هموتو حال

H(u١, u٢, p) =

[
u٢ + p (u١ − cos(t)− sin(t))

u١ − ١+ p
(
−
∫ t
٠ [u١ − u٢ − cos(s)] ds

)] = ٠. (٣۴.۴)

داریم: (٣۴.۴) در و(۴.٣٣) (٣٢.۴) ،(١٢.۴) ،(١١.۴) جایΎذاری با
∞∑
i=٠

piu٢,i = p

(
−

∞∑
i=٠

piu١,i + ١+
١٠∑
i=١

(−١)n+١ t
٢n

٢n!
+

١٠∑
i=٠

(−١)n
t(٢n+١)

(٢n+ ١)!

)
, (٣۵.۴)

∞∑
i=٠

piu١,i = ١+ p

(∫ t

٠

[ ∞∑
i=٠

piu١,i −
∞∑
i=٠

piu٢,i −

(
١+

١٠∑
i=١

(−١)n+١ t
(٢n)

(٢n)!

)]
ds

)
, (٣۶.۴)

م�ͳآوریم بدست� را زیر معادلات ،p مشابه توان با جملات دسته�بندی با

p٠ :

{
u٢,٠ = ٠,
u١,٠ = ١,

(٣٧.۴)

p١ :

u٢,١ = −u١,٠ + ١+
∑١٠

i=(١−)١n+١ t٢n

٢n! +
∑١٠

i=(١−)٠n t(٢n+١)

(٢n+١)! ,

u١,١ =
∫ t
٠

[
u١,٠ − u٢,١ −

(
١+

∑١٠
i=(١−)١n+١ t(٢n)

(٢n)!

)]
ds,

(٣٨.۴)



۵١ مثال�ها .۴.۴

pn :

{
u٢,n = −u١,n−١,

u١,n =
∫ t
٠ u١,n−١ + u٢,nds, n ≥ ٢.

(٣٩.۴)

داریم: (٣٩.۴) - (٣٧.۴) معادلات کردن حل }با
u٢,١ = t− ١

٢ t
٢ − ١

۶ t
٣ + ١

٢۴ t
۴ + ١

١٢٠ t
۵ + · · · ,

u١,١ = −١
٢ t

٢ + ١
٣ t

٣ + ١
٢۴ t

۴ − ١
۶٠ t

۵ − ١
٧٢٠ t

۶ + · · · ,{
u٢,٢ =

١
٢ t

٢ − ١
٣ t

٣ − ١
٢۴ t

۴ + ١
۶٠ t

۵ + ١
٧٢٠ t

۶ + · · · ,
u١,٢ = −١

٣ t
٣ + ١

۶ t
۴ + ١

۶٠ t
۵ − ١

١٨٠ t
۶ − ١

٢۵٢٠ t
٧ + · · · ,{

u٢,٣ =
١
٣ t

٣ − ١
۶ t

۴ − ١
۶٠ t

۵ + ١
١٨٠ t

۶ + ١
٢۵٢٠ t

٧ + · · · ,
u١,٣ = −١

۶ t
۴ + ١

١۵ t
۵ + ١

١٨٠ t
۶ − ١

۶٣٠ t
٧ − ١

١٠٠٨٠ t
٨ + · · · ,{

u٢,۴ =
١
۶ t

۴ − ١
١۵ t

۵ − ١
١٨٠ t

۶ + ١
۶٣٠ t

٧ + ١
١٠٠٨٠ t

٨ + · · · ,
u١,۴ = − ١

١۵ t
۵ + ١

۴۵ t
۶ + ١

۶٣٠ t
٧ − ١

٢۵٢٠ t
٨ − ١

۴۵٣۶٠ t
٩ + · · · ,

...{
u٢,١٠ =

١
١۴١٧۵ t

١٠ − ٢
١۵۵٩٢۵ t

١١ − ١
١٨٧١١٠٠ t

١٢ + · · · ,
u١,١٠ = − ٢

١۵۵٩٢۵ t
١١ + ١

۴۶٧٧۵ t
١٢ + ١

١٢١۶٢١۵٠ t
١٣ + · · · ,

(٣١.۴) ـ�جبری دیفرانسیل معادلات دهم مرتبه ͳتقریب حل بنابراین
١٠∑
i=٠

u١,i = ١− ١
٢
t٢ +

١
٢۴

t۴ − ١
٧٢٠

t۶ +
١

۴٠٣٢٠
t٨ + · · · ,

١٠∑
i=٠

u٢,i = t− ١
۶
t٣ +

١
١٢٠

t۵ − ١
۵٠۴٠

t٧ +
١

٣۶٢٨٨٠
t٩ + · · · ,

و x١(t) = cos(t) دقیق جواب�های تیلور سری (١۴.۴) و (١٣.۴) روابط از استفاده با حال هستند.

م�ͳآید. بدست y = et cos(t) ،(١٠.١) رابطه از هم��چنین م�ͳشود. حاصل x٢(t) = sin(t)

بΎیرید نظر در را زیر مسئله .٣.۴.۴ }مثال
X

′
= AX +By + q,

٠ = CX + r, ٠ ≤ t ≤ ١,
(۴٠.۴)

و x(٠)١ = x(٠)٢ = x(٠)٣ = ٠ با

A =

١ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ t

 , CT = B =

 ١ −١
٠ t
−١ ٠

 ,

دقیق جواب�های با r و q که

x١(t) = x٢(t) = x٣(t) = t۴ + t۵, y١(t) = y٢(t) =
t

١+ t۴ + t۵
,



۵٢ ͳهموتوپ اختلال روش .۴

(٢.۴.۴) مثال برای n = ١٠ و v = ١٠ با x١ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :۵.۴ ش΋ل

(٢.۴.۴) مثال برای n = ٢٠ و v = ٢٠ با x١ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :۶.۴ ش΋ل



۵٣ مثال�ها .۴.۴

(٢.۴.۴) مثال برای n = ١٠ و v = ١٠ با x٢ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :٧.۴ ش΋ل

(٢.۴.۴) مثال برای n = ٢٠ و v = ٢٠ با x٢ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف :٨.۴ ش΋ل



۵۴ ͳهموتوپ اختلال روش .۴

٢ اندیس ـ�جبری دیفرانسیل معادله م�ͳآید. بدست M =
[
t ١ t

]
،(٨.٣.١) قضیه طبق هستند. مطابق

١ اندیس ـ�جبری دیفرانسیل معادله به (۴٠.۴)
x١ = tx٢ − g١(t),

x٣ = x١ − g٢(t),

x
′
٢ = −tx

′
١ − tx

′
٣ + tx١ + x٢ + t٢x٣ + g٣(t),

(۴١.۴)

g٢(t) = ٠ ،g١(t) = t۶ − t۴ که م�ͳدهد. ش΋ل تغییر x(٠)١ = x(٠)٢ = x(٠)٣ = ٠ اولیه شرایط همان با

به�صورت را اولیه تقریب�های ،ͳهموتوپ اختلال روش طبق هستند. g٣(t) = ۴t١٢+٣t۴+٨t۵−٢t۶− t٧ و

م�ͳگیریم نظر در زیر

u(٠)١ = x(٠)١ = ٠, x(٠)٢ = u(٠)٢ = ٠, x(٠)٣ = u(٠)٣ = ٠.

م�ͳکنیم تعریف زیر به�صورت (۴١.۴) ـ�جبری دیفرانسیل معادله برای را H(u١, u٢, u٣, p) ͳهموتوپ حال

H(u١, u٢, u٣, p) =

 u١ + p (−tu٢ + g١(t))
u٣ + p (−u١ + g٢(t))

u٢ + p
(∫ t

٠ [su
′
١ + su

′
٣ − su١ − u٢ − s٢u٣ − g٣(s)]ds

)
 = ٠. (۴٢.۴)

جایΎذاری با

u١ =

∞∑
i=٠

piu١,i, u٢ =

∞∑
i=٠

piu٢,i, u٣ =

∞∑
i=٠

piu٣,i,

داریم: p مشابه توان با جملات دسته�بندی و (۴٢.۴) در

p٠ :


u١,٠ = ٠,
u٢,٠ = ٠,
u٣,٠ = ٠,

(۴٣.۴)

p١ :


u١,١ = tu٢,٠ − g١(t),

u٣,١ = u١,٠ − g٢(t),

u٢,١ =
∫ t
٠ [−su

′
١,٠ − su

′
٣,٠ + su١,٠ + u٢,٠ + s٢u٣,٠ + g٣(s)]ds,

(۴۴.۴)

pn :


u١,n = tu٢,n−١,

u٣,n = u١,n−١,

u٢,n =
∫ t
٠ [−su

′
١,n−١ − su

′
٣,n−١ + su١,n−١ + u٢,n−١ + s٢u٣,n−١]ds,

(۴۵.۴)

اختلال روش از آمده بدست مولفه�های م�ͳکنیم. حل را (۴۵.۴) - (۴٣.۴) معادلات حال .n ≥ ٢ برای

هستند زیر به�صورت (۴٠.۴) دیفرانسیل معادلات برای ͳهموتوپ
u١,١ = t۴ − t۶,

u٣,١ = ٠,
u٢,١ = t۴ + ١٢

۵ t
۵ + ۴

٣ t
۶ + · · · ,



۵۵ مثال�ها .۴.۴


u١,٢ = t۵ + ١٢

۵ t
۶ + ۴

٣ t
٧ + · · · ,

u٣,٢ = t۴ − t۶,

u٢,٢ = −٣
۵ t

۵ + ١٧
٣٠ t

۶ + ٢٢
٢١ t

٧ + · · · ,
u١,٣ = −٣

۵ t
۶ + ١٧

٣٠ t
٧ + ٢٢

٢١ t
٨ + · · · ,

u٣,٣ = t۵ + ١٢
۵ t

۶ + ۴
٣ t

٧ + · · · ,
u٢,٣ = −۴

۵ t
۵ − ١۴

١۵ t
۶ − ۵

۶ t
٧ + · · · ,

u١,۴ = −۴
۵ t

۵ − ١۴
١۵ t

۶ − ۵
۶ t

٧ + · · · ,
u٣,۴ = −٣

۵ t
۶ + ١٧

٣٠ t
٧ + ٢٢

٢١ t
٨ + · · · ,

u٢,۴ = −٢٩
٣٠ t

۶ − ١٧۶
١٠۵ t

٧ − ١٠٣
۶٠ t

٨ + · · · ,

...
u١,١٠ = − ۶۴

١٠۵ t
١٠ − ۴٩١٢٣

١٨٩٠٠ t
١١ + · · · ,

u٣,١٠ = −٢١٩٢٣
١۵١٢٠ t

١٠ − ۴۴٨٣٩
٣٠٢۴٠ t

١١ + · · · ,
u٢,١٠ = −١۵١٠٩

١۶٨٠٠ t
١٠ + ١۶٨٠٢٩

۴١۵٨٠٠ t
١١ + · · · ,

هستند زیر به�صورت (۴٠.۴) ـ�جبری دیفرانسیل معادلات برای دهم مرتبه ͳتقریب جواب
١٠∑
i=٠

u١,i = t۴ + t۵ +
١۵١٠٩
١۶٨٠٠

t١١ + · · · ,

١٠∑
i=٠

u٢,i = t۴ + t۵ − ٣٨٩٩۵١٩
١۶۶٣٢٠٠

t١١ + · · · ,

١٠∑
i=٠

u٣,i = t۴ + t۵ +
۶۴
١٠۵

t١٠ + · · · .

دیΎر مولفه�های کردن محاسبه با م�ͳشود. ظاهر آمده بدست مولفه�های در ١ نویز جملات که است به�ذکر لازم

دقیق جواب�های ͳبه�آسان جملات، این کردن حذف و ͳهموتوپ اختلال روش از

x١(t) = t۴ + t۵, x٢(t) = t۴ + t۵, x٣(t) = t۴ + t۵,

م�ͳآوریم: بدست (١٠.١) رابطه از هم�چنین م�ͳآیند. بدست

y١(t) = y٢(t) =
t

١+ t۴ + t۵
.

برای u٣,n−١ و u١,n−١ به�جای u٣,n و u١,n و u٣,n محاسبه در u١,n−١ به�جای u١,n از اگر قبل مثال مشابه

داریم: کنیم استفاده (۴۵.۴) و (۴۴.۴) معادلات در u٢,n محاسبه
u١,١ = t۴ − t۶,

u٣,١ = t۴ − t۶,

u٢,١ = t۴ + ۴
۵ t

۵ + ٣
٢ t

۶ + · · · ,

١noise



۵۶ ͳهموتوپ اختلال روش .۴


u١,٢ = t۵ + ۴

۵ t
۶ + ٣

٢ t
٧ + · · · ,

u٣,٢ = t۵ + ۴
۵ t

۶ + ٣
٢ t

٧ + · · · ,
u٢,٢ =

١
۵ t

۵ − ٢٣
١۵ t

۶ − ٧١
٧٠ t

٧ + · · · ,
u١,٣ =

١
۵ t

۶ − ٢٣
١۵ t

٧ − ٧١
٧٠ t

٨ + · · · ,
u٣,٣ =

١
۵ t

۶ − ٢٣
١۵ t

٧ − ٧١
٧٠ t

٨ + · · · ,
u٢,٣ =

١
٣٠ t

۶ − ۵٩
١٠۵ t

٧ + ۴٣٣٧
١۶٨٠ t

٨ + · · · ,
u١,۴ =

١
٣٠ t

٧ − ۵٩
١٠۵ t

٨ + ۴٣٣٧
١۶٨٠ t

٩ + · · · ,
u٣,۴ = − ١

٣٠ t
٧ − ۵٩

١٠۵ t
٨ + ۴٣٣٧

١۶٨٠ t
٩ + · · · ,

u٢,۴ =
١

٢١٠ t
٧ − ٩

٧٠ t
٨ + ۶۴٩٩

۵٠۴٠ t
٩ + · · · ,

...
u١,١٠ =

١
١٩٩۵٨۴٠٠ t

١٣ − ١٠٣
٢١۶٢١۶٠٠ t

١۴ + · · · ,
u٣,١٠ =

١
١٩٩۵٨۴٠٠ t

١٣ − ١٠٣
٢١۶٢١۶٠٠ t

١۴ + · · · ,
u٢,١٠ =

١
٢۵٩۴۵٩٢٠٠ t

١٣ − ٧٨٧
١٨١۶٢١۴۴٠٠ t

١۴ + · · · ,

م�ͳآید بدست زیر به�صورت (۴٠.۴) ـ�جبری دیفرانسیل معادلات دهم مرتبه ͳتقریب جواب بنابراین
١٠∑
i=٠

u١,i = t۴ + t۵ − ١
٢۵٩۴۵٩٢٠٠

t١۴ + · · · ,

١٠∑
i=٠

u٢,i = t۴ + t۵ − ١
٣۶٣٢۴٢٨٨٠٠

t١۴ + · · · ,

١٠∑
i=٠

u٣,i = t۴ + t۵ − ١
٢۵٩۴۵٩٢٠٠

t١۴ + · · · .

م�ͳشود. بیشتر ͳرایΎهم سرعت م��ͳکنیم مشاهده که همان�طور

نتیجه�گیری ۵.۴

جواب که م�ͳکنیم مشاهده کنیم، مقایسه هم با را ͳهموتوپ اختلال روش و ͳوردش ت΋رار روش اول مثال اگر

این در که داد انجام نمودارها به توجه با را مقایسه این م�ͳتوان هم�چنین است، ی΋سان روش دو هر ͳتقریب

مقایسه هم با را آن�ها سوم مثال� م�ͳتوان هم�چنین ندارند. ͳاختلاف و بوده هم مشابه دقیقا نمودارها هم، صورت

که گرفت نتیجه م�ͳتوان پس م�ͳرسیم. ͳسان΋ی جواب به ٢ نویز جملات حذف با روش دو هر در که کرد

برای ͳدقیق و مناسب ابزارهای روش دو هر و است هم مشابه تقریبا روش دو هر از حاصل ͳتقریب جواب

هستند. جبری دیفرانسیل�ـ معادلات دقیق ΁پاس یافتن

٢noise



فصل۵

کاربردها

نشان ͳمهندس و علوم مختلف زمینه�های در را جبری دیفرانسیل�ـ معادلات اهمیت این�که برای فصل این در

م�ͳدهیم. ارائه را جبری دیفرانسیل�ـ معادلات از ͳکاربردهای دهیم،

ͳشیمیای فرآیند

ترکیب هم ZLUبا و FLB ماده دو ͳشیمیای فرآیند این در بΎیرید. نظر در را نوبل١ کزو�ـ� آ ͳشیمیای مسئله

ZLA فرآیند این در شده تولید ماده مهم�ترین م�ͳشود. اضافه آن�ها به دی�اکسید�کربن مرتبا و م�ͳشوند

و [ZLA] ،[ZHU ] ،[FLBT ] ،[CO٢] ،[FLB] آید، بدست� فرآیند این ͳریاض مدل این�که برای است.

که هستند ͳ΋کم متغییرهای Fin و ri م�ͳدهیم. نمایش y١, y٢, · · · , y۶ با به�ترتیب را [FLBZHU ]

r١ = k١y
۴
١y

١
٢
٢ r٢ = k٢y٣y۴,

r٣ =
k٢
k
y١y۵, r۴ = k٣y١y

٢
۴,

r۵ = k۴y
٢
۶y

١
٢
٢ , Fin = KLA(

p(co٢)

H
− y٢),

این م�ͳتوان ترتیب این به� م�ͳباشند. ثابت پارامترهای H و p(co٢) و KLA و k ،k۴ ،k٣ ،k٢ ،k١ هستند.

کرد مدل�بندی زیر به�صورت ١ اندیس ͳغیرخط جبری دیفرانسیل�ـ معادلات با را فرآیند

١
١

١
١

١
٠


dy

dt
=



−٢r١ + r٢ − r٣ − r۴
−١

٢r١ − r۴ − ١
٢r۵ + Fin

r١ − r٢ + r٣
−r٢ + r٣ − ٢r۴
r٢ − r٣ + r۵
k۵y١y۴ − y۶

 ,

هستند. y
′
(٠) = t

′
٠ و y(٠) = y٠ ،٠ ≤ t ≤ ١٨٠ ،y ∈ R۶ که

١Akzo Nobel

۵٧



۵٨ کاربردها .۵

مقید ͳ΋انی΋م سیستم�های

مقید ͳ΋انی΋م دستΎاه�های ͳ΋دینامی مدل�بندی ،ͳمهندس در جبری دیفرانسیل�ـ معادلات کاربردهای از ͳ΋ی

مقید ͳ΋انی΋م سیستم�های م�ͳدهیم. شرح را مقید ͳ΋انی΋م سیستم�های یا ͳچندجسم سیستم�های است.

را اجزا حرکت جهت و وضعیت که است ͳمتغییرهای شامل بردار این که است p(t) ∈ Rn بردار دارای

m مقید Έهلونومی در وضعیت مختصات�های است. v(t) = p
′
(t) متناظر سرعت�های و م�ͳکنند مشخص

م�ͳکنند. صدق زیر به�صورت

٠ = g(p(t), t), (١.۵)

ͳ΋دینامی معادلات به که

M(p, t)p
′′
(t) = f(p, p

′
, t)−GT (p, t)λ, (٢.۵)

m× n مقید ͳژاکوب ماتریس با GTλ مقید نیرو بردار و p′′
(t) شتاب متغییر n ،p′

(t) سرعت متغییر n با

G(p, t) = (
∂g

∂p
)(p, t),

معادلات پیوسته�اند. f(p, p′
, t) ͳخارج نیروی n M(p)و ،n×n ماتریسجرم ،λ(t) لاگرانژ mضرب�گر و

معادله که هستند هلونومیΈمقید ͳ΋انی΋م سیستم�های برای معادلاتحرکت از ͳنوع هم با (٢.۵) و (١.۵)

است. ٢ مرتبه جبری دیفرانسیل�ـ

ͳ΋تری΋ال شب΋ه

معادلات خودکار تولید که است مدل�سازی از ͳروش�های پایه بر ،ͳ΋تری΋ال شب΋ه�های پیشرفته شبیه�سازی

در معمولا که است ٢ شده اصلاح گره�ای آنالیز روش روش�ها، این مهم�ترین از ͳ΋ی م�ͳسازد. فراهم را مدل

جریان قوانین م�ͳشود. استفاده روش این از خودکار، به�طور شب΋ه مدل معدلات تولید برای ͳصنعت کاربردهای

ترانزیستور، از ۴ شارژ�ـ�ارینتد ΀تشری بر ͳمبن پایه�ای المان هر برای مشخصه معادلات با ٣ کریچف ولتاژ و

م�ͳشود. زیر جبری دیفرانسیل�ـ معادلات به }منجر
Az

′
= f(x), t ∈ [t٠, tm],

Z − q(x) = ٠,

Έاستاتی المان�های با شده تولید جریان�های f(x) ∈ Rn و گره پتانسیل�های x ∈ Rn که x(t٠) = x٠ که�

وقوع ماتریس هستند.

A =

[
−١ ١ ٠
٠ −١ ١

]
,

٢modified nodal analysis method
٣Kirchhoff
۴charge - oriented



۵٩

این از ͳناش z′
= dq(x)

dt شارژ جریان و م�ͳدهد شرح را شارژ ذخیره المان�های به وابسته شب΋ه توپولوژی

م�ͳسازد. مربوط گره، هر در f(x) Έاستاتی جریان به را المان�ها

بهینه کنترل

م�ͳکنید. ملاحظه را زیر بهینه کنترل مسئله

minimizeJ [x, u] =

∫ t١

t٠

g(x, u, s)ds,

به�طوری�که

x
′
= f(x, u, t),

کنترل متغییرهای مشخصکننده u(t) ͳتای n بردار و حالت متغییرهای مشخصکننده x(t) ͳتای n بردار که

م�ͳکنیم انتخاب طوری را t٠ ≤ t ≤ t١ روی u(t) تاب΄ .x(t١) = x١ و x(t٠) = x٠ کنید فرض هستند.

معادلات از دسته این حل برای باشند. برقرار x′
= f(x, u, t) حالت معادلات و شود مینیمم J تاب΄ که

جبری دیفرانسیل�ـ معادلات به�صورت م�ͳتوانند لاگرانژ اویلر معادلات تغییرات، حساب از استفاده با کنترل

شود. بیان زیر

x
′
= f(x, u, t),

λ
′
= −∂g

∂x
(x, u, t)− (

∂f

∂x
)Tλ,

٠ =
∂g

∂u
(x, u, t) + (

∂f

∂u
)Tλ,



پیوستآ�

Maple با مثال�ها کد

ͳروشوردش Mapleمثال�های کد آ�.١

اول مثال م�ͳدهیم. ارائه را Maple با ͳوردش روش مثال�های کد اینجا در

restart;

m := 10;

q1 := -2*exp(t)+sin(t);

w1 := mtaylor(q1, t = 0, m);

g1 := unapply(w1, t);

q2 := exp(t)+sin(t);

w2 := mtaylor(q2, t = 0, m);

g2 := unapply(w2, t);

q3 := -exp(t-s);

w3 := mtaylor(q3, t = s, m);

g3 := unapply(w3, t);

x1[0] := 1;

unapply(x1[0], t);

x2[0] := 0;

unapply(x2[0], t);

for n from 0 to m do

۶٠



۶١ ͳوردش روش مثال�های MAPLE کد آ�.١.

x2[n+1] := g2(t)-x1[n](t);

x2[n+1] := unapply(x2[n+1], t);

x1[n+1] := x1[n](t)+int(g3(s)*(diff(x1[n](s), s)+x1[n](s)

-x2[n+1](s)+g1(s)), s = 0 .. t);

x1[n+1] := unapply(x1[n+1], t)

end do;

x11 := x1[m](t);

x1 := mtaylor(exp(t), t = 0, 2*m);

plot(abs(x11-x1), t = 0 .. 1);

x22 := x2[m](t);

x2 := mtaylor(sin(t), t = 0, 2*m);

plot(abs(x22-x2), t = 0 .. 1);

دوم مثال

restart;

m := 10;

q1 := cos(t)-sin(t)+exp(t);

w1 := mtaylor(q1, t = 0, m);

g1 := unapply(w1, t);

q2 := cos(t)+exp(t);

w2 := mtaylor(q2, t = 0, m);

g2 := unapply(w2, t);

q3 := -exp(t-s);

w3 := mtaylor(q3, t = s, m);

l := unapply(w3, t);

x1[0] := 1;

unapply(x1[0], t);



۶٢ Maple با مثال�ها کد آ�.

x2[0] := 1;

unapply(x2[0], t);

for n from 0 to m do

x2[n+1] := g1(t)-x1[n](t);

x2[n+1] := unapply(x2[n+1], t);

x1[n+1] := x1[n](t)+int(l(s)*(diff(x1[n](s), s)-x1[n](s)-x2[n](s)

+g2(s)), s = 0 .. t);

x1[n+1] := unapply(x1[n+1], t)

end do;

x1 := x1[m+1](t);

x1e := mtaylor(cos(t), t = 0, 2*m);

plot(abs(x1-x1e), t = 0 .. 1);

x2 := x2[m+1](t);

x2e := mtaylor(-sin(t)+exp(t), t = 0, 2*m);

plot(abs(x2-x2e), t = 0 .. 1);

سوم مثال

restart;

m := 10;

w1 := exp(t)+sin(t);

q1 := mtaylor(w1, t = 0, m);

g1 := unapply(q1, t);

w2 := cos(t)-exp(t);

q2 := mtaylor(w2, t = 0, m);

g2 := unapply(q2, t);

x1[0] := 1;

unapply(x1[0], t);

x2[0] := 0;



۶٣ ͳوردش روش مثال�های MAPLE کد آ�.١.

unapply(x2[0], t);

for n from 0 to m do

x1[n+1] := g1(t)-x2[n](t);

x1[n+1] := unapply(x1[n+1], t);

x2[n+1] := x2[n](t)-(int(diff(x2[n](s), s)-x1[n](s)-g2(s), s = 0 .. t));

x2[n+1] := unapply(x2[n+1], t)

end do;

x1 := x1[m](t);

x1e := mtaylor(exp(t), t = 0, 2*m);

plot(abs(x1-x1e), t = 0 .. 1);

x2 := x2[m](t);

x2e := mtaylor(sin(t), t = 0, 2*m);

plot(abs(x2-x2e), t = 0 .. 1);

چهارم مثال

restart;

m := 10;

w := -exp(t-s);

p := mtaylor(w, t = s, m);

l := unapply(p, t);

x1[0] := 0;

unapply(x1[0], t);

x2[0] := 0;

unapply(x2[0], t);

x3[0] := 0;

unapply(x3[0], t);

for n from 0 to m do

x1[n+1] := t*x2[n](t)-t^6+t^4;



۶۴ Maple با مثال�ها کد آ�.

x1[n+1] := unapply(x1[n+1], t);

x3[n+1] := x1[n](t);

x3[n+1] := unapply(x3[n+1], t);

x2[n+1] := x2[n](t)+int(l(s)*(diff(x2[n](s), s)-x2[n](s)

+s*(diff(x1[n](s), s))-s*x1[n](s)+s*(diff(x3[n](s), s))

-s^2*x3[n](s)-4*s^3-12*s^4-8*s^5+2*s^6+s^7), s = 0 .. t);

x2[n+1] := unapply(x2[n+1], t)

end do;

پنجم مثال

restart;

m := 10;

q1 := cos(t)-exp(t)*t;

w1 := mtaylor(q1, t = 0, m);

g1 := unapply(w1, t);

q2 := exp(t)-sin(t);

w2 := mtaylor(q2, t = 0, m);

g2 := unapply(w2, t);

q3 := sin(t)-t*cos(t);

w3 := mtaylor(q3, t = 0, m);

g3 := unapply(w3, t);

q4 := -exp(t-s);

w4 := mtaylor(q4, t = s, m);

l := unapply(w4, t);

y[0] := 0;

unapply(y[0], t);

w[0] := 0;

unapply(w[0], t);



۶۵ آدومیان روش مثال�های MAPLEکد آ�.٢.

z[0] := 0;

unapply(z[0], t);

for n from 0 to m do

w[n+1] := y[n](t)+g3(t);

w[n+1] := unapply(w[n+1], t);

z[n+1] := z[n](t)+int(l(s).(diff(z[n](s), s)-z[n](s)-w[n+1](s)-g2(s)),

s = 0 .. t);

z[n+1] := unapply(z[n+1], t);

y[n+1] := y[n](t)-(int(diff(y[n](s), s)+s*w[n+1](s)-z[n+1](s)-g1(s),

s = 0 .. t));

y[n+1] := unapply(y[n+1], t)

end do;

y := y[m](t);

ye := mtaylor(t*cos(t), t = 0, 2*m);

plot(abs(y-ye), t = 0 .. 1);

z := z[m](t);

ze := mtaylor(exp(t)*t, t = 0, 2*m);

plot(abs(z-ze), t = 0 .. 1);

w := w[m](t);

we := mtaylor(sin(t), t = 0, 2*m);

plot(abs(w-we), t = 0 .. 1);

روشآدومیان کدMapleمثال�های آ�.٢

اول مثال م�ͳدهیم. ارائه را آدومیان روش مثال�های Mapleکد اینجا در

restart;

m := 10;

q1 := t*exp(t)+exp(t)*sin(t);



۶۶ Maple با مثال�ها کد آ�.

w1 := mtaylor(q1, t = 0, m);

g1 := unapply(w1, t);

q2 := exp(t)*cos(t);

w2 := mtaylor(q2, t = 0, m);

g2 := unapply(w2, t);

x1[0] := 0;

unapply(x1[0], t);

x2[0] := 0;

unapply(x2[0], t);

x2[1] := x2[0](t)+int(x2[0]*s+g2(s), s = 0 .. t);

x2[1] := unapply(x2[1], t);

x1[1] := -x2[1](t)+g1(t);

x1[1] := unapply(x1[1], t);

for i from 2 to m do

x2[i] := int(x2[i-1](s), s = 0 .. t);

x2[i] := unapply(x2[i], t);

x1[i] := -x2[i](t);

x1[i] := unapply(x1[i], t)

end do;

x11 := sum(x1[k](t), k = 0 .. m);

x1e := mtaylor(t*exp(t), t = 0, m);

plot(abs(x11-x1e), t = 0 .. 1);

x22 := sum(x2[k](t), k = 0 .. m);

x2e := mtaylor(exp(t)*sin(t), t = 0, m);

plot(abs(x22-x2e), t = 0 .. 1);

دوم مثال



۶٧ آدومیان روش مثال�های MAPLEکد آ�.٢.

restart;

m := 10;

q1 := 4*t^3+12*t^4+8*t^5-2*t^6-t^7;

g1 := unapply(q1, t);

q2 := 0;

g2 := unapply(q2, t);

q3 := t^6-t^4;

g3 := unapply(q3, t);

x1[0] := 0;

unapply(x1[0], t);

x2[0] := 0;

unapply(x2[0], t);

x3[0] := 0;

unapply(x3[0], t);

x1[1] := t*x2[0](t)-g3(t);

x1[1] := unapply(x1[1], t);

x3[1] := x1[0](t)+x1[1](t)-g2(t);

x3[1] := unapply(x3[1], t);

x2[1] := x2[0]+int(g1(s)-s*(diff(x1[0](s), s))-s*(diff(x1[1](s), s))-

s*(diff(x3[0](s), s))-s*(diff(x3[1](s), s))+s*x1[0](s)+s*x1[1](s)

+x2[0](s)+s^2*x3[0](s)+s^2*x3[1](s), s = 0 .. t);

x2[1] := unapply(x2[1], t);

for i from 2 to m do

c[i] := t*x2[i-1](t);

x1[i] := mtaylor(c[i], t = 0, m);

x1[i] := unapply(x1[i], t);

x3[i] := x1[i](t);

x3[i] := unapply(x3[i], t);

z[i] := int(-s*(diff(x1[i](s), s))-s*(diff(x3[i](s), s))+s*x1[i](s)



۶٨ Maple با مثال�ها کد آ�.

+x2[i-1](s)+s^2*x3[i](s), s = 0 .. t);

x2[i] := mtaylor(z[i], t = 0, m);

x2[i] := unapply(x2[i], t)

end do;

x1e := sum(x1[k](t), k = 0 .. m);

x2e := sum(x2[k](t), k = 0 .. m);

x3e := sum(x3[k](t), k = 0 .. m);

ͳهموتوپ روشاختلال Mapleمثال�های کد آ�.٣

اول مثال م�ͳدهیم. ارائه را آدومیان روش مثال�های Mapleکد اینجا در

restart;

m := 10;

q1 := mtaylor(exp(t), t = 0, m);

g1 := unapply(q1, t);

q2 := mtaylor(sin(t), t = 0, m);

g2 := unapply(q2, t);

x1[0] := 1;

unapply(x1[0], t);

x2[0] := 0;

unapply(x2[0], t);

x2[1] := -x1[0](t)+g1(t)+g2(t);

x2[1] := unapply(x2[1], t);

x1[1] := int(-x1[0](s)+x2[1](s)+2*g1(s)-g2(s), s = 0 .. t);

x1[1] := unapply(x1[1], t);

for i from 2 to m do

x2[i] := -x1[i-1](t);

x2[i] := unapply(x2[i], t);



۶٩ ͳهموتوپ اختلال روش مثال�های MAPLE کد آ�.٣.

x1[i] := int(-x1[i-1](s)+x2[i](s), s = 0 .. t);

x1[i] := unapply(x1[i], t)

end do;

x1 := sum(x1[n](t), n = 0 .. m);

x1e := mtaylor(exp(t), t = 0, 2*m);

plot(abs(x1-x1e), t = 0 .. 1);

x2 := sum(x2[n](t), n = 0 .. m);

x2e := mtaylor(sin(t), t = 0, 2*m);

plot(abs(x2-x2e), t = 0 .. 1);

دوم مثال

restart;

m := 10;

q1 := mtaylor(cos(t), t = 0, m);

g1 := unapply(q1, t);

q2 := mtaylor(sin(t), t = 0, m);

g2 := unapply(q2, t);

x2[0] := 0;

unapply(x2[0], t);

x1[0] := 1;

unapply(x1[0], t);

x2[1] := -x1[0](t)+g1(t)+g2(t);

x2[1] := unapply(x2[1], t);

x1[1] := int(x1[0](s)-x2[1](s)-g1(s), s = 0 .. t);

x1[1] := unapply(x1[1], t);

for i from 2 to m do

x2[i] := -x1[i-1](t);

x2[i] := unapply(x2[i], t);



٧٠ Maple با مثال�ها کد آ�.

x1[i] := int(x1[i-1](s)-x2[i](s), s = 0 .. t);

x1[i] := unapply(x1[i], t)

end do;

x1 := sum(x1[n](t), n = 0 .. m);

x1e := mtaylor(cos(t), t = 0, 2*m);

plot(abs(x1-x1e), t = 0 .. 1);

x2 := sum(x2[n](t), n = 0 .. m);

x2e := mtaylor(sin(t), t = 0, 2*m);

plot(abs(x2-x2e), t = 0 .. 1);

سوم مثال

restart;

m := 10;

g1 := unapply(t^6-t^4, t);

g3 := unapply(4*t^3+12*t^4+8*t^5-2*t^6-t^7, t);

x1[0] := 0;

unapply(x1[0], t);

x2[0] := 0;

unapply(x2[0], t);

x3[0] := 0;

unapply(x3[0], t);

x1[1] := t*x2[0](t)-g1(t);

x1[1] := unapply(x1[1], t);

x3[1] := x1[1](t);

x3[1] := unapply(x3[1], t);

x2[1] := int(-s*(diff(x1[1](s), s))-s*(diff(x3[1](s), s))+s*x1[1](s)

+x2[0](s)+s^2*x3[1](s)+g3(s), s = 0 .. t);

x2[1] := unapply(x2[1], t);

for i from 2 to m do



٧١ ͳهموتوپ اختلال روش مثال�های MAPLE کد آ�.٣.

x1[i] := t*x2[i-1](t);

x1[i] := unapply(x1[i], t);

x3[i] := x1[i](t);

x3[i] := unapply(x3[i], t);

x2[i] := int(-s*(diff(x1[i](s), s))-s*(diff(x3[i](s), s))+s*x1[i](s)

+x2[i-1](s)+s^2*x3[i](s), s = 0 .. t);

x2[i] := unapply(x2[i], t)

end do;

x1 := sum(x1[n](t), n = 0 .. m);

x2 := sum(x2[n](t), n = 0 .. m);

x3 := sum(x3[n](t), n = 0 .. m);



مراج΄

[1] U. Asher and P. Lin Sequential regularization methods for higher index DAEs with constraint
singularities: The linear index-2 case, SIAM. J. Numer. Anal. 33 (1996) 1921 - 1940.

[2] E. Bobolian and M. M. Hosseini Reducing index, and pseudospectral methods for differential-
algebraic equations, Appl. Math. Comput. 140 (2003) 77 – 90.

[3] C. W. Gear and L. Petzod ODE methods for solution of differential-algebraic systems, SIAM.
J. Numer. Anal. 21 (1984) 716 - 728.

[4] C. W. Gear Differential-algebraic equation index transformations , SIAM. J. Sci. Statist.
Comput. 9 (1988) 39 - 47.

[5] M. Ghovatmand, M. M. Hosseini and M. Jafari, Reducing index, and pseudospectral method
for high index differential-algebraic equations, Journal of Advanced Research in Name Vol.
00 No. (2010) 1 - 14.

[6] J. H. He, Variational iteration method-some recent results and new interpretations. J. Com-
put. Appl. Math. 207 (2007) 3 - 17.

[7] J. H. He, Homotopy perturbation technique, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg 178 (1999)
257 - 262.

[8] M. M. Hosseini, Adomian decomposition method for solutions of differential-algebraic equa-
tions, J. Comput. Appl. Math. 197 (2006) 459 – 501.

[9] F.Soltanian, S. M. Karbassi and M. M. Hosseini, Application of He’s variational itrration
method for solution of differential-algebraic equations, Chaos, Solitons and Fractals 41 (2009)
436 – 445.

[10] F. Soltanian, M. Dehghan and S. M. Karbassi, Solution of the differential algebraic equationa
via homotopy perturbation method and their engineering applications, Int. J. Comput. Math
87:9 (2009) 1950 - 1974

[11] T. Ozis and A. Yildirim, Comparison between Adomian’s method and He’s homotopy pertur-
bation method, Comput. Math. Appl. 56 (2008) 1216 - 1224.

[12] A. M. Wazwas, A comparison between the Variational iteration method and Adomian de-
composition method, J. Comput. Appl. Math. 207 (2007) 129 - 136

[13] A. M. Waswas and salah M. El-Sayed, A new modification of the Adomian decomposition
method for linear and nonlinear operators, Appl. Math. Comput. 122 (2001) 393 - 405.

٧٢



ͳلیسΎان به ͳفارس واژه�نامه

Nodal analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گره�ای آنالیز

Perturbation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اختلال.

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اندیس

Initial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه

Infinite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب�ͳنهایت.

Invariant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایا

Adomian decomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آدومیان تجزیه

Analytical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳتحلیل

Correction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ΀تصحی

Approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریب

Topology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توپولوژی

Linear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳخط

Arbitrary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دلخواه

Sequence. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دنباله.

Differential algebraic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جبری. دیفرانسیل�ـ

Dynamical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳ΋دینامی

Series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سری.



٧۴ ͳلیسΎان به ͳفارس واژه�نامه

Electrical network . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳ΋تری΋ال شب΋ه

Coefficient . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضریب

Non linear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .ͳغیر�خط

Chemical process . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳشیمیای فرآیند�

Overdetermined . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرامعین

Reduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاهش

Auxiliary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳ΋کم

Optimal control . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه کنترل

Lagrange . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاگرانژ

Jacobian matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳژاکوب ماتریس

Variation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متغییر

Constraint . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدودیت

Order . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرتبه

Boundary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرزی.

Invertible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مع΋وس�پذیر

Variational . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳوردش

Equivalent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم�ارز

Convergence. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .ͳرایΎهم

Homogeneous . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همΎن

Smooth . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هموار

Homotopy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳهموتوپ



ͳفارس به ͳلیسΎان واژه�نامه

Adomian decomposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آدومیان تجزیه

Analytical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳتحلیل

Approximation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریب

Arbitrary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دلخواه

Auxiliary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳ΋کم

Boundary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرزی.

Chemical process . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳشیمیای فرآیند

Coefficient . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضریب

Component . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مؤلفه

Constraint . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدودیت

Convergence. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .ͳرایΎهم

Correction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ΀تصحی

Differential algebraic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جبری. دیفرانسیل�ـ�

Dynamical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳ΋دینامی

Electrical network . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳ΋تری΋ال شب΋ه

Equivalent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم�ارز

Homogeneous . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همΎن



٧۶ ͳفارس به ͳلیسΎان واژه�نامه

Homotopy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳهموتوپ

Index. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اندیس.

Infinite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب�ͳنهایت.

Initial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه

Invariant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایا

Invertible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مع΋وس�پذیر

Jacobian matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳژاکوب ماتریس

Lagrange . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاگرانژ

Linear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳخط

Nodal analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گره�ای آنالیز

non-linear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳغیر�خط

Optimal control . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه کنترل

order . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرتبه

Overdetermined . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرامعین

perturbation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اختلال

Reduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاهش

Sequence. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دنباله.

Series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سری.

Smooth . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هموار

Topology . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توپولوژی

Variation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متغییر

Variational . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳوردش



Surname: Aliabadian Name: Saeide

Title: Solving Differential-Algebraic Equations By Semi-Analytical Methods

Supervisor: Dr.Mahdi Ghovatmand
Advisor: Dr.Ali Mesforush

Degree: Master of Science Subject: Applied Mathematics
Field: Numbrical Analysis

Technology University of Shahrood Faculty Of Mathematical Sciences
Date: 2012 Number of pages: 78

Keywords: Differential-algebraic equations

Abstract
Due to many problems of physics which are modeled by differential-algebraic equations

.It is appropriate to find the answers with high accuracy. In recent years numerical methods
are used to solve the equations. But these methods are just suitable for the problems with
low index and they can not be used for high index so it is necessary to find answers with
a high accuracy. In this thesis we are going to solve the differential-algebraic equation by
using the semi analytic methods. In order to solve the differential-algebraic problems we
can use the index reduction methods, then we can solve its income system with the semi-
analytical Variational iteration ,Adomian decomposition and Homotopy perturbation method.
The Variational iteration method provides a sequence of function which converge to the exact
solution of the problem. The Adomian decomposition method and Homotopy perturbation
method generates an infinite series with converge to the exact solution. The numerical results
of solving several examples of high-index shows the efficiency and neccessity of using these
methods.
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