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୏وردگارا...
تلاش ثمره که بسته�شان پینه دست�های برای نه و کنم سیاه شد، سفید من عزت راه در که را مویشان می�توانم نه

عصای در را عمرم ثانیه�های و باشم شکرگزارشان لحظه هر که ده توفیقم پس دارم. مرهمی است، من افتخار برای

بگذارم. �بودنشان دست

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه



චاری... ণپاس໋�
در مرا قدم�های ناتوانم دستان گرفتن با و آموخت من به را زندگی راه زیباترین که را مهربانم خدای می�گویم سپاس

گشود. رویم به وجودش نور با را دانش بسته درهای و نمود آسان برایم را سختی�ها و مشکلات کرد، محکم راه این

نمایم. تشکر و قدردانی کردند، یاری پایان�نامه این نوشتن در را من که کسانی تمامی از می�دانم لازم خود بر

و صبر کمال در و نیت خلوص با که مس�فروش علی دکتر آقای جناب محترمم راهنمای استاد از می�کنم تشکر

مهدی دکتر آقای جناب محترمم مشاور استاد از می�کنم تشکر همچنین بودند. من سوالات تمام پاسخ�گوی آرامش

داوری که ناظمی علیرضا دکتر آقای جناب و طهرانی احسنی حجت دکتر آقای جناب از سپاسگزارم و جزی قوتمند

داشتند. عهده بر را پایان�نامه این

افتخار تحصیل طول در که گرامی�ام هم�کلاسی�های و دوستان تمامی و خانواده از می�دانم لازم خود بر همچنین

نمایم. سپاس�گزاری صمیمانه داشتم، را آنها با هم�فکری و مصاحبت

৤ජ໑۱۳۹۲مओوکار



ଓฬپایان� از ग़قالاتീज़ࣇ඼යج ౱ࣂࡣت
موج معادله برای متناهی تفاضلات و متناهی عناصر ترکیبی روش ” ،(١٣٩٢) ع، مس�فروش و م جوکار .١

همدان. ،٩٢ ص ایران، کاربردی ریاضی کنفرانس ،” زمان به وابسته

برای متناهی تفاضلات و متناهی عناصر ترکیبی روش ” ،(١٣٩٢) س.ع.، کوشالشاه رضایی و م جوکار .٢

مشهد. ایران، ریاضی کنفرانس ،” معکوس پراکندگی مساله

بی�کران موج معادله برای متناهی عناصر روش ” ،(١٣٩٢) م، رستمی و م جوکار س.ع، کوشالشاه رضایی .٣
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ر مطالب فهرست



١ فصل

پیش�نیاز و مقدمه

جواب که را مساله�ای ،[١٢] ١٩٢٣ سال در هادمارد١ بلکه، نیست جدیدی موضوع بدوضع، مساله�های مفهوم

نامید. بدوضع می�شد، جواب در بزرگ تغییری به منجر آن، داده�ی در کوچک تغییری یا نداشت منحصربه�فرد

از مساله بدوضعی که می�کرد فکر چون نداد؛ قرار مطالعه، مورد را بدوضع مساله�های عددی جنبه�ی هادمارد،

مساله�های که بود کسی اولین ،[٣١]١٩۶٣ سال در ٢ تیخونف می�آید. به�وجود آن، فیزیکی نادرست فرمول�بندی

زمان در را مدل کرد سعی تیخونف، داد. ارایه را منظم�سازی مفهوم سپس و کرد بررسی عددی، نظر از را بدوضع

پایدار برای را منظم�سازی مفهوم وی دارد. نگه پایدار یابد، تغییر کمی مقدار به فقط داده اگر حتی داده، تقریب ایجاد

را پایداری نه�تنها روش، این داد. ارایه را وزن�دار منظم�سازی روش ،[٢۵] در ٣ پارکر کرد. معرفی مساله، نمودن

توسعه · · · و [١٩] ،[٢٣] ،[٣٢] در روش، این بود. دارا نیز، را مطلوب ویژگی�های برخی بلکه می�کرد، تضمین

یافت.

اندازه�های با مساله�هایی در آن اجرای اصلی، مشکل اما است شده درک به�خوبی، منظم�سازی مفهوم امروزه،

،[٣٠] ،[٢٢] ،[١٣] در خطی، معکوس مساله�های زمینه�ی در زیادی پیشرفت�های اخیر، سال�های در است. بزرگ

وجود زمینه این در بسیاری، پاسخ بدون سوالات هنوز، اما است. گرفته صورت · · · و [٢١] ،[٢۶] ،[٢۴] ،[۶]

با مقایسه در غیرخطی معکوس مساله�های کرد. پیشنهاد خاص، مساله�ای برای را قطعی روشی نمی�توان و دارد

است. داشته بیشتری پیشرفت�های خطی، معکوس مساله�های

دوم، جهانی جنگ در صوت امواج به�وسیله�ی زیردریایی کاشف و رادار اختراع با معکوس پراکندگی مساله�ی

و دریا آب در دشمن تجهیزات مکان تعیین برای الکترومغناطیسی و صوتی امواج از استفاده توانایی شد. مطرح

تعیین امکان نه�تنها اختراع، دو این موفقیت از پس می�کرد. بازی جنگ، نتیجه�ی در را تعیین�کننده�ای نقش ابرها،

١J. Hadamard
٢A.N. Tichonov
٣R.L. Parker



٢ پیش�نیاز و مقدمه .١

نیز، هواپیما و غاز یا زیردریایی و وال بین تشخیص یعنی آن، شناسایی و شی تصویر تعیین بلکه شی، دامنه�ی

می�رفت. انتظار

مساله�های دوم، فصل در می�کنیم. ارایه را نیاز مورد مقدمات و تعاریف اول، فصل در پایان�نامه، این در

تئوری بعد، فصل در می�دهیم، قرار بحث مورد خطی، معکوس مساله�های حل برای را عددی روش�های و معکوس

می�کنیم بیان زمان، به وابسته صوت موج معادله�ی برای را متناهی تفاضلات و محدود اجزای تطبیقی ترکیبی روش

می�دهیم. ارایه را نتایج و کرده اجرا ،[١١] PETSc نرم�افزاری بسته�ی از استفاده با را روش این آخر، فصل در و

است. شده گردآوری ،[١] و [۵] ،[١٧] از فصل این تعاریف که، است به�ذکر لازم

آن�گاه ،λ, µ ∈ R و u, v ∈ V اگر هرگاه، می�نامیم حقیقی اسکالر با برداری فضای را V .١.٠.١ تعریف

باشد. λu+ µv ∈ V

هرگاه می�نامیم خطی تابعک را L : V −→ R تابع .٢.٠.١ تعریف

L(λu+ µv) = λL(u) + µL(v), ∀u, v ∈ V, λ, µ ∈ R, (١.١)

به�طوری�که، باشد داشته وجود C ثابت هرگاه، گوییم کران�دار را L(·) و باشد برقرار

|L(u)| ≤ C∥u∥,

باشد. u از مستقل C و

به�طوری�که a(·, ·) : V × V −→ R مانند است تابعی ،V برداری فضای روی دوخطی فرم .٣.٠.١ تعریف

دیگر، به�عبارت باشد؛ خطی خود، آرگومان به�هر نسبت

، a(λu+ µw, v) = λa(u, v) + µa(w, v) .١

.a(u, λv + µw) = λa(u, v) + µa(u,w) .٢

به�طوری�که، باشد داشته وجود ،c ثابت اگر

|a(u, v)| ≤ c∥u∥∥v∥, ∀ u, v ∈ V,

می�نامیم. کران�دار را a(·, ·)

هرگاه، می�نامیم متقارن را Aماتریس .۴.٠.١ تعریف

AT = A,

هرگاه، گوییم مثبت معین را آن و

vTAv > ٠, ∀v ̸= ٠,

می�گوییم. مثبت معین نیمه را ماتریس باشد ≥ علامت اکید، بزرگ�تر علامت به�جای اگر باشد.



٣

هرگاه، می�نامیم متقارن را a(·, ·) دوخطی فرم .۵.٠.١ تعریف

a(u, v) = a(v, u), ∀u, v ∈ V,

اگر، می�نامیم مثبت معین را آن و

a(v, v) > ٠, ∀v ̸= ٠, v ∈ V.

اسکالر ضرب یا داخلی یکضرب را V برداری فضای روی مثبت، معین و متقارن دوخطی فرم .۶.٠.١ تعریف

می�نامیم. V فضای روی

می�نامیم. داخلی ضرب فضای داخلی، ضرب یک همراه به را V برداری فضای .٧.٠.١ تعریف

تعریف ،∥ · ∥ : V → R+ تابع به�شکل را V برداری فضای روی نورم می�توان کلی، حالت در .٨.٠.١ تعریف

باشد زیر خواص دارای به�طوری�که، کرد

،v = ٠ ⇔ ∥v∥ = ٠ و ∥v∥ ≥ ٠, ∀v ∈ V .١

،∥λv∥ = |λ|∥v∥, ∀v ∈ V, ∀λ ∈ R .٢

.∥v + w∥ ≤ ∥v∥+ ∥w∥, ∀v, w ∈ V .٣

بجز، بالا شرایط همه�ی اگر می�نامیم نورم نیم را | · | و

|v| = ٠ ⇏ v = ٠

باشد. برقرار

نماد با و گوییم v ∈ V به همگرا ،v ∈ V در را {vi}∞i=١ نامتناهی دنباله�ی .٩.٠.١ تعریف

lim
i→∞

vi = v,

هرگاه، می�دهیم نشان

∥vi − v∥ → ٠, as i→ ∞.

اگر، می�نامیم کوشی دنباله�ی را {vi}∞i=١ دنباله�ی .١٠.٠.١ تعریف

∥vi − vj∥ → ٠, as i, j → ∞.

داخلی ضرب فضای V آن�گاه، باشد همگرا V داخلی ضرب فضای در کوشی دنباله�ی هر اگر .١١.٠.١ تعریف

می�شود. نامیده کامل



۴ پیش�نیاز و مقدمه .١

و داخلی ضرب می�گوییم. L٢(Ω) فضای را باشد انتگرال�پذیر آن�ها مربع که توابعی همه� فضای .١٢.٠.١ تعریف

می�شوند: تعریف زیر به�صورت L٢(Ω) فضای در نرم

،⟨v, w⟩ = ⟨v, w⟩L٢(Ω) =
∫
Ω vw dx •

.∥v∥ = ∥v∥L٢(Ω) = ⟨v, v⟩
١
٢ = (

∫
Ω v

٢dx)
١
٢ •

می�گوییم. ۴ باناخ فضای را، کامل نرم�دار فضای .١٣.٠.١ تعریف

می�گوییم. ۵ هیلبرت فضای را، کامل داخلی ضرب فضای .١۴.٠.١ تعریف

می�شود: تعریف زیر به�صورت سوبولف۶ فضای .١۵.٠.١ تعریف

Hk = Hk(Ω) = {v ∈ L٢(Ω) ;D
αv ∈ L٢(Ω), |α| < k} ,

αام مرتبه مشتق می�شود. گفته چنداندیسه٧ و است نامنفی صحیح عناصر از dتایی بردار α = (α١, . . . , αd) که

می�شوند: تعریف زیر به�صورت ،α طول و

Dαv =
∂|α|v

∂x
α١
١ . . . ∂xαd

d

, |α| =
d∑

i=١
αi .

می�شوند: تعریف زیر به�صورت سوبولف فضای روی نیم�نورم و نورم داخلی، ضرب

،⟨v, w⟩k = ⟨v, w⟩Hk =
∑

|α|≤k

∫
ΩD

αvDαw dx •

،∥v∥k = ∥v∥Hk =
(∑

|α|≤k

∫
Ω(D

αv)٢ dx
) ١

٢ •

.|v|k = |v|Hk =
(∑

|α|=k

∫
Ω(D

αv)٢ dx
) ١

٢ •

فضا، این در

،H٠ = H = L٢ , ∥v∥H٠ = ∥v∥ : k = ٠ اگر •

،H١ = {v ∈ L٢, D
αv ∈ L٢, |α| ≤ ١} : k = ١ اگر •

.H١
٠ = {v ∈ H١, v|Γ = ٠} •

۴Banach Space
۵Hillbert Space
۶Sobolev Spase
٧Multi Index



۵

ثابت اگر باشد. V × V فضای روی a(·, ·)V داخلی ضرب با متناظر نورم ،∥ · ∥V کنید فرض .١۶.٠.١ تعریف

به�طوری�که باشد داشته وجود c

a(v, v) ≥ c∥v∥٢V , ∀v ∈ V,

گوییم. ٨ کوارسیو را a(·, ·)

پسین خطای تخمین باشد، تقریبی جواب راست، سمت در و خطا چپ سمت در که نابرابری به .١٧.٠.١ تعریف

می�گوییم. پیشین خطای تخمین باشد، مساله دقیق جواب راست، سمت در و خطا چپ سمت در که نابرابری به و

تابع دوم مرتبه جزیی مشتقات همه�ی اگر باشد. مقدار حقیقی تابعی ،f : Rn → R کنید فرض .١٨.٠.١ تعریف

به�صورت f هسیان ماتریس آن�گاه، باشد پیوسته تابع، دامنه�ی روی و موجود ،f

H(f)i,j(x) = DiDjf(x),

به�عبارت است؛ مولفه برحسبi-امین دیفرانسیل Diعملگر و x = (x١, x٢, · · · , xn) آن در که می�شود، تعریف

دیگر،

H(f) =



∂٢f
∂x٢١

∂٢f
∂x١∂x٢

· · · ∂٢f
∂x١∂xn

∂٢f
∂x٢∂x١

∂٢f
∂x٢٢

· · · ∂٢f
∂x٢∂xn

...
... . . . ...

∂٢f
∂xn∂x١

∂٢f
∂xn∂x٢

· · · ∂٢f
∂x٢n

 .

و کران�دار دوخطی فرم a(·, ·) و کران�دار خطی تابعک L(·) کنید فرض .(Lax-Milgram) ١٩.٠.١ قضیه

به�طوری�که، دارد وجود منحصربه�فرد u ∈ V آن�گاه، باشد. V در کوارسیو

a(u, v) = L(v), ∀ v ∈ V.

کنید. مراجعه ،[١٧] به قضیه این اثبات برای

که T ∗ : H −→ H عملگر باشد. H هیلبرت فضای روی کران�دار عملگری ،T کنید فرض .٢٠.٠.١ تعریف

به�صورت

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩ , ∀x, y ∈ H,

می�شود. نامیده الحاقی عملگر می�شود، تعریف

اگر، می�نامیم f تابع ٩ مانایی نقطه را a .٢١.٠.١ تعریف

f(a) = ٠,
٨Coercive
٩Stationary Point



۶ پیش�نیاز و مقدمه .١

باشد.

آن�گاه، باشد. v ∈ C و u ∈ C٢ کنید فرض .[١] گرین). (فرمول ٢٢.٠.١ قضیه

∫
Ω
(∆u)vdx =

∫
Γ
(∇u.n)vds−

∫
Ω
∇u · ∇vdx,

است. Γ مرز بر المانی ds و x ∈ Γ مرزی نقطه�ی در خارجی نرمال بردار ،n(x, y) آن در که

و حقیقی اعداد از مجموعه�ای R کنید فرض .٢٣.٠.١ تعریف

Rd = {(x١, x٢, ...xd) , xi ∈ R , i = ١,٢, ...d} ,

بخشی d = ٢ برای بازه، دامنه، این d = ١ برای باشد. محدب و باز اگر می�شود گفته دامنه ،Ω ⊆ Rd باشد.

را دامنه بستار و می�دهیم نشان ∂Ω = Γ با را دامنه مرز می�باشد. فضا از قسمتی d = ٣ برای و صفحه از

می�کنیم. تعریف Ω̄ = Γ ∪ Ω به�صورت

انتگرالی معادله�ی شود ظاهر انتگرال�ده در مجهول، تابع آن، در که معادله�ای انتگرالی). (معادله�ی ٢۴.٠.١ تعریف

می�شود. نامیده

می�شود: استفاده زیر خطی انتگرالی معادلات از پایان�نامه، این در

اول نوع فردهلم١٠ .١∫ b

a
K(t, s)u(s)ds = g(t)

دوم نوع فردهلم .٢

u(t) = g(t) +

∫ b

a
K(t, s)u(s)ds.

اول نوع ولترای١١ .٣∫ t

a
K(t, s)u(s)ds = g(t).

دوم نوع ولترای .۴

u(t) = g(t) +

∫ t

a
K(t, s)u(s)ds.

١٠Fredholm
١١Voltra



٧ جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات .١.١

ابل١٢ .۵

∫ t

a

u(s)

(t− s)α
ds = g(t), ٠ < α < ١.

،E : V → R و ∥ · ∥ نورم و ⟨·, ·⟩ داخلی ضرب با هیلبرت فضای ،V کنید فرض .[١۶] .٢۵.٠.١ تعریف

آن�گاه ،E(V ∗) = infv∈V E(v) اگر باشد. مقدار حقیقی تابعی

v∗ = argv∈VE(v),

می�باشد.

جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات ١.١

یا الکترون�ها اتم�ها، تکتکملکول�ها، رفتار شرح بدون میکروسکوپی، سطح در می�توان را طبیعی فرایندهای بیشتر

الکترومغنا- میدان یا غلظت دما، فشار، چگالی، سرعت، دگردیسی، مانند کمیت�هایی کرد. توصیف دیگر، اجزای

فرمول�بندی برای زبانی معادلات، این می�آیند. به�دست جزیی، مشتقات با دیفرانسیل معادلات توسط طیسی،

پیش�بینی در ١٣ جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات مثال، برای است. علمی و مهندسی مساله�های از بسیاری

حرارتی بازداری هوا، و آب سیاهرگ�ها، در خون جریان ساختمان�ها، استاتیکی و دینامیکی خواص کنترل و

موتور در گاز سوزاندن شهری، تسهیلات در آب و هوا آلودگی زدودن فلزات، کردن ذوب و کردن گرم تومورها،

می�رود. به�کار ،· · · و پزشکی در کامپیوتری مقطعی پرتونگاری مغناطیسی، تشدید عکس�برداری نقلیه، وسایل

دیفرانسیل معادلات از دسته�ای می�شود، خوانده PDE اختصار به که جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات

متغیرها، آن به نسبت توابع جزیی مشتق همراه به مستقل متغیر چند حسب بر مجهول توابع آن، در که هستند

مرتبه PDEهای و بوده دوم و اول مرتبه جزیی مشتقات شامل فقط عمل در PDEها بیشتر باشد. داشته وجود

می�شوند. نامیده دوم

z = مستقل متغیر n با دوم مرتبه PDE کلی شکل باشد، Rn در همبند و باز مجموعه�ای O کنید فرض

به�صورت ،(z١, z٢, · · · , zn) ∈ Rn

Au := −
n∑

i,j=١

∂

∂zi

(
aij(z)

∂u

∂zj

)
+

n∑
i=١

( ∂
∂zi

(bi(z)u) + ci(z)
∂u

∂zi

)
+ a٠(z)u = f(z), (٢.١)

f ∈ C١(O) و a٠ ∈ C١(O) ،ci ∈ C١(O) ،bi ∈ C١(O) ،aij ∈ C١(O) ،u ∈ C٢(O) آن، در که است
١٢Abel
١٣Partial Differential Equation



٨ پیش�نیاز و مقدمه .١

می�باشد.

ضرایب متقارن ماتریس با را (٢.١) به�شکل PDE هذلولوی). و سهموی بیضوی، (معادلات ١.١.١ تعریف

بگیرید، درنظر ،A(z) = {aij}ni,j=١

باشد. مثبت معین A(z) اگر می�نامیم بیضوی ،z ∈ O در را معادله ١

رتبه�ی و نباشد مثبت معین اما باشد مثبت معین نیمه A(z) هرگاه، می�نامیم سهموی ،z ∈ O در را معادله ٢

باشد. n مساوی c(z) و b(z) ،A(z)

مثبت ویژه�ی مقدار n−١ و منفی ویژه�ی مقدار یک A(z) هرگاه، می�نامیم هذلولوی ،z ∈ O در را معادله ٣

باشد. داشته

سهموی بیضوی، Oبه�ترتیب، نقطه�ی هر در هرگاه، می�نامیم هذلولوی یا سهموی بیضوی، ،O مجموعه�ی در را معادله

باشد. هذلولوی یا

باشد، زمان از مستقل معادله، اگر هستند. متمایز زمان، از مستقل و زمان به وابسته PDEهای کلی، به�طور

رخ بیضوی معادلات در بیشتر حالت این است، فضا متغیر ،x و فضا بعد d که ،z = x و n = d می�دهیم قرار

متغیر ،t آن در که z = (x, t) و n = d+ ١ می�دهیم قرار باشند، وابسته زمان به معادله، کمیت�های اگر می�دهد.

مجموعه�ی حالتی، چنین در می�شویم. مواجه حالت این با هذلولوی، و سهموی معادلات در اغلب و است زمان

استوانه�ی به�شکل دامنه نکند، تغییر زمان در O دامنه�ی فضایی بخش اگر می�دهد. نشان را فضا-زمان دامنه�ی O

است. متناظر زمانی بازه�ی ،(٠, T ) و Ω ∈ Rd که درمی�آید Ω× (٠, T ) فضا-زمان

می�شود: تقسیم زیر کلی رده�ی سه به دیفرانسیل معادلات کلی، به�طور

١۴IVP اولیه مقدار مسایل .١

.٢.١.١ }مثال
utt − uxx = ٠, −∞ < x <∞ t > ٠,
u(x,٠) = g(x), ut(x,٠) = ٠, −∞ < x <∞ t = ٠.

١۵BVP مرزی مقدار مسایل .٢

به�صورت لاپلاس معادله�ی باشد. Ω دامنه�ی مرز ∂Ω و x = (x١, x٢, · · · , xn) کنید فرض .٣.١.١ ∆nuمثال = ∂٢u
∂x٢١

+ ∂٢u
∂x٢٢

+ · · ·+ ∂٢u
∂x٢n

, x ∈ Ω ∈ Rn,

u(x, t) = g(x), x ∈ ∂Ω,
(٣.١)

١۴Initial Value Problems
١۵Boundry Value Problems



٩ متناهی تفاضلات روش .٢.١

است.

دارد: وجود مرزی شرط نوع سه مرزی، مقدار مسایل در

دریکله١۶ مرزی شرط •

.۴.١.١ مثال

u(x, t) = g(x), x ∈ ∂Ω

نویمن١٧ مرزی شرط •

.۵.١.١ مثال
∂u

∂n
= n.∇u = g(x), x ∈ ∂Ω,

است. x ∈ ∂Ω در Ω بر عمود خارجی یکه�ی بردار n = n(x) آن، در که

روبین١٨ مرزی شرط •

.۶.١.١ مثال
∂u

∂n
+ k.u(x, t) = g(x), k > ٠, x ∈ ∂Ω

١٩ ویژه مقدار مسایل .٣

بگیرید: درنظر را زیر ویژه�ی مقدار مساله�ی .٧.١.١ }مثال
Au = λu, in ω = (٠,١),
φ(٠) = φ(١) = ٠.

λاست. با متناظر ویژه�ی تابع ،u و ویژه مقدار λ آن، در که

متناهی تفاضلات روش ٢.١

تقریب�ها این است. شده پایه�گذاری PDEها، جزیی مشتقات موضعی تقریبات اساس بر متناهی، تفاضلات روش

ساده اجرا، و تعریف لحاظ از متناهی، تفاضلات روش می�آید. به�دست پایین، مراتب از تیلور سری بسط توسط

می�رود. به�کار مستطیل، مانند ساده، ناحیه�های و یکنواخت مش روی و است

ناصفر قطرهای شامل که، معنا این به هستند، خوش�ساختار می�آید، به�دست روش این از که ماتریس�هایی

داریم. متناهی تفاضلات گسسته�سازی روش بر مروری بخش، این در می�باشند.

١۶Dirichlet Boundary Condition
١٧Neumann Boundary Condition
١٨Robin Boundary Condition
١٩�Eigenvalue Problems



١٠ پیش�نیاز و مقدمه .١

اصلی تقریب�های ١.٢.١

رابطه�ی ،x نقطه�ی در u تابع اول مرتبه مشتق آوردن به�دست فرمول ساده�ترین

du(x)

dx
≈ u(x+ h)− u(x)

h
, (۴.١)

در u اگر است. x در u مشتق همان ،h → ٠ وقتی فوق، نسبت حد باشد، مشتق�پذیر x در u هنگامی�که است.

تیلور، فرمول طبق باشد C۴ عضو ،x همسایگی

u(x+ h) = u(x) + h
du

dx
+
h٢

٢
d٢u

dx٢
+
h٣

۶
d٣u

dx٣
+
h۴

٢۴
d۴u(ξ+)

dx۴
, ξ+ ∈ (x, x+ h), (۵.١)

عبارت در (۴.١) تقریب بنابراین، است.

du

dx
=
u(x+ h)− u(x)

h
− h

٢
d٢u(x)

dx٢
+O(h٢), (۶.١)

می�رسیم زیر عبارت به ،(۵.١) در −h به h تغییر با می�کند. صدق

u(x+ h) = u(x)− h
du

dx
+
h٢

٢
d٢u

dx٢
− h٣

۶
d٣u

dx٣
+
h۴

٢۴
d۴u(ξ−)

dx۴
, ξ− ∈ (x− h, x), (٧.١)

داریم: چهارم مشتق برای میانگین مقدار قضیه�ی از استفاده و h٢ بر تقسیم ،(٧.١) و (۵.١) طرفین جمع با

d٢u(x)

dx٢
=
u(x+ h) + u(x− h)− ٢u(x)

h٢
+
h٢

١٢
d۴u(ξ)

dx۴
, ξ− ≤ ξ ≤ ξ+. (٨.١)

رابطه�ی دارد، قرار تقریب، برای شده استفاده نقاط مرکز در می�شود، زده تقریب آن در مشتق که نقطه�ای چون

می�شود. نامیده مرکزی متناهی تفاضلات تقریب ،(٨.١)

،−h به h تغییر با و می�شود نامیده پیشرو متناهی تفاضلات تقریب اول، مرتبه مشتق برای (۴.١) تقریب

می�آید. به�دست پسرو متناهی تفاضلات تقریب ،(۴.١) رابطه�ی در

لاپلاس عملگر برای متناهی تفاضلات روش ٢.٢.١

به�کارگیری با باشد، h٢ و h١ به�ترتیب، x٢ و x١ متغیرهای برای مش اندازه�ی و x = (x١, x٢) ∈ R٢ کنید فرض

داریم ٢٠ لاپلاس عملگر در ∂٢

∂x٢٢
و ∂٢

∂x٢١
برای (٨.١) تقریب

٢٠Laplace Operator



١١ محدود اجزای روش .٣.١

∆u(x) =
∂٢u

∂x٢١
+
∂٢u

∂x٢٢

≈ u(x١ + h١, x٢) + u(x١ − h١, x٢)− ٢u(x١, x٢)
h٢١

+
u(x١, x٢ + h٢) + u(x١, x٢ − h٢)− ٢u(x١, x٢)

h٢٢
.

(٩.١)

به�صورت (٩.١) تقریب باشد، h١ = h٢ اگر خاص، حالت در

∆u(x)=
u(x١+ h, x٢)+u(x١− h, x٢)−۴u(x١, x٢) + u(x١, x٢ + h)+u(x١, x٢ − h)

h٢
, (١٠.١)

آن متناهی تفاضلات تقریب الگوی و می�شود لاپلاسگفته ۵-نقطه�ای مرکزی تقریب آن، به که می�شود بازنویسی

است زیر به�صورت

..١ . −۴. ١.

١

.

١

لاپلاس. عملگر مرکزی تفاضلات تقریب برای ۵-نقطه�ای الگوی :١.١ شکل

محدود اجزای روش ٣.١

استفاده برای هستند. انتگرالی معادلات یا دیفرانسیل معادلات شکل به بیشتر مهندسی، و علوم در ریاضی مدل�های

به می�توان حالات ساده�ترین در فقط که چرا نیازمندیم، عددی الگوریتم�های به کامپیوتر، در ریاضی های مدل از

کنیم. استفاده تقریبی جواب کردن پیدا برای عددی روش�های از ناگزیریم کلی حالت در ولی رسید. تحلیلی جواب

گفته FEM اختصار به که است ٢١ محدود اجزای روش جزیی، مشتقات با معادلات حل عددی روش�های از یکی

می�شود.

مدل�سازی ،Γ کران با ،Ω ∈ Rd , d = ٢,٣ کران�دار دامنه در را صوت موج انتشار که موج، اسکالر معادله

بگیرید: درنظر می�کند
٢١Finite Element Method



١٢ پیش�نیاز و مقدمه .١

١
c٢(x)

∂٢p

∂t٢
−∆p = f, in Ω× (٠, T ),

p(·,٠) = ٠, ∂p

∂t
(·,٠) = ٠, in Ω,

p |Γ = ٠, on Γ× (٠, T ),

(١١.١)

منبع تابع f(x, t) و نهایی زمان T زمان، متغیر t ،x ∈ Ω به وابسته صوت سرعت c(x) فشار، p(x, t) آن در که

است. مفروض

در را حالت دو محدود، اجزای روش در دارد، بستگی مکان و زمان به معادله چون (١١.١) معادله حل برای

ناقص گسسته�سازی به که می�کنیم، حل مکان به نسبت را معادله و داشته نگه ثابت را زمان ابتدا می�گیریم، نظر
٢٣ کامل گسسته�سازی که می�کنیم گسسته مکان نسبت هم و زمان به نسبت هم را معادله سپس است، موسوم ٢٢

می�شود. نامیده

قطعه�وار تابعی ،ph(x, t) آوریم. بدست ،t = tk ثابت زمان برای را ph(x, t) تقریبی جواب می�خواهیم حال

در و مثلث دوبعدی، حالت در بازه، بعدی، یک حالت در عنصر، این است. شده، افراز عنصر هر روی خطی

را، دامنه باید ابتدا که است صورت این به محدود اجزای روش کار اساس است. چهاروجهی سه�بعدی، حالت

در شود. می نامیده مثلثی�سازی٢۴ مش�بندی، این دوبعدی حالت در کنیم. مش�بندی است، چندضلعی یک که

باشد: برقرار زیر شرایط باید مثلثی�سازی،

،Ω̄ =
∪

K∈Th K .١

،hK = diam(K) .٢

.h = maxK∈Th hK .٣

داخل نقاط تعداد mh که داشت خواهیم K مثلثی اجزای با ،Th = {Kj}mh

j=١ به�صورت ناحیه�ای این�صورت در

یال یک گره، یک Th از مثلث دو هر اشتراک می�شود. نامیده گره ،K ∈ Th مثلث�های رئوس است. چندضلعی

گیرد. قرار مثلث�ها، از یالی روی نباید Th از گره�ای هیچ و است تهی یا

دهیم: انجام را زیر مراحل باید مش�بندی برای نباشد، چندضلعی اما باشد هموار و محدب ناحیه�ای Ω اگر حال

می�کنیم. مشخص دامنه، مرز روی نقطه، تعدادی .١

بود. خواهد چندضلعی به�شکل جدید ناحیه می�کنیم، وصل هم به راست خطوط وسیله به را نقاط این .٢

٢٢Semi Discretization
٢٣Fully Discretization
٢۴Triangulation



١٣ محدود اجزای روش .٣.١

می�دهیم. انجام را مثلثی�سازی و می�گیریم درنظر چندضلعی، داخل در دلخواه نقطه�ی تعدادی .٣

بود. خواهد دقیق�تر ما تقریبی جواب شود، انتخاب ظریف�تر مش چقدر هر مش�بندی، این در

می�یابیم. آن در را تقریبی جواب که توابع، از مجموعه�ای .( آزمایش٢۵ (فضای ١.٣.١ تعریف

می�بریم. به�کار تعامد شرط برای که توابعی فضای .( آزمون٢۶ (فضای ٢.٣.١ تعریف

به�عنوان را پیوسته قطعه��وار خطی توابع فضای باشد. داخلی گره�های از مجموعه�ای {Pj}mh

j=١ کنید فرض

می�گیریم: درنظر آزمون، فضای

Sh = {v ∈ C(Ω̄) است: خطی K ∈ Th در v, v |Γ= ٠} .

داریم: نظر مورد ناحیه روی انتگرال�گیری و ،φ ∈ Sh
٢٧ آزمون تابع در (١١.١) معادله�ی ضرب با ∫حال

Ω

١
c٢(x)

ptt · φdx−
∫
Ω
∆p · φdx =

∫
Ω
f · φdx (١٢.١)

می�آوریم به�دست ،(١٢.١) دوم جمله�ی برای گرین فرمول از استفاده ∫با
Ω
∆p · φdx =

∫
Γ

∂p

∂n
φds−

∫
Ω
∇p · ∇φdx

= ⟨p · n, φ⟩Γ − ⟨∇p,∇φ⟩.

است. صفر برابر بالا، تساوی راست سمت اول جمله�ی پس ،φ ∈ Sh چون

که به�گونه�ای ،p ∈ H١
٠ یافتن به�شکل مساله بنابراین،

⟨ ١
c٢
ptt, φ

⟩
+ ⟨∇p,∇φ⟩ = ⟨f, φ⟩, ∀φ ∈ H١

٠ , t > ٠, (١٣.١)

V.F اختصار به یا ٢٩ ضعیف شکل ، ٢٨ وردشی فرمول�بندی مساله، از صورت این به می�شود. بازنویسی باشد،�

به�صورت را {φi}mh

i=١ توابع می�گوییم.

φi(xj) =

{
١, i = j,

٠, i ̸= j,
(١۴.١)

٢۵Trial Space
٢۶Test Space
٢٧Test Function
٢٨Varational Formulation
٢٩Weak Form
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ترکیب به�شکل می�توان، را Sh عضو هر بنابراین می�گیریم. درنظر ،Sh برای پایه�ای به�عنوان را آن و می�کنیم تعریف

نوشت: پایه اعضای از خطی

∀v ∈ Sh, v =

mh∑
i=٠

viφi(x), vi = v(xi). (١۵.١)

می�شود: فرمول�بندی زیر به�صورت محدود اجزای روش این�رو، از

به�طوری�که، بیابید را ph(t) = ph(·, t) ∈ Sh ،t > ٠ هر برای

⟨ ١
c٢
ph,tt, χ⟩ + ⟨∇ph,∇χ⟩ = ⟨f, χ⟩, ∀χ ∈ Sh, t > ٠,

ph(T ) = ph(·, T ) = ٠, ph,t(T ) = ٠.
(١۶.١)

می�شود. گفته ناقص، گسسته�سازی گسسته�سازی، از نوع این به

عمل، این به اصطلاحاً دهیم. انجام زمان، و فضا متغیر دو هر به نسبت را گسسته�سازی می�خواهیم حال

زمانی، گام τ ،(P k = ph ≈ p(tk)) t = tk در p(t) از تقریبی ،P k کنید فرض می�گوییم. کامل گسسته�سازی

تفاضلات تقریب از زمان، به نسبت p دوم مشتق برای باشد. tk = kτ و T = nτ زمان، به نسبت دوم مشتق ∂̄٢

مرکزی، متناهی

∂̄٢P k = ph,tt =
P k+١ − ٢P k + P k−١

τ
(١٧.١)

داریم (١۶.١) در (١٧.١) جایگذاری با می�کنیم. استفاده

⟨ ١
c٢
P k+١ − ٢P k + P k−١

τ٢
, χ
⟩
+ ⟨∇P k,∇χ⟩ = ⟨fk, χ⟩, ∀χ ∈ Sh, t > ٠,

Pn = ٠, ∂̄Pn = ٠.
(١٨.١)

لذا،

⟨ ١
c٢
P k+١, χ

⟩
+ τ٢⟨∇P k,∇χ⟩ = τ٢⟨fk, χ⟩ + ٢

⟨ ١
c٢
P k, χ

⟩
−
⟨ ١
c٢
P k−١, χ

⟩
,

∀χ ∈ Sh, t > ٠.
(١٩.١)

نوشت می�توان پس ،P k ∈ Sh چون

P k(x) =

mh∑
i=١

P k
i φi(x). (٢٠.١)

عبارت ،(١٩.١) در χ = φj و (٢٠.١) دادن قرار با



١۵ تطبیق .۴.١

mh∑
i=١

P k+١
i

⟨ ١
c٢
φi, φj

⟩
+ τ٢

mh∑
i=١

P k
i ⟨∇φi,∇φj⟩ =

τ٢⟨fk, φj⟩ + ٢
mh∑
i=١

P k
i ⟨

١
c٢
φi, φj⟩ − ٢

mh∑
i=١

P k−١
i ⟨ ١

c٢
φi, φj⟩

(٢١.١)

می�شود بیان زیر به�صورت ،(٢١.١) ماتریسی شکل می�آید. به�دست

M(Pk+١ − ٢Pk +Pk−١) = τ٢F k − τ٢KPk, (٢٢.١)

k = سختی، ماتریس K = Kij = ⟨∇φi,∇φj⟩ جرم، ماتریس M = Mij =
⟨

١
c٢
φi, φj

⟩
آن، در که

است. P گسسته�ی فرمول مجهول قسمت P و بار بردار F k زمانی، سطح ١,٢, · · ·

یک به می�رسد، به�نظر دشوار آن، تحلیلی حل که را مساله�ای محدود، اجزای روش می�بینید، که همان�گونه

می�کند. تبدیل خطی معادلات دستگاه

تطبیق ۴.١

ضروری آنها دوباره�ی حل برای تطبیقی، عددی روش�های که دارد وجود مهمی بسیار شیمیایی و فیزیکی پدیده�های

تطبیقی، عددی روش�های می�شوند. تعدیل تقریبی، جواب�های اصلاح جهت در خودکار، به�طور روش�ها، این است.

نیستند. جدید محدود، اجزای زمینه�ی در حتی محاسباتی، حوزه�ی در

مواد، متخلخل جریان و سیالات و جامدات مکانیک مانند فیزیک و مهندسی در علمی مسایل عددی حل در

در شبکه�ها تظریف مشکل، این برای حلی راه می�یابد. کاهش تکینگی، توسط عددی تقریب�های دقت اغلب،

که سوالی می�گیریم. درنظر تکینگی، مناطق در را بیشتری شبکه�ای نقاط تعداد دیگر، به�عبارت است. دامنه نزدیکی

تظریف نقاط بین و کنیم تظریف را آنها دهیم، تشخیص را نواحی این چگونه که، است این می�آید پیش این�جا، در

تطبیق سوال، این به پاسخ برای باشد. بهینه سراسری، دقت به�طوری�که کنیم برقرار را تعادل نشده، تظریف و شده

این ساختن بسازیم. تقریبی جواب�های کیفیت بهبود برای را عددی روشی به�طریقی، باید یعنی می�بریم؛ به�کار را

و گره�ای نقاط شدن جابه�جا تقریب، مرتبه�ی افزایش شبکه�ها، تظریف عناصر، تعداد در تغییر شامل عددی روش

است. الگوریتم ساختارهای اصلاح

به�دست شده، محاسبه تقریبی جواب�های دقت برای را معتبری تخمین�های چگونه، که است این دیگر سوال

رفتار درباره�ی را اطلاعاتی فقط پیشین خطای چون نیست مناسب این�کار، برای پیشین، خطای تخمین آوریم.

نمی�کند. صدق ذکرشده، تکینگی حضور در که دارد بستگی جواب به منظم به�طور و می�کند تولید خطاها، مجانبی
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تقریب از بعد که خطایی یعنی کنیم؛ تعیین را تقریبی جواب پسین خطای کیفیت باید سوال، این به پاسخ برای

پسین خطای تخمین محاسبه�ی البته، کنیم. محاسبه را پسین خطای باید کار این برای می�آید. به�دست اولیه

به�طور محلی، خطای شاخص محاسبه�ی باید به�علاوه، باشد. تقریبی جواب محاسبه�ی از کم�هزینه�تر به�مراتب، باید

باشد. امکان�پذیر دینامیکی،

فضا در شبکه تظریف ١.۴.١

دارد: وجود تطبیقی، استراتژی نوع سه

ثابت، شبکه��ی تظریف .١

مشخص، اجزا در بالاتر مراتب پایه�ای توابع استفاده با بیشتر، آزادی درجه�ی کردن اضافه .٢

دوباره. جواب آوردن به�دست برای محاسباتی شبکه�ی تطبیقی حرکت .٣

شده، مشخص خطای طبق روش، این می�کنیم. استفاده جواب تعدیل برای اول روش از ما پایان�نامه، این در

این چون می�شود تبدیل پیچیده، بسیار داده�ی مدیریت مساله�ی به روشی، چنین می�شود. تظریف خودکار، به�طور

اجزاست. اتصال و اجزا گره�ها، دوباره�ی شماره�گذاری شبکه، دینامیکی دوباره�ی تولید شامل روش،

می�تواند شبکه دوبعدی، حالت در است. شده بررسی پیچیده، مسایل برای ،[٣] و [٩] ،[١٨] در روش، این

باشد. دو این از ترکیبی یا چهارضلعی مثلثی،

منظم را شبکه و باشد نیز خود مجاور اجزا برای راسی راس، این هرگاه می�نامیم منظم را راس یک .١.۴.١ تعریف

باشد. منظم آن، راس�های همه�ی اگر می�نامیم

می�نامیم. نامنظم راس نباشد، منظم که را راسی

e مانده، خطای R(uh) = u − uh ،FEM روش از حاصل تقریبی جواب uh دقیق، جواب u کنید فرض

است زیر به�صورت روش، این الگوریتم باشد. چشم�پوشی قابل خطای tol و پسین خطای

می�گیریم. درنظر دامنه، برای را اولیه شبکه�ی یک .١

می�آوریم. به�دست را R(uh) و uh تقریبی جواب .٢

٢ و ١ مراحل و می�کنیم تظریف دارد، بزرگی مقدار R(uh) که اجزایی در را شبکه باشد، ∥e∥ > tol اگر .٣

می�کنیم. تکرار را

می�شود. کشیده دامنه سمت یک به تظریف که می�بینیم الگوریتم، پایان در



٢ فصل

معکوس مساله�های

و کشف ،١ امبارتسومیان ویکتور به�نام ارمنی-شوروی، فیزیک�دان توسط بار، اولین برای معکوس، مساله�های

تصاویر ایجاد زمین، زیرساختارهای در معدنی ذخایر و نفت ذخایر مکان�یابی پزشکی، در مسایل، این شد. معرفی

شناسایی شکل، بهینه�سازی مواد، درون مشترک وجه و شکاف یافتن تلسکوپ، داده�های از استفاده با اخترفیزیکی

دارد. کاربرد دیگر، مختلف علوم و رشد فرایند در مدل

این با بیشتر آشنایی برای مثال�هایی و شده معرفی مختصر، طور به معکوس، مساله�های ابتدا فصل، این در

مساله�های پایدار حل برای الگوریتم�هایی ۴.٢ بخش در شرطی، درستی ٣.٢ بخش در می�شود. مطرح موضوع،

این حل برای را ٢TSVD منظم�سازی و تیخونف منظم�سازی عددی روش�های فصل، پایان در و خطی معکوس

می�دهیم. شرح مفصل، به�طور مسایل،

است. شده استفاده [١۴] و [١٠] ،[٢] ،[١۵] ،[٧] مراجع از فصل این گردآوری برای

معکوس مساله�های معرفی ١.٢

دیگری جواب از قسمتی یا همه شامل یکی، فرمول�بندی اگر می�نامیم یکدیگر معکوس را مساله دو .١.١.٢ تعریف

.[١۵] باشد

اگر: می�نامیم ٣ خوش�وضع را مساله هادمارد). (محک ٢.١.٢ تعریف

جواب) باشد.(وجود داشته جواب یک حداقل مساله .١

جواب) باشد.(یکتایی داشته جواب یک حداکثر مساله .٢
١Viktor Ambartsumian
٢Truncated Singular Value Decomposition
٣Well Posed



١٨ معکوس مساله�های .٢

باشد.(پایداری) وابسته داده، به پیوسته به�طور جواب .٣

می�نامیم. ۴ بدوضع نباشد، خوش�وضع که را مساله�ای

را دیگری و معکوس مساله�ی را آن باشد، بدوضع یکدیگرند معکوس که مساله دو از یکی اگر .٣.١.٢ تعریف

.[١۵] می�نامیم مستقیم مساله�ی

می�شوند. تقسیم غیرخطی، و خطی رده�ی دو به معکوس، مساله�های

و s بین رابطه�ی اگر باشد. معکوس مساله�ی مجهول ،t و مستقیم مساله�ی مجهول ،s کنید فرض .۴.١.٢ تعریف

غیرخطی آن�ها، بین رابطه�ی اگر و می�گوییم خطی معکوس مساله�ی را مساله باشد، خطی معکوس، مساله�ی در t

می�گوییم. غیرخطی معکوس مساله�ی آن، به باشد،

٣ فصل در که مساله�ای و هستند خطی معکوس مساله�ی شده�اند، مطرح ،٢ فصل در که مثال�هایی همه�ی

است. غیرخطی معکوس مساله�ی می�شود، بررسی

مثال چند ٢.٢

بدوضع ،L∞ مفروض محیط در مشتق�گیری چون یکدیگرند. معکوس انتگرال�گیری، و مشتق�گیری .١.٢.٢ مثال

می�شود. نامیده معکوس مساله�ی پس است،

انتگرال محاسبه به�صورت را مستقیم مساله�ی

(TDφ)(x) :=

∫ x

٠
φ(t)dt, x ∈ [٠,١], φ ∈ C

(
[٠,١]

)
,

معادله حل شامل معکوس، مساله�ی می�کنیم. تعریف

TDφ = g, (١.٢)

هم�ارز ،φ = g′ محاسبه با معکوس مساله�ی باشد. g(٠) = ٠ به�طوری�که است مفروض g ∈ C
(
[٠,١]

)
برای

داده�ی اگر باشد. g ∈ C
(
[٠,١]

)
اگر تنها و اگر است φ ∈ C

(
[٠,١]

)
جواب دارای (١.٢) دیگر، به�عبارت است.

خطای شامل ،g داده�ی اگر اما بود؛ خواهد خوش�وضع ،(١.٢) معکوس مساله�ی شود، اندازه�گیری C١ نورم با g

بدوضع ،(١.٢) معکوس مساله�ی زد، تخمین سوپریمم نورم با �را آن بتوان فقط که باشد گردکردن یا اندازه�گیری

اختلال داده�ی ادعا، این اثبات برای بود. خواهد

gδ ∈ C١
(
[٠,١]

)
, ٠ < δ < ١,

۴Ill Posed



١٩ مثال چند .٢.٢

به�طوری�که، می�گیریم، درنظر را

∥gδ − g∥∞ ≤ δ, (٢.٢)

تابع برای باشد.

gδn(x) := g(x) + δ sin
nx

δ
, x ∈ [٠,١], n = ٢,٣,۴, · · · , (٣.٢)

داریم:

∥gδn(x)− g(x)∥∞ = ∥δ sin nx
δ
∥∞ ≤ δ.

داریم: ،(٣.٢) از مشتق�گیری با حال می�کند. صدق (٢.٢) خطای کران در gδn بنابراین،

(gδn)
′(x) = g′(x) + n cos

nx

δ
.

درنتیجه،

∥φδ − φ∥∞ = ∥(gδn)′(x)− g′(x)∥∞ = ∥n cos nx
δ
∥∞ = n,

پس،

∥φδ − φ∥∞ = n, n = ٢,٣,۴, · · · . (۴.٢)

می�کند. میل بی�نهایت به نیز، (۴.٢) آن�گاه کند، میل n→ ∞ اگر لذا،

مساله بنابراین، می�کند. میل بی�نهایت به جواب در خطا اما است، شده کران�دار δ توسط داده در خطا اگرچه

است. بدوضع هادامارد، محک طبق درنتیجه، و نیست پایدار سوپریمم، نورم به نسبت (١.٢)

است: زیر شکل به گرما، معادله�ی مستقیم مساله�ی مستقیم). گرمای (معادله�ی ٢.٢.٢ مثال

که بیابید به�گونه�ای را g(x) = u(x, T ) باشد، شده داده φ ∈ L٢
(
[٠,١]

)
کنید فرض

کند: صدق زیر مساله در u : [٠,١]× [٠, T ] → R

∂

∂t
u(x, t) = ∆u(x, t), x ∈ (٠,١), t ∈ (٠, T ), (۵.٢)

u(٠, t) = u(١, t) = ٠, t ∈ (٠, T ], (۶.٢)

u(x,٠) = φ(x), x ∈ [٠,١]. (٧.٢)



٢٠ معکوس مساله�های .٢

مجهول ،t = T زمان در دما و می�کند بیان را t = ٠ زمان در دما φ ،t زمان و x مکان در دما ،u(x, t) آن در که

است.

می�شود: بیان زیر به�صورت معادله، این معکوس مساله�ی

در ،u به�طوری�که بیابید را φ ∈ L([٠,١])٢ است، شده داده g = u(., T ) ∈ L٢
(
[٠,١]

)
کنید فرض

کند. صدق ،(٧.٢)-(۵.٢)

به�طوری�که، باشد [a, b] بر مختلط توابع از دنباله�ای ،{ψn}∞n=١ کنید فرض .٣.٢.٢ تعریف

∫ b

a
ψn(x)ψm(x)dx =

{
٠, n ̸= m,

١, n = m.

.[٢٨] می�شود نامیده [a, b] بر توابع از یکه دستگاه {ψn}∞n=١ آن�گاه،

داریم بنابراین، باشد؛ [٠,١] بر توابع از دنباله�ای ،ψn(·) = {
√
٢ sin(nπ.) , n = ١,٢, · · · } کنید فرض

∫ b

a
ψn(x)ψm(x)dx = ٢

∫ ١

٠
sin(nπx) sin(mπx)dx

=

∫ ١

٠
cos(n−m)πxdx−

∫ ١

٠
cos(n+m)πxdx

=
١

π(n−m)
sin(n−m)πx

∣∣١
٠ −

١
π(n+m)

sin(n+m)πx
∣∣١
٠

= ٠,

∫و b

a
ψn(x)ψn(x)dx = ٢

∫ ١

٠
sin٢(nπx)dx

=

∫ ١

٠
(١− cos(٢πnx))dx

= ١− ١
٢πn sin(٢πnx)|١٠

= ١− ١
٢πn

(
sin(٢πn) + sin٠

)
= ١.

است، یکه متعامد ،[٠,١] بر {ψn}∞n=١ چون، بنابراین

cn =
√
٢
∫ ١

٠
φ sin(nπx)dx, (٨.٢)



٢١ مثال چند .٢.٢

کرد: تعریف زیر صورت به را φ می�توان پس می�نامیم. {ψn}∞n=١ به نسبت φ n-ام فوریه�ی۵ ضریب را

φ(x) =
∞∑
n=٠

cnψn(x).

داریم: جواب متغیرهای جداسازی روش از استفاده با

u(x, t) :=

∞∑
n=٠

an(t)ψn(x). (٩.٢)

عبارت به ،۵.٢ در ٩.٢ دادن قرار با

∞∑
n=١

ȧn(t)ψn(x) =

∞∑
n=١

an(t)(ψn)xx(x),

پس، می�رسیم.
∞∑
n=١

ȧn(t)ψn(x) = −
∞∑
n=١

n٢π٢an(t)(ψn)(x),

رابطه�ی بنابراین،

ȧn(t) = −n٢π٢an(t),

داریم: ،(٩.٢) در جایگذاری با پس است u(x,٠) = φ(x) چون سویی، از است. برقرار

u(x,٠) =
∞∑
n=٠

an(٠)ψn(x),

درنتیجه،

an(٠) = cn.

معادلات دستگاه باید مساله، حل برای بنابراین

{
ȧn(t) = −n٢π٢an(t),
an(٠) = cn,

(١٠.٢)

رابطه�ی ،(٠, t) بازه�ی روی انتگرال�گیری با کنیم. حل را

ln an(t)− ln an(٠) = −n٢π٢t,
۵Fourier Coefficient



٢٢ معکوس مساله�های .٢

پس می�شود، حاصل

ln
an(t)

an(٠)
= −n٢π٢t,

درنتیجه،

an(t) = cne
−n٢π٢t.

داریم: ،u(x, t) در جایگذاری با

u(x, t) =
√
٢

∞∑
n=١

cne
−n٢π٢t sin(nπx). (١١.٢)

بررسی را (۵.٢) رابطه�ی درستی ابتدا می�کند. صدق مستقیم مساله�ی در ،(١١.٢) کنیم ثابت می�خواهیم حال

روابط از می�کنیم.

∂

∂t
u(x, t) = −

√
٢(n٢π٢)

∞∑
n=١

cne
−n٢π٢t sin(nπx) = −n٢π٢u(x, t),

∇u(x, t) =
√
٢(nπ)

∞∑
n=١

cne
−n٢π٢t cos(nπx),

و

∆u(x, t) = −
√
٢(n٢π٢)

∞∑
n=١

cne
−n٢π٢t sin(nπx) = −n٢π٢u(x, t),

که، می�گیریم نتیجه
∂

∂t
u(x, t) = ∆u(x, t).

می�کند. صدق ،(۵.٢) در u(x, t) پس

می�پذیرد: نیز، را مساله اولیه�ی شرط و مرزی شرایط u(x, t) طرفی، از

u(٠, t) =
√
٢

∞∑
n=١

cne
−n٢π٢t sin(٠) = ٠,

u(١, t) =
√
٢

∞∑
n=١

cne
−n٢π٢t sin(nπ) = ٠,

و

u(x,٠) =
√
٢

∞∑
n=١

cne
−n٢π(٠)٢ sinnπx = φ(x).

به�صورت را ،TBH : L٢
(
[٠,١]

)
7−→ L٢

(
[٠,١]

)
عملگر

(TBH)(x) := ٢
∫ ∞∑

n=١

(
e−n٢π٢T sin(nπx) sin(nπy)φ(y)

)
dy, (١٢.٢)



٢٣ مثال چند .٢.٢

معادله�ی به�صورت را مساله می�توان نتیجه، در می�آید. به�دست ،(١١.٢) در (٨.٢) جایگذاری از که می�کنیم تعریف

اول: نوع از انتگرالی

TBHφ = g, (١٣.٢)

کرد. فرمول�بندی

میرا ،e−n٢π٢T نمایی کاهش عامل با را بالا بسامد با مولفه�های ،TBH عملگر مستقیم جواب که کنید دقت

مقدار e−n٢π٢T > ٠ عامل ،n افزایش با دهیم، قرار (١٣.٢) در و باشیم داشته را φ جواب اگر یعنی، می�کند؛

داده خطای معکوس، مساله در بنابراین، کند. اختیار را کمتری مقدار ،g می�شود باعث و می�گیرد کوچکی بسیار

شدیدا معکوس مساله�ی که می�دهد نشان این و می�شود. بزرگ e−n٢π٢T عامل با ،g فوریه�ی مولفه�ی n-امین در

نکته، این و نیست. جواب دارای دلخواه، g ∈ L([٠,١])٢ هر برای معکوس مساله�ی همچنین، است. بدوضع

است. معکوس مساله�ی بدوضعی بر دیگر اثباتی

زمانی بازه�ی یک با بار این اما می�گیریم؛ درنظر [٠,١] بازه روی را حرارت انتقال معادله�ی دوباره، .۴.٢.٢ مثال

نامتناهی،

ut(x, t) = uxx(x, t), x ∈ (٠,١), t ∈ R. (١۴.٢)

خارجی سمت کوره)، داخلی سمت ١ و خارجی (٠،سمت کند توصیف را کوره دیواره�ی [٠,١] بازه�ی کنیم فرض

باشد: صفر خارجی دیواره در مکان، به نسبت دما تغییرات دیگر، به�عبارت باشد؛ عایق دیواره،

ux(٠, t) = ٠, t ∈ R, (١۵.٢)

باشد: برابر کوره داخلی دمای با کوره دیواره داخلی سمت دمای و

u(١, t) = φ(t), t ∈ R. (١۶.٢)

مستقیم مساله�ی

معادله�ی در که بیابید را u : [٠,١]× R → R باشد، شده داده ،φ ∈ L٢(R) کنید فرض

ut(x, t) = uxx(x, t), x ∈ (٠,١) t ∈ R,

ux(٠, t) = ٠, t ∈ R,

u(١, t) = φ(t), t ∈ R,

(١٧.٢)

کند. صدق

کوره، دیواره�ی بیرونی سمت دمای حالی�که، در نیست؛ دسترس قابل ،φ(t) کوره، درون دمای عمل، در اما

می�باشد. اندازه�گیری قابل به�سادگی



٢۴ معکوس مساله�های .٢

معکوس مساله�ی

،u(٠, t) = g(t), t ∈ R در ،(١٧.٢) جواب به�طوری�که بیابید را φ ∈ L٢(R) است، مفروض g ∈ L٢(R)

کند. صدق

به�صورت را t متغیر برحسب u فوریه تبدیل آن�گاه باشد، L١(R) در تابعی u(x, t) کنید فرض

(Fu)(x, ω) := ١√
٢π

∫ ∞

−∞
e−iωtu(x, t)dt, (١٨.٢)

به�شکل را آن معکوس فوریه�ی تبدیل و

(F−١u)(x, t) :=
١√
٢π

∫ ∞

−∞
eiωtu(x, t)dω, (١٩.٢)

روابط درنتیجه، .[۵] می�کنیم تعریف

Fuxx =
١√
٢π

∫ ∞

−∞
e−iωtuxx(x, t)dt

=
١√
٢π

d٢

dx٢

∫ ∞

−∞
e−iωtu(x, t)dt

= (Fu)xx,

و

Fut =
١√
٢π

∫ ∞

−∞
e−iωtut(x, t)dt

=
١√
٢π

[
e−iωtu(x, t)

]∞
−∞

+ iω

∫ ∞

−∞
e−iωtu(x, t)dt

= iωFu,

مساله�ی به ،(١٧.٢) بر فوریه تبدیل اعمال با بنابراین، می�باشند. برقرار

(Fu)xx = iωFu, (Fu)x(٠, ·) = ٠, (Fu)(١, ·) = Fφ, (٢٠.٢)

صورت به (٢٠.٢) بنابراین ،y = Fu می�دهیم قرار سادگی برای می�رسیم.
y′′ = iωy,

y′(٠) = ٠,
y(١) = Fφ,

(٢١.٢)

فرض با پس است، ثابت ضرایب با معادله�ای ،(٢١.٢) شود. می فرمول�بندی

D =
d

dx
, D٢ =

d٢

dx٢
,



٢۵ مثال چند .٢.٢

به�صورت شاخص معادله�ی

(D٢ − iω)y = ٠,

نتیجه، در می�شود. بازنویسی

D = ±
√
iω.

بنابراین، دارد متمایز حقیقی ریشه�ی دو شاخص، معادله�ی چون

y(x) = c١e
√
iωx + c٢e

−
√
iωx.

پس، y′(٠) = ٠ چون مرزی، شرایط اعمال با

c١
√
iωe

√
iω×٠ − c٢

√
iωe−

√
iω×٠ = ٠,

:y(١) = Fφ سویی، از است. c١ = c٢ نتیجه، در

c١e
√
iω + c٢e

−
√
iω = Fφ.

پس،

c١
(
e
√
iω + e−

√
iω
)
= Fφ,

این�رو، از

c١ = c٢ =
Fφ

٢ cosh
√
iω
,

بنابراین،

(Fu)(x, ω) = y(x)

= c١
(
e
√
iωx + e−

√
iωx
)

=
Fφ

cosh
√
iω

coshx
√
iω

=
coshx

√
iω

cosh
√
iω

Fφ,

طرفی، از
(Fg)(ω) = (Fu)(٠, ω)

=
cosh٠

cosh
√
iω

Fφ(ω)

= (cosh
√
iω)−١Fφ(ω),

(٢٢.٢)

به�صورت g(t) معکوس، فوریه�ی تبدیل طبق درنتیجه،



٢۶ معکوس مساله�های .٢

g(t) = F−١((cosh√iω)−١Fφ(ω)), (٢٣.٢)

شکل به ،TSHφ : L٢(R) → L٢(R) عملگر تعریف با بنابراین، است.

TSHφ = F−١((cosh√iω)−١Fφ(ω)), (٢۴.٢)

به�صورت را مساله می�توان

TSHφ = g, (٢۵.٢)

کرد. فرمول�بندی

آن�گاه باشند، f, g ∈ L١(R) اگر .[۵] .(۶ پیچش (قضیه�ی ۵.٢.٢ قضیه

F(f ∗ g) = F(f) · F(g),

دیگر، به�عبارت است. پیچش نماد ،∗ آن، در که

f ∗ g = F−١(F(f) · F(g)
)
.

به�صورت را ،(٢۴.٢) تساوی راست سمت می�توان بنابراین،

F−١((cosh√iω)−١Fφ(ω)) = F−٢√))١πF(F−١(cosh
√
iω)−١))Fφ(ω)

)
,

شکل به می�توان را (٢٢.٢) پیچش، قضیه�ی طبق بنابراین، کرد. بازنویسی

(TSHφ)(t) = F−١(F(k) · F(φ)
)

= k ∗ φ

=

∫ ∞

−∞
k(t− s)φ(s)ds,

(٢۶.٢)

آن در که کرد، بیان

k =
√
٢πF−١((cosh√iω)−١), (٢٧.٢)

می�شود. نامیده انتگرال ٧ هسته�ی
۶Convolution Theorem
٧Kernel



٢٧ مثال چند .٢.٢

شکل به می�توان را ،(٢٢.٢) تساوی است. ناپایدار ،(٢۶.٢) معکوس مساله کنیم ثابت می�خواهیم حال

(Fφ)(ω) = cosh
√
iω(Fg)(ω), ω ∈ R, (٢٨.٢)

معکوس تبدیل از استفاده ،g داده�ی با φ تعیین مساله�ی برای جواب یک بنابراین، نوشت.

φ(t) =
١√
٢π

∫ ∞

−∞
eiωt cosh(

√
iω)(Fg)(ω)dω, t ∈ R, (٢٩.٢)

شود. منجر جواب، در بزرگ خطایی به می�تواند ،g داده�ی در کوچکی خطای می�دهیم نشان است.

که شود انتخاب طوری gδ اگر

∥g − gδ∥L٢(R) = δ, (٣٠.٢)

آن�گاه،

∥Fg −Fgδ∥L٢(R) = δ. (٣١.٢)

بنابراین،

(Fφδ)(ω) = cosh
√
iω(Fgδ)(ω), ω ∈ R.

به�صورت آن فوریه�ی تبدیل با را gδ باشد، دلخواه ω٠ ∈ R کنید، فرض حال

(Fgδ)(ω) =

{
(Fg)(ω), ω /∈ [ω٠, ω٠ + ١],
(Fg)(ω) + δ, ω ∈ [ω٠, ω٠ + ١],

(٣٢.٢)

درنتیجه، می�کنیم، تعریف

∥g − gδ∥L٢(R) = ∥Fg −Fgδ∥L٢(R) = δ.

داریم: جواب خطای محاسبه�ی برای

∥φ− φδ∥٢
L٢(R) = ∥Fφ−Fφδ∥٢

L٢(R)

=

∫ ω١+٠

ω٠

∣∣ cosh√iω(Fg)(ω)− cosh
√
iω(Fgδ)(ω)

∣∣٢dω
=

∫ ω١+٠

ω٠

∣∣ cosh√iω((Fg)(ω)− (Fgδ)(ω)
)∣∣٢dω

= δ٢
∫ ω١+٠

ω٠

| cosh
√
iω|٢dω,



٢٨ معکوس مساله�های .٢

می�گیریم: نتیجه ،| cosh
√
iω| =

(
sinh٢

√ω
٢ + cosh٢

√ω
٢
)
رابطه�ی از و

∥φ− φδ∥٢
L٢(R) ≥ δ٢

∫ ω١+٠

ω٠

sinh٢
√
ω

٢dω

≥ δ٢ sinh٢
√
ω٠
٢ .

لذا،

∥φ− φδ∥L٢(R) ≥ δ sinh

√
ω٠
٢

= δ
ei
√

ω٠
٢ − e−i

√
ω٠
٢

٢i
≥ δ

٢e
i
√

ω٠
٢ .

بدوضع ،(٢۶.٢) معکوس مساله این�رو، از می�شود. بزرگ ،ei
√

ω٠
٢ نمایی عامل با ،δ داده�ی خطای بنابراین،

است.

از بسیاری و پزشکی عکس�برداری�های در که کامپیوتری مقطعی پرتونگاری مقطعی). (پرتونگاری ۶.٢.٢ مثال

پرتونگاری در گرفت. قرار مطالعه مورد به�شدت، طولانی، زمانی دوره�ی یک در می�شود، استفاده دیگر کاربردهای

میرایی اندازه�گیری توسط انسان، بدن از دوبعدی مقطع سطح یک برای φ چگالی تعیین به�دنبال ،X اشعه مقطعی

و ١ شعاع به دیسکی شامل ،φ محمل می�کنیم فرض هستیم. ،X اشعه�ی

I(t) = Iϑ,s(t),

امتداد در و ϑ⊥ جهت در X اشعه�ی برگشت و رفت یک شدت

t 7−→ sϑ+ tϑ⊥,

به�طوری�که باشد

ϑ⊥ :=

[
٠ ١
−١ ٠

]
ϑ, ϑ ∈ S١ := {x ∈ R٢ : |x| = ١},

است.

دیفرانسیل معادله در I آنگاه

I ′(t) = −φ(sϑ+ tϑ⊥)I(t), (٣٣.٢)

بنابراین، می�کند. صدق
I ′

I(t)
= −φ(sϑ+ tφ⊥),



٢٩ مثال چند .٢.٢

..
S

.

ϑ

.
ϑ⊥

رادون تبدیل :١.٢ شکل

داریم: (−∞, t) بازه روی انتگرال�گیری با

ln I(t)
∣∣t
−∞ = −

∫ t

−∞
φ(sϑ+ t̃ϑ⊥)dt̃,

نتیجه، در

ln
I(t)

I(−∞)
= −

∫ t

−∞
φ(sϑ+ t̃ϑ⊥)dt̃, (٣۴.٢)

پس،

I(t) = I(−∞) exp
(
−
∫ t

−∞
φ(sϑ+ t̃ϑ⊥)dt̃

)
.

تبدیل تعریف با است. ثابت بزرگ، کافی اندازه�ی به |t| برای I(t) آنگاه، باشد داشته فشرده محمل ،φ اگر

به�صورت رادون٨

(Rφ)(ϑ, s) :=

∫ +∞

−∞
φ(sϑ+ tϑ⊥)dt,

داریم ،(٣۴.٢) از استفاده و

− ln
I(+∞)

I(−∞)
= (Rφ)(ϑ, s), (٣۵.٢)

هستند. مساله مفروض داده�های ،I(t) از I(±∞) مجانبی مقادیر آن، در که
٨Radon Transform



٣٠ معکوس مساله�های .٢

محاسبه ،φ ∈ L٢(B١) چگالی توزیع برای را (Rφ)(ϑ, s) رادون تبدیل مقطعی، پرتونگاری مستقیم مساله�ی

که، می�کند

B١ := {x ∈ R٢; |x| ≤ ١}, ∀ϑ ∈ S١, s ∈ R,

است.

باشد. مفروض ،g = Rφ ∈ L٢(S١×R) درصورتی�که است φ ∈ L٢(B١) یافتن شامل معکوس، مساله�ی

(Rφ)(ϑ, s) چون، داریم نیاز یکجهت، از اشعه�ها به فقط باشد متقارن شعاعی، به�طور φ اگر خاص حالت در

آن�گاه، باشد φ(x) = Φ(|x|٢) کنیم، فرض است. ثابت ،φ جهت به نسبت

(Rφ)(ϑ, s) =

∫ √
١−s٢

−
√

١−s٢
φ(sϑ+ tϑ⊥)dt

= ٢
∫ √

١−s٢

٠
φ(sϑ+ tϑ⊥)dt, (٣۶.٢)

داریم ،σ = s٢ و τ = t٢ + s٢ متغیر تغییر با است. برقرار

dt =
dτ

٢
√
τ − σ

,

عبارت به ،(٣۶.٢) در جایگذاری با

(Rφ)(ϑ, s) =

∫ √
١−s٢

٠

Φ(τ)√
τ − σ

dτ, (٣٧.٢)

ابل انتگرالی معادله�ی به معکوس مساله�ی این�رو، از می�رسیم.

(TCTΦ)(σ) = g(σ), σ ∈ [٠,١], (٣٨.٢)

ولترای عملگر با

(TCTΦ)(σ) =

∫ ١

σ

Φ(τ)√
τ − σ

dτ, (٣٩.٢)

می�شود. تبدیل

عملگری معادلات به�صورت را معکوس مساله�ی می�توان می�شود، مشاهده بالا، مثال�های همه�ی در که همان�طور

T (φ) = g, T : X → Y, (۴٠.٢)

هستند. نورم�دار فضای دو Y و X که کرد فرمول�بندی

است، بازنویسی قابل زیر به�صورت خوش�وضعی، برای هادمارد تعریف بنابراین،

باشد برقرار زیر شرایط همه�ی اگر، است خوش�وضع (۴٠.٢) مساله�ی

باشد. Y فضای تمام با برابر ،R(T ) ،T عملگر برد .١



٣١ شرطی درستی .٣.٢

باشد. موجود ،T−١ ،T عملگر معکوس .٢

باشد. پیوسته T .٣

روی R ⊆ Y برد و D(T ) = X دامنه�ی با پیوسته و یک�به�یک خطی عملگر ،T کنید فرض .٧.٢.٢ قضیه

R(T ) = R(T ) اگر، تنها و اگر است کران�دار ،T−١ ،T عملگر معکوس آنگاه، باشد. Y و X هیلبرت فضاهای

است. T برد بستار ،R(T ) که باشد

فضای همه�ی در ،T عملگری معادله�ی یعنی، نیست؛ بسته Y در ،R آنگاه باشد بی�کران T−١ اگر بنابراین،

قابل تحلیل�های جبرخطی، از زیادی مساله�های این�رو، از است. حل�پذیر آن، از بخشی در و نیست حل�پذیر ،Y

بدوضع هادمارد، تعریف طبق ... و سیگنال پردازش عکس�برداری کنترل، نظریه�ی تغییرات، محاسبه�ی اجرا،

مشکلی، چنین رفع برای کرد. مستثنی کلاسیک ریاضی چارچوب از را مساله�ها این باید ترتیب، این به است.

شد. معرفی تیخونف، توسط شرطی، درستی مفهوم

شرطی درستی ٣.٢

زیر شرایط همه�ی اگر می�شود نامیده خوش�وضع شرطی به�طور یا خوش�وضع ،(۴٠.٢) مساله�ی .١.٣.٢ تعریف

باشد برقرار

دیگر، به�عبارت دارد؛ تعلق M ⊂ X مشخص مجموعه�ی به و دارد وجود مساله برای جوابی بدانیم قبل از .١

.g ∈ N = TM

شده تعریف مجموعه، این روی T معکوس یعنی، است؛ منحصربه�فرد ،M مجموعه�ی روی جواب این .٢

است.

باشد. پیوسته ،N روی T−١ .٣

می�نامیم. درستی مجموعه�ی یک را M مجموعه�ی

معتقد تیخونف هادمارد، تعریف برخلاف است. متفاوت اساساً تیخونف، و هادمارد نظر از درستی مفهوم

پیوستگی شرط به�علاوه، باشد. حل�پذیر ،X فضای سراسر در ،(۴٠.٢) عملگری معادله�ی ندارد لزومی که است

X فشرده�ی مجموعه�ی هر تیخونف، تعریف طبق است. موردنیاز ،M درستی مجموعه�ی برای فقط ،T−١ برای

شود. گرفته درنظر ،M درستی مجموعه�ی به�صورت می�تواند

به�صورت را معکوس مساله�های می�توان می�شود، دیده مثال�ها در که همان�گونه

(Tφ)(x) =

∫
k(x, s)φ(s)ds, (۴١.٢)

می�گوییم. اول نوع انتگرالی معادله�ی نیز، (۴١.٢) به می�شود. نامیده هسته� k(x, s) آن، در که کرد بازنویسی



٣٢ معکوس مساله�های .٢

خطی معکوس مساله�های پایدار حل برای الگوریتم�هایی ۴.٢

بدوضع انتگرالی عملگر پایدار حل برای روش�هایی بخش، این در

Tφ = g, (۴٢.٢)

دقت است. کراندار خطی و یک�به�یک ،Y و X هیلبرت فضاهای بین ،T : X −→ Y عملگر می�کنیم. معرفی

توسط است ممکن و نیست وابسته داده به پیوسته به�طور یعنی است بدوضع ،(۴٢.٢) معکوس مساله�ی که، کنید

به�طوری�که، باشد اختلال داده�ی ،gδ کنیم فرض شود. آشفته اختلالی

∥gδ − g∥ ≤ δ. (۴٣.٢)

تابعک می�نیمم یافتن به�صورت را (۴٢.٢) معادله�ی می�توان شد، بیان قبل بخش در که همان�طور

φ 7−→ ∥Tφ− gδ∥٢, (۴۴.٢)

نیست. پایدار نیز، سازی می�نیمم مساله�ی این اما، کرد. فرمول�بندی ،X در

تیخونف سازی منظم ١.۴.٢

خوش مساله�های از خانواده�ای با بدوضع، مساله�ی زدن تقریب معنای به سازی٩، منظم اصطلاح به�طورکلی،

(۴۴.٢) تابعک به جریمه جمله�ی یک افزودن ،(۴۴.٢) ساختن پایدار برای روش یک است. آن به نزدیک �وضع

است: اولیه) (حدس φ٠ از φ فاصله�ی شامل که است

Jα(φ) := ∥Tφ− gδ∥٢ + α∥φ− φ٢∥٠, (۴۵.٢)

می�نامیم. تیخونف تابعک را Jα و تنظیم پارامتر را α > ٠ پارامتر

.φ٠ = ٠ می�دهیم قرار نباشد معلوم ،φ٠ اولیه�ی مقدار اگر .١.۴.٢ ملاحظه

با که دارد منحصربه�فرد می�نیمم ،φ٠ ∈ X و gδ ∈ Y ،α > ٠ هر ازای Jαبه تیخونف تابعک .٢.۴.٢ قضیه

رابطه�ی

φδ
α = (T ∗T + αI)−١(T ∗gδ + αφ٠) (۴۶.٢)

وابسته gδ داده�ی به پیوسته به�طور φδ
α بنابراین، است معکوس�پذیر و کران�دار ،T ∗T +αI عملگر می�آید. به�دست

.[١۵] است

یکتا می�نیمم دلخواه، اولیه�ی حدس و اختلال داده�ی ،α > ٠ هر برای Jα تابعک که می�کند بیان قضیه این

داریم. نیاز زیر، مقدمات به قضیه، این اثبات برای است. پایدار و دارد

٩Regularization



٣٣ خطی معکوس مساله�های پایدار حل برای الگوریتم�هایی .۴.٢

و باز مجموعه�ی یک U ∈ X باناخ، فضای دو Y و X کنید فرض .[١۵] فرچت). (مشتق ٣.۴.٢ تعریف

خطی عملگر اگر دارد F ′[φ] ١٠ فرچت مشتق ،φ ∈ U نقطه�ی در ،F عملگر باشد. عملگر F : U −→ Y

به�طوری�که، باشد داشته وجود ،φ+ h ∈ U و h هر ازای به ،F ′[φ] ∈ L(X,Y )

F (φ+ h)− F (φ) = F ′[φ]h+ α(φ, h), (۴٧.٢)

و

lim
∥h∥X→٠

∥α(φ, h)∥Y
∥h∥X

= ٠. (۴٨.٢)

باشد φ ∈ U و برقرار بالا شرایط کنید فرض فرچت، مشتق برای بهتر و معادل تعریفی آوردن به�دست برای

t ∈ R کنید فرض و بگیرید درنظر را h ∈ {h ∈ X : ∥h∥ < ١} بردار .{z : ∥φ− z∥ < ϵ} ∈ U به�طوری�که،

داریم: ،z = φ+ th دهیم قرار اگر باشد. پارامتر یک |t| < ϵ و

∥z − φ∥ = ∥φ+ th− φ∥ = ∥th∥ = |t|∥h∥ < ϵ,

،(۴٧.٢) رابطه�ی طبق پس، است φ+ th ∈ U درنتیجه،

F (φ+ th)− F (φ) = F ′[φ]th+ α(φ, th), (۴٩.٢)

چون، و

lim
t→٠

∥th∥ = ∥h∥ lim
t→٠

|t| = ٠,

،(۴٨.٢) طبق است

lim
t→٠

∥α(φ, th)∥Y
|t|∥h∥X

= ٠. (۵٠.٢)

می�شود، حاصل زیر نتیجه�ی ،(۵٠.٢) رابطه�ی از استفاده و آن از گرفتن حد ،t بر (۴٩.٢) طرفین تقسیم با

lim
t→٠

F (φ+ th)− F (φ)

t
= lim

t→٠
F ′[φ]th

t
,

پس،

lim
t→٠

F (φ+ th)− F (φ)

t
= F ′[φ]h. (۵١.٢)

فرچت ،φ در F : U −→ R اگر باشد. X نورم�دار فضای از باز زیرمجموعه�ای U کنید فرض .۴.۴.٢ لم

.[١۵] است hF ′[φ] = ٠ آن�گاه، باشد F موضعی می�نیمم ،φ ∈ U و مشتق�پذیر
١٠Frechet



٣۴ معکوس مساله�های .٢

یعنی، باشد hF ′[φ] < ٠ و hF ′[φ] ̸= ٠ کنید فرض خلف، برهان از استفاده با برهان.

lim
ϵ→٠

F (φ+ ϵh)− F (φ)

ϵ
= F ′[φ]h < ٠, (۵٢.٢)

بنابراین،

lim
ϵ→٠

F (φ+ ϵh)− F (φ)

ϵh
= F ′[φ]. (۵٣.٢)

باید چون است تناقض در ،φ بودن می�نیمم فرض با که است F (φ) معمولی مشتق تعریف ،(۵٣.٢) چپ سمت

باشد. F ′(φ) = ٠

hF ′[φ] = ٠ و است باطل خلف فرض بنابراین می�کنیم. عمل ترتیب به�همین نیز، hF ′[φ] > ٠ حالت برای

.[١۵] می�باشد

به�صورت آن فرچت مشتق و است مشتق�پذیر فرچت ،α ≥ ٠ هر برای تیخونف، تابعک .۵.۴.٢ لم

J ′[φ]h = ٢Re⟨T ∗(Tφ− gδ) + α(φ− φ٠), h⟩, (۵۴.٢)

.[١۵] است

داریم تیخونف تابعک تعریف از استفاده با برهان.

Jα(φ) = ∥Tφ− gδ∥٢ + α∥φ− φ٢∥٠, (۵۵.٢)

و

Jα(φ+ h) = ∥T (φ+ h)− gδ∥٢ + α∥φ+ h− φ٢∥٠

= ∥Tφ− gδ + Th∥٢ + α∥φ− φ٢∥٠ + α∥h∥٢ + ٢α⟨φ− φ٠, h⟩

= ∥Tφ− gδ∥٢ + ∥Th∥٢ + ٢Re⟨Tφ− gδ, Th⟩ + α∥φ− φ٢∥٠

+ α∥h∥٢ + ٢α⟨φ− φ٠, h⟩

= ∥Tφ− gδ∥٢ + ∥Th∥٢ + ٢Re⟨T ∗(Tφ− gδ), h⟩ + α∥φ− φ٢∥٠

+ α∥h∥٢ + ٢α⟨φ− φ٠, h⟩.

درنتیجه،

Jα(φ+ h)− Jα(φ) = ∥Th∥٢ + α∥h∥٢ + ٢Re⟨T ∗(Tφ− gδ) + α(φ− φ٠), h⟩.
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،(۵١.٢) رابطه�ی طبق بنابراین

J ′[φ]h = lim
ϵ→٠

Jα(φ+ ϵh)− Jα(φ)

ϵ

= lim
ϵ→٠

ϵ٢∥Th∥٢ + αϵ٢∥h∥٢ + ٢ϵRe⟨T ∗(Tφ− gδ) + α(φ− φ٠), h⟩
ϵ

= ٢Re⟨T ∗(Tφ− gδ) + α(φ− φ٠), h⟩.

.[١۵] می�شود حاصل مطلوب نتیجه�ی ترتیب، این به و

می�پردازیم. ٢.۴.٢ قضیه�ی اثبات به حال،

پس است، مشتق�پذیر فرچت Jα ،۵.۴.٢ لم طبق چون کند. می�نیمم را Jα تیخونف تابعک ،φδ
α کنید فرض

جایگذاری و h = T ∗(Tφ− gδ) + α(φ− φ٠) انتخاب با است. J ′
α[φ]h = ٠ ،h هر برای ،۴.۴.٢ لم به بنا

داریم (۵۴.٢) فرمول در

J ′
α[φ

δ
α]h = ٠,

پس،

٢Re⟨T ∗(Tφδ
α − gδ) + α(φδ

α − φ٠), T
∗(Tφδ

α − gδ) + α(φδ
α − φ٠)⟩ = ٠.

آنگاه،

Re⟨T ∗Tφδ
α + αφδ

α − T ∗gδ − αφ٠, T
∗Tφδ

α + αφδ
α − T ∗gδ − αφ٠⟩ = ٠,

این�رو، از

(T ∗T + αI)φδ
α − T ∗gδ − αφ٠ = ٠.

درنتیجه، و

(T ∗T + αI)φδ
α = T ∗gδ + αφ٠.

منحصربفرد ،φδ
α می�دهیم نشان دیگر، به�عبارت است، معکوس�پذیر و کران�دار ،T ∗T +αI کنیم، ثابت باید اکنون

بنابراین است، کران�دار خطی تابعکی ،T چون می�کنیم. استفاده ، ١١ میلگرام لکس قضیه�ی از کار، این برای است.

چون است کوارسیو ،T ∗T + αI طرفی، از است. کران�دار خطی نیز T ∗T + αI

١١Lax-Milgrim
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Re⟨(T ∗T + αI)φ,φ⟩ = ⟨T ∗T, φ⟩ + ⟨αφ,φ⟩

= ⟨Tφ, Tφ⟩ + α⟨φ,φ⟩

= ∥Tφ∥٢ + α∥φ∥٢

≥ α∥φ∥٢.

به�طور�ی�که دارد وجود ،φδ
α مانند یکتایی عضو میلگرام، لکس قضیه�ی طبق بنابراین،

(T ∗T + αI)φδ
α = T ∗gδ + αφ٠.

به�صورت را ψ(t) تابع باشد، h ∈ X \ {٠} و t ∈ R کنید فرض ،φδ
α بودن می�نیمم اثبات برای

ψ(t) := Jα(φ
δ
α + th) = ∥T (φδ

α + th)− gδ∥٢ + α∥φδ
α + th− φ٢∥٠ , α > ٠,

سویی، از است. ٢ درجه�ی از چندجمله�ای یک و ψ ≥ ٠ بنابراین می�کنیم. تعریف

ψ′(٠) = J ′
α(φ

δ
α + ٠h) = ٠.

ψ(t) ≥ ψ(٠) = Jα(φ
δ
α) ،t ∈ R هر برای این�رو، از است. می�نیمم دارای t = ٠ در ψ(t) تابع درنتیجه،

است. برقرار ،t = ٠ برای فقط تساوی حالت و می�باشد

خطی معکوس مساله�های عددی حل ۵.٢

عملگری معادله�ی به�صورت را معکوس مساله�ی می�توان شد، اشاره قبلا که همان�گونه

(Tφ)(x) =

∫
k(x, y)φ(y)dy, (۵۶.٢)

استفاده اصلی روش دو از این�کار، برای کنیم. گسسته را آن�ها باید معادلات، نوع این عددی حل برای نمود. بیان

می�کنیم

عددی، انتگرال�گیری روش�های .١

گالرکین١٢. روش�های .٢
١٢Galerkin Methods
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عددی انتگرال�گیری روش�های با گسسته�سازی ١.۵.٢

روش به را (۵۶.٢) انتگرال کنید فرض

∫
k(sj , y)φ(y)dy =

M∑
i=٠

wik(sj , yi)φ(yi)∆yi, j = ١,٢, · · · , N, M > N, (۵٧.٢)

خطی معادلات دستگاه به (۵۶.٢) بنابراین، بزنیم. تقریب

b = Ax+ ξ, (۵٨.٢)

،bi = g(si) ،M > N با M × N ماتریسی A = (Ai,j) = wik(sj , yi)∆yi آن در که می�شود تبدیل

می�شود. نامیده وزن wi و است Rn در مجهول برداری ،x = φ(yi)

گالرکین روش ٢.۵.٢

به�صورت را آن و باشد X هیلبرت فضای برای پایه�ای ،ψi تابع کنید فرض

ψi(x) =


x−xi

xi−xi−١
, xi−١ ≤ x ≤ xi,

xi+١−x
xi−xi−١ , xi ≤ x ≤ xi+١,

٠, x /∈ [xi−١, xi+١],

(۵٩.٢)

نوشت پایه اعضای از خطی ترکیب به�صورت را آن می�توان پس است φ ∈ X چون بنابراین، کنید. تعریف

φ(y) =

M∑
i=١

φiψi(y). (۶٠.٢)

داریم: ،(۵۶.٢) در (۶٠.٢) جایگذاری با درنتیجه،

∫
k(sj , y)φ(y)dy =

∫ M∑
i=١

φiψi(y)k(sj , yi)dy

=
M∑
i=١

φi

∫
ψi(y)k(sj , yi)dy, j = ١,٢, · · · , N.

(۶١.٢)

معادلات از خطی دستگاه به نیز، گسسته�سازی روش این در

b = Ax+ ξ, (۶٢.٢)

مجهول بردار ،xM×١ و ضرایب ماتریس AM×N = Ai,j =
∫
ψi(y)k(sj , yi)dy آن، در که می�یابیم دست

است.
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محاسبه�ی به فقط چون عددی، انتگرال�گیری روش�های دارد. بستگی مساله، نوع به روشگسسته�سازی انتخاب

کمتری دقت از گالرکین، روش�های با مقایسه در اما، هستند آسان�تر قدری دارند نیاز نقاط، برخی در k هسته�ی

برخوردارند.

مانند معادلات از خطی دستگاهی به�صورت می�توان، را (۵۶.٢)

Ax = b, (۶٣.٢)

بردار b ∈ RM و ورودی بردار x ∈ RN می�کند، توصیف را مدل ،AM×N ماتریس دستگاه، این در کرد. تبدیل

x ورودی ،A معلوم مدل و b خروجی داشتن با مدل، این با مرتبط معکوس مساله�ی می�دهد. نمایش را خروجی

می�کند. محاسبه را

معادلات خطی دستگاه به وابسته مربعات کمترین می�نیمم�سازی مساله�ی تقریبی جواب باید ترتیب، این به

کنیم: محاسبه را (۶٣.٢)

min
x∈RN

∥Ax− b∥ (۶۴.٢)

است. اقلیدسی نورم ∥ · ∥ آن، در که

کند. آشفته زیادی مقدار به را جواب است ممکن داده، در کوچک خطایی آن�گاه نباشد دقیق موجود، داده�ی اگر

باشد: e خطای دارای ،b موجود داده�ی کنید فرض

b = b̂+ e.

است: b خطای بدون داده�ی با معادلات خطی دستگاه جواب ،x مطلوب جواب

Ax = b. (۶۵.٢)

است ممکن کوچک، خطای بردار یک حتی، است حساس داده، در اختلال به نسبت مساله، این که آنجایی از

دور بسیار مطلوب جواب از شده، محاسبه جواب است ممکن لذا، و دهد تغییر ملاحظه�ای، قابل به�طور را جواب

باشد. بی�معنا درنتیجه، و

می�کنند: پیروی زیر محک از گسسته�شده، بدوضع مساله�های همه�ی

است. حساس داده، در آشفتگی به نسبت جواب، .١

می�شود. میرا صفر، به به�تدریج ماتریس، تکین مقادیر .٢

مساله�ی با را (۶٣.٢) باید ابتدا ،(۶٣.٢) از (۶۴.٢) مطلوب جواب برای بامعنا تقریبی تعیین به�منظور

مفهومی به معمولا جایگزینی، این کنیم. جایگزین باشد، داشته داده، به نسبت کمتر حساسیت با جوابی که نزدیک،

منظم�سازی و ناقص١٣ تکین مقدار تجزیه�ی منظم�سازی روش دو شرح به ادامه، در برمی�گردد. منظم�سازی عنوان با
١٣Truncated Singular Value Decomposition
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می�پردازیم. تیخونف،

را SVD روش از خلاصه�ای ابتدا ،TSVD اختصار به� یا ناقص تکین مقدار منظم�سازی به پرداختن از قبل

می�کنیم. بیان

SVD روش ٣.۵.٢

شکل به Aماتریس تجزیه�ی ،SVD اختصار به یا تکین مقادیر تجزیه�ی روش

A = UΣV T , (۶۶.٢)

آن، در که است

V = [v١, v٢, · · · , vN ] ∈ RN×N , U = [u١, u٢, · · · , uM ] ∈ RM×M , (۶٧.٢)

و می�باشند متعامد آن�ها ستون�های که هستند متعامدی ماتریس�های

Σ = diag[σ١, σ٢, · · · , σN ] ∈ RM×N , (۶٨.٢)

به�صورت و هستند Aماتریس تکین مقادیر ،σj آن، اصلی قطر درایه�های که است ماتریسی

σ١ ≥ σ٢ ≥ · · · ≥ σN ≥ ٠,

بود خواهد زیر به�شکل تکین مقادیر آن�گاه، باشد، rank(A) = l کنید فرض شده�اند. مرتب

σ١ ≥ σ٢ ≥ · · · ≥ σl > σl+١ = · · · = σN = ٠,

نمود: بیان تک�رتبه�ای، ماتریس l مجموع با را A می�توان و

A =

l∑
j=١

σjujv
T
j .

به�تدریج ،Aماتریس تکین مقادیر گسسته، بدوضع مساله�های در هستند. σjها تکین مقادیر ،SVD جنبه�ی مهم�ترین

می�شود. میرا صفر، به�سمت

TSVD منظم�سازی روش ۴.۵.٢

TSVD تقریب در می�کند. حل آن�ها، دادن قرار صفر برابر با را مثبت تکین مقادیر بودن کوچک مشکل روش، این

اقلیدسی، نورم برحسب را A k-رتبه�ای تقریب بهترین می�شود. گرفته نادیده تکین، مقادیر کوچک�ترین ،Aماتریس

می�آید به�دست ،SVD در اول تک�رتبه�ای ماتریس k مجموع با که بگیرید درنظر

Ak =

k∑
j=١

σjujv
T
j , (۶٩.٢)
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می�شود بازنویسی زیر به�صورت آن، ماتریسی شکل و

Ak = UΣkV
T , Σk = diag[σ١, σ٢, · · · , σk,٠, · · · ,٠︸ ︷︷ ︸

N−kبار

]. (٧٠.٢)

با ،(۶٩.٢) مورپنروس١۴ شبه�معکوس ماتریس

A†
k = V Σ†

kU
T , Σ†

k = diag[σ−١١ , σ−١٢ , · · · , σ−١k ,٠, · · · ,٠︸ ︷︷ ︸
N−kبار

], (٧١.٢)

می�شود. تعریف

به�شکل (۶۴.٢) تقریبی جواب�های ،TSVD روش در

xk = A†
kb = V Σ†

kU
Tb, (٧٢.٢)

نوشت: V بردارهای از خطی ترکیب به�صورت را (٧٢.٢) می�توان است.

xk =

k∑
j=١

uTj b

σj
vj , k = ١,٢, · · · , l.

عبارت ابتدا ،b̃ = UTb و x̃k = V Txk تعریف با

x̃k =
[ b̃١
σ١
,
b̃٢
σ٢
, · · · , b̃k

σk
,٠,٠, · · ·٠

]T
, k = ١,٢, · · · l,

می�کنیم. محاسبه را x بردار ،xk = V x̃k نتیجه در و x̃k = V Txk از استفاده با و می�آوریم به�دست را

با می�باشد نیز بدوضع و دارد بزرگی شرطی عدد که A ماتریس ،(۶۴.٢) برای TSVD منظم�سازی روش در

به�شدت ،Ak k-رتبه�ای تقریب شرطی عدد می�شود. جایگزین دارد، کوچک�تری شرطی عدد که Ak مشابه ماتریس

یعنی، دارد؛ بستگی k انتخاب به

K(Ak) =
σ١
σk
.

کرد، تعیین را A به Ak نزدیکی میزان می�توان زیر، نورم گرفتن درنظر با

∥A−Ak∥ = ∥UΣV T − UΣkV
T ∥ = ∥Σ− Σk∥ = σk+١.

١۴Moore-Penrose Pseudo Inverse
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و می�شود بزرگ�تر شرطی، عدد می�شود) کوچک�تر مخرج، (چون کنیم اختیار بزرگ، خیلی را k اگر این�رو، از

بود. نخواهد Aماتریس از خوبی تقریب حاصل، Ak ماتریس بگیریم، درنظر کوچک خیلی را k اگر ،متقابلا

تیخونف منظم�سازی روش ۵.۵.٢

جریمه�ی مربعات کمترین مساله�ی با ،(۶۴.٢) می�نیمم�سازی مساله�ی روش، این در

min
x∈Rn

{∥Ax− b∥٢ + ∥Lµx∥٢} (٧٣.٢)

می�شود. نامیده تنظیم پارامتر µ > ٠ و تنظیم ماتریس ،k ≤ N ،Lµ ∈ Rk×N آن، در که می�شود جایگزین

مساله�ی بنابراین، می�آید. به�دست ثابت، µ برای Lµ = µI انتخاب با تیخونف، منظم�سازی شکل ساده�ترین

به�شکل (٧٣.٢)

min
x∈Rn

{∥Ax− b∥٢ + µ٢∥x∥٢} (٧۴.٢)

می�شود. بازنویسی

نورم کردن جریمه با می�کند؛ میل بزرگ نورم با جواب�هایی به بدوضع، مساله�های مربعات کمترین جواب�های

می�آوریم. به�دست کوچک�تر نورم با جواب�هایی ،(٧۴.٢) برای ،µ ثابت با آن نمودن وزن�دار و x جواب بردار

مربعات کمترین مساله�ی جواب باشد. µ > ٠ کنید فرض

min ∥Ax− b∥٢٢,

دستگاه جواب با

ATAx = ATb,

به�صورت ،(٧۴.٢) تعریف با بنابراین، است. برابر

min
x∈RN

{∥∥∥(A
µI

)
x−

(
b
٠

)∥∥∥}, (٧۵.٢)

دستگاه جواب با ،(٧۴.٢) جواب

(
A
µI

)T (
A
µI

)
x =

(
A
µI

)T (
b
٠

)
,
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درنتیجه، است. برابر

(ATA+ µ٢I)x = ATb. (٧۶.٢)

دستگاه جواب بودن یکتا اثبات برای است. متقارن نیز، ATA + µ٢I هستند متقارن ،ATA و µ٢I چون

با باشد، RN در برداری C ̸= ٠ کنیم فرض است. مثبت معین ATA + µ٢I دهیم نشان کافیست ،(٧۶.٢)

داریم: اکید) µ(بزرگ�تر > ٠ انتخاب

CT (ATA+ µ٢I)C = CTATAC + µ٢CTC

= (AC)T (AC) + µ٢CTC

= ∥AC∥٢ + µ٢∥C∥٢,

به�صورت ،(٧۶.٢) جواب لذا، است. صفر از اکید بزرگ�تر بالا، عبارت

xµ = (ATA+ µ٢I)−١ATb, (٧٧.٢)

می�باشد. (٧۴.٢) جواب همان xµ شد، گفته قبلا که همان�گونه است،

داریم: باشد، موجود Aماتریس SVD اگر

AT = (UΣV T )T = V ΣTUT ,

پس،

ATA = V ΣTΣV T . (٧٨.٢)

عبارت (٧۶.٢) در جایگذاری با

(V ΣTΣV T + µ٢V V T )xµ = V ΣTUTb,

درنتیجه، می�شود. حاصل

V (ΣTΣ+ µ٢I)V Txµ = V ΣTUTb.

داریم b̃ = UTb و x = V Txµ دادن قرار با و چپ سمت از V T در بالا رابطه�ی طرفین ضرب با
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(ΣTΣ+ µ٢I)x = ΣT b̃,

لذا، و

xµ = V (ΣTΣ+ µ٢I)−١ΣT b̃. (٧٩.٢)

از λi = σ٢i ویژه�ی مقدار به را µ٢ ثابت تیخونف، منظم�سازی که می�بینیم ،SVD در (۶۶.٢) به توجه با

جواب، در را vi بردار هر مشارکت کار، این می�شود. نامیده کردن هموار عمل، این می�کند. اضافه ،ATAماتریس

می�دهد. کاهش

اختلاف اصل ۶.۵.٢

پارامتر تعیین برای ، اختلاف١۵ اصل از می�توان زد، تقریب را آن بتوان یا باشد معلوم ،b خطای نورم هنگامی�که

نورم کنید فرض نمود. استفاده TSVD منظم�سازی روش در برش اندیس و تیخونف منظم�سازی روش در تنظیم

مانده�ی خطای که کنیم انتخاب طوری را تنظیم پارامتر می�کند، پیشنهاد اختلاف اصل باشد. ∥e∥ = ξ ،b در خطا

است. ξ از مستقل و ثابت η > ١ به�طوری�که باشد، ηξ مساوی یا کوچک�تر شده، منظم دستگاه

به�طوری�که، کنیم انتخاب کوچک ممکن، حد تا را k که، معناست بدین گفته این ،TSVDروشمنظم�سازی برای

∥Axk − b∥ ≤ ηξ, (٨٠.٢)

که کنیم اختیار طوری را µ که، معناست بدین تیخونف، منظم�سازی روش برای و باشد. برقرار

∥Axµ − b∥ = ηξ. (٨١.٢)

آورد، به�دست می�توان هزینه، کمترین با تیخونف روش برای را µ-ای مقدار چنین چگونه این�که جزییات

گرفت. خواهد قرار بحث مورد بعد، قسمت در باشد، موجود Aماتریس برای SVD هنگامی�که

با برمی�گرداند. را بهینه مقدار از بزرگ�تر مقداری بلکه، نمی�دهد ما به را µ بهینه�ی مقدار اختلاف، اصل

نوشت می�توان ،(٨٠.٢) در U b̃ = b و Ak = UΣV T جایگذاری

∥UΣV Txk − U b̃∥ ≤ ηξ,

رابطه�ی از ،TSVD منظم�سازی روش در k مقدار کوچک�ترین تعیین برای اختلاف اصل در بنابراین،

١۵Discrepancy Principle



۴۴ معکوس مساله�های .٢

∥ΣV Txk − b̃∥ ≤ ηξ,

می�شود. استفاده

است: زیر به�صورت ،TSVD منظم�سازی روش الگوریتم .١.۵.٢ الگوریتم

می�آوریم به�دست را A تکین مقدار تجزیه�ی ابتدا، .١

A = UΣV T .

،k = ١,٢, · · · , N برای .٢

x̃k =
[ b̃
σ١
,
b̃

σ٢
, · · · , b̃

σk
,٠, · · ·٠

]
,

می�کنیم. محاسبه را

غیر در می�آوریم؛ به�دست را xk = V x̃k جواب و می�کنیم توقف آن�گاه، باشد ∥ΣV Txk − b̃∥ ≤ ηξ اگر .٣

برمی�گردیم. ،٢ مرحله�ی به این�صورت،

تیخونف منظم�سازی برای µ پارامتر تعیین

به�صورت را Ψ تابع

Ψ(µ) = ∥Axµ − b∥٢, (٨٢.٢)

که می�کنیم انتخاب طوری را µ تیخونف، منظم�سازی روش در گفتیم، که همان�گونه می�کنیم. تعریف

Ψ(µ) = η٢ξ٢, (٨٣.٢)

داریم ،(٨٢.٢) در (٧٩.٢) جایگذاری با باشد. برقرار

Ψ(µ) = ∥Axµ − b∥٢

= ∥UΣV TV (ΣTΣ+ µ٢I)−١ΣT b̃− U b̃∥٢

= ∥(Σ(ΣTΣ+ µ٢I)−١ΣT − I)b̃∥٢

=
n∑

j=١

( σ٢j

σ٢j + µ٢
− ١
)٢
b̃j

٢
.



۴۵ خطی معکوس مساله�های عددی حل .۵.٢

رابطه�ی با را Φ(ν) = Ψ( ١
µ٢
)

Φ(ν) =

n∑
j=١

b̃j
٢

νσ٢j + ١
,

نیوتون، روش با است. محدب و نزولی ،ν ≥ ٠ برای Φ که کرد ثابت می�توان به�راحتی، می�کنیم. تعریف

Φ(ν) = η٢ξ٢, (٨۴.٢)

روش در می�دهیم. قرار را ν٠ = ٠ روش، این اول تکرار در همگراست. مربعی، به�طور و می�شود حل به�سادگی،

رابطه�ی با که داریم نیاز مشتقات محاسبه�ی به نیوتون،

Φ′(ν) =
−٢σ٢j

(١+ νσ٢j )
٣
b̃j

٢
,

می�شود. محاسبه

خیلی نیوتون، روش با (٨٣.٢) جواب تعیین و نیست محدب لزوماً ،Ψ(µ) تابع که می�کنیم نشان خاطر

است. (٨۴.٢) جواب محاسبه�ی از پیچیده�تر



٣ فصل

و محدود اجزای ترکیبی تطبیقی روش
پراکندگی مساله�های برای متناهی تفاضلات

معکوس

صوت موج پراکندگی مساله�ی برای را متناهی تفاضلات و محدود اجزای تطبیقی ترکیبی روش فصل، این در

سرعت می�خواهیم مساله، این در می�کنیم. سازی پیاده پارامتر، یک شناسایی مساله�ی به�صورت زمان، به وابسته

کنیم. تعیین شده، اندازه�گیری موج بازتاب از استفاده با را c(x) مجهول متغیر صوت

زیرسطحی عمق عکس�برداری شکل، بازسازی مواد، نامخرب آزمون به می�توان روش، این کاربردهای از

نمود. اشاره لرزه�ای، نمودار و زمین�شناسی ساختارهای

هستیم c(x) صوت سرعت به�دنبال روش، این در می�کنیم. استفاده بهینه کنترل روش از مساله، این حل برای

عبارت به کند؛ می�نیمم گسسته، L٢ نرم یک در را شده محاسبه و شده اندازه�گیری خروجی داده�ی بین تفاضل که

هزینه�ی تابع می�خواهیم دیگر،

E(p) =
١
٢∥p− p̃∥٢, (١.٣)

حالت دیفرانسیلی معادله�ی در ،c(x) صوت سرعت تغییر با و است وابسته p به که کنیم می�نیمم را

A(p, c) = f, (٢.٣)

نورم ∥ · ∥ و مشاهده نقاط از متناهی مجموعه�ای در شده مشاهده داده�ی p̃ مفروض، تابع f آن، در که می�کند صدق

است. گسسته L٢



۴٧ معکوس پراکندگی مساله�ی .١.٣

شامل لاگرانژ، می�شود. بندی فرمول ،١ لاگرانژ مانایی نقطه�ی یافتن صورت به می�نیمم�سازی مساله�ی سپس،

می�کند، بیان که است معادله�ای و الحاقی) (معادله�ی پسرو موج معادله�ی حالت)، پیشرو(معادله�ی معادله�ی یک

ترکیبی روش از پسرو، و پیشرو موج انتشار موثر اجرای برای می�شود. صفر ،c موج سرعت برحسب گرادیان

.[٢٩] می�کنیم استفاده متناهی تفاضلات و محدود اجزای

اجزای روش ٢ تطابق و مش تظریف انعطاف�پذیری از می�شود، شامل را شی که دامنه�ای در روش، این در

می�کنیم. استفاده ساختاریافته، مش کارایی از همگن، محیط دامنه�ی در و محدود،

معادله�های ٣ مانده�های شامل که است شده پایه�گذاری لاگرانژ، در خطا تخمین روی مش، تطبیق فصل، این در

است. c برحسب گرادیان و الحاقی حالت،

است: صورت بدین فصل، این کلی طرح

روش ،٣.٣ بخش در می�کنیم، فرمول�بندی صوت، موج معادله�ی برای را معکوس پراکندگی مساله�ی ،١.٣ بخش در

بخش در می�آوریم. به�دست تطابق، برای را پسین خطای تخمین ۶.٣ بخش در و می�بریم به�کار را محدود اجزای

می�آوریم. به�دست ، موج معادله�ی برای را پیشین خطای آخر، بخش در و می�کنیم بیان را تطبیقی الگوریتم ،٧.٣

است. شده استفاده [۴] از فصل، این گردآوری برای

معکوس پراکندگی مساله�ی ١.٣

مدل�سازی ،Γ کران با ،Ω ⊂ Rd , d = ٢,٣ کران�دار دامنه در را صوت موج انتشار که موج، اسکالر معادله�ی

بگیرید: درنظر می�کند

١
c٢
∂٢p

∂t٢
−∆p = f, in Ω× (٠, T ), (٣.٣)

p(·,٠) = ٠, ∂p

∂t
(·,٠) = ٠, in Ω, (۴.٣)

p |Γ = ٠, on Γ× (٠, T ), (۵.٣)

منبع تابع f(x, t) و نهایی زمان T زمان، متغیر t ،x ∈ Ω به وابسته صوت سرعت c(x) فشار، p(x, t) که

است. مفروض

غیرخطی بهینه�سازی مساله�ی به�صورت معادله، این معکوس مساله�ی
١Lagrangian
٢Adaptivity
٣Residual



۴٨ معکوس پراکندگی مساله�های برای متناهی تفاضلات و محدود اجزای ترکیبی تطبیقی روش .٣

min
p,c

E(p)

s.t. A(p, c)− f = ٠
(۶.٣)

آن در که می�شود، فرمول�بندی

E(p) :=
١
٢

∫ T

٠

∫
Ω
(p− p̃)٢δobsdxdt,

A(p, c) :=
١
c٢
∂٢p

∂t٢
−∆p,

حالت معادله نیز، A(p, c) = f است. مشاهده نقاط با مطابق δ توابع از مجموعی δobs =
∑
δ(xobs) و

می�شود. نامیده

روش این پایه�ای مفاهیم ادامه، در می�کنیم. استفاده لاگرانژ روش از ،(۶.٣) می�نیمم�سازی مساله�ی حل برای

کنید. مراجعه [٢٧] به بیشتر، آشنایی برای می�کنیم. بیان مختصر، به�طور بهینه�سازی، برای را

لاگرانژ روش ١.١.٣

بگیرید: درنظر را زیر محدودیت با می�نیمم�سازی مساله�ی

min F (x)

s.t. h(x) = ٠
(٧.٣)

لاگرانژ تابعک و λ مجهول ضریب معرفی با لاگرانژ، روش در است. h : Rn → Rm و f : Rn → R آن، در که

L(x, λ) = F (x) + ⟨λ, h⟩,

قید بدون مساله�ی به ،(٧.٣) مساله�ی

min
x,λ

L(x, λ), (٨.٣)

تعریف با بنابراین، است. Rm داخلی ضرب فضای روی داخلی ضرب ،⟨·, ·⟩ می�شود، تبدیل

F := E(p), h := A(p, c)− f,

به�شکل ،(۶.٣) مساله�ی برای لاگرانژ تابعک

L(λ, p, c) = E(p) + ⟨A(p, c)− f, λ⟩, (٩.٣)



۴٩ معکوس پراکندگی مساله�ی .١.٣

آن، در که می�شود بازنویسی

⟨A(p, c)− f, λ⟩ =
∫ T

٠

∫
Ω

( ١
c٢
∂٢p

∂t٢
· λ− λ · ∇ · ∇p− λ · f

)
dxdt. (١٠.٣)

با می�کند. تبدیل محدودیت، بدون می�نیمم�سازی مساله�ی به را، مقید می�نیمم�سازی مساله�ی لاگرانژ، روش درواقع

داریم: آن، دوم جمله�ی بر گرین فرمول و راست سمت اول جمله�ی بر جزبه�جز انتگرال�گیری اعمال

∫ T

٠

∫
Ω

١
c٢
∂٢p

∂t٢
· λdx =

∫
Ω

( ١
c٢
∂p

∂t
· λ
)T
٠
dx+

∫ T

٠

∫
Ω

١
c٢
∂p

∂t

∂λ

∂t
dxdt

=

∫
Ω

١
c٢
∂p

∂t
· λ(x, T )dx−

∫
Ω

١
c٢
∂p

∂t
· λ(x,٠)dx+

∫ T

٠

∫
Ω

١
c٢
∂p

∂t

∂λ

∂t
dxdt

=

∫ T

٠

∫
Ω

١
c٢
∂p

∂t

∂λ

∂t
dxdt, (١١.٣)

و

−
∫ T

٠

∫
Ω
λ · ∇ · ∇pdxdt = −

∫ T

٠

∫
Γ
λn · ∇pdx+

∫ T

٠

∫
Ω
∇λ · ∇pdxdt

=

∫ T

٠

∫
Ω
∇λ · ∇p dxdt.

(١٢.٣)

می�رسیم زیر عبارت به (١٠.٣) در (١٢.٣) و (١١.٣) جایگذاری با

⟨A(p, c)− f, λ⟩ =
∫ T

٠

∫
Ω

( ١
c٢
∂p

∂t

∂λ

∂t
+∇λ · ∇p− f · λ

)
dxdt. (١٣.٣)

به�صورت لاگرانژ تابعک ،(٩.٣) در (١٣.٣) دادن قرار با و

L(λ, p, c) = E(p) +

∫ T

٠

∫
Ω

( ١
c٢
∂p

∂t

∂λ

∂t
+∇λ · ∇p− f · λ

)
dxdt, (١۴.٣)

می�شود. بازنویسی

بیابیم، (λ, p, c) برحسب مانایی نقطه�ی باید دیگر، به�عبارت آوریم. به�دست را L تابعک می�نیمم باید لذا،

در ،(λ̄, p̄, c̄) هر برای به�طوری�که

L′(λ, p, c)(λ̄, p̄, c̄) = ٠, (١۵.٣)



۵٠ معکوس پراکندگی مساله�های برای متناهی تفاضلات و محدود اجزای ترکیبی تطبیقی روش .٣

می�کنیم، فرض است. L گرادیان L′ آن در که کند، صدق

λ(·, T ) = λ̄(·, T ) = ٠, p(·, T ) = p̄(·, T ) = ٠,

،(λ̄, p̄, c̄) هر برای ،(١۵.٣) باشد. برقرار دریکله، همگن مرزی شرایط با همراه

٠ =
∂L

∂λ
(λ, p, c)(λ̄) =

∫ T

٠

∫
Ω

(
− ١
c٢
∂p

∂t

∂λ̄

∂t
+∇λ̄∇p−fλ̄

)
dxdt, (١۶.٣)

٠ =
∂L

∂λ
(λ, p, c)(p̄) =

∫ T

٠

∫
Ω
(p− p̃)p̄ δobsdxdt

+

∫ T

٠

∫
Ω

(
− ١
c٢
∂p̄

∂t

∂λ

∂t
+∇λ∇p̄

)
dxdt, (١٧.٣)

٠ =
∂L

∂c
(λ, p, c)(c̄) =

٢
c٣

∫ T

٠

∫
Ω

∂p(x, t)

∂t

∂λ(x, t)

∂t
c̄ dxdt, x ∈ Ω. (١٨.٣)

الحاقی: معادله ضعیف شکل (١٧.٣) ،(٣.٣) حالت معادله ضعیف شکل ،(١۶.٣) می�دهد. نتیجه را

١
c٢
∂٢λ

∂t٢
−∆λ = −(p− p̃)δobs, in Ω× (٠, T ),

λ(T ) =
∂λ

∂t
(T ) = ٠,

λ = ٠, on Γ× (٠, T ),

(١٩.٣)

است. صفر ،c برحسب مانایی که می�دهد نشان (١٨.٣) و

حدس از شروع با ،۵ کاهش تندترین یا ۴ گرادیان روش گسسته�ی شکل از می�نیمم�سازی، مساله�ی حل برای

.[٢٧] آورده�ایم را آن از مختصری شرح بعد، بخش در که می�کنیم استفاده ،{cn}n دنباله�ی محاسبه�ی و c٠ اولیه�ی

کاهش حداکثر روش ٢.٣

Z در می�شود، داده نمایش ،gradE(p) با که E گرادیان باشد. مشتق�پذیر ،Z در E کنید فرض .١.٢.٣ تعریف

در و یکتاست

⟨gradE(z), t⟩ = lim
λ→٠

١
λ
[E(z + λt)− E(z)], ∀t ∈ Z, (٢٠.٣)

.[٢٧] می�کند صدق
۴Gradient Method
۵Steepest Descent Method



۵١ کاهش حداکثر روش .٢.٣

به�صورت می�توان را (٢٠.٣)

E(z + δz) = E(z) + ⟨gradE(z), δz⟩ + o(∥δz∥), ∀δz ∈ Z. (٢١.٣)

باشد، داشته یکتا جوابی زیر، مساله�ی کنید فرض نوشت.

min
z∈Z

E(z)

لذا، می�دهیم قرار ،(٢١.٣) در را ρ > ٠ ،δz = −ρgradE(z)

E(z + δz) = E(z)− ∥gradE(z)∥٢ + o(ρ∥gradE(z)∥). (٢٢.٣)

از می�توان بنابراین، باشد. کوچک خیلی می�تواند سوم جمله�ی و است منفی مقداری راست، سمت در دوم جمله�ی

که، ساخت به�گونه�ای را z + δz نقطه�ی ،z نقطه�ی

E(z + δz) < E(z).

ثابت گام میزان با کاهش حداکثر روش الگوریتم .٢.٢.٣ الگوریتم

کنید. انتخاب به�دلخواه، را ε و M ،ρ ،z٠ .١

:m = ٠,١, · · · ,M برای

.hm = −gradE(zm) دهید قرار .٢

کنید محاسبه را زیر عبارت .٣

ρm = argρ>٠minE(zm + ρhm). (٢٣.٣)

.zm+١ = zm + ρmhm دهید قرار .۴

برگردید. ٢ گام به این�صورت، غیر در کنید؛ توقف باشد ∥gradE(zm)∥ < ε اگر .۵

از بزنیم. تقرب را آن باید بنابراین، نیست ممکن ،(٢٣.٣) رابطه�ی با ρm دقیق محاسبه�ی کلی، به�طور اما

می�دهیم. ارایه را دیگری الگوریتم منطقی�تر، نتایج آوردن به�دست برای این�رو،

کنید فرض

E(ρ) = E(zm + ρhm)− E(zm),

و است E(٠) = ٠ لذا،
dE

dρ
(٠) = ⟨gradE(zm), hm⟩

= ⟨gradE(zm),−gradE(zm)⟩

= −∥gradE(zm)∥٢.



۵٢ معکوس پراکندگی مساله�های برای متناهی تفاضلات و محدود اجزای ترکیبی تطبیقی روش .٣

دارد. E(ρ) موضعی می�نیمم یک حداقل باشد، کران�دار پایین از و پیوسته E اگر بنابراین،

هر به�ازای و E(+∞) = +∞ ،∂E(٠)
∂ρ < ٠ کنید، فرض یک�بعدی). جست�وجوی (الگوریتم ٣.٢.٣ الگوریتم

باشد. E(ρ) ̸= −∞ ،ρ

.d = ρ > ٠ دهید قرار و کنید اختیار بالا فرضیات طبق را ρ .١

دهید قرار .٢

ρ ١
٢
= ρ− d, ρ٢ = ρ+ d.

بروید. ٢ گام به و ρ = ρ+ d دهید قرار آن�گاه ،E(ρ) > E(ρ٢) اگر • .٣

این�صورت، غیر در بروید؛ ٢ گام به و d = d
٢ ،ρ = ρ− d

٢ دهید قرار آن�گاه ،E(ρ) > E(ρ ١
٢
) اگر •

بروید. ۴ گام به

یعنی کنید؛ محاسبه را {(ρ ١
٢
, E(ρ ١

٢
)), (ρ,E(ρ)), (ρ٢, E(ρ٢))} نقطه�ی سه از گذرنده سهمی می�نیمم .۴

دهید قرار

ρ = ρ+
١
٢(ρ− ρ ١

٢
)

E(ρ ١
٢
)− E(ρ٢)

E(ρ ١
٢ )
+ E(ρ٢)− ٢E(ρ)

. (٢۴.٣)

برگردید. ٢ گام به d = d
٢ جایگذاری با باشد، موردنیاز بیشتری دقت اگر .۵

می�شود: بیان زیر به�صورت ،(١۵.٣) برای کاهش حداکثر روش الگوریتم بنابراین،

کنید. محاسبه ،c = cn با را (٣.٣) پیشرو مساله�ی pn جواب .١

کنید. محاسبه را الحاقی مساله�ی λn جواب .٢

کنید: به�روز زیر فرمول با را سرعت .٣

cn+١(x) = cn(x)− αn ٢(
cn(x)

)٣ ∫ T

٠

∂λn(x, t)

∂t

∂pn(x, t)

∂t
dt, (٢۵.٣)

می�شود. محاسبه ذکرشده، یک�بعدی جست�و�جوی الگوریتم با ،αn گام طول



۵٣ محدود اجزای روش فرمول�بندی .٣.٣

محدود اجزای روش فرمول�بندی ٣.٣

تقریبی جواب�های می�خواهیم کرد. خواهیم فرمول�بندی ،(١۵.٣) برای را محدود اجزای روش بخش، این در

،(١٩.٣) الحاقی معادله�ی در λ(x, t) و (٣.٣) حالت معادله�ی در p(x, t) برای به�ترتیب، را λh(x, t) و ph(x, t)

آوریم. به�دست ثابت، t برای

،ph ∈W p
h یافتن به�شکل ،(١۵.٣) برای محدود اجزای روش ،١ فصل با مطابق زمان، و فضا گسسته�سازی با

که، است به�گونه�ای ch ∈ Vh و λh ∈W λ
h

L′(λh, ph, ch)(λ̄, p̄, c̄) = ٠ ,∀c̄ ∈ Vh, λ̄ ∈W λ
h , p̄ ∈W p

h . (٢۶.٣)

به�ترتیب، ،(١٩.٣) حالت الحاقی معادله�ی و (٣.٣) حالت معادله�ی برای محدود اجزای روش دیگر، به�عبارت

به�صورت

⟨ ١
c٢
ph,tt, φ

⟩
+ ⟨∇p,∇φ⟩ = ⟨f, φ⟩, ∀φ ∈ Vh,

ph(٠) = ph(·,٠) = ٠, ph,t(٠) = ٠.
(٢٧.٣)

و

⟨ ١
c٢
λh,tt, φ

⟩
+ ⟨∇λ,∇φ⟩ = ⟨f, φ⟩, ∀φ ∈ Vh,

λh(٠) = λh(.,٠) = ٠, λh,t(٠) = ٠.
(٢٨.٣)

تقریب از استفاده با باشند. t = tk زمان در λ(·, t) و p(·, t) برای تقریبی به�ترتیب، λk و pk کنید فرض است.

جایگذاری و زمان به نسبت دوم مرتبه مشتق برای مرکزی تفاضل

ϕ = ϕj , pkh(x, t) =

n∑
i=١

pki (t)ϕi(x), λkh(x, t) =

n∑
i=١

λki (t)ϕi(x),

خطی معادلات دستگاه ،(٢٨.٣) و (٢٧.٣) در

M(pk+١ − ٢pk + pk−١) = τ٢F k − τ٢Kpk, (٢٩.٣)

M(λk+١ − ٢λk + λk−١) = −τ٢F k − τ٢Kλk, (٣٠.٣)

ماتریس K = (Ki,j) = (∇ϕi,∇ϕj) جرم، ماتریس M = (Mi,j) = ( ١
c٢
ϕi, ϕj) آن، در که می�آید به�دست

p و زمانی سطح k = ١,٢, · · · بار۶، بردارهای S = (Sj) = (p− p̃, ϕj) و F = (Fj) = (f, ϕj) سختی،

۶Load Vector



۵۴ معکوس پراکندگی مساله�های برای متناهی تفاضلات و محدود اجزای ترکیبی تطبیقی روش .٣

برای صریح�تر شکلی آوردن به�دست برای می�باشند. λ و p گسسته فرمول�های مجهول قسمت�های به�ترتیب، λ و

ماتریسی ،ML ببینید). را [١۶]) می�زنیم تقریب ،ML فشرده٧ ماتریس با را M ماتریس ،(٣٠.٣) و (٢٩.٣)

،(ML)−١ در (٣٠.٣) و (٢٩.٣) ضرب با Mمی�باشد. ماتریس سطری مجموع�های آن قطرهای که است قطری

می�رسیم، عبارات این برای بهتری شکل به

pk+١ = τ٢(ML)−١F k + ٢pk − τ٢(ML)−١Kpk − pk−١, (٣١.٣)

λk−١ = −τ٢(ML)−١F k + ٢λk − τ٢(ML)−١Kλk − λk+١. (٣٢.٣)

شود: می تعریف زیر به�صورت نیز، (١٨.٣) گسسته شکل

٠ =
∂L

∂c
(λh, ph, ch)(c̄) =

٢
c٣h

∫ T

٠

∫
Ω

∂ph(x, t)

∂t

∂λh(x, t)

∂t
c̄ dxdt , ∀c̄ ∈ Vh.

نیوتون بهینه�سازی روش ۴.٣

نزدیک می�نیمم، به یک�بار حداقل است، سریع بسیار این�که، ازجمله دارد خوبی بسیار ویژگی�های نیوتون، روش

محاسبه را می�نیمم کلی، بحرانی نقطه�ی به�جای که شود تبدیل نزولی روشی به می�تواند ساده اصلاحات با و می�شود

از و است لازم دوم، مرتبه جزیی مشتقات همه�ی که اینست آن�ها مهم�ترین دارد. نیز اشکالاتی روش، این اما کند.

محاسبه�ی برای عملیات O(n٣) به استاندارد حل�کننده�های همچنین، باشد. دشوار است ممکن محاسباتی، نظر

H(xk)hk = −∇f(xk) (٣٣.٣)

دارد. نیاز حافظه O(n٢) به و شود ذخیره باید ،H ٨ هسیان ماتریس ازسویی باشد. وقت�گیر می�تواند که دارد نیاز

مربعی به�طور نیوتون روش دارد. وجود مشکلی هم باز اما می�کند، غلبه بزرگ، مشکل این بر مزدوج گرادیان روش

نیست. این�گونه کلی، به�طور مزدوج، گرادیان روش که، درصورتی هم�گراست
شبه�نیوتون٩ روش�های به موسوم نامحدود، غیرخطی بهینه�سازی روش�های از دیگری گروه به این�جا، در

هدف توابع روی دنباله�ای، خطی جست�و�جوی الگوریتم یک مزدوج، گرادیان روش مانند روش، این می�پردازیم.

خوب خواص که است نیوتون روش�های از تنوعی روش�ها، این درواقع، دارد. هموار، غیرمربعی و دوم درجه

ندارد. نیاز خطی، حل�های و هسیان ماتریس سخت محاسبات به ولی می�کند حفظ را نیوتون روش هم�گرایی

٧Lumped Matrix
٨Hessian
٩Quasi-Newton



۵۵ نیوتون بهینه�سازی روش .۴.٣

شبه�نیوتون روش�های ١.۴.٣

هستند. تکرار هر در ،∇f و f محاسبه�ی شامل فقط کلی، به�طور و دارند تکراری الگوریتمی شبه�نیوتون، روش�های

است. جهت انتخاب چگونگی می�کند، مجزا یک�دیگر از را شبه�نیوتون روش�های که چیزی تنها درواقع،

سریع و ساده بسیار محاسبات این می�کنیم؛ محاسبه را Hk معلوم ماتریس الگوریتم، مرحله�ی امین -k در

از برخی در اگرچه، باشد، کنونی) تکرار در f هسیان (معکوس H−١(xk) برای تقریبی Hk می�کنیم فرض است.

،(٣٣.٣) خطی دستگاه حل به دیگر ،H−١ تقریب وجود با می�زنند. تقریب را هسیان ماتریس خود روش�ها، این

جهت کردن پیدا به�دنبال درعوض، و نداریم، نیاز

hk = −H∇f(xk), (٣۴.٣)

هستیم.

است. نیوتون روش به شبیه بسیار شبه�نیوتون، روش�های الگوریتم اصلی شکل .١.۴.٣ الگوریتم

را هسیان ماتریس اولیه�ی مقدار و k = ٠ دهید قرار بسازید، می�نیمم در را، x٠ اولیه�ی حدس ابتدا، .١

دهید. قرار دیگر مناسب مثبت معین ماتریس هر یا همانی) H٠(ماتریس = In×n

جهت و کنید محاسبه را ∇f(xk) .٢

hk = −Hk∇f(xk),

می�آوریم). به�دست را جهت (٣٣.٣) فرمول از نیوتون، روش کنید(در جست�وجو را

دهید قرار و دهید انجام ،hk جهت در xk از خطی جست�وجوی یک .٣

xk+١ = xk + t∗hk, (٣۵.٣)

.(t∗ = ١ می�دهیم قرار همیشه نیوتون، روش (در می�کند می�نیمم را f(xk + t∗hk) ،t∗ که

فرمول با معمولا این�کار کنید. محاسبه ،hk اصلاح با را hk+١ .۴

Hk+١ = Hk + Uk, (٣۶.٣)

بروید. ٢ گام به و k = k + ١ دهید قرار می�شود. انجام

تعریف باشد. f هسیان ماتریس H و g = ∇f آوریم، به�دست را f تابع می�نیمم می�خواهیم کنید فرض

می�کنیم

sk = ck+١ − ck, yk = gk+١ − gk. (٣٧.٣)
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روش از پایان�نامه، این در می�شوند. نام�گذاری الگوریتم، ۴ گام در Uk انتخاب تفکیک به شبه�نیوتون روش�های

فرمول با روش، این در Uk می�کنیم. استفاده ١٠ BFGS شبه�نیوتون

Hk+١ = Hk +
sks

T
k

yTk sk

[yTkHkyk

yTk sk
+ ١
]
− ١
yTk sk

[sky
T
kHk +Hkyks

T
k ], (٣٨.٣)

می�شود. تعیین

محدود ذخیره�ی با شبه�نیوتون روش بهینه�سازی ۵.٣

با ch تقریب�های از {ckh}∞k=٠ دنباله�ی روش، این در می�بریم. به�کار را BFGS روش ،(١۵.٣) مساله�ی حل برای

می�کنیم محاسبه را ck گره�ای مقادیر

ck+١ = ck − αkHkgk. (٣٩.٣)

به�دست شد، داده شرح قبل بخش�های در که یک�بعدی، جست�وجوی الگوریتم توسط αk گام طول ،(٣٩.٣) در

،[٢٠] می�شود محاسبه هسیان، ماتریس BFGS رسانی به�روز فرمول با Hk ماتریس می�آید،

Hk+١ = (I − ρsky
T
k )Hk(I − ρyks

T
k ) + ρsks

T
k , ρ =

١
(yTk sk)

. (۴٠.٣)

به�صورت gk و

gk(x) = ∇L(λkh, pkh, ck) =
٢(

ck(x)
)٣ ∫ T

٠

∂λkh(x, t)

∂t

∂pkh(x, t)

∂t
dt, (۴١.٣)

هستند. (١٩.٣) و (٣.٣) گسسته�ی جواب�های به�ترتیب، λkh و pkh آن، در که است

این در می�کنیم. معرفی محدود، ذخیره�سازی با هسیان ماتریس برای را ویژه BFGS رسانی به�روز فرمول حال

قرا ،٠ ≤ i ≤ k + ١ −m برای روش، این در می�شود. ذخیره ،m ١١ اصلاح از متناهی تعدادی فقط فرمول،

می�دهیم:

vi = I, ρisis
T
i = ٠. (۴٢.٣)

١٠Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno
١١Correction



۵٧ محدود ذخیره�ی با شبه�نیوتون روش بهینه�سازی .۵.٣

کنید، فرض مثال،� برای

H٠ = I, ρi =
١

yTi si
, vi = (I − ρiyis

T
i ), (۴٣.٣)

به�صورت معمولی BFGS شود. ذخیره اصلاح، m = ٢ بخواهیم و باشیم کرده اجرا را تکرار ٣ باشد،

H١ = vT٠H٠v٠ + ρ٠s٠s
T
٠ ,

و

H٢ = vT١H١v١ + ρ١s١s
T
١

= vT١ (v
T
٠H٠v٠ + ρ٠s٠s

T
٠ )v١ + ρ١s١s

T
١

= vT١ v
T
٠H٠v٠v١ + vT١ ρ٠s٠s

T
٠ v١ + ρ١s١s

T
١ .

داریم درستی m = ٢ با ویژه BFGS در می�شوند. نوشته

H̄٢ = vT١H٠v١ + ρ١s١s
T
١ .

می�دهیم، قرار دیگر، به�عبارت

v٠ = v٢−١+١ = I,

ρ٠s٠s
T
٠ = ρ١s١s

T
١ = ٠.

بنابراین، و

H̄٣ = vT٢ v
T
١H٠v١v٢ + vT٢ ρ١s١s

T
١ v٢ + ρ٢s٢s

T
٢ ,

است.

معمولی BFGS رسانی به�روز فرمول از باشد، k + ١ ≤ m اگر کلی، حالت در

Hk+١ = vTk v
T
k−١ · · · v

T
٠H٠v٠ · · · vk−١vk

+ vTk · · · vT١ ρ٠s٠s
T
٠ v١ · · · vk

...

+ vTk v
T
k−١ρk−٢sk−٢s

T
k−٢vk−١vk

(۴۴.٣)
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+ vTk ρk−١sk−١s
T
k−١vk

+ ρksks
T
k ,

ویژه�ی BFGS رسانی به�روز از باشد، K + ١ ≥ m اگر و

Hk+١ = vTk v
T
k−١ · · · v

T
k−m+١H٠vk−m+١ · · · vk−١vk

+ vTk · · · vTk−m+٢ρk−m+١sk−m+١s
T
k−m+١vk−m+٢ · · · vk

...

+ vTk ρk−١sk−١s
T
k−١vk

+ ρksks
T
k ,

(۴۵.٣)

می�کنیم. استفاده

،(۴٠.٣) رابطه�ی با ١gk+Hkرا حاصل�ضرب ،(٣٩.٣) Hkدر ماتریس مستقیم محاسبه�ی به�جای که کنید دقت

می�کنیم محاسبه

Hk+١gk =
(
(I − ρsyk)Hk(I − ρysT ) + ρssT

)
gk

= (I − ρsyk)Hk(gk − ρysT gk) + ρssT gk

(۴۶.٣)

می�آوریم. به�دست Hk+١gk مشابه را Hkgk که است Hkgk و بردارها اسکالر حاصل�ضرب شامل ،(۴۶.٣)

است. ،m = ٠ با شبه�نیوتون روش از خاص حالتی گرادیان، روش

لاگرانژ برای پسین خطای تخمین ۶.٣

e خطای برای معادله�ای نوشتن با را این�کار می�کنیم. اثبات لاگرانژ، برای را پسین خطای تخمین بخش، این در

می�کنیم، شروع لاگرانژ، در

e = L(λ, p, c)− L(λh, ph, ch)

=
١
٢L

′(λh, ph, ch)(λ, p, c)−
١
٢L

′(λh, ph, ch)(λh, ph, ch)

− ١
٢

∫ ١

٠
L′′(λh, ph, ch)

(
(λh, ph, ch) + s(λ− λh, p− ph, c− ch)

)
ds

=
١
٢L

′(λh, ph, ch)(λ− λh, p− ph, c− ch) + R,

(۴٧.٣)



۵٩ لاگرانژ برای پسین خطای تخمین .۶.٣

کنید. مراجعه [٨] به بیشتر، جزییات برای می�دهد. نشان را ناچیز و کوچک دوم مرتبه جمله�ی یک ،(۴٧.٣) در R

می�دهیم قرار

λ− λh = λ− λIh + λIh − λh,

p− ph = p− pIh + pIh − ph,

c− ch = c− cIh + cIh − ch.

داریم: ،(۴٧.٣) در R گرفتن نادیده با است. (λ, p, c) ∈W λ
h ×W p

h × Vh برای درون�یابی ،(λIh, pIh, cIh)

e ≈ ١
٢L

′(λh, ph, ch)(λ− λIh, p− pIh, c− cIh)

+
١
٢L

′(λh, ph, ch)(λ
I
h − λh, p

I
h − ph, c

I
h − ch),

(۴٨.٣)

،(١۵.٣) بنابه بنابراین، است λIh − λh و pIh − ph ∈W p
h ،λIh − λh ∈W λ

h چون سویی از

L′(λh, ph, ch)(λ
I
h − λh, p

I
h − ph, c

I
h − ch) = ٠,

به�صورت (۴٨.٣) این�رو، از می�باشد.

e ≈ ١
٢L

′(λh, ph, ch)(λ− λIh, p− pIh, c− cIh)

=
١
٢(I١ + I٢ + I٣),

(۴٩.٣)

آن، در که می�شود نوشته

I١ =

∫ T

٠

∫
Ω

(
− ١
c٢h

∂(λ− λIh)

∂t

∂ph
∂t

+∇(λ− λIh)∇ph − f(λ− λIh)
)
dxdt, (۵٠.٣)

I٢ =

∫ T

٠

∫
Ω
(ph − p̃)(p− pIh) δobsdxdt

+

∫ T

٠

∫
Ω

(
− ١
c٢h

∂(p− pIh)

∂t

∂λh
∂t

+∇λh∇(p− pIh)
)
dxdt,

(۵١.٣)



۶٠ معکوس پراکندگی مساله�های برای متناهی تفاضلات و محدود اجزای ترکیبی تطبیقی روش .٣

و

I٣ =
٢
c٣h

∫ T

٠

∫
Ω

∂ph(x, t)

∂t

∂λh(x, t)

∂t
(c− cIh) dxdt, (۵٢.٣)

داریم ،(۵٠.٣) دوم و اول جمله�ی برای جزبه�جز انتگرال�گیری با می�پردازیم. I١ محاسبه�ی به حال است.

|I١| =
∣∣∣ ∫ T

٠

∫
Ω

١
c٢h

(λ− λIh)
∂٢ph
∂t٢

dxdt

−
∑
k

∫
Ω

١
c٢h

[∂ph
∂t

(tk)
]
(λ− λIh)(tk)dx−

∫ T

٠

∫
Ω
∆ph(λ− λIh)dxdt

+
∑
K

∫ T

٠

∫
∂K

∂ph
∂nk

(λ− λIh)dxdt−
∫ T

٠

∫
Ω
f(λ− λIh)dxdt

∣∣∣.
(۵٣.٣)

در ph مشتق پرش ،[∂ph∂t ] و ∂K یعنی K عنصر مرز ،nk خارجی نرمال جهت در ph مشتق ، ∂ph∂nk
عبارت

دو ،S ∈ Vh داخلی سمت هر می�شود، گرفته عناصر، مرزهای روی مجموع ،(۵٣.٣) دوم مجموع در است. زمان

لذا، می�دهیم. نشان ∂sph با را S نرمال جهت�های از یکی در ph تابع مشتق و افتد می اتفاق بار

∑
K

∫
∂K

∂ph
∂nk

(λ− λIh)ds =
∑
S

∫
S
[∂sph](λ− λIh)ds, (۵۴.٣)

برای را پرش هر دارند. اشتراک ،S در که است مثلثی دو از شده محاسبه ∂sph مشتق در پرش ،[∂sph] آن در که

می�کنیم، توزیع اشتراک، دارای مثلث دو

∑
S

∫
S
[∂sph](λ− λIh)ds =

∑
K

١
٢h

−١
K

∫
∂K

[∂sph](λ− λIh)hKds. (۵۵.٣)

بنابراین، dx = hKds می�دهیم قرار

∣∣∣∑
K

١
٢h

−١
K

∫
∂K

[∂sph](λ− λIh)hKds
∣∣∣ ≤ C max

S⊂∂K
h−١K

∑
K

∫
∂K

|[∂sph]||λ− λIh|dx

= C max
S⊂∂K

h−١K

∫
Ω
|[∂sph]||λ− λIh|dx.

(۵۶.٣)

و

[∂sph]|K = max
S⊂∂K

[∂sph]|S .



۶١ لاگرانژ برای پسین خطای تخمین .۶.٣

به�صورت را (۵٣.٣) دوم جمله�ی می�توان مشابه روندی با

∣∣∣∑
k

∫
Ω

١
c٢h

[∂ph
∂t

(tk)
]
(λ− λIh)(tk)dx

∣∣∣ ≤∑
k

∫
Ω

١
c٢h
τ−١ ·

∣∣[∂ph
∂t

(tk)
]∣∣ · |(λ− λIh)(tk)|τdx

≤ C
∑
k

∫
Jk

∫
Ω

١
c٢h
τ−١ ·

∣∣[∂phtk

]∣∣ · |(λ− λIh)|dxdt

= C

∫ T

٠

∫
Ω

١
c٢h
τ−١.

∣∣[∂pht

]∣∣ · |(λ− λIh)|dxdt,

(۵٧.٣)

آن، در که زد تخمین

[
∂phtk

]
= max

k

([∂ph
∂t

(tk)
]
,
[∂ph
∂t

(tk+١)
])
,

[
∂pht

]
= [∂phtk

]
|Jk . (۵٨.٣)

داریم: ،(۵٣.٣) در (۵٧.٣) و (۵۶.٣) جایگذاری با

|I١| ≤
∣∣∣ ∫ T

٠

∫
Ω

( ١
c٢h

∂٢ph
∂t٢

−∆ph − f
)
(λ− λIh)dxdt

∣∣∣
+ C

∫ T

٠

∫
Ω
max
S⊂∂K

h−١K |[∂sph]||λ− λIh|dxdt

+
C

c٢h

∫ T

٠

∫
Ω
τ−١ ·

∣∣[∂pht

]∣∣ · |(λ− λIh)|dxdt.

(۵٩.٣)

طرفی، از

|λ− λIh| ≤ Cτ٢
∣∣∣∂٢λ
∂t٢

∣∣∣+ h٢|D٢
xλ|,

پس،

|I١| ≤ C

∫ T

٠

∫
Ω

∣∣ ١
c٢h

∂٢ph
∂t٢

−∆ph − f
∣∣(τ٢∂∣∣∣٢λ

∂t٢

∣∣∣+ h٢|D٢
xλ|
)
dxdt

∣∣∣
+ C

∫ T

٠

∫
Ω
max
S⊂∂K

h−١K |[∂sph]|
(
τ٢
∣∣∣∂٢λ
∂t٢

∣∣∣+ h٢|D٢
xλ|
)
dxdt

+
C

c٢h

∫ T

٠

∫
Ω
τ−١ ·

∣∣[∂pht

]∣∣ · (τ٢∂∣∣∣٢λ
∂t٢

∣∣∣+ h٢|D٢
xλ|
)
dxdt.

(۶٠.٣)
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درنتیجه، است پیوسته خطی قطعه�وار ،ph چون
∂٢ph
∂t٢

= ∆ph = ٠,

تخمین�های با و است. برقرار

∂٢λ

∂t٢
≈

[
∂λh
∂t

]
τ

, D٢
xλ ≈

[
∂λh
∂n

]
h

, (۶١.٣)

داریم:

|I١| ≤ C

∫ T

٠

∫
Ω

∣∣f ∣∣(τ٢∣∣∣∣∣
[
∂λh
∂t

]
τ

∣∣∣∣∣+ h٢

∣∣∣∣∣
[
∂λh
∂n

]
h

∣∣∣∣∣
)
dxdt

+ C

∫ T

٠

∫
Ω
max
S⊂∂K

h−١K |[∂sph]|

(
τ٢

∣∣∣∣∣
[
∂λh
∂t

]
τ

∣∣∣∣∣+ h٢

∣∣∣∣∣
[
∂λh
∂n

]
h

∣∣∣∣∣
)
dxdt

+
C

c٢h

∫ T

٠

∫
Ω
τ−١ ·

∣∣[∂pht

]∣∣ ·(τ٢∣∣∣∣∣
[
∂λh
∂t

]
τ

∣∣∣∣∣+ h٢

∣∣∣∣∣
[
∂λh
∂n

]
h

∣∣∣∣∣
)
dxdt.

(۶٢.٣)

می�زنیم تخمین زیر به�شکل را I٢ مشابه، به�طور

|I٢| ≤
∫ T

٠

∫
Ω

∣∣∣(− ١
c٢h

∂٢λh
∂t٢

(p− pIh)−∆λh(p− pIh)− (ph − p̃)(p− pIh)
)∣∣∣dxdt

+ C

∫ T

٠

∫
Ω
max
S⊂∂K

h−١K |[∂sph]||p− pIh|dxdt

+
C

c٢h

∫ T

٠

∫
Ω
τ−١ ·

∣∣[∂pht

]∣∣ · |(p− pIh)|dxdt

≤ C

∫ T

٠

∫
Ω

∣∣∣(− ١
c٢h

∂٢λh
∂t٢

−∆λh − (ph − p̃)
)∣∣∣|(p− pIh)|dxdt

+ C

∫ T

٠

∫
Ω
max
S⊂∂K

h−١K |[∂sph]||p− pIh|dxdt

+
C

c٢h

∫ T

٠

∫
Ω
τ−١ ·

∣∣[∂pht

]∣∣ · |(p− pIh)|dxdt

≤ C

∫ T

٠

∫
Ω

∣∣∣(− ١
c٢h

∂٢λh
∂t٢

−∆λh − (ph − p̃)
)∣∣∣(τ٢∂∣∣∣٢p

∂t٢

∣∣∣+ h٢|D٢
xp|
)
dxdt

+ C

∫ T

٠

∫
Ω
max
S⊂∂K

h−١K |[∂sph]|
(
τ٢
∣∣∣∂٢p
∂t٢

∣∣∣+ h٢|D٢
xp|
)
dxdt

(۶٣.٣)



۶٣ لاگرانژ برای پسین خطای تخمین .۶.٣

+
C

c٢h

∫ T

٠

∫
Ω
τ−١.

∣∣[∂pht

]∣∣ · (τ٢∂∣∣∣٢p
∂t٢

∣∣∣+ h٢|D٢
xp|
)
dxdt

≤ C

∫ T

٠

∫
Ω

∣∣∣(− ١
c٢h

∂٢λh
∂t٢

−∆λh − (ph − p̃)
)∣∣∣(τ٢∣∣∣∣∣

[
∂ph
∂t

]
τ

∣∣∣∣∣+ h٢

∣∣∣∣∣
[
∂ph
∂n

]
h

∣∣∣∣∣
)
dxdt

+ C

∫ T

٠

∫
Ω
max
S⊂∂K

h−١K |[∂sph]|

(
τ٢

∣∣∣∣∣
[
∂ph
∂t

]
τ

∣∣∣∣∣+ h٢

∣∣∣∣∣
[
∂ph
∂n

]
h

∣∣∣∣∣
)
dxdt

+
C

c٢h

∫ T

٠

∫
Ω
τ−١ ·

∣∣[∂pht

]∣∣ ·(τ٢∣∣∣∣∣
[
∂ph
∂t

]
τ

∣∣∣∣∣+ h٢

∣∣∣∣∣
[
∂ph
∂n

]
h

∣∣∣∣∣
)
dxdt.

استاندارد تقریب تخمین ،I٣ خطای تخمین برای

c− cIh ≈ hDxc, (۶۴.٣)

درنتیجه، می�بریم. به�کار را

|I٣| ≤
٢
c٣h

∫ T

٠

∫
Ω

∣∣∣∂ph(x, t)
∂t

· ∂λh(x, t)
∂t

∣∣∣ · h · |Dxc| dxdt

≤ ٢
c٣h

∫ T

٠

∫
Ω

∣∣∣∂ph(x, t)
∂t

· ∂λh(x, t)
∂t

∣∣∣ · h · | [ch]
h

| dxdt

≤ ٢
c٣h

∫ T

٠

∫
Ω

∣∣∣∂ph(x, t)
∂t

· ∂λh(x, t)
∂t

∣∣∣ · |[ch]| dxdt
(۶۵.٣)

به�صورت مانده�ها تعریف با

Rp١ = |f |, Rp٢ =
١
٢ max

S⊂∂K
h−١k |[∂sph]|, Rp٣ =

١
٢c٢h

τ−١|[∂pht ]|,

Rλ١ = |(ph − p̃)|, Rλ٢ =
١
٢ max

S⊂∂K
h−١k |[∂sλh]|, Rλ٣ =

١
٢c٢h

τ−١|[∂λht ]|,

Rc =
٢
c٣h

∣∣∣∂ph(x, t)
∂t

∣∣∣∣∣∣∂λh(x, t)
∂t

∣∣∣,

به�شکل درون�یابی خطاهای و



۶۴ معکوس پراکندگی مساله�های برای متناهی تفاضلات و محدود اجزای ترکیبی تطبیقی روش .٣

σλ = Cτ
∣∣∣[∂λh
∂t

]∣∣∣+ Ch
∣∣∣[∂λh
∂n

]∣∣∣,
σp = Cτ

∣∣∣[∂ph
∂t

]∣∣∣+ Ch
∣∣∣[∂ph
∂n

]∣∣∣,
σc = C|[ch]|,

می�آوریم: به�دست را پسین خطای تخمین

|e| ≤ ١
٢
(∫ T

٠

∫
Ω
Rp١σλdxdt+

∫ T

٠

∫
Ω
Rp٢σλdxdt+

∫ T

٠

∫
Ω
Rp٣σλdxdt

+

∫ T

٠

∫
Ω
Rλ١σpdxdt+

∫ T

٠

∫
Ω
Rλ٢σpdxdt+

∫ T

٠

∫
Ω
Rλ٣σpdxdt

+

∫ T

٠

∫
Ω
Rcσcdxdt

)
.

(۶۶.٣)

تطبیقی الگوریتم ٧.٣

است: زیر به�صورت روش، این تطبیقی الگوریتم .١.٧.٣ الگوریتم

بگیرید. درنظر را (٠, T ) زمانی بازه�ی برای Jk زمانی افراز و Kh اولیه�ی مش .١

آورید. به�دست ،Jk و Kh روی را (٣.٣) پیشرو مساله�ی p جواب و c = cn دهید قرار .٢

کنید. محاسبه ،Jk و Kh روی الحاقی، معادله�ی از را λ جواب .٣

فرمول از استفاده با .۴

cn+١(x) = cn(x)− αn ٢
c٣

∫ T

٠

∂λ(x, t)

∂t

∂p(x, t)

∂t
dt, (۶٧.٣)

کنید. به�روز ،Jk و Kh روی را صوت سرعت

،Jk زمانی افراز و Kh جدید مش و شود تظریف عنصر آن باید باشد، Rcσc > tol اگر عنصر، هر برای .۵

شود. ایجاد



۶۵ موج معادله�ی برای پیشین خطای تخمین .٨.٣

موج معادله�ی برای پیشین خطای تخمین ٨.٣

فرضمی�کنیم سادگی برای می�شود. اثبات ،(٣١.٣) موج معادله�ی تقریب برای پیشین خطای تخمین بخش، این در

باشد، ثابت h و c = ١

∂٢p

∂t٢
−∆p = f, in Ω× (٠, T ), (۶٨.٣)

p(·,٠) = ٠, ∂p

∂t
(·,٠) = ٠, in Ω, (۶٩.٣)

p |Γ = ٠, on Γ× (٠, T ). (٧٠.٣)

به�گونه�ای ،n = ١,٢, · · · , N برای pnh ∈ W p
h یافتن به�شکل ،(۶٨.٣) برای محدود اجزای مساله�ی بنابراین،

که: است

⟨∂٢t pnh, v⟩ + ⟨∇pnh,∇v⟩ = ⟨f, v⟩, ∀v ∈W p
h , (٧١.٣)

و

∂٢t p
n
h =

pn+١h − ٢pnh + pn−١h

τ٢
, p٠h = p١h = ٠. (٧٢.٣)

Vh,١ := {v ∈ H١
٠ : v ∈ P١(K), ∀K∈ Kh} و w∈ H١

٠ (Ω) کنید فرض بیضوی). (نگاشت ١.٨.٣ تعریف

به�صورت را πw بیضوی نگاشت باشد.

⟨∇πw,∇v⟩ = ⟨∇w,∇v⟩, ∀v ∈ Vh,١, (٧٣.٣)

می�کنیم. تعریف

تعریف بزنیم. تخمین را πpn ∈ W p
h بیضوی نگاشت و pnh ∈ Wn

h گسسته�ی جواب بین تفاضل می�خواهیم

می�کنیم

Θn = pnh − πpn. (٧۴.٣)

داریم: ،(٧١.٣) رابطه�ی و (٧٣.٣) تعریف بردن به�کار با



۶۶ معکوس پراکندگی مساله�های برای متناهی تفاضلات و محدود اجزای ترکیبی تطبیقی روش .٣

⟨∂٢t (πpn), v⟩ + ⟨∇(πpn),∇v⟩ = ⟨∂٢t (πpn), v⟩ + ⟨∇pn,∇v⟩

+ ⟨∂
٢p

∂t٢
(tn), v⟩ − ⟨∂

٢p

∂t٢
(tn), v⟩

= ⟨∂٢t (πpn)−
∂٢p

∂t٢
(tn), v⟩

+ ⟨∇pn,∇v⟩ + ⟨∂
٢p

∂t٢
(tn), v⟩

= ⟨ρn, v⟩ + ⟨f, v⟩, ∀v ∈W p
h ,

(٧۵.٣)

که،

ρn = ∂٢t (πp
n)− ∂٢p

∂t٢
(tn), pn = p(·, tn).

می�شود: حاصل زیر عبارت ،(٧۴.٣) به�کارگیری و (٧١.٣) از (٧۵.٣) کردن کم با

⟨∂٢t pnh − ∂٢t (πp
n), v⟩ + ⟨∇pnh −∇(πpn),∇v⟩ = −⟨ρn, v⟩. (٧۶.٣)

پس،

⟨∂٢t (pnh − πpn), v⟩ + ⟨∇(pnh − πpn),∇v⟩ = −⟨ρn, v⟩, (٧٧.٣)

نتیجه، در

⟨∂٢t (Θn), v⟩ + ⟨∇Θn,∇v⟩ = −⟨ρn, v⟩, ∀v ∈Wn
h . (٧٨.٣)

نامساوی استاندارد، درون�یابی خطای به توجه با

∥ρn∥ ≤ C(τ٢∥(D۴
t p)

n∥+ h٢∥(D٢
xD

٢
t p)

n∥), (٧٩.٣)

انتخاب با است. برقرار

v =
١
٢(

Θn+١ −Θn

τ
+

Θn −Θn−١

τ
), (٨٠.٣)

به�صورت ∂٢t Θn بازنویسی و

∂٢t Θ
n =

Θn+١ − ٢Θn +Θn−١

τ٢
=

١
τ
(
Θn+١ −Θn

τ
− Θn −Θn−١

τ
), (٨١.٣)

داریم: ،(٧٨.٣) در جایگذاری و



۶٧ موج معادله�ی برای پیشین خطای تخمین .٨.٣

١
٢τ
⟨Θn+١ −Θn

τ
−Θn −Θn−١

τ
,
Θn+١ −Θn

τ
+

Θn −Θn−١

τ

⟩
+

١
٢τ ⟨∇Θn,∇(Θn+١ −Θn−١)⟩ = ١

٢τ ⟨ρ
n,Θn+١ −Θn−١⟩,

لذا، و

(
∥Θn+١ −Θn∥٢

τ٢
− ∥Θn −Θn−٢∥١

τ٢

)
+ ⟨∇Θn,∇(Θn+١ −Θn−١)⟩ = ⟨ρn,Θn+١ −Θn−١⟩.

(٨٢.٣)

،(٨٢.٣) اول جمله�ی برای ،n روی گرفتن مجموع با

N−١∑
n=١

(
∥Θn+١ −Θn∥٢

τ٢
− ∥Θn −Θn−٢∥١

τ٢

)
=

١
τ٢
[
(∥Θ٢ −Θ٢∥١ − ∥Θ١ −Θ٢∥٠)

+ (∥Θ٣ −Θ٢∥٢ − ∥Θ٢ −Θ٢∥١)
...

+ (∥ΘN−١ −ΘN−٢∥٢ − ∥ΘN−٢ −ΘN−٢∥٣)

+ (∥ΘN −ΘN−٢∥١ − ∥ΘN−١ −ΘN−٢∥٢)
]

=
∥ΘN −ΘN−٢∥١

τ٢
,

(٨٣.٣)

عبارت دوم، جمله�ی برای و

N−١∑
n=١

⟨∇Θn,∇(Θn+١ −Θn−١)⟩ =
N−١∑
n=١

[
⟨∇Θn,∇Θn+١⟩ − ⟨∇Θn,Θn−١⟩

]
= ⟨∇Θ١,∇Θ٢⟩ − ⟨∇Θ١,Θ٠⟩

+ ⟨∇Θ٢,∇Θ٣⟩ − ⟨∇Θ٢,Θ١⟩ + · · ·

+ ⟨∇ΘN−٢,∇ΘN−١⟩ − ⟨∇ΘN−٢,ΘN−٣⟩

+ ⟨∇ΘN−١,∇ΘN ⟩ − ⟨∇ΘN−١,ΘN−٢⟩

= ⟨∇ΘN−١,ΘN ⟩,

(٨۴.٣)

می�گیریم: نتیجه ،(٨٢.٣) در (٨۴.٣) و (٨٣.٣) جایگذاری با می�آید. به�دست



۶٨ معکوس پراکندگی مساله�های برای متناهی تفاضلات و محدود اجزای ترکیبی تطبیقی روش .٣

∥ΘN −ΘN−٢∥١

τ٢
+ ⟨∇ΘN−١,∇ΘN ⟩ =

N−١∑
n=١

⟨ρn,Θn+١ −Θn−١⟩. (٨۵.٣)

سویی، از
⟨∇ΘN−١,∇ΘN ⟩ = ⟨∇ΘN ,∇ΘN ⟩ − ⟨∇ΘN ,∇ΘN ⟩ + ⟨∇ΘN−١,∇ΘN ⟩

= ⟨∇ΘN ,∇ΘN ⟩ − ⟨∇ΘN ,∇(ΘN −ΘN−١)⟩

≥ ∥∇ΘN∥٢ − τ∥∇(ΘN −ΘN−١)

τ
∥ · ∥∇ΘN∥

(٨۶.٣)

این�که، به توجه با

∥∇(ΘN −ΘN−١)∥ ≤ Ch−١∥ΘN −ΘN−١∥, (٨٧.٣)

داریم ، cτh ≤ ١ فرض با و

⟨∇ΘN−١,∇ΘN ⟩ ≥ ∥∇ΘN∥٢ − cτ

h
∥Θ

N −ΘN−١

τ
∥ · ∥∇ΘN∥,

≥ −cτ
h
∥Θ

N −ΘN−١

τ
∥ · ∥∇ΘN∥

≥ −∥Θ
N −ΘN−١

τ
∥ · ∥∇ΘN∥.

(٨٨.٣)

می�گیریم، نتیجه ،(a− b)٢ ≥ ٠ از طرفی، از

− ab ≥ −a
٢

٢ − b٢

٢ . (٨٩.٣)

بنابراین،

⟨∇ΘN−١,∇ΘN ⟩ ≥ ١
٢∥∇ΘN∥٢ − ١

٢∥
ΘN −ΘN−١

τ
∥٢. (٩٠.٣)

نتیجه، در

⟨∇ΘN−١,∇ΘN ⟩ + ∥Θ
N −ΘN−١

τ
∥٢ ≥ ١

٢∥∇ΘN∥٢ + ١
٢∥

ΘN −ΘN−١

τ
∥٢. (٩١.٣)

به�صورت ،(٨۵.٣) به بنا لذا،

∥∇ΘN∥٢ + ∥Θ
N −ΘN−١

τ
∥٢ ≤ ٢τ

N−١∑
n=١

⟨
ρn,

Θn+١ −Θn−١

٢τ
⟩
, (٩٢.٣)



۶٩ موج معادله�ی برای پیشین خطای تخمین .٨.٣

داریم ،ρ تعریف و (٧٩.٣) طبق می�شود. نوشته
N−١∑
n=١

⟨ρn, Θ
n+١ −Θn−١

٢τ ⟩ ≈
N−١∑
n=١

(
τ٢∥(D۴

t p)
n∥+ h٢∥(D٢

xD
٢
t p)

n∥
)
∂tΘ, (٩٣.٣)

می�دهیم قرار ،(٩٢.٣) در را (٩٣.٣)

∥∂tΘ∥٢ + ∥∇ΘN∥٢ ≤ ٢(τ٢
∫ T

٠

N−١∑
n=١

∥(D۴
t p)

n∥dx+ h٢
∫ T

٠

N−١∑
n=١

∥(D٢
xD

٢
t p)

n∥dt ·max
n

∥∂tΘn∥.

(٩۴.٣)

می�آوریم، به�دست ،Θ برای را زیر پیشین خطای تخمین بنابراین،

max
n

(
∥∂Θ

n

∂t
∥+ ∥∇Θn∥٢

)
≤ C(τ٢ + h٢). (٩۵.٣)

درنتیجه،

max
n

(∥∂t(p− πp)n∥+ ∥∇(p− πp)n∥) ≤ C١(τ + h), (٩۶.٣)

بالا، عبارت از گرفتن انتگرال با این�رو، از و

max
n

(∥(p− ph)
n∥+ ∥∇(p− ph)

n∥) ≤ C١(τ + h), (٩٧.٣)

می�شود. حاصل



۴ فصل

عددی نتایج

در را عددی مثال�های سپس می�دهیم، شرح را متناهی تفاضلات و محدود اجزای ترکیبی روش ابتدا فصل، این در

می�کنیم. بیان را نتایج پایان، در و کرده اجرا PETSc نرم�افزار با را مثال�ها این می�دهیم. ارایه بعد، سه و دو

متناهی تفاضلات و محدود اجزای ترکیبی روش ١.۴

گسسته�سازی به و است پیچیده ،Ω محاسباتی دامنه�ی از بخشکوچکی فقط موج، معادله�ی کاربردهای از بسیاری در

می�شود. گسسته ساده، دکارتی شبکه�ی با محاسباتی، دامنه�ی از بزرگی ناحیه�ی درحالی�که، دارد نیاز پیچیده،

دکارتی شبکه�ی از ،ΩFDM در می�شود. تقسیم ΩFDM و ΩFEM ناحیه�ی دو به شده، ذکر مدل در Ω دامنه

،FEM شبکه درونی بخش در می�شود. گرفته درنظر ساختار بدون ،ΩFEM شبکه و می�شود استفاده ساختاریافته

کنید. مراجعه ١.۴ شکل به بیشتر، توضیحات برای گرفت. درنظر بدون�ساختار را گسسته�سازی می�توان

عددی روش ١.١.۴

می�شود. فرمول�بندی ترکیبی، الگوریتم محاسباتی، دامنه�ی ترکیبی گسسته�سازی از پس

دارد: تعلق زیر مجموعه�های از یکی به محاسباتی دامنه�ی درونی گره�های ،٢.۴ شکل طبق

.ΩFEM مرزی گره�های و ΩFDM درونی گره�های :ω◦

.ΩFDM مرزی گره�های و ΩFEM درونی گره�های :ω×

نیست. ΩFDM در که ΩFEM درونی گره�های :ω∗

نیست. ΩFEM در که ΩFDM درونی گره�های :ωD



٧١ متناهی تفاضلات و محدود اجزای ترکیبی روش .١.۴

Ω دامنه گسسته�سازی :١.۴ شکل

شده�اند. محدود بیضی یک به گره�ها از برخی می�دهد. نشان بعدی دو دامنه برای را گره�ها موقعیت ،٢.۴ شکل

گسسته�سازی از می�توان بیضی، بیرون و درون برای و شده اعمال بدون�ساختار گسسته�سازی گره�ها، این روی

است. نشده داده نشان شکل، در ωD به متعلق گره�های وضوح، برای کرد. استفاده ساختاریافته،

به متعلق گره�های عنوان با یک�بار، می�کنیم: ذخیره بار دو را ω× و ω◦ به متعلق گره�های الگوریتم، این در

.ΩFDM به متعلق گره�های عنوان با دیگر بار و ΩFEM

می�شود: ترسیم زیر، به�صورت الگوریتم این مدل�سازی اصلی حلقه�ی

زمانی: گام هر برای

را متناهی تفاضلات روش ،ωD و ω◦ گره�های روی یعنی کنید؛ به�روز ،ΩFDM درونی گره�های در را جواب .١

ببرید. به�کار

به�کار را محدود اجزای روش ،ω× و ω⋆ گره�های روی یعنی کنید؛ به�روز ،ΩFEM درونی گره�های در را جواب .٢

ببرید.

کنید. کپی ،ΩFDM در ΩFEM از را ω× گره�های مقادیر .٣

کنید. کپی ،ΩFEM در ΩFDM از را ω◦ گره�های مقادیر .۴

متناهی تفاضلات روش حال، شد. انجام قبل فصل در ،(٣.٣) مساله برای محدود اجزای روش�های فرمول�بندی

می�کنیم. فرمول�بندی مساله، این برای را



٧٢ عددی نتایج .۴

گره�ها موقعیت :٢.۴ شکل

متناهی تفاضلات روش فرمول�بندی ٢.١.۴

دکارتی شبکه�ی بر محدود اجزای روش اعمال با می�شود. استفاده متناهی تفاضلات تقریب از ΩFDM دامنه در

داریم: (٣.٣) مساله برای پس می�آید. به�دست متناهی تفاضلات روش الگوی ساختاریافته،

pl+١i,j,k = τ٢c٢(F l
i,j,k +∆pli,j,k) + ٢pli,j,k − pl−١i,j,k,

∆l
i,j,k و زمانی گام τ منبع، تابع f li,j,k ،(i, j, k) نقطه�ی در l زمانی تکرار روی مساله جواب pli,j,k آن، در که

است: گسسته لاپلاس

∆pli,j,k =
pli+١,j,k + pli−١,j,k + pli,j+١,k − ۶pli,j,k + pli,j−١,k + pli,j,k−١ + pli,j,k+١

h٢

است. z و y و x جهت در متناهی تفاضلات روش مش گام ،h = ٠٫ ٠١

عددی مثال ٢.۴

ΩFDM و ΩFEM دامنه�ی دو به ،Ω دامنه�ی می�گیریم. درنظر ،Ω = [٠,١]d, d = ٢,٣ را دامنه مثال�ها، این در

دامنه�ی می�شود. گرفته درنظر ΩFEM = [٠٫ ۴,٠٫ ۶]d داخلی، دامنه�ی می�شود. تقسیم متقاطع، گره لایه دو با

چهاروجهی از سه�بعدی در و مثلث از دوبعدی، در شبکه این می�شود. افراز ساختار، بدون شبکه�ای به ،FEM

شبکه�ای روی دریکله، همگن شرایط با همرا را متناهی تفاضلات روش ،ΩFDM دامنه�ی در است. شده تشکیل

می�بریم. به�کار ساختاریافته



٧٣ عددی مثال .٢.۴

می�کنیم. انتخاب ١ CFL محک برحسب را τ زمانی گام محاسباتی، آزمون�های همه�ی برای فصل، این در

جزیی مشتقات با معادلات عددی حل در متناهی، تفاضلات روش جواب وجود برای لازم شرطی ،CFL محک

به�صورت محک این است.

τ ≤ h

ac

است. ثابت مقداری a و عناصر مش اندازه�ی می�نیمم h آن، در که می�شود تعریف

دامنه�ی به نزدیک و ΩFDM در xobs مشاهده�ی نقاط موردنظر، شی شکل بهتر بازسازی آوردن به�دست برای

موج صفحه�ی می�شود. انتخاب ،ΩFEM

f(x, t) =

٠٫ ١ sin(k(t− x١)−
π

٢ ) + ٠٫ ١, ٠ ≤ t− x١ ≤ ٢π
k ,

٠, این�صورت، غیر در
(١.۴)

می�گیریم. درنظر می�کند، حرکت x١ مثبت جهت در که را

دوبعدی عددی مثال ١.٢.۴

از موج صفحه�ی این می�دهیم. شرح بیضوی، پراکنده�ساز یک و موج صفحه�ی یک با را آزمایش بخش، این در

x١ = ١ مرز راست سمت به ،[٠, t] زمانی بازه�ی در ΩFEM از عبور با و می�شود آغاز ΩFDM مرز چپ سمت

گره ١١ و می�دهیم قرار α = ٠٫ ٠٠١ را یک�بعدی بهینه�سازی جست�وجوی الگوریتم پارامتر اولیه�ی مقدار می�رسد.

می�کنیم. انتخاب مشاهده، نقاط به�عنوان ،x = ٠٫ ٨٨ در ،ΩFDM راست سمت مرز نزدیکی در را

و می�دهیم قرار (٣.٣) در را c = ١ منظور، به�همین داریم. نیاز داده به پراکنده�ساز، شی شکل بازسازی برای

و می�دهیم قرار (١٩.٣) حالت الحاقی معادله�ی در را حاصل p سپس، می�کنیم. محاسبه (٢٩.٣) رابطه�ی با را p

جایگزین ،٢.٣ الگوریتم از (٢۵.٣) رابطه�ی در را آمده دست به λ و p می�آوریم. به�دست (٣٠.٣) فرمول با را λ

برای دلخواه، ϵ = ٠٫ ٠٠١ فرض با می�کنیم؛ محاسبه افراز، عنصر هر برای را Rcσc بعد، مرحله�ی در می�کنیم.

بدین کنیم؛ تظریف را عنصر آن باید باشد، Rcσc > ε اگر می�اوریم، به�دست را Rcσc عبارت افراز، عنصر هر

هریک در جدید، گره انتخاب با عمل این می�شود. تقسیم مثلث، ۴ به موردنظر مثلث ٢بعدی، حالت در که صورت

و می�کنیم وصل قبلی مش�بندی به را جدید مش می�پذیرد. انجام یک�دیگر به گره�ها این اتصال و مثلث اضلاع از

باشد. برقرار مش، عناصر همه�ی برای Rcσc < ϵ شرط زمانی�که تا می�کنیم تکرار را مراحل این

،t = ٠٫ ۵ مشاهده�ی زمان و τ = ٠٫ ٠٠٢ بالا، اطلاعات با بیضوی، پراکنده�ساز یک بازسازی زیر، شکل در

است. شده ارایه ،۶۵ و ٣١ ،١٠ تکرارهای در
١Courant, Friedrichs and Lewy



٧۴ عددی نتایج .۴

دهم تکرار :٣.۴ شکل

٣١ تکرار :۴.۴ شکل



٧۵ عددی مثال .٢.۴

۶۵ تکرار :۵.۴ شکل

واقعی پراکنده�ساز :۶.۴ شکل



٧۶ عددی نتایج .۴

سه�بعدی عددی مثال ٢.٢.۴

تفاوت این با می�شود حل دوبعدی مثال مشابه دقیقاً مثال این می�دهیم. ارایه را سه�بعدی مثال بخش، این در

تشکیل عناصر و می�کنیم استفاده ،BFGS شبه�نیوتون روش از ،c سرعت کردن به�روز برای سه�بعدی مثال در که،

می�شود: تظریف چهاروجهی، ٣ و ٢ به زیر، به�شکل و است چهاروجهی مثلث، به�جای مش، دهنده�ی

...

چهارم، تکرار در ،٧.۴ پراکنده�ساز برای محدود، ذخیره�سازی با BFGS شبه�نیوتون روش در m = ٧ فرض با

به�دست ١٠.۴ شکل تظریف، مرحله ۵ از بعد و ۶٠ تکرار در و ،٩.۴ و ٨.۴ شکل تظریف، از بعد مرحله ۵ و قبل

می�آید:

واقعی پراکنده�ساز :٧.۴ شکل



٧٧ عددی مثال .٢.۴

تطبیق الگوریتم انجام از قبل شبه�نیوتون روش چهارم تکرار :٨.۴ شکل

تظریف مرحله ۵ از پس شبه�نیوتون روش چهارم تکرار :٩.۴ شکل

تظریف مرحله ۵ از پس شبه�نیوتون روش ۶٠ تکرار :١٠.۴ شکل



٧٨ عددی نتایج .۴

پیشنهادات و نتیجه�گیری ٣.۴

هر روی کرده، گسسته بدون�ساختار، به�صورت را دامنه کل مجبوریم ما محدود، اجزای ترکیبی تطبیقی روش در

تطبیقی روش در اما، کنیم. مقایسه ،tol چشم�پوشی قابل خطای با و محاسبه را مانده خطای مش، اجزای از یک

الگوریتم و می�شود گسسته پیچیده، شبکه�ی با دامنه، از بخشی تنها، متناهی، تفاضلات و محدود اجزای ترکیبی

چشم�گیری صورت به نیاز، مورد عملیات تعداد بنابراین، می�شود. اجرا دامنه، از کوچکی قسمت روی فقط، تطبیق،

می�یابد. افزایش اجرا، سرعت ،متقابلا و کاهش نیاز، مورد حافظه�ی نتیجه، در می�یابد. کاهش

دقت و کارایی روش، این اجرای از آمده به�دست نتایج با قبل، مثال�های در واقعی پراکنده�سازهای مقایسه�ی از

می�شود. آشکار نیز، آن

پیش�بینی نموده�ایم. شبکه�بندی پیچیده، گسسته�سازی از استفاده با را ΩFEM درونی بخش پایان�نامه، این در

لحاظ از بهتری نتایج به شود گسسته ساده، دکارتی شبکه�ی با نیز، ΩFEM دامنه�ی از بخش این اگر که می�کنیم

می�یابیم. دست روش، این اجرای سرعت و مصرفی حافظه�ی کاهش
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