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چͺیده
آن در که مͬ�باشد، بیزی روش آماری استنباط�های در استفاده مورد اصلͬ الͽوهای از ͬͺی
پسین توزیع از روش این در مͬ�باشد. π(θ) احتمال توزیع تابع با تصادفͬ متغیر ͷی θ پارامتر
از استفاده سریع رشد به توجه با مͬ�شود. استفاده بیز براوردگر تعیین برای معیاری عنوان به
راستا، این در مͬ�پردازیم. برآوردگرها نوع این به پایان�نامه این در ،٢٠ قرن از بیزی روشهای
توزیع برای و مͬ�یابیم شده منعͺس نرمال و لینͺس زیان تابع تحت را یافته تعمیم بیز براوردگر
بیز برآوردگر که مͬ�کنیم ثابت لینͺس، زیان تابع تحت مقیاسͬ، آمیخته نرمال و نرمال نمونه�ای
مفاهیم که مهمͬ نقش به توجه با ادامه در است. نرم ͬͺموج انقباضͬ برآوردگر یافته، تعمیم
حیث از را برآوردگرها این مͬ�کنند، ایفا آماری تصمیم�های و استنباط در مینیماکس، و مجاز

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد مفاهیم این



به تقدیم تواضع و احترام با

ایثار و عشق سرچشمه مادرم،



١... یا دا ೯

حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم

مͬ�داری. دوست تو که آنچنان
به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو پای
را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست
ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و
نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن از من،
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به
خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در فداکاری
دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ، گستاخͬ بͬ�نمود،

کن. روزی بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن

ت ࡣ ঒ دا ೯ ز ا ب ، م و ॴ ھا ඛ ঺ ن ଌୃ ھا� ඛ ঺ ඟ ໋ ا

. . ت. ॥ ୓ ن� ಶ ඍ دا ৯ ૡه ঙ ن ಻ ඎ ি جا و ا

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



ی... ر චا ໋ س� پا ণ

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس
آرشͬ، محمد دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه�
انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه
حضور با که نزاکتͬ دکتر آقای جناب و ایرانمنش دکتر خانم سرکار محترم، داور اساتید از نمͬ�رسید.

سپاسͽزارم. گرفته�اند عهده بر را پایان�نامه این داوری و تصحیح دلͽرمشان
ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه همچنین،
و سرشار عاطفه پاس به دوستانم تمام و خانواده� از مͬ�کنم تشͺر و را ایشان مقدس وجود مͬ�کنم

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای

ه د زا ه� ر و ৔ ا ر ඵ ෩ ॶ

۱ ۳ ۹ ۲ د ا د ඟ ໕



پیش�گفتار

صورت آماری استنباط مفهوم در برآوردگرها بهینه�سازی و بهبود جهت فراوانͬ تلاش�های کنون تا
کرد، بیان را بیز مفهوم لاپلاس سیمون فرانسوی ریاضیدان ،١٨ قرن در آنͺه از پس است. گرفته
توجه مورد آماری استنباط�های در را بیزی حل�های راه بعد، به بیستم قرن از خصوص به زیادی افراد
با طرفͬ از بودند. ممͺن زیان کمترین با برآوردگری پͬ در بیزی روش�های از استفاده با و دادند قرار
فلسفه بیان از بعد اقتصادی، مسائل در خصوص به زیان تابع از استفاده روزافزون اهمیت به توجه
مسائل بررسͬ برای گاهاً که بردند مطلب این به پͬ محققین مطالعاتͬ، طͬ ،١٩۵٠ سال در تاگوچͬ
دوم درجه زیان تابع اساس بر استنباط و است مختلف زیان�های تابع از استفاده به نیاز متفاوت
تابع� اینرو از دهد. ارائه را مقبولͬ نتایج مسائل تمامͬ در نمͬ�تواند بود) متداول سال�ها آن در (که
در منظور بدین شدند. معرفͬ لینͺس و شده منعͺس نرمال همانند نامتقارنͬ و کراندار زیان�های
حالتͬ برای لینͺس، زیان تابع تحت را بیزی حالت در ͬͺموج انقباضͬ برآوردگرهای پایان�نامه این
بیز برآوردگر بررسͬ به همچنین مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد شده فرض نرمال نمونه�ای توزیع که
برای را ͷموج انقباضͬ برآوردگر ادامه در و پرداخته شده منعͺس نرمال زیان تابع تحت یافته تعمیم
مجموعه این مͬ�آوریم. بدست گرفته، قرار توجه مورد اخیر سالهای در که نرمال توزیع از تعمیمͬ

از عبارتست مختصر طور به فصل هر مطالب مͬ�باشد. فصل ۵ شامل

مفاهیم تعاریفو یͷسری و بررسͬ مورد موضوع تاریخچه بر مروری مقدمات، ،١ فصل در •
است شده استفاده پایان�نامه این در که قضایایͬ و لم�ها برخͬ همچنین شده�اند. آورده اولیه

است. آمده نیز

موج�ͷها آستانه�ای روش�های موج�ͷها، تاریخچه بر مروری موج�ͷها، معرفͬ به ،٢ فصل در •
است. شده پرداخته پایان�نامه این با مرتبط ͬͺموج مفاهیم برخͬ بیان و

نرمال نمونه�ای توزیع برای لینͺس زیان تابع تحت را یافته تعمیم بیز برآوردگر ،٣ فصل در •
همچنین، مͬ�شود. پرداخته آن بودن مینیماکس و مجاز بررسͬ به و آورده بدست متغیره چند
تعمیم�یافته، بیز برآوردگر زیان تابع از خاصͬ حالت گرفتن نظر در با که مͬ�شود داده نشان

مͬ�باشد. ͬͺموج انقباضͬ برآوردگر

آمیخته نرمال نمونه�ای توزیع که حالتͬ برای ،٣ فصل در آمده بدست موارد ،۴ فصل در •
شده�اند. بررسͬ شده فرض مقیاسͬ

قرار بررسͬ مورد شده منعͺس نرمال زیان تابع تحت را یافته تعمیم بیز برآوردگر ،۵ فصل در •
مͬ�دهیم.
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A مجموعه نشانͽر تابع :I(A)
a علامت تابع :sign a
٠ و a ماکزیمم :(a)+

g و f داخلͬ حاصلضرب :< f, g >

f تابع مطلق قدر :|f |
f تابع نرم :∥f∥
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v و r پارامترهای با گاما توزیع :Γ(r, v)
v و r پارامترهای با بتا توزیع :B(r, v)

v آزادی درجه و Σ مقیاس ،µ میانͽین با n-متغیره t-استیودنت توزیع :Tn(µ,Σ, v)
v شͺل پارامتر و Σ مقیاس ،µ میانͽین با اسلشn-متغیره توزیع :SLn(µ,Σ, v)

دهنده نشان پارامتر v ،Σ مقیاس ،µ میانͽین با n-متغیره آلایشͬ نرمال توزیع :CN n(µ,Σ, v, γ)

باشد مقیاس فاکتور از تفسیری مͬ�تواند γ و افتاده دور داده�های درصد
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زیان تابع :L(θ, δ)
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بیز مخاطره :r(π, δ)

پسین مخاطره :ρ (π(θ|x), δ(x))
t نقطه در X گشتاور مولد تابع :MX(t)
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١ فصل

پیش�نیاز�ها و مقدمات

مقدمه ١.١

در است. مناسب برآوردگر یافتن و برآورد مسئله است توجه مورد بسیار آمار در که مسائلͬ از ͬͺی

سیاسͬ، روانشناختͬ، اقتصادی، اجتماعͬ، از اعم مختلف زمینه�های و علوم در ما پیرامون دنیای

این برآورد همواره که هستیم روبرو مجهولͬ پارامترهای با ... و نجوم ،ͬͺپزش زمین�شناسͬ،

پیچیدگͬ�های ظاهر، در سادگͬ عین مناسبدر برآوردگرهای یافتن مͬ�باشد. اهدافاصلͬ از پارامترها

استنباط��های در شود. سنجیده امر جوانب است نیاز آنها یافتن در همواره و داراست را خود خاص

برای ͷکلاسی روشهای در مͬ�گیرند. قرار استفاده مورد بیزی٢ و ١ͷکلاسی عمده الͽو دو آماری

تصادفͬ نمونه ͷی اساس بر و گرفته نظر در ثابت مقدار ͷی را آن θ مجهول پارامتر برآورد

F = {f : fθ(x) > ٠, θ ∈ Θ} توزیع�های خانواده از آمده بدست X = (X١, . . . , Xn)

نظر در کمیتͬ را θ بیزی، ͷکلاسی غیر روشهای در مͬ�آوردیم. بدست θ برای برآوردگرهایͬ

پیشین٣ توزیع آن به که تابع ͷی توسط آن تغییرات و است تصادفͬ متغیر ͷی خود که مͬ�گیریم

تحت گیری تصمیم و آماری استنباط برای کامل الͽوی ͷی بیزی روشهای مͬ�شود. توجیه مͬ�گویند

مͬ�کند. فراهم قطعیت۴ عدم

کاربردهای ،١٩۵٠ سال از اقتصادی مسائل بررسͬ در بیزی آماری روش�های از استفاده سریع رشد
١Classical
٢Bayesian
٣Prior
۴Uncertainty
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و کرد وارد مسائل، از وسیعͬ طیف در را گیری تصمیم تͺنی�ͷهای و بیزی استنباط از بسیاری

به ببینید. را (١٩٨٠) پرس۵ بیشتر اطلاعات برای شد. بیزی کامپیوتری برنامه�های توسعه باعث

حل�های راه از بهتر یا و خوبͬ به کاربردی مسائل در بیزی راه�حل�های که شده داده نشان تجربه

روشهای وسیله به مͬ�توانند بیزی غیر نتایج از بسیاری واقع در مͬ�کند. عمل (ͷکلاسی) بیزی غیر

در و بوده نامطلوب اغلب خاص فرضیات این چه اگر آیند. بدست خاص فرضیات تحت بیزی

ͬͺی بعلاوه مͬ�شوند. داده ترجیح مͬ�کنند ͹کمرن را فرضیات این که بیزی کاملا راه�حل�های نتیجه

راه آوردن بدست� در پیشین اطلاعات از استفاده جواز بیزی، رویͺردهای خوب شهرت دلایل از

است ارزشمند زمانͬ مسئله این بخصوص است، گیری تصمیم مسئله و استنباط اعمال در حل�هایͬ

(با تحلیل و تجزیه در را علمͬ فرضیه�های ترکیب بیزی روشهای باشد. محدود نمونه اطلاعات که

ͷکلاسی روشهای برای آنها ساختار که مسائلͬ در اغلب و مͬ�سازد ممͺن پیشین) توزیع از استفاده

که قطعیت عدم شرطͬ، کسر اندازه�گیری عنوان به بیزی الͽوی اساس مͬ�رود. بͺار است پیچیده

علاقه، مورد کمیت مورد در آماری استنباط مͬ�باشد. دارد، مطابقت احتمال کلمه با عادی زبان در

ساخته ͬͽونͽچ دقیق بطور بیز وتئوری مͬ�شود بیان شواهد پرتو در قطعیت عدم از تعدیلͬ عنوان به

.(٢٠٠٣ (برناردو۶، مͬ�کند مشخص را تعدیلات این شدن

دارد. بیز٧ توماس ١٨ قرن شناس الهیات و ریاضیدان به اشاره بیز اصطلاح

بیز توماس :١.١ شͺل

لاپلاس٨ سیمون مͬ�شناسیم بیزی احتمال عنوان به ما امروزه آنچه پیشͽام اولین چه اگر
۵Press
۶Bernardo
٧ Bayes
٨Laplace



٣ مقدمه .١.١

و استنباط در بیزی راه�حل�های ارائه در تقدیری قابل تلاش�ها افراد برخͬ است. (١٧۴٩− ١٨٢٧)

لاپلاس سیمون :٢.١ شͺل

گود٩(١٩۵٠,١٩۶۵)، تحقیقات مͬ�توان که داده�اند انجام کاربردها برخͬ و تصمیم مسئله

زلنر١٣(١٩٧١,١٩٨۴)، لیندل١٢ͬ(١٩٧١,١٩۶۵)، ،(١٩۵۴) سویج١١ ،(١٩۵٧,١٩۶٧) ١٠ جفری

نظریه�های حاوی مقالاتͬ همچنین برد. نام را برگر١۶(١٩٨٠) و (١٩٧٨) لیمر١۵ ،(١٩٧٠) دگروت١۴

برناردو١٨ ،(١٩٧۵) زلنر فینبرگ١٧ به مͬ�توان جمله آن از که رسیده چاپ به کاربردی و ارزش با

جالب کاربردهای برخͬ کرد. اشاره (١٩٨۵) زلنر و گول١٩ و (١٩٨٠) زلنر ،(١٩٨٠) همͺاران و

تحلیل در را بیزی برآورد روش ،(١٩٧۴)٢٠ͷپی از عبارتند اقتصاد در بیزی وتحلیل�های تجزیه از

برای را بیزی روش�های واریان٢١(١٩٧۵)، برد. بͺار برق صنعت در شرکت�ها سرمایه�گذاری وضع

بیزی روش�ها ویلیامز٢٢(١٩٧٣)، و زلنر گرفت. بͺار مستغلات و املاک مالیات ارزیابͬ مسئله حل

بردند. بͺار سرمایه�گذاری و امریͺا پول تقاضا برای زمانͬ سری�های مدل�های مطالعات در را

مͬ�تواند زیان� این که دارد دنبال به را زیا�ن�هایͬ و ضرر همواره برآوردگرها اساس بر تصمیم و استنباط
٩Good
١٠Jeffreys
١١Savage
١٢Lidley
١٣Zellner
١۴Degroot
١۵Leamer
١۶Berger
١٧Fienberg
١٨Bernardo
١٩Goel
٢٠Peck
٢١Varian
٢٢Williams



۴ پیش�نیاز�ها و مقدمات .١

بر تاگوچ٢۵ͬ فلسفه بیان از بعد شود، نمایان کم�برآورد٢۴ و بیش�برآورد٢٣ از ناشͬ زیان غالب در

از مناسب زیان تابع از استفاده این�رو از است. شده افزوده روز به روز زیان٢۶ تابع از استفاده اهمیت

برگزید. را مناسب زیان تابع بررسͬ تحت موضوع به توجه با باید و است برخوردار ویژه�ای اهمیت

در اما بود مرسوم خطا٢٨ دوم درجه زیان تابع مانند متقارن٢٧ �زیان�های تابع از استفاده گذشته در

از بردند. مسائل از برخͬ برای زیان تابع این نواقص به پͬ محققین کاربردی مسائل با رویارویͬ

حاصل زیان ͷیͺتف در تابع این ضعف و آن بودن نامتناهͬ به مͬ�توان زیان تابع این نواقص جمله

شده٢٩ منعͺس نرمال همانند کراندار زیان تابع رو این از نمود. اشاره برازش کم و بیش�برازش از

شدند. ارائه لینͺس٣٠ همانند نامتقارن، و

اجتناب تقریبا مسائل اکثر در برآوردگر�ها استفاده از ناشͬ زیان و ضرر که مطلب این به اذعان با

مطلب این از لذا دهیم. کاهش امͺان حد تا را زیان این که هستیم آن پͬ در همواره است ناپذیر

مفاهیمͬ با راستا این در کرد. استفاده مناسب براوردگر انتخاب برای معیاری عنوان به مͬ�توان

مͬ�شویم. مواجه مینیماکس٣٢ و مجاز٣١ همچون

توابع این امروزه ،٣٣ͷموج تحلیل بسیار کاربردهای و غنͬ محتوای و انعطاف قابلیت به توجه با

از برخͬ که اینست میان این در توجه قابل نͺته گرفته�اند. قرار توجه مورد بسیار متعامد٣۴، پایه

هستند. ͬͺموج انقباضͬ برآوردگر خاص شرایطͬ تحت مینیماکس و مجاز برآوردگرهای

٢٣Over-estimation
٢۴Under-estimation
٢۵Taguchi
٢۶Loss function
٢٧Symmetric
٢٨Quadratic error
٢٩Reflected normal
٣٠Linex
٣١Admissible
٣٢Minimax
٣٣Wavelet
٣۴Orthogonal



۵ آماری تصمیم�های و استنباط از مفاهیمͬ .٢.١

مͬ�پردازیم. ومفاهیم تعاریف سری ͷی بیان به شده ذکر مطالب راستای در

آماری تصمیم�های و استنباط از مفاهیمͬ ٢.١

عدم درک که است آماری دانش حضور در تصمیم�گیری مورد در مباحثͬ آماری، تصمیم نظریه

و گرفت نظر در نامعلوم کمͬ مقدار مͬ�توان را قطعیت عدم کنید فرض مͬ�کند. آسان را قطعیت

آوردن بدست آماری استنباط هدف �دهیم، نمایش Θ با را θ ممͺن مقادیر تمام مجموعه و θ با را آن

تهیه آماری روش�های از که نمونه (اطلاعات مشاهدات طریق از Fθ توزیع یا θ مورد در اطلاعاتͬ

صورت آن) استفاده محل گرفتن نظر در (بدون θ روی استنباط�هایͬ آن از پس و است مͬ�شوند)

یعنͬ مͬ�شود. گرفته کار به دیͽر جانبͬ اطلاعات با اطلاعات این آماری تصمیم نظریه در مͬ�گیرد.

،θ به مربوط اطلاعاتͬ همچنین و ممͺن تصمیم�های به مربوط اطلاعات نمونه، اطلاعات بر علاوه

از گاهاً پیشین اطلاعات این که مͬ�شود گرفته نظر در نیز هستند موسوم پیشین اطلاعات به که

زیان و سود مقداری تصمیم هر برای نهایت در مͬ�شوند. حاصل گذشته تجارب و آماری غیر منابع

یابند. دست تصمیم بهترین به تا مͬ�گیرند نظر در θ مختلف مقادیر با متناسب

آماری تصمیم مسئله ͷی اصلͬ عناصر ١.٢.١

(θ بردار (یا θ پارامتر مورد در استنباط برای سودمندی ابزار مشاهدات کردیم بیان که همانطور

آماری تصمیم ͷی در مولفه�ها تمام معرفͬ و فرمول�بندی به نیازمند ابزار این از استفاده برای هستند.

مͬ�کنیم. معرفͬ را آماری تصمیم مسئله ͷی اصلͬ عنصرهای بخش این در منظور این برای هستیم.

از: عبارتند آماری تصمیم مسئله ͷی اصلͬ عنصرهای

.X نمونه��ای فضای با X تصادفͬ متغیر ͷی یافته داده: .١

دهیم. انجام استنباط آن مورد در مͬ�خواهیم که θ نامعلوم و واقعͬ پارامتر طبیعت: وضع .٢

مͬ�دهیم. نمایش Θ با که طبیعͬ وضع قبول قابل مقادیر همه پارامتر: فضای .٣
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θ پارامتر به که ،X برای ممͺن، احتمال توزیع�های از F = {fθ, θ ∈ Θ} خانواده مدل٣۵: .۴

وابسته�اند.

و گفته عمل فضای را θ نامعلوم پارامتر برای ممͺن عمل�های کلیه مجموعه عمل: فضای .۵

مͬ�دهند. نمایش A نماد با اغلب

یا قاعده ͷی شامل گیری تصمیم در ͬͺکم بعنوان داده�ها بردن کار به شیوه تصمیم: قاعده .۶

مشاهده با که مͬ�کند تعیین تصمیم قاعده ͷی واقع، در مͬ�باشد. دستورات از مجموعه�ای

مͬ�دهند، نشان δ(x) نماد با را آن معمولا و شود انتخاب بایستͬ a ∈ A عمل کدام ،x ∈ X

است. A به X از تابعͬ تصمیم قاعده ͷی دیͽر عبارت به

درست، ،a عمل است ممͺن اینصورت در باشد، طبیعت واقعͬ حالت θ ∈ Θ اگر زیان: تابع .٧

اندازه L(θ, a) زیان تابع با را نادرستͬ میزان باشد. نادرست کلا یا و نادرست اندازه�ای تا

را باشد طبیعت حالت واقعͬ مقدار θ که زمانͬ ،a بردن کار به زیان میزان که مͬ�کنند گیری

بیشتر گاهͬ آ برای است. R+ به Θ×A از تابعͬ زیان، تابع دیͽر عبارت به مͬ�دهد. نشان

ببینید. را ٢.۵ بخش زیان تابع از استفاده لزوم خصوص در

تنها نه مͬ�گیرد، قرار استفاده مورد δ(x) معلوم تصمیم قاعده که هنͽامͬ مخاطره٣۶: تابع .٨

از است. وابسته نیز X = x مقدار به بلͺه دارد ͬͽبست طبیعت واقعͬ حالت به حاصل زیان

عموما است. تصادفͬ متغیر ͷی نیز L (θ, δ(X)) است، تصادفͬ متغیر ͷی X که آنجایͬ

را آن و مͬ�کنند یاد مخاطره تابع عنوان تحت آن از که است نظر مورد زیان متوسط آمار در

آن در که مͬ�دهند نمایش R(θ, δ) = Eθ [L (θ, δ(X))] با

Eθ [L (θ, δ(X))] =

∫
X
L(θ, δ(x)) dFθ(x), θ ∈ Θ. (١.١)

مͬ�شود. اندازه�گیری مخاطره تابع با تصمیم قاعده دقت عدم یا و دقت میزان حقیقت در
٣۵Model
٣۶Risk function
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را آن و مͬ�دهند نمایش D با را ممͺن تصمیم قواعد تمام مجموعه تصمیم: قواعد فضای .٩

با تصمیم�های تمام حاوی را تصمیم قواعد فضای معمولا مͬ�نامند، تصمیم قواعد فضای

مͬ�گیرند. نظر در متناهͬ مخاطره مقادیر

(١٣٨٨) کریمͬ�نژاد یا رمانو٣٧(٢٠٠۵) و لهمن به زمینه این در بیشتر توضیحات مشاهده برای

کنید. مراجعه

بیز اصل ٣.١

گرفته نظر در π(θ) احتمال توزیع با تصادفͬ متغیر ͷی عنوان به θ بیزی، ͷکلاسی غیر روش در

مͬ�نامند. پیشین توزیع را π که مͬ�شود،

و شده، فرض ثابت θ ∈ Θ آن در که است X تصادفͬ متغیر از شرطͬ احتمال چͽالͬ تابع f(x|θ)

مͬ�شود محاسبه زیر صورت به X و θ توام چͽالͬ تابع نتیجه در است، θ توزیع π اینͺه به توجه با

f(x, θ) = π(θ)f(x|θ). (٢.١)

آزمایشͽر تجربیات و باورها اعتقادات، قبلͬ، اطلاعات اساس بر پیشین، توزیع که است ذکر به لازم

توزیع مͬ�گردد، تصحیح پیشین توزیع جامعه، از شده جمع�آوری نمونه اساس بر مͬ�گردد. تعیین

مشاهدات از حاصل اطلاعات از ترکیبͬ به�عبارتͬ مͬ�نامند. پسین٣٨ توزیع را شده تصحیح پیشین

تعیین برای پسین توزیع معیار بعنوان را پیشین توزیع و درستنمایͬ) (تابع جامعه از آمده بدست

مͬ�برند. بͺار نامعلوم پارامتر برآوردگر

R(θ, δ) = Eθ[L(θ, δ)] مخاطره تابع و بوده تصادفͬ متغیر ͷی خود θ که این به توجه با

است. تصادفͬ متغیر ͷی نیز مخاطره تابع بنابراین است، θ از تابعͬ

مخاطره را π(θ) تابع به نسبت R(θ, δ) ریاضͬ امید (١٩٩٨ کسلا٣٩، و (لهمن .١.٣.١ تعریف
٣٧Lehman and Romano
٣٨Posterior
٣٩Casella
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مͬ�شود تعریف زیر بصورت و نامیده بیز۴٠

r(π, δ) = Eπ [R(θ, δ)] =

∫
Θ

R(θ, δ)π(θ)dθ. (٣.١)

گویند بیز۴١ برآوردگر را δ∗ برآوردگر باشد، برآوردگرها کلیه کلاس D کنید فرض .٢.٣.١ تعریف

اگر است بیز برآوردگر δ∗ بعبارتͬ کند، مینیمم را بیز مخاطره هرگاه

r(π, δ∗) = inf
δ∈D

r(π, δ). (۴.١)

آورد. بدست دلخواه زیان تابع تحت را بیز برآوردگر مͬ�توان زیر قضیه از استفاده با

تصادفͬ متغیر و π(θ) ∈ Π پیشین توزیع دارای θ فرضکنید (١٩٩٨ کسلا، و (لهمن .٣.٣.١ قضیه

مساله در کنید فرض همچنین باشد، F = {f : fθ(x) > ٠, θ ∈ Θ} توزیع�های خانواده از X

باشد برقرار زیر شرایط L(θ, δ) نامنفͬ تابع با برآوردیابͬ

باشد. داشته وجود متناهͬ مخاطره با δ٠ برآوردگر : الف

پسین مخاطره که باشد موجود δ∗(x) برآورد ،x ∈ X برای : ب

ρ (π(θ|x), δ(x)) = E [L (θ, δ(X)) |X = x] =

∫
Θ

L (θ, δ(x)) dπ(θ|x), (۵.١)

آن در که کند مینیمم را

π(θ|x) =
π(θ) f(x|θ)∫

Θ
f(x|θ) dπ(θ)

(۶.١)

است. بیز برآوردگر δ∗(x) صورت این در است. X = x شرط به θ پسین چͽالͬ

هرگاه مͬ�نامند مینیماکس برآوردگر ͷی را δ∗ برآوردگر (١٩٩٨ کسلا، و (لهمن .۴.٣.١ تعریف

عبارتͬ به یا و کند مͬ�نیمم را مخاطره ماکسیمم

inf
δ∈D

sup
θ∈Θ

R(θ, δ) = sup
θ∈Θ

R(θ, δ∗) (٧.١)
۴٠Bayes risk
۴١Bayes estimator



٩ بیز اصل .٣.١

را برآوردگر بهترین مخاطره تابع ماکزیمم کردن مͬ�نیمم با مینیماکس برآوردگر ͷی حقیقت در

مͬ�کند. انتخاب ماکزیمم) مخاطره تابع با (برآوردگرهایͬ حالت بدترین در

اگر است مجاز۴٢ غیر δ برآوردگر .۵.٣.١ تعریف

∃ δ∗ ∈ D s.t ∀ θ ∈ Θ R(θ, δ∗) ≤ R(θ, δ) (٨.١)

باشد نداشته وجود برآوردگری چنین هرگاه باشد. اکید نامساوی θ ∈ Θ مقدار ͷی ازای به حداقل و

است. مجاز نباشد غیر�مجاز δ اگر به�عبارتͬ مͬ�گویند. مجاز را δ آنͽاه

هیچ زیرا است خوبͬ برآوردگر دیدگاه ͷی از مجاز برآوردگر ͷی ،۵.٣.١ تعریف به توجه با

باید است مجاز غیر برآوردگر ͷی که بدانیم اگر حال ندارد. آن به نسبت کمتری مخاطره برآوردگری

باشد. داشته آن به نسبت کمتری مخاطره که بͽردیم برآوردگری دنبال به

π ∈ Π پیشین توزیع این�صورت در باشد θ پیشین توزیع�های خانواده Π فرضکنید .۶.٣.١ تعریف

نباشد. θ پارامتر مورد در اطلاعͬ هیچ حاوی هرگاه گویند بͬ�اطلاع۴٣ را

سره۴۵(مناسب) و
∫
Θ
dπ(θ) ̸= ١ اگر گوییم ناسره۴۴ را π ∈ Π پیشین توزیع .٧.٣.١ تعریف

باشد. احتمال تابع ͷی π اگر گوییم

مͬ�کند، مͬ�نیمم را پسین مخاطره که برآوردگری باشد ناسره پیشین توزیع اگر .٨.٣.١ تعریف

است. ۴۶ یافته تعمیم بیز برآوردگر

مͬ�پردازیم. فصل این در نیاز مورد قضایای و لم�ها بیان به ادامه در

(٢٠٠١ صالح۴٧، و ͬͺروهات) .٩.٣.١ قضیه

بیز برآوردگر δ∗ و احتمال های توزیع از خانواده ͷی F = {f : fθ(x) > ٠, θ ∈ Θ} کنید فرض

است. مینیماکس برآوردگر δ∗ باشد ثابت مخاطره تابع اگر باشد،
۴٢Inadmissible
۴٣Non-informative
۴۴Improper
۴۵Proper
۴۶Generalized Bayes estimator
۴٧Rohatgi and Saleh



١٠ پیش�نیاز�ها و مقدمات .١

از عبارتست بیز مخاطره ١.٣.١ تعریف طبق برهان.

r∗ = R(π, δ∗) =

∫ ∞

−∞
R(θ, δ∗)π(θ) dθ

= inf
δ∈D

∫
R(θ, δ)π(θ) d(θ)

≤ sup
θ∈Θ

inf
δ∈D

R(θ, δ) ≤ inf
δ∈D

sup
θ∈Θ

R(θ, δ) (٩.١)

بنابراین ،r∗ = R(θ, δ∗) داریم θ ∈ Θ هر ازای به که جایͬ آن از

r∗ = sup
θ∈Θ

R(θ, δ∗) ≥ inf
δ∈D

sup
θ∈Θ

R(θ, δ) (١٠.١)

گرفت نتیجه مͬ�توان (١٠.١) و (٩.١) رابطه�های از

sup
θ∈Θ

R(θ, δ∗) = inf
δ∈D

sup
θ∈Θ

R(θ, δ). (١١.١)

ͷی δ آنͽاه باشد ثابت مخاطره با مجاز برآوردگر ͷی δ اگر (١٩٩٨ کسلا، و (لهمن .١٠.٣.١ لم

است. مینیماکس برآوردگر

δ برآوردگر هر برای R(θ, δ) و θ ∈ Θ ⊆ R کنید فرض (١٩٩٨ کسلا، و (لهمن .١١.٣.١ قضیه

بیز برآوردگرهای با Πm پیشین توزیع�های از دنباله�هایͬ همچنین باشد. θ از پیوسته تابع ͷی ثابت

δ٠ مفروض برآوردگر برای که طوری به است موجود δΠm متناظر

r∗m = r(Πm, δ٠),

rm = r(Πm, δ
Πm),

باشیم داشته m→ ∞ وقتͬ θ ∈ Θ, c > ٠ هر برای اگر

Πm(θ + c)− Πm(θ − c)

r∗m − rm
→ ∞. (١٢.١)

است. مجاز برآوردگر ͷی δ٠ آنͽاه



١١ تعاریف .۴.١

تعاریف ۴.١

آورده�ایم. را شده�اند استفاده مجموعه این در که آماری توزیع�های قسمت این در

میانͽین با n-متغیره نرمال توزیع دارای X مولفه��ای n بردار (١٣٩١ (ایرانمنش، تعریف١.۴.١.

a′X ،a ثابت مولفه�ای n بردار هر ازای به اگر فقط و اگر است، Σ کواریانس ماتریس و µ ∈ Rn

مͬ�شود استفاده توزیع این نمایش برای زیر نماد از باشد. متغیره ͷی نرمال توزیع دارای

X ∼ Nn(µ,Σ).

است زیر صورت به� احتمال چͽالͬ تابع دارای X آن�گاه باشد، مثبت۴٨ معین ماتریس ͷی Σ اگر

f(x) =
|Σ|− ١

٢

(٢π)n
٢
exp

[
−(x− µ)TΣ−١(x− µ)

٢

]
,

در دوم درجه صورت آن��گاه ،n = ١ اگر کنید توجه است. Σ دترمینان دوم ریشه |Σ| ١٢ آن در که

معین نیمه ماتریس ͷی Σ اگر همچنین .X ∼ N (µ, σ٢) و مͬ�شود تبدیل (x−µ)٢

σ٢ به نمایͬ، توان

است. تباهیده توزیع دارای X آن�گاه باشد، مثبت

آن چͽالͬ تابع اگر است، p و v پارامترهای با بتا توزیع دارای X تصادفͬ متغیر .٢.۴.١ تعریف

باشد زیر به�صورت

fv,p(x) =
١

B(v, p)
xv−١)١− x)p−١, ٠ < x < ١, v > ٠, p > ٠, (١٣.١)

آن در که

B(v, p) =
∫ ١

٠
xv−١)١− x)p−١dx,

مͬ�دهیم. نشان X ∼ B(v, p) نماد با را آن و بتاست تابع

آن چͽالͬ تابع اگر است، κ و ν پارامترهای با گاما توزیع دارای X تصادفͬ متغیر .٣.۴.١ تعریف

باشد زیر بصورت

fν,κ =
κν

Γ(ν)
xν−١e−κx, x > ٠, ν > ٠, κ > ٠, (١۴.١)

۴٨Positive definite matrix



١٢ پیش�نیاز�ها و مقدمات .١

آن در که

Γ(ν) =

∫ ∞

٠
xν−١e−١dx,

مͬ�دهیم. نشان X ∼ Γ(ν, κ) نماد با را آن و است گاما تابع



٢ فصل

ͷکلاسی ͬͺموج برآوردگرهای

مقدمه ١.٢

بیان با سپس بپردازیم، آمار علم در موج�ͷها تاریخچه از مختصری بیان به تا برآنیم فصل این در

در که یافته تعمیم بیز برآوردگر با موج�ͷها ارتباط زمینه در را کافͬ اطلاعات نیاز، مورد تعاریف

آوریم. بدست مͬ�کنیم، استفاده آن از بعدی فصول

تاریخچه ٢.٢

ریاضیدان فوریه١، ژوزف توسط بار اولین توابع، از کامل مجموعه� حسب بر تابع ͷی نمایش ایده

حرارت، انتشار به راجع علوم کادمͬ آ در رساله�ای طͬ ١٨٠۶ تا ١٨٠٢ سال�های بین فیزیͺدان، و

فوریه شود، داده نمایش فشرده و ساده شیوه�ای به f(x) تابع ͷی اینͺه برای واقع در شد. گرفته بͺار

سینوسͬ توابع از نا�متناهͬ مجموعه�ای ͷکم به که کرد استفاده محورهایͬ از مͬ�توان که کرد ثابت

حاصل بصورت مͬ�توان را f(x) تابع ͷی که داد نشان فوریه دقیق�تر عبارت به مͬ�شوند؛ ساخته

او حقیقت در داد. نشان cos(ax) و sin(ax) شͺل به کسینوسͬ و سینوسͬ تابع بͬ�نهایت جمع

زمان گذشت با گرفت. نظر در فوریه توابع فضای بر پایه�هایͬ عنوان به را کسینوسͬ و سینوس توابع

توابع نمایش و فوریه پایه�های بردند پͬ دانشمندان مثال عنوان به شد. نمایان فوریه پایه�های ضعف
١Fourier



١۴ ͷکلاسی ͬͺموج برآوردگرهای .٢

دور مطلوب شرایط از بلͺه نیستند، ایده�آل تنها نه تصاویر پیچیده� سیͽنال�های مورد در سینوسͬ

تصاویر در موجود مرز�های نظیر گذرا، ساختار�های نمایش به قادر کارآمدی صورت به زیرا است،

و مͬ�گیرد، قرار استفاده مورد پایه توابع برای فقط فوریه تبدیل شدند متوجه آنها همچنین نیستند.

نیست. آمد کار پایه غیر توابع برای

هار آلفرد :١.٢ شͺل

این به هار کار اساس شد. مطرح ١٩٠٩ سال در هار٢ آلفرد توسط موج�ͷها نظریه بار اولین

استفاده واحد پله��ای تابع ͷی از [٠,١] بازه در f مانند پیوسته تابع ͷی تقریب برای او که بود صورت

اگر که داد نشان او حقیقت در کرد.

fn(x) = < ϕ٠, f > ϕ٠(x)+ < ϕ١, f > ϕ١(x)

+ . . .+ < ϕn, f > ϕn(x), (١.٢)

آن در که

< ϕi, f >=

∫
ϕi(x)f(x) dx, (٢.٢)

که طوری� به باشند پله�ای توابع i = ١, . . . , n ϕi(x)ها، و

ϕ٠(x) = I٠≤x<١ =

{
١ , ٠ ≤ x < ١
٠ , نقاط سایر

٢Haar



١۵ تاریخچه .٢.٢

ϕ١(x) = I٠≤x< ١
٢
− I ١

٢≤x<١ =


١ , ٠ ≤ x < ١

٢
−١ , ١

٢ ≤ x < ١
٠ , نقاط سایر

ϕ٢(x) = I٠≤x< ١
۴
− I ١

۴≤x< ١
٢
=


١ , ٠ ≤ x < ١

۴
−١ , ١

۴ ≤ x < ١
٢

٠ , نقاط سایر
.

.

.

ϕn(x) = I
k

٢j
≤x<

k+ ١
٢

٢j

− I k+ ١
٢

٢j
≤x< k+١

٢j

=


١ , k

٢j ≤ x <
k+ ١

٢
٢j

−١ ,
k+ ١

٢
٢j ≤ x < k+١

٢j j ≥ ٠,
k = ٠,١, . . . ,٢j − ١, n = ٢j + k

٠ , نقاط سایر

مͬ�شوند. همͽرا n→ ∞ وقتͬ ،f به یͺنواخت بطور �fnها آنͽاه

توابع از مجموعه�ای ،ϕi(x) توابع که برد پͬ حقیقت این به مͬ�توان ،(١.٢) رابطه ساختار به توجه با

مͬ�گویند. ͷموج تابع ،ϕi(x) توابع به که دید خواهیم بعدا مͬ�دهند. تشͺیل f تابع حسب بر را پایه

را ویداکوویچ۴(١٩٩٩) و (٢٠٠٨)٣͹فان و ͹فان هار، ͷموج خصوص در بیشتر جزئيات برای

کنید. ملاحظه

پایه�های اصلاح فͺر به موضوعͬ، تͺین ساختار�های تحلیل قصد به ریاضیدانان ١٩٣٠ سال�های در

شد متوجه مورلت۵ ژان نام به فرانسوی ژئو�فیزیͺدان ͷی ،١٩٧٠ سال در آن از بعد و افتادند. فوریه

ریاضیدان میر۶ ،١٩٨٠ سال در نیستند. زمین زیر اکتشاف در ممͺن ابزار بهترین فوریه پایه�های که

موجب که مͬ�کند بیان را ویژگͬ (تعامد کرد کشف را متعامد ͬͺموج پایه�های نخستین فرانسوی،

و مورلت توسط ͷموج کلمه بار اولین برای مͬ�شود). محاسبه و استدلال در فراوان تسهیلات

عنوان به را ͷموج تبدیل و ͷموج مفهوم مورلت گرفت. قرار استفاده مورد (١٩٨٢) همͺاران

هشتاد دهه اوایل در موج�ͷها معرفͬ زمان از نمود. معرفͬ لرزه زمین سیͽنال آنالیز برای ابزار ͷی

گرفت قرار آمار جمله از کاربردی علوم و ریاضͬ محافل شدید توجه مورد ابزار این بیستم، قرن
٣Phang and Phang
۴Vidakovice
۵Morlet
۶Mayer



١۶ ͷکلاسی ͬͺموج برآوردگرهای .٢

.(١٣٨٧ (عاملͬ،

ویژه توجه مورد آماری تحقیقات در متعددشان خواص به بنا موج�ͷها شد، اشاره که همان�طور

جانستون و چپ)دونوهو به (راست :٢.٢ شͺل

آماری تحقیقات در جانستون٧ و دونوهو توسط ١٩٩٢ سال در موج�ͷها بار اولین گرفتند. قرار

شده انجام آمار علم در موج�ͷها نقش پیرامون فراوانͬ تحقیقات اخیر سال�های در شد. گرفته بͺار

کرد. اشاره (١٩٩٩) ویداکوویچ و (١٩٩٨) همͺاران و هاردل٨ منابع به مͬ�توان راستا این در

موج�ͷها حسب بر بسط این ولͬ داریم کار و سر تابع بسط با فوریه آنالیز همانند موج�ͷها، آنالیز در

انتقال�ها٩ حسب بر بسط و است صفر میانͽین با مفروضͬ مشخص تابع ͷموج مͬ�شود. انجام

به فضا در موج�ͷها مثلثاتͬ، های جمله�ای چند خلاف بر مͬ�گیرد؛ انجام تابع این اتساع�های١٠ و

آنها ضرايب و توابع بعضͬ بین نزدی�ͷتری ارتباط ترتیب بدین و مͬ�شوند بررسͬ موضعͬ صورت

کاربردی هر مͬ�گردد. فراهم محاسبات و باز��سازی در بیشتری عددی پایداری و مͬ�شود امͺان�پذیر

طور به� کرد. فرمول�بندی موج�ͷها از استفاده با مͬ�توان را است، فوریه سریع تبدیل بر مبتنͬ که

عملͽرهای محاسبه برای سریع عددی الͽوریتم�های و تصویر و پردازشسیͽنال بر موضوع این کلͬ،

مͬ�گذارد. اثر انتͽرالͬ

است، زیͽموند١٢) - کالدرون و پیل١١ͬ - لیتلوود (نظریه ریاضͬ سال ۵٠ حاصل ͷموج آنالیز

فوریه تبدیل به مربوط پرسش�های ساده�ترین به دادن پاسخ در که مشͺلاتͬ به توجه با آن طͬ که
٧Donoho and Johnston
٨Hardel
٩Translation
١٠Dilation
١١Littlewood-Paley theory
١٢Calderon-Zigmond theory



١٧ کاربردها .٣.٢

این از مستقل شدند. ارائه همساز آنالیز طریق از ساده�تری انعطاف�پذیر جانشین�های داشت، وجود

در را مقیاسͬ چند رهیافت این از مختلفͬ صورت�های دارد، جا محض ریاضیات درون که نظریه

و متعامد آینه�ای فیلترهای شͺل (به گذاری کد ،ͷاکوستی تصویر، پردازش در گذشته دهه�ی طͬ

.(١٩٩۴ یاماموتو١٣، و (لͬ مͬ�شود دیده نفت استخراج و هرمͬ) الͽوریتم�های

کاربردها ٣.٢

در فوریه سریع تبدیل با همراه �ͷموج آنالیز است. کرده پیدا فراوانͬ کاربردهای امروزه ͷموج آنالیز

ͬͺتریͺال جریان�های صوتͬ، سیͽنالهای و صدا مͬ�کنند، تغییر سریعا که گذرایͬ سیͽنالهای تحلیل

از برق نیروگاههای کنترل در و ،(NMR) نمایͬ طیف داده�های و ضربه�ای آبͬ زیر صداهای مغز، در

ساختارهای ساختن روشن برای علمͬ، ابزار به�عنوان نیز و مͬ�رود بͺار نمایشکامپیوتر صفحه طریق

همچنین و ستاره�ای ساختارهای بررسͬ در و جوی جریان�های مͬ�شوند، ظاهر تلاطم در که پیچیده�ای

تصاویر از مغزی بافت�های جداسازی ،(CAT ) اسͺن سͬ�تͬ و (MRI) ͬͺپزش برداری تصویر در

تشدید طیفͬ تصاویر تحلیل میͺروکلسیفیͺاسیون، خوشه�های خودکار تشخیص مغناطیس، تشدید

مͬ�شوند. گرفته به�کار (FMRI) تابعͬ مغناطیس تشخیص و (MR Spectroscopy) مغناطیسͬ

بسیار نحوه�ی به کدگذاری به قادر که است شده تراشه�هایͬ ساختن باعث آنالیز این سادگͬ و راحتͬ

را (١٩٩٩) اسچلیͺر١۴ و ابوفادل بیشتر اطلاعات برای تصاویرند. و سیͽنالها فشرده�سازی و کارا

ببینید.

١٣Lee and Yamamoto
١۴Aboufadel and Schlicker
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تابعͬ و برداری فضا�های ۴.٢

مͬ�پردازیم. مبحث این در نیاز مورد تابعͬ و برداری فضا�های از برخͬ اجمالͬ معرفͬ به قسمت این در

یافت. (١٣٨۶) ایرانمنش و (١٣٨۵) رودین١۵ ،(١٣٨٧) عاملͬ در مͬ�توان را مفاهیم این

مͬ�پردازیم. شده استفاده زیر فضا�های در آن�ها مفاهیم از که تعاریفͬ بیان به ابتدا در

است متری فضای ͷی صورتͬ در مͬ�نامیم، نقاط را عنصرهایش که X مجموعه�ی .١.۴.٢ تعریف

باشد شده مربوط طوری ،q تا p از فاصله نام به ،d(p, q) حقیقͬ عدد X از q و p نقطه دو هر به که

که

,d(p؛ p) = ٠ و ،p ̸= q هرگاه d(p, q) > ٠ .١

,d(p؛ q) = d(q, p) .٢

.∀r ∈ X, d(p, q) ≤ d(p, r) + d(r, q) .٣

ϵ > ٠ هر ازای به هرگاه مͬ�نامند کشͬ دنباله ͷی Xرا متری فضای در ،{pn} دنباله تعریف٢.۴.٢.

.d(pn, pm) < ϵ ،m ≥ N و n ≥ N اگر که طوری به باشد N مانند صحیحͬ عدد

عدد ضرب و برداری جمع عمل دو همراه به بردارها از مجموعه�ای حقیقͬ، برداری فضای ͷی

. است بردار در

حقیقͬ اعداد آنها مولفه�های که است مولفه n با ستونͬ بردارهای از متشͺل Rn اقلیدسͬ فضای

مͬ�شود ساخته زیر به�صورت R حقیقͬ اعداد فضای دکارتͬ حاصلضرب از Rn عبارتͬ به هستند

Rn = R× R× . . .× R = {(x١, . . . , xn)′|xi ∈ R, i = ١, . . . , n} .

مͬ�دهد نشان را X − Y معمولͬ فضای R٢ است. راست خط ͷی با متناظر و برداری فضای R١

است. نامتناهͬ آن دهنده تشͺیل بردارهای مولفه�های تعداد که است برداری فضای ،R∞ فضای و

ضرب آنͽاه باشند بردار دو y′ = (y١, . . . , yn) و x′ = (x١, . . . , xn) اگر ،Rn اقلیدسͬ فضای در
١۵Rudin



١٩ تابعͬ و برداری فضا�های .۴.٢

تعریف ∥x∥ =
√∑n

i=١ x
٢
i صورت به اندازه یا نرم و < x, y >=

∑n
i=١ xiyi صورت به داخلͬ

مͬ�شوند.

است L٢(R) فضای به متعلق f تابع گوییم (L٢(R) انتͽرال�پذیر توابع (فضای .٣.۴.٢ تعریف

.
∫
|f(x)|٢dx <∞ هرگاه

صورت به f نرم و ، < f, g >=
∫
R f(x)g(x)dx صورت به داخلͬ ضرب فضا این در

مͬ�شود. تعریف ∥f∥ =
√∫

|f(x)|٢dx

هرگاه است ١۶͹لب فضای به متعلق f تابع .۴.۴.٢ تعریف

∥f∥p =
(∫

|f |pdx
) ١

p

<∞ , ٠ ≤ p <∞,

.∥f∥∞ = ess supx∈A|f(x)| <∞ آنͽاه p = ∞ اگر و

که مͬ�شود نتیجه مثلثͬ نامساوی از .۵.۴.٢ تعریف

∥x− z∥ ≤ ∥x− y∥+ ∥y − z∥, (x, y, z ∈ H),

متری فضای ͷی موضوع اصول تمام کنیم، تعریف ∥x − y∥ مساوی را y و x بین فاصله اگر

در کشͬ دنباله هر یعنͬ باشد تام متری فضای این هرگاه است. متری فضای ͷی H لذا برقرارند.

است. هیلبرت١٧ فضای ͷی H آنͽاه باشد، همͽرا آن در ،H

هرگاه گوییم Cs(R) هولدر١٨ فضای به متعلق را f(x) تابع .۶.۴.٢ تعریف

باشد. مشتق�پذیر بار n ، f(x) أنͽاه s = n اگر الف:

آنͽاه ٠ < s < ١ اگر ب:

Cs(R) =

{
f : f ∈ L∞(R), suph

|f(x+ h)− f(x)|
|h|s

<∞
}

انͽاه ٠ < s′ < ١, s = n+ s′ اگر ج:

Cs(R) =

{
f : f ∈ L∞(R) ∩ Cn(R)

∣∣∣ dn

dxn
f ∈ Cs′(R)

}
١۶Lebesgue
١٧Hilbert
١٨Holder
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مͬ�کنیم. بیان I ⊂ R بازه بر را همͽن غیر بسوف١٩ فضای از تعریف ͷی زیر در .٧.۴.٢ تعریف

کنید فرض

∆
(٠)
h f(t) = f(t)

∆
(r)
h = ∆

(r−١)
h f(x+ h)−∆

(r−١)
h f(x)

بازه برای ∆(r)
h هستند. rام مرتبه تفاضل ∆(r)

h و صفر مرتبه تفاضل ، ∆(٠)
h f(t) آن در که

است. شده تعریف Irh = {x ∈ I|x+ rh ∈ I}

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به f ∈ Lp(I) تابع همواری rام ضریب

Wr,p(f ; t) = sup
|h|≤t

∥∆(r)
h f∥Lp(Irh)

.r−١ ≤ s ≤ r که مͬ�کنیم انتخاب راچنان r,٠ < q ≤ ∞ و ٠ < p ≤ ∞, s > ٠ مقادیر ازای به

آنͽاه ١ ≤ q <∞ اگر مͬ�کنیم تعریف زیر بصورت را بسوف فضای نیمه نرم

|f |Bs
p,q

=
[ ∫ ∞

٠

(
h−sWr,p(f ;h)

)q dh
h

] ١
q

آنͽاه q = ∞ اگر

|f |Bs
p,q

= supWr,p(f ;h) (٣.٢)

مͬ�کنیم. تعریف ∥f∥Lp(I) + |f |Bs
p,q

بصورت بسوف فضای نرم

F s
p,q با را کلاس این و متناهͬ�اند بسوف نرم دارای که است توابع از بزرگͬ کلاس بسوف فضای

مͬ�دهیم. نمایش

مͬ�پردازیم. فصل این در نیاز مورد تعاریف بیان به ادامه در

را خانواده این باشد، هیلبرت فضای ͷی در توابع از خانواده�ای {ϕn} کنید فرض .٨.۴.٢ تعریف

هرگاه گوییم متعامد

< ϕn, ϕm > = ٠ , ∀n ̸= m

١٩Bosov



٢١ ͷموج .۵.٢

.< ϕn, ϕm >=
∫ +∞
−∞ ϕnϕmdx آن در که

.f ⊥ g مͬ�نویسیم و < f, g >= ٠ هرگاه گوییم متعامد را L٢(R) از f, g تابع دو .٩.۴.٢ تعریف

به هرگاه گوییم یͺه متعامد ،∥fn∥ = ١ که طوری به را توابع از {fn}n∈Z دنباله .١٠.۴.٢ تعریف

باشیم داشته n هر ازای

< fn, fm > = δm,n =

{
١ , m = n,

٠ , m ̸= n.

اینصورت در باشد [−π, π] بر پذیر انتͽرال تابع ͷی f هرگاه .١١.۴.٢ تعریف

ct =
١√
٢π

∫ π

−π

f(x) e−itxdx,

∑+∞
t=−∞ ct e

itx و گویند f تابع فوریه ضریب �tامین را مͬ�باشد i٢ = شرط١− با یͺه ثابت i آن در که

مͬ�نامند. f تابع فوریه سری را

از عبارتست f ∈ L١(R) تابع فوریه تبدیل .١٢.۴.٢ تعریف

f̂(t) =
١√
٢π

∫ ∞

−∞
f(x) e−itxdx, (t ∈ R١).

ͷموج ۵.٢

تجزیه برای و هستند کاربرد در بالا توانایͬ و ریاضͬ غنͬ محتوای با انعطاف قابل ابزاری موج�ͷها

موج�ͷها، واقع در مͬ�روند، بͺار مͬ�شود نامیده موج که مͺان یا زمان از نوسانͬ تابع ͷی وتحلیل

حاصل مادر ͷموج به�نام اصلͬ ͷموج ͷی انتقال و اتساع از که هستند یͺه متعامد پایه توابع

روی ͬͺموج تابع (لغزاندن) انتقال و کردن) (فشرده اتساع ،ͬͺموج تبدیل روش اساس مͬ�شوند.

بͽیرید نظر در را زیر تعریف ابتدا تبدیل، این بیشتر بررسͬ برای است. بررسͬ تحت تابع یا سیͽنال

صورت به که را ϕ(x) ∈ L٢(R) تابع .١.۵.٢ تعریف

ϕ(x) = I٠≤x<١ =

{
١ , ٠ ≤ x < ١
٠ , نقاط سایر



٢٢ ͷکلاسی ͬͺموج برآوردگرهای .٢

مͬ�نامند. پدر٢١ ͷموج یا و هار مقیاس٢٠ تابع ͷی مͬ�باشد،

تابع .٢.۵.٢ تعریف

ψ(x) = I٠≤x< ١
٢
− I ١

٢≤x<١ =


١ , ٠ ≤ x < ١

٢
−١ , ١

٢ ≤ x < ١
٠ , نقاط سایر

صحیح انتقال�های و دوتایͬ اتساع�های چون مͬ�نامند، اساس٢٣ͬ ͷموج یا و مادر٢٢ ͷموج را

مͬ�زاید.

مͬ�کنند صدق زیر روابط در مادر و پدر موجͺهای که دید مͬ�توان سادگͬ به

ϕ(x) = ϕ(٢x) + ϕ(٢x− ١), ψ(x) = ϕ(٢x)− ϕ(٢x− ١). (۴.٢)

،ψ و ϕ شده مقیاس انتقال�های ،k = ٠,١, . . . ,٢j − ١ و j ≥ ٠, k, j ∈ z برای همچنین و

مͬ�شود بیان زیر به��صورت

ψj,k(x) = ψ
(
٢jx− k

)
, ϕj,k(x) = ϕ

(
٢jx− k

)
. (۵.٢)

مͬ�نامند. jام رده یا jام نسل ͷموج را ψj,k(x) ثابت، j برای

نوشت مͬ�توان ،(۵.٢) رابطه به توجه با

Supp ψj,k(x) =

[
k

٢j ,
k + ١
٢j

]
,

،k وظیفه و (اتساع) x محور روی تابع کردن فشرده ،j کار مͬ�باشد. تابع تͺیه�گاه Supp آن در که

xهاست. محور روی (انتقال) تابع حرکت یا و لغزاندن

سمت به نمودار انتقال k < ٠ برای و راست، سمت به نمودار انتقال k > ٠ برای ،(۵.٢) رابطه در

،fj,٠ = f
(
٢jx
)
داریم k = ٠ برای ترتیب همین به مͬ�شود. تولید مادر ͷموج که مͬ�باشد، چپ

کشیده یا منبسط آن، منفͬ مقادیر برای و فشرده یا منقبض ͷموج تابع ،j مثبت مقادیر برای که
٢٠Scale function
٢١Father wavelet
٢٢Mother wavelet
٢٣Basic wavelet



٢٣ ͷموج .۵.٢

مͬ�شود.

و ψ١,١(x) = ψ(٢x− ١) موج�ͷهای j = ١ برای و است مادر ͷموج با متناظر j = ٠ همچنین

jام نسل موجͺهای همه اگر هستند. معروف دختر٢۴ ͷموج به که مͬ�آیند بدست ψ١,٠ = ψ(٢x)

این�صورت در بͽیریم، نظر در را

∪٢j−١
k=٠ ψj, k = [٠,١].

مͬ�شود دیده آنها در اساسͬ عمل دو ،ψ(٢x−١) و ψ(٢x) و ψ(x) و ϕ(x) توابع تعریف به توجه با

گامͬ و است انتقال مͬ�شود برداشته ψ(٢x−١) به ψ(٢x) از که گامͬ مͬ�باشند. اتساع و انتقال که

است. اتساع مͬ�شود برداشته ψ(٢x) به ψ(x) از که

،ψ(۴x) بعدی مرحله مͬ�شوند. فشرده و یافته انتقال نمودارها مشخص، تابع ͷی از شروع با

مخالف ١
۴ طول به بازه�ای درون آنها از ͷی هر که است ψ(۴x − ٣) و ψ(۴x − ٢) ،ψ(۴x − ١)

با همراه ،ψj,k(x) = ψ
(
٢jx− k

)
به�صورت هار توابع از نا�متناهͬ خانواده بنابراین هستند. صفر

L([٠,١])٢ برای توجهͬ جالب پایه توابع، این باشد، ٠ ≤ k ≤ ٢j و j ≥ ٠ که زمانͬ داریم. ϕ(x)

مͬ�دهند. ارائه را

ربع از ͬͺی در که تابعͬ هر هستند. ثابت وار قطعه ψ(٢x− ١) و ψ(٢x) ،ψ(x) ،ϕ(x) تابع چهار

مͬ�دهند. پایه تشͺیل توابع این تر دقیق عبارتͬ به است تابع چهار این از ترکیبͬ باشد ثابت بازه�ها

است. مشابه نیز توابع دیͽر داخلͬ ضرب�های است.
∫
ϕ(x)ψ(x)dx = ٠ داخلͬ ضرب همچنین

صورت به یͺه متعامد پایه�های و بخشید بهبود را ͬͺموج پایه�های که است کسͬ اولین استرامبرگ٢۵

ضرايب محاسبه که است این به بودن متعامد عمده ارزش ساخت. را ψj,k(x) = ٢jψ
(
٢jx− k

)
مͬ�سازد. آسان را بسط

مͬ�شود. تعریف زیر صورت به (١٩٩٢ (میر، m رده از مادر ͷموج .٣.۵.٢ تعریف

زیر شرایط هرگاه مͬ�نامیم m رده از مادر ͷموج را ψ تابع باشد. طبیعͬ عدد ͷی m کنید فرض

باشد. برقرار
٢۴Daughter wavelet
٢۵Strumberg
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به متعلق m مرتبه تا آن مشتق و ψ تابع ،m ≥ ١ هرگاه و ψ(X) ∈ L∞(R) ،m = ٠ اگر الف-

باشند. L∞(R)

نزولͬ سریعا ، مͬ�کند میل بͬ�نهایت سمت به x وقتͬ m مرتبه تا آن مشتق�های تمام و ψ - ب

باشند.

.
∫∞
−∞ xkψ(x)dx = ٠ باشیم داشته ٠ ≤ k ≤ m برای - ج

باشند. L٢(R) برای متعامد پایه ͷی j, k ∈ z ، ٢j/٢ψ(٢jx− k) توابع مجموعه - د

شانون٢٧، ͷموج ،٢۶ͬͺزیͺم کلاه ͷموج هار، مادر ͷموج مانند بسیاری مادر موج�ͷهای

بخش در را آنها مͬ�توان که دارند وجود میر ͷموج و مورلت ͷموج پال٢٨ͬ، ـ وود لیتل ͷموج

کرد. ملاحظه (١٩٩٩) ویداکوویچ کتاب ٣− ۴

مͬ�کنید. ملاحظه ۴.٢ و ٣.٢ شͺل در را مادر ͷموج از نمونه چند

میر و مورلت ، چپ) به (راست :٣.٢ شͺل

ͷموج تبدیل ١.۵.٢

است. ͷموج توابع مبنای بر تابع ͷی تجزیه ͷموج تبدیل .۴.۵.٢ تعریف

از عبارتند آن�ها معمول�ترین از نوع دو دارد وجود ͷموج تبدیل زیادی تعداد
٢۶Mexico hat wavelet
٢٧Shanon wavelet
٢٨Little wood and Pally wavelet



٢۵ ͷموج .۵.٢

هار و ͬͺزیͺم چپ)،کلاه به (راست :۴.٢ شͺل

نمونه�برداری آن ͷموج توابع که است ͬͺموج تبدیل ��:(DWT)٢٩ گسسته� ͷموج تبدیل .١

شده�اند.

زمان فضای به را زمان در پیوسته تابعͬ که است تبدیلͬ :(CWT)٣٠ پیوسته� ͷموج تبدیل .٢

ͷموج تبدیل ریاضیات در هستند. ͷموج توابع جدید، فضای پایه�های مͬ�برد. فرکانس ـ

b ∈ R مͺان و a > مقیاس٠ در باشد پذیر انتͽرال آن مربع که f(t) پیوسته تابع برای پیوسته

مͬ�شود تعریف چنین

fw(a, b) =
١√
a

∫ +∞

−∞
f(t) ψ

(
t− b

a

)
dt,

مͬ�شود. شناخته مادر ͷموج بنام و است زمان-فرکانس در پیوسته تابعͬ ψ(t) که

ͷموج تبدیل و (FWT سریع٣١( ͷموج تبدیل به مͬ�توان معمول ͷموج دیͽرتبدیل�های از

کرد. اشاره ... و (SWT ساکن٣٢(

٢٩Discrete wavelet transform
٣٠Countinuous wavelet transform
٣١ Fast wavelate transform
٣٢Stationary wavelet transform



٢۶ ͷکلاسی ͬͺموج برآوردگرهای .٢

f تابع تقریب ٢.۵.٢

ثابت j برای ϕ(٢jx− k) انتقالهای توسط شده تولید فضای Vj همچنین ،f ∈ L٢(R) کنید فرض

نوشت: زیر بصورت را f تابع تقریب مͬ�توان شده ذکر مطالب به توجه با باشد،

f(x) =
∑
k∈z

αj٠,k ϕj٠,k(x) +
∑
j≥j٠

∑
k∈z

βj,k ψj,k(x) (۶.٢)

است، Vj٠ برای پایه� ، ϕj٠,k و ͬͺموج پایه�های �ψj,kها آن در که

مͬ�شوند محاسبه زیر بصورت βj,k و αj٠,k مقیاسͬ ضرایب همچنین

αj٠,k =

∫ +∞

−∞
ϕj٠,k(x)f(x)dx,

βj,k =

∫ +∞

−∞
ψj,k(x)f(x)dx. (٧.٢)

موج�ͷها مبحث در سازی هموار ٣.۵.٢

ضرایب از برخͬ که است معنا بدین موج�ͷها، اساس بر توابع برآورد بخش در هموار�سازی بحث

از ͬͺی مͬ�گیرد، انجام مختلفͬ روش�های به کار این دهیم. قرار صفر با برابر ͬͺموج بسط در را

را تابع بسط از اول جمله چندین مثال بعنوان است. کردن انقباضͬ روش یا سری بریدن راه�ها این

نͽه دیͽر راه است. خطͬ هموارسازی ͷی روش این مͬ�دهیم. قرار صفر برابر را بقیه و داشته نͽه

تابع ͷی نتیجه که باشد، آستانه�ها برخͬ از بیشتر آنها اندازه قدرمطلق که است ضرایبͬ آن داشتن

دو این بررسͬ به ادامه در مͬ�گوییم. کردن آستانه�ای روش این به بود. خواهد ضرایب از خطͬ غیر

مͬ�پردازیم. روش

صورت به را است) شده گرفته نظر در j٠ = ٠ سادگͬ برای ۶.٢ رابطه (در [٠,١] در f تابع بسط

بͽیرید نظر زیردر

f(x) =
∑
k∈z

αj٠,k ϕj٠,k(x) +
∑
j=٠

∑
k∈z

βj,k ψj,k(x) (٨.٢)

بنابراین کرد. برآورد متناهͬ نمونه ͷی در را �βjkها از نامتناهͬ تعداد نمͬ�توان که است بدیهͬ

نظر در بسوف فضای (معمولا خاص تابعͬ فضای ͷی به متعلق f تابع که مͬ�شود فرض معمولا



٢٧ ͷموج .۵.٢

مͬ�شوند بریده زیر بصورت سری جملات از تعدادی یا و بوده مͬ�شود) گرفته

f(x) =
∑
k∈z

αj٠,k ϕj٠,k(x) +
M∑
j=٠

∑
k∈z

βj,k ψj,k(x)

از عبارتست آن شده بریده و خطͬ برآوردگر صورت این در .M < ٢j − ١ آن در که

f̂M(x) =
∑
k∈z

α̂j٠,k ϕj٠,k(x) +
M∑
j=٠

∑
k∈z

β̂j,k ψj,k(x)

مͬ�شوند برآورد زیر صورت به ͬͺموج ضرایب آن در که

α̂jk =
١
n

n∑
i=١

ϕjk(Xi), β̂jk =
١
n

n∑
i=١

ψjk(Xi)

خطͬ برآوردگر عملͺرد هستند. شده بریده برآوردگرهای نوع از آماری برآوردگرهای از وسیعͬ دسته

آمده بدست برآورد شود انتخاب ͷکوچ آن مقدار اگر دارد. ͬͽبستM انتخاب به فوق شده بریده و

استفاده مشاهدات تمام از تقریبا Mآنͽاه = j−١ اگر بلعͺس و بود نخواهد هموار کافͬ اندازه به

تحت تابع برای مناسب مدل ͷی انتخاب مسئله مقدار، این انتخاب مسئله واقع در است. شده

برآوردگرهای از کدام هیچ که دادند نشان (١٩٩۶) همͺاران و جانستون و دونوهو است. بررسͬ

غیر برآوردگرهای از دیͽری دسته�ای مقابل در باشند. بهینه ناهمͽن توابع برآورد در نمͬ�تواند خطͬ

مͬ�شوند. تعریف زیر بصورت که کردند معرفͬ را آستانه�ای خطͬ

ضرایب از دسته�ای آن در که هستند برآوردگرهایͬ آستانه�ای غیر�خطͬ برآوردگرهای .۵.۵.٢ تعریف

قرار مدل ودر انتخاب هستند بزرگ�تر آستانه نام به مشخص و معلوم مقدار ͷی از که ͬͺموج

ͷکدامی و گرفته قرار مدل در ͬͺموج ضرایب از ͷکدامی که مشخصمͬ�کند آستانه ͷی مͬ�گیرند.

نامیده آستانه�ای٣٣ برآوردگر آمده، بدست برآوردگر و آستانه�ای روش روش، این شوند. حذف مدل از

مͬ�شود.

مͬ�شود تعریف زیر بصورت f تابع غیرخطͬ برآوردگر بنابراین

f̂(x) =
∑
j

α̂j ϕj(x) +

q−١∑
i=٠

∑
j

β̂ijI(|β̂ij| > λ)ψij(x) (٩.٢)

٣٣Threshold estimator



٢٨ ͷکلاسی ͬͺموج برآوردگرهای .٢

است. آستانه مقدار λ آن در که

واقع در شود. تلقͬ فرضیه آزمون مسئله ͷی عنوان به مͬ�تواند ͬͺموج برآوردگرهای کردن آستانه�ای

مͬ�کنیم آزمون را زیر فرضیه ͬͺموج ضراب از ͷی هر }برای
H٠ : βij = ٠
H١ : βij ̸= ٠

حذف مدل از اینصورت غیر در مͬ�گیرد. قرار مدل در بررسͬ مورد ضریب شود، رد H٠ فرضیه اگر

مͬ�شود.

دارد وجود کردن آستانه�ای برای مختلفͬ روش�های شود، انتخاب چͽونه آستانه� مقدار اینͺه برحسب

از عبارتند آنها معمول�ترین که

از عبارتست β̂jk روش این در نرم٣۴: آستانه�ای روش .١

β̂S
jk =

(
|β̂jk| − λ

)
+
× sign(β̂jk) (١٠.٢)

برآوردگر را نرم آستانه�ای روش با ͷموج برآوردگر است. معلوم آستانه λ > ٠ آن در که

مͬ�نامیم. نیز ͷموج انقباض٣۵ͬ

از عبارتست β̂jk سخت آستانه�ای روش در سخت٣۶: آستانه�ای روش .٢

β̂H
jk = β̂jkI{|β̂jk| > λ}. (١١.٢)

حالیͺه در مͬ�شود آمده بدست برآورد در بزرگ�تر واریانس ایجاد باعث سخت آستانه ͷی از استفاده

آستانه�های ویژگͬ�های درباره بیشتر اطلاعات برای مͬ�کند. بیشتر را اریبͬ نرم آستانه از استفاده

کنید. مراجعه (١٩٩۵) پاتل و هال به اریبͬ و واریانس میان توازن ایجاد و نرم و سخت

� کرد. اشاره بلوکͬ و عمومͬ محلͬ، آستانه�ای روش�های به مͬ�توان روش�ها دیͽر از

ترتیب بدین دارد، حاصل برآوردگر دقت در زیادی تاثیر شده انتخاب آستانه نوع .۶.۵.٢ ملاحظه

برعͺس، و کند حذف را بررسͬ تحت تابع از مهمͬ قسمت است ممͺن بزرگ آستانه ͷی که
٣۴Soft thresholding method
٣۵Shrinkage estimator
٣۶Hard thresholding method



٢٩ ͷموج .۵.٢

در مشͺلات این بروز از جلوگیری برای مͬ�شود. برآورد در اغتشاش ورود باعث آن ͷکوچ مقدار

مͬ�کنیم استفاده را زیر صورت به عمومͬ آستانه محاسبات

λun =
σ
√
٢ log n√
n

.(١٩٩۴ جانستون، و (دونوهو مͬ�شود جایͽزین σ̂ یعنͬ آن برآورد با مجهول σ آن در که



٣ فصل

نرمال توزیع در بیزی ͬͺموج برآوردگر

مقدمه ١.٣

تحت متغیره، چند نرمال توزیع در را یافته تعمیم بیز برآوردگر ،ͬͺموج برآوردگر پایه بر فصل این در

از استفاده با همچنین مͬ�پردازیم. آن بودن مینیماکس و مجاز بررسͬ به و مͬ�یابیم لینͺس زیان تابع

مینیماکس و مجاز یافته تعمیم بیز برآوردگر برای تجربͬ نسخه ͷی نرم، آستانه�ای روش و موج�ͷها

نتایج مͬ�پردازیم. لینͺس نامتقارن زیان تابع بررسͬ و معرفͬ به راستا این در همچنین و مͬ�کنیم پیدا

است. (٢٠٠٢) ١͹هوآن مرجع پایه بر عمدتا فصل این

نا�متقارن لینͺس زیان تابع ٢.٣

زیان تابع هستند، متفاوتͬ اهمیت دارای یͺسان اندازه�های با منفͬ اریبͬ و مثبت اریبͬ که شرایطͬ در

کم�برآورد و بیش�برآورد واقعͬ، زندگͬ موقعیت�های از بسیاری در همچنین است. نامناسب متقارن

ممͺن مثبت خطای عبارتͬ به دارند، مادی و اقتصادی متفاوت مفاهیم اغلب یͺسان، اندازه�های با

زیان تابع ͷی از استفاده شرایط این در بالعͺس. یا و باشد منفͬ خطای از مهم�تر یا جدی�تر است

نمͬ�باشد برازش کم و برازش بیش ͷیͺتف به قادر که خطا، دوم درجه زیان تابع مانند، متقارن

مطالعاتͬ (١٩٨٠) برگر و (١٩٧۵) واریان ،(١٩۶٨) گیسل٢ و زلنر زمینه این در است. نامناسب
١Huang
٢Geisel



٣١ نا�متقارن لینͺس زیان تابع .٢.٣

مͬ�باشد. نا�متقارن زیان مناسب، زیان تابع موارد این در . داده�اند انجام

واریان کردند. معرفͬ را خطͬ نامتقارن زیان تابع واریان، از به�غیر بالا در شده ذکر مولفین تمامͬ

مفیدی بسیار نامتقارن زیان تابع مستغلات، و املاک مالیات ارزیابͬ در کاربردی مطالعه ͷی در

حالͬ در مͬ�یابد، افزایش نمایͬ بصورت تقریبا صفر طرف ͷی در که کرد معرفͬ را لینͺس نام به

ببینید. را (١٩٧۵) واریان بیشتر اطلاعات برای مͬ�کند. رفتار خطͬ بصورت آن دیͽر سمت در که

کم�برآورد سد ساز و ساخت در که کرد اشاره مورد این به مͬ�توان عینͬ مثال عنوان به همچنین

کم اثر در است ممͺن چون است آن برآورد بیش از جدی�تر و مهمتر بسیار آب، سطح حداکثر

شود خارج آن از و آمده بالاتر آن دیواره از سد پشت آب آسا سیل طوفان ͷی در آب، سطح برآورد

آب سطح حداکثر برآورد پیش که است حالͬ در این باشد داشته دنبال به جانͬ و مالͬ خسارات و

.(١٩٨۶ (زلنر، باشد داشته پͬ در را ساز و ساخت� هزینه�های از ناشͬ خسارت ممͺن فقط

ریاضͬ فرمول ١.٢.٣

نشان�دهنده ،∆ = θ̂ − θ صورت این در باشد. θ ∈ Θ ⊂ R برای طبیعͬ براوردگری θ̂ کنید فرض

کرد معرفͬ زیر صورت به محدبͬ زیان تابع ،(١٩٧۵) واریان مͬ�باشد. برآورد خطای

L(∆) = bea∆ − c∆− b, a, c ̸= ٠, b > ٠. (١.٣)

کافیست ،∆ = ٠ در مینیمم وجود برای است. L(٠) = ٠ که مͬ�شود مشاهده (١.٣) رابطه در

کنیم بازنویسͬ زیر بصورت را (١.٣) رابطه مͬ�توانیم تبدیل این با که بͽیریم نظر در ab = c

L(∆) = b[ea∆ − a∆− ١], a ̸= ٠, b > ٠. (٢.٣)

ازای به را L(∆) نمودار ١.٣ شͺل در است. شͺل۴ پارامتر a و مقیاس٣ پارامتر b بالا رابطه در

مͬ�کنید. مشاهده b = ١ فرض با a از متفاوتͬ مقادیر

بیش�برآورد ارزش و نا�متقارن کاملا تابع، a = ١ برای مͬ�کنید ملاحظه ١.٣ شͺل در که همانطور

کم�برآورد ارزش عبارتͬ به است برقرار آن عͺس a = −١ برای و است. بیشتر کم�برآورد به نسبت
٣Scale parameter
۴Shape parameter



٣٢ نرمال توزیع در بیزی ͬͺموج برآوردگر .٣
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لینͺس زیان تابع :١.٣ شͺل

زیان تابع ∆ > ٠ که صورتͬ در باشد a > ٠ که زمانͬ کلͬ بطور است. بیش�برآورد از بیشتر

مͬ�یابد. افزایش خطͬ بصورت زیان تابع ∆ < ٠ صورتیͺه در و مͬ�یابد افزایش نمایͬ به�صورت

زمانͬ مͬ�کند. جابجا سمتچپ، به را برآوردها نتیجه در و کرده کم را بیش�برازش مثبت، a بنابراین

به�صورت زیان تابع ∆ < ٠ که صورتͬ در یعنͬ مͬ�افتد اتفاق فوق حالت معͺوس ،a < ٠ که

اثر منفͬ a بنابراین مͬ�یابد. افزایش خطͬ به�صورت زیان ∆ > ٠ که حالͬ در و یافته افزایش نمایͬ

مͬ�کند. جابجا راست سمت به را برآوردها نتیجه در و کرده کم را کم�برازش

است متقارن تقریبا زیان تابع مͬ�کنید مشاهده ٢.٣ شͺل در که همانطور ،|a| ͷکوچ مقادیر برای

صورت به نمایͬ بسط از استفاده با واقع در ندارد. خطا دوم درجه زیان تابع با چندانͬ اختلاف و

ea∆ ≃ ١+ a∆+
a٢∆٢

٢ ,

داریم

L(∆) =
a٢∆٢

٢ .



٣٣ نا�متقارن لینͺس زیان تابع .٢.٣
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a ͷکوچ مقادیر برخͬ ازای به لینͺس زیان تابع نمودار :٢.٣ شͺل

پیش�بینͬ�ها و بهینه برآوردهای ،|a| ͷکوچ مقادیر برای بنابراین است. دوم درجه زیان تابع ͷی که

اگر ندارند. خطا دوم درجه زیان تابع از آمده بدست پیش�بینͬ�های و برآوردها با چندانͬ تفاوت

از متفاوت کاملا پیش�بینͬ�ها و بهینه برآورد شود، فرض محسوسͬ مقادیر |a| برای که زمانͬ چه

واریان به بیشتر اطلاعات جهت هستند. متقارن دوم درجه زیان تابع از آمده بدست برآوردهای

کنید. مراجعه (١٩٨۶) زلنر و (١٩٧۵)

است. زیر بصورت متغیره چند حالت در لینͺس زیان تابع از تعمیمͬ

تابع اینصورت در باشد، (i = ١,٢, . . . , k), θ̂i توسط θi برآورد خطای ∆i = θ̂i − θi کنید فرض

( ٢٠٠٨ همͺاران، و (آرش۵ͬ است زیر به�صورت متغیره چند لینͺس زیان

L(∆) =
k∑

i=١
bi(exp(ai∆i)− ai∆i − ١),

ai ̸= ٠, bi > ٠, i = ١,٢, . . . , k, (٣.٣)

.∆T = (∆١, . . . ,∆k) آن در که
۵Arashi



٣۴ نرمال توزیع در بیزی ͬͺموج برآوردگر .٣

مینیمم برابر ∆ = ٠ و L′(٠) = ٠,L(٠) = ٠ که طوری به� مͬ�باشد محدب زیان تابع ͷی این

است.

لینͺس زیان حالتبیزیتحتتابع موجͷدر انقباضͬ برآورد ٣.٣
نامتقارن

بͽیرید نظر در زیر بصورت را گسسته ͬͺموج تبدیل از آمده بدست گسسته سیͽنال مدل ͷی

w = θ + ϵ,

با نرمال تصادفͬ خطا ϵ = (ϵ١, . . . , ϵn)
T ،ͷموج تجربͬ ضرایب w = (w١, . . . , wn)

T آن در که

هستند. ͷموج واقعͬ ضرایب θ = (θ١, . . . , θn)
T و σ٢ واریانس و صفر میانͽین

آستانه�ای روش به توجه با باشد. θ برای برآوردگری δ(w) = (δ١(w), . . . , δn(w)) که کنید فرض

جانستون و دونوهو توسط که نرم آستانه ͬͺموج انقباضͬ برآورد کردیم بیان دوم فصل در که نرم

از است عبارت شده معرفͬ (١٩٩۴)

δsofti (w, λ) = sign(wi) (|wi| − λ) I(|wi| ≥ λ), i = ١, . . . , n, (۴.٣)

است. آستانه پارامتر λ > ٠ آن در که

همچنین ،σ ∈ R+ , w|θ ∼ Nn(θ, σ
٢In) کنید فرض (٢٠٠٢ ،͹هوآن (سویان .١.٣.٣ قضیه (∗)

این در .θ ∈ Θ ⊆ R آن در که است، π(θ) = ١ یͺنواخت پیشین توزیع دارای θ کنید فرض

متغیره چند لینͺس زیان تابع تحت صورت

L(θ, δ(w)) =
١
n

n∑
i=١

eai{δi(w)−θi} − ai{δi(w)− θi} − ١, ai ̸= ٠ (۵.٣)

با است برابر θ برای یافته تعمیم بیز برآوردگر

δGB
i = wi −

aiσ
٢

٢ . (۶.٣)



٣۵ نامتقارن لینͺس زیان تابع تحت بیزی حالت در ͷموج انقباضͬ برآورد .٣.٣

از عبارتست پسین توزیع برهان.

θ|w ∝ w|θ × π(θ)

∝ w|θ. (٧.٣)

نتیجه در

θ|w ∼ Nn(w, σ
٢In).

با است برابر پسین مخاطره بنابراین

ρ(π(θ|w), δ(w)) =

∫
Θ

L(θ, δ(w) dπ(θ|w)

=

∫
Θ

١
n

n∑
i=١

[(
eai{δi(w)−θi} − ai{δi(w)− θi} − ١

)]
f(θi|wi)dθi

= I١ − I٢ − I٣

آن در که

I١ =
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

exp {ai(δi(w)− θi)} f(θi|wi)dθi

=
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

exp {ai(δi(w)− θi)} ×
١√
٢πσ

exp

{
−(θi − wi)

٢

٢σ٢
}
dθi

=
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

١
(٢π)١/٢σ exp

{
aiδi − aiθi − aiwi + aiwi +

a٢i σ
٢

٢ − a٢i σ
٢

٢

−(θ٢i + w٢
i − ٢θiwi)

٢σ٢
}
dθi

=
١
n

n∑
i=١

exp

{
aiδi − aiwi +

a٢i σ
٢

٢

}
×
∫
Θ

١
(٢π)١/٢σ exp

{
−(θi − (wi − σ٢ai)

٢

٢σ٢
}

dθi

=
١
n

n∑
i=١

exp

{
ai(δi − wi) +

a٢i σ
٢

٢

}
, (٨.٣)

I٢ =
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

ai{δi − wi}f(θi|w)dθi



٣۶ نرمال توزیع در بیزی ͬͺموج برآوردگر .٣

=
١
n

n∑
i=١

[∫
Θ

aiδif(θi|wi)dθi −
∫
Θ

aiθif(θi|wi)dθi

]
=

١
n

n∑
i=١

[aiδi − aiE(θi)]

=
١
n

n∑
i=١

[aiδi − aiwi]

=
١
n

n∑
i=١

ai(δi − wi), (٩.٣)

I٣ =
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

f(θi|wi)dθ

= ١. (١٠.٣)

گرفت نتیجه مͬ�توان (١٠.٣) و (٩.٣) ،(٨.٣) رابطه�های از

ρ(π(θ|w), δ(w)) = ١
n

n∑
i=١

[
exp

{
ai(δi − wi) +

a٢i σ
٢

٢

}
− ai(δi − wi)− ١

]
. (١١.٣)

بنابراین کند، مͬ�نیمم را ١١.٣ رابطه که است برآوردگری بیز، برآوردگر ،٨.٣.١ تعریف به توجه با

داریم نتیجه در مͬ�دهیم، قرار صفر برابر را آن مشتق و گرفته مشتق δi به نسبت ١١.٣ رابطه از

aie
ai(δi−wi)+

a٢
i
σ٢

٢ − ai = ٠,

لذا

ai(δi − wi) +
a٢i σ

٢

٢ = ٠,

با است برابر بیز برآوردگر نهایت در

δGB
i = wi −

aiσ
٢

٢ .

تابع تحت صورت این در باشد، دلخواه سره پیشین توزیع π ∈ Π کنید فرض .٢.٣.٣ قضیه (∗)

با است برابر ،١.٣.٣ قضیه در δGB بیز برآوردگر مخاطره ،۵.٣ لینͺس زیان

r(π, δGB) =
σ٢

٢n

n∑
i=١

a٢i . (١٢.٣)



٣٧ نامتقارن لینͺس زیان تابع تحت بیزی حالت در ͷموج انقباضͬ برآورد .٣.٣

با است برابر بیز مخاطره ١.٣.١ تعریف به توجه با برهان.

r(π, δGB) =

∫
Θ

R(θ, δGB) dπ(θ)

=
١
n

n∑
i=١

[∫
Θ

π(θ)

∫
W

exp

{
ai

((
wi −

aiσ
٢

٢

)
− θi

)}
−ai

((
wi −

aiσ
٢

٢

)
− θi

)
− ١
]
f(wi|θi) dwidθi

= I١ − I٢ − I٣

داریم ادامه در

I١ =
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

π(θ)

∫
W

exp

{
ai

((
wi −

aiσ
٢

٢

)
− θi

)}
f(wi|θi) dwi dθi

=
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

π(θ)Mwi
(ai)× exp

{
−a

٢
i σ

٢

٢

}
× exp{−aiθi} dθi,

مͬ�باشد. wi گشتاور مولد تابع Mwi
(ai) آن در که

که جایͬ آن از

Mwi
(ai) = E(eaiwi)

= exp

{
aiθi +

a٢i σ
٢

٢

}
.

مͬ�گیریم نتیجه

I١ =
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

π(θ) exp

{
aiθi +

a٢i σ
٢

٢

}
× exp

{
−a

٢
i σ

٢

٢

}
× exp {−aiθi} dθi

= ١, (١٣.٣)

I٢ = −١
n

n∑
i=١

∫
Θ

π(θ)

∫
W

ai

((
wi −

aiσ
٢

٢

)
− θi

)
f(wi|θi) dwi dθi

=

∫
Θ

π(θ)

{
aiE(wi)−

a٢i σ
٢

٢ − aiθi

}
dθi



٣٨ نرمال توزیع در بیزی ͬͺموج برآوردگر .٣

=

∫
Θ

π(θ)

{
aiθi −

a٢i σ
٢

٢ − aiθi

}
dθi

= −a
٢
i σ

٢

٢ , (١۴.٣)

I٣ =

∫
Θ

π(θ)

∫
W

f(wi|θi) dwi dθi

= ١. (١۵.٣)

گرفت نتیجه مͬ�توان (١۵.٣) و (١۴.٣) ،(١٣.٣) رابطه�های از

r(π, δGB) =
σ٢

٢n

n∑
i=١

a٢i .

مͬ�باشد. مجاز δGB
i یافته تعمیم بیز برآوردگر ،١.٣.٣ قضیه مفروضات تحت .٣.٣.٣ قضیه (∗)

آنͽاه باشد Nn(θ, σ
٢I) توزیع تابع ϕ(w, θ, σ٢I) کنید فرض برهان.

R(θ, δ) =
١
n

n∑
i=١

∫
Rn

(
eai{δi(w)−θi} − ai{δi(w)− θi} − ١

)
dϕ(w, θ, σ٢I).

است. پیوسته θ در δ هر برای

آنͽاه باشد، برآوردگرها کلیه کلاس D و بوده مجاز غیر δGB مͬ�کنیم فرض

∃ δ ∈ D s.t ∀ θ ∈ Θ R(θ, δ) ≤ R(θ, δGB),

چون باشد. برقرار اکید نامساوی که طوری به باشد داشته وجود θ٠ ∈ Θ مقدار ͷی حداقل و

که طوری به دارند، وجود مثبتͬ c٢ و c١ ثابت�های هستند، پیوسته θ در R(θ, δGB) و R(θ, δ)

R(θ, δ) < R(θ, δGB)− c١ for θ ∈ {θ : |θ − θ٠| < c٢}.

لذا بͽیرید، نظر در را limk→∞ τ٢k = ∞, πk(θ) ∼ Nn(٠, τ٢k In) پیشین توزیع�های از دنباله�ای

مͬ�شود محاسبه زیر به�صورت πk پیشین تحت پسین توزیع

π(θ|w) ∝ f(w|θ)πk(θ)



٣٩ نامتقارن لینͺس زیان تابع تحت بیزی حالت در ͷموج انقباضͬ برآورد .٣.٣

=
١√
٢πσ

exp

{
−(wi − θi)

٢

٢σ٢
}
× ١√

٢πτk
exp

{
− θ٢i
٢τ٢k

}
∝ exp

{
−(w٢

i + θ٢i − ٢wiθi)

٢σ٢ − θ٢i
٢τ٢k

}
∝ exp

[
−١
٢θ

٢
i

(
١
σ٢

+
١
τ٢k

)
+ θi

(wi

σ٢

)]
= exp

[
−١
٢

(
١
σ٢

+
١
τ٢k

)(
θ٢i − ٢θi

wiτ
٢
k

σ٢ + τ٢k

)]
∝ exp

[
−١
٢

(
١
σ٢

+
١
τ٢k

)(
θi −

wiτ
٢
k

σ٢ + τ٢k

)٢]
.

گرفت نتیجه مͬ�توان

θi|wi ∼ N
(

τ٢kwi

σ٢ + τ٢k
,

σ٢τ٢k
σ٢ + τ٢k

)
مͬ�آید بدست زیر صورت به ۵.٣ زیان تابع و πk پیشین توزیع تحت پسین، مخاطره

ρ(π(θ|w), δ(w)) =

∫
Θ

L(θ, δ(w) dπ(θ|w)

=

∫
Θ

١
n

n∑
i=١

[(
eai{δi(w)−θi} − ai{δi(w)− θi} − ١

)]
f(θi|wi)dθi

= I١ − I٢ − I٣

طرفͬ از

I١ =
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

exp {ai (δi(w)− θi)} f(θi|w)dθi

=
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

exp {ai (δi(w)− θi)}
١

√
٢π
(

στk√
σ٢+τ٢k

)

× exp

−(θi −
τ٢kwi

σ٢+τ٢k
)٢

٢
( σ٢τ٢k
σ٢+τ٢k

)
 dθi

=
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

eai{δi(w)−θi} ١
√
٢π
(

στk√
σ٢+τ٢k

)



۴٠ نرمال توزیع در بیزی ͬͺموج برآوردگر .٣

× exp

−١
٢


θ٢i +

τ۴kw
٢
i

(σ٢+τ٢k)
٢ −

٢θiτ٢kwi

σ٢+τ٢k(
σ٢τ٢k
σ٢+τ٢k

)

 dθi

=
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

١
√
٢π
(

στk√
σ٢+τ٢k

) exp

[
aiδi − aiθi + aiwi

τ٢k
σ٢ + τ٢k

−aiwi
τ٢k

σ٢ + τ٢k
+ a٢i

σ٢τ٢k
٢(σ٢ + τ٢k )

− a٢i
σ٢τ٢k

٢(σ٢ + τ٢k )

]

× exp

−١
٢


θ٢i +

τ۴kw
٢
i

(σ٢+τ٢k)
٢ − ٢θiτ٢wi

σ٢+τ٢k(
σ٢τ٢k
σ٢+τ٢k

)

 dθi

=
١
n

n∑
i=١

exp

[
aiδi − aiwi

τ٢k
σ٢ + τ٢k

+ a٢i
σ٢τ٢k

٢(σ٢ + τ٢k )

] ∫
Θ

١
√
٢π
(

στk√
σ٢+τ٢k

)

× exp

−١
٢


θi −

(
wi

τ٢k
σ٢+τ٢k

− ai
σ٢τ٢k
σ٢+τ٢k

)
(

σ٢τ٢k
σ٢+τ٢k

)


٢
 dθi

=
١
n

n∑
i=١

exp

[
ai

(
δi − wi

τ٢k
σ٢ + τ٢k

)
+ a٢i

σ٢τ٢k
٢(σ٢ + τ٢k )

]
, (١۶.٣)

I٢ =
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

ai{δi − θi}f(θi|w)dθi

=
١
n

n∑
i=١

[aiδi − aiE(θi)]

=
١
n

n∑
i=١

[
aiδi − ai

(
τ٢kwi

σ٢ + τ٢k

)]

=
١
n

n∑
i=١

[
ai

(
δi −

τ٢kwi

σ٢ + τ٢k

)]
, (١٧.٣)

I٣ =
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

∫ ∞

٠
f(θi|wi)dθi = ١. (١٨.٣)

گرفت نتیجه مͬ�توان (١٨.٣) و (١٧.٣) ،(١۶.٣) رابطه�های از لذا

ρ(π(θ|w), δ(w)) =
١
n

n∑
i=١

[
exp

{
ai

(
δi − wi

τ٢k
σ٢ + τ٢k

)
+ a٢i

σ٢τ٢k
٢(σ٢ + τ٢k )

}
−ai

(
δi −

τ٢kwi

σ٢ + τ٢k

)
− ١
]



۴١ نامتقارن لینͺس زیان تابع تحت بیزی حالت در ͷموج انقباضͬ برآورد .٣.٣

=
١
n

n∑
i=١

[
exp

{
ai

(
δi −

τ٢k
σ٢ + τ٢k

(
wi −

aiσ
٢

٢

))}

−ai
(
δi −

τ٢kwi

σ٢ + τ٢k

)
− ١
]
. (١٩.٣)

مͬ�نیمم را ١٩.٣ رابطه که است برآوردگری یافته، تعمیم بیز برآوردگر ،٨.٣.١ تعریف به توجه با

این در مͬ�دهیم قرار صفر برابر را آن مشتق و گرفته مشتق δi به نسبت ١٩.٣ رابطه از بنابراین کند،

صورت

ai exp

{
ai

[
δi −

τ٢k
σ٢ + τ٢k

(
wi −

aiσ
٢

٢

)]}
− ai = ٠,

نتیجه در که

ai

[
δi −

τ٢k
σ٢ + τ٢k

(
wi −

aiσ
٢

٢

)]
= ٠,

است برابر πk پیشین توزیع با بیز برآوردگر لذا

δπk
i (w) =

τ٢k
σ٢ + τ٢k

(
wi −

aiσ
٢

٢

)
, i = ١, . . . , n (٢٠.٣)

مͬ�کنیم محاسبه ١.٣.١ تعریف به توجه با را δπk
i (w) برآوردگر بیز مخاطره ادامه در حال

r(πk, δ
πk) =

∫
Θ

R(θ, δπk) dπk(θ)

=

∫
Θ

πk(θ)

∫
W

١
n

n∑
i=١

[
exp

{
ai

(
τ٢k

σ٢ + τ٢k
(wi −

aiσ
٢

٢ )− θi

)}
−ai

(
τ٢k

σ٢ + τ٢k
(wi −

aiσ
٢

٢ )− θi

)
− ١
]
f(w|θ) dw dθi

= I١ − I٢ − I٣

داریم ادامه در

I١ =
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

πk(θ)

∫
W

exp

{
ai

(
τ٢k

σ٢ + τ٢k
(wi −

aiσ
٢

٢ )− θi

)}
f(wi|θi) dwi dθi

=
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

πk(θ)E

(
exp

{(
ai

τ٢k
σ٢ + τ٢k

)
wi

})
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× exp

{
−a٢i

σ٢

٢ × τ٢k
σ٢ + τ٢k

}
× exp{−aiθi} dθi

=
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

πk(θ) Mwi

(
ai

τ٢k
σ٢ + τ٢k

)
× exp

{
−a٢i

σ٢

٢ × τ٢k
σ٢ + τ٢k

}
× exp{−aiθi} dθi,

که جایͬ آن از است.
(
ai

τ٢k
σ٢+τ٢k

)
نقطه در wi گشتاور مولد تابع Mwi

(
ai

τ٢k
σ٢+τ٢k

)
آن در که

Mwi
(ai) = E

ewi

(
ai

τ٢
k

σ٢+τ٢
k

)
= exp

{(
ai

τ٢k
σ٢ + τ٢k

)
θi +

١
٢a

٢
i σ

٢
(

τ٢k
σ٢ + τ٢k

)٢}
.

مͬ�گیریم نتیجه

I١ =
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

π(θ) exp

{(
aiτ

٢
k

σ٢ + τ٢

)
θi +

١
٢σ

٢a٢i

(
τ٢k

σ٢ + τ٢k

)٢}

× exp

{
−a٢i

σ٢

٢

(
τ٢k

σ٢ + τ٢k

)}
× exp{−aiθi}dθi

=
١
n

n∑
i=١

exp

{
a٢i σ

٢

٢
τ٢k

σ٢ + τ٢

(
τ٢k

σ٢ + τ٢k
− ١
)}

×E
(
exp

{
ai

(
τ٢k

σ٢ + τ٢k
− ١
)
θi

})
=

١
n

n∑
i=١

exp

{
a٢i σ

٢

٢
τ٢k

σ٢ + τ٢

(
τ٢k

σ٢ + τ٢k
− ١
)}

× exp

{
τ٢k
٢

(
τ٢k

σ٢ + τ٢k
− ١
)٢

a٢i

}

=
١
n

n∑
i=١

exp

{
σ٢a٢i
٢

(
τ٢k

σ٢ + τ٢k

)٢

− σ٢a٢i
٢

(
τ٢k

σ٢ + τ٢k

)
+
a٢i τ

٢
k

٢

(
τ٢k

σ٢ + τ٢k

)٢

+
a٢i τ

٢
k

٢ − a٢i

(
τ۴k

τ٢k + σ٢

)}

=
١
n

n∑
i=١

exp

{
a٢i
٢

(
τ٢k

σ٢ + τ٢k

)٢

(σ٢ + τ٢k )−
σ٢a٢i
٢

(
τ٢k

σ٢ + τ٢k

)
+
a٢i τ

٢
k

٢ − a٢i

(
τ۴k

τ٢k + σ٢

)}

=
١
n

n∑
i=١

exp

{
a٢i
٢

(
τ۴k

τ٢k + σ٢

)
− σ٢a٢i

٢

(
τ٢k

σ٢ + τ٢k

)
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+
a٢i τ

٢
k

٢ − a٢i

(
τ۴k

τ٢k + σ٢

)}

=
١
n

n∑
i=١

exp

{(
− τ۴k
τ٢k + σ٢

)
a٢i
٢ − σ٢a٢i

٢

(
τ٢k

σ٢ + τ٢k

)
+
a٢i τ

٢
k

٢

}
=

١
n

n∑
i=١

exp

{
−a

٢
i τ

٢
k

٢

(
τ٢k

τ٢K + σ٢
+

σ٢

τ٢K + σ٢

)
+
a٢i τ

٢
k

٢

}
= ١, (٢١.٣)

I٢ =
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

πk(θ)

∫
W

ai

(
τ٢k

σ٢ + τ٢k

(
wi −

aiσ
٢

٢

)
− θi

)
f(wi|θi) dwi dθi

=
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

πk(θ)×

{
ai

(
τ٢k

τ٢k + σ٢

)
E(wi)−

a٢i σ
٢

٢

(
τ٢k

τ٢k + σ٢

)
− aiθi

}
dθi

=
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

πk(θ)×
{
ai

(
τ٢k

τ٢k + σ٢

)
θi −

a٢i σ
٢

٢

(
τ٢k

τ٢k + σ٢

)
− aiθi

}
dθi

=
١
n

n∑
i=١

[
aiE

{
θi

(
τ٢k

τ٢k + σ٢
− ١
)}

− a٢i σ
٢

٢

(
τ٢k

τ٢k + σ٢

)]

= −١
n

n∑
i=١

a٢i σ
٢

٢

(
τ٢k

τ٢k + σ٢

)
, (٢٢.٣)

I٣ =
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

π(θ)

∫
W

f(wi|θi) dwi dθi

= ١. (٢٣.٣)

مͬ�شود نتیجه (٢۵.٣) و (٢۴.٣) ،(٢١.٣) رابطه�های از

r(πk, δ
πk) =

σ٢τ٢k
٢n(σ٢ + τ٢k )

n∑
i=١

a٢i .

با است برابر ٢.٣.٣ قضیه طبق ،πk پیشین توزیع تحت ،δGB بیزبرآوردگر مخاطره

r(πk, δ
GB) =

σ٢

٢n

n∑
i=١

a٢i .

کنید فرض

c٣ = lim inf
k→∞

∫
|θ−θ٠|<c٢

πk(θ). dθ
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داریم ،limk→∞ τ٢k = ∞ باینͺه توجه با

c٣ = lim inf
k→∞

∫
|θ−θ٠|<c٢

πk(θ) dθ > ٠.

گرفت نتیجه مͬ�توان بزرگ کافͬ اندازه به k برای بنابراین

r(πk, δ
GB)− r(πk, δ

πk) ≥ r(πk, δ
GB)− r(πk, δ)

=

∫
Rn

(
R(θ, δGB)−R(θ, δ)

)
πk(θ) dθ

≥
∫
|θ−θ٠|<c٢

(
R(θ, δGB)−R(θ, δ)

)
πk(θ) dθ

> c١c٣ > ٠. (٢۴.٣)

مͬ�دانیم طرفͬ از

lim
k→∞

{
r(πk, δ

GB)− r(πk, δ
πk)
}
= ٠. (٢۵.٣)

غیر فرض اینرو از است، تناقض در (٢۵.٣) رابطه با (٢۴.٣) رابطه مͬ�شود ملاحظه که همانطور

مͬ�شود. رد δGB برآوردگر بودن مجاز

مینیماکسمͬ�باشد. δGB یافته تعمیم بیز برآوردگر ،١.٣.٣ تحتمفروضاتقضیه .۴.٣.٣ قضیه (∗)

صورت به ثابت مخاطره دارای و بوده مجاز δGB برآوردگر ،٣.٣.٣ قضیه به توجه با برهان.

r(π, δGB) =
σ٢

٢n

n∑
i=١

a٢i .

است. مینیماکس برآوردگر δGB ، ١٠.٣.١ لم و ٩.٣.١ قضیه به توجه با اینرو از مͬ�باشد

یافته تعمیم بیز برآوردگر تجربͬ نسخه ١.٣.٣

باشند θi علامت به وابسته ai مقادیر ۵.٣ متغیره چند لینͺس زیان تابع در فرضکنید قسمت این در

باشیم داشته عبارتͬ به

ai =


c , θi ≥ ٠ , i = ١, · · · , n,

−c , θi < ٠ , i = ١, · · · , n,
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در مینیماکس و مجاز یافته تعمیم بیز برآوردگر این�صورت در است. ثابت عدد c > ٠ آن در که

مͬ�آید بدست زیر بصورت ١.٣.٣ قضیه

δi
GB = wi − sign(θi)λ, λ =

cσ٢

٢ .

و برد بͺار θi علامت برآورد برای را wi علامت مͬ�توان است، مجهول θi پارامتر علامت غالبا

با است برابر δGB برآوردگر از تجربͬ نسخه این�صورت در کرد. ایجاد صفر در برشͬ

δi
soft(w) =


(wi − λ) ∨ ٠ , wi ≥ ٠,

(wi + λ) ∧ ٠ , wi < ٠,

= sign(wi)(|wi| − λ)+.

(٢۶.٣)

انقباضͬ برآوردگر همان ،(٢۶.٣) رابطه در آمده بدست برآوردگر مͬ�کنید ملاحظه که همانطور

مͬ�باشد. (۴.٣) رابطه نرم ͬͺموج

نامتقارن، لینͺس زیان تابع از خاصͬ حالت برای گفت مͬ�توان بخش این از مهم نتیجه عنوان به

و مجاز یافته تعمیم بیز برآوردگر از تجربͬ نسخه عنوان به مͬ�توان را نرم ͬͺموج انقباضͬ برآورد

برد. بͺار مینیماکس



۴ فصل

آمیخته نرمال توزیع در بیزی ͬͺموج برآوردگر
مقیاسͬ

مقدمه ١.۴

کنیم، فرض نرمال را آماری جامعه ͷی بررسͬ مورد خصوصیات به مربوط توزیع که است معمول

تعمیم را نرمال توزیع که شدیم آن بر اینرو از نباشد. صحیح فرضͬ چنین همیشه است ممͺن اما

نرمال توزیع آن در که باشد نرمال توزیع مشابه خصوصیاتͬ دارای که بͽیریم نظر در را توزیعͬ و داده

از رده�ای معرفͬ به بخش این در راستا این در دارد. وجود چͽالͬ تابع در اصلͬ مولفه ͷی عنوان به

اخیر سالهای در که را مقیاس٢ͬ آمیخته نرمال توزیع ادامه در و مͬ�پردازیم مقیاس١ͬ آمیخته توزیع�های

خانواده مͬ�کنیم. معرفͬ خانواده این از خاص، حالت ͷی عنوان به گرفته، قرار بسیار توجه مورد

به توجه با ادامه در شد. معرفͬ مالو٣(١٩٧۴) و آندرو توسط بار اولین مقیاسͬ آمیخته توزیع��های

هستیم. توزیع�ها از رده این برای نتایج این تعمیم پͬ در سوم، فصل جالب نتایج

مقیاسͬ آمیخته توزیع ٢.۴

بردار ͷی یا عدد ͷی مͬ�تواند α) G(t, α) توزیع تابع با نمایͬ ͷت مثبت متغیر ͷی T کنید فرض

و θ مͺان پارامتر با مقیاسͬ، یا مͺانͬ�-�مقیاسͬ خانواده از چͽالͬ تابع ͷی f(x|θ, β) و باشد)
١Scale mixture distribution
٢Scale mixture of normal distribution
٣Andrews and Mallows
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است ذکر به لازم همچنین باشند. بردار ͷی یا عدد ͷی مͬ�توانند θ, β که باشد β مقیاس پارامتر

مقیاسͬ آمیخته مدل ͷی بنابراین باشد. آمیخته یا و گسسته پیوسته، مͬ�تواند T تصادفͬ متغیر که

مͬ�شود. تعریف زیر بصورت

اگر است مقیاسͬ آمیخته توزیع دارای X متغیرتصادفͬ (١٩٧۴ مالو، و (آندرو .١.٢.۴ تعریف

نوشت زیر صورت به را آن چͽالͬ تابع بتوان

باشد پیوسته تصادفͬ متغیر ͷی T اگر ∫الف)
t

f(x|θ, t−١β) dG(t, α), (١.۴)

باشد گسسته تصادفͬ متغیر ͷی T اگر ∑ب)
{t:
∑

G(t,α)=١}

f(x|θ, t−١β), (٢.۴)

است. α پارامتر با T مثبت تصادفͬ متغیر توزیع تابع G(t, α) آن در که

به را مقیاسͬ آمیخته نرمال مدل مقیاسͬ، آمیخته خانواده از معروف عضوی عنوان به ادامه در

نمود. خواهیم معرفͬ خانواده این از مهمͬ خصوصیات همراه

مقیاسͬ آمیخته نرمال مدل ٣.۴

شامل خانواده این است. گرفته قرار توجه مورد بسیار اخیر سالهای در مقیاسͬ آمیخته نرمال خانواده

و ͹لان است. آلایش٧ͬ نرمال و نمایͬ-توان۶ͬ اسلش۵، t-استیودنت۴، جمله از مهمͬ توزیع�های

ضخیم٩ دم توزیع�های از گروهͬ شامل که را�، مقیاسͬ آمیخته نرمال توزیع�های سینشمر٨(١٩٩٣)

دادند. گسترش مͬ�شوند، استفاده متقارن داده�های مورد در دقیق مدل�بندی�های برای اغلب و است

گونه�ای به است. خانواده این اصلͬ خصوصیات از ضخیم دم�های داشتن و بودن متقارن بنابراین،

است. پهن�تری دنباله�های دارای متقارن توزیع ͷی عنوان به نرمال، توزیع به نسبت خانواده این که
۴Student -t distibution
۵Slash distribution
۶Power-exponential distribution
٧Contaminated normal distribution
٨Lange and Sinsheimer
٩Thick tailed
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این هیستوگرام دنباله�های در ͬͽانباشت که باشیم داشته سروکار داده�هایͬ با است ممͺن عمل در

در هستند) دسته این از خانوار درآمد به مربوط (داده�های باشد، بیشتر نقاط سایر به نسبت داده�ها

مناسب�تری مدل مͬ�توانند نرمال، توزیع به نسبت مقیاسͬ آمیخته نرمال خانواده توزیع�های اینصورت

باشند. داده�ها از نوع این به برازش برای

جایͽزین �n-متغیره نرمال چͽالͬ تابع با ١.٢.۴ تعریف در شده معرفͬ f تابع اگر تعریف۴.١.٣.

مͬ�آید. بدست زیر بصورت مقیاسͬ آمیخته نرمال مدل آنͽاه شود،

داریم اینصورت در باشد پیوسته T تصادفͬ متغیر اگر ∫الف)
t

Φn(x|µ, t−١Σ) dG(t, α), (٣.۴)

داریم باشد گسسته T تصادفͬ متغیر اگر ∑ب)
{t:
∑

G(t,α)=١}

Φn(x|µ, t−١Σ). (۴.۴)

مͺان پارامتر�های با مقیاسͬ آمیخته نرمال توزیع دارای X تصادفͬ متغیر مͬ�گوییم صورت این در

مͬ�دهیم نمایش زیر نماد با و است G و Σ مقیاس ،µ

X ∼ SMN n(µ,Σ, G). (۵.۴)

داریم صورت این در ،X ∼ SMNp(µ,Σ, G) کنید فرض (١٣٩١ (موسوی، .٢.٣.۴ نتیجه

X|T = t ∼ Nn(µ, t
−١Σ). (۶.۴)

مقیاسͬ آمیخته نرمال توزیع از مثالهایͬ ۴.۴

آماری تحلیل�های در که مقیاسͬ، آمیخته توزیع�های خانواده از مهم توزیع سه اجمالͬ معرفͬ به حال

مͬ�پردازیم. مͬ�کنند، ایفا مهمͬ نقش

�استیودنتt توزیع ١.۴.۴

است. t-استیودنت توزیع مقیاسͬ، آمیخته نرمال توزیع�های خانواده به متعلق توزیع�های از ͬͺی

اطلاعات برای است. شده پیشنهاد نرمال توزیع جای به موارد از بسیاری در توزیع این از استفاده
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توزیع قوی، بندی�های مدل برای (١٩٨٩) همͺاران و ͹لان همچنین ببینید. را لیتل١٠(١٩٨٨) بیشتر

برخͬ مشاهده و بیشتر گاهͬ آ برای برده�اند. کار به مناسب پیشنهاد ͷی عنوان به را t-استیودنت

ببینید. را (١٣٩١) ایرانمنش توزیع این تعمیم�های

ساخت روش

آنͽاه باشد. Γ( v٢ , v٢) گاما، توزیع دارای ١.٣.۴ تعریف در شده معرفͬ T تصادفͬ متغیر کنید فرض

مͬ�باشد. زیر صورت به n-متغیره t-استیودنت توزیع چͽالͬ تابع

fX(x) =
Γ(n+v

٢ )

Γ( v٢)π
n
٢
v−

n
٢ |Σ|−

١
٢

(
١+

d

v

)−(n+v
٢ )

,

است. آزادی درجه پارامتر v و Σ > ٠, µ ∈ Rn, d = (x− µ)TΣ−١(x− µ) آن در که

مͬ�شود. استفاده خانواده این نمایش برای زیر نماد

X ∼ Tn(µ,Σ, v), v > ٠.

شͺل�های منظور این برای مͬ�کند، ایفا را مهمͬ نقش t-استیودنت توزیع در v آزادی درجه پارامتر

درجه افزایش با مͬ�کنید ملاحظه مذکور شͺل�های در که همانطور ببینید. را زیر (٢.۴) و (١.۴)

مͬ�شود. نزدی�ͷتر نرمال توزیع به t-استیودنت توزیع آزادی،

اسلش توزیع ٢.۴.۴

نیز توزیع این است. v شͺل پارامتر با اسلش توزیع مقیاسͬ آمیخته نرمال توزیع�های از دیͽر ͬͺی

به نرمال توزیع ،v → ∞ که زمانͬ و است. ضخیم�تری دنباله�های دارای نرمال توزیع به نسبت

مͬ�شود. گرفته نظر در اسلش حدی توزیع عنوان
١٠Little
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X

Y

Z

v = برای١ متغیره دو t-استیودنت چͽالͬ تابع نمودار :١.۴ شͺل

ساخت روش

آنͽاه باشد B(v,١) بتا، توزیع دارای ،١.٣.۴ تعریف در شده معرفͬ T تصادفͬ متغیر کنید فرض

مͬ�شود. معرفͬ زیر صورت به اسلشn-متغیره توزیع چͽالͬ تابع

fX(x) = v

∫ ١

٠
tv−١Φn(x|µ, t−١Σ) dt,

مͬ�کنیم. استفاده توزیع این نمایش برای زیر نماد از و

X ∼ SLn(µ,Σ, v).

آلایشͬ نرمال توزیع ٣.۴.۴

این از معمولا است. آلایشͬ نرمال توزیع مقیاسͬ، آمیخته نرمال توزیع�های خانواده از دیͽر ͬͺی

بیشتر جزئیات برای مͬ�شود استفاده نیز پرت مشاهدات با متقارن داده�های بندی مدل برای توزیع

ببینید. را (١٩٨٨) لیتل
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X

Y

Z

v = برای١٠ متغیره دو t-استیودنت چͽالͬ تابع نمودار :٢.۴ شͺل

ساخت روش

باشد. زیر چͽالͬ تابع دارای ١.٣.۴ تعریف در شده معرفͬ T تصادفͬ متغیر کنید فرض

h(t, v) = vI(t=γ) + (١− v)I(t=١), v = (v, γ)T .

مͬ�شود. تعریف زیر بصورت n-متغیره آمیخته نرمال چͽالͬ تابع رابطه(۴.١) از استفاده با آنͽاه

fX(x) = vΦn

(
x|µ, Σ

γ

)
+ (١− v)Φn(x|µ,Σ),

مͬ�کنیم استفاده توزیع این نمایش برای زیر نماد از و

X ∼ CN n(µ,Σ, v, γ), ٠ ≤ v ≤ ١, ٠ < γ ≤ ١,

جزئیات برای است. مقیاس پارامتر γ و افتاده دور مشاهدات درصد دهنده نشان پارامتر v آن در که

ببیند. را (١٣٩١) موسوی بیشتر
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لینͺس زیان حالتبیزیتحتتابع موجͷدر انقباضͬ برآورد ۵.۴
نامتقارن

بͽیرید نظر در را ٣ فصل گسسته نوفه سیͽنال مدل

w = θ + ϵ,

است. SMN n(٠, σ٢, G) توزیع دارای خطا بردار قسمت این در که

θ کنید فرض همچنین ،σ ∈ R+, w|θ ∼ SMN n(θ, σ
٢, G) کنید فرض .١.۵.۴ قضیه (∗∗)

تابع تحت صورت این در ،θ ∈ Θ ⊆ R آن در که است، π(θ) = ١ یͺنواخت پیشین توزیع دارای

زیان

L(θ, δ(w)) =
١
n

n∑
i=١

[
eai{δi(w)−θi} − ai {δi(w)− θi} − ١

]
, ai ̸= ٠, (٧.۴)

با است برابر θ برای یافته تعمیم بیز برآوردگر

δGB
i = wi −

lnα(a٢i , σ
٢)

ai
, (٨.۴)

آن در که

α(ai, σ
٢) =

∫ ∞

٠
e

a٢
i
t−١σ٢

٢ dG(t), i = ١, . . . , n. (٩.۴)

از عبارتست پسین توزیع برهان.

θ|w ∝ w|θ × π(θ)

∝ w|θ.

نتیجه در

θ|w ∼ SMN n(w, σ
٢, G).
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مͬ�شود محاسبه زیر صورت به پسین مخاطره لذا

ρ(π(θ|w), δ(w)) =

∫
Θ

L(θ, δ(w) dπ(θ|w)

=

∫
Θ

{
١
n

n∑
i=١

(
eai{δi(w)−θi} − ai{δi(w)− θi} − ١

)}
(∫ ∞

٠
f(θi|wi, t)g(t) dt

)
dθi

= I١ − I٢ − I٣

آن در که

I١ =
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

eai{δi(w)−θi}
∫ ∞

٠
f(θi|wi, t)g(t) dtdθi

=
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

eai{δi(w)−θi}
∫ ∞

٠

١√
٢πσt−١/٢

e
− (θi−wi)

٢

٢σ٢t−١ g(t) dtdθi

=
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

∫ ∞

٠

١
(٢π)١/٢σt−١/٢ exp

{
aiδi − aiθi − aiwi + aiwi

+
a٢i σ

٢t−١

٢ − a٢i σ
٢t−١

٢ − (θ٢i + w٢
i − ٢θiwi)

٢σ٢t−١
}
g(t) dtdθi

=
١
n

n∑
i=١

∫ ∞

٠
exp

{
aiδi − aiwi +

a٢i σ
٢t−١

٢

}
×
∫
Θ

١
(٢π)١/٢σt−١/٢ exp

{
−(θi − (wi − σ٢t−١ai)

٢

٢σ٢t−١
}
dθi dt

=
١
n

n∑
i=١

∫ ∞

٠
exp

{
ai(δi − wi) +

a٢i σ
٢t−١

٢

}
g(t) dt, (١٠.۴)

I٢ =
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

ai{δi − wi}
∫ ∞

٠
f(θi|w, t)g(t) dtdθi

=
١
n

n∑
i=١

[ ∫
Θ

aiδi

∫ ∞

٠
f(θi|w, t)g(t) dtdθi

−
∫
Θ

aiθi

∫ ∞

٠
f(θi|w, t)g(t) dtdθi

]
=

١
n

n∑
i=١

[aiδi − aiE(θi)]

=
١
n

n∑
i=١

[ai(δi − wi)] , (١١.۴)
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I٣ =
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

∫ ∞

٠
f(θi|wi)g(t) dtdθi.

= ١. (١٢.۴)

مͬ�دهند نتیجه (١٢.۴) و (١١.۴) ،(١٠.۴) رابطه�های

ρ(π(θ|w), δ(w)) =
١
n

n∑
i=١

[
eai(δi−wi) ×

∫ ∞

٠
ea

٢
i t

−١σ٢/٢g(t)dt︸ ︷︷ ︸
α(a٢i ,σ

٢)

−ai(δi − wi)− ١
]
. (١٣.۴)

مخاطره که است برآوردگری یافته، تعمیم بیز برآوردگر اول، فصل در ٨.٣.١ تعریف به توجه با

قرار صفر برابر را آن مشتق و گرفته مشتق δi به نسبت (١٣.۴) رابطه از لذا کند، مͬ�نیمم را پسین

داریم نتیجه در مͬ�دهیم،

aie
ai(δi−wi) × α(a٢i , σ

٢)− ai = ٠,

لذا

lnα(a٢i , σ
٢) + ai(δi − wi) = ٠,

با است برابر یافته تعمیم بیز برآوردگر نهایت در

δGB
i = wi −

lnα(a٢i , σ
٢)

ai
. (١۴.۴)

لینͺس زیان تابع تحت باشد، دلخواه سره پیشین توزیع π ∈ Π کنید فرض .٢.۵.۴ قضیه (∗∗)

با است برابر ،١.۵.۴ قضیه در δGB برآوردگر بیز مخاطره ،٧.۴

r(π, δGB) =
١
n

n∑
i=١

lnα(a٢i , σ
٢), (١۵.۴)
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آن در که

α(a٢i , σ
٢) =

∫ ∞

٠
e

a٢
i
t−١σ٢

٢ dG(t), i = ١, . . . , n.

از عبارتست بیز مخاطره اول، فصل در ١.٣.١ تعریف به توجه با برهان.

r(π, δGB) =

∫
Θ

R(θ, δGB) dπ(θ)

=

∫
Θ

π(θ)

∫
W

١
n

n∑
i=١

[
exp

{
ai

(
wi −

lnα(a٢i , σ
٢)

ai
− θi

)}
−ai
(
wi −

lnα(a٢i , σ
٢)

ai
− θi

)
− ١
]
f(wi|θi) dwi dθi

= I١ − I٢

گرفت نتیجه مͬ�توان محاسبات ادامه در

I١ =
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

πk(θ)

∫
W

exp {ai(wi −
lnα(a٢i , σ

٢)

ai
− θi )} f(wi|θi) dwi dθi

=
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

πk(θ)Mwi
(ai)× exp

{
− lnα(ai, σ

٢)
}
× exp{−aiθi}dθi,

مͬ�باشد. wi گشتاور مولد تابع Mwi
(ai) آن در که

که جایͬ آن از

Mwi
(ai) = E(eaiwi)

= Et

E (eaiwi|t
)︸ ︷︷ ︸

A(t)


=

∫
t

A(t)g(t) dt,

آن در که

A(t) = Mwi|t(ai)

= exp

{
aiθi +

a٢i σ
٢t−١

٢

}
.
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مͬ�گیریم نتیجه

I١ =
١
n

n∑
i=١

∫ ∞

٠
exp

{
a٢i σ

٢t−١

٢

}
g(t) dt

×
(∫ ∞

٠
exp

{
a٢i σ

٢t−١

٢

}
g(t) dt

)−١

= ١, (١۶.۴)

همچنین و

I٢ =
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

πk(θ)

∫
W

[
ai

(
wi −

lnα(a٢i , σ
٢)

ai
− θi

)
+ ١
]
f(wi|θi) dwi dθi

=
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

πk(θ)E(aiwi)× (−aiθi)×
(
− lnα(a٢i , σ

٢)
)
dθi

−١
n

n∑
i=١

∫
Θ

πk(θ)

∫
W

f(wi|θi) dθidwi

= −١
n

n∑
i=١

lnα(a٢i , σ
٢) + ١. (١٧.۴)

با است برابر بیز مخاطره ،(٢۵.۴) و (١۶.۴) رابطه�های به توجه با

r(πk, δ
GB) =

١
n

n∑
i=١

lnα(a٢i , σ
٢).

مͬ�باشد. مجاز δGB
i یافته تعمیم بیز برآوردگر ،١.۵.۴ قضیه مفروضات تحت .٣.۵.۴ قضیه (∗∗)

آنͽاه باشد SMN n(θ, σ
٢I,G) توزیع تابع H(w, θ, σ٢G) کنید فرض برهان.

R(θ, δ) =
١
n

n∑
i=١

∫
Rn

(eai{δi(w)−θi} − ai{δi(w)− θi} − ١) dH(w, θ, σ٢GI),

است. پیوسته θ در δ هر برای

آنͽاه باشد، برآوردگرها کلیه کلاس D و بوده مجاز غیر δGB مͬ�کنیم فرض

∃ δ ∈ D s.t ∀θ ∈ Θ R(θ, δ) ≤ R(θ, δGB),
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که این به توجه با باشد. برقرار اکید نامساوی که طوری به دارد وجود θ٠ ∈ Θ مقدار ͷی حداقل و

که طوری به دارند، وجود مثبتͬ c١, c٢ ثابت�های هستند، پیوسته θ در R(θ, δGB) و R(θ, δ)

R(θ, δ) < R(θ, δGB)− c١ for θ ∈ {θ : |θ − θ٠| < c٢}.

که طوری به بͽیرید، نظر در را πk(θ) ∼ SMN n(٠, τ٢k In, G) پیشین توزیع�های از دنباله�ای

π(θ) <∞ آن در که ،limk→∞ πk(θ) → π(θ) باشیم داشته یͺنواخت طور به و limk→∞ τ٢k = ∞

محاسبه زیر صورت به پسین توزیع ،٢.٣.۴ نتیجه به توجه با صورت این در باشد. سره توزیع ͷی

مͬ�شود

π(θ|w) ∝ f(w|θ)πk(θ)

=

∫ ∞

٠

١
√
٢πσt− ١

٢
exp

{
−(wi − θi)

٢

٢σ٢t−١
}

× ١
√
٢πτkt−

١
٢
exp

{
− θ٢i
٢τ٢k t−١

}
g(t) dt

∝
∫ ∞

٠
exp

{
−(w٢

i + θ٢i − ٢wiθi)

٢σ٢t−١ − θ٢i
٢τ٢k t−١

}
g(t) dt

∝
∫ ∞

٠
exp

[
−١
٢θ

٢
i

(
١

σ٢t−١
+

١
τ٢k t

−١

)
+ θi

( wi

σ٢t−١

)]
g(t) dt

=

∫ ∞

٠
exp

[
−١
٢

(
١

σ٢t−١
+

١
τ٢k t

−١

)(
θ٢i − ٢θi

wiτ
٢
k

σ٢ + τ٢k

)]
∝ exp

[
−١
٢

(
١

σ٢t−١
+

١
τ٢k t

−١

)(
θi −

wiτ
٢
k

σ٢ + τ٢k

)٢]
.

گرفت نتیجه مͬ�توان

θ|w ∼ SMN n

(
τ٢kwi

σ٢ + τ٢k
,

σ٢τ٢k
σ٢ + τ٢k

, G

)
.

مͬ�شود محاسبه زیر صورت به ٧.۴ زیان تابع تحت پسین πk مخاطره

ρ(πk(θ|w), δ(w)) =

∫
Θ

L(θ, δ(w) dπk(θ|w)

=

∫
Θ

{
١
n

n∑
i=١

(
eai{δi(w)−θi} − ai{δi(w)− θi} − ١

)}
(∫ ∞

٠
f(θi|wi)g(t)dt

)
dθi

= I١ − I٢ − I٣
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داریم ادامه در

I١ =
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

eai{δi(w)−θi}
(∫ ∞

٠
f(θi|wi)g(t) dt

)
dθi

=
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

eai{δi(w)−θi}
∫ ∞

٠

١
√
٢π
(

στk√
σ٢+τ٢k

)
t−

١
٢

× exp

− (θi −
τ٢kwi

σ٢+τ٢k
)٢

٢
(

σ٢τ٢k
σ٢+τ٢k

)
t−١

 g(t) dt dθi
=

١
n

n∑
i=١

∫
Θ

∫ ∞

٠
eai{δi(w)−θi} ١

√
٢π
(

στ√
σ٢+τ٢k

)
t−

١
٢

× exp

−١
٢


θ٢i +

τ۴kw
٢
i

(σ٢+τ٢k)
٢ −

٢θiτ٢kwi

σ٢+τ٢k(
σ٢τ٢k
σ٢+τ٢k

)
t−١


 g(t) dt dθi

=
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

∫ ∞

٠

١
√
٢π
(

στk√
σ٢+τ٢

)
t−

١
٢

exp

[
aiδi − aiθi + aiwi

τ٢k
σ٢ + τ٢k

−aiwi
τ٢k

σ٢ + τ٢k
+ a٢i t

−١ σ٢τ٢k
٢(σ٢ + τ٢k )

− a٢i t
−١ σ٢τ٢k
٢(σ٢ + τ٢k )

]

× exp

−١
٢


θ٢i +

τ۴kw
٢
i

(σ٢+τ٢k)
٢ − ٢θiτ٢wi

σ٢+τ٢k(
σ٢τ٢k
σ٢+τ٢k

)
t−١


 g(t) dt dθi

=
١
n

n∑
i=١

∫ ∞

٠
exp

[
aiδi − aiwi

τ٢k
σ٢ + τ٢k

+ a٢i t
−١ σ٢τ٢k
٢(σ٢ + τ٢k )

]
×
∫
Θ

١
√
٢π
(

στk√
σ٢+τ٢k

)
t−

١
٢

× exp

−١
٢


θi −

(
wi

τ٢k
σ٢+τ٢k

− ai
σ٢τ٢kt

−١

σ٢+τ٢k

)٢
(

σ٢τ٢k
σ٢+τ٢k

)
t−١


 dθi g(t) dt

=
١
n

n∑
i=١

∫ ∞

٠
exp

[
ai

(
δi − wi

τ٢k
σ٢ + τ٢k

)
+a٢i t

−١ σ٢τ٢k
٢(σ٢ + τ٢k )

]
g(t)dt, (١٨.۴)

I٢ =
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

ai{δi − θi}
∫ ∞

٠
f(θi|w)g(t) dtdθi
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=
١
n

n∑
i=١

[∫
Θ

aiδi

∫ ∞

٠
f(θi|w)g(t)dtdθi −

∫
Θ

aiθi

∫ ∞

٠
f(θi|wi)g(t)dtdθi

]
=

١
n

n∑
i=١

[aiδi − aiE(θi)]

=
١
n

n∑
i=١

[
ai(δi −

τ٢kwi

σ٢ + τ٢k
)

]
, (١٩.۴)

I٣ =
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

∫ ∞

٠
f(θi|wi)g(t) dt dθi

= ١. (٢٠.۴)

گرفت نتیجه مͬ�توان (٢٠.۴) و (١٩.۴) ،(١٨.۴) رابطه�های از

ρ(π(θ|w), δ(w)) =
١
n

n∑
i=١

[∫ ∞

٠
exp

{
ai

(
δi − wi

τ٢k
σ٢ + τ٢k

)
+a٢i t

−١ σ٢τ٢k
٢(σ٢ + τ٢k )

}
g(t)dt

−ai
(
δi −

τ٢kwi

σ٢ + τ٢k

)
− ١
]

=
١
n

n∑
i=١

[
exp

{
ai

(
δi − wi

τ٢k
σ٢ + τ٢k

)}
×
∫ ∞

٠
exp

{
a٢i t

−١ σ٢τ٢k
٢(σ٢ + τ٢k )

}
g(t) dt︸ ︷︷ ︸

β(a٢i ,σ
٢,τ٢k)

−ai
(
δi −

τ٢kwi

σ٢ + τ٢k

)
− ١
]
. (٢١.۴)

مͬ�نیمم را (٢١.۴) رابطه که است برآوردگری بیز برآوردگر سوم فصل در ٨.٣.١ تعریف به توجه با

بنابراین مͬ�دهیم قرار صفر برابر و گرفته مشتق δi به نسبت رابطه این از اینرو از کند،

ai exp
{
ai

(
δi − wi

τ٢k
σ٢+τ٢k

)}
× β(a٢i , σ

٢, τ٢k )− ai = ٠,

نتیجه در که

ln β(a٢i , σ
٢, τ٢k ) + ai

(
δi − wi

τ٢k
σ٢ + τ٢k

)
= ٠,
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با است برابر πk پیشین توزیع تحت بیز، برآوردگر لذا

δi = wi
τ٢k

σ٢ + τ٢k
− ln β(a٢i , σ

٢, τ٢k )

ai
.

مͬ�کنیم محاسبه را δπk
i (w) برآوردگر بیز مخاطره ادامه در

r(πk, δ
πk) =

∫
Θ

πk(θ)

∫
W

١
n

n∑
i=١

[
exp

{
ai

(
wi

τ٢k
σ٢ + τ٢k

− ln β(a٢i , σ
٢, τ٢k

ai
− θi

)}
− ai

(
wi

τ٢k
σ٢ + τ٢k

− ln β(a٢i , σ
٢, τ٢k )

ai
− θi

)
− ١
]
f(wi|θi) dθi dwi. (٢٢.۴)

است مفروض زیر صورت به δGB برآوردگر بیز مخاطره ،٢.۵.۴ قضیه به توجه با همچنین

r(πk, δ
GB) =

١
n

n∑
i=١

lnα(a٢i , σ
٢).

کنید فرض

c٣ = lim inf
k→∞

∫
|θ−θ٠|<c٢

πk(θ) dθ.

داریم limk→∞τ
٢
k = ∞ که این به توجه با

c٣ = lim inf
k

→ ∞
∫
|θ−θ٠|<c٢

πk(θ) dθ > ٠. (٢٣.۴)

نوشت مͬ�توان بزرگ کافͬ اندازه به k برای بنابراین

r(πk, δ
GB)− r(πk, δ

πk) ≥ r(πk, δ
GB)− r(πk, δ)

=

∫
Rn

(
R(θ, δGB)−R(θ, δ)

)
πk(θ) dθ

≥
∫
|θ−θ٠|<c٢

(
R(θ, δGB)−R(θ, δ)

)
πk(θ) dθ

> c١c٣ > ٠. (٢۴.۴)

لذا گرفته حد (٢٢.۴) رابطه از حال

lim
k→∞

r(πk, δ
πk) =

١
n

n∑
i=١

lim
k→∞

∫
Θ

∫
W

πk(θ)

[
exp

{
ai

(
wi

τ٢k
σ٢ + τ٢k
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− ln β(a٢i , σ
٢, τ٢k

ai
− θi

)}
− ai

(
wi

τ٢k
σ٢ + τ٢k

− ln β(a٢i , σ
٢, τ٢k )

ai
− θi

)
− ١
]
f(wi|θi) dθi dwi

=
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

∫
W

lim
k→∞

πk(θ)

× lim
k→∞

[
exp

{
ai

(
wi

τ٢k
σ٢ + τ٢k

− ln β(a٢i , σ
٢, τ٢k

ai
− θi

)}

−ai
(
wi

τ٢k
σ٢ + τ٢k

− ln β(a٢i , σ
٢, τ٢k )

ai
− θi

)
− ١
]
f(wi|θi) dθi dwi

=
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

π(θ)

∫
W

lim
k→∞

[
exp

{
ai

(
wi

τ٢k
σ٢ + τ٢k

− ln β(a٢i , σ
٢, τ٢k

ai
− θi

)}
− ai

(
wi

τ٢k
σ٢ + τ٢k

− ln β(a٢i , σ
٢, τ٢k )

ai
− θi

)
− ١
]
f(wi|θi) dθi dwi

= I١ − I٢ − I٣

گرفت نتیجه مͬ�توان محاسبات ادامه در

I١ =
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

π(θ)

∫
W

lim
k→∞

exp

{
ai

(
wi

τ٢k
σ٢ + τ٢k

− ln β(ai, σ
٢, τ٢k )

ai
− θi

)}
f(wi|θi)dθidwi

=
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

π(θ)

∫
W

lim
k→∞

exp

{
aiwi

τ٢k
σ٢ + τ٢k

× exp{−aiθi}

}

×
(∫ ∞

٠
exp

{
a٢i t

−١σ
٢

٢
τ٢k

σ٢ + τ٢k

}
g(t) dt

)−١

f(wi|θi) dθidwi

=
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

π(θ)

∫
W

exp{aiwi} × exp{−aiθi}

×
(∫ ∞

٠
exp

{
a٢i t

−١σ
٢

٢

}
g(t) dt

)−١

f(wi|θi) dθidwi

=
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

π(θ) Mw(ai)× exp{−aiθi}

×
(∫ ∞

٠
exp

{
a٢i t

−١σ
٢

٢

}
g(t) dt

)−١

f(wi|θi) dθi,

مͬ�باشد. wi گشتاور مولد تابع Mwi
(ai) آن در که
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که جایͬ آن از

Mwi
(ai) = E (eaiwi)

= Et

[
E
(
eaiwi|t

)]
=

∫
t

exp

{
aiθi +

a٢i σ
٢t−١

٢

}
g(t) dt

نتیجه در

I١ =
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

π(θ)

(∫ ∞

٠
exp

{
aiθi +

a٢i σ
٢t−١

٢

}
g(t) dt

)
× exp{−aiθi} ×

(∫ ∞

٠
exp

{
a٢i σ

٢t−١

٢

}
g(t) dt

)−١

dθi

= ١, (٢۵.۴)

I٢ =
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

π(θ)

∫
W

lim
k→∞

(
aiwi

τ٢k
σ٢ + τ٢k

)
− (aiθi)

− ln

(∫ ∞

٠
exp

{
a٢i t

−١σ٢

٢
τ٢k

σ٢ + τ٢k

}
g(t) dt

)
f(wi|θi)dθidwi

=
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

π(θ)

∫
W

[
(aiwi)− (aiθi)

− ln

(∫ ∞

٠
exp

{
a٢i t

−١σ٢

٢

}
g(t) dt

)]
f(wi|θi)dθidwi

=
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

π(θ)

[
E(aiwi)− (aiθi)

− ln

(∫ ∞

٠
exp

{
a٢i t

−١σ٢

٢

}
g(t) dt

)]
dθi

= −١
n

n∑
i=١

ln

(∫ ∞

٠
exp

{
a٢i t

−١σ٢

٢

}
g(t) dt

)
, (٢۶.۴)

I٣ =
١
n

n∑
i=١

∫
Θ

π(θ)

∫
W

lim
k→∞

f(wi|θi)dθidwi

= ١. (٢٧.۴)

داریم (٢٧.۴) و (٢۶.۴) ،(٢۵.۴) رابطه�های به توجه با حال

r(πk, δ
πk) =

١
n

n∑
i=١

lnα(a٢i , σ
٢).
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نتیجه در

lim
k→∞

{r(πk, δGB)− r(πk, δ
πk)} = ٠. (٢٨.۴)

فرض بنابراین است، تناقض در (٢٨.۴) رابطه با (٢۴.۴) رابطه مͬ�شود ملاحظه که همان�طور

مͬ�شود. رد δGB برآوردگر بودن غیرمجاز

مینیماکس δGB یافته تعمیم بیز برآوردگر ،١.۵.۴ قضیه مفروضات تحت .۴.۵.۴ قضیه (∗∗)

مͬ�باشد.

صورت به ثابت مخاطره دارای و بوده مجاز δGB برآوردگر ،٣.۵.۴ قضیه به توجه با برهان.

r(π, δGB) =
١
n

n∑
i=١

lnα(a٢i , σ
٢).

است. مینیماکس برآوردگر δGB ، ١٠.٣.١ لم و ٩.٣.١ قضیه به توجه با اینرو از مͬ�باشد

نرم ͬͺموج انقباضͬ برآوردگر ۶.۴

بیز برآوردگر دهیم نشان ٧.۴ زیان تابع از خاص حالت گرفتن نظر در با مͬ�خواهیم بخش این در

است. نرم ͬͺموج انقباضͬ برآوردگر ٨.۴ یافته تعمیم

صورت به ai مقادیر که حالتخاصͬ برای ٧.۴ متغیره لینͺسچند زیان تابع در .١.۶.۴ قضیه (∗∗)

باشند زیر

ai =


c , θi ≥ ٠ i = ١, · · · , n,

−c , θi < ٠ i = ١, · · · , n,
(٢٩.۴)

،١.۵.۴ قضیه در مینیماکس و مجاز یافته تعمیم بیز برآوردگر است، ثابت عدد c > ٠ آن در که

است. نرم ͬͺموج انقباضͬ برآوردگر

مفروض زیر بصورت یافته تعمیم بیز برآوردگر شد، ملاحظه ١.۵.۴ قضیه در که همانطور برهان.

است

δGB
i = wi −

lnα(a٢i , σ
٢)

ai
,
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گرفت نتیجه مͬ�توان (٢٩.۴) رابطه به توجه با

δGB
i = wi − sign(θi)λ, (٣٠.۴)

آن در که

λ =
lnα(c٢, σ٢)

c
.

را wi علامت ،(٣٠.۴) رابطه در مͬ�توان است، مجهول θi علامت غالبا اینͺه به توجه با مͬ�باشد.

داریم صفر در برشͬ ایجاد با و برد بͺار θi علامت برآورد برای

δi
soft(w) =


(wi − λ) ∨ ٠ , wi ≥ ٠,

(wi + λ) ∧ ٠ , wi < ٠,
= sign(wi)(|wi| − λ)+. (٣١.۴)

انقباضͬ برآوردگر همان ،(٣١.۴) رابطه در آمده بدست برآوردگر مͬ�شود مشاهده که طور همان

است. (۴.٣) رابطه نرم ͬͺموج

را نرم ͬͺموج انقباضͬ برآورد نامتقارن لینͺس زیان تابع از خاصͬ حالتͬ برای .١.۶.۴ (∗∗)نتیجه

برد. بͺار یافته تعمیم بیز برآوردگر از تجربͬ نسخه بعنوان مͬ�توان



۵ فصل

نرمال زیان تابع تحت یافته تعمیم بیز برآوردگر
شده منعͺس

مقدمه ١.۵

لینͺس زیان تابع از خاصͬ حالت گرفتن نظر در با شد ملاحظه چهارم و سوم فصل در که همانطور

یافتیم دست یافته تعمیم بیز برآوردگر برای تجربͬ نسخه کردن پیدا خصوص در جالبͬ نتایج به

ایفا آماری استنباط�های در مهمͬ نقش زیان تابع انتخاب که است مطلب این کننده اذعان این که

بیز برآوردگر شده منعͺس نرمال زیان تابع اجمالͬ معرفͬ ضمن فصل این در رو این از مͬ�کند،

مͬ�پردازیم. آن بودن مینیماکس و مجاز بررسͬ به و آورده بدست زیان این تحت را یافته تعمیم

زیان تابع ٢.۵

نͽاهͬ ابتدا شده، منعͺس نرمال زیان تابع پیدایش از تاریخچه�ای بیان برای بخش این ابتدا در

مͬ�اندازیم. تاگوچͬ نظریه به مختصر

تاگوچͬ نظریه ١.٢.۵

بقای کلید مشتری، رضایتمندی آن با همسو و خدمات یا محصول بالای کیفیت که است واضح پر

و طراحͬ بدرستͬ اینͺه فرض با تولید از پیش آزمایش�های همچنین هستند. اقتصادی موسسه ͷی

مهندس ͷی تاگوچͬ مͬ�دهد. سوق محصولات بالای کیفیت سمت به را ما باشند، شده تحلیل
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است. کرده وارد جامع کیفیت حوزه به را انقلابͬ اقدامات و ایده�ها که است ژاپنͬ

تاگوچͬ جینیچͬ :١.۵ شͺل

روش�هایͬ مͬ�کند، اقدام آن به بدین�سو ١٩۵٠ دهه اوایل از ژاپن که آزمایش�ها طراحͬ زمینه در او کار

برای آزمایش�هایͬ روشها این در است. کرده ارائه جدید فرآیند�های و محصولات طراحͬ در را قوی

عملͺرد بر را انسانͬ خطای و فشار دما، چون (عواملͬ اغتشاش اثر که طراحͬ پارامترهای تشخیص

این که است کرده ایجاد را امͺان این تاگوچͬ روش مͬ�شود. انجام مͬ�رسانند حداقل به را موثرند)

و محصول آن نتیجه در که شود، فراهم کمتری بسیار تجربه و آزمایش تعداد با حیاتͬ اطلاعات

با را کیفیت مدیریت مبحث تاگوچͬ مͬ�شوند. ایجاد اغتشاش برابر در مقاومت منظور به فرآیندها

زیرا راند، پیش به گام ͷی گیرد قرار توجه مورد طراحͬ مرحله در مͬ�بایست کیفیت اینͺه پیشنهاد

هزینه اصلͬ جزء طراحͬ، تاگوچͬ نظر از بود. مطرح تولید فرآیند مرحله تا کیفیت عنصر او از قبل

است. اصل چهار بر مبتنͬ تاگوچͬ کیفیت فلسفه است. نهایͬ

قرار بازرسͬ مورد تولید از بعد اینͺه نه شود، گنجانده تولیدی محصول بطن در باید کیفیت .١

گیرد.

باشند. قوی طرح ͷی دارای مͬ�بایست محصولات .٢

شود. سنجیده استاندارد انحراف اساس بر بایستͬ کیفیت هزینه .٣

شود. اندازه�گیری سیستم چارچوب در باید کیفیت بودن پایین از ناشͬ خسارت .۴
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پیشنها زیر بصورت مرحله سه طͬ را الͽو پیش ͷی ساخت تاگوچͬ قوی، طرح ͷی ساختن برای

کرد.

دارد. مهندسͬ دانش به نیاز و است نوآوری با توأم سیستم طراحͬ سیستم: طراحͬ .١

عوامل عمل سطوح و محصول پارامتری مقادیر آن در که است کلیدی مرحله پارامتر: طراحͬ .٢

مͬ�شود. تعیین باشد داشته اغتشاش عوامل به را حساسیت حداقل بطوریͺه فرآیند،

تنها اما است مرغوبتر آلات ماشین یا اجزاء مواد، برای پول صرف معنͬ به تلورانس: طراحͬ .٣

باشد. نداشته را لازم کفایت پارامتر، طراحͬ از حاصل یافته کاهش انحرافات که صورتͬ در

اندیشه در بسیاری تاثیر که است زیان تابع مͬ�کند بیان راستا این در تاگوچͬ که آماری مهم مفهوم

صورتͬ در محصولات آن اساس بر که سنتͬ دیدگاه جایͽزین ایده این است. داشته کیفیت وعمل

دارد وجود حدی سنتͬ دیدگاه چنین در مͬ�شود. قبولند، قابل کنند محقق را مشخص حدهای که

در به�عبارتͬ مͬ�شود قبول قابل غیر حد، آن در مشخصات تحقق برای ناتوانͬ علت به محصول که

تاگوچͬ باشد. نظر مورد مختصات از خارج ویژگͬ ͷی که مͬ�دهد رخ هنͽامͬ ضرر دیدگاه این

در اجتماع برای زیانͬ شده مشخص حیطه�های در حتͬ محصول در انحراف که مͬ�کند استدلال

در انحطاط باشد دورتر خود نظر مورد ایده�آل از محصول چه هر و مͬ�کند ایجاد محصول عمر دوره

ارزش از انحراف مربع با متناسب زیان که است باور این بر تاگوچͬ بود، خواهد بیشتر آن عملͺرد

وارد زیانͬ باشد داشته را خود کارکرد نتواند اگر مͬ�رسد مشتری به که محصولͬ است. نظر مورد

هزینه�های در سازنده طرف از و جایͽزینͬ و تعمیر هزینه�های در مشتری طرف از زیان این مͬ�کند،

موضوع این کننده بیان این مͬ�کند. جلوه بازار و شغل رفتن دست از و شرکت اعتبار افت تضمین،

وارد جامعه و مشتری به ضرر مͯ�شود منحرف هدف میزان از ویژگͬ اینͺه محض به که است

مͬ�کنید. ملاحظه را تاگوچͬ زیان تابع ١.٢.۵ شͺل در مͬ�شود.

حد�های دیͽر یابد، ادامه هدف کمال به رسیدن تا باید کیفیت بهبود زیان، این رساندن حداقل به برای

اثر مشهورترین کیفیت بهبود شود، متوقف نباید هرگز بهبود فعالیت نیستند. هدف فنͬ مشخصات

نهایͬ، مهم نتایج به آن توجه توانایͬ سیستم، این واقعͬ قدرت اما است. تاگوچͬ روش�های کاربرد



۶٨ شده منعͺس نرمال زیان تابع تحت یافته تعمیم بیز برآوردگر .۵

تاگوچͬ زیان تابع :٢.۵ شͺل

است. کیفیت هزینه نظر از چه و گذاری سرمایه حسب بر چه

شده منعͺس نرمال زیان تابع ٢.٢.۵

تابع است. کرده رشد مداوم بطور تاگوچͬ فلسفه معرفͬ با کیفیت، تضمین در زیان تابع از استفاده

قرار استفاده مورد زیادی سالهای اقتصاد�دان�ها و آماردان�ها توسط تصمیم نظریه در دوم درجه زیان

از کیفیت، ارزیابͬ در هدف به ͬͺنزدی گرفتن نظر در به نیاز دادن نشان برای تاگوچͬ مͬ�گرفت.

نامتناهͬ زیان ماکزیمم با دوم، درجه زیان تابع کرد. استفاده دوم درجه زیان تابع شده تعدیل فرم

انتقاد مورد محققین از برخͬ توسط و است ناکافͬ محصول ͷی با مرتبط زیان توصیف در اغلب

(اسپیرینͽر١، شد ارائه نرمال چͽالͬ تابع از انعͺاسͬ اساس بر جدیدی زیان تابع است. گرفته قرار

.(١٩٩٣

درجه افزایشͬ و کراندار تابع ͷی زیان این شد. معرفͬ اسپیرینͽر توسط بار اولین کراندار زیان تابع

است. دوم

نرمال زیان تابع آنͽاه باشد، θ برای برآوردگری δ و باشد مجهول پارامتر θ اگر .١.٢.۵ تعریف
١Spiringer



۶٩ زیان تابع .٢.۵

مͬ�باشد مفروض زیر بصورت شده منعͺس

L(δ, θ) = p

[
١− exp

{
−(δ − θ)٢

٢k٢
}]

, (١.۵)

بالای کران به رسیدن سرعت که است شͺل پارامتر k و زیان ماکزیمم دهنده نشان p > ٠ آن در که

( ٢٠٠٢ بهبودیان٢، و (توحیدی مͬ�کند. کنترل را زیان

دوباره�کاری شناسایͬ، هزینه تولید، (منابع باشد مͬ�تواند چیز هر از تابعͬ زیان ماکزیمم عمل در

شͺل در که همانطور مͬ�باشد. C = δi − θi ، ٣.۵ شͺل در است. متناهͬ کلͬ بطور اما بدهͬ) و
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شده منعͺس نرمال زیان تابع :٣.۵ شͺل

است. کرده تغییر زیان ماکزیمم به رسیدن سرعت k مختلف مقادیر ازای به مͬ�کنید ملاحظه

مͬ�باشد. زیر بصورت شده منعͺس نرمال زیان تابع از تعمیمͬ

تابع اینصورت در باشد، (i = ١, . . . , n) ،δi توسط θi برآورد خطای ∆i = δi − θi کنید فرض

است زیر بصورت متغیره چند شده منعͺس نرمال زیان

L(∆) =
k∑

i=١
p

[
١− exp

{
−(∆i)

٢

٢k٢
}]

, i = ١, . . . , n, (٢.۵)

(٢٠٠٩ همͺاران، و (قاری٣ ∆T = (∆١, . . . ,∆n). آن در که
٢Towhidi and Behboodian
٣Ghari



٧٠ شده منعͺس نرمال زیان تابع تحت یافته تعمیم بیز برآوردگر .۵

شده منعͺس نرمال زیان تابع تحت بیز برآوردگر ٣.۵

بͽیرید نظر در را مشابه)، فرضیات (با ٣ فصل گسسته نوفه سیͽنال مدل

w = θ + ϵ.

توزیع دارای θ کنید فرض همچنین ،σ ∈ R+, w|θ ∼ Nn(θ, In) کنید فرض .١.٣.۵ قضیه (∗∗)

نرمال زیان تابع تحت صورت این در .θ ∈ Θ ⊆ R آن در که است، π(θ) = ١ یͺنواخت پیشین

با است برابر یافته تعمیم بیز برآوردگر ،(٢.۵) شده منعͺس

δGB
i = wi. (٣.۵)

با است برابر پسین توزیع برهان.

θ|w ∝ w|θ × π(θ) ∝ w|θ.

نتیجه در

θ|w ∼ Nn(w, In).

با است برابر پسین مخاطره بنابراین

ρ (π(θ), δ(w)) =

∫
Θ

L(θ, δ(w) dπ(θ|w)

= p

∫
Θ

n∑
i=١

[
١− exp

{
−(δi − θi)

٢

٢k٢
}]

× ١√
٢π

exp

{
−(θi − wi)

٢

٢ dθi

}
= I١ − I٢

داد نشان مͬ�توان

I١ = p
n∑

i=١

∫
Θ

١√
٢π

exp

{
−(θi − wi)

٢

٢

}
dθi

= p
n∑

i=١
١ (۴.۵)

I٢ = p
n∑

i=١

∫
Θ

١√
٢π

exp

{
−(δi − θi)

٢

٢k٢ − (θi − wi)
٢

٢

}
dθi



٧١ شده منعͺس نرمال زیان تابع تحت بیز برآوردگر .٣.۵

= p
n∑

i=١

∫
Θ

١√
٢π

exp

{
−δ

٢
i + θ٢i + ٢δiθi

٢k٢ − θ٢i + w٢
i − ٢wiθi
٢

}
dθi

= p
n∑

i=١

∫
Θ

١√
٢π

exp

{
−١
٢θ

٢
i

[
١
k٢

+ ١
]
+ θi

[
δi
k٢

+ wi

]}
× exp

{
δ٢i
٢k٢ − w٢

i

٢

}
dθi

= p

n∑
i=١

exp

{
δ٢i
٢k٢ − w٢

i

٢

}∫
Θ

١√
٢π

exp

{
− ١
٢

[
١
k٢

+ ١
]

×

(
θ٢i − ٢θi

δi
k٢ + wi

١
k٢ + ١

)}
dθi

= p
n∑

i=١

k√
k٢ + ١

exp

{
δ٢i
٢k٢ − w٢

i

٢

}∫
Θ

√
k٢ + ١√
٢πk

exp

{
− ١
٢

[
١
k٢

+ ١
]
×

(
θ٢i − ٢θi

(
δi + wik

٢

k٢ + ١

)
+

(
δi + wik

٢

k٢ + ١

)٢

−
(
δi + wik

٢

k٢ + ١

)٢)}
dθi

= p

n∑
i=١

k√
k٢ + ١

exp

{
δ٢i
٢k٢ − w٢

i

٢

}
× exp

{
١
٢

[
١
k٢

+ ١
](

δi + wik
٢

k٢ + ١

)٢}

= p

n∑
i=١

k√
k٢ + ١

exp

{
−١
٢

(
δ٢i + w٢

i − ٢δiwi

k٢ + ١

)}
. (۵.۵)

گرفت نتیجه مͬ�توان (۵.۵) و (۴.۵) رابطه�های از

ρ (π(θ), δ(w)) = p
n∑

i=١

[
١− k√

K٢ + ١
exp

{
−(δ٢i + w٢

i − ٢wiδi)

٢(k٢ + ١)

}]
. (۶.۵)

مͬ�نیمم را پسین مخاطره که است برآوردگری بیز برآوردگر اول، فصل در ٨.٣.١ تعریف به توجه با

نتیجه در مͬ�دهیم قرار صفر برابر را آن مشتق و گرفته مشتق δi به نسبت (۶.۵) رابطه از لذا کند،

pk

(K٢ + ٣/٢(١ (δi − wi) exp
{
− (δ٢i + w٢

i − ٢wiδi)

٢(k٢ + ١)
}
= ٠,

با است برابر بیز برآوردگر نهایت در

δGB
i = wi.



٧٢ شده منعͺس نرمال زیان تابع تحت یافته تعمیم بیز برآوردگر .۵

نرمال زیان تابع تحت باشد، دلخواه سره پیشین توزیع π ∈ Π کنید فرض .٢.٣.۵ قضیه (∗∗)

با است برابر ،١.٣.۵ قضیه در δGB برآوردگر بیز مخاطره ،(٢.۵) شده منعͺس

r(π, δGB) = p
(
١− k√

k٢ + ١

)n
. (٧.۵)

از عبارتست بیز مخاطره ،١.٣.١ تعریف به توجه با برهان.

r(π, δGB) =

∫
Θ

R(θ, δGB) dπ(θ)

= p

∫
Θ

π(θ)

∫
W

n∑
i=١

[
١− exp

{
−(wi − θi)

٢

٢k٢
}]

f(wi|θi) dθidwi

= I١ − I٢

داد نشان مͬ�توان ادامه در

I١ = p
n∑

i=١

∫
Θ

π(θ)

∫
W

f(wi|θi) dθidwi

= p
n∑

i=١
١ (٨.۵)

I٢ = p
n∑

i=١

∫
Θ

π(θ)

∫
W

exp

{
−(wi − θi)

٢

٢k٢
}
f(wi|θi) dθidwi

= p

n∑
i=١

∫
Θ

π(θ)

∫
W

١√
٢π

exp

{
−(wi − θi)

٢

٢k٢
}

× exp

{
−(wi − θi)

٢

٢

}
dθidwi

= p
n∑

i=١

∫
Θ

π(θ)

∫
W

١√
٢π

exp

{
− ١
٢k٢

[
(w٢

i (١+ k٢)

+θ٢i (١+ k٢)− ٢wiθi(١+ k٢)
]}

dθidwi

= p

n∑
i=١

k√
k٢ + ١

∫
Θ

π(θ)

∫
W

√
k٢ + ١√
٢πk

× exp

{
−k

٢ + ١
٢k٢ (wi − θi)

}
dθidwi

= p
n∑

i=١

k√
k٢ + ١

. (٩.۵)



٧٣ شده منعͺس نرمال زیان تابع تحت بیز برآوردگر .٣.۵

گرفت نتیجه مͬ�توان (٩.۵) و (٨.۵) رابطه�های از

r(π, δGB) = p
n∑

i=١

(
١− k√

k٢ + ١

)
.

مͬ�باشد. مجاز δGB
i یافته تعمیم بیز برآوردگر ،١.٣.۵ قضیه مفروضات تحت .٣.٣.۵ قضیه (∗∗)

آنͽاه باشد Nn(θ, In) توزیع تابع ϕ(w, θ, In) کنید فرض برهان.

R(θ, δ) = p
n∑

i=١

∫
Rn

[
١− exp

{
−(δi(w)− θi)

٢

٢k٢
}]

dϕ(w, θ, In).

است. پیوسته θ در δ هر برای

آنͽاه باشد، برآوردگرها کلیه کلاس D و بوده مجاز غیر δGB مͬ�کنیم فرض

∃ δ ∈ D s.t ∀θ ∈ Θ R(θ, δ) ≤ R(θ, δGB), (١٠.۵)

R(θ, δ) باینͺه توجه با باشد. برقرار اکید نامساوی بطوریͺه دارد وجود θ٠ ∈ Θ مقدار ͷی حداقل و

که طوری به دارند، وجود مثبتͬ c١, c٢ ثابت�های هستند، پیوسته θ در R(θ, δGB) و

R(θ, δ) < R(θ, δGB)− c١ for θ ∈ {θ : |θ − θ٠| < c٢}.

limk→∞ τ٢k = ∞ که طوری به بͽیرید نظر در را πk(θ) ∼ Nn(٠, τ٢k ) پیشین توزیع�های از دنباله�ای

سره توزیع ͷی π(θ) < ∞ آن در که ،limk→∞ πk(θ) → π(θ) باشیم داشته یͺنواخت طور به و

مͬ�شود محاسبه زیر بصورت πk پیشین توزیع تحت پسین، توزیع صورت این در مͬ�باشد.

π(θ|w) ∝ f(w|θ)πk(θ)

=
١√
٢π

exp

{
−(wi − θi)

٢

٢

}
× ١√

٢πτk
exp

{
− θ٢i
٢τ٢k

}
∝ exp

{
−(w٢

i + θ٢i − ٢wiθi)

٢ − θ٢i
٢τ٢k

}
∝ exp

[
−١
٢θ

٢
i

(
١+

١
τ٢k

)
+ θiwi

]
= exp

[
−١
٢

(
١+

١
τ٢k

)(
θ٢i − ٢θi

wiτ
٢
k

١+ τ٢k

)]
∝ exp

[
−١
٢

(
١+

١
τ٢k

)(
θi −

wiτ
٢
k

١+ τ٢k

)٢]
.



٧۴ شده منعͺس نرمال زیان تابع تحت یافته تعمیم بیز برآوردگر .۵

گرفت نتیجه مͬ�توان

θ|w ∼ Nn

( τ٢kwi

١+ τ٢k
,

τ٢k
١+ τ٢k

)
.

مͬ�آید بدست زیر به�صورت (٢.۵) زیان تابع و πk پیشین توزیع تحت پسین مخاطره

ρ (π(θ), δ(w)) =

∫
Θ

L(θ, δ(w) dπ(θ|w)

= p

∫
Θ

n∑
i=١

[(
١− exp

{
−(δi − θi)

٢

٢k٢
})

f(θi|wi) dθi

]
= I١ − I٢

داریم ادامه در

I١ = p

n∑
i=١

∫
Θ

f(θi|wi) dθi

= p

n∑
i=١

١ (١١.۵)

I٢ = p
n∑

i=١

∫
Θ

exp

{
−(δi − θi)

٢

٢k٢
}
f(θi|wi) dθi

= p

n∑
i=١

∫
Θ

√
τ٢k + ١

√
٢πτk

exp

−(δi − θi)
٢

٢k٢ −

(
θi −

τ٢kwi

τ٢k+١

)٢
τ٢k

τ٢k+١

 dθi

= p
n∑

i=١

∫
Θ

√
τ٢k + ١

√
٢πτk

exp

{
−١
٢θ

٢
i

[
١
k٢

+
τ٢k + ١
τk

]
+ θi

[
δi
k٢

+ wi

]}
× exp

{
−١
٢

(
δ٢i
k٢

+
(τ٢kwi)

٢

(τ٢k + ١)τ٢k

)}
dθi

= p
n∑

i=١

√
τ٢k + ١ exp

{
−١
٢

(
δ٢i
k٢

+
(τ٢kwi)

٢

(τ٢k + ١)τ٢k

)}
×
∫
Θ

١√
٢πτk

exp

{
− ١
٢

[
τ٢k + k٢ + τ٢k k

٢

τ٢k k
٢

][
θ٢i − ٢θi

×

 δi
k٢ + wi

τ٢k+k٢+τ٢kk
٢

τ٢kk
٢

+

 δi
k٢ + wi

τ٢k+k٢+τ٢kk
٢

τ٢kk
٢


٢

−

 δi
k٢ + wi

τ٢k+k٢+τ٢kk
٢

τ٢kk
٢


٢ ]}

dθi

= p

n∑
i=١

√
(τ٢k + ١)(τ٢k + k٢ + τ٢k k

٢)

k
exp

{
−١
٢

(
δ٢i
k٢

+
τ٢kw

٢
i

τ٢k + ١

)}



٧۵ شده منعͺس نرمال زیان تابع تحت بیز برآوردگر .٣.۵

× exp

{
(δiτ

٢
k + wiτ

٢
k k

٢(٢

٢τ٢k k٢(τ٢k + k٢ + τ٢k k
٢)

}

= p
n∑
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گرفت نتیجه مͬ�توان (١٢.۵) و (١١.۵) رابطه�های به توجه با

ρ
(
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از لذا مͬ�کند، مͬ�نیمم را پسین مخاطره که است برآوردگری بیز، برآوردگر که مطلب این به توجه با

صورت این در مͬ�دهیم. قرار صفر برابر و گرفته مشتق δi به نسبت (١٣.۵) رابطه
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نتیجه در
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از عبارتست πk پیشین تحت بیز، برآوردگر لذا

δπk
i (w) = wi

(
τ٢k + τ۴k

١+ ٢τ٢k + τ۴k

)
, i = ١, . . . , n,

بیز مخاطره با

r(πk, δ
πk) =

∫
Θ

R(θ, δπk) dπ(θ)

= p
n∑

i=١

∫
Θ

πk(θ)

∫
W

[
١− exp

−

(
wi

(
τ٢k+τ۴k

٢+١τ٢k+τ۴k

)
− θi

)٢
٢k٢


f(wi|θi)

]
dθidwi. (١۴.۵)

است مفروض زیر صورت به δGB یافته تعمیم برآوردگر بیز، مخاطره ٢.٣.۵ قضیه طبق همچنین

r(πk, δ
GB) = p
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نتیجه در و گرفته حد (١۴.۵) رابطه از ادامه در
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مجاز غیر فرض لذا است تناقض در (١۶.۵) رابطه با (١۵.۵) رابطه مͬ�شود ملاحظه که همانطور

مͬ�شود. رد δGB برآوردگر بودن

است. مینیماکس δGB یافته تعمیم بیز برآوردگر ،١.٣.۵ قضیه مفروضات تحت .۴.٣.۵ قضیه (∗∗)

به�صورت ثابت مخاطره دارای و بوده مجاز δGB برآوردگر ، ٣.٣.۵ قضیه به توجه با برهان.

r(π, δGB) = p

(
١− k√

k٢ + ١

)n

.

است. مینیماکس برآوردگر δGB ، ١٠.٣.١ لم و ٩.٣.١ قضیه به توجه با اینرو از مͬ�باشد



پیوستآ�

تحقیق آینده برای پیشنهادات و خلاصه

حداقل با برآوردگری یافتن اصولا برآوردگرها، یافتن در شد، اشاره آن به مقدمه در که طور همان

ویژه اهمیت بر دلالت امر این که مͬ�باشد ایده�آل�ها از ͬͺی برآوردگرها، سایر به نسبت مخاطره

برآوردگر بهترین انتخاب به مجبور که مͬ�کند ایجاب شرایط گاه دیͽر سویͬ از دارد. مجاز مفهوم

مفهوم بردارنده در که مینیماکس برآورگر اهمیت که است زمان این در شویم، حالت بدترین در

آماری تصمیم�گیری�های و استنباط در فوق مفاهیم که مهمͬ نقش لذا مͬ�شود. نمایان مͬ�باشد، فوق

نظر در با آن در که مͬ�باشد. پایان�نامه این از شده حاصل نتایج اهمیت کننده اذعان مͬ�کنند، ایفا

شدیم برآوردگرهایͬ یافتن به موفق بیزی، حالت در شده منعͺس نرمال و لینͺس زیان تابع گرفتن

خاصͬ حالت گرفتن نظر در با همچنین و بودند. دارا را مینیماکس و مجاز ویژگͬ دو هر توأما که

معلوم، را σ٢ که حالتͬ در مقیاسͬ، آمیخته نرمال و نرمال توزیع�های برای لینͺس زیان تابع برای

ͬͺموج انقباضͬ برآوردگرهای یافتن به قادر گرفتیم، نظر در (π(θ) = ١) ناسره را پیشین توزیع و

انتخاب خصوص در بیشتری نظر دقت با مͬ�توان لذا بودند. نیز مینیماکس و مجاز که گشتیم نرمͬ

دست بهینه، خواص با برآوردگری یافتن در مشابه�ای یا و جالب نتایج به پیشین، توزیع و زیان تابع

یافت.

داد. قرار توجه مورد آینده در مͬ�توان را زیر تعمیم�های رو این از

... و ٢ استاین کراندار١، لینͺس جمله، از دیͽر زیان توابع تحت برآوردگرهایͬ پیدا .١
١Bounded linex

٧٨
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σ٢ برای فوق مسئله بررسͬ مͬ�باشد، مجهول σ٢ واقعیت، در موارد اکثر در اینͺه به توجه با .٢

باشد. برخوردار خاصͬ اهمیت از مͬ�تواند مجهول

جفری. پایای پیشین توزیع جمله از دیͽر ناسره پیشین توزیع�های از استفاده .٣

مͬ�گردد. محاسبات سادگͬ به منجر که مزدوج پیشین توزیع�های از استفاده .۴

بررسͬ، تحت موضوع در که مواردی در مͬ�دهد، افزایش را اریبͬ نرم آستانه اینͺه به توجه با .۵

شرایط تغییر با مͬ�توان باشد، داشته اریبͬ افزایش به نسبت کمتری اهمیت واریانس افزایش

کنیم. معطوف مینیماکس و مجاز سخت ͬͺموج برآوردگر یافتن به را توجه�مان مسئله

بیضͬ�گون. توزیع�های کلاس جمله از توزیع�ها، از دیͽری کلاس�های برای تعمیم .۶

٢Stein
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