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عفت نام: ͬͺکوش دانشجو: خانوادگͬ نام

یͺانͬ کیلͬ گراف�های ویژگͬ�های عنوان:

جعفری حیدر دکتر راهنما: استاد
راد جعفری نادر دکتر مشاور: استاد

جبر گرایش: ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

ریاضͬ علوم دانشͺده شاهرود صنعتͬ دانشͽاه:
٧٣ صفحات: تعداد ١٣٩٢ فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

گرافͬ، خودریختͬ دوری، های ماتریس ، گراف ویژه یͺانͬ،مقادیر کیلͬ های گراف کلیدی: واژگان
گراف، وتقارن گراف،همبندی ͬͽرن وعدد خوشه عدد مشترک، همسایه قطر،

چͺیده
های ویژگͬ از تعدادی بررسͬ به و کنیم مͬ تعریف را یͺانͬ کیلͬ های گراف پایان�نامه، دراین
دوم، فصل اول بخش در کنیم. مͬ بیان را مقدماتͬ ومفاهیم تعاریف ابتدا در پردازیم. مͬ گراف این
،ͬͽرن عدد فصل، این دوم بخش در و کنیم مͬ رابیان است برقرار ها گراف در که قضایا از بعضͬ
Xn مͬ�دهیم نشان و مͬ�آوریم دست به را Xn گراف مثلث�های تعداد و قطر استقلال، عدد خوشه، عدد
متقارن و دوری خاصیت از استفاده با سوم فصل در باشد. مͬ φ(n) با برابر راسͬ همبندی و متقارن
فصل در وسرانجام کنیم مͬ محاسبه را ها گراف این ویژه مقادیر یͺانͬ کیلͬ گرافهای ماتریسهای بودن
[١٩] و [۶] مقاله اساس بر نامه پایان این نماییم. مͬ محاسبه را گرافها این های خودریختͬ آخراندازه

است. شده وتدوین تهیه



یਪھا৩هآૡঙଘمقدৎ
ਗیऒواঘندசداষند



೯دایا...١
نخورم حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به

دوست تو که آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و

مͬ�داری.

تو پای به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

امید برق که توست رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها

مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در

پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم

دریاب. دریاب، کرده�ام

از من، نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن

آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

فداکاری بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به

گستاخͬ بͬ�نمود، خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در

بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ،

کن. روزی

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

جعفری، حیدر سید دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه

آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که راد جعفری نادر دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایͬ مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی

ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در

امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم دوستان از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم

بودند. من پشتیبان بهترین وجودشان،

ࠟࡱتঈوشਔی
۱۳۹۲
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٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

گراف�ها� از مفاهیمͬ ١.١

شده�اند. گرفته ،[١] مرجع از بخش این قضایای و تعاریف .١.١.١ تذکر

یͷمجموعه�ی از شده تشͺیل که است (V (G), E(G), ψ(G))مرتب یͷسه�تایͬ ،Gگراف تعریف٢.١.١.

زوج ͷی ،G یال هر به که ψ(G) وقوع تابع ͷی و یال�ها از E(G) مجموعه�ی ͷی راس�ها، از V (G) ناتهͬ

مͬ�دهد. نسبت را G رأس�های از نامرتب

مͬ�نامیم. طوقه١ را یͺسان انتهای دو با یال .٣.١.١ تعریف

باشد. داشته وجود یال ͷی از بیشتر راس دو بین هرگاه مͬ�نامیم ٢ چندگانه را یال ͷی .۴.١.١ تعریف

ͷی از بیش آن، رأس دو هر بین و باشد نداشته طوقه�ای هیچ اگر است ٣ ساده گراف، ͷی .۵.١.١ تعریف

نباشد. یال

گراف باشد، رأس ͷی دارای تنها آن رأس مجموعه و تهͬ آن یالهای مجموعه که گرافͬ .۶.١.١ تعریف

نامیم. مͬ ۴ بدیهͬ

با را e ∈ E(G) عناصر و مͬ�گیریم نظر در جهت بدون و ساده را گراف�ها بعد به این از .٧.١.١ تذکر

باشند. مͬ e یال انتهای دو v و u که دهیم مͬ نمایش uv یا {u, v} مجموعه

نمایش N(v) با را مجاورند v با که G از راس�هایͬ تمام مجموعه�ی ،G از v راس برای .٨.١.١ تعریف

به�عبارت�دیͽر مͬ�دهیم.

N(v) = {u ∈ V (G) : uv ∈ E(G)}.

نمایش dG(v) با و نامیم مͬ v راس ی درجه۵ را مجاورند V راس با که رئوسͬ تعداد .٩.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش ∆(G) و δ(G) با ترتیب به را G رأس�های درجه�ی بیشترین و کمترین مͬ�دهیم.
١Loop
٢Multiply
٣Simple
۴Evident
۵Degree



٣ گراف�ها� از مفاهیمͬ .١.١

مͬ�دهیم. نمایش |V (G)| با و است G رأس�های تعداد G مرتبه۶ .١٠.١.١ تعریف

ͷی تابع ͷی اگر ، (G١ ∼= G٢ نویسیم مͬ (و نامیم مͬ یͺریخت٧ ، G٢ و G١ گراف�های .١١.١.١ تعریف

که طوری به باشد داشته وجود V (G٢) روی به V (G١) از ψ مانند ͷی به

uv ∈ E(G١) ⇐⇒ ψ(u)ψ(v) ∈ E(G٢).

گراف خود�ریختͬ�های است. خودش به�روی گراف از یͺریختͬ ͷی گراف � خود�ریخت٨ͬ .١٢.١.١ تعریف

با و مͬ�گوییم گراف خودریختͬ�های گروه آن به که مͬ�دهیم گروه ͷی تشͺیل توابع ترکیب عمل تحت G

رئوس مجموعه روی جایͽشتͬ به�صورت مͬ�توان را ساده گراف�های در خودریختͬ مͬ�دهیم. نشان Aut(G)

درنظرگرفت. نیز مͬ�کند حفظ را مجاورت که گراف

باشند مجاور v به u و y به x و باشند G گراف از دلخواه رئوسͬ v uو ،y ،x کنیم فرض .١٣.١.١ تعریف

G گراف آنͽاه ،σ(y) = v و σ(x) = u که طوری به باشد داشته وجود σ خودریختͬ اگر صورت این در

است. متقارن٩

از σ خودریختͬ xy, uv ∈ E(G) یال دو هر برای هرگاه مͬ�نامیم یال�ترایا١٠ را Gگراف .١۴.١.١ تعریف

برقرار σ(y) = u و σ(x) = v یا σ(y) = v و σ(x) = u شرایط از ͬͺی که طوری به باشد داشته وجود G

باشد.

،V (G′) ⊆ V (G) اگر ،(G′ ⊆ G نویسیم (مͬ مͬ�گوییم G گراف١١ یͷزیر را G′ گراف .١۵.١.١ تعریف

باشد. شده حاصل E(G′) به ψ(G) کردن محدود از ψ(G′) و E(G′) ⊆ E(G)

مجموعه�ی که G از گرافͬ زیر باشد. V (G) از ناتهͬ مجموعه�ی زیر ͷی ،V ′ کنید فرض .١۶.١.١ تعریف

V ′ در آن�ها سر دو هر که باشد G از یال�هایͬ همه�ی مجموعه�ی برابر یال�هایش مجموعه�ی و V ′ آن راس�های
۶ Order
٧Isomorph
٨Automorphism
٩Symetric
١٠Edge-transitive
١١Subgraph



۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

G [V ′] مͬ�گوییم همچنین دهیم. مͬ نمایش G [V ′] با و مͬ�نامیم V ′ توسط شده القا گراف زیر است، واقع

است. G القای١٢ͬ گراف زیر ͷی

و راس�ها متناوب طور به آن جمله�های که W = v٠e١v١e٢v٢ . . . ekvk نا�تهͬ دنباله�ی .١٧.١.١ تعریف

و باشند متمایز vk ،. . . ،v٠ راس�های و ek ،. . . ،e١ یال�های هرگاه نامیم مͬ مسیر١٣ ͷی را هستند یال�ها

،v١ و W انتهای و مبدا ترتیب به را vk و v٠ راس��های باشند. vi و vi−١ ،ei انتهای دو ،١ ≤ i ≤ k برای

مͬ�نامیم. W طول را k صحیح عدد مͬ�نامیم. آن داخلͬ راس�های را vk−١ ،. . .

مͬ�نامیم. یͷدور١۴ را باشد ͬͺی آن انتهای و مبدا و مثبت طول دارای که مسیری .١٨.١.١ تعریف

داد. ادامه طرف دو از را آن نتوان هرگاه است ماکسیمال١۵ مسیر ͷی .١٩.١.١ تعریف

-دور k را k طول به دور هر باشد. فرد(زوج) آن طول هرگاه مͬ�نامیم ١۶ فرد(زوج) را دور .٢٠.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش Ck با و مͬ�نامیم

مͬ�نامیم. یͷمثلث١٧ را G گراف در ٣ طول به دور هر .٢١.١.١ تعریف

مͬ�نامیم. همیلتن١٨ͬ دور را باشد G گراف رئوس تمام شامل که دوری .٢٢.١.١ تعریف

G در مسیری ،G از v و u دلخواه راس دو هر بین هرگاه مͬ�گوییم همبند١٩ را G گراف .٢٣.١.١ تعریف

نامیم. مͬ ناهمبند را G صورت این� غیر در باشد. موجود

وتر٢٠ را مͬ�کند وصل هم به را G گراف از دور ͷی در مجاور غیر راس دو که یالͬ .٢۴.١.١ تعریف

مͬ��نامیم.
١٢Induced Subgraph
١٣Path
١۴Cycle
١۵maximal
١۶Odd(Even)
١٧Tringle
١٨Hamilton cycle
١٩Connected
٢٠Chord



۵ گراف�ها� از مفاهیمͬ .١.١

مͬ�نامیم. حفره٢١ را باشد نداشته وتری هیچ که G گراف در القایͬ دور .٢۵.١.١ تعریف

آن اگر تنها و اگر مجاورند راس دو آن در که G گراف رئوس مجموعه با ساده�ای گراف .٢۶.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش G با و مͬ�نامیم G گراف مͺمل٢٢ را نباشند مجاور G در راس�ها

باشد. G در حفره مͺمل هرگاه مͬ�نامیم ٢٣ پادحفره را G گراف از G′ گراف زیر .٢٧.١.١ تعریف

از حداقل که شود تقسیم چنان مجموعه چند به گراف، ͷی رئوس مجموعه کنید (فرض .٢٨.١.١ تعریف

قطعاتͬ از گراف آنͽاه باشد، نداشته وجود مسیری مجموعه�ها، دیͽر راسهای از ͷی هیچ به ͬͺی راس ͷی

Gگراف از ماکسیمال همبند گراف زیر ͷی نامیم.) مͬ گراف های مولفه را قطعات این است. شده تشͺیل

مͬ�نامیم. G گراف از ٢۴ مولفه ͷی را

بین �ی فاصله٢۵ را G در v و u بین مسیر کوتاه�ترین طول باشند، متصل G در v و u اگر .٢٩.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان d(u, v) با و نامیم مͬ ،G در v و u

مͬ�دهیم. نشان diam(G) با و نامیم مͬ G قطر٢۶ را G گراف در فاصله ماکزیمم .٣٠.١.١ تعریف

کند. صدق G ∼= G شرط در هرگاه مͬ�نامیم ٢٧ مͺمل خود را G ساده گراف .٣١.١.١ تعریف

مͬ�نامیم. ٢٨ �منظمk باشد k آن راس هر درجه�ی که را G گراف .٣٢.١.١ تعریف

n با کامل گراف باشند. مجاور آن متمایز راس دو هر هرگاه مͬ�نامیم کامل٢٩ را G گراف .٣٣.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش Kn با را راس
٢١Holed
٢٢Complement
٢٣Anti holed
٢۴Component
٢۵Distance
٢۶Diameter
٢٧Self-Complement
٢٨K-regular
٢٩Complete



۶ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

هر نامیم مͬ خوشه٣٠ ͷی را Gرئوس از H مجموعه زیر باشد گراف ͷی G کنیم فرض .٣۴.١.١ تعریف

گراف در خوشه ͷی کننده القا مجموعه بزرگترین اندازه باشد. کامل گراف ͷی H از القایͬ گراف زیر گاه

مͬ�دهیم. نشان ω(G) با و مͬ�نامیم G خوشه�ای٣١ عدد را G

از ͬͺی به را رن k از ͷی هر بتوان که صورتͬ در گوییم، پذیر٣٢ رن−k را G گراف .٣۵.١.١ تعریف

قابل رن k از کمتر با G اگر نباشند. همرن مجاور راس دو هیچ که طوری به داد، تخصیص آن رئوس

k برابر χ(G) یعنͬ G ٣۴ͬͽرن عدد گوییم معادل بطور یا مͬ�گوییم، ٣٣ ͬͽرن−k را G نباشد، آمیزی رن

است.

هیچ که طوری به کرد آمیزی �رن را G گراف یال�های بتوان که رن�هایͬ تعداد کمترین .٣۶.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش χ′(G) با و مͬ�نامیم G گراف یال٣۵ͬ ͬͽرن عدد را نباشند رن ͷی مجاور یال دو

S از راسͬ دو هیچ هرگاه مͬ�نامیم مستقل٣۶ مجموعه�ی ͷی را V (G) از S مجموعه زیر .٣٧.١.١ تعریف

با را آن و مͬ�نامیم G استقلال٣٧ عدد را G در مستقل ی مجموعه ͷی مرتبه ماکزیمم نباشد. مجاور G در

مͬ�دهیم. نشان α(G)

Y و X قسمت دو به بتوان را آن رئوس مجموعه هرگاه مͬ�نامیم بخش٣٨ͬ دو را G گراف .٣٨.١.١ تعریف

هر به X از راس هر چنانچه باشد. داشته Y در انتها ͷی و X در انتها ͷی یال هر که طوری به کرد افراز

s و r آن در که مͬ�دهیم نشان Kr,s با معمولا و مͬ�نامیم کامل بخشͬ دو گراف را G باشد وصل Y از راس

است. Y و X در رئوس تعداد ترتیب به

را V (G) چون است. بخشͬ دو V (G) = v١, v٢, · · · , v۶ رئوس مجموعه با زیر گراف .٣٩.١.١ مثال
٣٠Clique
٣١Clique number
٣٢K-Colourable
٣٣K-chromatic
٣۴Chromatic number
٣۵Edge chromatic number
٣۶Independent set
٣٧Independent number
٣٨Bipartite



٧ گراف�ها� از مفاهیمͬ .١.١

Gراس�های یال هر همچنین کرد. افراز V١ = {v١, v۶} ،V٢ = {v٢, v٣, v۴, v۵}مجموعه�های زیر به مͬ�توان

مͬ�کند. وصل هم به را مجموعه دو این

حاصل بدیهͬ یا ناهمبند گراف ͷی G گراف از آن�ها حذف با که یال��هایͬ تعداد مینیمم .۴٠.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش λ(G) با را آن و مͬ�نامیم G گراف در یال٣٩ͬ همبندی را شود

حاصل بدیهͬ یا ناهمبند گراف ͷی G گراف از آن�ها حذف با که راس�هایͬ تعداد مینیمم .۴١.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش k(G) با را آن و مͬ�نامیم G گراف در راس۴٠ͬ همبندی را شود

مͬ�نامیم G یال۴١ͬ برشͬ مجموعه را G همبند گراف های یال مجموعه از V مجموعه زیر .۴٢.١.١ تعریف

باشد. ناهمبند G− V هرگاه

هرگاه مͬ�نامیم G راس۴٢ͬ برشͬ مجموعه را G راسͬ مجموعه از S مجموعه زیر .۴٣.١.١ تعریف

باشد. ناهمبند G[V (G)− S]

یالͬ برشͬ مجموعه ترتیب به U و S ،Gگراف در مͬ�بینیم، ٢.١ و ١.١ شͺل در که همانطور .۴۴.١.١ مثال

.S = {v١, v٢, v٣} ،U = {v١v۵, v٢v۵, v٢v۶, v٣v۶} آن در که هستند، G گراف راسͬ برشͬ مجموعه و

٣٩Edge connectivity
۴٠Vertex connectivity
۴١Edge cut
۴٢Vertex cut



٨ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

G گراف :١.١ شͺل

مͬ�بینید. را G− S گراف چپ سمت در و G− U گراف راست سمت شͺل در :٢.١ شͺل

هرگاه مͬ�نامیم G در v و u راس دو جداساز۴٣ را G گراف یال�های از S مجموعه .۴۵.١.١ تعریف

عبارت به گیرند. قرار متفاوت مولفه�های در v و u که طوری به باشد ناهمبند گراف ͷی G[V (G) − S]

نباشد. مسیر u− v هیچ شامل G− S هرگاه مͬ�کند جدا را v و u ،S دیͽر

یال هیچ Q٢ و Q١ هرگاه نامیم مͬ یال�مجزا۴۴ G را گراف از Q٢ و Q١ مسیر u− v دو .۴۶.١.١ تعریف

باشند. نداشته مشترکͬ

V (Q١) ∩ هرگاه هستند مجزا۴۵ داخلͬ طور به ،v و u انتهای دو با Q٢ و Q١ مسیرهای .۴٧.١.١ تعریف

.V (Q٢) = {u, v}

یͷپل۴۶ را e شود. ناهمبند G− e که طوری به باشد e یال شامل و همبند G گراف اگر .۴٨.١.١ تعریف

مͬ�نامیم. G از
۴٣Separator
۴۴Edge-disjoint
۴۵Internally disjoint
۴۶Bridge



٩ کیلͬ گراف .٢.١

است. گراف پل تنها e = v۵v۶ یال زیر شͺل در .۴٩.١.١ مثال

ماتریسͬ G گراف مجاورت۴٧ ماتریس باشند. گراف رئوس vn و v٢...،v١ کنیم فرض .۵٠.١.١ تعریف

مͬ�کند. متصل vj به را vi که است یال�هایͬ تعداد با برابر aij آن در که است A(G) = [aij ] مانند n × n

اینصورت غیر در و aij = ١ درایه آنͽاه باشد واقع یالͬ vj و vi بین و باشد ساده گرافͬ G کنید فرض

.aij = ٠

کیلͬ گراف ٢.١

مͬ�گردد. باز [٩] مرجع به بخش این نشده داده ارجاع مطالب تمام .١.٢.١ تذکر

G برای مولد مجموعه�ی ͷی S کنید فرض و است ١ همانͬ عنصر با متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض

.s−١ ∈ S ،s ∈ S هر برای و ١ /∈ S که ویژگͬ این با باشد

مجموعه��ی و رئوس مجموعه�ی که است ساده�ای گراف Γ = Cay(G,S) کیل۴٨ͬ گراف .٢.٢.١ تعریف

مͬ�باشند. زیر به�صورت آن یال�های

V (Γ) = G و E(Γ) =
{{
g, h} | g−١h ∈ S

}
باشد. G مولد S مجموعه اگر تنها و اگر است همبند گراف ͷی Γ = Cay(G,S) کیلͬ گراف .٣.٢.١ لم

۴٧Adjacency matrix
۴٨Cayley graph



١٠ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

در y و x بین مسیر ͷی x, y ∈ V (Γ) هر برای بنابراین باشد. همبند گراف ͷی Γ کنید فرض (⇐) برهان.

،v١, v٢, · · · , vn ∈ G که باشد y و x بین مسیری y, vn, vn−١, · · · , v٢, v١, x کنید فرض دارد. وجود G

در (yv−١n )(vnvn−١) · · · (v١x−١) = yx−١ طرفͬ از .v١x−١, v٢v−١١ , · · · , yv−١n ∈ S صورت این در

توسط G عنصر هر نتیجه در بͽیریم نظر در همانͬ عنصر x اگر است. شده تولید S عناصر با yx−١ نتیجه

. شوند مͬ تولید S مجموعه

gh−١ = s١ ⇒ طوریͺه به دارد وجود s١ ∈ S بنابراین باشند. Γ در مجاور عناصر h و g کنید فرض (⇒)

به توانیم مͬ S دیͽر عنصر چپ از ضرب با بنابراین رسیم. مͬ g به h در s١ ضرب با نتیجه در .g = s١h

کنید فرض نوشت.) S عناصر از حاصل�ضربͬ به�صورت مͬ�توان را G راس برسیم.(هر گراف دیͽر رئوس

که دارند وجود s١, s٢, . . . , sk ∈ S لذا است G برای مولد مجموعه�ی ͷی S �که از�آنجایͬ .xy−١ ∈ S

است. همبند گراف نتیجه در yx−١ = s١s٢ . . . sk ⇒ y = s١s٢ . . . skx

Un = {a ∈ Zn | (a, n) = ١} و جمعͬ دوری گروه Zn = {٠,١, ..., n− ١} کنیم فرض .۴.٢.١ تعریف

و Zn جمعͬ گروه با برابر Γ آن در که کیلͬ گراف به صورت این در باشد. Zn یͺال�های مجموعه�ی

V (Xn) = رئوس مجموعه دارای که مͬ�نامیم یͺان۴٩ͬ کیلͬ گراف را باشد Un مولد مجموعه دارای

با و است E(Xn) = {{a, b} | a, b ∈ Zn, (a − b, n) = ١} یال مجموعه و Zn = {٠,١, ..., n − ١}

مͬ�دهیم. نمایش Xn = Cay(Zn, Un)

۴٩Unitaly Cayley graph



١١ � اعداد نظریه از مفاهیمͬ .٣.١

� اعداد نظریه از مفاهیمͬ ٣.١

شده�اند. گرفته ،[٢٣] منبع از قسمت این در رفته کار به قضایای و تعاریف .١.٣.١ تذکر

طبیعͬ اعداد mk و ... ،m٢،m١ و صحیح اعداد bk و ... ،b٢ ،b١ کنیم فرض .٢.٣.١ چینͬ باقیمانده قضیه

m١m٢...mk پیمانه به بفرد منحصر جواب ͷی دقیقا زیر دستͽاه صورت این در باشند. متباین دو به دو

دارد:
x ≡ b١(mod m١)

x ≡ b٢(mod m٢)
...
x ≡ br(mod mr)

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را موبیوس تابع .٣.٣.١ تعریف

µ(n) =


١ n = ١
(−١)k n = p١...pk باشد مربع از خالͬ n اگر
٠ نباشد مربع از خالͬ nاگر

اول n به نسبت که n مساوی یا کوچͺتر طبیعͬ اعداد تعداد باشد، طبیعͬ عدد ͷی n اگر .۴.٣.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش φ(n) با و مͬ�نامیم ۵٠ �اویلرφ تابع را هستند

مͬ�دهیم نمایش φ٢(n) با را هستند اول n به نسبت کدام هر که متوالͬ اعداد از جفت، تعداد تعریف٣.١.۵.

که

φ٢(n) = n
∏
p|n

(١− ٢
n
).

.φ(mn) = φ(m)φ(n) آنͽاه ،(m,n) = ١ که طوری به باشند طبیعͬ اعداد n,m اگر .۶.٣.١ قضیه

است). ضربͬ φ تابع گوییم مͬ (اصطلاحأ

نمایش اول اعداد از حاصلضربͬ بصورت مͬ�توان را n ⪈ ١ طبیعͬ عدد هر .٧.٣.١ حساب اساسͬ قضیه

است. منحصربفرد عوامل ترتیب از نظر صرف نمایش نوع این که داد
۵٠Euler



١٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

طبیعͬ اعداد ها αi و متمایز اول اعداد ها pi آن در که m = p
α١
١ ...p

αr
r و m > ١ کنید فرض .٨.٣.١ مثال

داریم: فوق قضیه از پͬ در پͬ استفاده با لذا هستند اول هم به نسبت دو به دو ها pi چون هستند.

φ(p
α١
١ ...p

αr
r ) = (p

α١
١ − p

α١−١
١ )...(pαr

r − pαr−١
r )

= n(١− ١
p١

)(١− ١
p٢

)...(١− ١
pr

)

= n
∏
p|n

(١− ١
p
).

متمایزاند فرد اول اعداد ها pi آن در که n = p
α١
١ p

α٢
٢ ...p

αr
r mو = p

β١
١ p

β٢
٢ ...p

βr
r کنیم فرض .٩.٣.١ گزاره

آنͽاه βi ≤ αi = ١ ،١ ≤ i ≤ r هر برای اگر صورت این در ،p١ < p٢ < ... < pr و

n = m⇔ φ(n) = φ(m)

است. بدیهͬ (⇒) برهان.

در .١ < φ(pβi
i ) ≤ φ(pαi

i ) پس βi ≤ αi ،١ ≤ i ≤ r هر برای و φ(n) = φ(m) کنیم فرض (⇐)

.φ(pαi
i ) = ١ آنͽاه ،βi = ٠ اگر .pαi−١

i (pi−١) = pβi−١
i (pi−١) لذا .φ(pβi

i ) = φ(pαi
i )،i هر برای نتیجه

نتیجه در .αi = βi = ١ بنابراین pi ̸= ٢ چون است. ممͺن غیر که pαi−١
i (pi − ١) = ١ دیͽر عبارت به

.n = m

صحیح اعداد تعداد آنͽاه d | m و هستند طبیعͬ اعداد d و m که کنید فرض .١٠.٣.١ لم

است. φ(md ) برابر (k,m) = d که طوری به

آنͽاه باشد، m مثبت علیه�های مقسوم مجموعه M = {d١, d٢, ..., dk} اگر

.
∑
d|m

φ(d) = m

d گروه زیر ͷی فقط Zm ،d | m که d هر برای مͬ�دانیم مͬ�گیریم. نظر در را (Zm,+) دوری گروه برهان.

m =
∑

x ∈ Zm

o(x) = d

١ =
∑
d|m

φ(d) لذا دارد. d مرتبه از عضو φ(d) دقیقا Zm لذا و دارد عضوی



١٣ ترکیبات از مفاهیمͬ .۴.١

ترکیبات از مفاهیمͬ ۴.١

به باشد داشته وجود Er و · · · ،E٢ به E١ رویدادهای r طول به دنباله ͷی کنید فرض .١.۴.١ ضرب قانون

که طوری

.(i = ١,٢, · · · , n) دهد رخ طریق ni به تواند مͬ Ei (١)

ندارد. ͬͽبست دنباله در رویدادها وقوع تاخر و تقدم به دهد رخ تواند مͬ دنباله در رویداد که طریقͬ تعداد (٢)

دهند. رخ دنباله در رویداد که دارد وجود راه (n١)× (n٢)× (n٣)× · · · × (nr) بنابراین

هر از سطری در ترکیب ͷی X از -تبدیل r ͷی بͽیرید نظر در را مجزا شͬ n از X دسته .٢.۴.١ تعریف

نشان P (n, r) با مجزا ء شͬ n با -تبدیل r کل تعداد است. n با برابر حداکثر r که مͬ�باشد X از شͬ r

است داده رخ چطور آن قبل رویدادهای که این به دهد رخ مͬ�تواند رویداد ͷی که طریقͬ تعداد دهیم. مͬ

داریم: شمارش ضرب قانون از استفاده با بنابراین ندارد ͬͽبست

P (n, r) = n(n− ١)(n− ٢) · · · (n− r + ١).



١۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١

گروه�ها از مفاهیمͬ ۵.١

مͬ�گردد. باز [٢] منبع به بخش این نشده داده ارجاع مطالب تمام .١.۵.١ تذکر

از x هر و Γ از g هر به�ازای کنید فرض گیریم. مͬ درنظر را X ناتهͬ مجموعه�ی و Γ گروه .٢.۵.١ تعریف

به�طوری�که باشد داشته وجود مͬ�دهیم نشان x • g علامت با را آن که X از یͺتایͬ عضو ،X

x • ١ = x ،X از x هر به�ازای (١)

.x • (g١g٢) = (x • g١) • g٢ ،X از x هر و Γ از g٢ و g١ هر به�ازای (٢)

x • g به�جای نوشتن، در سهولت برای گوییم. X بر Γ عمل را • و مͬ�کند عمل X بر Γ گوییم دراین�صورت

مͬ�کنیم. استفاده xg از

صورت به را x ۵١ مدار x ∈ V برای صورت این در کند عمل V بر G کنیم فرض .٣.۵.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش orb(x) = {xg | g ∈ G}

۵١Orbit



٢ فصل

یͺانͬ کیلͬ گراف�های و گراف�ها ویژگͬ



١۶ یͺانͬ کیلͬ گراف�های و گراف�ها ویژگͬ .٢

گراف�های ویژگͬ�های اثبات برای که گراف�ها مورد در کلͬ قضایای بیان به فصل این اول بخش در

φ(n) درجه از و منظم Xn مͬ�دهیم نشان دوم بخش در و مͬ�پردازیم مͬ�گیرند قرار استفاده مورد یͺانͬ کیلͬ

متقارن خاصیت از استفاده با است. n اول عامل کوچͺترین با برابر آن خوشه عدد و ͬͽرن عدد و مͬ�باشد

و کیلͬ گراف�های مثلث�های تعداد همچنین .k(Xn) = φ(n) مͬ�دهیم نشان Xn گراف بودن یال-ترایا و

مͬ�نماییم. محاسبه گراف در واقع یال هر برای را مشترک همسایه�های تعداد

گراف�ها ویژگͬ ١.٢

مͬ�باشد. [٣] مرجع از برگرفته بخش این در شده ذکر قضایای تمام .١.١.٢ تذکر

داخلͬ طور به مسیرهای u− v تعداد بیشترین G بدیهͬ غیر گراف از v و uراس دو برای .٢.١.٢ تعریف

نمایش M ′(u, v) و M(u, v) با بترتیب را G در یال-مجزا مسیرهای u − v تعداد بیشترین و G در مجزا

مͬ�دهیم.

راس�هایͬ تعداد کمترین k(u, v) آنͽاه ،uv /∈ E(G) اگر باشد، همبند Gگراف کنید فرض .٣.١.٢ تعریف

مͬ�کند. جدا را v و u که است

را مͬ�کند جدا را v و u که یال�هایͬ تعداد کمترین G گراف از v و u مجزای رأس دو برای .۴.١.٢ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش λ(u, v) با

G از v و uرأس دو هر برای صورت این در باشد، نابدیهͬ گراف ͷی G کنیم فرض ١ .۵.١.٢ منͽر قضیه

داریم:

λ(u, v) =M ′(u, v).

مͬ�نامیم -همبند n را G گراف و λ(G) ≥ n هرگاه مͬ�نامیم یالͬ -همبند n را G گراف .۶.١.٢ تعریف

.k(G) ≥ n هرگاه
١Menger



١٧ گراف�ها ویژگͬ .١.٢

یال-مجزا مسیر n با حداقل G از راس دو هر اگر تنها و اگر است یالͬ -همبند n ،G گراف .٧.١.٢ نتیجه

شوند. وصل هم به

وجود G از vوu راس دو که �کنیم )فرض خلف برهان ) .λ(G) ≥ n ،n ≥ ١ برای کنیم فرض برهان.

شامل G قبل قضیه به بنا لذا مͬ�شوند، متصل هم به l < n که یال-مجزا مسیر l با دقیقا که باشند داشته

است. تناقض ͷی که λ(G) ≤ λ(u, v) = l نتیجه در مͬ�کند. جدا را v و u که است یال l از E مجموعه

خلف) برهان شوند.( وصل هم به یال-مجزا مسیر n با حداقل G از راس دو هر کنیم فرض برعͺس،

دارد. وجود عضو λ(G) تعداد با E یالͬ برشͬ مجموعه ͷی صورت این در ،λ(G) < n که �کنیم فرض

یال�هاست از مجموعه�ای E پس باشند. G − E در مجزا مولفه�های به متعلق راس�هایͬ v و u کنیم فرض

است. تناقض ͷی که λ(u, v) ≤ |E| = λ(G) < n بنابراین مͬ�کند. جدا را v و u که

صورت این در باشند G گراف در مجاور غیر راس دو v uو کنیم فرض ٢ .٨.١.٢ منͽر قضیه

k(u, v) =M(u, v).

به مسیر n با حداقل Gراس دو هر اگر تنها و اگر است، -همبند n ،G گراف ،n ≥ ١ برای .٩.١.٢ نتیجه

شوند. وصل هم به مجزا داخلͬ طور

را G از راس دو هر که باشد داشته وجود مسیری اگر تنها و اگر است -همبند) ١ همبند( G گراف برهان.

مͬ�آید. بدست n = ١ برای نتیجه بنابراین کند. وصل هم به

فرض ، خلف برهان به .|V (G)| ≥ n + ١ صورت این در باشد، -همبند n ،G و n ≥ ٢ کنیم فرض

کنیم فرض باشد. مجزا داخلͬ طور به مسیر u − v ،n − ١ حداکثر با v و u راس دو شامل G که �کنید

مͬ�کند جدا را v و u که راس n − ١ حداکثر با S مجموعه قبل قضیه به بنا صورت این در ،uv /∈ E(G)

،uv ∈ E(G) کنیم فرض حال است. غیرممͺن که k(G) ≤ n−١ و است ناهمبند G−S پس دارد. وجود

قبل، قضیه به بنا است. مجزا داخلͬ طور به مسیر u − v ،n − ٢ حداکثر شامل G − uv صورت این در
٢Menger



١٨ یͺانͬ کیلͬ گراف�های و گراف�ها ویژگͬ .٢

هر v و u کنیم فرض دارد. وجود مͬ�کند، جدا G− uv در را v و u که راس n− ٢ حداکثر با S مجموعه

است. سوم مولفه ͷی شامل (G− uv)− S صورت این در باشند، (G− uv)− S در منفرد راس�های دو

ممͺن غیر که k(G) ≤ |S′| ≤ n−١ لذا است ناهمبند G−S′ که کنید دقت و S′ = S ∪{u} کنیم فرض

از بدیهͬ غیر مولفه ͷی به u و نیستند منفرد (G− uv)− S در v یا u کنیم فرض مͬ�توانیم بنابراین است.

در عضو n − ١ حداکثر با راسͬ برشͬ مجموعه ͷی S ∪ {u} صورت این در دارد، تعلق (G − uv) − S

است. تناقض که است G

هم به مجزا داخلͬ طور به مسیر n حداقل با آن راس دو هر که است گرافͬ G کنیم فرض بعͺس،

n ،G گراف ،G بودن کامل شرط به کند، مͬ ایجاب V (G) ≥ n + ١ ، صورت این در باشد. شده وصل

شامل G صورت این در باشد. -همبند n نه و کامل نه G کنیم فرض حال .(k(G) ≥ n) باشد. -همبند

مجزای مولفه�های از راس�هایͬ u, v کنیم فرض است. عنصر n− ١ حداکثر با S راسͬ برشͬ مجموعه ͷی

u− v ،n− ١ حداکثر قبل، قضیه به بنا مͬ�کند. جدا را v و u راس�های S صورت این در باشند. G− S′

است. فرض خلاف که دارد وجود G در مجزا داخلͬ طور به مسیر

λ(G) = min{λ(u, v) | v ∈ V (G)− {u}} آنͽاه باشد، بدیهͬ نا گراف ͷی G اگر .١٠.١.٢ نتیجه

G از یالͬ برشͬ مجموعه ͷی U اگر باشد. p مرتبه از G بدیهͬ نا گراف از راسͬ u کنیم فرض برهان.

باشد راسͬ v کنیم فرض است. G− U مولفه� دو از ͬͺی به متعلق u آنͽاه باشد، λ(G) عناصر تعداد دارای

نتیجه در .λ(u, v) = λ(G) بنابراین مͬ�کند جدا را v و uراس دو U دارد. تعلق G− U دیͽر مولفه به که

پس .λ(u, v) = λ(G) که طوری به دارد وجود G از v راس ͷی G از uراس هر برای

.λ(G) = min{λ(u, v) | v ∈ V (G)− {u}}

k(G) = min{k(u, v) | uv /∈ E(G)} .١١.١.٢ نتیجه



١٩ گراف�ها ویژگͬ .١.٢

است کامل G صورت این در باشد. n − ١ آن راس هر درجه و n ،G گراف مرتبه کنیم فرض برهان.

باشد، عنصر k(G) با راسͬ برشͬ مجموعه ͷی S اگر نباشد. کامل G کنیم فرض .k(G) = n − ١ و

G − S مجزای مولفه�های در که باشند G از راس�هایͬ v و u کنیم فرض است. ناهمبند G − S آنͽاه

S′ اگر همچنین .k(u, v) ≤ k(G) مͬ�کند.بنابراین جدا را u, v راس�های S صورت این در دارند. قرار

.k(G) ≤ k(u, v) و است ناهمبند G− S′ آنͽاه مͬ�کند، جدا را u, v که باشد راس k(u, v) از مجموعه�ای

G از u, v مجاور غیر راس دو نتیجه در .k(u, v) = M(u, v) ،۶.١.٢ قضیه به بنا .k(u, v) = k(G) پس

لذا k(G) ≤ k(x, y) ،G راس�های از x, y جفت�های تمام برای چون .k(G) = M(u, v) که دارند وجود

.k(G) = min{k(u, v) | uv /∈ E(G)}

.k(G) ≤ λ(G) ≤ δ(G) ،G گراف هر برای ٣ .١٢.١.٢ ویتنͬ قضیه

متصل یال δ(G) حذف با باشد. δ(G) با برابر v درجه که طوری به باشد G از راسͬ v کنیم فرض برهان.

بدیهͬ یا ناهمبند G′ گراف بنابراین است. منفرد گراف این در v که مͬ�کند تولید را G′ گراف G از v به

.k(G) = ٠ بنابراین است، بدیهͬ یا ناهمبند Gگراف آنͽاه ،λ(G) = ٠ اگر .λ(G) ≤ δ(G) بنابراین است.

شامل و همبند G گراف یا G ∼= K٢ لذا است. پل ͷی شامل و همبند G گراف آنͽاه ،λ(G) = ١ اگر

ͷی U و λ(G) ≥ ٢ مͬ�کنیم فرض حال .k(G) = ١ حالت دو هر در پس است. برشͬ راس ͷی حداقل

یال�های اگر باشد. U از یالͬ e = uv کنیم فرض باشد. λ(G) عناصر تعداد با G از یالͬ برشͬ مجموعه

در یال هر برای حال است. آن پل ͷی e و همبند ،H١ آمده� دست به گراف آنͽاه شوند، حذف G از U − e

(حداکثر راس�ها این حذف با اگر مͬ�کنیم. انتخاب v و u از متمایز و (گراف) آن بر واقع راس ͷی U − e

باشد، همبند H٢ اگر .k(G) ≤ λ(G) − ١ < λ(G) آنͽاه شود، حاصل H٢ ناهمبند گراف ( λ(G) − ١

در است. برشͬ راس ͷی دارای H٢ گراف زیر است، H١ القایͬ گراف زیر ͷی H٢ چون یا H٢ ∼= K٢ آنͽاه

بنابراین مͬ�دهد. نتیجه را بدیهͬ یا ناهمبند گراف ͷی آن حذف که دارد وجود H٢ از راس ͷی حالت، هر

.k(G) ≤ λ(G)

٣Witni



٢٠ یͺانͬ کیلͬ گراف�های و گراف�ها ویژگͬ .٢

مͬ�دهد. نشان δ(G) = ۴ و λ(G) = ٣ ، k(G) = ١ با را G گراف زیر شͺل .١٣.١.٢ مثال

زیرگراف باشد. k(G) کاردینال با G برشͬ مجموعه�های تمام مجموعه C(G) کنیم فرض .١۴.١.٢ تعریف

باشد. G[V (G)− C] از مولفه ͷیP ، C ∈ C(G) برای هرگاه مͬ�نامیم G گراف از بخش۴ ͷی را P

که P (G) = minC{min{|V (P )| | است. C حسب بر جز ͷی P} کنیم فرض .١۵.١.٢ تعریف

مͬ�نامیم. گراف ۵ͷبخشاتومی را P آنͽاه ،|V (P )| = P (G) اگر .|C| = k(G)

صورت: این در باشد، همبند G و n ⩾ ٢ کنیم فرض [٢۴] .١۶.١.٢ لم

P (G) ≥ ٢ .١

k(G) < min{d(v) | v ∈ V (G)} .٢

هستند. متمایز گراف، ͷاتومی های بخش همبند گراف ͷی در [٢۴] .١٧.١.٢ قضیه

،u١ = V (P١) و باشند c٢ و c١ برحسب گراف ͷاتومی بخش دو P٢ و P١ کنیم فرض برهان.

داریم: قبل لم به بنا .R٢ = V (G)− (u٢ ∪ c٢) و u٢ = V (P٢) ،R١ = V (G)− (u١ ∪ c١)

|R١| = |R٢| و |u١| = |u٢| = P (G) و |c١| = |c٢| = K(G)

۴Part
۵Atomic



٢١ گراف�ها ویژگͬ .١.٢

آنͽاه باشد، یال-ترایا و همبند G گراف اگر .١٨.١.٢ قضیه

k(G) = min{d(v) | v ∈ V (G)}.

ͷاتومی بخش ͷی قبل لم به بنا لذا k(G) ̸= min{d(v) | v ∈ V (G)} ، (فرضخلف) کنیم فرض برهان.

دارند وجود x, y, z ∈ V (G) رئوس هستند همبند P و G چون دارد. وجود راس دو حداقل با P مانند

دارد وجود ℏ ∈ Aut(G) پس ترایاست، یال G چون {x, y} ∈ E(G)− E و {x, y} ∈ E(P ) که بطوری

p∩ℏ(p) ̸= ٠ و ℏ(p) ̸= pصورت دو هر در ،ℏ(x) = z و ℏ(y) = x یا ℏ(y) = z و ℏ(x) = x که بطوری

هستند. متمایز ͷاتومی بخش�های ،p و ℏ(p) چون است. تناقض در قبل قضیه با که

مجموعه هرگاه گرافGباشند، یالهای E(G)مجموعه رئوسو مجموعه V (G) فرضکنید تعریف١٩.١.٢.

کنید فرض نامیم. مͬ جهتدار گراف ͷی را G آنͽاه باشد مرتب زوجهای نامرتب زوجهای جای به ها یال

نمایش (u, v) با و مͬ�نامیم کمان را E(G) اعضای صورت این در باشند، e انتهای v و ابتدا u و e ∈ E(G)

مͬ�دهیم.

برای که G گراف راس t + ١ از [α] = (α٠, α١, ..., αt) مرتب مجموعه ͷی [٩] .٢٠.١.٢ تعریف

مͬ�نامیم. -کمان t را .αi−١ ̸= αi+١ ،١ ≤ i ≤ t− ١ برای و (αi−١, αi) ∈ E(G) ،١ ≤ i ≤ t

در -کمان t مجموعه روی G خودریختͬ�های گروه هرگاه مͬ�نامیم -ترایا t ،Gگراف [٩] .٢١.١.٢ تعریف

نباشد ترایا -کمان t+ ١ روی اما باشد، ترایا G

باشد. متقارن G اگر تنها و اگر ترایاست -کمان ١ روی G خودریختͬ�های گروه [٩] .٢٢.١.٢ نتیجه

-ترایاست. t ،t ≥ ١ برای متقارن گراف ͷی همچنین

یا χ′(G) = ∆(G) + ١ صورت این در باشد، ساده گراف ͷی G کنیم فرض ۶ .٢٣.١.٢ ویزین قضیه

χ′(G) = ∆(G)

باشد. نداشته فردی دور هیچ اگر تنها و اگر است بخشͬ دو G گراف [١] .٢۴.١.٢ قضیه
۶Vzing



٢٢ یͺانͬ کیلͬ گراف�های و گراف�ها ویژگͬ .٢

یͺانͬ کیلͬ گراف�های ٢.٢

هستند. همبند یͺانͬ کیلͬ گراف�های .١.٢.٢ لم

به نسبت متوالͬ راس دو هر تفاضل مͬ�باشد. Zn مجموعه یͺانͬ، کیلͬ گراف�های رئوس مجموعه برهان.

است. همبند گراف لذا دارد وجود یال ͷی متوالͬ راس دو هر بین لذا مͬ�باشد اول n

باشد. مͬ گراف مرتبه n که دهیم مͬ نمایش Xn با را یͺانͬ کیلͬ گرافهای .٢.٢.٢ ملاحظه

مͬ�شود: رسم زیر صورت به n = ٩ برای Xn یͺانͬ کیلͬ گراف .٣.٢.٢ مثال

است. φ(n) درجه� از و منظم ، Xn = Cay(Zn, Un) گراف .۴.٢.٢ گزاره

راس با y ∈ V (Xn) راس آنͽاه ،|y− x| ∈ Un اگر باشد. Xn گراف از دلخواه راسͬ x کنیم فرض برهان.

.٠ < i < n که نوشت x+ i صورت به مͬ�توان را y ∈ Zn هر است، گروه ͷی Zn چون است. مجاور x



٢٣ یͺانͬ کیلͬ گراف�های .٢.٢

بنابراین .i ̸= ٠ باید باشند مجاور y و x اینͺه برای همچنین

N(x) = {x+ i | ٠ < i < n, (x+ i− x, n) = ١}

= {x+ i | ٠ < i < n, (i, n) = ١}

= {x+ i | i ∈ Un}.

است. برقرار حͺم لذا و d(x) = |N(x)| = φ(n) بنابراین

آنͽاه ،n = pα اگر و است کامل Gگراف آنͽاه ،n = p اگر باشد. گراف مرتبه n کنیم فرض .۵.٢.٢ گزاره

است. کامل -بخشͬ p گراف،

بنابراین .(a − b, p) = ١ نتیجه در ، ٠ < a − b < p ، Zp در b و a هر برای آنͽاه ، n = p اگر برهان.

اگر حال است. کامل گرافͬ حاصل گراف لذا دارد. وجود یال ͷی Xp گراف از دلخواه راس دو هر بین

کنیم: مͬ تعریف زیر صورت به را Ai مجموعه ٠ ≤ i < p برای باشد، n = pα

Ai = {x ∈ Zn | x ≡ i (modp)} = [i].

در مͬ�باشند نامجاور دو به دو مجموعه هر در واقع رئوس نتیجه در ((a− b), n) ̸= ١ ، a, b ∈ Ai هر برای

بفرد منحصر p بر x ∈ Zn هر تقسیم باقیمانده باشد. مͬ گراف در مستقل مجموعه ͷی مجموعه، هر نتیجه

نتیجه در دارد. قرار کلاس�ها از ͬͺی در دقیقا x ∈ Zn هر نتیجه در است

A٠
∪
A١

∪
· · ·

∪
Ap−١ = Zn

Ai
∩
Aj = ٠,٠ ≤ i, j < p

یͷمجموعه از بیش در نمͬ�تواند راس ͷی و مͬ�باشند رئوسگراف تمام شامل مجموعه p این دیͽر عبارت به

غیر دلخواه راس دو b و a کنید فرض مͬ�باشند. گراف رئوس برای افرازی ͷی ، ها Ai نتیجه در گیرد قرار

نتیجه در ٠ ≤ k١, k٢ < pα−١. که a = k١p+ i, b = k٢p+ j و باشند مجموعه ͷی در واقع
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(k١p+ i− (k٢p+ j), pα) = ((k١ − k٢)p+ (i− j), pα) = ١.

کامل و -بخشͬ p گراف، نتیجه در هستند، مجاور مجموعه ͷی در واقع غیر دلخواه راس دو هر نتیجه در

است.

باشد. زوج n اگر تنها و اگر است بخشͬ دو Xn یͺانͬ کیلͬ گراف ، n ⩾ ٢ برای .۶.٢.٢ قضیه

عددی فرد(زوج)، راس دو هر هستند.تفاضل فرد اعدادی Zn یͺال عناصر است زوج n چون (⇒) برهان.

(زوج) فرد راس دو هیچ بنابراین نیستند اول هم به نسبت زوج عدد دو که است بدیهͬ باشد. مͬ زوج

رئوس مجموعه�ی از افراز دو تشͺیل فرد، رئوس مجموعه�ی و زوج رئوس مجموعه�ی لذا نیستند. مجاور

مͬ�دهند. گراف

١ و رئوس٠ دنباله نیست فردی دور هیچ دارای گراف ،٢۴.١.٢ قضیه بنابر باشد بخشͬ دو گراف اگر (⇐)

طول به دوری دارای گراف چون باشد مͬ n دور این طول باشند. مͬ گراف در دور ͷی ٠ و n− ١ و · · · و

است. زوج n نتیجه در نیست فرد

Xn زوج n برای ویژه به نیست. فرد طول با دور هیچ دارای Xn آنͽاه باشد، زوج n اگر .٧.٢.٢ نتیجه

است. مثلث بدون

٢t−١ گراف�ها این است. K٢t−١,٢t−١ کامل بخشͬ دو گراف ͷی Xn nگراف = ٢t برای .٨.٢.٢ نتیجه

مͬ�باشد. گراف درجه مربع با برابر گراف یال�های تعداد و هستند -منظم

با برابر گراف یال�های تعداد و است کامل بخشͬ دو G گراف ،۶.٢.٢ گزاره بنابر برهان.

٢t×٢t−١

٢ = (٢t−١)٢

است.

در باشند Zn یͺال عناصر ±(b− a)و±(c− b) −a)±و c) اگر .a, b, c ∈ Zn کنید فرض .٩.٢.٢ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش {a, b, c} با و باشد مͬ Xn در مثلث ͷی c و b و aرئوس با القایͬ گراف زیر صورت این
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و a = ٠ اگر مͬ�دهیم. نمایش Tab با را b و a مشترک رئوس با مثلث�هایͬ تمام مجموعه .١٠.٢.٢ تعریف

مͬ�گوییم. بنیادی مثلث�های مثلث�هایͬ، چنین به آنͽاه ،b = ١

.|T٠١| = φ٢(n) = n
∏
p|n

(١− ٢
n
) ، فرد nهای برای .١١.٢.٢ لم

اگر تنها و اگر b ∈ Un و (b − ١) ∈ Un اگر تنها و اگر است بنیادی مثلث ͷی {٠,١, b} تایͬ سه برهان.

در بنیادی مثلث�های تعداد بنابراین هستند. اول n به نسبت ͷی هر که باشند متوالͬ اعداد زوج b − ١ و b

نتیجه در باشند. اول n به نسبت آنها از ͷی هر که متوالͬ اعداد از جفت، تعداد با است برابر Xn گراف

.|T٠١| = φ٢(n)، ۵.٣.١ بنابرتعریف

راس�های با شده تولید زیرگراف آنͽاه باشد، n اول عامل کوچͺترین p اگر .١٢.٢.٢ قضیه

است. ماکسیمال کامل زیرگراف ͷی {٠,١,٢, . . . , p− ١}

گراف زیر قضیه٢.٢.۵، بنابر مͬ�دهیم. نمایش Ω با را ٠,١,٢, . . . , p− ١ با شده تولید زیرگراف برهان.

دلخواهͬ راس a ∈ V (Xn) فرضکنیم حال . است کامل گراف ͷی n اول عامل کوچͺترین مرتبه با القایͬ

خلف برهان به نیست. مجاور Ω گراف رئوس از ͬͺی با حداقل aراس مͬ�دهیم نشان .a /∈ V (Ω) که باشد

لذا باشد مجاور رئوس تمام با a مͬ�کنیم فرض

(a− ٠, n) = ١, (a− ١, n) = ١, · · · , (a− p+ ١, n) = ١

است. پذیر بخش p بر آنها از ͬͺی لذا هستند. متوالͬ صحیح عدد p ،a− p+ ١, · · · , a− ٢, a− ١, a که

تناقض در فرض با لذا .(a − i, n) ̸= ١ نتیجه در (a − i, p) ̸= ١ که طوری به دارد وجود یͬ i بنابراین

است. برقرار حͺم پس . است

.χ(Kn) = ω(Kn) = n کامل، گراف ͷی در .١٣.٢.٢ گزاره

.χ(G) ⩾ ω(G) همواره لذا باشند داشته متفاوتͬ رن�های باید یͷخوشه راس�های چون .١۴.٢.٢ ملاحظه

صورت: این در باشد. n اول عامل کوچͺترین p کنیم فرض .١۵.٢.٢ قضیه
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.χ(Xn) = ω(Xn) = p .١

.χ(Xn) = ω(Xn) =
n
p .٢

هستند. اول اعداد ها pi و ٢ ≤ p١ < p٢ < · · · < pr که n = p
α١
١ p

α٢
٢ · · · pαr

r کنیم فرض برهان.

Xn گراف در راس p١ با شده تولید گراف زیر رئوس مجموعه V (Ω) = {٠,١, · · · , p١ − ١} کنیم فرض

درنتیجه .χ(Xp١) = ω(Xp١) = p١ ١٣.٢.٢ گزاره بنابر و است کامل Ω گراف ،۵.٢.٢ قضیه بنابر باشد.

که مͬ�گیریم نتیجه ، χ(Xn) ≥ ω(Xn) رابطه برقراری به توجه با ω(Xn) ⩾ p١

χ(Xn) ≥ ω(Xn) ≥ p١. (١.٢)

کنیم فرض مͬ�باشد. بفرد منحصر p١ پیمانه به m باقیمانده ، ٠ ≤ m ≤ n − ١ هر برای که است بدیهͬ

که کنید فرض مͬ�دهیم. اختصاص را km رن m راس به .m ≡ km(modp١) و گراف راس ͷی m

نتیجه در [km] = {kp١ + km | ٠ ≤ k ≤ n− ١ , ٠ ≤ km < p١}

و ∀ (k١p١ + km), (k٢p١ + km) ∈ [km], (k١p١ + km)− (k٢p١ + km), n) = ((k١ − k٢)p١, n) ̸= ١

هستند. یͺسان رن دارای گراف در رأس دو این بنابراین نیستند و مجاور m′ و mرأس دو

∀ (k١p١ + km) ∈ [km], (k٢p١ + km′) ∈ [km′ ], i ̸= j , ٠ ≤ km, km′ < p١ , ٠ ≤ k١, k٢ ≤ n− ١

(k١p١ + km)− (k٢p١ + km′) = (k١ − k٢)p١ + (km − km′)

⇒ (k١ − k٢)p١ + (km − km′), n) = ١.

رنͽهای دارای گراف در نتیجه در باشند مͬ مجاور کلاسها دیͽر رئوس به کلاس هر به متعلق رئوس نتیجه در

که مͬ�گیریم نتیجه لذا باشند، مͬ متمایز

χ(Xn) ≤ p١. (٢.٢)

که مͬ�گیریم نتیجه (٢.٢) و (١.٢) روابط از

p١ ≥ χ(Xn) ≥ ω(Xn) ≥ p١ ⇒ χ(Xn) = ω(Xn) = p١.
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است. Zn مجموعه با برابر Zn در p١ پیمانه به کلاس�هایͬ اجتماع مͬ�پردازیم. ٢ قسمت اثبات به حال

کلاس هر به متعلق رئوس دادیم، نشان قبلا که همانطور است. گراف از راس n
p١
دارای کلاس هر بنابراین

Xn در کلاس هر به متعلق رئوس مͺمل، گراف تعریف به توجه با و مجاورند غیر دو به دو Xn گراف در

راس n
p١
با Xn در کامل گراف زیر ͷی Xn کلاس هر به متعلق رئوس بنابراین مͬ�باشند. مجاور دو به دو

در است کامل گراف این چون باشد. Xn در [٠] رئوس مجموعه با القایͬ گراف زیر Ω′ کنید فرض است.

نتیجه

χ(Ω′) = ω(Ω′) = n
p١

⇒ χ(Xn) ≥ ω(Xn) ≥ n
p١

مͬ�گیریم. نظر در را گراف رئوس از ،٠ ≤ k ≤ n
p١
که {kp١, kp١+ ١, · · · , (k+ ١)p١− ١} مجموعه�های

همرن Xn در رئوس این بنابراین هستند. مجاور غیر دو به دو Xn گراف در مجموعه هر در واقع رئوس

رن n
p١
از بیش با نمͬ�توان را Xn گراف رئوس تمام لذا است n

p١
مجموعه�ها این تعداد چون باشند. مͬ

.χ(Xn) = ω(Xn) =
n
p١
لذا χ(Xn) ≤ n

p١
. بنابراین کرد. آمیزی

ندارد. وجود کامل خود یͺانͬ کیلͬ گراف هیچ n ≥ ٢ برای .١۶.٢.٢ قضیه

خواص به بنا پس Xn
∼= Xn بنابراین باشد. کامل خود گراف ͷی Xn کنیم فرض ، خلف برهان به برهان.

داریم: لذا ،χ(Xn) = n⧸p و χ(Xn) = p قبل، قضیه بنابر و .χ(Xn) = χ(Xn) گراف دو یͺریختͬ

،Kn کامل گراف نظم درجه .Xn ∪Xn = Kn چون است. اول عدد ͷی p که n = p٢ نتیجه در p = n
p

یͺسان نظم درجه دارای Xn و Xn لذا است یͺسان یͺریخت گراف دو نظم درجه همچنین و است n− ١

داریم: ،n = p٢ جاگذاری با حال ٢φ(n) = n− ١ لذا است. φ(n) با برابر که هستند

٢φ(p٢) = p٢ − ١.

است. غیرممͺن که ٢φ(p٢) = ٢p(p− ١) = p٢ − ١ لذا .φ(p٢) = p(p− ١) مͬ�دانیم طرفͬ از
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xk ≡ ka(mod n) دنباله ،٠ ≤ k ≤ n− ١ برای آنͽاه ،n ≥ ٣ اگر .a ∈ Un کنیم فرض .١٧.٢.٢ گزاره

مͬ�دهیم. نمایش Ca با را دور این است. Xn در همیلتنͬ دور ͷی

عدد ضرب a ∈ Un هر برای لذا . است Zn برای مولدی Un مجموعه�ی از عضو هر از�آنجایͬ�که برهان.

متشͺل Ca دور بنابراین مͬ�شود تولید Zn گروه عناصر تمام n پیمانه به a در ،k(٠ ≤ k ≤ n− ١) صحیح

٠ ≤ k , k + ١ ≤ n− ١ هر برای و مͬ�گذرد گراف رئوس تمام از ٠ , a , ٢a , ... , (n− ١)aرئوس از

داریم:

xk+١ − xk = a⇒ (xk+١ − xk , n) = ١.

است. Xn در همیلتنͬ دور ͷی xn−١ و · · · و x٠ دنباله بنابراین ندارد وجود یال متوالͬ غیر رأس دو هر بین

که Ca صورت به -مجزا یال همیلتنͬ دورهای تعداد صورت این در .n ≥ ٣ کنیم فرض .١٨.٢.٢ لم

مͬ�کنند. افراز را E(Xn) که است φ(n)
٢ ،a ∈ Un

دور رئوس دنباله قبل گزاره بنابر باشند. Zn یͺال عناصر ±u١ , ± u٢ , ... , ± ur �کنیم فرض برهان.

باشد Cui در یال ͷی {a, b} کنید فرض باشد. مͬ (n − ١)ui و · · · و ui و ٠ صورت به Cui همیلتنͬ

کم قضیه کلیت از اینͺه بدون b = (k + ١)ui و a = kui که طوری به دارد وجود k ∈ Zn بنابراین

L(a) − L(b) = ui بنابراین .L(a) > L(b) و L(b) = (k + ١)ui ،L(a) = kui مͬ�کنیم فرض شود،

مجموعه دارای C−ui و Cui بنابراین است C−ui در یال ͷی {a, b} نتیجه در .L(b) − L(a) = −ui و
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داریم: (xn−k − xn−k−١) ∈ C−ui یال هر برای و هستند یͺسان یال�های

|xn−k − xn−k−١| ∈ Un ⇔ |(n− k)(−ui)− (n− k − ١)(−ui)| ∈ Un

⇔ |(k + ١)(−ui)− k(−ui)| ∈ Un

⇔ |kui − (k + ١)ui| ∈ Un

⇔ (xk, xk+١) ∈ Cui

نتیجه در ui ̸= ±uj ، i ̸= j که j هر برای حال هستند. منطبق هم بر Cui و C−ui همیلتن دورهای لذا

C−ui جز به Xn همیلتن دور هر از Cui یال�های مجموعه بنابراین {a, b} /∈ C±uj و L(a)−L(b) ̸= ±uj

همیلتن دورهای تعداد بنابراین ، C−ui = Cui و است φ(n) ،Un یͺال عناصر تعداد چون است. متمایز

است. φ(n)
٢ ،Cui صورت به -مجزا یال

دور هر است. E(Xn) با برابر ui ∈ Un که Cui مجزای یال همیلتن دورهای اجتماع مͬ�دهیم نشان حال

با یͺسان رئوس مجموعه دارای ∪r
i=١Cui نتیجه در مͬ�گذرد، یͺبار) (فقط گراف رئوس تمام از همیلتن

هستند. یͺسان ∪r
i=١Cui و Xn گراف یال�های مجموعه که مͬ�دهیم نشان حال است. Xn گراف رئوس

، ١ ≤ i ≤ r که i هر برای بنابراین دارند، قرار گراف یال�های مجموعه در همیلتنͬ دور هر در واقع یال�های

طرفͬ از .∪r
i=١Cui ⊆ E(Xn) نتیجه در ، Cui ⊆ E(Xn)

∀{x, y} ∈ E(Xn) ⇒ (y − x, n) = ١

⇒ y − x ∈ Un, ∃i, s.t. y − x = ui ١ ≤ i ≤ r

⇒ {x, y} ∈ Cui ⇒ {x, y} ∈ ∪r
i=١Cui

مͬ�کنند. افراز را E(Xn) ،Cui لذا

مͬ�باشد متمایز همیلتن دور دو اجتماع X٨ = Cay(Z٨, U٨) یͺانͬ کیلͬ گراف زیر شͺل در .١٩.٢.٢ مثال

است. C١ = C٧ و C٣ = C۵ که
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باشد، فرد n اگر و χ′(Xn) = φ(n) آنͽاه باشد، زوج n اگر یͺانͬ، کیلͬ گراف�های در .٢٠.٢.٢ قضیه

.χ′(Xn) = φ(n) + ١ آنͽاه

هر آنͽاه است،� زوج طول دارای دور هر و است بخشͬ دو گراف ، قضیه٢.٢.۶ بنابر باشد زوج n اگر برهان.

مͬ�شود. تجزیه یال-مجزا همیلتن دور φ(n)
٢ Xnبه قبل لم به بنا کنیم. آمیزی رن ،رن دو با مͬ�توانیم را دور

اینͺه به توجه با حال .χ′(Xn) ≤ φ(n) نتیجه در مͬ�شود. آمیزی رن ،رن φ(n) با دقیقا Xn بنابراین

.χ′(Xn) = φ(n) بنابراین .χ′(Xn) ≥ φ(n) ، ویزین قضیه به بنا و است φ(n) ،Xn گراف درجه ماکزیمم

به گراف یال�های آمیزی رن گراف، ͷی درست آمیزی رن از گراف(منظور ͷی درست آمیزی رن برای

رن دارای باشند، مشترک انتها ͷی دارای که یال دو هر نباشند.)، رنͺی مجاور، یال دو هیچ که طوری

φ(n) با لذا ندارد وجود گراف در رن ͷی از یال n−١
٢ از بیشتر فرد، های n برای بنابراین نیستند. یͺسان

گراف یال�های کل تعداد صورتیͺه در کنیم. آمیزی رن مͬ�توانیم را گراف از یال φ(n)(n−١٢ ) حداکثر ،رن

لذا است. Xn در درجه ماکزیمم φ(n) طرفͬ از است. φ(n) از بزرگتر χ′(Xn) بنابراین مͬ�باشد. φ(n)(n٢ )

است. χ′(Xn) = φ(n) + ١ ، ویزین قضیه به بنا

.λ(Xn) = φ(n) .٢١.٢.٢ گزاره

نشان ابتدا .n ≥ ٣ کنیم فرض است. برقرار حͺم و λ(Xn) = ١ لذا ،Xn
∼= K٢ آنͽاه ،n < ٣ اگر برهان.

φ(n)
٢ به Xn قبل لم به بنا باشند. V (Xn) در راس دو w و v کنیم فرض .λ(Xn) ≥ φ(n) که مͬ�دهیم
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مجموعه دارای که دارد وجود w به v از مسیر φ(n) حداقل بنابراین مͬ�شود. تجزیه یال-مجزا همیلتنͬ دور

دارد. وجود مسیر φ(n) حداقل w به v از لذا است φ(n) ،Xn گراف راس هر درجه هستند. مجزا یال�های

رئوس w و v چون کنیم. حذف را یال φ(n) حداقل باید w و v بودن همبند غیر برای منجر، قضیه به بنا

٧.١.٢ نتیجه بنابر بنابراین بودند، Xn گراف دلخواه

λ(Xn) ≥ φ(n). (٣.٢)

گراف نتیجه در کرد جدا Xn گراف از یال φ(n) حذف با مͬ�توان را Xn گراف دلخواه راس هر طرفͬ از

بنابراین مͬ�شود، ناهمبند

λ(Xn) ≤ φ(n). (۴.٢)

است. کامل اثبات و λ(Xn) = φ(n) که مͬ�گیریم نتیجه (۴.٢) و (٣.٢) رابطه از لذا

در x 7−→ ax+ b ضابطه با τ(a,b) : Zn −→ Zn صورت به را آفین تبدیل a, b ∈ Zn برای .٢٢.٢.٢ قضیه

.a ∈ Un اگر تنها و اگر است Xn از خودریختͬ ͷی τ(a,b) صورت این در مͬ�گیریم. نظر

باشد. مͬ سویͬ دو تابع ͷی τ(a,b) دهیم مͬ نشان ابتدا برهان.

τ(a,b)(x) = τ(a,b)(y) ⇒ ax+ b = ay + b

⇒ a(x− y) + b− b = ٠ ⇒ a(x− y) = ٠

⇒ ax = ay ⇒ x = y

که طوری به دارند وجود Z در t و s بنابراین (a, n) = ١ چون باشد. مͬ ͷی به ͷی τ(a,b) نتیجه در

،y ∈ Zn هر برای باشند، ثابت و صحیح عدد b کنید فرض .ar ≡ ١ (mod n) نتیجه در ar + ns = ١

و y − b ∈ Zn

.a(r(y − b)) = y − b⇒ a(r(y − b)) + b = y
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ͷی τ(a,b) نتیجه در .τ(a,b)(x) = y که طوری به دارد وجود x ∈ Zn بنابراین x = r(y − b) دهیم مͬ قرار

که a, b, c, d ∈ Zn هر برای و .τ(x) ∈ Zn ،x ∈ Zn هر برای بنابراین است، Xn در خودریختͬ

(d, c) ∈ E(Xn) ⇔ (τ(a,b)(d), τ(a,b)(c)) ∈ E(Xn)

نتیجه در

.(τ(a,b)(c)− τ(a,b)(d), n) = ١ ⇒ (a(c− d), n) = ١ ⇒ (a, n) = ١ ⇒ a ∈ Un

داریم: لذا ، (d, c) ∈ E(Xn) و a ∈ Un که مͬ�کنیم فرض (⇒)

(a, n) = ١, ((c− d), n) = ١ ⇒ (a(c− d), n) = ١

⇒ (ac− ad, n) = ١

⇒ ∀b ∈ Z, ((ac+ b)− (ad+ b), n) = ١

⇒ (τ(a,b)(c)− τ(a,b)(d), n) = ١

⇒ (τ(a,b)(c), τ(a,b)(d)) ∈ E(Xn)

است. خودریختͬ ͷی τa,b لذا

است. Aut(Xn) از زیرگروه ͷی A(Xn) = {τ(a,b) | a ∈ Un, b ∈ Z} .٢٣.٢.٢ قضیه

τ(١,٠)(x) = x آنͽاه ،b = ٠ و a = ١ اگر . است بسته توابع ترکیب تحت A(Xn) مͬ�دهیم نشان برهان.

مͬ�دهیم: قرار و τ(a,b) ∈ A(Xn) کنیم فرض دارد. قرار A(Xn) در همانͬ تابع بنابراین

a′ = a−١, b′ = −a−١b

داریم: x ∈ Zn هر برای

τ(a′,b′) ◦ τ(a,b)(x) = τ(a′,b′)(ax+ b) = a′(ax+ b) + b′

= a′ax+ (a′b+ b′) = τ(١,٠)(x) = x
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عضو دو ترکیب مͬ�دهیم نشان حال دارد. وارون A(Xn) مجموعه عضو هر لذا مͬ�باشند دلخواه b و a چون

داریم: لذا .b, d ∈ Zn و a, c ∈ Un ،x ∈ Zn کنیم فرض است. A(Xn) از عضوی A(Xn) در

τ(a,b) ◦ τ(c,d)(x) = τ(a,b)(cx+ d) = (ac)x+ (ad+ b)

ad+b ∈ Zn بنابراین است جمعͬ گروه Zn وچون ac ∈ Un لذا a, b ∈ Un و مͬ�باشد ضربͬ گروه Un چون

است. Aut(Xn) زیرگروه ͷی A(Xn) و τ(a,b) ◦ τ(c,d) ∈ A(Xn) پس

است. متقارن Xn ، n ⩾ ٢ برای .٢۴.٢.٢ قضیه

بنابراین باشند Xn گراف در دیͽر مجاور راس دو نیز v و u و مجاور راس دو y و x کنیم فرض برهان.

مͬ�گیریم نظر در زیر صورت به را t و s عناصر (v − u)(y − x)−١ ∈ Un لذا (y − x), (v − u) ∈ Un

در ℏs,t ∈ A(Xn) کنید فرض t = u − ((v − u)(y − x)−١)x ∈ Zn و s = (v − u)(y − x)−١ ∈ Un

}نتیجه
ℏs,t(x) = sx+ t = u

ℏs,t(y) = sy + t = v

دیͽر مجاور راس دو به را گراف ͷی در مجاور راس دو که دارد وجود A(Xn) در خودریختͬ ͷی نتیجه در

است. متقارن Xn گراف لذا مͬ�برد گراف

.k(Xn) = φ(n) ،Xn یͺانͬ کیلͬ گراف در .٢۵.٢.٢ قضیه

قضیه بر بنا ترایاست. یال Xn، ٢٢.١.٢ نتیجه بر بنا نتیجه در است متقارن و همبند Xn دادیم نشان برهان.

داریم: ترایا یال و همبند گراف هر برای ،١٨.١.٢

k(Xn) = min{d(v) | v ∈ V (Xn)}

.k(Xn) = φ(n) بنابراین است، φ(n) راس هر درجه و منظم Xn گراف چون



٣۴ یͺانͬ کیلͬ گراف�های و گراف�ها ویژگͬ .٢

همنهشتͬ معادله جواب�های تعداد ،n ⩾ ٢ که s و n صحیح اعداد برای .٢۶.٢.٢ تعریف

x+ y ≡ s (mod n) (۵.٢)

مͬ�دهیم. نمایش Fn(s) با را x, y ∈ Un که

s و x صحیح اعداد برای .n ⩾ ٢ و باشند n اول عامل�های pk، · · · ،p٢ ، p١ کنید فرض .٢٧.٢.٢ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش ε(pi) با را کند اختیار نمͬ�تواند pi پیمانه به x که مقادیری تعداد ،x ≡ s(mod n) که

ε(p) = که است Fn(s) = n
∏

p|n,p اول (١−
ε(p)
p ) ،n ⩾ ٢ که s و n صحیح اعداد برای .٢٨.٢.٢ }لم

١ p | s
٢ p ∤ s

n = p
α١
١ p

α٢
٢ ...p

αr
r و m = p١p٢...pr و باشد n متمایز اول عامل�های pr و ... ،p٢،p١ کنیم فرض برهان.

آنͽاه �کنند، صدق (۵.٢) رابطه در y و x اگر .αi ≥ ١ که

x+ y ≡ s(mod n) ⇒ y ≡ s− x(mod n)

پیدا را x ممͺن انتخاب�های تعداد است کافͬ بنابراین مͬ�شود. تعیین n پیمانه به x توسط یͺتا طور به y لذا

Ik = [(k−١)m, km−مجزای[١ بازه�های به را [٠, n−١] = {٠ , ١ , ... , n−١} صحیح اعداد بازه کنیم.

داریم: x ∈ Ik صحیح عدد هر برای چینͬ، باقیمانده قضیه به بنا .k = ١ , ... , n
m که مͬ�کنیم افراز

.x ≡ xi(mod pi) , ٠ ≤ xi ≤ pi − ١ , ٠ ≤ i ≤ r

بنابراین

.pi ∤ xi ⇒ (xi, pi) = ١ , (xi, n) = ١ ⇒ xi ̸= ٠

اگر حال (xi ̸= ٠ باید دیͽر عبارت به (یا .x ∈ Ik ∩ Un که کند صدق (۵.٢) رابطه صورتͬ در x بنابراین

آنͽاه ،xi = s′i و s ≡ s′i(mod pi) ،٠ < s′i < pi برای
x ≡ xi mod pi

s ≡ s′i mod pi

xi = s′i

⇒ x ≡ s′i(mod pi) (۶.٢)
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داریم: (۵.٢) رابطه در جایͽذاری با و

x ≡ s− y (mod n) ⇒ x ≡ s′i − y (mod pi) (٧.٢)

.xi ̸= s′i لذا دارد، تناقض فرض با که y /∈ Un و y ≡ ٠(modn) مͬ�شود نتیجه (٧.٢) و (۶.٢) رابطه از

چون s′i = ٠ اگر
{
s ≡ s′i mod pi ⇒ pi | s
xi ̸= s′i ⇒ pi ∤ xi

، s′i ̸= ٠ اگر حال .ε(pi) = ١ بنابراین xi ̸= ٠ و ٠ ≤ xi < pi − ١ لذا
{
s ≡ s′i mod pi ⇒ pi ∤ s
xi ≡ s′i ⇒ pi ∤ xi

برای نتیجه در ،ε(pi) = ٢ حالت این در بنابراین کند. اختیار را ٠, s′i مقادیر نمͬ�تواند xi صورت این در

متعلق ها x چون مͬ�کنند. صدق (۵.٢) رابطه در انتخاب (p١− ε(p١))...(pr− ε(pr)) تعداد x ∈ Ik ∩Uk

داریم: فوق عبارت در n
m عدد ضرب با لذا است، n

m مجزا بازه�های این تعداد و هستند Ik به

Fn(s) =
n

m
(p١ − ε(p١))...(pr − ε(pr)) =

n

m
(p١)١− ε(p١)

p١
))...

n

m
(pr(١− ε(pr)

pr
))

=
n

m
m(١− ε(p١)

p١
)...(١− ε(pr)

pr
)

= n
∏

p|n,p اول
(١− ε(p)

p
)

Fn(a− b) با برابر یͺانͬ کیلͬ گراف�های در b و a متمایز رئوس مشترک همسایه�های تعداد .٢٩.٢.٢ قضیه

است.

و اگر است b و aرئوس مشترک همسایه z راس باشند. V (Xn) در عناصری z و b و a کنیم فرض برهان.

طوری به دارند وجود Zn در y و x فرد به منحصر عناصر بنابراین .(a− z, n) = (z − b, n) = ١ اگر تنها

بنابراین هستند. a− z ≡ x (mod n) و z − b ≡ y (mod n) که
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z ≡ a− x ≡ b+ y (mod n).

x, y ∈ Un که x + y ≡ a − b (mod n) که مͬ�گیریم نتیجه a − x ≡ b + y (mod n) رابطه برقراری از

بنابراین است. Fn(a− b) با برابر معادله جواب�های تعداد که مͬ�باشد قبل لم همنهشتͬ معادله همان این و

است. Fn(a− b) برابر b و a مشترک همسایه�های تعداد

با برابر و یͺسان Xn در مجاور رئوس از جفت هر مشترک همسایه�های تعداد .٣٠.٢.٢ نتیجه

است. λ(n) =
∏

p|n,p اول (١− ٢
p )

٢٩.٢.٢ قضیه به بنا و است Fn(a− b) با برابر b و aمشترک همسایه�های تعداد ،٢٨.٢.٢ لم به بنا برهان.

اگر .x, y ∈ Un که است x+ y ≡ a− b (mod n) همنهشتͬ معادله جواب�های تعداد با برابر Fn(a− b)،

بنابراین .p ∤ (a − b) لذا و (a − b, p) = ١ آنͽاه باشد، n دلخواه اول عامل ͷی p و باشند مجاور b و a

داریم: Fn(a− b) در جاگذاری با و ε(p) = ٢

Fn(a− b) = n
∏

p|n,p اول (١− ٢
p ) = λ(n).

است. T (n) = n٣
۶
∏

p|n,p اول (١− ١
p )(١− ٢

p ) با برابر Xn در مثلث�ها تعداد .٣١.٢.٢ گزاره

فرد n مͬ�کنیم فرض حال است. مثلث بدون Xn گراف ،٧.٢.٢ نتیجه به بنا آنͽاه باشد، زوج n اگر برهان.

شرط در که است گراف از رئوسͬ تعداد با برابر Tab ، a, b ∈ V (Xn) که b و a مجاور رئوس برای باشد.

لذا .|Tab| = {c|a− c ≡ ١ (mod n), c− b ≡ ١ (mod n)} نتیجه در کنند صدق (a− c), (c− b) ∈ Un

با است برابر ab یال برای مشترک های همسایه تعداد قبل، قضیه به بنا

|{c|a− c ≡ c− b ≡ ١ (mod n)}| = (λn)

مͬ�شود شمرده بار سه یال هر و است nφ(n)
٢ برابر Xn گراف یال�های تعداد چون .|Tab| = (λn) نتیجه در

مͬ�شود. ثابت حͺم φ(n) = n
∏

p|n(١− ١
p ) جایͽذاری با که است nφ(n)

٢
λn
٣ با برابر T (n) لذا
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داریم: n ≥ ٢ برای .٣٢.٢.٢ قضیه

diam(Xn) =


١ باشد اول عدد ͷی n اگر
٢ α > ١ , n = ٢α اگر
٢ نباشد اول و باشد فرد n اگر
٣ باشد فرد اول عامل ͷی دارای و زوج n اگر

Xn = Kn نتیجه در است. مجاور آن دیͽر راس هر با Xn راس هر آنͽاه باشد، اول عدد ͷی n اگر برهان.

پس نیست کامل گراف Xn چون دیͽر حالت سه در .diam(Xn) = ١ و

diam(Xn) ≥ ٢. (٨.٢)

دو به آن رئوس و است کامل بخشͬ دو گراف این ،۵.٢.٢ گزاره به بنا آنͽاه ،n = ٢α و α > ١ اگر حال

دلخواه راس دو اگر مͬ�شوند. افراز Y = {١ , ٢ , ... , n− ١} و X = {٠ , ٢ , ۴ , ... , n− ٢} بخش

و a اگر .d(a, b) = ١ کامل بخشͬ دو گراف�های خاصیت به بنا آنͽاه نباشند، افراز ͷی در a, b ∈ V (Xn)

،a, b ∈ X کنیم فرض نیستند. مجاور گراف در b و a آنͽاه باشند، V (Xn) رئوس از افراز ͷی در دو هر b

.diam(Xn) ≤ ٢ نتیجه در ،d(a, b) = ٢ بنابراین است مجاور c با a, b که طوری به دارد وجود c ∈ Y لذا

.diam(Xn) = ٢ (٨.٢) رابطه بر بنا نتیجه در

همسایه�های تعداد ،٢٩.٢.٢ قضیه به بنا نیست. n از مقسمͬ ،٢ عدد آنͽاه نباشد، اول و باشد فرد n اگر حال

Fn(a − b) ̸= ٠ بنابراین ،(١ − ε(pi)
pi

) ̸= ٠ لذا مͬ�باشد، Fn(a − b) با برابر b و a متمایز رئوس مشترک

بنابراین دارد. وجود مشترک همسایه ͷی گراف، متمایز راس دو هر برای پس

diam(Xn) ≤ ٢ (٩.٢)

.diam(Xn) = ٢ که مͬ�گیریم نتیجه (٩.٢) و (٨.٢) از لذا

به نیستند. مجاور p و رئوس٠ بنابراین .(p−٠, n) ̸= ١ آنͽاه باشد، p فرد اول عامل ͷی دارای و زوج n اگر

.(p−z, n) = (z−٠, n) = ١ بنابراین باشد، p و رئوس٠ مشترکبرای یͷهمسایه z خلففرضکنیم برهان

در z /∈ Un بنابراین باشد. فردی عدد نمͬ�تواند z لذا (p− z, n) = ١ چون .p ∈ Un پس مͬ�باشد زوج n

نیستند مشترک همسایه دارای p و ٠ رئوس بنابراین است نادرست خلف فرض لذا .(z − ٠, n) ̸= ١ نتیجه
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نتیجه در d(٠, p) ̸= ٢ و

diam(Xn) ≥ d(٠, p) ≥ ٣ (١٠.٢)

قضیه به بنا هستند. مشترک همسایه دارای که باشند Xn گراف در مجاور غیر و متمایز راس دو b و a اگر

صورتͬ در این .(a− z, n) = (z − b, n) = ١ اگر تنها و اگر است b و aمشترک همسایه ͷی z ،٢٩.٢.٢

Xn در غیرمجاور و متمایز راس دو b و a کنیم فرض باشند. فرد دو هر یا زوج دو هر b و a که است برقرار

a مͬ�کنیم فرض لذا نیستند فرد دو هر یا زوج دو هر b و a بنابراین نباشد. مشترک همسایه دارای که باشند

که است همسایه φ(n) دارای a راس بنابراین است φ(n) درجه از و منظم Xn گراف باشد. فرد b و زوج

فرد دو هر c و b چون است. فرد c بنابراین باشند a همسایه�های از ͬͺی c کنیم فرض هستند. فرد اعدادی

همسایه دارای c و b لذا هستند مشترک همسایه دارای فرد راس دو هر دادیم نشان نیستند. مجاور لذا هستند

که مͬ�شود نتیجه b و d ،c ،aرئوس امتداد در عبور با مͬ�باشند. d مانند مشترک

d(a, b) ≤ ٣ (١١.٢)

داریم: (١١.٢) و (١٠.٢) از

diam(Xn) = ٣

مͬ�نامیم. ٧ برژ را G گراف باشد، زوج طول دارای G گراف در حفره پاد و حفره هر اگر .٣٣.٢.٢ تعریف

با برابر H ͬͽرن عدد ،G در H القایͬ گراف زیر هر برای اگر مͬ�نامیم، ٨ تام را G گراف .٣۴.٢.٢ تعریف

باشد. H کامل(خوشه) گراف زیر بزرگترین انداره

نباشد. فردی حفره هیچ دارای G و G اگر تنها و اگر است تام G گراف :(SPGT ) [١١] .٣۵.٢.٢ قضیه

نیست. فرد حفره هیچ دارای Xn آنͽاه باشد، داشته متمایز اول عامل دو تنها و فرد n اگر .٣۶.٢.٢ لم
٧Berge
٨perfect



٣٩ یͺانͬ کیلͬ گراف�های .٢.٢

· · · ،x١ ، x٠ رئوس از ترتیب به و باشد C ′
٢k+١ فرد حفره دارای Xn مͬ�کنیم فرض خلف برهان به برهان.

،Xn در {xj , xj+١} یال هر برای بنابراین باشند. n اول عامل�های p٢ و p١ و مͬ�گذرد x٢k و

(xj+١ − xj , n) ̸= ١ ⇒ p١ | (xj+١ − xj) یا p٢ | (xj+١ − xj).

داریم: C ′
٢k+١ در {xj , xj+١} و {xj+١, xj+٢} متوالͬ یال دو هر برای پس

((xj+٢ − xj+١), n) ̸= ١ ⇒ p١ | (xj+٢ − xj+١) یا p٢ | (xj+٢ − xj+١).

s ∈ Z عنصر نتیجه در .xj+١ − xj ≡ ٠ (mod p١) که مͬ�گیریم نتیجه p١ | (xj+١ − xj) اینͺه از

که مͬ�گیریم نتیجه p١ | (xj+٢ − xj+١) اینͺه از همچنین .xj+١ − xj = sp١ که طوری به دارد وجود

قرار با .xj+٢ − xj+١ = tp١ که طوری به دارد وجود t ∈ Z عنصر لذا ،xj+٢ − xj+١ ≡ ٠ (mod p١)

داریم: آنها حل و دستͽاه ͷی در معادله دو این دادن

xj+٢ − xj = (s+ t)p١ ⇒ xj+٢ − xj ≡ ٠ (mod p١) ⇒ {xj+٢, xj} ∈ E(Xn)

دارد. C ′
٢k+١ بودن حفره با تناقض این و باشد مͬ C ′

٢k+١ دور در وتر ͷی {xj+٢, xj} بنابراین

است. برژ ،G گراف آنͽاه باشد، زوج طول دارای G گراف پادحفره و حفره هر اگر [١١] .٣٧.٢.٢ قضیه

باشد. تام اگر تنها و اگر است برژ گراف ͷی [١١] .٣٨.٢.٢ قضیه

مͬ�دهیم. نمایش (C ′
k) با را گراف در k طول به القایͬ دور مͺمل .٣٩.٢.٢ تذکر

طول با القایͬ دور ͷی شامل Xn آنͽاه باشد، متمایز اول عامل سه حداقل دارای و فرد ،n اگر .۴٠.٢.٢ لم

است. ۵

، و pi ̸= ٢ ،١ ≤ i ≤ r برای و r ≥ ٣ که باشند n متمایز عامل�های pr و · · · p٢ ، p١ کنیم فرض برهان.

نشان کافیست لذا است. یͺریخت C ′
۵ = (C ′

۵) گراف هر در چون p١ < p٢ < ... < pr ،m = p١p٢...pr



۴٠ یͺانͬ کیلͬ گراف�های و گراف�ها ویژگͬ .٢

نتیجه گراف دو یͺریختͬ خواص از استفاده با نتیجه در است. ۵ طول به دور ͷی شامل Xn گراف دهیم

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را x٣ و x٢، x١، x٠ رئوس دارد. ۵ طول به دور ͷی Xn که مͬ�گیریم

x٠ = ٠ , x١ = pr , x٢ = pr + p١...pr−١ , x٣ = ٢pr + p١...pr−١ (١٢.٢)

که دارد وجود x۴ ∈ Zm یͺتای عنصر چینͬ باقیمانده قضیه به بنا

x۴ ≡ ٠ mod p١

x۴ ≡ ٢pr mod p٢

x۴ ≡ ٠ mod pj j = ١, ..., r − ١

x۴ ≡ ٢p١...pr−١ + ٢pr mod pr

در مͬ�کنند. تعریف Xn در دور ͷی و متمایزاند x۴ و ... ،x٠ رئوس که مͬ�یابیم در ساده مقایسه ͷی با

برای بنابراین نباشند. مجاور X گراف در xjو xi رئوس که باشد مͬ Xn گراف در یال ͷی xi, xj صورتͬ

داریم: Xn در x۴ و ... ،x٠ رئوس

x١ − x٠ = x٣ − x٢ = pr ⇒ x١ − x٠ ≡ x٣ − x٢ mod pr

x٢ − x١ ≡ x۴ − x٠ mod p١

x۴ − x٣ ≡ ٠ mod p٢

دارند. قرار Xn در {x۴, x٠} و {x٣, x۴} ،{x٢, x٣}، {x١, x٢}، {x٠, x١} یال�های بنابراین

،{x٣, x١}, {x۴, x٢} یال�های دهیم نشان است کافͬ ندارد. وتر Xn در C ′
۵ دور که مͬ�دهیم نشان حال

ندارند. قرار Xn در {x۴, x١}, {x٢, x٠}, {x٠, x٣}

x٢ − x٠ = pr + p١...pr ⇒ (x٢ − x٠,m) = ١ ⇒ {x٠, x٢} /∈ E(Xn)

برای حال مͬ�شود. حاصل نتیجه همین {x١, x٣} و {x٠, x٣} یال�های برای مشابه استدلال کارگیری به با



۴١ یͺانͬ کیلͬ گراف�های .٢.٢

داریم: x۴ برای همنهشتͬ روابط و (١٢.٢) رابطه به توجه با {x١, x۴}

x۴ − x١ ≡ −pr mod p١ ⇒ p١ ∤ (x۴ − x١)

x۴ − x١ ≡ pr mod p٢ ⇒ p٢ ∤ (x۴ − x١)

x۴ − x١ ≡ −pr mod pj j = ٣, ..., r − ١ ⇒ pj ∤ (x۴ − x١)

x۴ − x١ ≡ ٢p١...pr−١ mod pr ⇒ pr ∤ (x۴ − x١)

.{x٢, x۴} /∈ E(Xn) مشابه طور به {x۴, x١} /∈ E(Xn) بنابراین ،(x۴ − x١,m) = ١ نتیجه در

دو حداکثر دارای و فرد n یا باشد زوج n اگر تنها و اگر است تام Xn گراف n ≥ ٢ برای .۴١.٢.٢ قضیه

باشد. متمایز اول عامل

٣۵.٢.٢ قضیه بنابر همچنین و است برژ گراف ،٣٨.٢.٢ قضیه بنابر باشد تام گراف فرضکنید (⇐) برهان.

مͬ�گیریم نتیجه نیست، فردی حفره هیچ Xnدارای Xnو اینͺه از نیست. فردی حفره هیچ Xnدارای ،Xnو

اول عامل دو از بیش نمͬ�تواند و است فرد n که مͬ�شود نتیجه است برژ Xn اینͺه از و است زوج n که

دارد. متمایز اول عامل دو حداکثر و فرد n بنابراین باشد داشته متمایز

ندارد القایͬ زیرگراف هیچ Xn و نیست فرد دور هیچ دارای گراف بنابراین باشد، زوج n کنیم فرض (⇒)

نشان خلف برهان با حال است. تام گراف ، قضیه٢.٢.٣۴ بنابر و برژ گراف نتیجه در باشد ۵ طول به دور که

فرد n کنیم فرض باشد. تام نمͬ�تواند Xn گراف باشد داشته اول عامل دو از بیش و فرد n اگر که مͬ�دهیم

است، ۵ طول به القایͬ دور ͷی دارای Xn گراف ،۴٠.٢.٢ لم به بنا لذا باشد داشته اول عامل دو از بیش و

از بیش نمͬ�تواند n و است باطل خلف برهان لذا نمͬ�باشد تام گراف همچنین و نیست برژ گراف نتیجه در

باشد. داشته متمایز اول عامل دو



٣ فصل

یͺانͬ کیلͬ گراف�های ویژه مقادیر



۴٣ یͺانͬ کیلͬ گراف�های ویژه مقادیر .١.٣

خالͬ عامل n اگر مͬ�دهیم نشان و مͬ�کنیم محاسبه را یͺانͬ کیلͬ گراف�های ویژه مقادیر فصل این در

هستند. φ(n) از صحیحͬ عامل�های و ناصفر Xn گراف ویژه مقادیر همه آنͽاه باشد، نداشته مربع از

یͺانͬ کیلͬ گراف�های ویژه مقادیر ١.٣

به (مربوط قضایای و تعاریف دهیم. مͬ نمایش Cn با را n بعد با مختلط برداری فضای .١.١.٣ تذکر

شده�اند. گرفته ،[١٢] مرجع از قسمت این در نشده داده ارجاع دوری) های ماتریس

انتقال عملͽر باشد. Cn در سطری بردار ͷی ν = (v٠, v١, · · · , vn−١) و n ≥ ٢ فرضکنید تعریف٢.١.٣.

مͬ�کنیم. تعریف T (v٠, v١, · · · , vn−١) = (vn−١, v٠, v١, · · · , vn−٢) صورت به را T : Cn −→ Cn

که T k−١(ν) با ماتریس سطر -امین k که است ی n × n ماتریس ،ν به متناظر ماتریس .٣.١.٣ تعریف

: دهیم مͬ نمایش زیر صورت به و نامیم مͬ دوری را ماتریسͬ چنین این آید. مͬ بدست k = ١, · · · , n

V = circ{ν} =


v٠ v١ · · · vn−١
vn−١ v٠ · · · vn−٢
... ... . . . ...
v١ v٢ · · · v٠


.

کنید فرض .۴.١.٣ تعریف

δi,j =

{
١ i = j هرگاه
٠ i ̸= j هرگاه

ماتریس برای یͺه متعامد پایه ͷی ها ei = (δi,٠, · · · , δi,n−١) صورت این در .i = ٠,١, · · · , n − ١ که

مͬ�باشند. V دوری

این در است. [٠,١,٠, ...,٠] آن سطر اولین که است دوری ماتریس W کنیم فرض [٩] .۵.١.٣ قضیه

.w = exp(٢πin ) که است wn−و١· · · و w٢ ، w ، ١ با برابر W ویژه مقادیر صورت

را دوری ماتریس هر صورت این در .٠ ≤ i ≤ n − ١ که Wi = circ{ei} کنیم فرض .۶.١.٣ تعریف

داد. نشان زیر استاندارد صورت به مͬ�توان
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circ(v٠, v١, · · · , vn−١) =
n−١∑
i=١

viW
i.

.W i =Wi , W١ =W , WiWj =Wi+j , W٠ = I .٧.١.٣ نتیجه

V = دوری ماتریس مشخصه ای جمله چند باشد. ثابت متغیر ͷی X کنید فرض .٨.١.٣ تعریف

: کنیم مͬ تعریف زیر صورت به ،circ{(v٠, v١, · · · , vn−١)}

.PV (X) =
n−١∑
i=١

viX
i

،ω = exp(٢πin ) اگر .V = circ{ν} و ν = (v٠, v١, · · · , vn−١) ∈ Cn،n ≥ ٢ کنید فرض .٩.١.٣ قضیه

آنͽاه باشد، واحد مختلط اولیه ریشه -امین n

detV = det


v٠ v١ · · · vn−١
vn−١ v٠ · · · vn−٢
... ... . . . ...
v١ v٢ · · · v٠

 =
∏n−١

l=٠ (
n−١∑
j=٠

vjω
jl).

l = ٠,١, · · · , n−برای و باشد واحد مختلط اولیه ریشه -امین n ،ω = exp(٢πin ) فرضکنید .١٠.١.٣ قضیه

-امین l ، l هر برای که خطͬ تبدیل به متناظر ماتریس .xl = ١√
n
(١, ωl, ω٢l, · · · , ω(n−١)l) ∈ Cn ،١

: باشد مͬ زیر صورت به برد مͬ xl به را el واحد بردار

E = ١√
n


١ ١ · · · ١ ١
١ ω · · · ωn−٢ ωn−١

... ... . . . ...
١ ωn−٢ · · · ω(n−٢)٢ ω(n−١)(n−٢)

١ ωn−١ · · · ω(n−٢)(n−١) ω(n−١)٢


و · · · ، λ١ ، λ٠ ترتیب به آن اصلͬ قطر عناصر که باشد قطری ماتریس DV کنید فرض .١١.١.٣ قضیه

.E−١V E = DV صورت این در �باشند. λn−١

.λl = PV (ω
l) ، l = ٠,١, · · · , n− ١ برای .١٢.١.٣ قضیه

.det(E−١V E) = det(V ) و det(DV ) =
∏n−١

l=٠ λl خطͬ جبر قضایای بنابر برهان.



۴۵ یͺانͬ کیلͬ گراف�های ویژه مقادیر .١.٣

داریم: ، ١١.١.٣ قضیه در همچنین

E−١V E = DV ⇒ det(E−١V E) = det(DV ).

نتیجه در

n−١∏
l=٠

(

n−١∑
j=١

vjω
jl) =

n−١∏
l=٠

λl

.λl = PV (ω
l) ، ٨.١.٣ تعریف بنابر و λl =

n−١∑
j=١

vjω
jl لذا

باشد. دوری مجاورت ماتریس دارای هرگاه مͬ�نامیم دوری را G گراف .١٣.١.٣ تعریف

است. G مجاورت ماتریس ویژه مقادیر همان G گراف ویژه مقادیر .١۴.١.٣ تعریف

صفر آن اصلͬ قطر روی عناصر که است متقارن ماتریس ͷی Xn گراف مجاورت ماتریس .١۵.١.٣ تذکر

مͬ�باشد.

و vj بین باشد، موجود یالͬ vj و vi رئوس بین اگر درنتیجه مͬ�باشد جهت بدون Xn گراف چون برهان.

ساده Xn گراف اینͺه از مͬ�باشد. متقارن گراف مجاورت ماتریس درنتیجه است موجود یال همان نیز vi

است. صفر ،١ ≤ i, j ≤ n برای Xn مجاورت ماتریس در aii درایه که مͬ�شود نتیجه طوقه)، مͬ�باشد(بدون

است. برقرار حͺم نتیجه در

صورت این در باشد، G مجاورت ماتریس در حقیقͬ ویژه مقدار ͷی λ کنیم فرض [٩] .١۶.١.٣ قضیه

است. λ به متناظر ویژه بردار فضای بعد با برابر λ تͺرار مرتبه

است. دوری ماتریس ͷی ، یͺانͬ کیلͬ گراف�های مجاورت ماتریس .١٧.١.٣ قضیه

گراف چون مͬ�گیریم. نظر در Zn رئوس طبیعͬ ترتیب حسب بر را Xn گراف مجاورت ماتریس برهان.

مجاور نیز i + ١ با i + ١ راس نتیجه در نیست. مجاور i با i راس i ∈ V (Xn) هر برای لذا است ساده
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و ((i + ١) − (j + ١), n) = ١ آنͽاه ،(j − i, n) = ١ اگر ،i, j ∈ V (Xn) هر برای عͺس. بر و نیست

با ماتریس سطر هر لذا باشد. مجاور j + ١ با i+ ١ اگر تنها و اگر است مجاور j با i نتیجه در عͺس. بر

ͷی یͺانͬ، کیلͬ گراف�های مجاورت ماتریس بنابراین مͬ�آید. دست به قبلͬ سطر درایه�های انتقال گام ͷی

هستند. دوری ماتریس

ماتریس آنͽاه باشد، [٠, a١, ..., an−١] دوری گراف ͷی در مجاورت ماتریس سطر اولین اگر .١٨.١.٣ نتیجه

باشد مͬ زیر صورت به آن متناظر دوری

.An =


٠ a١ · · · an−١

an−١ ٠ · · · an−٢
... ... . . . ...
a١ a٢ · · · ٠


ضرایب و باشد An واحد مختلط اولیه ریشه -امین n ،w = exp(٢πin ) کنیم فرض [١٢] .١٩.١.٣ نتیجه

برابر An ویژه مقادیر صورت این در باشد. An اول سطر درایه�های Pn(W ) =
n∑

j=١
ajW

j چندجمله�ای

با است

λr = pn(w
r) =

n−١∑
j=٠

ajw
rj (١.٣)

جمع را C(r, n) =
∑

k(mod r)

exp(
٢πikn
r

) تابع r ≥ ١ و k ∈ N و r, n ∈ Z برای [٢٢] .٢٠.١.٣ تعریف

است. (k, r) = ١ که مͬ�نامیم رامانوجان

داریم: r, n ∈ Z هر برای [٢٢] .٢١.١.٣ قضیه

c(n, r) =
∑

d|(n,r) dµ(
r
d)

و است صحیح c(n, r) مقادیر تمام همچنین

c(n, r) =
∑

k(mod r) cos(
٢πkn
r )

است. (k, r) = ١ که

داریم: n, r ≥ ١ هر برای [٢٢] .٢٢.١.٣ هلدر اتحاد
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c(n, r) = φ(r)µ(m)
φ(m)

است. m = r
(n,r) که

داریم: An دوری ماتریس برای .٢٣.١.٣ قضیه

λr = C(r, n) = µ(tr)
φ(n)

φ(tr)
(٢.٣)

است. ٠ ≤ r ≤ n− ١ و tr = n
(r,n) که

(i − k) = j کنیم فرض مͬ�دهیم. نمایش a(i−k) با را An دوری ماتریس در -ام (k, i) درایه� برهان.

اگر ،(١.٣) رابطه در جایͽذاری با بنابراین است. aj =

{
١ (j, n) = ١
٠ (j, n) > ١

صورت این در باشد،

λr =
n−١∑
j=١

wrj نتیجه در مͬ�باشد aj = ١ آنͽاه ،(j, n) = ١ اگر .λr = ٠ لذا aj = ٠ آنͽاه ،(j, n) > ١

اتحاد بنابر نتیجه در است. (j, n) = ١ که λr =
n−١∑
j=١

wrj = C(r, n) رامانوجان تابع تعریف به بنا بنابراین

.tr = n
(r,n) که است λr = C(r, n) = µ(tr)

φ(n)
φ(tr)

هلدر

برقراراند: زیر گزاره�های n ≥ ٢ برای .٢۴.١.٣ قضیه

است. φ(n) از عامل ͷی Xn ناصفر ویژه مقدار هر .١

Xn ناصفر ویژه مقدار ͷی λmin = µ(m) φ(n)
φ(m) آنͽاه باشد، n مربع از خالͬ عامل ماکزیمم m اگر .٢

λmin از مضربͬ Xn ویژه مقدار هر بعلاوه است. φ(m) تͺرار مرتبه و مطلق قدر مقدار مینیمم با

مطلق قدر مقدار مینیمم با Xn ناصفر ویژه مقدار تنها λmin آنͽاه باشد، فرد n اگر همچنین است.

است. φ(m) تͺرار مرتبه با Xn ویژه مقدار ͷی λmin آنͽاه باشد، زوج n اگر است.

:١ قسمت برهان.

رابطه به بنا .φ(t) | φ(n) آنͽاه باشد، n از عامل ͷی t اگر -اویلر، φ تابع ضربͬ خاصیت به بنا

µ(tr) = ٠ موبیوس تابع تعریف به بنا و است λr = µ(tr)
φ(n)
φ(tr)

با برابر Xn گراف ویژه مقادیر (٢.٣)
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بنابراین .λr = φ(n)
φ(tr)

آنͽاه ،µ(tr) = +١ اگر .λr = ٠ آنͽاه ،µ(tr) = ٠ اگر .µ(tr) = ±١ یا

آنͽاه ،µ(tr) = −١ اگر است. φ(n) از عامل ͷی λr نتیجه در .λr | φ(n) و λrφ(tr) = φ(n)

است. φ(n) از عامل ͷی −λr نتیجه در .−λr | φ(n) و −λrφ(tr) = φ(n) بنابراین .λr = − φ(n)
φ(tr)

مͬ�کنند. عاد را φ(n) ،Xn ناصفر ویژه مقادیر بنابراین

:٢ قسمت

عبارت به یا µ(tr) ̸= ٠ باید λr ̸= ٠ اینͺه برای باشد. n مربع از خالͬ عامل ماکزیمم m کنیم فرض

مقدار مینیمم دارای λr ،(٢.٣) رابطه به بنا است. m از عامل ͷی tr بنابراین باشد مربع از خالͬ tr دیͽر

نتیجه در است. tr = m بدیهͬ جواب دارای همیشه معادله این .φ(tr) = φ(m) اگر تنها و اگر است

λr = λmin = µ(m)
φ(n)

φ(m)
(٣.٣)

داریم: ٠ ≤ r ≤ n− ١ برای و

λr = λmin ⇔ tr =
n

(r, n)
= m⇔ (r, n) =

n

m

⇔ r ∈ Q = {x n
m

| ٠ ⪇ x < m , (x,m) = ١}

ناصفر ویژه مقدار ͷی λr اگر است. φ(m) ،Q اندازه با برابر λmin تͺرار مرتبه بنابراین .|Q| = φ(m) و

دارد وجود k مانند صحیحͬ عدد و φ(tr) | φ(m) همچنین و m عامل ͷی tr آنͽاه باشد، Xn از دلخواه

داریم: (٢.٣) رابطه در جایͽذاری با .φ(m) = kφ(tr) که

λr = µ(tr)
φ(n)
φ(m)

k

= kµ(tr)
φ(n)
φ(m)

.λr = ±k φ(n)
φ(m) لذا µ(tr) = ±١ ،λr ناصفر ویژه مقادیر برای که آنجا از

داریم: µ(m) = ±١ اینͺه و (٣.٣) رابطه به توجه با

λmin = ± φ(n)

φ(m)
⇒ λr = ±kλmin.
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بدیهͬ جواب دارای تنها φ(tr) = φ(m) ،فرد n برای .ktr = m بنابراین مͬ�باشد m از عامل ͷی tr

.µ(tr) = µ(m)µ(k−١) موبیوس، تابع ضربͬ خاصیت بنابر .µ(mk ) = µ(tr) و k = ١ لذا است tr = m

بنابراین k = ١ و k ∈ Zn چون

µ(tr) = −µ(m) =⇒ λr = −µ(m) φ(n)
φ(m) = −λmin.

این در tr | m اگر نتیجه در ،φ(m) = φ(m٢ ) طرفͬ از است. فرد عدد ͷی m
٢ آنͽاه باشد، زوج n اگر حال

و است tr = m
٢ دیͽر جواب دارای φ(tr) = φ(m) صورت

λr = µ(tr)
φ(n)
φ(m) = µ(m٢ )

φ(n)
φ(m٢ ) = λ′min

و

λr = λ′min ⇔ tr =
m

٢ ⇔ n

(r, n)
=
m

٢

⇔ r ∈ Q = {x٢n
m

| ٠ < x < m, (x,m) = ١} |Q| = φ(m)

است. φ(m) ،λ′min تͺرار مرتبه نتیجه در

صورت: این در باشد، k درجه از منظم گراف ͷی G کنیم فرض [٩] .٢۵.١.٣ گزاره

است. G ویژه مقدار ͷی k .١

است. ͷی برابر k تͺرار مرتبه آنͽاه باشد، همبند G اگر .٢

.|λ| ≤ k ،G از λ ویژه مقدار هر برای .٣

باشد، G در m(λ) تͺرار مرتبه با ویژه مقدار ͷی λ و بخشͬ دو گراف G کنیم فرض [٩] .٢۶.١.٣ گزاره

.λmin = −λmax نتیجه در m(−λ) = m(λ) و است G ویژه مقدار ͷی نیز −λ صورت این در

مͬ�باشد. φ(n) = |λmax| ،n مرتبه از یͺانͬ کیلͬ گراف�های در .٢٧.١.٣ نتیجه
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تͺرار مرتبه و مͬ�شوند ظاهر (λ,−λ) صورت به بخشͬ دو گراف�های ناصفر ویژه مقادیر .٢٨.١.٣ نتیجه

دارند. یͺسان

مͬ�باشد. φ(n) تͺرار مرتبه با Xn ویژه مقدار ͷی µ(n) آنͽاه باشد، مربع از خالͬ n اگر .٢٩.١.٣ قضیه

داریم: (٣.٣) به بنا لذا است. n مربع از خالͬ عامل� ماکزیمم n آنͽاه باشد، مربع از خالͬ n اگر برهان.

λr = λmin = µ(n)φ(n)φ(n) = µ(n)

و

λr = λmin ⇔ tr = n ,
n

(r, n)
= n⇔ (r, n) = ١

⇔ r ∈ Q = {x | ٠ < x < n , (x, n) = ١} ⇒ |Q| = φ(n).

باشد. مربع-آزاد عدد n اگر تنها و اگر است ±١ ویژه مقادیر از ͬͺی دارای Xn گراف .٣٠.١.٣ قضیه

اول عامل�های تعداد اگر .µ(n) ̸= ٠ و λmin = µ(n) قبل قضیه به بنا آنͽاه باشد، مربع-آزاد n اگر برهان.

دو هر در لذا µ(n) = +١ آنͽاه باشد، زوج آن اول عامل�های تعداد اگر .µ(n) = −١ آنͽاه باشد، فرد آن

داراست. را −١ و +١ ویژه مقادیر از ͬͺی Xn حالت

که طوری به دارد وجود r١ ∈ Zn عنصر آنͽاه باشد، دارا را ±١ ویژه مقادیر از ͬͺی Xn اگر بعͺس،

داریم: (٢.٣) رابطه به توجه با λr١ = ±١

λr١ = µ(tr١)
φ(n)
φ(tr١ )

= ±١ ⇒ φ(n) = φ(tr١) , µ(tr١) = ±١

µ(n) = ±١ لذا است n = tr١ بدیهͬ جواب دارای φ(n) = φ(tr١) چون .λr١ = µ(tr١) = ±١ بنابراین

است. مربع از خالͬ n و
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و اگر است φ(n) تͺرار مرتبه با ±١ ویژه مقدار دو هر دارای Xn یͺانͬ کیلͬ گراف�های .٣١.١.٣ قضیه

باشد. زوج و مربع از خالͬ عدد n اگر تنها

که است λr = µ(tr)
φ(n)
φ(tr)

با برابر یͺانͬ کیلͬ گراف�های برای ویژه مقادیر (٢.٣) رابطه به بنا (⇐) برهان.

λr١ = µ(tr١)
φ(n)
φ(tr١ )

= −١ و ١ ≤ r١, r٢ ≤ n− ١ که طوری به دارد وجود r٢ و r١ بنابراین .tr = n
(r,n)

.λr١ = µ(tr١)
φ(n)
φ(tr١ )

= +١ و

مقادیر چون .µ(tr٢) = −١ و φ(tr٢) = φ(n) و µ(tr١) = +١ و φ(tr١) = φ(n) باید نتیجه در

فرد n اگر همچنین هستند. مربع از خالͬ عامل�های tr٢ و tr١ لذا هستند صفر مخالف λr٢ و λr١ ویژه

نتیجه در است. n = tr٢ و n = tr١ جواب تنها دارای φ(n) = φ(tr٢) و φ(n) = φ(tr١) روابط باشد،

مقادیر از ͬͺی حداقل Xn طرفͬ از است. زوج n لذا است. تناقض ͷی که λr١ = λr٢ و n = tr١ = tr٢

است. مربع از خالͬ n قبل، قضیه به بنا نتیجه در دارد را ±١ ویژه

مربع از خالͬ عامل ͷی حداقل پس است مربع-آزاد n چون باشد. مربع از خالͬ n کنیم فرض (⇒)

.λr = µ(tr)
φ(n)
φ(tr)

و است ناصفر ویژه مقدار دارای Xn بنابراین دارد،

.|λmin| = ١ لذا هستند صحیح ویژه مقادیر چون .λmin = µ(n) لذا است n مربع از خالͬ عامل ماکزیمم n

و +١ ویژه مقدار دو هر لذا است. Xn ویژه مقدار ͷی- λmin آنͽاه باشد، زوج n اگر ٢٧.١.٣ قضیه به بنا

هستند. φ(n) تͺرار مرتبه دارای و دارد وجود −١

باشد، m مثبت عامل�های مجموعه M و n مربع از خالͬ عامل ماکزیمم m کنیم فرض .٣٢.١.٣ قضیه

برقرارند. n ≥ ٢ ،Xn یͺانͬ کیلͬ گراف�های برای زیر گزاره�های آنͽاه

تمام شامل و m طول به S̃ دنباله ،φ(t) تͺرار مرتبه با S = (µ(t)φ(n)φ(t) )t∈M دنباله جمله هر تͺرار (الف).

مͬ�شود. ظاهر آن تͺرار مرتبه اندازه به ویژه مقدار هر که است Xn ناصفر ویژه مقادیر

است. n−m با برابر Xn در صفر ویژه مقدار تͺرار مرتبه (ب).

است. φ(n) از مضربͬ λα(λ) آنͽاه باشد، Xn در λ ویژه مقدار تͺرار مرتبه α(λ) اگر (ج).
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با برابر S̃ دنباله جملات تعداد باشد. تͺرارشان مرتبه با S دنباله جملات S̃ کنیم فرض (الف). برهان.

بنابراین .
∑
t|m

φ(t) = m ، قضیه١٠.٣.١ به بنا مͬ�کند. عاد را m ،t ،t ∈ M هر برای است.
∑
t∈M

φ(t)

و µ(tr) = ٠ لذا نیست. مربع از خالͬ عامل ͷی tr ،tr /∈ M که وقتͬ است. m ،S̃ دنباله طول

به Xn ناصفر ویژه مقادیر از T̃ دنباله زیر tr = n
(r,n)٠و < r ≤ n − ١ که tr ∈ M هر برای .λr = ٠

برای باشد. M از دلخواهͬ عضو ͷی t کنیم فرض مͬ�گیریم. نظر در T̃ = (µ(tr)
φ(n)
φ(tr)

)tr∈M صورت

داریم: ٠ < r ≤ n− ١

tr = t⇔ (r, n) =
n

t

⇔ r ∈ Qt = {xn
t
| ٠ < x < t , (x, t) = ١} |Qt| = φ(t)

برداریم، بار ͷی تنها را T̃ جمله هر اگر مͬ�شود. ظاهر بار φ(t) ، T̃ جمله هر ،t ∈ M هر برای نتیجه در

هستند. برابر عناصر دارای S̃ و T̃ لذا و مͬ�آید دست به S دنباله آنͽاه

برابر ماتریس�ها در ویژه مقادیر تعداد است. m ،Xn ناصفر ویژه مقادیر تعداد الف قسمت به بنا (ب).

مقدار تͺرار تعداد بنابراین است n کیلͬ گراف�های با متناظر ماتریس بعد که آنجا از است. ماتریس بعد با

است. n−m صفر ویژه

عنصر بنابراین λ ̸= ٠ کنیم فرض حال است. برقرار حͺم و λα(λ) = ٠ آنͽاه ،λ = ٠ اگر (ج).

مقدار هر تͺرار مرتبه ،t ∈ M هر برای الف، قسمت به بنا λ = µ(t)φ(n)φ(t) که طوری به دارد وجود t ∈ M

تعداد اگر مͬ�باشد. φ(t) ،Xn در ناصفر ویژه

|T ∈M |λT = λt| = |{T ∈M | µ(T ) = µ(t) , φ(T ) = φ(t)}| = kt

نتیجه در است. ktφ(t) با برابر λt تͺرار مرتبه بنابراین بͽیریم، نظر در

λtα(λt) = µ(t)φ(n)φ(t) ktφ(t) = µ(t)ktφ(t).
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این در باشد. n > ١ صحیح عدد مثبت و سره عامل�های از مجموعه�ای D کنیم فرض .٣٣.١.٣ تعریف

یال�های مجموعه و Zn = {٠,١, ..., n− ١} رئوس مجموعه با Xn گراف صورت

Xn(D) با را آن و مͬ�نامیم gcd− graph را E(Xn(D)) = {{a, b} | a, b ∈ Zn , (a− b, n) ∈ D}

مͬ�دهیم. نمایش

خاص حالت در و Xn(D) = Xn({d١, d٢, ..., dk}) آنͽاه ،D = {d١, d٢, ..., dk} اگر .٣۴.١.٣ تعریف

.Xn(١) = Xn

است. n مرتبه از دوری گراف ͷی با یͺریخت n مرتبه از gcd− graph .٣۵.١.٣ گزاره

i, j ∈ V (Xn(D)) هر برای است. ماتریسمجاورتXn(D)یͷماتریسدوری دهیم، کافیستنشان برهان.

اگر .aii = a(i+١)(i+١) نتیجه در برعͺس، و ((i+ ١)− (i+ ١), n) /∈ D بنابراین (i− i, n) /∈ D چون

ماتریس راس هر و aij = a(i+١)(j+١) لذا برعͺس، و ((j + ١)− (i+ ١), n) ∈ D آنͽاه ،(j − i, n) ∈ D

دوری گراف ͷی Xn(D)مجاورت ماتریس بنابراین مͬ�آید. دست به قبلͬ سطر درایه�های انتقال، گام ͷی با

هستند. یͺریخت شان مرتبه هم دوری گراف�های با Xn(D) گراف�های پس است.

و ٠ ≤ r ≤ n − ١ که است λr =
∑
d∈D

C(r,
n

d
) با برابر Xn(D) گراف ویژه مقادیر .٣۶.١.٣ قضیه

.(t, nd ) = ١

متناظر دوری ماتریس در -ام (k, i) درایه است. دوری گراف ͷی Xn(D) گراف قبل، گزاره به بنا برهان.

صورت این در باشد. (i− k) = j کنیم فرض مͬ�دهیم. نمایش ai−k با را Xn(D) با

aj =

{
١ (j, n) ∈ D اگر
٠ (j, n) /∈ D اگر

با برابر (١.٣) بر بنا دوری گراف�های برای ویژه مقادیر
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λr =

n−١∑
j=٠

ajw
rj ٠ ≤ r ≤ n− ١

λr = و aj = ١ آنͽاه ،(j, n) ∈ D اگر .λr = ٠ آنͽاه ،aj = ٠ اگر است. w = exp(٢πin ) و

، ٩.٣.١ لم به بنا طرفͬ از است.
∑
d∈D

∑
١≤j<n

wrj

{j | ١ ≤ j < n , (j, n) = d} = {td | ١ ≤ t < n
d , (t,

n
d ) = ١}

بنابراین

λr =
∑
d∈D

∑
١≤t<n

d

wr(td) =
∑
d∈D

∑
١≤t<n

d

exp(
٢πi
n
d

rt)

⇒ λr =
∑
d∈D

C(r,
n

d
) ٠ ≤ r ≤ n− ١

است. (t, nd ) = ١ که



۴ فصل

یͺانͬ کیلͬ گراف�های �های خودریختͬ گروه
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یͺانͬ کیلͬ گراف�های �های خودریختͬ گروه ١.۴

فصل در همچنین مͬ�دهیم. نمایش N(a, b) با را b و a رئوس مشترک همسایͽͬ�های تعداد G گراف� برای

.N(a, b) = Fn(a− b) که دادیم نشان ٣

مͬ حفظ را مجاورت که باشد مͬ V (G) به V (G) از سویͬ دو تابع ͷی گرافͬ خودریختͬ .١.١.۴ تعریف

دهیم. مͬ نمایش Aut(G) با و کند

صورت این در k ≥ ١ و است. اول عددی p که n = pk کنیم فرض .٢.١.۴ قضیه

|Aut(Xn)| = p!((pk−١)!)p

.

مͬ�کنیم. تعریف زیر صورت به را ci مجموعه ، ٠ ≤ i ≤ p− ١ کنیم فرض برهان.

ci = {a | ٠ ≤ a < pk, a ≡ i(mod p)}

به کلاس، هر رئوس و هستند نامجاور دو به دو کلاس هر به متعلق رئوس که دادیم نشان ٣ فصل در

f ∈ Aut(Xn) و ci کلاس در راس دو b و a کنیم فرض مͬ�باشند. مجاور Xn دیͽر کلاس�های همه رئوس

b و a که مͬ�گیریم نتیجه p | a − b اینͺه از .٠ ≤ i, j ≤ p − ١ که f(a) ∈ cj کنید فرض همچنین

در .f(b) ∈ cj لذا f(a) ∈ cj چون .p | f(a) − f(b) لذا و نامجاورند f(b) و f(a) نتیجه در نامجاورند

کلاس�ها که مͬ�گیریم نتیجه بود دلخواه i چون مͬ�شوند. تصویر cj کلاس رئوس به ci کلاس رئوس نتیجه

ͷی ci کلاس رئوس چون باشد، شده تصویر cj به ci کنیم فرض مͬ�شوند. جا به جا f خودریختͬ تحت

جایͽشت تعداد باشد) مͬ p ها کلاس این (تعداد .Aut(ci) = |ci|! = (pk−١)! لذا هستند مستقل مجموعه

هستند یͺدیͽر از مستقل کلاس�ها، و رئوس جابجایͬ مͬ�باشد. p! کند مͬ جا به جا را کلاسها این که هایͬ

است. p!((pk−١)!)p با برابر Xn خودریختͬ�های تعداد ترکیبات، در شمارش ضرب قانون بنابر

مͬ�دهیم قرار ، ١ ≤ j ≤ k و ٠ ≤ i < pj برای .٣.١.۴ تعریف



۵٧ یͺانͬ کیلͬ گراف�های �های خودریختͬ گروه .١.۴

c
(j)
i = {a |٠ ≤ a < n , a ≡ i mod (pj)}.

در ͬͽرن کلاس p١ دقیقا و n اول عامل کوچͺترین با برابر Xn ͬͽرن عدد که دادیم نشان دوم فصل در

این مͬ�باشند. مستقل مجموعه�های ماکزیمال c١p١−١ و · · · ، c
١
١ ، c١٠ مجموعه�های بنابراین دارد. وجود Xn

تحت p|n که p پیمانه به کلاس�های مͬ�دهیم نشان ادامه در مͬ�شوند. جابجا f خودریختͬ تحت کلاس�ها

مͬ�شوند. جابجا f خودریختͬ

صورت این در pi | n و باشد Xn از خودریختͬ ͷی f کنید فرض .۴.١.۴ لم

pi | a− b ⇔ pi | f(a)− f(b), ١ ≤ a, b ≤ n− ١, ١ ≤ i ≤ k (١.۴)

در f(a) = a′, f(b) = b′ مͬ�دهیم قرار .pi | f(a) − f(b) و خودریختͬ ͷی f کنیم فرض (⇐) برهان.

نتیجه

pi | f(a)− f(b) ⇒ pi | a′ − b′

لذا است خودریختͬ ͷی f−١ چون

pi | f−١(a′)− f−١(b′) ⇒ pi | a− b.

شد. ثابت حͺم لذا

pj | a− b که باشد اندیسͬ بزرگترین ٢ ≤ j ≤ k و نباشد برقرار حͺم کنیم فرض خلف، برهان (⇒)

pj ∤ f(i)− f(i+ pj) که طوری به مͬ�گیریم نظر در را (a, b) = (i, i+ pj) رئوس .pj ∤ f(a)− f(b) و

، ٢٩.٢.٢ قضیه به توجه با باشد. ٠ ≤ i ≤ n− ١− pj و

N(i, i+ pj) = Fn(pj) = (p١ − ٢)...(pj−١ − ٢)(pj − ١)(pj+١ − ٢)...(pk − ٢) n
p١p٢...pk

.

برای درنتیجه ps ∤ (f(i+ pj)− f(i)) لذا ps ∤ (i+ pj − i) چون ، s < j, ١ ≤ s, j ≤ k که هایͬ s برای

پس ε(ps) = ٢ ، s < j

.N(f(i), f(i+ pj)) = (p١ − ε(p١))...(pj−١ − ε(pj−١))(pj − ٢)(pj+١ − ٢)...(pk − ٢) n
p١p٢...pk



۵٨ یͺانͬ کیلͬ گراف�های �های خودریختͬ گروه .۴

بنابراین مͬ�کند. حفظ را رئوس مشترک همسایه�های تعداد f خودریختͬ

N(i, i+ pj) = N(f(i), f(i+ pj)).

است. تناقض ͷی که N(f(i),f(i+pj))
N(i,i+pj)

=
pj−٢
pj−١ < ١ آنͽاه ،ε(p١) = ε(p٢) = ... = ε(pk) = ٢ اگر

N(f(i),f(i+pj))
N(i,i+pj)

≥ (ps−١)(pj−٢)
(ps−٢)(pj−٢) > ١ و ε(ps) = ١ که طوری به دارد وجود ١ ≤ s ≤ j − ١ ، s بنابراین

که a, b ∈ Xn دلخواه رئوس برای بنابراین .pj | f(i)− f(i+ pj) نتیجه در است. تناقض ͷی هم باز که

داریم: pj | a− b و a < b

pj | f(a)− f(a+ pj) + (f(a+ pj)− f(a+ ٢pj)) + ...+ (f(b− pj)− f(b)) = f(a)− f(b)

کامل برهان لذا بود دلخواه j چون است. شده جابجا f خودریختͬ تحت pj پیمانه به کلاس�هایͬ نتیجه در

است.

آنͽاه ،p١ < p٢ < ... < pk و باشد n متعارف نمایش n = p
α١
١ p

α٢
٢ ...p

αk
k اگر .۵.١.۴ قضیه

.|Aut(Xn)| = p١!p٢!...pk!((
n

p١p٢...pk
)!)p١p٢...pk

a راس دو باشد. n مربع-آزاد عامل بزرگترین m = p١p٢...pk و f ∈ Aut(Xn) کنیم فرض برهان.

که را Dm−١ و ... ،D١ ،D٠ کلاس�های (a − b,m) = ١ اگر تنها و اگر هستند مجاور Xn در b و

n
m با برابر Di کلاس هر اندازه مͬ�گیریم. نظر در را است Di = {a |٠ ≤ a < n , a ≡ i (mod m)}

ͷی m پیمانه به کلاس هر و (a − b, n) ̸= ١ درنتیجه m | a − b ،a, b ∈ Di دلخواه رئوس برای است.

Dm−١ و ... ،D١ ،D٠ کلاس�های و m | f(a)− f(b) قبل لم بر بنا لذا است. رئوس از مستقل مجموعه

دلخواه رئوس ٠ ≤ i, j ≤ m− ١ که b ∈ Dj و a ∈ Di کنیم فرض مͬ�شوند. جابجا f خودریختͬ تحت

i− j اگر .(m(k− l)+ (i− j), n) = ١ اگر تنها و اگر مجاورند b و aرئوس باشند، متمایز کلاس�های در

غیر در مͬ�دهند، تشͺیل را Xn در کامل بخشͬ دو زیرگراف ͷی Dj و Di رئوس آنͽاه باشد، اول n به نسبت

خودریختͬ تحت {D٠, D١, ..., Dm−١} کلاس�های چون ندارد. وجود Dj و Di بین یالͬ هیچ اینصورت
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Di = f(Dj) برای f خودریختͬ�های تعداد پس است مستقل مجموعه ͷی کلاس هر و مͬ�شوند جابجا f

٠ ≤ i ≤ m− ١ کنیم فرض Di کلاس�های جایͽشت�های تعداد شمردن برای است. |Di|! = ( n
m)! دقیقا

١ ≤ s ≤ k هر برای باشند. pk و ... ،p٢،p١ پیمانه به i باقیمانده ترتیب به ik و ... ،i٢ ،i١ و باشد دلخواه

مͬ�دهیم: قرار

c
(s)
is

= {٠ ≤ a < n | a ≡ is (mod ps)}

a ∈ Di هر برای

m|a− i⇒ p١|a− i, p٢|a− i, · · · , pk|a− i⇒ a ≡ i modp١, a ≡ i modp٢, · · · , a ≡ i modpk

طرفͬ از

i ≡ i١ modp١, i ≡ i٢ modp٢, · · · , i ≡ ik modpk

نتیجه در

a ≡ i١ modp١, a ≡ i٢ modp٢, · · · ,≡ ik modpk ⇒ a ∈ Ci١١
, a ∈ Ci٢٢

, · · · , a ∈ Cikk

بنابراین

Di ⊆ c
(١)
i١

∩ c(٢)i٢
∩ ... ∩ c(k)ik

. (٢.۴)

بͽیرید نظر در را زیر همنهشتͬ دستͽاه ik و ... ،i٢ ،i١ اندیس�های برای

x ≡ i١(mod p١)

x ≡ i٢(mod p٢)

...

x ≡ ik(mod pk)
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تنها i فرض، به توجه با دارد. m پیمانه به i بفرد منحصر جواب ͷی دستͽاه این چینͬ باقیمانده قضیه بنابر

.a ≡ i (mod m) که مͬ�گیریم نتیجه ، ١ ≤ j ≤ k که a ≡ i (mod pj) اینͺه از مͬ�باشد. دستͽاه جواب

دیͽر عبارت به c(j)is
⊂ Di ،j هر برای بنابراین

pj ∤ x⇒ m ∤ x⇒ c
(j)
is

⊂ Di, ١ ≤ j ≤ k, ١ ≤ s ≤ k

نتیجه در

c
(١)
i١

∩ c(٢)i٢
∩ ... ∩ c(k)ik

⊆ Di (٣.۴)

که ps اول عدد هر برای قبل، لم به بنا .Di = c
(١)
i١

∩ c(٢)i٢
∩ ...∩ c(k)ik

که مͬ�گیریم نتیجه (٣.۴) و (٢.۴) از

... ،j٢ ،j١ اندیس�های بنابراین مͬ�کند. جابجا را csps−١ و ... ،c
s
١ ،cs٠ کلاس�های f خودریختͬ ١ ≤ s ≤ k

است سویͬ دو تابع ͷی f .f(c(s)is
) = c

(s)
js

که طوری به دارد وجود ١ ≤ s ≤ k و ٠ ≤ js < ps که jk و

لذا

f(c
(١)
i١

∩ c(٢)i٢
∩ ... ∩ c(k)ik

) = f(c
(١)
i١

) ∩ f(c(٢)i٢
) ∩ ... ∩ f(c(k)ik

)

و

f(Di) = c
(١)
j١

∩ c(٢)j٢
∩ ... ∩ c(k)jk

= Dj

ضابطه s = ١,٢, ..., k برای آنͽاه مͬ�دهیم، نمایش hs با را ps پیمانه به اندیس�های جایͽشت اگر

وسیله به f(Di) مجموعه بنابراین .hs(is) = js اگر تنها و اگر است برقرار f(Di) 7−→ Dj

برای بالا کران هستند. مستقل جایͽشت�ها این چون مͬ�آید. دست به c(s)js
کلاس�های جایͽشت�های

c
(s)
js

کلاس�های جایͽشت�های تعداد ضرب با برابر Di کلاس�های جایͽشت�های برای ممͺن تعدادحالتهای

که cij کلاس�های جایͽشت�های تعدادی نمایانͽر hi : Zpi −→ Zpi کنید فرض باشد. مͬ p١!p٢!...pk! که
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است زیر همنهشتͬ دستͽاه جواب cpi ضریب مͬ�باشند. ١ ≤ i ≤ k,٠ ≤ j ≤ pi − ١

Cpi ≡ ١(mod pi)

Cpi ≡ ٠(mod pj),١ ≤ j ≤ k, j ̸= i.

جایͽشت ،٠ ≤ li ≤ pi − ١, i = ١,٢, · · · , k که li ≡ mod pi و ٠ ≤ l ≤ m− ١ هر برای کنید فرض

n ∤ p(l) لذا m ∤ p(l) چون اینصورت در باشد. p(l) ≡ Σik=٠cpihi(li) mod m دستͽاه جواب p(l)

بنابراین

(p(l′)− p(l′′), n) = ١ ⇔ Σk
i=٠cpi(hi(l

′
i)− hi(l

′′
i ), n) = ١

⇔ pi ∤ hi(l′i)− hi(l
′′
i ), i = ١,٢, · · · , k

⇔ pi ∤ l′i − l′′i , i = ١,٢, · · · , k

⇔ (Σk
i=٠cpi .(l

′
i − l′′i ), n) = ١

⇔ (l′ − l′′, n) = ١.

رئوس چون دارد. وجود {D٠, D١, ..., Dm−١} کلاس�های جابجایͬ برای حالت p١!p٢!...pk! دقیقا بنابراین

خودریختͬ�های گروه مرتبه ضرب قانون به بنا لذا شوند تصویر شرط بدون مͬ�توانند کلاس�ها، دهنده تشͺیل

است. p١!p٢!...pk!(( n
m)!)m با برابر Xn

مͬ�باشد. AUT (Xn) گروه زیر A(Xn) که دادیم نشان و کردیم معرفͬ را آفین تبدیل ، درفصل٢

.|A(Xn)| = n.φ(n) ،n ≥ ٢ هر برای .۶.١.۴ قضیه

انتخاب�های وتعداد است φ(n) ، a برای انتخاب�ها تعداد لذا A(Xn) = {τa,b|a ∈ Un, b ∈ Zn} برهان.

.|A(Xn)| = n.φ(n) نتیجه در هستند یͺدیͽر از مستقل انتخاب�ها این چون باشد مͬ n ،b



۶٢ یͺانͬ کیلͬ گراف�های �های خودریختͬ گروه .۴

n ∈ اگر تنها و اگر است برقرار وتساوی |A(Xn)| ≤ |AUT (Xn)| ،n ≥ ٢ هر برای .٧.١.۴ قضیه

.{٢,٣,۴,۶}

بنابراین مͬ�باشد AUT (Xn) مجموعه زیرگروه A(Xn) مجموعه که دادیم نشان قضیه٢٨.٢.٢، در برهان.

به توجه با مجموعه�ها مقادیر جایͽذاری با .|A(Xn)| ≤ |AUT (Xn)| درنتیجه |A(Xn)| | |AUT (Xn)|

داریم: قبل، قضایای

|AUT (Xn)|
|A(Xn)|

=
p١!p٢! · · · pk!

p١p٢ · · · pk(p١ − ١)(p٢ − ١) · · · (pk − ١) .

(
(p

α١−١
١ p

α١−٢
٢ · · · pαk−١

k )!

p
α١−١
١ p

α١−٢
٢ · · · pαk−١)

k )
)٢.((pα١−١

١ p
α١−٢
٢ · · · pαk−١

k )!)(p١p٢···pk−٢)

بنابراین

|A(Xn)| = |AUT (Xn)| ⇔



((p١ − ٢)!.(p٢ − ٢)!. · · · .(pk − ٢)! = ١
و
(p

α١−١
١ p

α١−٢
٢ . · · · .pαk−١

k )!)(p١p٢.··· .pk−٢) = ١
و
((p

α١−١
١ p

α١−٢
٢ . · · · .pαk−١

k − ٢(!(١ = ١

عبارت

(p١ − ٢)!(p٢ − ٢)! · · · (pk − ٢)! = ١ ⇔ ∀١ ≤ i ≤ k, (pi − ٢)! = ١

،n ⩾ ٢ باشند.برای ٣ و ٢ ،n اول عامل�های تنها اگر تنها و اگر است، برقرار صورتͬ در تساوی این نتیجه در

pi ̸= ٠ =⇒ pαi−١
i ̸= ٠ =⇒ (p

α١−١
١ p

α١−٢
٢ . · · · .pαk−١

k ) ̸= ٠

جمله بنابراین

(p
α١−١
١ p

α١−٢
٢ . · · · .pαk−١

k )!(p١p٢.··· .pk−٢) = ١ ⇔ (p
α١−١
١ p

α١−٢
٢ . · · · .pαk−١

k )! = ١

⇔ (p
α١−١
١ p

α١−٢
٢ . · · · .pαk−١

k ) = ١

⇔ ∀١ ≤ i ≤ k , pαi−١
i = ١

⇔ αi − ١ = ٠
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عامل و مͬ�باشد مربع از خالͬ عدد n نتیجه در

(
(p

α١−١
١ p

α١−٢
٢ . · · · .pαk−١

k − ١)!
)٢

= ١ ⇔ (p
α١−١
١ p

α١−٢
٢ . · · · .pαk−١

k − ١)! = ١

⇔ p
α١−١
١ p

α١−٢
٢ . · · · .pαk−١

k = ١

یا

⇔ p
α١−١
١ p

α١−٢
٢ . · · · .pαk−١

k = ٢

جمله

p
α١−١
١ p

α١−٢
٢ . · · · .pαk−١

k = ١ ⇔ αi − ١ = ٠

و است مربع از خالͬ عدد n لذا

(p
α١−١
١ p

α١−٢
٢ . · · · .pαk−١

k ) = ٢ ⇔ k = ١, p١ = ٢, α١ = ٢

مͬ�باشد برقرار صورتͬ در مقدار دو این تساوی بنابراین مͬ�باشد. مربع از خالͬ عدد برابر دو nصورت این در

است. |A(Xn)| < AUT (Xn) ، n = ۵, n > ۶ برای بنابراین .n ∈ {٢,٣,۴,۶} که
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minimum cut . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مینیمم برش

network . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبͺه

path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسیر

regular graph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظم گراف

Strong Perfect Graph Conjecture . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تام گراف قوی حدس

subgraph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گراف. زیر

triangle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثلث.

vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راس.

vertex colouring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راسͬ آمیزی �رن

vertex cut . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راسͬ برشͬ

vertex-transitive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راس-ترایا
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