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چͺیده
از ناشͬ که حرارتͬ، تعادل عدم حالت در آزاد، جابجایͬ گرمایͬ مرزی لایه به پایان�نامه این
مͬ�باشد. مربوط است، شده اشباع متخلخل محیط ͷی در شده داده قرار عمودی داغ صفحه�ی
دارای صفحه این است. شده بررسͬ نیز آزاد جابجایͬ مرزی لایه روی تزریق یا و مͺش تاثیر
ضخامت با مرزی�ای لایه ایجاد باعث دما، خطͬ توزیع این که است، دما از خطͬ توزیع ͷی

مͬ�شود. ثابت
جریان مرزی لایه معادلات کنترل برای مشابه�ای حل�های دارسͬ، جریان بودن حاکم فرض با
محدوده�ی برای سیال، و جامد فاز دو هر برای ناسلت، اعداد همچنین است. آمده به�دست دائم،

است. گردیده مقایسه شده، ارائه حدی حل�های با و شده محاسبه پارامترها از وسیعͬ



به تقدیم

پدرم،
استقامت و صبر اُسوه

مادرم،
گذشت و محبت اُسوه

برادرانم،
ͳمهربان و ͳرمΎدل گنجینه



خدایا...١

حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
نباشم... سوگوار بیهودگͬ�اش بر که کن عطا مردنͬ و نخورم

دانست... خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به تو را زیستن چنین خدایا

خداوند... ای

روشنفͺران به و روشنایͬ، ما مومنان به و علم، ما عوام به و مسئولیت، ما علمای به خداوند! ای
و شرف ما مردان به و شعور ما زنان به و تعصب ما فهمیدگان به و فهم ما متعصبین به و ایمان ما
به و عقیده نیز ما دانشجویان به و عقیده ما اساتید به و اصالت ما جوانان به و گاهͬ آ ما پیروان به
شاعران به و درد ما هنرمندان به و تعهد ما نویسندگان به و دین ما دینداران به و بیداری ما خفتͽان
ما محافظه�کاران به و نیرو ما ضعیفان به و امید ما نومیدان به و هدف ما محققان به و شعور ما
و نͽاه ما کوران به و حیات ما مردگان به و تͺان ما راکدین به و قیام ما نشستͽان به و گستاخͬ
به و وحدت ما فرقه�های به و علͬ(ع) ما شیعیان به و قرآن ما مسلمانان به و فریاد ما خاموشان به
ما مردم به و صبر ما مجاهدان به و ادب ما فحاشان به و انصاف ما خودبینان به و شفاء ما حسودان
ببخش! عزت و نجات ͬͽشایست و فداکاری استعداد و تصمیم همت، ما ملت همه به و گاهͬ خودآ

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



سپاس�گزاری...

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس
علیرضا دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در
به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه ناظمͬ،

نمͬ�رسید. انجام
در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که نظری محسن دکتر آقای جناب از
دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایͬ مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی آماده
خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در
گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم برادران از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم ستایش

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش

نظری ͳمرتض
١٣٩٢ تیر
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١ فصل

مقدمه

دارد. وجود خالͬ فضای آن دهنده��ی تشͺیل ذرات بین که است همͽنͬ غیر محیط متخلخل، ماده�ی
در مͬ�نامند. اشباع متخلخل محیط اصطلاحاً را محیط جامد، ذرات بین سیال وجود صورت در
و بوده تصادفͬ کاملا́ هم به نسبت ذرات گرفتن قرار نحوه�ی و شͺل طبیعͬ، متخلخل محیط�های
در ماسه ذرات به مͬ�توان مثال، به�عنوان نیست. حاکم آن�ها پراکندگͬ نحوه بر خاصͬ قانون هیچ
و فشار سرعت، مانند سیال مشخصات محیط این در که است واضح کرد. اشاره شنͬ بستر ͷی
مقادیر که مͬ�دهد نشان تجربͬ نتایج البته مͬ�باشند. تصادفͬ کاملا́ ١ͷوپیͺروسͺمی دیدگاه از دما
اصطلاحاً را� متغیرها این مͬ�باشند، پیش�بینͬ قابل و قانونمند کاملا́ متغیر�ها ٢این ͷوپیͺماکروس

مͬ�نامند. فضای٣ͬ میانͽین متغیرهای
فراوان کاربردهای دلیل به اخیر دهه دو در متخلخل، محیط ͷی در آزاد جابجایͬ حرارت انتقال

است. گرفته قرار بررسͬ مورد گسترده به�صورت
مدل�سازی حرارتͬ، فشرده مبدل�های مدل�سازی به مربوط متخلخل محیط کاربردهای از برخͬ
هسته�ای، راکتورهای طراحͬ ساختمانͬ، حرارتͬ عایق�های بررسͬ و ساخت خورشیدی، سلول�های
از جلوگیری و کشاورزی محصولات غلات دانه�های از نͽهداری ژئوفرمال، سیستم�های طراحͬ
استحͺام و کاری محͺم سیلوها، و انبارها در دانه�ها) جوانه�زدن کپ�ͷها، قارچ�ها، (مثل آفات رشد
و هسته�ای ضایعات ذخیره�سازی سوخت، ذخیره استخرهای نفتͬ، مواد بازیافت افزایش ساحل�ها،

برد. نام ͬͺتریͺال تجهیزات در خن�ͷکاری
پایان�نامه مقدمه�ی اول، فصل در است. گردیده تنطیم ضمیمه ͷی و فصل پنج در پایان�نامه این

١Microscopic
٢Macroscopic
٣Space averagequanitie
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در آزاد جابجایͬ جریان و حرارت انتقال درباره�ی پیشین پژوهش�های بررسͬ به و شده بیان
متخلخل محیط�های بر حاکم معادلات دوم، فصل در است. شده پرداخته متخلخل محیط�های
سوم، فصل در است. شده بیان محیط دو مشترک سطح و دیواره روی بر حاکم مرزی شرایط و
فصل در است. گردیده ارائه شده استفاده آن از مسئله معادلات حل در که پرتابͬ روش از مقدماتͬ
حل ͷی همچنین و شده پرداخته متخلخل ماده در حرارت انتقال معادلات تشابهͬ حل به چهارم،
نظر مورد مسئله�ی در حاکم معادلات حل به پنجم، فصل در است. گردیده ارائه نیز حدی تحلیلͬ
افراز نرم از استفاده با نامه پایان این رایانه�ای برنامه�ی ضمناً پرداخته�ایم. دوگانه شناوری اثرات با

شده. نوشته متلب۴

متخلخل محیط�های در شده انجام کار�های بر مروری ١.١

قطعات خن�ͷکاری ١.١.١

مختلف به�صورت�های پیͺر، غول رایانه�های تا گرفته شخصͬ رایانه�های از امروز مدرن دنیای در
از ͷی هر افتادن کار از ترتیب این به مͬ�شود. استفاده علمͬ پژوهش�های نیز و روزمره کارهای در

کند. وارد مختلف بخش�های به را ناپذیری جبران زیان�های مͬ�تواند رایانه سیستم�های
توسط تولیدی حرارت میزان هستند مواجه آن با ͬͺتریͺال سیستم�های که عمده�ای مسائل از
حادتر مسئله این باشد بیشتر ͬͺتریͺال قطعات تعداد چه هر است. آن دفع ͬͽونͽچ و سیستم اجزا
متنوع�تر قطعات و کاسته قطعات این حجم از ͷترونیͺال علم پیشرفت با دیͽر سوی از مͬ�شود.
مقدار به توجه با قطعات این در حرارت تولید مسئله�ی هنوز اما شده�اند. ساخته بالاتر کارآیͬ با
نͺته این به مͬ�توان موضوع این اهمیت شدن مشخص جهت است. چشم�پوشͬ غیرقابل آن زیاد
سطح از مترمربع هر در مͽاوات ͷی مرز تا ،ͬͺتریͺال بورد هر از تولیدی حرارت که کرد اشاره

مͬ�رسد. بورد
است. حیاتͬ مسئله�ای سیستم ͷی عمر افزایش جهت آن داشتن نͽه پایین و دما کنترل بنابراین
ͷخن نحوه و حرارت تولید نرخ زیاد مقدار به توجه با قطعات از حرارت انتقال نقش وصف، این با

مͬ�باشد. اهمیت حائز آن�ها کاری
یا و طبیعͬ یا اجباری روش�های ͷکم به مͬ�تواند اصولا˟ ͬͺتریͺال قطعات خارجͬ سطح

باشد. روغن یا آب هوا، مͬ�تواند نیز کن ͷخن سیال شود. ͷخن روش دو هر از مخلوطͬ
۴Matlab
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حرارتͬ مبدل�های در متخلخل تیغه ٢.١.١

مͬ�تواند متخلخل محیط این شود. پر متخلخل محیط با ناقص یا کامل به�طور مͬ�تواند کانال ͷی
و تجربͬ مطالعات اکثر باشد. هم از گسسته بلوک�های به�صورت یا متخلخل لایه�ای به�صورت
ذاتͬ به�طور همواره که، مͬ�دهد نشان متخلخل محیط با شده پر کانال پیرامون شده انجام عددی
ناقص به�صورت که کانال�هایͬ در فشار افت این مͬ�افتد. اتفاق کانال�هایͬ چنین در بالا فشاری افت
پر به نیازی حرارت، انتقال حداکثر منظور به بنابراین است. کمتر شده�اند، پر متخلخل محیط با

نیست. متخلخل محیط با کانال کامل کردن
در صفحه خارجͬ سطح در متخلخل بلوک�های حضور که دادند نشان [١] وفای۵ͬ و هوآن
آن�ها . مͬ�دهد تغییر را حرارت انتقال و سیال جریان ویژگͬ�های توجه قابل به�طور کانال، ͷی
حرارت انتقال و جریان میدان بر را پرانتل و رینولدز دارسͬ، اعداد مثل، مختلف، کمیت�های تأثیر
است. وابسته سرعت میدان به محلͬ، حرارت انتقال که داد نشان آن�ها نتایج کردند. بررسͬ

دارد. حرارت انتقال ویژگͬ�های بر زیادی تاثیر شده تشͺیل گردابه�های همچنین
کانال در که مͬ�دهد نشان متخلخل ماده با شده پر کانال ͷی و خالͬ کانال ͷی بین مقایسه ͷی
دو عددی، تحقیق ͷی در [٢] کاهالراس۶ و تارگویͬ داد. افزایش را حرارت انتقال مͬ�توان دوم
محیط کانال�ها، از ͬͺی در کردند. بررسͬ را متخلخل محیط با شده پر کانا��ل�های از مختلف شͺل
بود. شده جاسازی شطرنجͬ صورت به دیͽری در و حلقوی شͺاف سری ͷی داخل در متخلخل
نیز جریان خطوط بالا، فشار افت بر علاوه چه اگر داد، نشان را حرارت انتقال افزایش آن�ها نتایج

بودند. شده منحرف بسیار طبیعͬ حالت از
سطوح کاربرد حرارت، انتقال و درهم آرام، جریان مدل�سازی برای مقالات از زیادی تعداد
شͺل�ها بهینه، سطح مساحت پیرامون مقالات این مͬ�کنند. گزارش را تیغه�ها و فین�ها مثل گسترده،
این در مͬ�کنند. بحث مشخص جرمͬ دبͬ ͷی در حرارت انتقال افزایش منظور به فین�ها جهت و
محیط حرارتͬ عملͺرد ،[۴] نیمر٨ آل و کام ،[٣] همͺاران٧ و بوهادف مثل افرادی هم، مبحث
یافته گسترش سطوح از استفاده امروزه کرده�اند. بررسͬ لوله�ای حرارتͬ مبدل�های در را متخلخل
توجه مورد بسیار فشار، افت کنار در حرارت انتقال افزایش برای بافل�ها و فین�ها مثل متخلخل،

است.
۵Huang and Vafai
۶Targui and Kahalerras
٧Bouhadef et al.
٨Al-Nimr and Al kam
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متخلخل مشعل ٣.١.١

سوخت�های از گسترده استفاده به را ملت�ها اجتماعͬ، سطح بهبود و تͺنولوژی در سریع پیشرفت
تقلیل ͬͺی دارد، وجود مشͺل دو فسیلͬ سوخت�های از استفاده در همواره است. کرده ملزم فسیلͬ
برای موجه روش ͷی متخلخل٩ محیط�های در احتراق زیست. محیط دیͽری و فسیلͬ سوخت منابع
متخلخل محیط�های در احتراق دارند. گسترده�ای دامنه�ی که است فوق�الذکر مشͺلات مهارکردن
جمله آن از مͬ�کند. معمول١٠ͬ احتراق با مقایسه قابل را آن که دارد توجهͬ قابل بسیار مزایای
اشتعال�پذیری محدوده�ی گسترش ،ͬͺدینامی قدرت رنج افزایش احتراق، سرعت افزایش به مͬ�توان
از متفاوت ملاحظه�ای قابل به�طور متخلخل محیط در احتراق کرد. اشاره حرارت پخش کاهش و
آن�ها به زیر در که مͬ�شود مربوط اصلͬ فاکتورهای از سری ͷی به تفاوت این است. همͽن اشتعال

مͬ�کنیم. اشاره

قابل محیط بین را موثر حرارت انتقال ͷی که جامد، متخلخل محیط داخلͬ سطح افزایش •
مͬ�دهد. نتیجه جامد و اشتعال

را حرارت انتقال و پذیری نفوذ قابلیت متخلخل، محیط میان از دهنده واکنش سیال پخش •
واکنش سرعت از وسیعͬ درگستره�ی را احتراق فرآیند روش، این مͬ�دهد. افزایش فازها، بین
ترکیبات تشͺیل امͺان روش این همچنین مͬ�کند. تسهیل سوخت و اکسیژن نسبت و دهندها

مͬ�رساند. حداقل به را منوکسیدکربن و نیتروژن١١

محیط مشعل�های گسترشتͺنولوژی روی بر تئوری و تجربͬ به�طور زیادی محققان اخیر سال�های در
محیط�های کاربردهای و پیشرفت�ها مورد در [۵] دراست١٢ و تریمیس شده�اند. متمرکز متخلخل

دادند. انجام بازبینͬ�هایͬ متخلخل
فرآیند در را، شیمیایͬ و حرارتͬ تعادل عدم در نفوذپذیری فرآیندهای هم [۶] کاویان١٣ͬ و الیورا

کردند. بررسͬ متخلخل محیط�های میان احتراق
دار نیتروژن ترکیبات به مͬ�توان جمله آن از و دارد بسیاری مزایای متخلخل مشعل از استفاده
کردن کم منوکسیدکربن، پایین بسیار تولید محصول، کاری محدوده�ی� از خارج حتͬ پایین، بسیار

کرد. اشاره پایین بسیار هزینه�های و اولیه سرمایه و هزینه�ها
٩Porous Medium Combustion-PMC
١٠Combustion Flame Free
١١NOX
١٢Trimis and Drast
١٣Oloveria and Kavian
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[٣] متخلخل مشعل�های از نمونه�ای :١.١ شͺل

آرام١۴ گرمایش برای آن�ها از استفاده متخلخل مشعل�های انتخاب در مهم فاکتورهای از ͬͺی
منظور به را ویژه�ای مزایای متخلخل مشعل�های مرسوم، مشعل سیستم�های با مقایسه در است.

مͬ�کنند. ارائه شعله بدون گرمایش
فراهم را ماده ͷی شده�ی کنترل و گرمایͬ آرام رفتار امͺان همͽن، و متغیر بینهایت دمای
از مشعل�ها سایر همانند مͬ�گیرد. صورت جرقه�زن الͺترود به�وسیله معمول به�طور احتراق مͬ�کند.
گرما توزیع متخلخل درمشعل�های مͬ�کنند. استفاده شعله مشاهده�ی برای یونیزاسیون الͺترود ͷی
کامل گرمایش از را ما حالت این بیفتد. اتفاق متخلخل مشعل سطح از کوتاهͬ فاصله در مͬ�تواند

مͬ�سازد. مطمئن نظر مورد موضوع
محیط ͷی در حرارت انتقال مختلف: زمینه چهار در شده انجام پژوهش�های به�ترتیب این�جا در
إلمان اثر متخلخل، نیمه محیط�های در حرارت انتقال محدود، تفاضل روش همͽن، غیر متخلخل
هر در تحقیق زمان به�ترتیب را پژوهش�ها این از حاصل نتایج همچنین و حرارت انتقال بر حرارتͬ

مͬ�کنیم. بررسͬ مبحث،
و انجام روش زمینه�ها، این در شده انجام پژوهش�های با آشنایͬ بررسͬ، این انجام از هدف
قانون پایه بر متخلخل محیط�های زمینه در شده انجام مطالعات بیشتر مͬ�باشد. آن�ها از حاصل نتایج
فرج و خلل با محیط�های برای حرارتͬ تعادل فرض مͬ�باشد. سیال و جامد فازهای بین و دارسͬ

١۴Gentel Heating
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متخلخل محیط�های برای مͬ�باشد. صادق حرارتͬ عایق�های و گرمایͬ زمین مخازن مثل ͷکوچ
تولید سیال یا جامد فازهای از ͬͺی در حرارت که محیط�هایͬ یا و سیال جریان بالای سرعت با
جامد، و سیال فازهای بین زیاد دمای اختلاف دلیل به ... و هسته�ای کتورهای رآ به�مانند مͬ�شود،

شود. گرفته نظر در مͬ�بایست حرارتͬ تعادل عدم شرط
اخیر سال�های در کرد. پیشنهاد را ͷکلاسی حرارتͬ تعادل عدم مدل قبل سال ٨٠ در شومان١۵
شده متخلخل محیط�های در حرارت انتقال عددی حل�های در مدل، این بررسͬ به بیشتری توجه نیز
کتاب�های در مختصر به�طور متخلخل محیط�های زمینه در شده انجام فعالیت�های بیشتر است.
است. شده بیان [١٠] پوپ١٩ و اینͽهام و [٩] بیژن١٨ و نیلد ،[٨] وفای١٧ͬ ،[٧] کاویان١۶ͬ اخیر
محفظه ͷی در آزاد جابجایͬ حرارت انتقال برای را حرارتͬ تعادل عدم ،[١١] پاپ و بیتاس٢٠
که کردند فرض بررسͬ این در آن�ها کردند. مدل�سازی ٢١ محدود حجم روش از استفاده با مربعͬ
نمͬ�باشد. برقرار تعادل وسیال جامد فازهای بین و کرده پیروی دارسͬ قانون از متخلخل محیط
تعادل عدم مدل ͷی برای پایا، حالت در آزاد جابجایͬ حرارت انتقال بعد، سال ͷی [١٢] بیتاس
بررسͬ مورد جامد فاز در تولیدی حرارت گرفتن نظر در با را مربعͬ متخلخل محفظه ͷی در حرارتͬ
فورچهمیر-بریͺمن دارسͬ- جمله�های با همراه استوکسرا ناویر معادلات او بررسͬ این در داد. قرار
پرداخت. معادلات حل به سیمپل٢٣، الͽوریتم در محدود روشحجم از استفاده با و گرفت نظر در ٢٢

فازهای بین جابجایͬ حرارت انتقال ضریب افزایش با که رسید نتیجه این به پژوهش این در او
مͬ�رسند. حرارتͬ تعادل حالت به فاز دو این جامد، و سیال

که متخلخل، محیط با شده پر محفظه�ی در آزاد جابجایͬ [١٣] همͺارانش و ساتیامورت٢۴ͬ
آن�ها بررسͬ مورد مدل دادند. قرار بررسͬ مورد را مͬ�کنند تغییر خطͬ به�صورت آن دیواره�های دمای
مͬ�گردد. حل محدود٢۵ تفاضل روش از استفاده با که کرده پیروی دارسͬ-فورچهمیر جملات از
مختلف دارسͬ�های و رایلͬ عدد برای سیال، جریان و حرارت انتقال بر را خطͬ دیواره�های اثر آن�ها

کردند. بررسͬ
١۵Schumann
١۶Kaviany
١٧Vafai
١٨Nield and Bejan
١٩Ingham and Pop
٢٠Baytas
٢١Finite Volume
٢٢Darcy-Forchheimer-Brinkman
٢٣SIMPLE Algorithm
٢۴athiyamoorthy
٢۵Finite Element
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پروفیل که متخلخل، نیمه محفظه�ی ͷی در آزاد جابجایͬ مطالعه�ی به [١۴] همͺاران و ورال٢۶
محیط بر حاکم دارسͬ، قانون پرداختند. مͬ�کرد، تغییر سینوسͬ صورت به آن پایینͬ دیواره�ی دمای
محدود تفاضل روش از استفاده با آن�ها هستند. حرارتͬ تعادل در جامد و سیال فاز و بوده متخلخل

پرداختند. سیال جریان و حرارت انتقال روی بر سینوسͬ پروفیل اثر بررسͬ به
حل برای عددی محاسبات در مهم روش�های از ͬͺی اولیه متغیرهای پایه بر محدود روشحجم
،ͬͽپیوست معادلات شامل حاکم، معادلات روش این در است. حرارت انتقال و سیال جریان مسائل
برای مͬ�شوند. گرفته کار به کنترل حجم روی بر شده، گسسته صورت به انرژی و حرکت اندازه
بین ارتباط برای ضمنͬ نیمه روش ͷی [١۵] ٢٧اسپالدین و پتنͺار ١٩٧٢ سال در فوق معادلات
شده٢٩ جابجا شبͺه�ی اساس بر که کردند ارائه سیمپل٢٨ نام به حرکت اندازه و ͬͽپیوست معادلات

است. شده بنا
متخلخل یͷحفره در جابجایͬ جرم حرارتو انتقال بعدی پخشدو [١۶] توران٣٠ و فرهانͬ آل
ثابت غلظت و دما در حفره عرضͬ دیواره�های دادند. قرار تحلیل مورد عددی به�صورت را مایل
حل برای کنترل حجم روش از مͬ�باشند. عایق پایینͬ و بالایͬ دیواره�های و یͺدیͽر با متفاوت ولͬ
استفاده فشار و سرعت کوپله�ی معادلات حل برای سیمپل الͽوریتم از و بͬ�بعد، حاکم معادلات
ناسلت خطوط همچنین و غلظت هم خطوط و دما هم خطوط جریان، خطوط است.کانتورهای شده
نتیجه�ی است. گردیده رسم نظر مورد مسئله�ی کمیت�های از مختلف مقادیر برای شروود عدد و
هدایت اثر و کمتر طبیعͬ جابجایͬ میزان آن افزایش با که بوده حفره چرخش زاویه تغییر اثر مهم،

است. شده بیشتر
متخلخل حفره ͷی محیط در را زیستͬ فرآیند ͷی بار نخستین برای [١٧] ٣١قوآن گوین
جهت با نفوذپذیری تانسور مولفه�های جهت و بوده ایزوتروپ غیر نفوذپذیری پارامتر کرد. بررسͬ
شناوری سرعت از تابعͬ که را بحرانͬ رایلͬ عدد تغییرات آن�ها مͬ�سازد. زاویه مختصات محورهای
مورد را بوده چرخش زاویه و نفوذپذیری مؤلفه�های نسبت و گرانش) نیروی خلاف جهت (در ذرات
آن مقدار از بالا شناوری سرعت در بحرانͬ رایلͬ عدد مقدار که دریافتند آن�ها دادند. قرار بررسͬ
زاویه تغییر باشد، بالا شناوری سرعت که هنͽامͬ همچنین است. کمتر پایین شناوری سرعت در

مͬ�شود. جریان ساختار در شدید تغییر باعث درجه ٩٠ تا صفر از چرخش
٢۶Varol
٢٧Patankar and Spalding
٢٨SIMPLE
٢٩Staggered Grid
٣٠Al-Farhany and Turan
٣١Nguyen quang
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دیواره�های که متخلخل محیط سیال لایه�ای دو محفظه�ی ͷی در [١٨] همͺاران و گوبین٣٢
آزاد جابجایͬ بررسͬ به دارد، قرار مختلف و ثابت دمای در آن عمودی ودیواره�های عایق آن افقͬ
انتقال جریان، ساختار بر را پذیری نفوذ و متخلخل لایه ضخامت اثر مقاله این در آن�ها پرداختند.
تحلیلͬ حل از حاصل نتایج با آن�ها توسط آمده به�دست نتایج دادند. نشان جرم انتقال و حرارت

است. گرفته قرار تایید مورد ساده حالت در
عددی به�صورت را متخلخل محفظه�ی در آزاد جابجایͬ شدند موفق [١٩] همͺارانش و بیتاس
دیواره�های و بوده محدود ضخامت با افقͬ دیوار�ه�ی دو شامل محفظه دهند. قرار مطالعه مورد
ضریب نقش روی بر تمرکز مقاله این در دارند. قرار متفاوت ولͬ یͺنواخت دمای در آن عمودی
توسط آمده به�دست نتایج بود. سیال جریان و حرارت انتقال روی بر افقͬ دیواره�های حرارتͬ هدایت
افقͬ دیواره و سیال مشترک سطح دمای حرارتͬ هدایت ضریب افزایش با که مͬ�دهد نشان بیتاس

مͬ�یابد. کاهش
ͷی در آزاد جابجایͬ حرارت انتقال کنترل، حجم روش ͷکم به [٢٠] بیتاس و لیاقت٣٣
دیواره�هایͬ توسط اطراف از محفظه این کردند. بررسͬ را است حرارت تولید دارای که محفظه�ا�ی
حالت�های در دارند. قرار یͺنواخت دمای در بیرونͬ دیواره�های و شده�اند اشغال محدود ضخامت با
خوبͬ خیلͬ هم�خوانͬ دیͽر پژوهشͽران از حاصل نتایج با آن�ها توسط آمده به�دست نتایج خاص،

داشت.
وجود تیغه ͷی آن�ها درون که محفظه�ای در را آزاد جابجایͬ توانستند [٢١] بیلجن٣۴ و ازتاپ
به�صورت رل داشتند قرار ثابت دمای در و عایق تربیت به آن عمودی و افقͬ دیواره�های و داشت
روی بر تیغه این ضخامت و اندازه وضعیت اثر مطالعه�ی به مقاله این در کنند. مدل�سازی عددی

شد. پرداخته حرارت انتقال و سیال جریان
مورد حرارت انتقال روی بر محفظه ͷی درون را بلوک ͷی اثر [٢٢] همͺارانش و پرساد٣۵
الͽوریتم و کنترل حجم روش از استفاده با و پایا حالت برای را مسئله آن�ها دادند. قرار بررسͬ
حرارت انتقال شدن بهتر جهت محفظه، در بلوک اندازه برای بهینه مقدار ͷی به و کردند حل سیمپل

یافتند. دست سیال جریان و
محدود عمودی دیواره�ی دو توسط که متخلخل، محفظه�ای در آزاد جابجایͬ [٢٣] نوافسعید٣۶
متفاوت ولͬ ثابت دمای در عمودی دیواره�های بیرونͬ سطح داد. قرار مطالعه مورد را، است شده

٣٢Gobin
٣٣Liaqat
٣۴Oztop and Bi
٣۵Prasad
٣۶Nawaf H.Saeid
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تعادل در فاز دو و بوده محیط بر حاکم دارسͬ، مدل مͬ�باشند. عایق آن افقͬ دیواره�های و داشته قرار
در شده�اند. گسسته�سازی کنترل حجم روش از استفاده با حاکم معادلات مͬ�باشند. هم با حرارتͬ
انتقال خصوصیات روی دیواره، حرارتͬ هدایت ضریب و دیواره ضخامت اثر بررسͬ به مقاله این

است. شده پرداخته سیال جریان و حرارت
حرارتͬ تعادل در جامد و سیال فازهای که حالتͬ برای را مدل همین بعد سال ͷی [٢۴] نواف
جابجایͬ حرارت انتقال ضریب اثر بررسͬ به مطالعه این در همچنین او کرد. حل نیز را نبودند هم با
افزایش با که رسید نتیجه این به و پرداخت جامد فاز به سیال فاز حرارتͬ هدایت ضریب نسبت و
حرارتͬ تعادل به فاز دو جامد، به سیال فاز هدایت نسبتضریب یا جابجایͬ حرارتͬ هدایت ضریب

مͬ�شود. منطبق هم بر آن�ها دمای پروفیل و رسیده
حرارت انتقال روی بر دیواره حرارتͬ هدایت اثر بررسͬ به [٢۵] همͺارانش و الامیری عبدالʓه
بررسͬ مورد محفظه پرداختند. شده پر متخلخل محیط با که بعدی دو محفظه درون جابجایͬ،
مͬ�باشند. متفاوت ولͬ ثابت دماهای با عمودی دیواره�ی دو و عایق افقͬ دیواره�های دارای آن�ها
جمله�های دارای شده مدل ممنتوم معادلات است. محدود ضخامت دارای افقͬ دیوار�ه�های از ͬͺی
مͬ�باشد. برقرار سیال و جامد فازهای بین حرارتͬ تعادل شرایط و بوده بریͺمن و دارسͬ فورچهمیر،
خطوط جریان، خطوط شد. استفاده گالرکین روش پایه بر محدود اجزاء فرمولاسیون از حل برای
قرار بررسͬ مورد و شده رسم بعد، بدون اعداد از مختلف مقادیر برای و... ناسلت عدد ثابت، دما

است. گرفته
محیط برای یافته گسترش دارسͬ مدل گرفتن نظر در با توانستند [٢۶] همͺارانش و بیتاس
متخلخل محیط و سیال محیط دو با محفظه�ای در جرم انتقال و آزاد جابجایͬ مطالعه به متخلخل
افقͬ به�صورت محیط دو مشترک سطح که حالتͬ ͬͺی مختلف، حالت دو برای مسئله بپردازند.
و جرم انتقال سیال، جریان شد. حل باشد، پله دارای مشترک سطح این که حالتͬ دیͽری و باشد
گرفت. قرار بررسͬ مورد دارسͬ عدد و رایلͬ عدد پله، ارتفاع از مختلفͬ مقادیر برای حرارت انتقال
انتقال جریان، روی بر مهمͬ بسیار اثر محیط دو مشترک سطح در پله ارتفاع که داد نشان نتایج
روش به نیز معادلات دارد. راست سمت دیواره به چپ سمت دیواره�ی از جرم انتقال و حرارت

مͬ�شوند. حل متمرکز شبͺه ͷی روی بر سیمپل الͽوریتم با و شده گسسته�سازی محدود حجم
حرارت انتقال سیمپل، الͽوریتم و محدود حجم روش از استفاده با [٢٧] همͺاران و چن٣٧
است شده پر متخلخل محیط توسط آن پایینͬ و بالایͬ دیواره�های که محفظه ͷی در آزاد جابجایͬ
فورچهمیر و بریͺمن ترم�های دارای متخلخل محیط بر حاکم ممنتوم معادله کردند. مدل�سازی را

٣٧Chen
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برای شده اعمال مرزی شرایط مͬ�باشند. حرارتͬ تعادل دارای آن سیال و جامد فازهای و بوده
شامل که بوده برش٣٨ͬ تنش پرش شرط نوع از متخلخل، سیال-محیط مشترک سطح در جریان
و متوسط و محلͬ ناسلت جریان، خطوط ثابت، دما خطوط مͬ�باشد. لزجت و اینرسͬ اثر دو هر
است. گرفته قرار بررسͬ مورد بعد، بدون کمیت�های از مختلف مقادیر برای وسط نقطه سرعت
جریان سرعت شدید کاهش باعث محفظه درون متخلخل لایه وجود که داد نشان بررسͬ این نتایج

مͬ�شود. آزاد جابجایͬ حرارت انتقال و
ͷی توسط زیر از و شده پر هوا از که مستطیلͬ متقارن محفظه ͷی در [٢٨] ٣٩یان و آیدین
کردند. مدل�سازی عددی به�صورت را حرارت انتقال اثر مͬ�شود، ͷخن اطراف از و گرم حرارتͬ منبع
نظر در مختلف طول حالت چهار آن برای و داشته قرار پایینͬ دیواره مرکز در حرارتͬ منبع محل
نیز محلͬ و متوسط ناسلت�های سیال، جریان حرارت، انتقال بر مختلف کمیت�های اثر گرفته�اند.

است. شده مطالعه
حرارت زیر از که مستطیلͬ ͷتان ͷی در آزاد جابجایͬ حرارت انتقال [٢٩] همͺاران و ساریز۴٠
بر حرارتͬ نوار و ͷتان هندسه رایلͬ، عدد اثر مقاله آن در دادند. قرار بررسͬ مورد را کرده دریافت
توسط و شده گسسته�سازی محدود روشحجم با مسئله شد. مطالعه حرارت، انتقال و جریان رفتار
نتیجه این به آن�ها مͬ�شود. حل شده جابجا شبͺه ͷی روی فشار و سرعت کوپل سیمپل، الͽوریتم

مͬ�کند. پیدا افزایش آن دمای و سیال جریان شدت حرارتͬ، نوار طول افزایش با که رسیدند
حرارتͬ منبع ͷی به�وسیله که هوا با شده پر محفظه�ی در آزاد جابجایͬ [٣٠] همͺاران و نادر۴١
مختلف مرزی شرایط برای عددی صورت به را مͬ�شود ͷخن بالا از و شده گرم پایین از ثابت شار
بزرگ و ͷکوچ طول نوع دو برای شبیه�سازی این نمودند. شبیه�سازی پایین و بالا دیوار�ه�های در
تفاضل روش با حاکم معادلات مͬ�کند. تغییر ١٠۶ تا ١٠٣ از نیز رایلͬ عدد شد. انجام حرارتͬ منبع
گرم سطح در دما بیشینه و جریان و دما خطوط مرزی شرط هر برای شد�ه�اند. گسسته�سازی محدود

گرفت. قرار بررسͬ مورد
محفظه در سیال حرارت انتقال و جریان روی بر حرارتͬ المان�های اثر [٣١] ۴٢دِن نˀه چͬ
مورد عددی صورت به را هستند حرارتͬ المان جفت ͷی دارای آن عمودی دیواره�های که مربعͬ
انتقال ویژگͬ�های بر حرارتͬ المان�های آرایش و اندازه اثر روی بر اصلͬ تمرکز داد. قرار بررسͬ

٣٨Shear Stress Jump Condition
٣٩Aydin and Yang
۴٠Sarris
۴١Nader
۴٢Qi-Hung Deng
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ͷی روی بر ۴٣ͷکوی روش از استفاده با و محدود حجم روش از مسئله بود. سیال وجریان حرارت
سرعت کوپل حل برای سیمپل الͽوریتم از همچنین است. شده گسسته�سازی یͺنواخت غیر شبͺه
حرارتͬ المان�های مختلف آرایش�های برای ثابت دما و جریان خطوط است. شده استفاده فشار و

گرفت. قرار بررسͬ مورد
انتقال سیال، جریان روی بر تولیدی گرمای مختلف فرم�های اثر [٣٢] وجاسمین۴۵ پرادهم۴۴
اصلͬ تمرکز دادند. قرار بررسͬ مورد عددی صورت به را مربعͬ محفظه در جرم انتقال و حرارت
خطوط جریان، خطوط همچنین بود. سیال جریان و حرارت انتقال بر تولیدی گرمای اثر روی آن�ها

گرفت. قرار بررسͬ مورد تولیدی گرمای مختلف فرم�های برای ثابت غلظت و ثابت دما
بعدی دو مربعͬ محفظه�ی ͷی در طبیعͬ جابجایͬ حرارت انتقال [٣٣] باساک۴۶ و کریشنا
حضور در را بوده ایزوتروپ غیر دمایͬ صورت به هم و ͬͺهیدرودینامی صورت به هم که متخلخل
عایق حفره پایینͬ و بالایͬ دیواره�های دادند. قرار بررسͬ مورد دارسͬ مدل به�وسیله�ی گرمایͬ منبع
ماکزیمم و ثابت دما خطوط جریان، خطوط آن�ها است. بوده ثابت دمای در عمودی دیواره�های و
شد مشاهده بررسͬ این در دادند. قرار تحلیل مورد جریان ͷفیزی تحلیل جهت را حفره در دما
همچنین دارند. حرارت انتقال و جریان رفتار روی بر بسزایͬ تأثیر ͬͺایزوتروپی غیر ویژگͬ�های که

مͬ�شود. جابجا مسئله کمیت�های تغییر با دما بیشینه محل
انجام [٣۴] مͺاردی۴٨ و لارسن۴٧ توسط باطله کاغذ و گیاهان ساقه و مغز با که آزمایش�هایͬ
در مصرفͬ کودهای و نباتͬ و آلͬ مواد شامل فرایندهای که مͬ�کند تائید نتایج دیͽر همچنین و شد
فعالیت بین قوی رابطه ͷی که مͬ�شود کنترل میͺروبͬ اکسیداسیون از داخلͬ گرمای توسط اصل
و غلظت دما، کنترل نیازمند پروسه این کنترل دارد. وجود شیمیایͬ شده حل نسبت و میͺروبͬ

است. سیستم این در تولیدی گرمای توزیع
[٣۵] وجاسمین پرادهم به مͬ�توان جمله آن از که شده انجام محدودی مطالعات زمینه این در
محفظه ͷی در تولیدی گرمای همراه به آن�ها مصرفͬ غلظت و میͺروب�ها رشد میزان که کرد اشاره
همچنین نداشتند. حرکتͬ و بوده ثابت میͺرو�ب�ها بررسͬ این در دادند. قرار بررسͬ مورد را مربعͬ
شده استفاده انرژی معادله برای فاز دو بین حرارتͬ تعادل از و ممنتوم معادله برای دارسͬ رابطه از
مورد نیز را باشند حرکت دارای میͺروب�ها که حالتͬ برای را مساله همین آن از پس آن�ها است.

۴٣Quick
۴۴Prudhomme
۴۵Jasmin
۴۶Krishna and Basak
۴٧Larsen
۴٨Macartney
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.[٣۶] دادند قرار بررسͬ



٢ فصل

محیط�های در مرزی شرایط و حاکم معادلات
متخلخل

مقدمه ١.٢

محیط این بر حاکم مرزی شرایط انواع و متخلخل محیط بر حاکم معادلات بررسͬ به فصل، این در
در حرارت انتقال و جریان شامل مسائل وسیع کاربرد علت به اخیر سال�های در است. شده پرداخته
در هوا جریان مثال، به�عنوان اند. گرفته قرار زیادی توجه مورد مسائل این�گونه متخلخل، محیط�های
خصوصیات بهینه�سازی مͬ�باشد. متخلخل محیط�های کاربردهای جمله از کشاورزی مواد سیلوهای
مورد بسیار مسائل از سیلیͺات، سدیم کف�های و ͷسب بتن�های نظیر ساختمانͬ عایق�های حرارتͬ
فشار و سرعت توزیع متخلخل محیط�های در است. بررسͬ قابل فوق حوزه�ی در که مͬ�باشد توجه
فضایͬ(سطح- مقادیر محیط�ها این�گونه برای دلیل به�همین است، پیچیده و غیرمنظّم کاملا́ .... و

دارد: وجود متوسط�گیری این انجام برای راه دو مͬ�کنیم. تعریف را متوسط حجم)

: فضایͬ •

مشخص١، حجمͬ المان ͷی روی متوسط به�صورت ماکروسͺوپͬ متغیرهای روش، این در
المان حجم اندازه�ی از مستقل مقادیر این که، مͬ�شود فرض همچنین و مͬ�شوند تعریف
ناحیه�ی� ماکروسͺوپͬ طول از ولͬ بوده، فُرج�ها و خ˼لل طول از بزرگتر خیلͬ المان طول باشد.

(١.٢ (شͺل مͬ�باشد. کمتر خیلͬ جریان،

: آماری •
١Representativ Elementary Volume(r.e.v.)

١٣



١۴ متخلخل محیط�های در مرزی شرایط و حاکم معادلات .٢

صورت متخلخل�ای محیط�های و ساختارها دسته�بندی اساس بر متوسط�گیری روش، این در
که است این روش این اشͺال مͬ�باشند. معادل باهم ماکروسͺوپͬ لحاظ از که، مͬ�گیرد
این انجام برای بنابراین مͬ�شوند. آوری جمع ساده روش با شده دسته�بندی آماری اطلاعات

la مͬ�باشند. همͽن کاملا́ آماری ساختارهای که مͬ�کنیم فرض متوسط�گیری

[٣] مشخص حجم المان در متخلخل ناحیه و سیال ناحیه اندازه با المان ارتباط :١.٢ شͺل

در متخلخل، محیط درون سیال حرکت بر حاکم معادلات و شده بیان دیدگاه دو به توجه با
دارسͬ سرعت از دیͽر بعضͬ و سیال٢ واقعͬ متوسط سرعت از محققین برخͬ منابع، بعضͬ

نمͬ�باشند. یͺسان دیدگاه دو این در معادلات شͺل مͬ�کنند. استفاده
خالͬ فضای وسیله�ی به که متخلخل محیط کل حجم از بخشͬ به�عنوان ،(ϕ) تخلخل ضریب
متخلخل محیط حجم از بخشͬ به�عنوان نیز (١−ϕ) بنابراین، مͬ�شود، تعریف است شده اشغال Vf

مͬ�شود: تعریف شده، اشغال Vs جامد فضای به�وسیله‐ͬ که

ϕ =
Vf
V

=
Vf

Vf + Vs
. (١.٢)

یͺسان راستاها همه در تخلخل ضریب متخلخل، محیط کردن فرض ایزوتروپ به�علت البته
سطح ͷی از سیال عبوری دبͬ تقسیم حاصل به�صورت ،uf سیال، واقعͬ متوسط سرعت مͬ�باشد.

مͬ�شود: تعریف ،Af سیال، عبور قابل فضاهای مساحت به مقطع

uf =
١
Af

∫
u dA. (٢.٢)

٢Intrinsic average velocity



١۵ جرم بقای معادلات .٢.٢

مساحت کل به مقطع، یͷسطح از سیال عبوری دبͬ تقسیم به�صورتحاصل ،ū دارسͬ سرعت
:(A = Af + As ) مͬ�شود. تعریف ،A یعنͬ مقطع سطح

ū =
١
A

∫
u dA. (٣.٢)

مͬ�شوند: مربوط هم به دوپیت-فورچهم٣ͬ رابطه توسط uf و ū سرعت دو این

ū = ϕuf (۴.٢)

مͬ�باشد. یͺسان ٢.٢ بخششͺل سه هر در شده داده نشان مقطع از عبوری دبͬ که است ذکر شایان

جرم بقای معادلات ٢.٢

بعدی دو را آن بررسͬ، برای ولͬ است بعدی سه به�صورت محیط این در جریان واقعͬ، حالت در
است (w ≫ ∆x,∆y) که (w∆x∆y) حجم به المان ͷی ،(٢.٢) شͺل مطابق مͬ�گیریم. نظر در
بیشتر خیلͬ w∆y و w∆x صفحه�های در x, y راستای در جریان فرض این با مͬ�گیریم. نظر در را
از را w∆x∆y المان به ورودی جریان دبͬ مͬ�باشد. ∆x∆y صفحه در Zو راستای در جریان از

مͬ�شود: گرفته نظر در زیر به�صورت ثابت، x صفحه در و چپ سمت

ṁx = ρ

∫ y+∆y

y

∫ w

٠
u dzdy (۵.٢)

توجه با مͬ�باشد. ثابت x صفحه در خالͬ فضاهای سطح روی بر سرعت توزیع u(y, z) که
مقطع سطح جامد قسمت�های و وفُرج خ˼لل از بزرگتر خیلͬ w∆y کنترل، سطح ͷی در این�که به

مͬ�کنیم: تعریف x راستای در دارسͬ متوسط سرعت ͷی مͬ�باشد،

ū =
١

w∆y

∫ y+∆y

y

∫ w

٠
u(y, z) dzdy (۶.٢)

دیͽر: به�عبارت

ṁx = ρū(w∆y)

شود: مͬ بیان چنین نیز y راستای در دارسͬ متوسط سرعت و
٣Dupuit -Forchheimer



١۶ متخلخل محیط�های در مرزی شرایط و حاکم معادلات .٢

[٣۵] همͽن متخلخل محیط ͷی برای سرعت توزیع :٢.٢ شͺل

v̄ =
١

w∆x

∫ x+∆x

x

∫ w

٠
v(x, z) dzdx (٧.٢)

مͬ�گردد: تعریف صورت بدین نیز y راستای در جرمͬ دبͬ رو این از

ṁy = ρv̄(w∆x)

متوسط ،x, y راستای در جریان دبͬ به تعاریفمربوط ،v̄ ūو دارسͬ متوسط سرعت از استفاده با
(w∆x∆y) المان در جرم بقای قانون رو این از مͬ�شود. همͽن سیال ͷی جریان به شبیه جریان

بود: خواهد زیر به�صورت

∂

∂t
(ρϕw∆x∆y) +

∂ṁx

∂x
∆x+

∂ṁy

∂y
∆y = ٠ (٨.٢)

جرمͬ دبͬ ρϕw∆x∆y و سیال توسط شده اشغال بخش ϕw∆x∆y تخلخل، ضریب ϕ که
بقای معادله ،(٨.٢) معادله و جریان دبͬ معادلات ترکیب با مͬ�باشد. المان در گرفته قرار آنͬ سیال

شد: خواهد جرم

∂

∂t
(ρϕw∆x∆y) +

∂

∂x
(ρūw∆y) +

∂

∂y
(ρv̄w∆y) = ٠ (٩.٢)

ϕ
∂ρ

∂t
+

∂

∂x
(ρū) +

∂

∂
(ρv̄) = ٠ (١٠.٢)

داد: نشان زیر به�صورت را بعدی سه حالت در جرم بقای معادله مͬ�توان کلͬ حالت در



١٧ دارسͬ قانون حرکت: اندازه معادلات .٣.٢

ϕ
∂ρ

∂t
+∇(ρV̄ ) = ٠ (١١.٢)

خالص۴) (سیال (ϕ = ١) صورتیͺه در است. حجم متوسط سرعت بردار V̄ = (ū, v̄, w̄) که
مͬ�آید. به�دست همͽن سیال برای جرم بقای معادله همان باشد،

دارسͬ قانون حرکت: اندازه معادلات ٣.٢

مشاهداتتجربͬ- به�وسیله نیروها بالانس یا مومنتوم معادلات متخلخل، اجسام مͺانیͷسیالات در
بر دارسͬ هنری مͬ�شوند. شناخته دارسͬ عنوان به ریاضͬ لحاظ از که مͬ�آیند، به�دست عددی
مواد از ستون ͷی در دارسͬ) (سرعت سیال متوسط سرعت که کرد کشف گیری�هایͬ اندازه اساس

مͬ�باشد. متناسب ستون همان فشار گرادیان با متخلخل
اجباری، جریان برای بعدی ͷی حالت در متوسط سرعت که داد نشان بعدی تجربͬ آزمایش�های

یعنͬ: دارد معͺوس رابطه�ی (µ) ویسͺوزیته با

ū =
k

µ
(−∂P

∂x
) (١٢.٢)

داریم: بعدی سه حالت در

v̄ = −k
µ
.
−→
∇P (١٣.٢)

نفوذ میزان دهنده�ی نشان که است، نفوذپذیری۵ ضریب نام به تجربͬ، ثابتͬ ،k بالا رابطه در که
مͬ�باشد. محیط در سیال

ابعادی: لحاظ از

[k] =
[µ][ū]

[−∂P
∂x
]
= (Length)٢ (١۴.٢)

ضریب ١.۴ جدول است. وابسته هندسه به اما است، سیال طبیعت از مستقل ضریب این
مͬ�دهد. نشان را متخلخل مواد از تعدادی نفوذپذیری ضریب و تخلخل

به�دست را ساده هندسه�های نفوذپذیری ضریب مͬ�توان نیز ریاضͬ روابط از استفاده با همچنین
هندسه�هایͬ در نفوذپذیری ضریب محاسبه برای را زیر رابطه کارمن-کازن۶ͬ مثال، به�عنوان آورد.

۴Pure fluid
۵Permeability
۶Carman -Kazeny



١٨ متخلخل محیط�های در مرزی شرایط و حاکم معادلات .٢

[٣] متخلخل مواد از برخͬ برای پذیری نفوذ و تخلخل ضریب :١.٢ جدول

(K) پذیری نفوذ ضریب (ϕ)تخلخل ضریب متخلخل مواد
۴٫ ٩× ١٫-١٠−١٠ ٢× ٩−١٠ ٠٫ ۵٧− ٠٫ ۶۶ سیاه سن ذغال پودر
۴٫٨× ٢٫-١١−١٠ ٢× ٩−١٠ ٠٫ ١٢− ٠٫۴۴ آجر
٣٫٣× ١٠−۶-١٫ ۵× ١٠−۵ ٠٫ ٠٩− ٠٫٣۴ فشرده مس پودر
٣٫ ٠× ١−١٠۶-۵٫ ٠× ١٢−١٠ ٠٫ ٠٨− ٠٫٣٨ سن ماسه
٢٫ ٠× ١−١٠۵-۴٫۵× ١−١٠۴ ٠٫ ٠۴− ٠٫ ١٠ ͷآه سن
١٫ ٠× ٢٫٣-١٣−١٠× ١١−١٠ ٠٫ ٠٢− ٠٫ ٠٧ بتن
٢٫ ٠× ١٫-١١−١٠ ٨× ١٠−١٠ ٠٫٣٨− ٠٫ ۵٠ شن
٢٫ ٩× ١٫-١٢−١٠ ۴× ١١−١٠ ٠٫۴٣− ٠٫ ۵۴ خاک

٠٫۴۴− ٠٫۴۵ شنͬ ی صخره
٠٫٣۶− ٠٫۴٣ کروی دانه�های شامل متخلخل محیط

٩٫۵× ١−١٠۴-١٫ ٢× ١٣−١٠ ٠٫ ۵۶− ٠٫ ۵٩ چرم
٠٫ ٠٢− ٠٫ ١٢ سن زغال

.[٣] آورد به�دست DP ͬͺهیدرولی قطر با

k =
D٢

Pϕ

١)١٨٠− ϕ)٢
(١۵.٢)

با: است برابر D٢
P که

D٢
P =

∫∞
٠ D٣

Ph(DP ) dDp∫∞
٠ D٢

Ph(DP ) dDP

(١۶.٢)

مͬ�آید. به�دست تجربͬ داده�های تطبیق با ١٨٠ عددی مقدار
ارائه ،ϕ تخلخل ضریب و D قطر به کروی بستر ستون برای را زیر رابطه ارگان٧، همچنین

: [٣] کرد

k =
D٢ϕ٢

١۵١)٠− ϕ)٢
(١٧.٢)

مͬ�کنیم: عمل زیر شͺل به مومنتوم، معادله برای دارسͬ شͺل از استفاده برای

u = −k
µ

∂P

∂x
, v = −k

µ
(
∂P

∂y
+ ρg) (١٨.٢)

٧Ergun



١٩ دارسͬ قانون گسترش .۴.٢

مͬ�کنیم: جایͽزین را زیر چͽالͬ رابطه ،ͷبوزینس تقریب از استفاده با

ρ = ρ١)٠− βT ) (١٩.٢)

ممنتوم معادله کنیم کم هم از و بͽیریم مشتق x, y به نسبت سرعت مؤلفه�های معادله از اگر
مͬ�آید: به�دست زیر به�صورت

∂u

∂y
= −k

µ

∂٢P

∂y∂x
, (٢٠.٢)

∂v

∂x
=
k

µ
(− ∂٢P

∂y∂x
+ ρgβ

∂T

∂x
), (٢١.٢)

∂u

∂y
− ∂v

∂x
= −gkβ

ν

∂T

∂x
, (٢٢.٢)

u =
∂ψ

∂y
, v = −∂ψ

∂x
, (٢٣.٢)

∂٢ψ

∂y٢
+
∂٢ψ

∂x٢
= −gkβ

ν

∂T

∂x
. (٢۴.٢)

دارسͬ قانون گسترش ۴.٢

دیͽر درونͬ اثرات و شتاب ١.۴.٢

حجمͬ نیروی جمله (از کردند اضافه دارسͬ معادله به را جابجایͬ جمله�های دوپیت و فورچهمیر
است): شده نظر صرف

ρf
[
ϕ−١∂V̄

∂t
+ ϕ−٢(V̄ .∇)V̄

]
= −∇P − µ

K
V̄ (٢۵.٢)

معمولا˟ (V̄ .∇)V̄ جمله است. ناویراستوکس معادله به شبیه کاملا معادله، که مͬ�شود مشاهده
پدیده�هایͬ و بالا سرعت�های در اما مͬ�شود. نظر صرف آن از عددی کارهای در و بوده ͷکوچ

گردد. واقع نظر مد مͬ�بایست چرخشͬ) غیر حالت (در پذیر تراکم سیال ͷی برای شوک٨ مثل
٨Choching



٢٠ متخلخل محیط�های در مرزی شرایط و حاکم معادلات .٢

فورچهمیر معادله ٢.۴.٢

شود: مͬ اضافه دارسͬ معادله�ی به فورچهمیر، جمله به معروف جمله�ای بالا، سرعت�های در

∇P = −µ
k
V̄ − CEK

−١
٢ ρf |V̄ |V̄ (٢۶.٢)

روابط از استفاده با سیال، طبیعت حسب بر آن مقدار است. درگ بعد بͬ ثابت ضریب CE

با است. صادق متخلخل مواد تمام در کم سرعت�های در دارسͬ جمله مͬ�آید. به�دست تجربͬ
دو مرتبه به�صورت و شده خارج خطͬ حالت از متخلخل محیط در فشار افت سیال سرعت افزایش
محیط ͷی در فورچهمیر و دارسͬ جمله دو عملͺرد صحیح بازده بیانͽر شͺل(٣.٢) مͬ�گردد. ظاهر
برای دارسͬ جمله مͬ�شود، دیده شͺل این در که طور همان است. همͽن و ایزوتروپ متخلخل
فورچهمیر جمله از بایست بالاتر، رینولدز عدد برای است. صحیح ١٠ از کوچͺتر رینولدز اعداد

کرد. استفاده دارسͬ به�همراه

.[٣] متخلخل محیط ͷی برای فورچهمیر ناحیه به دارسͬ ناحیه از عبور :٣.٢ شͺل

برینͺمن معادله ٣.۴.٢

مͬ�شود: اضافه دارسͬ معادله به برینͺمن جمله باشد، زیاد لزجت اثرات که جاهایͬ در

∇P = − µ

K
V̄ + µ̄∇٢V̄ (٢٧.٢)



٢١ انرژی معادلات .۵.٢

و دارسͬ معمولͬ جمله اول جمله دارد، وجود لزجت جمله دو حال است. مؤثر ویسͺوزیته ،µ̄ که
قرار µ با معادل معمولا˟ را µ̄ مقدار است. ناویراستوکس معادله در لاپلاس جمله مشابه دوم جمله
متفاوت متخلخل محیط هندسه به توجه با و نبوده ͬͺی ضریب دو این کلͬ حالت در ولͬ مͬ�دهند،
کردند: ارائه را زیر رابطه ایزوتروپ متخلخل محیط برای بʿچمت٩ و بِیر ١٩٩٠ سال در مͬ�باشند.

µ̄

µ
=

١
ϕT ∗ (٢٨.٢)

با ١٩٨٧ سال در بردی١١ و ͬͺدورلوفس مͬ�باشد. محیط١٠ پیچش کمیت ،T ∗ بالا رابطه در که
،ϕ > ٠٫ ٩۵ از بزرگتر تخلخل ضریب با متخلخل مواد برای را برینͺمن جمله گرین، تابع از استفاده

دانستند. صحیح ./٨ ͬͺکوچ به تخلخل ضریب با متخلخل مواد برای را آن استن١٢ رابین و
برینͺمن-فورچهمیر معادله و کرده اضافه فورچهمیر معادله به را لاپلاس جمله اخیر دانشمندان

آوردند. به�وجود را
آوردند: به�دست را زیر معادله ١٩٩٠ سال در ١٣چان و هسو

ρf
[ ١
ϕ

∂V̄

∂t
+
١
ϕ
∇(

V̄ .V̄

ϕ
)
]
= −∇P +

µ̄

ϕ
∇٢V̄ − µ

K
V̄ − CEρf

K
١
٢
|V̄ |V̄ (٢٩.٢)

کاهش ١
ϕ
V̄ .∇( V̄

ϕ
) به�عبارت ١

ϕ
∇( V̄ .V̄

ϕ
) عبارت و ∇.V̄ = ٠ تراکم�ناپذیر، سیال ͷی برای که

مͬ�کند. پیدا

انرژی معادلات ۵.٢

را حالت این که نمͬ�باشد، یͺسان متخلخل محیط در جامد و سیال فاز محلͬ دمای کلͬ حالت
جامد و سیال فاز انرژی معادله�های حالت این در مͬ�نامند. محل١۴ͬ حرارتͬ تعادل عدم اصطلاحاً

بود. خواهند مجزا متخلخل محیط ͷی در
٩Bear and Bachmat
١٠ortuosity of the medium
١١Durlofsky and Brady
١٢Rubinstein
١٣Hsu and Chang
١۴Local Thermal Non- Equilibrium



٢٢ متخلخل محیط�های در مرزی شرایط و حاکم معادلات .٢

جامد و سیال فازهای بین حرارتͬ تعادل عدم حالت ١.۵.٢

از متخلخل، محیط ͷی برای انرژی معادلات دیفرانسیلͬ فرم آوردن به�دست برای راه ساده�ترین
مͬ�باشد. (۴.٢) شͺل در سیال جریان و حرارت انتقال بعدی ͷی کردن فرض طریق

و جامد فاز برای انرژی معادله ابتدا در مͬ�شود. فرض همͽن متخلخل محیط کار این برای
مͬ�کنیم. متوسط�گیری A∆x حجم المان در معادلات این از سپس و کرده حل جداگانه را سیال

[٣۵] همͽن متخلخل محیط در انرژی قانون برای بعدی ͷی المان :۴.٢ شͺل

جامد: فاز در انرژی معادله

ρscs
∂Ts
∂t

−Ks
∂٢Ts
∂x٢

+ q
′′′

s (٣٠.٢)

جامد فاز در حجم واحد بر داخلͬ تولیدی حرارت نرخ q′′′s و جامد فاز خصوصیات (ρcp, K)s

بر (٣٠.٢) معادله از گیری انتͽرال با است. تغییر بدون جامد دمای که مͬ�کنیم فرض باشند. مͬ
: مͬ�آید به�دست زیر عبارت جامد توسط شده اشغال فضای

∆x(A− Af )ρscs
∂Ts
∂t

−∆x(A− Af )Ks
∂٢Ts
∂x٢

+∆x(A− Af )q
′′′

s (٣١.٢)

معادله تخلخل، ضریب تعریف از استفاده و A∆x حجم بر معادله(٣١.٢) کردن تقسیم با
مͬ�آید: به�دست زیر به�صورت جامد فاز برای انرژی

(١− ϕ)(ρc)s
∂Ts
∂t

− (١− ϕ)Ks
∂٢Ts
∂x٢

+ (١− ϕ)q
′′′

s (٣٢.٢)

با: است برابر سیال، به�وسیله شده اشغال نقطه هر برای انرژی معادله همچنین

ρfcPf

(∂T
∂t

+ us
∂T

∂x

)
= Kf

∂٢T

∂x٢
+ µϕ (٣٣.٢)



٢٣ انرژی معادلات .۵.٢

فاز در حجم واحد بر داخلͬ تولیدی حرارت نرخ q′′′f هستند. سیال ویژگͬ�های (ρfcpf , Kf )

داریم: Af∆x محیط خالͬ حجم روی بر بالا معادله از انتͽرال�گیری با مͬ�باشد. سیال

Af∆xρfcPf

∂Tf
∂t

+ Af∆xρfcPf
u
∂Tf
∂x

= Af∆xKf
∂٢Tf
∂x٢

+ Af∆xq
′′′

f (٣۴.٢)

داریم: معادله(٢.٣۴) چپ سمت دوم جمله برای دارسͬ متوسط سرعت تعریف از استفاده با

Aū =

∫∫
Af

u dAf (٣۵.٢)

معادله و تخلخل ضریب تعریف از استفاده و Af∆x حجم بر (٣۴.٢) معادله کردن تقسیم با
مͬ�آید: به�دست زیر به�صورت سیال فاز برای انرژی معادله ،(٣۵.٢)

ϕ(ρcP )
∂Tf
∂t

+ (ρcP )ū
∂Tf
∂x

= ϕ
∂٢Tf
∂x٢

+ ϕq
′′′

f (٣۶.٢)

جامد و سیال فازهای بین حرارتͬ تعادل حالت ٢.۵.٢

همراه فرض این با انرژی، معادله ͷی با متخلخل محیط در حرارت انتقال ͷوپیͺماکروس توصیف
فرضمͬ�شود، دیͽر به�عبارت .( Ts = Tf = T) باشد یͺسان جامد و سیال فازهای دمای که است
متخلخل محیط�های برای فرضاگرچه این مͬ�باشند. محلͬ حرارتͬ تعادل در هم با وجامد سیال فاز
مطالعه برای ولͬ مͬ�رسد، به�نظر درست عایق فیبر�های و گرمای١۵ͬ زمین مخازن مثل ͷکوچ
مهمͬ تأثیر سیال و جامد فازهای بین دمای اختلاف که ͬͺتریͺال سیم�های و هسته�ای راکتورهای

مͬ�رسد. به�نظر منطقͬ غیر مͬ�گذارد، پارامترها بقیه روی
انرژی معادله ،Af∆x حجم بر آنها کردن تقسیم و (٣١.٢)و(٢.٣۴) معادلات کردن جمع با

مͬ�آید: به�دست حرارتͬ تعادل حالت برای متخلخل ساختار کل

[
ϕρfcpf +(١−ϕ)ρscs

]∂T
∂t

+ρfcpfu
∂T

∂x
=

[
ϕKf+(١−ϕ)Ks

]∂٢T
∂x٢

+
[
(١−ϕ)q′′′f

]
(٣٧.٢)

فاز دو در هدایت ضریب از ترکیبͬ متخلخل محیط در Keff مؤثر حرارتͬ هدایت ضریب
مͬ�باشد:

Keff = ϕKf + (١− ϕ)Ks (٣٨.٢)
١۵Geothermal



٢۴ متخلخل محیط�های در مرزی شرایط و حاکم معادلات .٢

منطبق موازی هدایتͬ مدل با که است (۴.٢) شͺل بعدی ͷی مدل نتیجه در ساده عبارت این
مͬ�شود: استفاده زیر رابطه از سری هدایتͬ مدل برای و است

١
Keff

=
ϕ

Kf

+
١− ϕ

Ks

(٣٩.٢)

مͬ�شود. اندازه�گیری تجربͬ کاملا́ به�صورت Keff حرارتͬ هدایت ضریب کلͬ حالت در البته
تعریف با پیچیدگͬ این دارد. سیال و جامد اینرسͬ به ͬͽبست متخلخل حرارت١۶ͬمحیط�های اینرسͬ

مͬ�شود: زده تخمین ظرفیت١٧ نسبت

σ =
ϕρfcPf

+ (١− ϕ)ρscs

ρfcpf
. (۴٠.٢)

١۶Thermal Inertia
١٧Capacity Ratio



٣ فصل

پرتابͬ روش

آن معادل اولیه مقدار مسائل به مرزی، مقدار مسائل تبدیل مبنای بر پرتاب١ͬ، روش اساس و پایه
در مͬ�گیرد. قرار استفاده مورد اولیه مقدار نسخه حل برای خطا و صحیح دیدگاه ͷی سپس است.

مͬ�کنیم. بررسͬ غیرخطͬ و خطͬ مسائل برای را روش این کلیات زیر

خطͬ مسائل برای پرتابͬ ͷنیͺت روش ١.٣

مͬ�کند: بیان دوم، نوع مرزی شرط مسئله ͷی برای را یͺتا جواب وجود شرایط زیر، قضیه

: زیر مرزی شرط مسئله در f تابع کنید فرض .١.١.٣ قضیه
y

′′
= f(x, y, y

′
), a ≤ x ≤ b, y(a) = α, y(b) = β,

باشد. پیوسته ،D مجموعه روی بر
است: زیر به�صورت ،D مجموعه

D = {(x, y, y′
)|a ≤ x ≤ b, −∞ < y <∞, −∞ < y

′
<∞}

و باشند پیوسته D مجموعه روی نیز fx و fy جزئͬ مشتقات همچنین و

fy(x, y, y
′
) > ٠ : باشیم داشته (x, y, y′

) ∈ D هر برای .١

به�طوریͺه: باشد داشته وجود ،M مانند ثابت ͷی ،(x, y, y′
) ∈ D هر برای .٢

|fy′ (x, y, y
′
)| ≤M

١Shooting Method



٢۶ پرتابͬ روش .٣

است. یͺتا جواب ͷی دارای مرزی مقدار مسئله این�صورت، در

: مرزی مقدار مسئله به مͬ�توان نمونه برای

y
′′
+ e−xy + sin(y

′
) = ٠, ١ ≤ x ≤ ٢, y(١) = y(٢) = ٠,

: داریم ١.١.٣ قضیه طبق که آن�جایͬ از کرد. اشاره

f(x, y, y
′
) = −e−xy − sin(y

′
)

و
fy(x, y, y

′
) = xe−xy, |fy′ (x, y, y

′
)| = | − cos(y

′
)| ≤ ١

مͬ�باشد. یͺتا جواب ͷی دارای بالا مسئله بنابراین،
شͺل به f(x, y, y′

) هنͽامیͺه
f(x, y, y

′
) = p(x)y

′
+ q(x)y + r(x),

: دیفرانسیل معادله باشد،
y

′′
= f(x, y, y

′
)

مͬ�نامیم. خطͬ را،
به�صورت مͬ�توان مسائل شͺل این برای را ١.١.٣ قضیه مͬ�دهند. رخ زیاد مسائل این�گونه

کرد: بیان مͬ�کنیم اشاره آن به زیر در که نتیجه�ای

: مرزی مقدار مسئله اگر .٢.١.٣ نتیجه

y
′′
= p(x)y

′
+ q(x)y + r(x), a ≤ x ≤ b, y(a) = α, y(b) = β

: باشد داشته را زیر شرایط

باشند پیوسته [a, b] بازه روی r(x) و q(x) و p(x) توابع .١

q(x) > ٠ باشیم داشته [a, b] باره�ی در .٢

است. یͺتا جواب دارای مسئله این�صورت در



٢٧ خطͬ مسائل برای پرتابͬ ͷنیͺت روش .١.٣

اولیه مقدار مسئله�های کند، برآورده را ٢.١.٣ نتیجه فرض�های که، یͺتایͬ جواب تقریب برای
مͬ�گیریم: نظر در را زیر

y
′′

١ = p(x)y
′

١ + q(x)y١ + r(x), a ≤ x ≤ b, y١(a) = α, y
′

١(a) = ٠, (١.٣)

y
′′

٢ = p(x)y
′

٢ + q(x)y٢, a ≤ x ≤ b, y٢(a) = ٠, y′

٢(a) = ١. (٢.٣)

این�صورت در باشد. (٢.٣) معادله جواب ،y٢(x) و (١.٣) معادله جواب ،y١(x) فرضمͬ�کنیم
: دهیم قرار اگر

y(x) = y١(x) +
β − y١(b)

y٢(b)
y٢(x), (٣.٣)

: داشت خواهیم بͽیریم، مشتق (٣.٣) معادله از اگر و

y
′
(x) = y

′

١(x) +
β − y١(b)

y٢(b)
y

′

٢(x)

و

y
′′
(x) = y

′′

١ (x) +
β − y١(b)

y٢(b)
y

′′

٢ (x)

: بنابراین

y
′′
= p(x)y

′

١(x) + q(x)y١(x) + r(x) +
β − y١(b)

y٢(x)

(
p(x)y

′

٢(x) + q(x)y٢(x)
)

= p(x)
(
y

′

١(x) +
β − y١(b)

y٢(b)
y

′

٢(x)
)
+ q(x)

(
y١(x) +

β − y١(b)

y٢(x)
y٢(x)

)
+ r(x)

= p(x)y
′
(x) + q(x)y(x) + r(x).

داریم: همچنین

y(a) = y١(a) +
β − y١(b)

y٢(b)
y٢(a) = α +

β − y١(b)

y٢(b)
٠ = α

و



٢٨ پرتابͬ روش .٣

y(b) = y١(b) +
β − y١(b)

y٢(b)
y٢(b) = y١(b) + β − y١(b) = β

خطͬ مرزی مقدار مسئله برای یͺتا جواب ͷی ،y(x) که، گفت مͬ�توان بالا روابط از بنابراین
نتیجه فرضیات با y٢(b) = ٠ (چون باشد. y٢(b) ̸= ٠ باید بالا روابط در که است ذکر قابل است.

است.) تناقض ٢.١.٣در
اولیه مقدار مسئله دو با مرزی مقدار تعویضمسئله اساس بر خطͬ، معادلات برای پرتابͬ روش
وجود y٢(x) و y١(x) تقریب برای متعددی روش�های که کرد اشاره باید است. (٢.٣) و (١.٣)
حل باشند، موجود تقریب�ها این که هنͽامͬ شد. اشاره آن�ها از نمونه ͷی به فقط دراین�جا دارند.

مͬ�شود. زده تقریب (٣.٣) معادله�ی از استفاده با مرزی، مقدار مسئله
مͬ�دهد. نشان را ͷنیͺت این تصویری به�صورت ١.٣ شͺل

خطͬ مرزی مقدار معادلات برای پرتابͬ ͷنیͺت تصویری نمایش :١.٣ شͺل

پیدا برای آورده�ایم، خطͬ مرزی مقدار مسئله ͷی برای را پرتابͬ ͷنیͺت الͽوریتم این�جا در
از مͬ�توان شده�است. استفاده چهارم مرتبه کوتای ران روش از y٢(x) و y١(x) تقریب�های کردن

نمود. استفاده مسئله جواب تقریب برای نیز دیͽر روش�های
خود و مرزی مقدار مسئله�ی مشتق پاسخ تقریب برای اضافه�ای ویژگͬ�های دارای الͽوریتم این



٢٩ خطͬ مسائل برای پرتابͬ ͷنیͺت روش .١.٣

ارضاء را ٢.١.٣ نتیجه فرضیات که مسائلͬ تمام برای الͽوریتم این از استفاده مͬ�باشد. مسئله
است. استفاده قابل مͬ�کنند،

خطͬ مسائل برای پرتابͬ روش الͽوریتم ١.١.٣

مرزی مقدار مسئله تقریب برای الͽوریتم این

−y′′
+ p(x)y

′
+ q(x)y + r(x) = ٠, a ≤ x ≤ b, y(a) = α, y(b) = β.

مͬ�باشد.
تعداد و ،β و α مرزی شرایط ،b و a یعنͬ بازه انتهایͬ و ابتدایͬ نقاط الͽوریتم این ورودی�های

مͬ�باشند. ،N یعنͬ بازه�ها، زیر
i = ٠, ١, · · · , N به�ازای y′

(xi) برای w٢,i و y(xi) برای w١,i تقریب�های الͽوریتم این خروجͬ
مͬ�باشند.



٣٠ پرتابͬ روش .٣

Linear Shooting:

STEP 1: set h=(b-a)/N;

u1,0 = α;

u2,0 = 0;

v1,0 = 0;

v2,0 = 1.

STEP 2: For i=0, ...,(N-1) do STEP 3 and STEP 4.

(The Runge-Kutta method for system is used Steps 3 and 4.)

STEP 3: set x=a+ih.

STEP 4 set

k1,1 = hu2,i;

k1,2 = h[p(x)u2,i + q(x)u1,i + r(x)];

k2,1 = h[u2,i +
1

2
k1,2];

k2,2 = h[p(x+
h

2
)(u2,i +

1

2
k1,2)

+ q(x+
h

2
)(u1,i +

1

2
k1,1) + r(x+

h

2
)];

k3,1 = h[u2,i +
1

2
k2,2];

k3,2 = h[p(x+
h

2
)(u2,i +

1

2
k2,2)

+ q(x+
h

2
)(u1,i +

1

2
k2,1) + r(x+

h

2
)];

k4,1 = h[u2,i + k3,2];

k4,2 = [p(x+ h)(u2,i + k3,2) + q(x+ h)(u1,i + k3,1) + r(x+ h)];

u1,i+1 = u1,i +
1

6

[
k1,1 + 2k2,1 + 2k3,1 + k4,1

]
;

u2,i+1 = u2,i +
1

6

[
k1,2 + 2k2,2 + 2k3,2 + k4,2

]
;

k
′

1,1 = hv2,i;

k
′

1,2 = h[p(x)v2,i + q(x)v1,i];

k
′

2,1 = h[v2,i +
1

2
k

′

1,2];



٣١ خطͬ غیر مسائل برای پرتابͬ روش .٢.٣

k
′

2,2 = h[p(x+
h

2
)(v2,i +

1

2
k

′

1,2)

+ q(x+
h

2
)(v1,i +

1

2
k

′

1,1)];

k
′

3,1 = h[v2,i +
1

2
k

′

2,2];

k
′

3,2 = h[p(x+
h

2
)(v2,i +

1

2
k

′

2,2)

+ q(x+
h

2
)(v1,i +

1

2
k

′

2,1)];

k4,1 = h[v2,i + k
′

3,2];

k4,2 = [p(x+ h)(v2,i + k
′

3,2) + q(x+ h)(v1,i + k
′

3,1)];

v1,i+1 = v1,i +
1

6

[
k

′

1,1 + 2k
′

2,1 + 2k
′

3,1 + k
′

4,1

]
;

v2,i+1 = v2,i +
1

6

[
k

′

1,2 + 2k
′

2,2 + 2k
′

3,2 + k
′

4,2

]
;

STEP 5: set w1,0 = α;

w0,2 =
β−u1,N

v1,N
;

OUTPUT:(α,w1,0, w2,0).

STEP 6: For i=1,...,N

set W1 = u1,i + w2,0.v1,i

W2 = u2,i + w2,0.v2,i

x=a+ih

OUTPUT: (x, W1,W2)

STEP 7: STOP.

خطͬ غیر مسائل برای پرتابͬ روش ٢.٣

: زیر غیرخطͬ دوم مرتبه مرزی مسائل برای پرتابͬ روش

y
′′
= f(x, y, y

′
), a ≤ x ≤ b, y(a) = α, y(b) = β, (۴.٣)

خطͬ ترکیب با نمͬ�توان را خطͬ غیر مسئله حل که، تفاوت این با است خطͬ ͷنیͺت مشابه
حل�هایͬ از استفاده با را، مرزی مقدار مسئله عوضحل در کرد. بیان اولیه، مقدار مسئله دو حل�های
مͬ�زنیم. تقریب مͬ�آیند، به�دست هستند) t پارامتر شامل که اولیه( مقدار مسئله�های سری ͷی از که،



٣٢ پرتابͬ روش .٣

: هستند زیر به�صورت مسائل این

y
′′
= f(x, y, y

′
), a ≤ x ≤ b, y(a) = α, y

′
(b) = t. (۵.٣)

: کند برآورده را زیر شرط که به�شرطͬ مͬ�شود، انجام t = tk پارامتر انتخاب توسط کار این

lim
k→∞

y(b, tk) = y(b) = β,

y(x) همچنین مͬ�دهد. نشان را ،t = tk در (۵.٣) اولیه مقدار مسئله جواب ،y(x, tk) که
مͬ�باشد. (۴.٣) مرزی مقدار مسئله جواب

مͬ�نامند. پرتابͬ ثابت، هدف به تیر ͷی ͷشلی فرایند با مقیاس به�وسیله را ͷنیͺت این
ͷشلی (a, α) نقطه از جسم که است اولیه�ای ارتفاع دهنده نشان که ،t٠ پارامتر با روش این در

مͬ�کنیم. شروع مͬ�شود،

y
′′
= f(x, y, y

′
), a ≤ x ≤ b, y(a) = α, y

′
(b) = t٠.

و کرده، اصلاح ... و t٢ و t١ انتخاب با را تقریبمان نباشد، β ͷنزدی کافͬ اندازه�ی به y(b, t٠) اگر
به�صورت کار این مͬ�دهیم. ادامه گردد β ͷنزدی کافͬ اندازه�ی به y(b, tk) که زمانͬ تا را کار این

است. شده داده نشان ٢.٣ شͺل در تصویری



٣٣ خطͬ غیر مسائل برای پرتابͬ روش .٢.٣

غیرخطͬ مرزی مقدار معادلات برای پرتابͬ ͷنیͺت تصویری نمایش :٢.٣ شͺل

را ١.١.٣ تئوری وضعیت که ،(۴.٣) شͺل به را مرزی مقدار مسئله ͷی ،tk پارامتر تعیین برای
به را t آنͽاه، باشد، (۵.٣) اولیه مقدار مسئله جواب y(x, t) اگر مͬ�گیریم. نظر در مͬ�کند، برآورده

: مͬ�کنیم تعیین زیر معادله وسیله�ی

y(b, t)− β = ٠. (۶.٣)

در آن حل برای مͬ�توان را گوناگونͬ روش�های بنابراین است. غیرخطͬ معادله�ای بالا معادله
کرد. استفاده نیوتن روش از مͬ�توان {tk} دنباله تولید برای گرفت. نظر

: دیͽر به�عبارت

tk = tk−١ −
y(b, tk−١)− β

dy
dt
(b, tk−١)

(٧.٣)

. مͬ�باشد dy
dt
(b, tk−١) دانستن و t٠ اولیه تقریب به نیاز بالا دنباله در

است، وابسته t و x پارامتر دو هر به جواب این�که به توجه با را (۵.٣) معادله ما کنید فرض
نوشته�ایم: زیر به�صورت



٣۴ پرتابͬ روش .٣

y
′′
(x, t) = f(x, y(x, t), y

′
(x, t)), a ≤ x ≤ b, y(a, t) = α, y

′
(a, t) = t.

(٨.٣)
به نسبت (٨.٣) معادله از کنیم، مشخص t = tk−١ در را dy

dt
(b, tk−١) داریم نیاز که آن�جایͬ از

مͬ�گیریم. مشتق t
داریم: �صورت این در

∂y
′′

∂t
(x, t) =

∂f

∂t
(x, y(x, t), y

′
(x, t))

=
∂f

∂x
(x, y(x, t), y

′
(x, t))

∂x

∂t
+
∂f

∂y
(x, y(x, t), y

′
(x, t))

∂y

∂t
(x, t)

+
∂f

∂y′ (x, y(x, t), y
′
(x, t))

∂y
′

∂t
(x, t)

: داریم (∂x
∂t

= ٠ (یعنͬ هستند، هم از مستقل t و x که آن�جایͬ از و

∂y
′′

∂t
(x, t) =

∂f

∂y
(x, y(x, t), y

′
(x, t))

∂y

∂t
(x, t) +

∂f

∂y′ (x, y(x, t), y
′
(x, t))

∂y
′

∂t
(x, t) (٩.٣)

مͬ�شوند: بیان زیر به�صورت مرزی شرایط ،a ≤ x ≤ b برای همچنین

∂y

∂t
(a, t) = ٠, ∂y

′

∂t
(a, t) = ١.

زیر به�صورت بالا اولیه مقدار مسئله (٩.٣) معادله در ∂y
∂t
(x, t) به�جای z(x, t) جایͽذاری با

مͬ�شود: نوشته

∂z
′′

∂t
(x, t) =

∂f

∂y
(x, y, y

′
)z(x, t) +

∂f

∂y′ (x, y, y
′
)z

′
(x, t) (١٠.٣)

a ≤ x ≤ b, z(a, t) = ٠, z
′
(a, t) = ١. (١١.٣)

مͬ�شود تبدیل زیر معادله به (٧.٣) معادله بنابراین

tk = tk−١ −
y(b, tk−١)− β

z(b, tk−١)
(١٢.٣)



٣۵ خطͬ غیر مسائل برای پرتابͬ روش .٢.٣

خطͬ غیر مسائل برای پرتابͬ روش الͽوریتم ١.٢.٣

مͬ�باشد. زیر مرزی مقدار مسئله تقریب برای الͽوریتم این

y
′′
= f(x, y, y

′
)a ≤ x ≤ b, y(a) = α, y(b) = β.

تعداد ،β و α مرزی شرایط ،b و a یعنͬ بازه انتهایͬ و ابتدایͬ نقاط الͽوریتم این ورودی�های
Mمͬ�باشند. تͺرار بیشترین و TOL خطای ،N ≥ ٢ بازه�ها، زیر

i = ٠, ١, · · · , N به�ازای y′
(xi) برای w٢,i و y(xi) برای w١,i تقریب�های الͽوریتم این خروجͬ

مͬ�باشند.
Non-Linear Shooting:

STEP 1: set h=(b-a)/N;

k = 1;

TK = (β − α)/(b− a);

STEP 2: While (k ≤M) do STEP 3–10

STEP 3:

w1,0 = α;

w2,0 = TK;

u1 = 0;

u2 = 1.

STEP 4: For i=0, ...,(N-1) do STEP 5 and STEP 6.

(The Runge-Kutta method for system is used Steps 5 and 6.)

STEP 5: set x=a+(i-1)h.

STEP 6 set



٣۶ پرتابͬ روش .٣

k1,1 = hw2,i−1;

k1,2 = hf(x,w1,i−1, w2,i−1);

k2,1 = hf(w2,i−1 +
1

2
k1,2);

k2,2 = hf(x+
h

2
), w1,i−1 +

1

2
k1,1 + w2,i−1 +

1

2
k2,2);

k3,1 = hf(w2,i−1 +
1

2
k1,2);

k3,2 = hf(x+
h

2
), w1,i−1 +

1

2
k2,1 + w2,i−1 +

1

2
k2,2);

k4,1 = hf(w2,i−1 + k3,2);

k4,2 = hf(x+
h

2
), w1,i−1 + k3,1 + w2,i−1 + k3,2);

w1,i = w1,i−1 +
1

6

[
k1,2 + 2k2,2 + 2k3,2 + k4,2

]
;

w2,i = w2,i−1 +
1

6

[
k1,2 + 2k2,2 + 2k3,2 + k4,2

]
;

k
′

1,1 = hu2;

k1,2 = h[fy(x,w1,i−1, w2,i−1)u1 + f
′

y(x,w1,i−1, w2,i−1)u2];

k
′

2,1 = h[u2 +
1

2
k

′

1,2]

k
′

2,2 = h[fy(x+
h

2
, w1,i−1, w2,i−1)(u1 +

1

2
k

′

1,1)

+ f
′

y(x+
h

2
, w1,i−1, w2,i−1)(u2 +

1

2
k

′

1,2)];

k
′

3,1 = h[u2 +
1

2
k

′

2,2];

k
′

3,2 = h[fy(x+
h

2
, w1,i−1, w2,i−1)(u1 +

1

2
k

′

2,1)

+ f
′

y(x+
h

2
, w1,i−1, w2,i−1)(u2 +

1

2
k

′

2,2)];

k
′

4,1 = h[u2 +
1

2
k

′

3,2];

k
′

4,2 = h[fy(x+ h,w1,i−1, w2,i−1)(u1 + k
′

3,1)

+ f
′

y(x+ h,w1,i−1, w2,i−1)(u2 + k
′

3,2)];

u1 = u1 +
1

6

[
k

′

1,2 + 2k
′

2,1 + 2k
′

3,1 + k
′

4,1

]
;

u2 = u2 +
1

6

[
k

′

1,2 + 2k
′

2,2 + 2k
′

3,2 + k
′

4,2

]
;



٣٧ خطͬ غیر مسائل برای پرتابͬ روش .٢.٣

STEP 7: if |w1,N − β| ≤ TOL then do STEP 8 and STEP 9;

STEP 8: For i=1,...,N

set x = a+ ih;

OUTPUT: (x, W1,W2)

STEP 9:(The procedure is complete.)

STOP.

STEP 10: Set TK = TK − w1,N−β

u1

(Newton’s method is used to compute TK)

k=k+1;



۴ فصل

ماده در حرارت انتقال معادلات تشابهͬ حل
متخلخل

مقدمه ١.۴

متخلخل محیط دمای با آن�ها دمای که، سطوحͬ از گرما انتقال و طبیعͬ جابجایͬ جریان مطالعه�ی
انرژی به وابسته مهندسͬ مسائل در را توجهͬ قابل سهم دهه چندین برای است، متفاوت اطرافخود
[٣٧] مینͺویچ١ و چِن توسط شد، مطرح آن�ها در مرزی لایه جریان که مقالاتͬ اولین است. داشته
گرفته نظر در افقͬ داغ یͷصفحه�ی از ناشͬ را گرمایͬ جابجایͬ که، گرفت صورت ١٩٧٧ سال در
مورد را افقͬ صفحه ͷی به مربوط افقͬ مرزی لایه ١٩٧۶ سال در نیز [٣٨] ٢چان و چِن است.

است. بوده یͺدیͽر مشابه حل�ها وضعیت مقالات این دو هر در دادند. قرار مطالعه
انرژی معادله ͷی تنها داده�اند، قرار مطالعه مورد را مسائلͬ چنین که مقالات از عمده�ای سطح
که، است گرفته� صورت فرض این با اخیر کار�های از تعدادی برگرفته�اند. متخلخل محیط برای را
مͬ�آیند، وجود به شرایط این که ساده مثال ͷی نباشند. برابر سیال و جامد فاز�های محلͬ دمای
زمان این�که و گردد، تزریق سرد متخلخل محیط به ناگهانͬ طور به داغ سیال ͷی که، است زمانͬ�
مͬ�توان مثال�هایͬ چنین برای برسد. حرارتͬ تعادل به متمایل نقطه هر در فاز�ها دما�های تا مͬ�برد
کرد. اشاره ٢٠١٠ سال در [۴٠] باسˀم۴ و رییز و ٢٠٠٨ سال در [٣٩] همͺاران٣ و رییز مقالات به
نیست. دائمͬ غیر جریان�های به محدود ،(LTE) محلͬ حرارتͬ تعادل عدم چنین حال هر به

١Cheng and Minkowycz
٢Cheng and Chang
٣Rees and et al.
۴Rees and Bassom



٣٩ مسئله بر حاکم معادلات .٢.۴

پاپ۵ و بیتاس توسط که بسته محفظه�های در جابجایͬ به، مͬ�توان دائم حالت مثال�های برای
و ک͒مبارنوس توسط که دارسͬ-بنارد٧ گرمایͬ جابجایͬ است، شده انجام [۴٢] محمد۶ و [۴١]
پاپ٩ و رییز توسط که عمودی مرزی لایه تعادلͬ غیر حل و است گرفته صورت [۴٣] بوریس٨

کرد. اشاره است، شده انجام [۴۵] رییز١٠ و [٣٧] مینͺ͒ویچ و چِن ،[۴۴]
جداگانه معادله دو توسط ،(LTNE) محلͬ حرارتͬ تعادل عدم شده، ذکر مقالات تمامͬ در
بینابینͬ جابجایͬ است. شده مدل جامد فاز برای دیͽری و سیال فاز برای ͬͺی دما، جابجایͬ از
به�صورت است، متناسب فاز�ها بین دمای اختلاف با که ساده منبع ترم ͷی با فاز�ها، بین گرما
و [۴۶] پاپ و رییز مقالات در مͬ�توان را موضوعات این بر مروری است. شده مدل ماکروسͺوپͬ

دید. [۴٧] سو١١ کوزن˼ت
سطح مͺش/دمش ،(LTE) محلͬ حرارتͬ تعادل عدم از ترکیبͬ تاثیرات ما فصل این در
سطح ͷی روی جریان، روی بر دما، خطͬ تغییرات حضور از ناشͬ شناوری نیروی و یͺنواخت،

مͬ�کنیم. بررسͬ را عمودی
شیوه همین بر فصل این تمرکز شوند. تحلیل عددی، به�صورت باید بیشتر تشابهͬ روش�های
را سطح دما�ی تغییرات و مͺش/دمش محلͬ، حرارتͬ تعادل عدم که زمانͬ ولͬ مͬ�باشد. حل

شوند. حل نیز تحلیلͬ روش�های با است ممͺن حاکم معادلات باشیم، نداشته
شده انجام ١٩٧٧ سال در که ،[۴٨] ١٢چِن مقاله گسترش و توسعه فصل، این در ما کار

مͬ�باشد. است،

مسئله بر حاکم معادلات ٢.۴

شده اشباع متخلخل محیط ͷی در غوطه�ور عمودی� صفحه مͬ�بینید. ١.۴ شͺل در که همان�طور
کرده�ایم. بررسͬ را،

باشد. ،(vw = ٠) نفوذناپذیر یا ،(vw ̸= ٠) نفوذپذیر است ممͺن نظر مورد عمودی صفحه
باشد. خطͬ توزیع دارای صفحه، این سطح روی دما تغییرات که، است شده فرض همچنین

۵Baytas and Pop
۶Mohamad
٧Darcy-Benard
٨Combarnous and Bories
٩Rees and Pop
١٠Rees
١١Kuznetsov
١٢Cheng



۴٠ متخلخل ماده در حرارت انتقال معادلات تشابهͬ حل .۴

مسئله ͷفیزی :١.۴ شͺل

دیͽر: به�عبارت

Tw = T∞ + Ax. (١.۴)

مثبتͬ عدد نیز A مͬ�باشد. دیواره از دور محیط شرایط همان ،T∞ مقدار بالا معادله در که
دیواره سمت به yبزرگ مقادیر از سیال که، باشد نفوذناپذیری گرم صفحه با مرتبط مͬ�تواند و است

داریم. سͺون نقطه ͷی x = ٠ در و مͬ�شود، جاری
Boussinesq تقریب از که چͽالͬ تغییرات در جز به است شده فرض ثابت سیال خصوصیات

است. شده استفاده

مسئله بر حاکم معادلات ١.٢.۴

فرض همچنین مͬ�دهد. شرح را حرارتͬ تعادل عدم تاثیرات حاضر، مسئله بر حاکم معادلات
است. شده داده شرح خوبͬ به دارسͬ مدل توسط جریان که کرده�ایم



۴١ مسئله بر حاکم معادلات .٢.۴

: است زیر به�صورت ناپذیر، تراکم ویسͺوز جریان برای مرزی، لایه کامل معادله بنابراین

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= ٠, (٢.۴)

∂u

∂y
=
gK

ν
β
∂Tf
∂y

, (٣.۴)

u
∂Tf
∂x

+ v
∂Tf
∂y

= ϵαf
∂٢Tf
∂y٢

+
h

(ρcP )f
(Ts − Tf ), (۴.۴)

(١− ϵ)αs
∂٢Ts
∂y٢

+
h

(ρcP )s
(Tf − Ts) = ٠. (۵.۴)

به�ترتیب v و u شده�اند. داده قرار صفحه امتداد در y و x دکارتͬ صفحات معادلات این در
β و سیال، حرکتͬ ویسͺوزیته ν تخلخل، ϵ دما، T هستند. y و x جهت�های در سرعت بردار�های

مͬ�باشد. حرارتͬ انبساط ضریب
جامد و سیال فازهای بینابینͬ حرارتͬ انتقال ضریب ،h مقدار (۴.۴) و (۵.۴) معادلات در

مͬ�باشد.
و مͬ�شوند برابر هم با Ts و Tf مقادیر اوقات اغلب آنͽاه باشد بزرگ کافͬ انداره به h وقتͬ
به فازها دماهای ،h از دیͽری مقادیر برای دیͽر، طرف در مͬ�رسند. محلͬ حرارتͬ تعادل به فازها
است. شده غالب محلͬ حرارتͬ تعادل عدم شرایط مͬ�شود گفته و بوده متفاوت هم با محلͬ طور
ضریب با متخلخل ساختار�های میͺرو برای ،h عددی مقادیر و تحلیل�ها از کامل مجموعه ͷی

است. آمده [۴۵] رییز مقاله در مختلف هدایتͬ ضرایب و رسانش
مͬ�شوند: تعریف زیر به�صورت مرزی شرایط

y = ٠ : Tf = Ts = Tw(x) = T∞ + Ax, v = vw, (۶.۴)

y → ∞ : Tf , Ts → T∞ u→ ٠. (٧.۴)

مͬ�کنیم: تعریف را زیر متغیرهای

θ =
Tf − T∞
Tw − T∞

, ϕ =
Ts − T∞
Tw − T∞

, (٨.۴)



۴٢ متخلخل ماده در حرارت انتقال معادلات تشابهͬ حل .۴

ψ = ϵαfRa
٠٫۵
x f(η), u =

∂ψ

∂y
= ϵ(

αf

x
)Raxf

′
(η), v = −∂ψ

∂x
= −ϵ(αf

x
)Ra٠٫۵x f(η),

(٩.۴)
مͬ�باشد: زیر به�صورت محلͬ رایلͬ عدد که

Rax =
gβK(Tw − T∞)x

ϵναf

=
gβKAx٢

ϵναf

(١٠.۴)

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت را تشابهͬ متغیر

η = Ra٠٫۵x

y

x
(١١.۴)

مرزی لایه�های و است y از تابعͬ η که مͬ�فهمیم η تشابهͬ متغیر و رایلͬ عدد تعریف به توجه با
. دارند ثابتͬ ضخامت

بͬ�بعد معادلات به (۵.۴) تا (٣.۴) معادلات در (١١.۴) تا (٨.۴) معادلات کردن جایͽذاری با
: مͬ�رسیم زیر شده

f
′′
= θ

′
, (١٢.۴)

θ
′′
+ fθ

′ − f
′
θ = H(θ − ϕ), (١٣.۴)

ϕ
′′
= Hγ(ϕ− θ), (١۴.۴)

: مͬ�کند تغییر زیر به�صورت نیز مرزی شرایط و

η = ٠ : f = fw, θ = ϕ = ١, (١۵.۴)

η → ∞ : f
′
, θ, ϕ→ ٠. (١۶.۴)

،fw آن پارامتر�های که است، معادلات از پارامتری سه دستͽاه ͷی ،(١۶.۴) تا (١٢.۴) معادلات
مͬ�باشند. γ و H

داریم: بالا روابط در

H =
hx٢

ϵkfRax
, γ =

ϵkf
(١− ϵ)ks

(١٧.۴)



۴٣ عددی حل .٣.۴

فاز دو حرارتͬ هدایتͬ ضریب نسبت و بͬ�بعد حرارت انتقال پارامترهای به�ترتیب γ و H که
مͬ�باشند.

مͬ�باشد: محاسبه قابل ریز به�صورت صفحات، گرمایͬ شار همچنین

qf = −kf
∂Tf
∂y

|y=٠, qs = −ks
∂Ts
∂y

|y=٠. (١٨.۴)

: داریم ریاضͬ عملیات مقداری از بعد

qf = −kf (Tw − T∞)Ra٠٫۵x

x
θ
′
(٠), qs = −ks(Tw − T∞)Ra٠٫۵x

x
ϕ

′
(٠). (١٩.۴)

: مͬ�کنیم تعریف زیر به�صورت را ناسلت اعداد همچنین

NufRa
−٠٫۵
x =

x

kf (Tw − T∞)
qf = −θ′

(٠), NusRa
−٠٫۵
x =

x

ks(Tw − T∞)
qs = −ϕ′

(٠).
(٢٠.۴)

عددی حل ٣.۴

متفاوت عددی روش دو با ، (١۶.۴) تا (١٢.۴) معادلات، مرزی شرایط و حاکم معادلات سیستم
چهارم مرتبه ͷکلاسی روش روش�ها، این از ͬͺی شده�اند. حل عددی کد دقت دادن نشان برای
از ویرایشͬ دیͽر روش که حالͬ در است شده تلفیق پرتاب١٣ͬ ͷنیͺت روش با که است کوتا ران

است. باکس١۴ کلر روش
در است شده گرفته نظر در یͺنواخت فواصل با و نقطه ١٠٠ تعداد با کوتا ران روش حل
غیر شبͺه ͷی روی بر شبͺه، نقطه ۴٠٠ از بیشتر دوم) مرتبه روش ͷی) باکس کلر روش حالیͺه
افزایش ١.٠۴ گرید توسعه فاکتور ͷی با و شده شروع η = ٠ ازنقطه که مͬ�کند، استفاده یͺنواخت

مͬ�باشند. ͷنزدی هم به خیلͬ و شده�اند مقایسه هم با حل��ها این مͬ�یابد.
فاز دو مرزی (لایه H کم مقادیر برای که آن�هایͬ مخصوصا این�جا، در حاضر محاسبات بیشتر

شده�اند. انجام نیز باکس کلر روش با هستند)، متفاوت بسیار ضخامت لحاظ از
مرزی لایه ضخامت که شود توجه باید مͬ�کنند. اتخاذ را γ Hو ،fw مختلف مقادیر عددی حل�
لایه ضخامت که، مͬ�شود باعث γ یا H کم مقادیر بنابراین، دارد، ͬͽبست پارامتر�هایمان بزرگͬ به

١٣Shooting technique
١۴Keller box



۴۴ متخلخل ماده در حرارت انتقال معادلات تشابهͬ حل .۴

ضخامت شدن نازک باعث سطح در قوی مͺش شود. سیال فاز از بزرگتر بسیار جامد فاز مرزی
مͺش، با مقایسه در سطح از دمش مͬ�شود. جامد فاز با مقایسه در سیال فاز حرارتͬ مرزی لایه
استفاده محاسباتمان در که ηmax مشخص مقدار بنابراین مͬ�دهد. افزایش را مرزی لایه ضخامت
لایه که شود انتخاب گونه�ای به باید ηmax مقادیر و دارد ͬͽبست پارامتر�هایمان مقادیر به است شده

گیرد. قرار جواب ناحیه در کامل به�طور مرزی،
و (١٢.۴) معادلات در ،H = ٠ گرفتن نظر در با حاضر عددی شبیه�سازی دقت از آزمایشͬ
کرده�ایم. استفاده نیز حرارتͬ فرضتعادل از است.که شده انجام ϕاثرات از گرفتن نادیده و (١۴.۴)
حل و مقالات از شده منتشر داده�های با را، متفاوت عددی روش دو تا مͬ�دهد اجازه ما به کار این

زیر:

f(η) = fw +
١− e−τη

τ
, θ = e−τη, (٢١.۴)

: است زیر شͺل به τ آن در که

τ =
fw +

√
f ٢w + ۴
٢ (٢٢.۴)

کنیم. مقایسه
مورد این برای ناسلت عدد بنابراین است. شده انجام [۴٩] گوپتا١۵ و گوپتا توسط بالا حل

است. τ دقیقاَ
بالا تحلیلͬ حل و فصل، این در شده استفاده عددی روش�های بین مقایسه� امͺان ١.۴ جدول

مͬ�سازد. فراهم را دیͽر عددی روش�های و

تحلیل�ها و نتایج ۴.۴

ظاهر معادلات در γ و H ،fw پارامتر سه است. شده ارائه مفصل به�طور عددی� نتایج بخش این در
است. شده

١۵Gupta and Gupta



۴۵ تحلیل�ها و نتایج .۴.۴

حالت در دیͽر عددی روش�های و تحلیلͬ روش با ،−θ′
(٠) عددی، مقادیر مقایسه :١.۴ جدول

H = ٠
fw مͽیاری و [۵٠]ک˼لر [۴٨] چِن [۵١] علͬ کوتا ران باکس کلر تحلیلͬ

−١ ٠٫ ۶١٨٠ ٠٫ ۶١٨٠ ٠٫ ۶١٨٠٣ ٠٫ ۶١٨٠٣۴٠۴ ٠٫ ۶١٨٠٣۴٠۴ ٠٫ ۶١٨٠٣٣٩٩

−٫ ٠٨ ٠٫ ۶٧٧٠ ٠٫ ۶٧٧٠ ٠٫ ۶٧٧٠٣ ٠٫ ۶٧٧٠٣٢٩٩ ٠٫ ۶٧٧٠٣٢٩٩ ٠٫ ٩٧٧٠٣٢٩۶

−٫ ٠۴ ٠٫٨١٩٨ ٠٫٨١٩٨ ٠٫٨١٩٨٠ ٠٫٨١٩٨٠٣٩١ ٠٫ ٨١٩٨٠٣٩١ ٠٫ ٨١٩٨٠٣٩٠

٠ ١٫ ٠٠٠٠ ١٫ ٠٠٠٠ ١٫ ٠٠٠٠٠ ٠٫ ٩٩٩٩٩٩٨۵ ١٫ ٠٠٠٠٠٠٠٠ ١٫ ٠٠٠٠٠٠٠٠

١ ١٫ ۶١٨٠ ١٫ ۶١٨٠ ١٫ ۶١٨٠٣ ١٫ ۶١٨٠٣٣٩٨ ١٫ ۶١٨٠٣٣٩٩ ١٫ ۶١٨٠٣٣٩٩

دما پروفیل ١.۴.۴

موارد است. آمده ٢.۴ شͺل در بعد بͬ دمای پروفیل در مͺش/دمش پارامتر�های تغییرات تاثیرات
تاثیرات این مͬ�رود. انتظار محلͬ حرارت تعادل عدم حالت که هستند مواردی که ،H = γ = ١

شده�اند. داده نمایش fw = −۵, ٠,۵, ١٠ مورد چهار برای
را ϕ یعنͬ جامد دمای پروفیل بریده خط منحنͬ و ،θ یعنͬ سیال، دمای پروفیل ممتد خطوط

مͬ�دهند. نشان
مͬ�گیرد. صورت ضخامتشان در ملاحظه�ای قابل تغییر پروفیل�ها ،fw تغییرات با که است واضح
تعادل حالت در تقریبا فاز�ها و است، زیاد نیز مرزی لایه ضخامت باشد، منفͬ و بزرگ ،fw زمانͬ�که
لایه مͬ�یابد، افزایش مثبت و بزرگ مقادیر به fw که وقتͬ دیͽر طرف از دارند. قرار محلͬ حرارتͬ
ͷی سمت به جامد فاز مرزی لایه مقابل در مͬ�شود، نازکتر پیوسته طور به سیال گرمایͬ مرزی

مͬ�رود. پیش به ثابت ضخامت
دارد وجود سطح از قوی دمش ͷی باشد، نیز منفͬ و باشد داشته زیادی مقدار fw که زمانͬ
دما گرادیان کاهش اثر در مͬ�یابد. افزایش آشͺاری به�طور مرزی لایه ضخامت شͺل�ها، مطابق و
f(η)+fw جایͽداری با مͬ�توان را شرایط این مͬ�روند. پیش یͺسان محلͬ دمای ͷی سمت به فاز�ها

کرد. تحلیل ،(١۴.۴) تا (١٢.۴) معادلات در f(η) به�جای
داریم: بنابراین



۴۶ متخلخل ماده در حرارت انتقال معادلات تشابهͬ حل .۴

f
′′
= θ

′
, (٢٣.۴)

θ
′′
+ fwθ

′
+ fθ

′ − f
′
θ = H(θ − ϕ), (٢۴.۴)

ϕ
′′
= Hγ(ϕ− θ) (٢۵.۴)

به توجه با همچنین و کنیم جمع (٢۵.۴) معادله با و کنیم ضرب γ در را (٢۴.۴) معادله اگر
پیدا کاهش زیر معادله به (٢۵.۴) و (٢۴.۴) معادلات صورت این در باشد، θ = ϕ عددی شواهد

مͬ�کنند:

١+ γ

γ
θ
′′
+ fwθ

′
+ fθ

′
+ f

′
θ = ٠. (٢۶.۴)

: است زیر شͺل به جوابͬ دارای (٢٣.۴) معادله همراه به بالا معادله�ی شͺل این

f =
١− e−δη

δ
, θ = e−δη, (٢٧.۴)

داریم: بالا رابطه در که

δ =
fw +

√
f ٢w + ۴(γ+١

γ
)

٢(γ+١
γ
)

. (٢٨.۴)

دارد. وجود است، آمده (٢٢.۴) و (٢١.۴) معادلات در که حلͬ و حل این بین شباهت
ͷی آن حاصل که ،δ ∼ −١

fw
نتیجه در ، fw ≪ وقت١ͬ− مͬ�بینیم ٢.۴ شͺل در که همان�طور

برای ٢.۴ شͺل در H = γ = ١ و fw = −۵ برای (٢٧.۴) معادله حل مͬ�باشد. نمایͬ آرام کاهش
نیست. تمایز قابل مربوطه θ مقایسه

به�طور سطح سوی به سیال حرکت باشد، مثبت و بزرگ ،fw دمش/مͺش، پارامتر که زمانͬ
مͬ�شود. گرمایͬ مرزی لایه شدن نازک�تر باعث طبیعͬ

تحت مͺش سرعت با مستقیماً جامد فاز دمای که مͬ�دهد نشان (١۴.۴) معادله حال هر به
تحت مͬ�شود، θ شامل که چشمه/چاه جمله طریق از مستقیم غیر طور به تنها و نمͬ�گیرد قرار تاثیر
فاز حرارتͬ مرزی لایه ضخامت ،fw ≫ ١ وقتͬ که، مͬ�کند پیشنهاد ٢.۴ شͺل مͬ�گیرد. قرار تاثیر

است. مستقل fw از جامد



۴٧ تحلیل�ها و نتایج .۴.۴

شدن نازک مفهوم حدی تحلیل� این است. آمده حدی تحلیلͬ حل از خلاصه�ای ۶.۴ بخش در
fw → ∞ حدی حالت در را جامد فاز برای ثابت ضخامت همچنین و سیال فاز برای مرزی، لایه

مͬ�کند. بیان

وقتͬ H = γ = ١ برای بریده) (خطوط ϕ نمودار و یͺسره) (خطوط θ نمودار :٢.۴ شͺل
fw = −۵, ٠,۵, ١٠��

در γ = ١ گرفتن نظر در با و H = ٠٫ ١ و H = ١٠ موارد برای دما به مربوط نمودار�های
،H = ١٠ برای باشد، fw = ٠ وقتͬ حتͬ که است واضح شده�اند. داده نشان ۴.۴ و ٣.۴ شͺل�های
LTNE تاثیرات مͬ�یابد، افزایش ١٠ سوی به� صفر از fw که زمانͬ هستند. LTE ͷنزدی فاز�ها
باشد fw = −۵ وقتͬ حتͬ است، H = ٠٫ ١ که زمانͬ دیͽر طرف در مͬ�کند. شدن آشͺار به شروع
fw دارند.(زمانیͺه LTE سمت به تمایل ها حل که هرچند نیست. LTE حیطه�ی در هنوز ما حل



۴٨ متخلخل ماده در حرارت انتقال معادلات تشابهͬ حل .۴

گردد.) تر قوی دمش تاثیرات و کند اختیار بزرگتری مقادیر
شود توجه باید ولͬ کرده�ایم. پوشͬ چشم دما پروفیل بر γ تاثیرات از ما سازی، خلاصه برای
پایین مقادیر γ که، میͽردد چیره زمانͬ LTNE مͬ�شوند. LTE ایجاد باعث ،γ بزرگ مقادیر که

کند. تغییر γ ثابت مقادیر برای H که است زمانͬ مانند کیفͬ رفتار حالت، این در بͽیرد را

وقتͬ H = ١٠, γ = ١ برای بریده) (خطوط ϕ نمودار و یͺسره) (خطوط θ نمودار :٣.۴ شͺل
مͬ�باشد fw = −۵, ٠,۵, ١٠��

ناسلت اعداد ۵.۴

(زمانͬ�که مͬ�کنند Hتغییر با فاز، دو ناسلتِ اعداد چطور که مͬ�دهند توضیح ۶.۴ و ۵.۴ نمودار�های
،H بزرگ مقادیر برای حدی نتایج با نمودار�ها این دارد). قرار ٢−١٠ ≤ H ≤ ١٠۶ محدوده�ی در H



۴٩ ناسلت اعداد .۵.۴

وقتͬ H = ٠٫ ١, γ = ١ برای بریده) (خطوط ϕ نمودار و یͺسره) (خطوط θ نمودار :۴.۴ شͺل
مͬ�باشد fw = −۵, ٠,۵, ١٠��

شده�اند. مقایسه است، آمده ۶.۴ بخش در که
و NufRa−٠٫۵x منحنͬ�های و .(fw = دارد(١ اشاره متوسط مͺش مقدار ͷی به ۵.۴ شͺل
مقادیر به H که زمانͬ است. شده رسم γ = ١٠ و γ = ١ ،γ = ٠٫ ١ حالت سه برای NusRa−٠٫۵x

مقادیر سوی به متمایل NusRa−٠٫۵x و NufRa−٠٫۵x جفت هر که، مͬ�بینید مͬ�یابد، افزایش بزرگ
فازها نتیجه در و شده��اند ظاهر (۵٢.۴) و (۵١.۴) معادلات جمله اولین در که هستند ثابتͬ یͺسان

مͬ�گردند. ͷنزدی LTE به
در است. شده داده شرح نیز، است آمده ۶.۴ بخش در که حدی تئوری با خوبͬ به مسئله این

شده�اند. داده نمایش چین نقطه �های منحنͬ نیز ۵.۴ شͺل



۵٠ متخلخل ماده در حرارت انتقال معادلات تشابهͬ حل .۴

و دارد کمͬ گذاری تاثیر حاکم معادله در چشمه/چاه جمله ،H → ٠ که زمانͬ دیͽر طرف در
ضخامت که مͬ�دهد نشان Hاست، = ١٠ برای که ۴.۴ شͺل مͬ�گردند. واگرا مربوطه ناسلت اعداد
ͷکوچ مقادیر که است ضخیم بسیار باشد) مثبت fw که (زمانͬ جامد فاز برای گرمایͬ مرزی لایه
به η = ٠ ͷنزدی سیال فاز دمای پروفیل برای تغییرات بیشتر که شود دقت دارد. دنبال به را Nus

دارد. همراه به را Nuf بزرگ مقدار که مͬ�پیوندد وقوع
ما چه اگر مͬ�شود. دیده ،H → ٠ حالت در ۵.۴ شͺل در وضوح به ناسلت اعداد از رفتار این

: دهیم نشان که نیست سخت ولͬ ایم نͺرده اثبات این�جا

H ≪ ١ : NufRa
−٠٫۵
x ∼ τ, NusRa

−٠٫۵
x ∼

√
Hγ (٢٩.۴)

است. آمده (٢٢.۴) معادله در τ که
این با وضوح به ۵.۴ شͺل در H = ٢−١٠ در NusRa−٠٫۵x و NufRa−٠٫۵x عددی مقادیر

است. موافق توضیحات
در شود. مقایسه ۵.۴ شͺل مقابل در در مͬ�تواند که، مͬ�دهد نشان را متعادلͬ دمش ۶.۴ شͺل
fw = ١ مشابه شͺل این برای مͬ�توان را مشابهͬ توضیحات است. شده گرفته fw = −١ شͺل این

داد. ارائه نیز
و شوند ͷنزدی LTE به فار�ها تا مͬ�شود باعث دمش که کردیم مشاهده کنون تا ما حال هر به
به NusRa−٠٫۵x تا نیست ͬͺکوچ مقدار کافͬ اندازه�ی به هنوز H = ٢−١٠ که است معنا این به این

شود. ͷنزدی (٢٩.۴) معادله در شده داده مقادیر
مͬ�دهند. نشان fw تغییرات نظر از را NusRa−٠٫۵x و NufRa−٠٫۵x رفتار ٨.۴ و ٧.۴ اشͺال
Nuf ≃ حالت این در مͬ�شوند. هدایت LTE به فاز�ها که، مͬ�دهد نشان fw منفͬ و بزرک مقادیر

(Nuf ≫ Nus که (جایͬ هستند LTNE با مرتبط بزرگ، و مثبت مقادیر است. Nus
H = ١ با است مرتبط ٨.۴ شͺل همچنین و است H = ٠٫ ١, ١, ١٠ و γ = ١ به مربوط ٧.۴ شͺل
در و است افزایش به رو خطͬ به�صورت ناسلت عدد است، fw ≫ ١ که زمانͬ .γ = ٠٫ ١, ١, ١٠ با

مͬ�شود. دیده (۴١.۴)نیز معادله
مقایسه نتیجه در هستند LTNEحالت در فاز دو که، است این اساس بر شده انجام حدی آنالیز
٧.۴ شͺل ) H = ١٠ و (٨.۴ شͺل ) γ = ١٠ که زمانͬ حدی، روش و شده محاسبه داده�های بین
قرار LTE حالت در فاز�ها تا دارند سعͬ عموما H یا γ بزرگ مقادیر چون است، مطلوب )کمتر

بͽیرند.
شده انجام حدی حل با ( ٧.۴ شͺل ) H = ٠٫ ١ و ( ٨.۴ (شͺل γ = ٠٫ ١ مورد دیͽر طرف در



۵١ حدی تحلیل .۶.۴

حدی حالت و بریده) (خطوط NusRa−٠٫۵x و پیوسته) (خطوط NufRa−٠٫۵x تغییرات :۵.۴ شͺل
γ = ٠٫ ١, ١, ١٠ و fw = ١ موارد برای LogH١٠ مقابل در چین) (نقطه H ≫ ١

باشد. پنج اندازه�ی به fw که زمانͬ حتͬ دارند، مطابقت خوبͬ به

حدی تحلیل ۶.۴

fw بزرگ مقادیر برای حدی تحلیل ١.۶.۴

(١۴.۴) تا (١٢.۴) معادلات در f جای به f +fw جایͽذاری از که ، (٢۵.۴) تا (٢٣.۴) معادلات
مͬ�باشند: زیر به�صورت معادلات این بͽیرید. نظر در را آمده�اند بدست



۵٢ متخلخل ماده در حرارت انتقال معادلات تشابهͬ حل .۴

حدی حالت و بریده) (خطوط NusRa−٠٫۵x و پیوسته) (خطوط NufRa−٠٫۵x تغییرات :۶.۴ شͺل
γ = ٠٫ ١, ١, ١٠ و fw = −١ موارد برای LogH١٠ مقابل در چین) (نقطه H ≫ ١

f
′′
= θ

′
, (٣٠.۴)

θ
′′
+ fwθ

′
+ fθ

′ − f
′
θ = H(θ − ϕ), (٣١.۴)

ϕ
′′
= Hγ(ϕ− θ) (٣٢.۴)

شرط η = ٠ در که، تفاوت این با است (١۵.۴) معادله مرزی شرایط همان مرزی، شرایط و
است. برقرار f = ٠

در حاکم جمله دو قوی)، مͺش مقدار ͷی به (مربوط باشد بزرگ مثبت مقدار ͷی fw زمانͬ�که
یا مرتبط مقادیر که مͬ�دهد نشان مقیاسͬ تحلیل نتایج هستند. اول جمله دو همان (٣١.۴) معادله



۵٣ حدی تحلیل .۶.۴

حدی حالت و بریده) (خطوط NusRa−٠٫۵x و پیوسته) (خطوط NufRa−٠٫۵x تغییرات :٧.۴ شͺل
H = ٠٫ ١, ١, ١٠ و γ = ١ موارد برای fw مقابل در چین) (نقطه fw ≫ ١

عبارت به یا است). سیال فاز مرزی لایه ضخامت همان (که هستند O(f−١
w ) مرتبه از طولͬ مقیاس

گفت: مͬ�توان دیͽر

∂٢θ

∂η٢
∼ fw

∂θ

∂η
→

θ

δ٢f
∼ fw

θ

δf
→ δf ∼ ١

fw

جامد، فاز برای که مͬ�دهد نشان (η = O(f−١
w ) نواحͬ از (دور (٣٢.۴) معادله دیͽر، طرف از

زیرا: است O(١) مرتبه از مرزی لایه ضخامت



۵۴ متخلخل ماده در حرارت انتقال معادلات تشابهͬ حل .۴

حدی حالت و بریده) (خطوط NusRa−٠٫۵x و پیوسته) (خطوط NufRa−٠٫۵x تغییرات :٨.۴ شͺل
γ = ٠٫ ١, ١, ١٠ و H = ١ موارد برای fw مقابل در چین) (نقطه fw ≫ ١

∂٢ϕ

∂η٢
∼ ϕ→ ϕ

δ٢s
∼ ϕ→ δs ∼ ١

ناحیه با O(f−١
w ) ضخامت با داخلͬ ناحیه وقتͬ، داد، ارائه حدی آنالیز ͷی مͬ�توان بنابراین

مͬ�شود. ترکیب O(١) مرتبه از خارجͬ
معادلات متغیر تغییر این با بنابراین کرد. انتخاب متغیر تغییر ͷی عنوان به را ζ = fwη مͬ�توان

مͬ�آیند: در زیر به�صورت (٣٢.۴) تا (٣٠.۴)



۵۵ حدی تحلیل .۶.۴

fwF̈ = Θ̇, (٣٣.۴)

f ٢w(Θ̈ + Θ̇) + fw(F Θ̇− ḞΘ) = H(Θ− Φ), (٣۴.۴)

f ٢wΦ̈ = H(Φ−Θ), (٣۵.۴)

حل قابل زیر شرایط با (٣۵.۴) تا (٣٠.۴) معادلات است. ζ به نسبت مشتق ”.” نقطه که
هستند:

ζ = ٠ : F = ٠,Θ = Φ = ١, (٣۶.۴)

η → ∞ : f
′
, θ, ϕ→ ٠, (٣٧.۴)

توانͬ سری ͷی به�صورت داد، بسط ζ یا η از توابعͬ حسب به� مͬ�توان را وابسته متغیر�های همه
داخلͬ: ناحیه برای که داد نشان و آورد بدست را ثوابت مͬ�توان ریاضͬ عملیات با .f−١

w از

F (ζ) ∼
[
١− e−ζ

]
f−١
w +

[Hγζ٢
٢ +

Hζ

٢ +Hγ(١− e−ζ)
]
f−٢
w , (٣٨.۴)

Θ(ζ) ∼ e−ζ + (
H

γ
)
١
٢
[
١− e−ζ

]
f−١
w

+
[
−Hζ − (H + ١)ζe−ζ +H(

٢γ − ١
٢γ )(١− e−ζ)

]
f−٢
w , (٣٩.۴)

Φ(ζ) ∼ ١−
[√

Hγζ
]
f−١
w +

[
Hγ(

ζ٢

٢ + ١− e−ζ) +H
ζ

٢
]
f−٢
w , (۴٠.۴)

کرد. استفاده ناسلت مقادیر تحلیلͬ تعیین برای را (۴٠.۴) و (٣٩.۴) معادلات مͬ�توان حال
: بنابراین بزرگ) fw (برای

NufRa
−٠٫۵
x ∼ fw − (

H

γ
)
١
٢ + [١+ h+

H

٢γ ]f
−١
w , (۴١.۴)

NusRa
−٠٫۵
x ∼ (Hγ)

١
٢ −H(γ +

١
٢)f

−١
w . (۴٢.۴)

H بزرگ مقادیر برای حدی تحلیل ٢.۶.۴

پاپ[۴۴]، و رییز مرجع مطلبق کرد. استفاده (٣٢.۴) تا معادلات(۴.٣٠) از مͬ�توان قسمت این در
صورت به مͬ�توان را بزرگ) های H مسئله(برای حل LTNE، حالت در که مͬ�آید بدست ایده این



۵۶ متخلخل ماده در حرارت انتقال معادلات تشابهͬ حل .۴

آورد. بدست H−١ توان�های با سری حل
که: مͬ�رود انتظار H ≫ ١ برای مقیاسͬ آنالیز اساس بر

θ
′′ ∼ Hθ →

∂٢θ

∂η٢
∼ Hθ → δ ∼ H− ١

٢

مͬ�گذاریم. داخلͬ ناحیه را ناحیه این اسم
دیواره ͷنزدی در ناحیه ͷی و داریم خارجͬ لایه عنوان به O(١) ضخامت با ناحیه ͷی بنابراین

مͬ�کنیم. نامͽذاری داخلͬ لایه عنوان به
کرد: تحلیل زیر صورت به سری حل دیدگاه با مͬ�توان را (٣٢.۴) تا (٣٠.۴) fθمعادلات

ϕ

 =
∞∑
n=٠

fnθn
ϕn

H−n (۴٣.۴)

بود: خواهد زیر به�صورت معادلات حل فوق تعریف با

f ∼ ١− e−δη

δ
− [

δ٢

γ(γ + ١)ηe−δη
]H−١, (۴۴.۴)

θ ∼ e−δη − [
δ٢

γ(γ + ١)(١− δη)e−δη]H−١, (۴۵.۴)

ϕ ∼ e−δη − [
δ٢

γ(γ + ١)(١− δη)e−δη − δ٢

γ
e−δη]H−١. (۴۶.۴)

: است شده استخراج زیر به�صورت δ مقدار که

δ =
fw +

√
f ٢w + ۴(γ+١

γ
)

٢(γ+١
γ
)

. (۴٧.۴)

جمله و پخش جمله مقایسه با را زیر متغیر تغییر مͬ�توان است. سازگار (٢٨.۴) معادله با که
برد: کار به (٣٢.۴) و (٣١.۴) معادلات در چشمه/چاه

ζ = H
١
٢η, (۴٨.۴)

داریم: داخلͬ لایه برای شد گفته که آنچه مشابه و



۵٧ حدی تحلیل .۶.۴

θ ∼ ١− δζH
−١
٢ +

[
− δ٢

γ(γ + ١)(١− e−
√
γ+١ζ +

δ٢ζ٢

٢
]
H−١ (۴٩.۴)

ϕ ∼ ١− δζH
−١
٢ +

[δ٢
γ

− δ٢

γ(γ + ١)(١+ γe−
√
γ+١ζ +

δ٢ζ٢

٢
]
H−١, (۵٠.۴)

داریم: ناسلت اعداد برای شده داده روابط از استفاده با و

NufRa
−٠٫۵
x ∼ δ +

( δ٢

γ
√
γ + ١

)
H

−١
٢ , (۵١.۴)

NusRa
−٠٫۵
x ∼ δ −

( δ٢√
γ + ١

)
H

−١
٢ . (۵٢.۴)



۵ فصل

ماده در حرارت انتقال معادلات تشابهͬ حل
غلظت ͬͽدوگان تاثیرات با متخلخل

شده اشباع متخلخل محیط ͷی در غوطه�ور عمودی� صفحه مͬ�بینید، ١.۴ شͺل در که همان�طور
کرده�ایم. بررسͬ را،

باشد. ،(vw = ٠) نفوذناپذیر یا ،(vw ̸= ٠) نفوذپذیر است ممͺن نظر مورد عمودی صفحه
خطͬ توزیع ͷی دارای صفحه، این سطح روی غلظت و دما تغییرات که، است فرضشده همچنین

باشند.
دیͽر: به�عبارت

Tw = T∞ + Ax,

Sw = S∞ +Bx,

نیز B و A مͬ�باشند. دیواره از دور محیط شرایط همان S∞ و T∞ مقادیر بالا معادلات در که
باشند. نفوذناپذیر گرم صفحه ͷی با مرتبط مͬ�توانند و هستند مثبتͬ مقادیر

است. شده فرض ثابت شناوری، نیروی درجمله جز به سیال، خصوصیات

مسئله بر حاکم معادلات ٣.٠.۵

فرضشده همچنین مͬ�دهند. شرح را حرارتͬ تعادل عدم تاثیرات حاضر، مسئله بر حاکم معادلات
شود. داده شرح خوبͬ به دارسͬ مدل توسط جریان که، است

: است زیر به�صورت ناپذیر، تراکم ویسͺوز جریان برای مرزی، لایه کامل معادل بنابراین



۵٩

∂u

∂x
+
∂v

∂y
= ٠, (١.۵)

∂u

∂y
=
gK

ν
(βT

∂Tf
∂y

+ βc
∂S

∂y
), (٢.۵)

u
∂Tf
∂x

+ v
∂Tf
∂y

= ϵαf
∂٢Tf
∂y٢

+
h

(ρcP )f
(Ts − Tf ), (٣.۵)

(١− ϵ)αs
∂٢Ts
∂y٢

+
h

(ρcP )s
(Tf − Ts) = ٠, (۴.۵)

u
∂S

∂x
+ v

∂S

∂y
= Dm

∂٢S

∂y٢
, (۵.۵)

ϵ دما، T هستند. y و x جهت�های در سرعت بردار�های به�ترتیب v و u بالا، معادلات در
افزایش ضریب βc و حرارتͬ انبساط ضریب ،βT غلظت، ،S سیال، حرکتͬ ویسͺوزیته ν تخلخل،

نوشت. Dm = ϵD صورت به مͬ�توان را جرم نفوذ همچنین مͬ�باشند. جرم انتقال
مͬ�شوند: تعریف زیر به�صورت بالا معادلات مرزی شرایط



Tf (x, ٠) = Tw(x), Tf (x,∞) = T∞,

Ts(x, ٠) = Tw(x), Ts(x,∞) = T∞,

S(x, ٠) = Sw(x), S(x,∞) = S∞,

v(x, ٠) = vw(x), u(x,∞) = ٠.

(۶.۵)

مͬ�کنیم: تعریف را زیر متغیر�های



Ψ = αfϵRa
٠٫۵
XTf(η), η = Ra٠٫۵XT (

y

x
), T = T∞ + Axθ(η),

u =
∂Ψ

∂y
= ϵ

αf

x
RaXT f

′
(η), v = −∂Ψ

∂x
= −αf

x
ϵRa٠٫۵XTf(η),

θf =
Tf − T∞
Tw − T∞

, θs =
Ts − T∞
Tw − T∞

, ϕ =
S − S∞

Sw − S∞
,

(٧.۵)

و دما عمودی، سرعت مͺش، تابع شده�ی، بعد بͬ ترتیب به ϕ و θ ،f ′ ،f بالا معادلات در
مͬ�باشند: زیر صورت به لوئیس عدد و محلͬ حرارتͬ رایلͬ عدد همچنین مͬ�باشند. غلظت



۶٠ غلظت ͬͽدوگان تاثیرات با متخلخل ماده در حرارت انتقال معادلات تشابهͬ حل .۵

RaXT = gKβT (Tw − T∞)
x

νϵαf

= gKβTA
x٢

νϵαf

Le =
αf

D
,

مͬ�رسیم: زیر معادلات به (۵.۵) تا (٢.۵) معادلات در (٧.۵) معادلات جایͽذاری با

f
′′
= θ

′

f + ϕ
′
N, (٨.۵)

θ
′′

f +H(θs − θf ) = f
′
θf − fθ

′

f , (٩.۵)

θ
′′

s +Hγ(θf − θs) = ٠, (١٠.۵)

ϕ
′′
= −Le(fϕ′ − f

′
ϕ). (١١.۵)

سیال فاز دو حرارتͬ هدایت موثر نسبتضرائب ترتیب، Hبه = hx٢
ϵkfRaXT

و γ =
ϵkf

(١−ϵ)ks
مقادیر

،N = βC(Sw−S∞)
βT (Tw−T∞)

همچنین مͬ�باشند. حفره مقیاس در بͬ�بعد حرارت انتقال ضریب و جامد و
است. شناوری نسبت

مͬ�کنند: تغییر زیر شͺل به نیز مرزی شرایط بالا متغیر�های تغییر اعمال با



θf (η = ٠) = ١, θf (η = ∞) = ٠,

θs(η = ٠) = ١, θs(η = ∞) = ٠,

ϕ(η = ٠) = ١, ϕ(η = ∞) = ٠,

f(η = ٠) = fw, f
′
(η = ∞) = ٠.

(١٢.۵)

مͬ�گردد: تعریف زیر به�صورت دیواره، روی بر دمش یا مͺش سرعت
vw = −αf

x
ϵRa٠٫۵XTfw. (١٣.۵)

صفحه با مرتبط fw = ٠ مقدار مͬ�باشد. دمش مͺش/ شده بعد بͬ متغیر ،f(٠) = fw مقدار
دبͬ همچنین است. (دمش) مͺش به مربوط fw (منفͬ) مثبت مقدار که حالͬ در است ناپذیر نفوذ

است: زیر به�صورت جامد و سیال فاز�های برای گرمایͬ شار و جرمͬ

m = −D∂S
∂y

|y=٠, qf = −kf
∂Tf
∂y

|y=٠, qs = −ks
∂Ts
∂y

|y=٠. (١۴.۵)



۶١

است. گرمایͬ رسانش ،k بالا روابط در که
: مͬ�شوند بازنویسͬ زیر صورت به بالا روابط و (٧.۵) معادلات از استفاده با



m = −D(Sw − S∞)ϕ
′
(٠)Ra

٠٫۵
XT

x
,

qf = −kf (Tw − T∞)θ
′

f (٠)
Ra٠٫۵XT

x
,

qs = −ks(Tw − T∞)θ
′

s(٠)
Ra٠٫۵XT

x
.

(١۵.۵)

تعریفمͬ�شوند: زیر صورت به جامد و سیال فاز�های برای ناسلتمحلͬ شروود، اعداد همچنین

Sh =
mx

D(Sw − S∞)
, Nuf =

qfx

kf (Tw − T∞)
, Nus =

qsx

ks(Tw − T∞)
, (١۶.۵)

باز�نویسͬ زیر صورت به را (١۶.۵) معادله مͬ�توانیم ،(١۵.۵) معادله ͷکم به مشابه به�طور
کرد:

Sh

Ra٠٫۵XT

= −ϕ′
(η = ٠), Nuf

Ra٠٫۵XT

= −θ′

f (η = ٠), Nus

Ra٠٫۵XT

= −θ′

s(η = ٠), (١٧.۵)

مͬ�باشد: صورت به نیز سیال سرعت و
vw = −αf

x
ϵRa٠٫۵XTf(∞). (١٨.۵)

تحلیل�ها و نتایج ۴.٠.۵

پنج که فرض�مͬ�کنیم و داده، ارائه حرارتͬ تعادل عدم مدل برای را خود عددی نتایج بخش این در
کنند. تغییر N و Le ،γ ،H ،fw پارامتر،

برای ،١.۵ شͺل در بͬ�بعد غلظت و حرارت پروفیل روی بر مͺش/دمش پارامتر تغییر اثرات
لایه ضخامت کاهش سبب ،fw یعنͬ، مͺش/دمش پارامتر افزایش است. آمده N = H = γ = ١
کاهش به منجر این و یافته افزایش ،fw افزایش با ،f مقدار ریاضͬ لحاظ به مͬ�شود. حرارتͬ مرزی

مͬ�شود. غلظت و سیال حرارتͬ میدان در سریع�تر، نمایͬ
سیال فاز با متناظر پیوسته خطوط که حالͬ در بوده جامد فاز با متناظر شͺل در بریده خطوط
که، چرا است، سیال فاز با مساوی یا بزرگتر ،H و fw ،γ مقادیر همه برای جامد فاز دمای است.

نمͬ�باشد. مͺش حضور از متاثر مستقیم به�طور



۶٢ غلظت ͬͽدوگان تاثیرات با متخلخل ماده در حرارت انتقال معادلات تشابهͬ حل .۵

شده داده Hنشان = ١٠٠ برای ٢.۵ شͺل در جامد و سیال فاز دو هر برای بͬ�بعد حرارتͬ پروفیل
سبب کافͬ اندازه به γ و H پارامتر�های افزایش کلͬ حالت در است. بزرگͬ مقدار نسبتاً که است،
به�صورت دما دامنه دو حاضر مورد در مͬ�شود. جامد و سیال فاز�های بین دمای اختلاف کاهش
تغییرات . است متناظر محلͬ، حرارتͬ تعادل با، مورد این رو این از �باشند، نمͬ تمایز قابل شͺلͬ
شͺل سه است. شده داده نشان γ متفاوت مقادیر برای شͺل۵.٣ در ناسلت اعداد مقابل در H

مͬ�باشند. پارامترهای�دمش/مͺش، متفاوت مقدار سه با متناظر شده، داده نشان متفاوت
به�هم فاز دو ناسلت عدد که به�گونه�ای مͬ�شویم، ͷنزدی حرارتͬ تعادل به�سمت H افزاش با
مقدار ͷی سمت به سیال فاز برای ناسلت اعداد ،H کاهش با دیͽر طرف از مͬ�شوند. ͷنزدی
مستقل موثر طور به سیال فاز که است دلیل این به این مͬ�کند. میل است، γ از مستقل که یͺسان،
که، است این معنͬ به H مقادیر در کاهش اینͺه بعلاوه مͬ�باشد. حد این در جامد فاز حضور از
به ناسلت عدد اینͺه، با است متناظر که مͬ�کند، پیدا افزایش جامد فاز دمای مرزی لایه ضخامت

نماید. میل حد این در صفر سمت
همان است. شده داده نشان ۴.۵ شͺل در ناسلت عدد مقادیر روی بر γ پارامتر تغییرات اثر
افزایش است. شده ارائه دمش/مͺش مختلف مقادیر برای نتایج مͬ�شود، دیده شͺل در که طور
این در و مͬ�شود جامد و سیال فاز دو هر برای محلͬ ناسلت عدد شدن بزرگ به منجر γ پارامتر
استقلال به منجر γ ͷکوچ مقادیر دیͽر طرف از مͬ�کنیم. حرکت حرارتͬ تعادل به�سمت حالت
انتقال سطح از تر راحت بسیار حرارت بنابراین حرارتͬ). دیدگاه از مͬ�شود( سیال فاز از جامد فاز
بزرگ مقادیر مͬ�کند. پیدا کاهش آن ناسلت عدد و افزایش جامد فاز مرزی لایه ضخامت و مͬ�یابد

مͬ�بخشد. شتاب را LTE به شدن ͷنزدی H
روی بر مناسب اثر با مرزی لایه ضخامت در تغییر سبب مͺش دمش/ پارامتر متفاوت مقادیر
است. شده ناسلت عدد کاهش به منجر دمش که است مشخص ۴.۵ شͺل از مͬ�شود. ناسلت عد
عدد از بزرگتر سیال فاز برای محلͬ ناسلت عدد موارد همه در که مͬ�کنیم یادآوری همچنین
لایه داخل به را سیال داغ، سطوح که مͬ�باشد این آن دلیل است. جامد فاز برای محلͬ ناسلت

دارد. سیال فاز حرارتͬ میدان روی بر کننده محدود اثر مستقیما که کشانده، مرزی
دو است شده داده نشان لوئیس عدد و دمش/مͺش مختلف مقادیر برای نتایج ۵.۵ شͺل در
نسبت شروود عدد است. شده داده نشان شͺل در (H, γ = ١and١٠٠) γ و H برای حدی مقدار
در افزایش سبب Le یا fw مقادیر از ͷی هر افزایش مͬ�دهد. نشان را پخشͬ به همرفتͬ جرم انتقال
خواهد پیدا افزایش ShRa−٠٫۵x مقدار بنابراین و مͬ�شود پخشͬ انتقال به نسبت همرفت جرم انتقال
روی بر داری معنا اثر γ یا H در تغییرات است شده داده نشان شͺل این در که همان�طور کرد.



۶٣

ندارد. ShRa−٠٫۵x مقدار
۶.۵ شͺل در γ و H متفاوت مقادیر برای ناسلت اعداد روی بر شناوری نسبت تغییر اثرات
مͬ�شود ناسلت عدد رشد سبب آن افزایش که مͬ�دهند نشان وضوح به نتایج است. شده داده نشان
هر به است. آمده (٨.۵) معادله در که است شناوری نیروی افزایش ͷی به مستقیم پاسخ این و
لایه و شده LTNE اثرات کاهش به منجر γ یا H افزایشͬ بزرگ مقادیر که مͬ�شود مشاهده حال
همه برای ناسلت عدد رشد سبب امر این که مͬ�گردند نازکتر پارامتر�ها این افزایش با شناوری های

میͽردد. N ثابت مقادیر



۶۴ غلظت ͬͽدوگان تاثیرات با متخلخل ماده در حرارت انتقال معادلات تشابهͬ حل .۵

γ = H = N = حالت١ برای پایین) (شͺل θ و بالا) ϕ(شͺل روی بر fw اثرات :١.۵ شͺل



۶۵

γ بزرگ مقادیر و H بزرگ مقادیر برای دما پروفیل روی بر fw تغییرات اثرات :٢.۵ شͺل



۶۶ غلظت ͬͽدوگان تاثیرات با متخلخل ماده در حرارت انتقال معادلات تشابهͬ حل .۵

برای fw و γ مختلف مقادیر برای H مقابل در محلͬ ناسلت عدد تغییرات :٣.۵ شͺل
جامد و سیال فاز�های



۶٧

فاز برای fw و H مختلف مقادیر برای γ مقابل در محلͬ ناسلت عدد تغییرات :۴.۵ شͺل
بریده) جامد(خطوط فاز و پیوسته) سیال(خطوطو



۶٨ غلظت ͬͽدوگان تاثیرات با متخلخل ماده در حرارت انتقال معادلات تشابهͬ حل .۵

شروود عدد روی بر لوئیس عدد و fw ،γ ،H مختلف مقادیر تاثیرات :۵.۵ شͺل



۶٩

ناسلت عدد روی بر H و γ ،N تغییرات اثرات :۶.۵ شͺل



پیوستآ�

MATLAB کد�های نمایش

حاکم معادلات MATLABبرای کد�های نمایش آ�.١

فصل�های عددی نتایج آوردن به�دست برای مسئله، بر MATLABمعادلاتحاکم کد�های این�جا در
است. شده آورده ،۵ و ۴

function dy=B11(x,y)

dy = zeros(8,1); % (a column vector)

global H;

global gama;

global fw;

Le=5;

N=0;

n=0;

Ra=100;

dy(1) = y(2);

dy(2) =y(4)+N*y(8);

dy(3) =y(4);

dy(4) = (-y(1)*y(4)+y(2)*y(3)-H*(y(5)-y(3))-n*y(4)*(y(4)+N*y(8)))/(1+n*y(2));

dy(5) =y(6);

٧٠



٧١ حاکم معادلات برای MATLAB کد�های نمایش آ�.١.

dy(6) = -H*gama*(y(3)-y(5));

dy(7)=y(8);

dy(8) = -Le*(y(1)*y(8)-y(2)*y(7));

خطا به مربوط کد�های آ�.١.١

مرتبه کوتای ران روش با شده تلفیق پرتاب̞ͬ ͷنیͺت خطای که را MATLABای کد�های این�جا در
داده�ایم: قرار مͬ�کند، محاسبه را چهارم

function res = B22(ya,yb)

global fw;

global H;

global gama;

res =[ya(3)-1

yb(3)

ya(1)-fw

yb(2)

ya(5)-1

yb(5)

ya(7)-1

yb(7)];

نتایج نمایش به مربوط کد�های آ�.٢.١

تحلیلͬ روش با عددی روش� مقایسه از حاصل نتایج که، MATLABای کد از نمونه ͷی این�جا در
آورده�ایم: را، است حدی

clc;

clear all;

global fw;

global H;

global gama;



٧٢ MATLAB کد�های نمایش آ�.

H=0.1;

gama=1;

c=1;

for fw=5:0.02:6

solinit = bvpinit(linspace(0,20,200),[0 0 0 0 0 0 0 0 ]);

sol = bvp4c(@B11,@B22,solinit);

%x=linspace(0,20,200);

x=0;

y = deval(sol,x);

x=x';

y=y';

y_f_ap=-fw+((H/gama).^0.5)-(1+H+(H/(2.*gama))).*((fw).^-1);

y_s_ap=-(H.*gama)^0.5+(H.*(1+(gama/2))).*((fw)^-1);

hold on

plot(fw,-y(:,4))

hold on

plot(fw,-y_f_ap,'r')

hold on

plot(fw,-y(:,6))

hold on

plot(fw,-y_s_ap,'r')

y;

dama(c,1)=fw;

dama(c,2)=-y(:,4);

dama(c,3)=-y_f_ap;

writeExel('dama.xls',dama)

damas(c,1)=fw;

damas(c,2)=-y(:,6);

damas(c,3)=-y_s_ap;



٧٣ حاکم معادلات برای MATLAB کد�های نمایش آ�.١.

%damas(:,2)=-y_ap;

%damas(:,1)=fw;

writeExel('damas.xls',damas)

c=c+1;

end

res

function writeExel(fileName,mat)

fp=fopen(fileName,'wt');

for i=1:size(mat,1)

for j=1:size(mat,2)

fprintf(fp,num2str(mat(i,j)));

fprintf(fp,'\t');

end

fprintf(fp,'\n');

end

fclose(fp)
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