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 چکیده:

پاسخ تحت تأثیر متغیرهای دیگری  متغیرهای گوناگون علمی، ها در زمینههشدر بسیاری از پژو

 باشد. ها میر توأم متغیرها و ارتباط میان آناست و پاسخگویی به پرسش اصلی مسأله در گرو دریافت رفتا

ای در علوم گسترده امروزه به صورت کهباشند ها میبرقراری این ارتباط، مفصلهای یکی از روش

تفسیر است: از یک نگاه مفصل تابعی است که تابع  ی مفصل از دو منظر قابلند. واژهاشده گوناگون وارد

توزیع  اه دیگر، یک تابع توزیع است که توابعسازد و از نگمی توأم را به توابع کناری آن مرتبطتوزیع 

سازی ابزارهایی مفید برای مدلها توان گفت مفصلمیبنابراین  وابع توزیع یکنواخت هستند.ت کناری آن

 ساختار وابستگی بین متغیرها هستند.

های و برخی از انواع این توابع، اندازه ها، ویژگیضمن معرفی مفهوم مفصل ،نامهپایاندر این 

ها، نتایج و قضایایی که با )*( لم دهیم.مفصل، مورد بررسی قرار میرا در قالب پذیری وابستگی و تعویض

 ها توسط نویسنده انجام شده است.اند، صورت قضیه یا لم در منابع بوده ولی اثبات آنمشخص شده

 

 پذیریبستگی، تعویضهمکلمات کلیدی: مفصل، ضرایب 

 

 

 

 

 



 
 

 ز

 مقاله مستخرج از پایان نامه

 

Rezaei N., Nezakati A., (2012) “L∞-measure of non-exchangeability for some 

copulas like: NQD, SD, EV, Archimax”, 11 th Iranian Statistical Conference.  

 

 

  



 
 

 ح

 فهرست:

 صفحه                                                                                                                       عنوان 

 

 فصل اول: مفاهیم اساسی و تعاریف مقدماتی

 2 ........................................................................................................... مقدمه 9-9

 2 ........................................................................................................ خچهیتار 9-2

 3 ................................................................................................. یحیتوض مثال 9-1

 8 .................................................................................... یمقدمات یهالم و فیتعار 9-4

 51 ......................................................................................................... مفصل 9-5

 23 ............................................................................................... اسکلار یهیقض 9-6

 28 ........................................................................... یتصادف یرهایمتغ و مفصل تابع 9-7

 فصل دوم:معرفی  چند مفصل مهم

 33 ......................................................................................................... مقدمه 2-9

 33 .............................................................................................. استقلال مفصل 2-2

 31 ............................................................................... استقلال مفصل نمودار: 9-2 شکل

 31 ............................................................................................. یهماهنگ مفصل 2-1

 33 ............................................................................. یهماهنگ مفصل نمودار: 2-2 شکل

 33 ........................................................................................... یناهماهنگ مفصل 2-4

 33 ..................................................................................................... بقا مفصل 2-5



 
 

 ط

 38 ...................................................................................... یدسیارشم یهامفصل 2-6

 33 ...................................................................................... نیفر مقدار یهامفصل 2-7

 33 ...................................................................................... ماکسیآرچ یهامفصل 2-8

 FGM............................................................................................ 33 یهامفصل 2-1

 33 ....................................................................................... ینوسیس یهامفصل 2-91

زههای وابستگی  فصل سوم: تابع مفصل و اندا

 11 ......................................................................................................... مقدمه 1-9

 11 .............................................................................................یخط یهمبستگ 1-2

 18 ........................................................................................... یارتبه یهمبستگ 1-1

 18 ..................................................................................................... مقدمه 1-1-9

 36 ............................................................................ کندال- 𝝉 یهمبستگ بیضر 1-1-2

 32 .......................................................................... رمنیاسپ-𝜌 یهمبستگ بیضر 1-1-1

 𝝉 ................................................................................ 33و  𝜌 بیضرا نیب ارتباط 1-1-4

 37 ................................................................................................ یدم یوابستگ 1-4

 فصل چهارم: غیر تعویضپذیری

 88 ......................................................................................................... مقدمه 4-9

 88 ...................................................................................................... تقارن 4-9-9

 87 ................................................................................................ یریپذضیتعو 4-2

 72 .................................................................................. یریپذ ضیرتعویغ یاندازه 4-1



 
 

 ي

 71 ............................. یمنف یربع یوابسته یتصادف یرهایمتغ یبرا یریپذضیرتعویغ یاندازه 4-4

 77 ............................ ینزول یتصادف طور به یتصادف یرهایمتغ یبرا یریپذضیرتعویغ یاندازه 4-5

 563 ................................................ نیفر مقدار یهامفصل یبرا یریپذضیرتعویغ یاندازه 4-6

 555 ............................................... ماکسیآرچ یهامفصل یبرا یریپذضیرتعویغ یاندازه 4-7

 شنهادهای پ  و ی ر ی گ نتیجه

 ستپیو

 منابع 

 

 

 

 

 

  



 
 

 ك

 هالفهرست شک .

 است، شده داده نشان شکل در که یهرم داخل در مفصل هر نگیهافد–فرشه یهاکران براساس :9-9 شکل

,W(𝑢 یعنی ن؛ییپا کران هرم، پشت سطح و قاعده به مربوط سطح .ردیگیم قرار 𝑣) = MAX{𝑢 + 𝑣 − 1, } 

,𝑀(𝑢 یعنی بالا؛ کران هرم، یجلو سطح و 𝑣) = 𝑚𝑖𝑛{𝑢, 𝑣} 57 .................................... .باشدیم 

 W .................................................................. 25  و M، Π یهامفصل تراز نمودار :2-9 شکل

 31 ................................................................................ استقلال مفصل نمودار :9-2 شکل

 33 .............................................................................. یهماهنگ مفصل نمودار :2-2 شکل

 33 ............................................................................ یناهماهنگ مفصل نمودار :1-2 شکل

 36 ..................................... (الف) دیاک ریغ و (ب) دیاک یها حالت در آن معکوس و مولد :4-2 شکل

𝜃یازا به گامبل مفصل به مربوط یچگال ینمودارها :5-2 شکل =  یازا به تونیکل مفصل به مربوط ،(ج) 2

𝜃 = 𝜃 یازا به فرانک مفصل به مربوط ،(ب) 6 =  33 ............................ .باشدیم (الف) 14/14

𝜃 یازا به FGM مفصل (الف) تراز و (ب) یچگال نمودار :6-2شکل = 0/99 ................................ 33 

 N(1,9). .......... 15 عیتوز تابع توسط دشدهیتول ینوسیس مفصل (الف) تراز و (ب) یچگال نمودار :7-2شکل

 Γ(4,9) ........... 13 عیتوز تابع توسط دشدهیتول ینوسیس مفصل (الف) تراز و (ب) یچگال نمودار :8-2شکل

 𝜎 ................................................ 13 و 𝜌 از یتابع صورت به یهمبستگ ریمقاد نمودار :9-1 شکل

,C) مرتب مجموعه :2-1 شکل  38 ..................................................... .یهماهنگ یمحورها و (>

𝜃 یازا به گامبل مفصل یچگال :1-1 شکل = 𝜃 یازا به تونیکل مفصل یچگال و (ب) 2 =  83 ....... (الف) 2

 C2 .............................................................................. 72 و C1 یها گاه هیتک :9-4 شکل

 دارد قرار آن در 𝐴(𝑡) تابع که کندیم مشخص را یاهیناح راست سمت نمودار در پررنگ خطوط :2-4 شکل

 563 ........................ .دهدیم شینما را 𝐴𝛼(𝑡) تابع نمودار چپ سمت نمودار در پررنگ خطوط و

 

 

 

 هاولجدفهرست  



 
 

 ل

 یهامفصل یخانواده عضو فرانک و تونیکل ،حق-لیخائیم-یعل گامبل، یهامفصل یمعرف :9-2 جدول

 32 ................................................................................................... یدسیارشم

 یخانواده عضو افتهیمیتعم نیالک مارشال و گالامبُس هوگارد،-گامبل گامبل، یهامفصل یمعرف :2-2 جدول

 EV ............................................................................................... 31یهامفصل

 حق،-لیخائیم-یعل یدسیارشم مفصل یبرا کندال-𝝉 ریمقاد و 𝐾𝐶(𝑡) و مولد توابع انیب :9-1 جدول

  ................................................................................................... فرانک تون،یکل

 35 ..................................................................................................... .هوگارد-گامبل

 فرانک تون،یکل حق،-لیخائیم-یعل یدسیارشم یهامفصل یبرا یدم یهمبستگ بیضرا ریمقاد :2-1 جدول

 83 ....................................................................................................... وگامبل



 

 1فصل 

 

 

 

 تعاریف مقدماتیمفاهیم اساسی 

 

 

 

 



2 
  
 

2 

 یاول: مفاهیم اساسی و تعاریف مقدمات فصل   

 مقدمه 1-1

ای از تاریخ پیدایش مفصل ابتدا خلاصهبدین صورت که  پردازیممیمفصل  ایمفاهیم پایهدر این فصل به 

های بعد و در بخش دهیممیایجاد مفصل را توضیح  یایدهسپس با یک مثال توضیحی،  .دهیممی هارایرا 

این پژوهش  مرجع محوری .یمکنمیبیان را  های مفیدهای مقدماتی، قضایا و لمبرخی از تعاریف و ویژگی

 ( است. 2116) 9ای بر مفصل نِلسِندر تشریح تابع مفصل، کتاب مقدمه

 تاریخچه 1-2

ل یترین مسایکی از مهمهای کناری ی با معلوم بودن توزیعاز دیرباز ساختن توزیع توأم متغیرهای تصادف

ضمن  دیگر محققینخی از رو ب 4رنُ، ف1ِدال آگلیو ،2ی پنجاه میلادی فرشهاست. در دهه در علم آمار بوده

در این زمینه را حقیقات جالبی ، تمای معلوهای حاشیهمتغیره با توزیعو سه های دوی توزیعمطالعه درباره

 کردند. ارایه

ضمن معرفی کلاس جدیدی از توابع در  (9151) 6برای نخستین بار توسط اسکلار 5مفصلاما واژه 

ی لاتین این واژه از کلمه کار گرفته شد.ای با نام خود او به، در قضیهفضاهای متریک احتمالی یزمینه

(copulare ) تابعی است که تابع  ،یک مفصلاست. شده گرفته "8دادن پیوند"و  "7کردن متصل"به معنای

 کند.ها متصل میبعدی آنتوابع توزیع کناری یکتوزیع توأم متغیرهای تصادفی را به 

 رادر مورد مفصل ای بسیاری از نتایج پایهی ریشهتوان می کهذکر این مطلب خالی از لطف نیست 

                                                           
1  Nelsen 
2  Frechet 
3  Dall’Aglio 
4  Feron 
5  Copula 
6  Sklar 
7  Join  
8  link 
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 یاول: مفاهیم اساسی و تعاریف مقدمات فصل   

در مربع ای متغیرههای استاندارد دوتوزیع کهجستجو کرد  (9149،  9141) 9هافدینگ در تحقیقات

[−
1

2
,
1

2
]
2

−]ی در بازه با توابع توزیع کناری یکنواخت 
1

2
,
1

2
 .پیدا کرده بود [

فضاهای  یها در زمینهآمده از مفصل دست عات و نتایج بهر مطالاکث ،9176تا  9151 هایبین سال

گرفت. کشف  در فضای متریک احتمالی صورت اعمال ریاضی دوتایی توابع یدرباره ه ویژهب ،متریک

 بهها مفصل واقع است و در بوده چشمگیری همراه علم آمار با سرعت ها درکارگیری مفصلها و بهگیویژ

در  ویژه ، بهرواین از د.ناهشد تگی میان متغیرهای تصادفی شناختهسازی وابسعنوان ابزارهایی برای مدل

مهمی را  نقش 5آمار ،4شناسیآب، 1بیمه ،2یدارای های گوناگون از جملهرشتهاین توابع در  ،های اخیرسال

را ( 2117) 7و سالوادوری( 2114) 6چِروبینینایی با برخی از کاربردهای مفصل برای آش .اندکرده ایفا

 .ببینید

 .کنیم آغازبحث را  ،مفصل مسأله یای دربارهبرای دریافت ایده با یک مثالدر ادامه 

 مثال توضیحی 1-3

,1,2}ی در نظر بگیرید که از مجموعه را 𝑋2و  𝑋9 دو متغیر تصادفی … این اعداد  ،شوندانتخاب می {6,

 𝑋2روی  برای ما معلوم است و 𝑋9فرض کنید  بیش ساده باشند. و کمتوانند برآمدهای یک آزمایش می

 چه 𝑋9 یشدهبا داشتن مقدار مشاهدهاین است که  شود،که مطرح می یالؤس حالکنیم. می بندیشرط

                                                           
1  HoeffdIng 
2  Finance 

3  Insurance 

4  Hydrology 

5  Actuarial sciences 

6  Cherubini 
7   Salvadori 
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 یاول: مفاهیم اساسی و تعاریف مقدمات فصل   

دارای چه ساختار وابستگی  𝑋2و  𝑋9یا به بیان دیگر  دآور دسته ب 𝑋2 مقدار یدرباره توانمی یاطلاعات

 هستند؟

 𝑋2برآمد دومین پرتاب  و 𝑋9ی پرتاب اول پرتاب یک تاس سالم باشد و نتیجه دو بار ،آزمایشاگر 

 ،تحت این شرایط واضح است که توان به آسانی به پرسش فوق پاسخ گفت.صورت می این در، باشد

 .داشت نخواهیم 𝑋2ی هیچ اطلاعی درباره 𝑋9بودن  معلوم یمتغیرها مستقل هستند و در نتیجه

 ،𝑋9با دانستن  صورت این در .باشندهم یکی  با عدد که هر دو کرد فرض توان زمانی رامی یطرف از

 .برعکس حالت قبل استکه  داشت خواهیم 𝑋2ی ی اطلاعات را دربارههمه

ی روشده عددرا  𝑋9، اگر در آزمایش فوق .باشدمتفاوت کاملاً  تواندیم حال پاسخ به پرسش

𝑋9 ی یکنواییرابطه 𝑋2و  𝑋9 یعنی میان ،کنیم رگتر فرضی بزروشده عددرا  𝑋2کوچکتر و  < 𝑋2 برقرار 

اگر بدانیم برای مثال  ،دست پیدا کرد 𝑋2مقدار یا مقادیر  به 𝑋9توان با دانستن مقدار میگاه آن ،باشد

𝑋9 = 𝑋2گاه مقدار آن 6 = 𝑋9 یا اگر نیز بر ما آشکار است 6 =  حدس %51با شانس توانگاه میآن ،5

𝑋2 که زد = 𝑋2و یا  5 =  آخر.ترتیب الی همین است و به 6

نیازمند  ،ممکن بین این دو متغیر بیان ساختار وابستگیتر هر چه دقیق برای بررسی و تحلیل

که رفتار هر متغیر تصادفی به  کنیدمشاهده می .یاری دهد در این امر ابزارهایی هستیم که بتواند ما را

𝐹𝑖(𝑥) آن، 2کناری 9طور کامل با تابع توزیع تجمعی ∶= 𝑃(𝑋𝑖 ≤ 𝑥)، دو  در آزمایش شود.می داده شرح

𝐹9  بار پرتاب یک تاس سالم داریم = 𝐹2 ∶= 𝐹.  

                                                           
1  Cumulative distribution function 
2  Marginal 
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 یاول: مفاهیم اساسی و تعاریف مقدمات فصل   

گیری، در حالت پیوسته با انتگرال های کناریدستیابی به توزیع ،بع توزیع توأمدانید با داشتن تامی

اهمیت است که  حائز ،توجه به این نکتهاما  کار چندان مشکلی نیست. بستن، در حالت گسسته،یا جمع

 دست  رهای تصادفی بهمتغی ی رفتار توأمگونه اطلاعی دربارهتنهایی هیچ هب کناری توزیع توابع

 ،های کناریدانستن توزیعهای آن با سی ویژگیبنابراین یافتن تابع توزیع توأم ناشناخته و برر .دهدنمی

 آید.میشمار  ل مهم آماری بهی از مسایای است و یککار بسیار پیچیده

 حالت اول را  ،دو بار پرتاب یک تاس سالم در مثال دو متغیر، مستقل باشند.در حالت خاص اگر 

 :بود خواهدی ضرب توابع کنارصورت تابع توزیع توأم به سادگی برابر با حاصلاینگرفته در نظردر

𝐹(𝑥1, 𝑥2) = 𝐹(𝑥1)𝐹(𝑥2).                                                                                      (1 − 1) 

دو بخش ترکیبی را  ،𝑋2و  𝑋9برای توصیف کامل رفتار توأم متغیرهای  همانطور که ملاحظه کردید

 بردیم: کاربه

 هاتوابع توزیع کناری آن -9

 .()نوع وابستگی میان متغیرها نوع ارتباط درونی متغیرها -2

ای کناری و همیان توزیع گونه جداسازیآیا این":که است شود، اینجا مطرح میاین ی که درپرسشحال 

خوشبختانه پاسخ به این پرسش  "کرد؟ ان در یک قالب کلی مشاهده و بیانتوساختار وابستگی را می

در برای درک بهتر این موضوع  هستند. "هامفصل" ،منظور و دقیق برای اینح است و ابزار صحی "مثبت"

با یست و ن سختی آوردن تابع توزیع توأم، کار دسته ب در این حالت در نظر بگیرید، حالت سوم را مثال

;   𝑌𝑖که این فرض 𝑖 = 𝑋1 دادنقرارو  عدد روشده در هر پرتاب باشد 1,2 = 𝑚𝑖𝑛(𝑌1, 𝑌2) و𝑋2 =

𝑚𝑎𝑥(𝑌1, 𝑌2) از: عبارتند، توابع توزیع کناری 

𝐹1(𝑥) = 2𝐹(𝑥) − 𝐹2(𝑥)و 𝐹2(𝑥) = [𝐹(𝑥)]2. 
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 یاول: مفاهیم اساسی و تعاریف مقدمات فصل   

 زیرا

𝐹1(𝑥) = 𝑃(𝑋1 ≤ 𝑥) = 1 − 𝑃(𝑋1 > 𝑥) = 1 − 𝑃(𝑚𝑖𝑛(𝑌1, 𝑌2) > 𝑥) 

            = 1 − 𝑃(𝑌1 > 𝑥, 𝑌2 > 𝑥) = 1 − [𝑃(𝑌 > 𝑥)]2 

            = 1 − [1 − 𝐹(𝑥)]2 = 2𝐹(𝑥) − 𝐹2(𝑥), 

 و

𝐹2(𝑥) = 𝑃(𝑋2 ≤ 𝑥) = 𝑃(𝑚𝑎𝑥(𝑌1, 𝑌2) ≤ 𝑥) = 𝑃(𝑌1 < 𝑥, 𝑌2 < 𝑥) 

            = 𝑃(𝑌1 ≤ 𝑥)𝑃(𝑌2 ≤ 𝑥) = [𝑃(𝑌 ≤ 𝑥)]2 = 𝐹2(𝑥) 

 داریمآوردن تابع توزیع توأم ه دست حال برای ب

𝐹1,2(𝑥1, 𝑥2) = 𝑃(𝑚𝑖𝑛(𝑌1, 𝑌2) ≤ 𝑥1, 𝑚𝑎𝑥(𝑌1, 𝑌2) ≤ 𝑥2) 

𝑥2برای  کهجا آناز  ≤ 𝑥1 

𝑃(𝑚𝑖𝑛(𝑌1, 𝑌2) = 𝑥1, 𝑚𝑎𝑥(𝑌1, 𝑌2) = 𝑥2) = , 

 بنابراین

𝐹1,2(𝑥1, 𝑥2) = 𝑃(𝑚𝑖𝑛(𝑌1, 𝑌2) ≤ 𝑥1, 𝑚𝑎𝑥(𝑌1, 𝑌2) ≤ 𝑥2) 

=  𝑃(𝑚𝑖𝑛(𝑌1, 𝑌2) ≤ 𝑚𝑖𝑛(𝑥1, 𝑥2),𝑚𝑎𝑥(𝑌1, 𝑌2) ≤ 𝑥2)                            

 لذا با در نظر گرفتن حالات مختلف داریم

𝐹1,2(𝑥1, 𝑥2) = 𝑃(𝑌1 ≤ 𝑚𝑖𝑛(𝑥1, 𝑥2), 𝑌2 ≤ 𝑚𝑖𝑛(𝑥1, 𝑥2))

+ 𝑃(𝑌1 ≤ 𝑚𝑖𝑛(𝑥1, 𝑥2),𝑚𝑖𝑛(𝑥1, 𝑥2) < 𝑌2 ≤ 𝑥2) 

+𝑃(𝑚𝑖𝑛(𝑥1, 𝑥2) < 𝑌1 ≤ 𝑥2, 𝑌2 ≤ 𝑚𝑖𝑛(𝑥1, 𝑥2)).                           

 توزیع بودن، خواهیم داشت دلیل مستقل و همحال به

𝐹1,2(𝑥1, 𝑥2) = 𝑃(𝑌1 ≤ 𝑚𝑖𝑛(𝑥1, 𝑥2))𝑃( 𝑌2 ≤ 𝑚𝑖𝑛(𝑥1, 𝑥2)) 

+2𝑃(𝑚𝑖𝑛(𝑥1, 𝑥2) < 𝑌2 ≤ 𝑥2)𝑃( 𝑌1 ≤ 𝑚𝑖𝑛(𝑥1, 𝑥2)) 

= 𝐹2(min{𝑥1, 𝑥2}) + 2𝐹(min{𝑥1, 𝑥2})[𝐹(𝑥2) − 𝐹(min{𝑥1, 𝑥2})]    

                      = 2𝐹(min{𝑥1, 𝑥2})𝐹(𝑥2) − 𝐹2(min{𝑥1, 𝑥2}).                                 (2 − 1) 
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 یاول: مفاهیم اساسی و تعاریف مقدمات فصل   

ساختار  حالت این در ،دشو گذاریشماره 99،92,...,96داد با اع 9،2,...,6حال اگر تاس به جای 

ناشی از تفاوت در  ،این تفاوتبود و  متفاوت خواهدکاملاً تابع توزیع توأم اما  کرد ی تغییری نخواهدوابستگ

های کناری و توزیع بتوانکه به طریقی  راهی هستیم یافتن رو به دنبالاین از کناری است. هایتوزیع

به متغیرهای  𝑋𝑖 تبدیل متغیرهای تصادفی ،راه رسیدن به این هدف .کرد را مجزا ساختار وابستگی

 است. 𝑈𝑖 تصادفی یکنواخت

 توان بهمی همواره را 𝐹کناری  تجمعی یعتوز با تابع 𝑋هر متغیر تصادفی  توانهمواره می بنابراین

𝑋صورت  = 𝐹(−1)(𝑈) که در آن  ،داد نشان
 𝐹
(−1)(𝑈) 2وارونیا شبه 9یافتهوارون تعمیم 𝐹 می نامیده-

استفاده از دو توان با بنابراین تابع توزیع توأم را می .کرد خواهیم آن اشارهبه  طور کامل در ادامه به  شود و

 :دوباره به شکل زیر نوشت 𝑈2و 𝑈9متغیر تصادفی مستقل

𝑃(𝐹1
(−1)(𝑈1) ≤ 𝑥1, 𝐹2

(−1)(𝑈2) ≤ 𝑥2) = 𝑃(𝑈1 ≤ 𝐹(𝑥1), 𝑈2 ≤ 𝐹(𝑥2)) 

مجدد تابع توزیع  و نمایش (9-9) مربوط به حالت استقلال متغیرها، یرابطهبا مقایسه  ،برای مثال

𝑢𝑖 گرفتن نظر با در کناری هایاز توزیع نهایی و جدا، ساختار وابستگی را به تتوأم = 𝐹𝑖(𝑥𝑖) = 𝐹(𝑥𝑖)، 

 :کرد توان به طریق زیر بیانمی

C(𝑢1, 𝑢2) = 𝑢1𝑢2. 
این کند. به می ی بیانهای کنارساختار وابستگی را جدای از توزیعاین تابع یک مفصل است که 

عنوان حالت مرجع به که به شوند های یکنواختی میهای کناری، تبدیل به توزیعترتیب که نخست توزیع

 .کندمی ساختار وابستگی را تبیین این حالت مرجع یپایه روند و سپس مفصل برکار می

داشتن  دست با در شد، گرفته نظر در 𝑋2 و بزرگترین عدد 𝑋1 در حالت سوم که کوچکترین عدد

                                                           
1 Generalized  inverse 
2 Quasi  inverse  
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𝑢1دادن  قرار و آمدهه دست نتایج ب = 𝐹1(𝑥1) و 𝑢2 = 𝐹2(𝑥2)  زیری محاسبات سادهانجام و، 𝑥9  را بر

 :آوریممی دسته ب 𝑢2 را بر حسب  𝑥2 و 𝑢9حسب 

𝑢1 = 𝐹1(𝑥1) = 2𝐹(𝑥1) − 𝐹
2(𝑥1) 

𝐹2(𝑥1) − 2𝐹(𝑥1) + 𝑢1 = ⟹ 𝐹(𝑥1) =
2 ± √4 − 4𝑢1

2
       ; ≤ 𝑢1 ≤ 1 

𝐹(𝑥1) = 1 − √1 − 𝑢1⟹ 𝑥1 = 𝐹
(−1)(1 − √1 − 𝑢1) 

 و

𝑢2 = 𝐹2(𝑥2) = 𝐹2(𝑥) 

𝐹(𝑥2) = √𝑢2     ; ≤ 𝑢2 ≤ 1⟹ 𝑥2 = 𝐹(−1)(√𝑢2) 

 :داد ارایهتوان مفصلی به فرم زیر می ،(2-9با جایگذاری در فرمول ) بنابراین

C(𝑢1, 𝑢2) = 2𝑚𝑖𝑛{1 − √1 − 𝑢1, √𝑢2}√𝑢2 −𝑚𝑖𝑛{1 − √1 − 𝑢1, √𝑢2}
2
, ≤ 𝑢1, 𝑢2 ≤ 1. 

که در مفصل یکتا نیست  پیوسته نیستند، کناریتوابع توزیع  که وقتی نکته شایان توجه آن است

های دیگری هم موجودند که بنابراین در این مثال مفصل شد خواهد بیان (2-6-2)لم الب قفصل بعد در 

 کنند. توانند همین ساختار را بیانمی

-میکه برای اطلاعات بیشتر، اندشده ( آورده2116) 9اشمیت ( و2116مطالب فوق از نِلسِن ) اغلب

 .ه کنیدمراجع هاتوانید به آن

 های مقدماتیتعاریف و لم 1-4

 که البته  اندشده یانمتغیره بدر حالت دوو تعاریف  هالم ادامه کلیه قضایا، در استذکر  به لازم

های متغیر کنید فرض .(2117و سالوادوری،  2116)نِلسِن،  داد تعمیم متغیره nبه حالت  ها راآنتوان می

                                                           
1 Schmidt 
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) روی فضای احتمال ،تصادفی , , )   باشد هرجا لازمنامه، پایان طول . درتعریف شده باشند 𝑅 =

(−∞,+∞)، 𝑅̅ = [−∞,+∞]، 𝑅̅2 = 𝑅̅ × 𝑅̅، I = [ I2و  [1, = I × I همچنین دنشومی تعریف .

 توجه داشته باشید که در پایان اثبات .دنکنمی برد تابع را مشخص 𝑅𝑎𝑛ی تابع و دامنه 𝐷𝑜𝑚 فرض کنید

 کنیم.فاده میاست ■ها از نماد و در پایان اثبات مثال □ از نماد هاقضایا و لم

-باشد. می Yتوی فضای متری ه ب Xیک نگاشت از فضای متری  f کنیدفرض  :1-4-1تعریف 

εبه طور یکنواخت پیوسته است هرگاه به ازای هر  Xبر  fگوییم  > 0، δ ی مثبتی باشد به طوری که به

p|که  Xدر  q و pازای هر  − q| < δ، داشته باشیم 

|f(p) − f(q)| < ε. 

هر دو نقطه، نمودار  یدر فاصله ارای این خاصیت باشد کهد 𝑓 تابع پیوستهاگر  :2-4-1تعریف 

 ،به عبارتی .به سمت بالاست 𝑓یک تابع محدب است یا تحدب  𝑓تابع زیر وتر بین دو نقطه باشد، گوییم 

 تابع

𝑓: (𝑎, 𝑏) → 𝑅;  −∞ ≤ 𝑎 < 𝑏 ≤ +∞ 

,𝑥1محدب است اگر برای هر دو عدد  𝑥2 ∈ (𝑎, 𝑏)  و هر ≤ 𝜆 ≤  داشته باشیم 1

𝑓(𝜆𝑥1 + (1 − 𝜆)𝑥2) ≤ 𝜆𝑓(𝑥1) + (1 − 𝜆)𝑓(𝑥2) 

μ(𝐴)که در آن  𝐴 جز نقاطبه  Ωبرای تمام نقاط  𝑃فرض کنید گزاره  :3-4-1تعریف  = 

Ωبرای تمام )یعنی درست باشد  − 𝐴 درست است و μ(𝐴) صورت گوییم این گزاره تقریباً . در این (=

 است.درست  μ 9جاهمه

 کند:می است که در شرایط زیر صدق 𝑅̅ یبا دامنه Fتابع توزیع، تابعی مانند  :4-4-1تعریف 

                                                           
1  Almost everywhere 

http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D8%A7%D8%A8%D8%B9_%D9%BE%DB%8C%D9%88%D8%B3%D8%AA%D9%87
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D8%A7%D8%A8%D8%B9_%D9%BE%DB%8C%D9%88%D8%B3%D8%AA%D9%87
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9- 𝐹 .نانزولی است 

2- F(+∞) = (∞−)F و  9 =. 

 .از راست پیوسته است Fدر تمامی نقاط  -1

 با  𝐹(−1)تابعی مانند  Fوارون گاه شبهیک تابع توزیع باشد، آن Fفرض کنید  :5-4-1تعریف

 که:به طوری است  Iی دامنه

𝑥 عددی مانند 𝐹(−1)(𝑡) گاهباشد، آن 𝑅𝑎𝑛 𝐹 متعلق به 𝑡اگر  )الف(      ∈ 𝑅̅  که به طوری است

F(𝑥) = 𝑡. یعنی 

∀𝑡 ∈ 𝑅𝑎𝑛 F,        F (F(−1)(𝑡)) = 𝑡. 

 شود:میزیر تعریف به صورت  𝐹(−1)(𝑡) گاهآن ،نباشد 𝑅𝑎𝑛 F متعلق به 𝑡اگر  )ب(     

F(−1)(𝑡) = inf{𝑥|F(𝑥) ≥ 𝑡} = sup{𝑥|F(𝑥) ≤ 𝑡}. 

 گاهآن ،تابعی پیوسته و اکیداً صعودی باشد 𝐹اگر  کنید که توجه

F(−1)(𝑡) = F−1(𝑡). 

 تابعی با  𝐻و  𝑅̅ های ناتهی اززیرمجموعه 𝑆2 و 𝑆1 کنید فرض :6-4-1تعریف

 𝐷𝑜𝑚(H) = 𝑆1 × 𝑆2 𝑅̅
𝐵. اگر باشد 𝑅𝑎𝑛 (H)𝑅 و 2 = [𝑥1, 𝑥2] × [𝑦1, 𝑦2]  یک مستطیل باشد

 شود:می به صورت زیر محاسبه 𝐵 یمجموعه9حجم - H گاه، آنندسته 𝐷𝑜𝑚(𝐻)که رئوس آن متعلق به 

𝑉𝐻(𝐵) = H(𝑥2, 𝑦2) − H(𝑥1, 𝑦2) − H(𝑥2, 𝑦1) + H(𝑥1, 𝑦1) 

𝐵برای هر اگر  :7-4-1عریفت = [𝑥1, 𝑥2] × [𝑦1, 𝑦2]𝑆1 × 𝑆2 باشیم داشته 𝑉𝐻(𝐵) ≥ ،

                                                           
1  H-volume 
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 یاول: مفاهیم اساسی و تعاریف مقدمات فصل   

 نامند. می 9صعودی–دورا  Hگاه تابع آن

تواند گویای این مثال زیر می .بودن آن نیست ولی، معادل با نانزبودن صعودی-دوکه  کنید توجه

 مطلب باشد.

,H(𝑥 یابطهبا ض I2روی  H تابع کنید فرض :1-4-1مثال 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥(𝑥, 𝑦) این باشد، در 

 زیرا ،صعودی نیست –دو است، ولی 𝑦 و 𝑥 تابعی نانزولی از H صورت

𝑉𝐻(I
2) = max(1,1) − max(1, ) − max( , 1) +max( , ) = −1 < . 

     ∎ 

است که در شرایط زیر صدق  𝑅̅2ی با دامنه Hتابع توزیع توأم، تابعی مانند  :8-4-1تعریف 

 کند:می

9- H صعودی باشد.-دو 

2- H(𝑥, −∞) = = H(−∞, 𝑦)   وH(+∞,+∞) = 9. 

1- H است.ها، از راست پیوسته نسبت به هر کدام از متغیر 

 باصعودی -دوتابعی  Hو  𝑅̅ های ناتهی اززیرمجموعه 𝑆2و  𝑆1 کنید فرض :1-4-1لم

𝐷𝑜𝑚(H) = 𝑆1 × 𝑆2 𝑅̅
,𝑥1کنید  همچنین فرض .باشد 𝑅𝑎𝑛 (H)𝑅 و 2 𝑥2 ∈ 𝑆1 ه ک طوری به

𝑥1 ≤ 𝑥2  و𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑆2 که  طوری به𝑦1 ≤ 𝑦2. گاه توابعآن ℎ1(𝑡) = H(𝑡, 𝑦2) − H(𝑡, 𝑦1)  و

ℎ2(𝑡) = H(𝑥2, 𝑡) − H(𝑥1, 𝑡) ترتیب در  به𝑆1  و𝑆2 باشند.می نانزولی 

 :اثبات

𝑥1برای هر  ≤ 𝑥2 داریم 

                                                           
1  2 - Increasing 
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 یاول: مفاهیم اساسی و تعاریف مقدمات فصل   

 ℎ1(𝑥2) − ℎ1(𝑥1) = H(𝑥2, 𝑦2) − H(𝑥2, 𝑦1) − H(𝑥1, 𝑦2) + H(𝑥1, 𝑦1). 

 داشت خواهیم ،Hبودن  صعودی –فرض دو و حجم–Hتعریف به  که با توجه

 ℎ1(𝑥2) − ℎ1(𝑥1) = 𝑉𝐻(𝐵) ≥ . 

ℎ1(𝑥2)بنابراین  ≥ ℎ1(𝑥1) و لذا ℎ1(𝑡) باشد. برای می تابعی نانزولیℎ2(𝑡) به طور مشابه  نیز

 □شود.     حکم ثابت می

𝐷𝑜𝑚(H) بارا  H  تابع :9-4-1تعریف = 𝑆1 × 𝑆2 𝑅̅
نامند،  9گیرزمین 𝑅𝑎𝑛 (H)𝑅 و 2

 اگر

∀𝑥 ∈ 𝑆1, 𝑦 ∈ 𝑆2, 𝐻(𝑎1, 𝑦) = 𝐻(𝑥, 𝑎2) = ,  

𝑎2  در آن که = inf{𝑦|𝑦 ∈ 𝑆2} 𝑎1 و  = inf{𝑥|𝑥 ∈ 𝑆1}. 

 یرگصعودی و زمین -تابعی دو Hو  𝑅̅ های ناتهی اززیرمجموعه 𝑆2و  𝑆1کنید فرض :2-4-1لم

𝐷𝑜𝑚(H) با = 𝑆1 × 𝑆2 𝑅̅
 .است نزولینامؤلفه، نسبت به هر  H ، در این صورتباشد 2

 اثبات:

 داریم Hصعودی بودن تابع -دوفرض حجم و -Hبا توجه به تعریف 

∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑆1: 𝑥1 ≤ 𝑥2  و  ∀𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑆2: 𝑦1 ≤ 𝑦
2
𝐵    و    = [𝑥1, 𝑥2] × [𝑦1, 𝑦2] 

𝑉𝐻(𝐵) = H(𝑥2, 𝑦2) − H(𝑥1, 𝑦2) − H(𝑥2, 𝑦1) + H(𝑥1, 𝑦1) ≥ , 

𝑥1دهیم می قرارحال  = 𝑎1 = inf{𝑥|𝑥 ∈ 𝑆1}.  ی گیرمینزبنابراین طبق خاصیتH:خواهیم داشت ، 

𝑉𝐻(𝐵) = H(𝑥2, 𝑦2) − H(𝑥2, 𝑦1) ≥ , 

∀𝑦1 ≤ 𝑦2 ∈ 𝑆2: H(𝑥2, 𝑦2) ≥ H(𝑥2, 𝑦1). 

𝑥∀بنابراین  ∈ 𝑆1،  تابع𝐻 است نانزولی .    □   

                                                           
1  Grounded 
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 یاول: مفاهیم اساسی و تعاریف مقدمات فصل   

𝑏2  کنید فرض :11-4-1تعریف = sup{𝑦|𝑦 ∈ 𝑆2} 𝑏1  و  = sup{𝑥|𝑥 ∈ 𝑆1} گاه باشد، آن

:Hتابع  𝑆1 × 𝑆2 → 𝑅  ی کناردارای توابع FوG  دنشومی ینزیر تعیصورت  که به ،باشدمی: 

∀𝑥 ∈ 𝑆1:   F(𝑥) = H(𝑥,  𝑏2)        𝐷𝑜𝑚 F = 𝑆1 

∀𝑦 ∈ 𝑆2:   G(𝑦) = H( 𝑏1, 𝑦)        𝐷𝑜𝑚 G = 𝑆2 

باشد و گیر نیز میزمین Hتابع توزیع توأم است که  واضح( 1-4-9( و )8-4-9)با توجه به تعاریف 

𝐷𝑜𝑚 (𝐻) که جاآن از = 𝑅̅2  لذاH دارای توابع کناری F(𝑥) = H(𝑥,+∞) و G(𝑦) = H(+∞, 𝑦) 

 ها نیز تابع توزیع هستند.است که آن

×[1,1−] یتابعی با دامنه H  کنید فرض :2-4-1مثال [ ,   یضابطه و [∞+

H(𝑥, 𝑦) =
(𝑥+1)(𝑒𝑦−1)

𝑥+2𝑒𝑦−1
 صورت این ، درباشد 

 زیرا ،است گیرزمین H  )الف(

 𝑎2 = Inf{𝑦|𝑦 ∈ [ , +∞]} =  , 𝑎1 = Inf{𝑥|𝑥 ∈ [−1,1]} = −1, 

𝐻(−1, 𝑦) = 𝐻(𝑥, ) = . 

 از عبارتند Hکناری توابع  )ب( 

 𝑏2 = sup{𝑦|𝑦 ∈ [ , +∞]} = +∞ ,   𝑏1 = sup{𝑥|𝑥 ∈ [−1,1]} = 1, 

F(𝑥) = H(𝑥,+∞) = lim
𝑦→+∞

H(𝑥, 𝑦) =
(𝑥 + 1)

2
, 

G(𝑦) = H(1, 𝑦) = 1 − 𝑒−𝑦. 

∎
       

 گیرصعودی و زمین –تابعی دو Hو  𝑅̅های ناتهی از زیرمجموعه 𝑆2و  𝑆1 کنید فرض :3-4-1لم

𝐷𝑜𝑚(H) با = 𝑆1 × 𝑆2 𝑅̅
 همچنین فرض توابع کناری آن نیز موجودند و باشد که 𝑅𝑎𝑛 (H)𝑅 و 2

,𝑥1) کنید 𝑦1)  و(𝑥2, 𝑦2)  نقاطی در𝑆1 × 𝑆2 گاه داریمباشند. آن 
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 یاول: مفاهیم اساسی و تعاریف مقدمات فصل   

|H(𝑥2, 𝑦2) − H(𝑥1, 𝑦1)| ≤ |F(𝑥2) − F(𝑥1)| + |G(𝑦2) − G(𝑦1)|. 

 :اثبات

,𝐻(𝑥1با اضافه و کم کردن مقدار  𝑦2) از نامساوی مثلث داریم و با استفاده 

|H(𝑥2, 𝑦2) − H(𝑥1, 𝑦1)| = |H(𝑥2, 𝑦2) − H(𝑥1, 𝑦2) + H(𝑥1, 𝑦2) − H(𝑥1, 𝑦1)| 

                                 ≤ |H(x2, y2) − H(x1, y2)| + |H(x1, y2) − H(x1, y1)|    (3 − 1) 

𝑏2  فرض کنید اکنون = sup{𝑦: 𝑦 ∈ 𝑆2} 𝑏1 و  = sup{𝑥: 𝑥 ∈ 𝑆1}. بگیرید نظر دو حالت در: 

𝑥1در حالت اول  ≤ 𝑥2 بودن  گیرصعودی و زمین–فرض دو بقط ،گرفته نظر درH (2-4-9) و لم، 

 داریم ℎ2(𝑦2)طبق تعریف  و است نسبت به هر مؤلفه نانزولی H ت تابعتوان گفمی

ℎ2(𝑦2) = H(𝑥2, 𝑦2) − H(𝑥1, 𝑦2) ≥ . 

 داشت خواهیمو تعریف توابع کناری  ℎ2 بودن و نانزولی 𝑏2 همچنین با توجه به تعریف 

° ≤ H(𝑥2, 𝑦2) − H(𝑥1, 𝑦2) ≤ H(𝑥2, b2) − H(𝑥1, b2) = 𝐹(𝑥2) − 𝐹(𝑥1).                (4 − 1) 

𝑥1در حالت دوم  ≥ 𝑥2 داشت خواهیم ،حالت اولو لذا طبق  گرفته نظردر 

H(𝑥2, 𝑦2) − H(𝑥1, 𝑦2) = −ℎ2(𝑦2) ≥ −ℎ2(𝑏2) = 𝐹(𝑥1) − 𝐹(𝑥2).                           (5 − 1) 

 داریم( 5-9و )( 4-9های )و نامساویمطلق  طبق خاصیت قدر بنابراین

|H(𝑥2, 𝑦2) − H(𝑥1, 𝑦2)| ≤ |𝐹(𝑥2) − 𝐹(𝑥1)|.                                                                 (6 − 1) 

𝑦1و دو حالت  ℎ1(𝑥1) ، 𝑏1گرفتن  نظر و در با استدلالی مشابه ≤ 𝑦2  و𝑦1 ≥ 𝑦2  ،در محاسبات فوق

 آورد دسته توان بمی

|H(𝑥1, 𝑦2) − H(𝑥1, 𝑦1)| ≤ |G(𝑦2) − G(𝑦1)|                                                                 (7 − 1) 

 داشت خواهیم ،(7-9( و )6-9) ( و1-9) هایبخصوص نامساوی فوقتوجه به محاسبات  جه بایدر نت

∀𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑆1,∀𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑆2: 

|H(𝑥2, 𝑦2) − H(𝑥1, 𝑦1)| ≤ |𝐹(𝑥2) − 𝐹(𝑥1)| + |G(𝑦2) − G(𝑦1)| 

      □   شود.  می حکم ثابت صورت این در
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 یاول: مفاهیم اساسی و تعاریف مقدمات فصل   

 صلمف 1-5

 9نظور ابتدا زیرمفصلم این پرداخته و بهمفصل  ،یعنی نامه،ین پایانادر این بخش، به تعریف موضوع اصلی 

مفصل  ،I2 یبه دامنه با تعمیم آن کرده و بیانرا است  گیرصعودی و زمین–که کلاسی معین از توابع دو

 کنیم.را تعریف می

 کند: در شرایط زیر صدقهرگاه  نامند،مفصل را زیر ′Cی دومتغیره تابع :1-5-1تعریف

9- 𝐷𝑜𝑚(C′ ) = 𝑆1 × 𝑆2  که در آن𝑆1  و𝑆2 ی ازایهزیرمجموعه I  هستند 9و شامل صفر و. 

2- C′  باشد. گیرصعودی و زمین–دوتابعی 

1-  ∀𝑢 ∈ 𝑆1, 𝑣 ∈ 𝑆2 ∶             C
′(𝑢, 1) = 𝑢    و    C′(1, 𝑣) = 𝑣   

𝑢∀ کنید توجه :1-5-1نکته ∈ 𝑆1, 𝑣 ∈ 𝑆2،  داریم ≤ C′(𝑢, 𝑣) ≤ 1. 

)′C ،یگیربر خاصیت زمینبنا زیرا , 𝑣)  ( داریم2-4-9طبق لم )طرفی  از .=

 C′( , 𝑣) ≤ C′(𝑢, 𝑣) ≤ C′(1, 𝑣).  زیرمفصل و توجه به خاصیت سوم  باهمچنین𝑣 ∈ I، توان نتیجهمی 

 :گرفت

 = C′( , 𝑣) ≤ C′(𝑢, 𝑣) ≤ C′(1, 𝑣) = 𝑣 ≤ 1                  □ 

:C تابع زیرمفصل :2-5-1تعریف I2 → I  است، اگر دارای شرایط زیر باشد: "مفصل"یک 

,𝑢 برای هر -9 𝑣 ∈ I باشیم داشته 

C(𝑢, ) = = C( , 𝑣), 

C(𝑢, 1) = 𝑢    ,   C(1, 𝑣) = 𝑣. 

,𝑢1 برای هر -2 𝑢2, 𝑣1, 𝑣2 ∈ I،  طوری کهبه 𝑢1 ≤ 𝑢2, 𝑣1 ≤ 𝑣2، باشیم داشته 

                                                           
1  Subcopula 
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 یاول: مفاهیم اساسی و تعاریف مقدمات فصل   

𝑉C([𝑢1, 𝑢2] × [𝑣1, 𝑣2]) = C(𝑢2, 𝑣2) − C(𝑢1, 𝑣2) − C(𝑢2, 𝑣1) + C(𝑢1, 𝑣1) ≥ . 

𝐵 برای هر مستطیل C مفصلکه  گر این مطلب است( بیان2شرط ) = [ , 𝑢] × [ , 𝑣]   ; 𝑢, 𝑣 ∈ I  عدد

C(𝑢, 𝑣) که مقداری در دهد می را نسبتI است. 

است که هر مفصل  ها است و واضحآنی وت میان زیرمفصل و مفصل در دامنهکنید که تفامی ملاحظه

هم مفصل برای ذکر است که تمامی خواص م به منیست. لاز باشد ولی عکس آن برقراریک زیرمفصل می

 .هستند زیرمفصل نیز برقرار

 :1-5-1مثال

,C(𝑢ابع وت 𝑣) = 𝑚𝑎𝑥{𝑢 + 𝑣 − 1, }، C(𝑢, 𝑣) = 𝑚𝑖𝑛{𝑢, 𝑣}  وC(𝑢, 𝑣) = 𝑢𝑣 مفصل 

 کنیم:می بررسیجداگانه  طور که برای هر یک به ،هستند

 C(𝑢, 𝑣) = 𝑚𝑎𝑥{𝑢 + 𝑣 − 1, ,𝑢برای هر  جا کهاز آن: { 𝑣 ∈ I، داریم 

C( , 𝑣) = max{𝑣 − 1, } = = C(𝑢, ) = max{𝑢 − 1, }, 

 همچنین  است. گیرزمین Cلذا تابع 

C(1, 𝑣) = max{𝑣, } = 𝑣       و       C(𝑢, 1) = max{𝑢, } = 𝑢. 

 برای هر کنید دوم فرض ویژگیبررسی حال برای  .است ( برقرار9بنابراین ویژگی )

 𝑢1, 𝑢2, 𝑣1, 𝑣2 ∈ I که طوری به 𝑢1 ≤ 𝑢2, 𝑣1 ≤ 𝑣2 باشیم داشته 

𝑉C([𝑢1, 𝑢2] × [𝑣1, 𝑣2]) = C(𝑢2, 𝑣2) − C(𝑢1, 𝑣2) − C(𝑢2, 𝑣1) + C(𝑢1, 𝑣1) 

 = max{𝑢2 + 𝑣2 − 1, }−max{𝑢1 + 𝑣2 − 1, } 

                      −max{𝑢2 + 𝑣1 − 1, } +max{𝑢1 + 𝑣1 − 1, } 

𝑣1توجه به فرض  که با ≤ 𝑣2 ( 9-4-1و لم)است که ، بدیهی 

max{𝑢2 + 𝑣2 − 1, }−max{𝑢1 + 𝑣2 − 1, }≥ max{𝑢2 + 𝑣1 − 1, } 

                                                               −max{𝑢1 + 𝑣1 − 1, }. 
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 یاول: مفاهیم اساسی و تعاریف مقدمات فصل   

,𝑉C([𝑢1   و داریماست  برقرار نیز (2ویژگی )رو این از 𝑢2] × [𝑣1, 𝑣2]) ≥. 

 𝑀(𝑢, 𝑣) = 𝑚𝑖𝑛{𝑢, 𝑣}برای هر مشابه صورت : به ،𝑢, 𝑣 ∈ I داریم 

C( , 𝑣) = 𝑚𝑖𝑛{ , 𝑣} = = C(𝑢, ) = 𝑚𝑖𝑛{𝑢, }, 

C(1, 𝑣) = 𝑚𝑖𝑛{1, 𝑣} = 𝑣       ,       C(𝑢, 1) = 𝑚𝑖𝑛{𝑢, 1} = 𝑢. 

 ت دوم نیز مشابه تابع قبلی داریمخاصیبرای بررسی باشد و می لذا خاصیت اول برقرار

𝑉C([𝑢1, 𝑢2] × [𝑣1, 𝑣2]) = 𝑚𝑖𝑛{𝑢2, 𝑣2} − 𝑚𝑖𝑛{𝑢1, 𝑣2} − 𝑚𝑖𝑛{𝑢2, 𝑣1} + 𝑚𝑖𝑛{𝑢1, 𝑣1}, 

𝑢1به فرض توجه که با ≤ 𝑢2, 𝑣1 ≤ 𝑣2 خواهیم داشت (9-4-1لم ) و 

𝑚𝑖𝑛{𝑢2, 𝑣2} − 𝑚𝑖𝑛{𝑢1, 𝑣2} ≥ 𝑚𝑖𝑛{𝑢2, 𝑣1} − 𝑚𝑖𝑛{𝑢1, 𝑣1}. 

,𝑉C([𝑢1 و لذا 𝑢2] × [𝑣1, 𝑣2]) ≥. 

 C(𝑢, 𝑣) = 𝑢𝑣 به صورت مشابه، برای هر :𝑢, 𝑣 ∈ I داریم 

C( , 𝑣) = = C(𝑢, ) 

C(1, 𝑣) = 𝑣       و       C(𝑢, 1) = 𝑢 

𝑢1توجه به فرض  و با ≤ 𝑢2, 𝑣1 ≤ 𝑣2 است که ، بدیهی(9-4-9)ی مجدد از لم و استفاده 

𝑉C([𝑢1, 𝑢2] × [𝑣1, 𝑣2]) = 𝑢2𝑣2 − 𝑢1𝑣2 − 𝑢2𝑣1 + 𝑢1𝑣1 

= 𝑣2(𝑢2 − 𝑢1) − 𝑣1(𝑢2 − 𝑢1) ≥ .                   

 .همگی مفصل هستند بنابراینهای مفصل برای توابع فوق برقرار و ی ویژگیکردید که کلیه ملاحظه

■ 

 های مفصل()کران :(2116)نِلسِن،  1-5-1قضیه 

 گاهآن ،باشدمفصل زیر یک ′Cفرض کنید  

∀(u, v) ∈ 𝑆1 × 𝑆2 = Dom(C′), 

𝑊(u, v) = max{𝑢+ 𝑣 − 1, } ≤C′(u, v) ≤ min{𝑢, 𝑣} = 𝑀(u, v).                     (8 − 1) 

 دهندمی نمایشنیز +C و  −Cترتیب با نمادهای  را به M و Wاست که در برخی مقالات  ذکر قابل)
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 یاول: مفاهیم اساسی و تعاریف مقدمات فصل   

 (.(2111 ،9)بالاکریشنان

 :اثبات

 ′Cگرفت که  یجهتوان نتمی (2-4-9) طبق لم بر ،آن (9توجه به تعریف زیرمفصل و ویژگی ) با

 بنابراین داریم .استؤلفه نسبت به هر متابعی نانزولی 

C′(𝑢, 𝑣) ≤ C′(𝑢, 1) = 𝑢,                                                                                           (9 − 1) 

C′(𝑢, 𝑣) ≤ C′(1, 𝑣) = 𝑣.                                                                                         (10 − 1) 

 ( خواهیم داشت:91-9و ) (1-9با توجه به )لذا 

C′(𝑢, 𝑣) ≤ 𝑚𝑖𝑛{𝑢, 𝑣}.                                                                                              (11 − 1) 

𝐵 تطیلآوردن کران پایین، مس دسته حال برای ب = [𝑢, 1] × [𝑣,  ′Cه ک جاآن گرفته و از ظرن را در [1

 توان گفتصعودی است، می-دو

𝑉C′(𝐵) = C
′(1,1) − C′(𝑢, 1) − C′(1, 𝑣) + C′(𝑢, 𝑣) ≥  

 بنابراین

C′(𝑢, 𝑣) ≥ 𝑢 + 𝑣 − 1 

≥°( همواره داریم 9-5-9) ینکتههمچنین با استفاده از  و C′(𝑢, 𝑣) شود و خواهیممی حاصل، لذا نتیجه 

 داشت

max{𝑢 + 𝑣 − 1, } ≤ C′(u, v).                                                                             (12 − 1) 

 □  شود.   می ثابت حکم (92-9)و  (99-9)آمده در  دسته ببا توجه به نتایج 

 نیز برقرار هاصلبرای مف( 8-9)هر مفصل یک زیرمفصل است بنابراین نامساوی  همانطور که گفتیم

ی قضیه ،آمد دستهب (9141) و هافدینگ (9115) فرشه ها طی مطالعاتاین کران کهجا آنهستند. از 

بین دو مفصل  Cتوان گفت هر مفصل بنابراین می .اندیافته شهرت هافدینگ–های فرشهه کرانفوق ب

                                                           
1 BalakrIshnan 
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 یاول: مفاهیم اساسی و تعاریف مقدمات فصل   

M(𝑢, 𝑣) = min{𝑢, 𝑣}  وW(𝑢, 𝑣) = max{𝑢 + 𝑣 − 1,  . یعنیدارد ، قرار{

𝑊(u, v) = max{𝑢+ 𝑣 − 1, } ≤C(u, v) ≤ min{𝑢, 𝑣} = M(u, v). 

 .(2116 ،)اشمیت کرد مشاهده 9-9 توان در شکلمی این مطلب را

 

گییرد. میی قرار است، شده داده که در شکل نشانهافدینگ هر مفصل در داخل هرمی –های فرشهاساس کرانبر :9-9شکل 

,W(𝑢 یعنی ؛کران پایینسطح مربوط به قاعده و سطح پشت هرم،  𝑣) = max{𝑢 + 𝑣 − 1, ، کیران و سیطح جلیوی هیرم{

,𝑀(𝑢 یعنی ؛بالا 𝑣) = 𝑚𝑖𝑛{𝑢, 𝑣} باشد.می 

,𝑢1) گاه برای هرآن یک زیرمفصل باشد ′Cکنید  فرض :(2116)نِلسِن،  2-5-1قضیه 𝑢2) و 

(𝑣1, 𝑣2)  عضو𝐷𝑜𝑚 (C′)همواره برقرار است مشهور 9شیتزلیپ ساویکه تحت عنوان نام زیری ، رابطه 

 :است

|C′(𝑢2, 𝑣2) − C
′(𝑢1, 𝑣1)| ≤ |𝑢2 − 𝑢1| + |𝑣2 − 𝑣1|. 

 است. واخت پیوستهطور یکن اش بهبر روی دامنه ′Cرو ایناز

 رسد.می نظر بدیهی به (1-4-9)توجه به لم  بااثبات 

𝑎یک مفصل و  Cکنید  فرض :3-5-1تعریف  ∈ I مفصل  2. بخش افقیباشدC  در𝑎 تابعی از ،I 

                                                           
1  Lipschitz 
2  Horizontal 



20 
  
 

21 

 یاول: مفاهیم اساسی و تعاریف مقدمات فصل   

𝑡صورت  به ،Iبه  ⟼ C(𝑡, 𝑎) مفصل  9عمودیبخش  اشد.بمیC  در𝑎 تابعی از ،I  بهI، صورت  به𝑡 ⟼

C(𝑎, 𝑡) های زیر معرفیصورت نگاشت به به ترتیب مودی راافقی و عدو بخش توان میهمچنین  .باشدمی 

 کرد:

ℎ𝑎
C: [ , 1] → [ , 𝑎],    ℎ𝑎(𝑡) ≔ C(𝑡, 𝑎), 

𝑣𝑎
C: [ , 1] → [ , 𝑎],    𝑣𝑎(𝑡) ≔ C(𝑎, 𝑡). 

δابع ، تCمفصل  2یقطرو بخش 
C

δ صورتبه  ، تعریفIبه  Iاز  
C
(𝑡) = C(𝑡, 𝑡) باشدمی. 

طور ه نزولی و بنا، Iدر  Cهای افقی، عمودی و قطری مفصل هر یک از بخش :1-5-1 نتیجه

 یکنواخت پیوسته هستند.

 :اثبات

 9-4-9تعریف  همچنین طبق نانزولی بودن بدیهی است. 1-5-9با توجه به تعریف مفصل و تعریف 

p|که  Xدر  q و pبه ازای هر  − q| < δ، باید ثابت کنیم 

|C(𝑝, 𝑎) − C(𝑞, 𝑎)| < ε, 

 داریم  2-5-9با توجه به قضیه 

|C(𝑝, 𝑎) − C(𝑞, 𝑎)| ≤ |𝑝 − 𝑞| + |𝑎 − 𝑎| 

ε گرفتنبنابراین با در نظر  = δهای عمودی و ، بخش افقی به طور یکنواخت پیوسته است برای بخش

  □   شود.قطری نیز به همین ترتیب ثابت می

شود که می شخص، م(9-9های مفصل )شکل و کران شیتزنامساوی لیپ به تعریف مفصل،توجه با

𝑧) صلنمودار هر مف = C(𝑢, 𝑣)) در  یک مکعب یکه هرم واقع در سطحی پیوسته داخلI3، رئوس آن  که

,1) و  را نقاط , ) و ( , , ) و (1,1,1) ( , 1,  .باشددهند، میتشکیل می  (

                                                           
1  Vertical 
2  Diagonal 
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 یاول: مفاهیم اساسی و تعاریف مقدمات فصل   

 که توسط باشدمفصل می 9تراز هاینمودار ،ی نمودار مفصلارایهیک روش ساده اما مفید برای 

𝑎دادن  با قرار و شد مطرح (1917) 2کانویِ = C(𝑢, 𝑣) ، که𝑎 عددی ثابت در I ی شده، مقاطع بریدهاست

 M ،Π هایصلیک از مف تراز هرنمودار  (2-9) برای مثال در شکل .دهدمی نمایش I2 نمودار مفصل را در

 کنید.می را مشاهده W و 

 

 W و  M ،Π هایصل: نمودار تراز مف2-9شکل 

 پردازیم.می هاصلمف مشتق جزییبه مبحث  اندشده مطرح ی این بخشدر ادامهای که در دو قضیه

هر مفصل یک تابع توزیع تجمعی است و طبیعتاً تفسیر نظری نمودارهای این توابع به طور  ،به تعریف بنا

جای نمودارهای تابع توزیع  به هابرای تفسیر توزیع آن . به همین دلیلبسیار مشکل است ،صعودییکنوا 

دارای چگالی نیستند. در ادامه  ها همیشهالبته مفصل .شودمی ها استفاده، از نمودارهای چگالی آنتجمعی

  (.2116 ،)اشمیت شودمی ارایهی ندارند هایی که تابع چگالهایی از مفصلنمونه

 گاهیک مفصل باشد، آن C کنید فرض :3-5-1قضیه

𝑣ر )الف( تقریباً برای ه ∈ 𝐼 ، 𝜕C(𝑢,𝑣)

𝜕𝑢
 باشد.می 9موجود و مقداری بین صفر و  

𝑢 تقریباً برای هر (ب) ∈ I ،𝜕C(𝑢,𝑣)

𝜕𝑣
 باشد.می 9موجود و مقداری بین صفر و  

C(𝑢,𝑣)�� این بر علاوه

𝜕𝑢
C(𝑢,𝑣)��و  

𝜕𝑣
 نزولی هستند.ناتقریباً همه جا  

                                                           
1  Contour diagram 
2  Conway 
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 یاول: مفاهیم اساسی و تعاریف مقدمات فصل   

 اثبات:

C(𝑢,𝑣)��نزولی و به طور یکنواخت پیوسته هستند، وجود مشتقات ، ناCکه مقاطع افقی و عمودی  جاآن از

𝜕𝑢
 و 

𝜕C(𝑢,𝑣)

𝜕𝑣
 از قضیه ،که دو مشتق فوق، مقداری بین صفر و یک هستنددادن این نشان برای بدیهی است. 

𝑣1دهیم می قرار کرده و استفاده 9-5-2  = 𝑣2 = 𝑣.  خواهیم داشتلذا 

|C(𝑢2, 𝑣) − C(𝑢1, 𝑣)| ≤ |𝑢2 − 𝑢1| 

,C(𝑢بودن حال با توجه به نانزولی 𝑣) دادن و قرار𝑢2 = 𝑢 + ℎ  و𝑢1 = 𝑢 داریم 

 ≤
𝜕C(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑢
= lim

ℎ→0

C(𝑢 + ℎ, 𝑣) − C(𝑢, 𝑣)

ℎ
≤ lim

ℎ→0

ℎ

ℎ
= 1. 

≥  شودمی ثابت به طور مشابه،
𝜕C(𝑢,𝑣)

𝜕𝑣
≤ 1. 

𝜕𝐶(𝑢,𝑣)

𝜕𝑢
𝐶(𝑢,𝑣)��و  

𝜕𝑣
 داریم ،9-4-9 لم و Cبودن  صعودی-دو نزولی هستند زیرا با توجه بهنا 

ℎ1(𝑢) = C(𝑢, 𝑣2) − C(𝑢, 𝑣1), 

𝑣1که برای هر  ≤ 𝑣2 نسبت به ،𝑢 لذا .نانزولی است 

ℎ1
′ (𝑢) =

𝜕C(𝑢, 𝑣2)

𝜕𝑢
−
𝜕C(𝑢, 𝑣1)

𝜕𝑢
≥ . 

C(𝑢,𝑣)��بنابراین 

𝜕𝑢
𝑣برای هر   ∈ 𝐼 برای نزولی استنا ،𝜕C(𝑢,𝑣)

𝜕𝑣
 □شود.     می نیز به طور مشابه ثابت 

C(𝑢,𝑣)��اگر  یک مفصل باشد. Cکنید  فرض :(9169، 9سیلیِ) 4-5-1قضیه

𝜕𝑣
2C(𝑢,𝑣)��و  

𝜕𝑢𝜕𝑣
Iدر 

2 

C(𝑢,𝑣)��پیوسته و 

𝜕𝑢
𝑢برای هر   ∈ ( , 𝑣زمانی که  ،(1  گاه، آنباشد است، موجود =

𝜕C(𝑢,𝑣)

𝜕𝑢
2C(𝑢,𝑣)��و  

𝜕𝑣𝜕𝑢
 در 

( , 1)
 داشت خواهیماست و  موجود 2

𝜕2C(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑢𝜕𝑣
=
𝜕2C(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑣𝜕𝑢
. 

                                                           
1  Seeley 
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 یاول: مفاهیم اساسی و تعاریف مقدمات فصل   

 اسکلار یقضیه 1-6

 هاصلمف کارگیریبه که از پرکاربردترین قضایا در ی اسکلاریعنی قضیه اساسی این فصلموضوع حال به 

توأم میان توابع توزیع  ارتباطدر  هاصلمفنقشی که به ی اسکلار . قضیهرسیممی ،آیدمی شمار به

  د.دار اشاره ،دنکنمیها ایفا ی آنمتغیرهکناری یکتوابع چندمتغیره و 

 .کنیممی اشارهها به آن هایی است که ابتدادر گرو بیان لم اثبات این قضیهبیان و 

 گاهآن باشد Gو  F کناریتوزیع تابع توزیع توأم با توابع  Hکنید  فرض :(2116)نِلسِن،  1-6-1لم

 که: طوری است به موجود ′Cی زیرمفصل یکتا

9- 𝐷𝑜𝑚(C′) = 𝑅𝑎𝑛 F × 𝑅𝑎𝑛 G. 

,𝑥برای هر  -2 𝑦 ∈ 𝑅̅، باشیمشته دا 

H(𝑥, 𝑦) = C′(F(𝑥), G(𝑦)). 

 اثبات:

𝑆1گرفتن  نظر را با در 1-4-9شرایط لم  H دهد که تابعمی ابع توزیع توأم، نشانتعریف ت = 𝑆2 =

𝑅̅ برای هر دو نقطه مانند رواین باشد. ازمی دارا (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) ∈ 𝑅̅
 داریم 2

|H(𝑥2, 𝑦2) − H(𝑥1, 𝑦1)| ≤ |F(𝑥2) − F(𝑥1)| + |G(𝑦2) − G(𝑦1)|, 

F(𝑥1)دادن  ن با قراراتوکه می = F(𝑥2) و G(𝑦1) = G(𝑦2) گرفت نتیجه H(𝑥1, 𝑦1) = H(𝑥2, 𝑦2) و 

,F(𝑥)))} مجموعه نقاط رواین از .کردیم را بررسیبودن  تابع لذا شرایط G(𝑦)), H(𝑥, 𝑦)) |𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅̅}  ،

𝑅𝑎𝑛 Fی را با دامنه ′C یتغیرهمتابع حقیقی دو × 𝑅𝑎𝑛 G مفصل میاین تابع یک زیر کنند.می تعریف-

 بررسی ′C مفصل را برایخواص زیری . حال کلیهاست آمده دسته ب Hتابع باشد که مستقیماً از خواص 

 :صعودی است-دهیم دوابتدا نشان میکنیم. می



24 
  
 

24 

 یاول: مفاهیم اساسی و تعاریف مقدمات فصل   

∀𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑅𝑎𝑛 F: 𝑢1 ≤ 𝑢2, ∀𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑅𝑎𝑛 G: 𝑣1 ≤ 𝑣2. 

 تابع هستند Gو  F که جاآن از

∃𝑥1 ≤ 𝑥2 ∈ 𝐷𝑜𝑚 F: F(𝑥𝑖) = 𝑢𝑖   و   ∃𝑦1 ≤ 𝑦
2
∈ 𝐷𝑜𝑚 G: G(𝑦

𝑖
) = 𝑣𝑖.     

 بنابراین

𝑉C′([𝑢1, 𝑢2] × [𝑣1, 𝑣2]) = C′(𝑢2, 𝑣2) − C′(𝑢1, 𝑣2) − C′(𝑢2, 𝑣1) + C′(𝑢1, 𝑣1) 

= C′(F(𝑥2), G(𝑦2)) − C
′(F(𝑥1), G(𝑦2))         

−C′(F(𝑥2), G(𝑦1)) + C′(F(𝑥1), G(𝑦1)), 

 ، داریمHبودن  وأمتابع توزیع ت ه و فرضطی که در نظر گرفته شدای نقکه با توجه به مجموعه

𝑉C([𝑢1, 𝑢2] × [𝑣1, 𝑣2]) = H(𝑥2, 𝑦2) − H(𝑥1, 𝑦2) − H(𝑥2, 𝑦1) + H(𝑥1, 𝑦1) ≥ . 

 .صعودی است-دو ′Cبنابراین 

 Gو  F بودن توزیع خاصیت تابع شده و گرفته نظر ی نقاطی که درمجموعه در این قسمت نیز از

 دهیم:می شاندیگر زیرمفصل را ن هایژگیوی درستی و کنیممی استفاده

∀𝑢 ∈ 𝑅𝑎𝑛 F ⊆ I:    ∃𝑥 ∈ D𝑜𝑚 F: 𝑢 = F(𝑥)  

C′(𝑢, 1) = C′(F(𝑥), G(+∞)) = H(𝑥,+∞) = F(𝑥) = 𝑢, 

∀𝑣 ∈ 𝑅𝑎𝑛 G ⊆ I:    ∃𝑦 ∈ D𝑜𝑚 G: 𝑣 = G(𝑦) 

C′(1, 𝑣) = C′(F(+∞), G(𝑦)) = H(+∞,𝑦) = G(𝑦) = 𝑣. 

 زیرا ،است گیرزمین ′Cو 

C′(𝑢, ) = C′(F(𝑥), G(−∞)) = H(𝑥,−∞) = , 

C′( , 𝑣) = C′(F(−∞), G(𝑦)) = H(−∞, 𝑦) = . 

 □   د.  وشمیلذا حکم ثابت 

  کهطوریدارد به وجود C، تابع مفصل  ′Cبرای هر تابع زیرمفصل  :(2116)نِلسِن،  2-6-1لم

∀(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐷𝑜𝑚 C′ ∶       C (𝑢, 𝑣) = C′(𝑢, 𝑣) 
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 داد که البته این مفصل یکتا نیست. یمتوان یک زیرمفصل را به یک مفصل تعممی یعنی

 .فرمایید رک بهتر لم فوق به مثال زیر توجهحال برای د

,𝑎)را برای هر Hتابع توزیع توأم  :9-6-9مثال 𝑏) ∈ 𝑅2 نظر  در که به صورت زیر تعریف شده

 :بگیرید

𝐻(𝑥, 𝑦) = {
,         𝑥 < 𝑎 یا 𝑦 < 𝑏,

1,         𝑥 ≥ 𝑎 و 𝑦 ≥ 𝑏.
 

 صورت توابع کناری عبارتند از این در

F(𝑥) = 𝜀𝑎(𝑥) = {
         𝑥 ∈ (−∞, 𝑎)

1          𝑥 ∈ [𝑎, +∞) 
G(𝑦)         و         = 𝜀𝑏(𝑦) = {

         𝑦 ∈ (−∞, 𝑏)

1          𝑦 ∈ [𝑏, +∞)
 

𝐷𝑜𝑚(C′)با ، ′C ، زیرمفصلی مانند9-6-1بنا به لم = 𝑅𝑎𝑛 F × 𝑅𝑎𝑛 G = { ,1} × { ,  شکلبه  ، {1

H(𝑥, 𝑦) = C′(F(𝑥), G(𝑦)) داریم بنابراین دارد و وجود: 

C′( , ) = C′( , 1) = C′(1, ) = , 

C′(1,1) = 1. 

,Π(𝑢 واضح است که مفصل 𝑣) = 𝑢𝑣،  یک تعمیم ازC′ زیرا ،است 

∀(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐷𝑜𝑚 C′:      C′(𝑢, 𝑣) = Π(𝑢, 𝑣) = 𝑢𝑣. 

,M(𝑢دیگری چون هایصلفهمچنین م 𝑣) = min{𝑢, 𝑣}  وW(𝑢, 𝑣) = max{𝑢 + 𝑣 − 1, یک  {

 ∎     .یکتا نیستکند، می این تابع مفصلی که در لم فوق صدقبنابر .هستند ′Cزیرمفصل تعمیم از 

 نهاد.های اساسی نظریه مفصل را بنا ، پایهزیر با بیان و اثبات قضیهاسکلار 

 ی اسکلار()قضیه :(2116)نِلسِن،  1-6-1قضیه 

وجود دارد  Cباشد، در این صورت مفصل  Gو  Fتابع توزیع توأم با توابع توزیع کناری  Hفرض کنید 
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,𝑥به طوری که برای هر  𝑦 ∈ 𝑅̅ داشته باشیم 

H(𝑥, 𝑦) = C(F(𝑥), G(𝑦))                                                                                     (13 − 1) 

𝑅𝑎𝑛 Fروی  Cیکتاست. در غیر این صورت  Cگاه پیوسته باشند آن Gو  Fاگر توابع کناری  × 𝑅𝑎𝑛 G  به

 شود.طور یکتا تعیین می

شده به شکل تعریف Hگاه تابع توابع توزیع باشند، آن Gو  Fمفصل باشد و  یک Cبرعکس، اگر 

 است. Gو  F(، یک تابع توزیع توأم با توابع کناری 91-9تساوی )

 اثبات

 ،9-6-9لذا طبق لم  باشدمی Gو  F توزیع کناریتابع توزیع توأم با توابع یک  H که جاآن از

𝐷𝑜𝑚(𝐶′)که،  طوری به موجود است ′Cزیرمفصل یکتای  = 𝑅𝑎𝑛 𝐹 × 𝑅𝑎𝑛 𝐺  برای هر و𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅̅ 

 داریم

H(𝑥, 𝑦) = C′(F(𝑥), G(𝑦)). 

 داشت خواهیم داد و تعمیم فصل را به مفصلمتوان این زیر، می2-6-9ی طبق لم طرف از

H(𝑥, 𝑦) = C(F(𝑥), G(𝑦)). 

ه بسیار آسان است زیرا کافیست ک. اما اثبات سوی دیگر قضیه شودبنابراین، طرف اول قضیه ثابت می

فی طر از .باشدمی گیرصعودی و زمین -لذا دومفصل است  Cچون  کنیم. خواص تابع توزیع توأم را بررسی

 است بدیهی، تابع توزیع هستند Gو  F کهو این C دیگر با توجه به ویژگی

H(+∞,+∞) = C(F(+∞), G(+∞)) = C(1,1) = 1. 

 ، داریماز راست پیوسته هستند تابع توزیع بوده و Gو  Fکه هر یک از و همچنین با توجه به این

lim
ℎ→



H(𝑥 + ℎ, 𝑦) = lim
ℎ→



C(F(𝑥 + ℎ), G(𝑦)) = C(F(𝑥), G(𝑦)) = H(𝑥, 𝑦), 
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lim
ℎ→



H(𝑥, 𝑦 + ℎ) = lim
ℎ→



C(F(𝑥), G(𝑦 + ℎ)) = C(F(𝑥), G(𝑦)) = H(𝑥, 𝑦). 

خواص تابع  یکلیه Hبدین ترتیب  .باشدهایش از راست پیوسته میلفهؤنسبت به هر یک از م Hبنابراین 

 □د.      شومی بوده و حکم ثابت را دارا توأم وزیعت

و توابع  Cبا تابع مفصل  H بین توزیع توأم ارتباط ی اسکلارقضیه ،کردید طور که ملاحظههمان

توأم و برحسب تابع توزیع  Cمفصل قابلیت بیان این قضیه ، به علاوه .دکنمی بیان را Gو  F توزیع کناری

های شیوهد، به ناری اکیداً صعودی نباشابع توزیع کنوکه ت صورتی در .نیز دارد را توابع توزیع کناری وارون

از برخی  البته .اندکرده را تعریف "وارونشبه"سبب  همین به آورد دسته وارون آن را ب تواننمیمعمول 

 است آمده دسته ب 2های چندکیتبدیل اساس برو  اندهدنیز نامی "9یافتهوارون تعمیم"نویسندگان آن را 

 .(2116 ،)اشمیت اشاره شدبه آن  ،6-4-9در تعریف  که

 ′Cزیرمفصل  دارای و Gو  F کناریتوزیع تابع توزیع توأم با توابع  H کنید فرض :1-6-1نتیجه

 Gو  F هایوارونشبهترتیب  به G(−1)و  F(−1)کنید  و همچنین فرض باشد (9-6-9)شده در لم داده

,𝑢)هر گاه برای آن باشند. 𝑣) عضو 𝐷𝑜𝑚(C′)، داریم 

C′(𝑢, 𝑣) = H(F(−1)(𝑢), G(−1)(𝑣)). 

مفصل با آوردن  دسته ای کارا برای بتواند شیوهی فوق، میباشند، نتیجهپیوسته  Gو  F زمانی که

 استفاده از تابع توزیع توأم باشد.

,𝑋)کنید  فرض :2-6-1مثال 𝑌)  دارای توزیع گامبل با پارامتر𝜃، (𝑋, 𝑌~G𝑢𝑚𝑏𝑒𝑙(𝜃))،  و𝐻𝜃 

,𝑋)تابع توزیع توأم  𝑌)  شکل زیر باشدبه 

                                                           
1  Generalized-Inverse 
2  Quantile transformations 
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𝐻𝜃 = {
1 − 𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑦 + 𝑒−(𝑥+𝑦+𝜃𝑥𝑦),          𝑥≥ ,𝑦≥

,

 ,                                                           𝑜. 𝑤.
           

] در یپارامتر 𝜃 که طوری به ,  کهباشند می (𝐸𝑥𝑝(1)نمایی ) ،یتوابع توزیع کنار و است [1

F(−1)(𝑢)صورت دارای معکوسی به = −𝑙𝑛 (1 − 𝑢) و G(−1)(𝑣) = −𝑙𝑛 (1 − 𝑣) برای هر𝑢, 𝑣 ∈ 𝐼 

 اسکلار گفت که مفصل به شکل قضیه توان طبقمی ،رونای هستند. از

C𝜃(𝑢, 𝑣) = 𝐻𝜃 (F
(−1)(𝑢), G(−1)(𝑣)), 

C𝜃(𝑢, 𝑣) = 𝑢 + 𝑣 − 1 + (1 − 𝑢)(1 − 𝑣)𝑒
−𝜃 ln(1−𝑢) ln(1−𝑣),                   

 □خواهد بود.    

 تابع مفصل و متغیرهای تصادفی  1-7

 د.نشوذکر می ،های تابع مفصل، بر مبنای متغیرهای تصادفیبرخی از ویژگی ،در این بخش

 ()اسکلار برمبنای متغیر تصادفی :(2116)نِلسِن،  1-7-1قضیه 

 Gو  F ترتیب به کناری توزیع توابع و H تابع توزیع توأم با دو متغیر تصادفی 𝑌و  𝑋 کنید فرض

,𝑥که برای هر  طوری دارد، به وجود Cصورت مفصل  این د، درنباش 𝑦 ∈ 𝑅̅داریم ، 

H(𝑥, 𝑦) = C(F(𝑥), G(𝑦)). 

𝑅𝑎𝑛 Fروی  Cصورت  ینا غیر یکتاست. در Cگاه آن باشند پیوسته Gو  F اگر توابع کناری × 𝑅𝑎𝑛 G به 

 شود.می کتا تعیینی طور

 شده به فرم تعریف Hگاه تابع آن ،ابع توزیع باشندوت Gو  F صل باشد ومف یک Cبرعکس، اگر

H(𝑥, 𝑦) = C(F(𝑥), G(𝑦))یک تابع توزیع توأم با توابع کناری ، F  وG  .است 

تابع توزیع دو متغیر تصادفی پیوسته با  𝑌و  𝑋 کنید فرض :(2116)نِلسنِ،  2-7-1قضیه )*(
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 اگر تنها و اگر ،مستقل هستند 𝑌و  𝑋 گاهآن .باشند Gو  F به ترتیب توابع توزیع کناری و H توأم

∀(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑅𝑎𝑛 F × 𝑅𝑎𝑛 G باشیم داشته 

CXY(𝑢, 𝑣) = Π(𝑢, 𝑣) = 𝑢𝑣. 

 اثبات:

,𝑥 برای هر اگر و تنها اگر ،مستقل هستند 𝑌و  𝑋دانیم می 𝑦 ∈ 𝑅 شیمداشته با 

H(𝑥, 𝑦) = F(𝑥). G(𝑦) 

 ، اگر و تنها اگر 9-6-9ی و طبق نتیجه

∀𝑢, 𝑣 ∈ I ∶ 

CXY(𝑢, 𝑣) = H(F
(−1)(𝑢), G(−1)(𝑣)) = F (F(−1)(𝑢)) . G (G(−1)(𝑣)) = 𝑢𝑣 = Π(𝑢, 𝑣). 

□ 

 شود و تنهامی 𝑌و  𝑋 صلی که مربوط به متغیرهای تصادفییعنی مف CXY کنید که در کل توجه

 رود.نمی کارضربی بهبرای مفصل حاصل

 CXYمفصل دو متغیر تصادفی پیوسته با  𝑌و  𝑋 کنید فرض :(2116)نِلسِن،  3-7-1قضیه

 این در .باشند 𝑅𝑎𝑛 𝑌و  𝑅𝑎𝑛 𝑋 رویشده دو تابع اکیداً صعودی تعریفترتیب،  به 𝛽 و 𝛼 اگر .باشند

 صورت:

CXY = C𝛼(X)𝛽(Y). 

  .هستند 9پایا لات صعودیتحت تبدی ،هاصلیعنی مف

 اثبات:

این  در را مشخص کنند 𝛽(𝑌)و  𝑋، 𝑌 ،𝛼(𝑋)ترتیب توابع توزیع  به G2و  F1 ،G1، F2کنید  فرض

                                                           
1   Invariant 



30 
  
 

31 

 یاول: مفاهیم اساسی و تعاریف مقدمات فصل   

 صورت:

𝐹2(𝑥) = 𝑃(𝛼(𝑋) ≤ 𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝛼−1(𝑥)) = 𝐹1(𝛼
−1(𝑥)),                                  (14 − 1) 

G2(𝑦) = 𝑃(𝛽(𝑌) ≤ 𝑦) = 𝑃(𝑌 ≤ 𝛽−1(𝑦)) = G1(𝛽
−1(𝑦)).                                 (15 − 1) 

 بنابراین

C𝛼(X)𝛽(Y)[𝐹2(𝑥), G2(𝑦)] = 𝑃[𝛼(𝑋) ≤ 𝑥, 𝛽(𝑌) ≤ 𝑦] 

                    = 𝑃[𝑋 ≤ 𝛼−1(𝑥), 𝑌 ≤ 𝛽−1(𝑦)] = 𝐻[𝛼−1(𝑥), 𝛽−1(𝑦)], 

14) ی اسکلار وبا استفاده از قضیه و − 15)و  (1 −  داریم (1

C𝛼(X)𝛽(Y)[𝐹2(𝑥), G2(𝑦)] = CXY[𝐹1(𝛼
−1(𝑥)), G1(𝛽

−1(𝑦))] = CXY[𝐹2(𝑥), G2(𝑦)]. 

𝑅𝑎𝑛F2پیوسته هستند و  𝑌و  𝑋که جا آن از = 𝑅𝑎𝑛G2 = 𝐼 بنابراین روی I2  داشت خواهیم 

CXY = C𝛼(X)𝛽(Y) .            □ 

و  𝛼اگر  باشند، CXYدو متغیر تصادفی پیوسته با مفصل  𝑌و  𝑋 کنید فرض :4-7-1قضیه )*(

𝛽 روی ترتیب،  بهشده دو تابع یکنوای تعریف𝑅𝑎𝑛 𝑋  و𝑅𝑎𝑛 𝑌 صورت این در ،باشند 

 گاه:، آناکیداً نزولی باشد 𝛽اکیداً صعودی و  𝛼اگر -9

 ∀𝑢, 𝑣 ∈ I,         C𝛼(X)𝛽(Y)(𝑢, 𝑣) = 𝑢 − CXY(𝑢, 1 − 𝑣).                                   

 گاه:ی باشد، آنصعوداکیداً  𝛽ی و نزولاکیداً  𝛼اگر -2

∀𝑢, 𝑣 ∈ I,          C𝛼(X)𝛽(Y)(𝑢, 𝑣) = 𝑣 − CXY(1 − 𝑢, 𝑣).                                   

 گاه:د، آنناکیداً نزولی باش، هر دو 𝛽و  𝛼اگر -1

∀𝑢, 𝑣 ∈ I,          C𝛼(X)𝛽(Y)(𝑢, 𝑣) = 𝑢 + 𝑣 − 1 + CXY(1 − 𝑢, 1 − 𝑣).              

 اثبات:

 صورت اینباشند، در  𝛽(𝑌)و  𝛼(𝑋)ترتیب توابع توزیع  به G2و  F2کنید  فرض

 داریم: ،است اکیداً نزولی 𝛽اینکه اول با توجه به  قسمتبرای 
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G2(𝑦) = 𝑃(𝛽(𝑌) ≤ 𝑦) = 𝑃(𝑌 ≥ 𝛽−1(𝑦)) = 1 − G1(𝛽
−1(𝑦)).                      (16 − 1) 

 بنابراین

C𝛼(X)𝛽(Y)[𝐹2(𝑥), G2(𝑦)] = 𝑃[𝛼(𝑋) ≤ 𝑥, 𝛽(𝑌) ≤ 𝑦] = 𝑃[𝑋 ≤ 𝛼−1(𝑥), 𝑌 ≥ 𝛽−1(𝑦)]. 

𝑝(𝐴ی حال با توجه به قاعده ∩ 𝐵′) = 𝑝(𝐴) − 𝑝(𝐴 ∩ 𝐵) :داریم 

C𝛼(X)𝛽(Y)[𝐹2(𝑥), G2(𝑦)] = 𝑃[𝑋 ≤ 𝛼−1(𝑥)] − 𝑃[𝑋 ≤ 𝛼−1(𝑥), 𝑌 ≤ 𝛽−1(𝑦)]. 

14)و با توجه به  − 16)و  1-7-9ی در قضیه (1 −  داریم ،(1

C𝛼(X)𝛽(Y)[𝐹2(𝑥), G2(𝑦)] = 𝐹1(𝛼
−1(𝑥)) − 𝐻[𝛼−1(𝑥), 𝛽−1(𝑦)] 

= 𝐹2(𝑥) − CXY[𝐹1(𝛼
−1(𝑥)), G1(𝛽

−1(𝑦))]   

= 𝐹2(𝑥) − CXY[𝐹2(𝑥), 1 − G2(𝑦)]                

𝑅𝑎𝑛𝐹2پیوسته هستند و  𝑌و  𝑋که جا آناز  = 𝑅𝑎𝑛G2 = I، بنابراین روی I2  دادن با قرار

u=F2(𝑥)  وv=G2(𝑦) خواهیم داشت 

∀𝑢, 𝑣 ∈ I,                   C𝛼(X)𝛽(Y)(𝑢, 𝑣) = 𝑢 − CXY(𝑢, 1 − 𝑣).                                    

 □.  قابل اثبات هستند ت دیگر نیز به صورت مشابهقسمدو  .شودلذا برای قسمت اول حکم ثابت می

 :1-7-1تعریف

 صورت به "اندازه-H" گاه، آنباشد 𝑌و  𝑋و متغیر تصادفی تابع توزیع توأم د H اگر -

𝑉𝐻 (    , ,x y   ) = H(𝑥, 𝑦) شودمی تعریف. 

])𝑉𝐶 به صورت "اندازه-C"گاه آن، یک تابع مفصل باشد C اگر - , 𝑢] × ( , 𝑣)) = C(𝑢, 𝑣) 

 شود.می تعریف

 .باشندحجم می-Hکنید دو تعریف فوق حالت خاصی از می ملاحظه

,C(𝑢 کنید فرض Cبرای هر مفصل  :2-7-1تعریف 𝑣) = 𝐴𝐶(𝑢, 𝑣) + 𝑆𝐶(𝑢, 𝑣) که  طوری به 
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 یاول: مفاهیم اساسی و تعاریف مقدمات فصل   

. 𝐴𝐶(𝑢, 𝑣) = ∫ ∫
𝜕2𝐶(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑡𝜕𝑠

𝑣

°

𝑢

°

𝑑𝑡𝑑𝑠      و      𝑆𝐶(𝑢, 𝑣) = C(𝑢, 𝑣) − 𝐴𝐶(𝑢, 𝑣) 

I2 ،C اگر روی - ≡ 𝐴𝐶 مفصل صورت  این درC  نامند.زیر میبا تابع چگالی توأم  9پیوسته مطلقاًرا 

c(𝑢, 𝑣) =
𝜕2C(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑢𝜕𝑣
. 

𝐼2 ،Cاگر روی  - ≡ 𝑆𝐶 2��حالت ایندرC(𝑢,𝑣)

𝜕𝑢𝜕𝑣
 .نامندمی 2تکینرا  Cو مفصل  =

,𝐴𝐶(𝑢پیوسته به نام  مطلقاً ی دارای یک مؤلفه Cصورت مفصل  نیا غیر در - 𝑣) ی و یک مؤلفه

,𝑆𝐶(𝑢تکین به نام  𝑣) باشد.می 

𝐵 هایمستطیل) I2های باز مجموعهزیرمتمم اجتماع تمام  :3-7-1تعریف  = (𝑢1, 𝑢2) ×

(𝑣1, 𝑣2))  باC-مفصل 1گاهتکیهی صفر را اندازه C مفصلو  گویند  C اگر  است 4گاه کاملدارای تکیه

 .شداب  I2برابر گاه آن تکیه

 باشد زیراگاه کامل میپیوسته است و دارای تکیه ضربی مطلقاًمفصل حاصل: 9-7-9مثال 

𝐴𝛱(𝑢, 𝑣) = ∫ ∫
𝜕2𝐶(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑡𝜕𝑠

𝑣

°

𝑢

°

𝑑𝑡𝑑𝑠 = ∫ ∫ 1
𝑣

°

𝑢

°

𝑑𝑡𝑑𝑠 = 𝑢𝑣 = Π(𝑢, 𝑣). 

     ■ 

                                                           
1  Absolutly continuous 
2  Singular 
3 Support 
4 Full support 



 

 2فصل

 

 

 

 مهم چند مفصل معرفی
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  وم: چند مفصل مهمدفصل   

 مقدمه 2-1

  هایها و مثالقضایا، لم ها را دراز آنبرخی  که پردازیممیمهم صل مف چندفی عرمدر این فصل به 

ها بر اساس ، برخی از آناندهای مختلفی پدیدار شدهها به شکل. مفصلکنیدهای دیگر ملاحظه میفصل

مانند  انددست آمدهه ب برخی دیگر با توجه به تابع توزیع، 9مانند مفصل استقلال بستگی میان متغیرهاوا

  .(2116)اشمیت،  اندمستقیماً مطرح شده مانند مفصل ارشمیدسی و تعدادی نیز،t2مفصل 

که صورت  بدین ،هستند تگی کاملاً متفاوتکنیم که از لحاظ وابسمی مفصلی را معرفی سهدر ابتدا 

 در  ستگی کامل وجود دارد که البتهمیان متغیرها همب ،تای دیگر دو متغیرها مستقل و در در اولی

 .ایدشده ها آشناهای قبل با آنقسمت

 مفصل استقلال 2-2

شود و با نمادهای متفاوت از جمله نمادهای مربوط میمیان متغیرها این مفصل به حالت عدم وابستگی 

 زیر نمایش داده شده است:

∏(𝑢1, 𝑢2) = C (𝑢1, 𝑢2) =∏ iu

2

𝑖=1

 

توان یم از قضیه اسکلار میبه عنوان یک نتیجه مستقهمانطور که در فصل قبل ملاحظه کردید، 

مفصل استقلال  هاآن مربوط به مفصلاگر  تنها و مستقل هستند اگر 𝑌و  𝑋 متغیرهای تصادفی ،گفت

 .(2116 ،و اشمیت 2116 ،)نِلسِنباشد

 بعدی داریم:دودر حالت و چگالی این مفصل مقدار ثابت است 
                                                           
1  Independence copula 
2  t-copula 
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  وم: چند مفصل مهمدفصل   

𝑐(𝑢1, 𝑢2) =
𝜕2C(𝑢1, 𝑢2)

𝜕𝑢1𝜕𝑢2
= 1 

 

 : نمودار مفصل استقلال9-2شکل 

 مفصل هماهنگی 2-3

مفصل  ،. به طور مثالدارند ها ارتباطهافدینگ با مفصل–های فرشهکران کردیم قبلاً اشارهنطور که هما

 د:وشمی تعریفبه شکل زیر  هافدینگ است و-ههمان کران بالای فرش 9هماهنگی

M(𝑢1, 𝑢2) = C+(𝑢1, 𝑢2) = min{𝑢1, 𝑢2} 

اکیداً  تابع. ا وابستگی مثبت کامل برقرار باشدگردد که میان متغیرهمیهماهنگی به حالتی بر

𝑋2 دهیم می گرفته و قرار نظررا در Tصعودی  = T(𝑋1) متناظر با این  مفصل ،1-7-9 به قضیهلذا بنا

 .(2116)اشمیت،  مفصل هماهنگی استمتغیرهای تصادفی 

                                                           
1  Comonotonicity copula 
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  وم: چند مفصل مهمدفصل   

 

 نمودار مفصل هماهنگی :2-2شکل 

 مفصل ناهماهنگی 2-4

یا  9. مفصل ناهماهنگیاست حصول بعدی قابلفقط برای حالت دو ودیگر ناهماهنگی کامل است  حالت

 شود:می تعریفهافدینگ به صورت زیر –فرشه پایین کران

𝑊(𝑢1, 𝑢2) = C
−(𝑢1, 𝑢2) = max{𝑢1 + 𝑢2 − 1, } 

نظر گرفته و قرار را در Tنزولی اکیداً  تابعساختار وابستگی این مفصل وابستگی منفی کامل است 

𝑋2 دهیم می = T(𝑋1) مفصل متناظر با این متغیرهای تصادفی  مفصل ،1-7-9به قضیه لذا بنا

 .(2116)اشمیت،  هماهنگی استنا

 

 : نمودار مفصل ناهماهنگی1-2شکل 

                                                           
1 Countermonotonicity copula 
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  وم: چند مفصل مهمدفصل   

-بنابراین مشتق اند،را پذیرفته 9پیچشی ماهنگی()هماهنگی و ناه هر دو مفصل فوقکه  جاییآن از

در حالت هماهنگی  ،U2و U1بودن شرط معلوم با . برای مثالدارای چگالی مفصل نیستند پذیر نبوده و

U1کنیم  اگر فرض ،کامل = U2 جرم توزیع تنها روی قطر گاهآن𝑢1 = 𝑢2 ن دلیلیاست و ای شده جمع 

 اگر فرض مشابه در حالت ناهماهنگی کامل طور به تواند دارای چگالی باشد.است که مفصل هماهنگی نمی

U1کنیم  = 1 − U2 ،توزیع تنها روی قطر𝑢1 = 1 − 𝑢2 (2116)اشمیت،  بود دارای جرم خواهد.  

 بقا فصلم 2-5

 Gو  F به ترتیب کناری توزیع توابعدارای  و Hبا تابع توزیع توأم  دو متغیر تصادفی 𝑌و  𝑋 کنید فرض

 داریم H̅بنابراین با توجه به تعریف  .باشند

H̅(𝑥, 𝑦) = P(X > 𝑥, Y > 𝑦) = 9− F(𝑥) − G(𝑦) + H(𝑥, 𝑦). 

F̅(𝑥)ریف اتوجه به تع و همچنین با = 9− F(𝑥)  وG̅(𝑦) = 9− G(𝑦)، گفت توانمی 

H̅(𝑥, 𝑦) = 9− F(𝑥) − 9+ 9 − G(𝑦) + H(𝑥, 𝑦) = F̅(𝑥) + G̅(𝑦) − 9+ H(𝑥, 𝑦). 

 ی اسکلارطبق قضیه طرفی از

H(𝑥, 𝑦) = C(F(𝑥), G(𝑦)) = C(1 − F̅(𝑥), 1 − G̅(𝑦)). 

 بنابراین

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅̅
2
,           H̅(𝑥, 𝑦) = F̅(𝑥) + G̅(𝑦) − 9+  C(1 − F̅(𝑥), 1 − G̅(𝑦)).        

:Ĉ تابعبنابراین اگر  I2 → I کنیم: ی زیر تعریفرا با ضابطه 

∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝐼,          Ĉ(𝑢, 𝑣) = 𝑢 + 𝑣 − 9+ C(1 − 𝑢, 1 − 𝑣)                                    (9− 2) 

                                                           
1  kink 
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  وم: چند مفصل مهمدفصل   

 است که  بدیهی

Ĉ(F̅(𝑥), G̅(𝑦)) = H̅(𝑥, 𝑦). 

داد  نشان توانراحتی می و به است یک مفصل C، (9-2ی )در رابطه است که ی قابل توجه ایننکته

سالوادوری،  و 2116)نِلسِن،  شودمی شناخته "9مفصل بقا"تحت عنوان  نیز تابع مفصل است و  Ĉ که

2117). 

 های ارشمیدسیمفصل 2-6

یم که پردازمی 2ارشمیدسی هایصلمفتحت عنوان  ،هاصلیک کلاس مهم از مف قسمت به بررسی این در

 کرد: توان به موارد زیر اشارهمی ،دلایلآن از جمله  .هستند اهمیت به چندین دلیل حائز

 ها آسان است.تشخیص ساختار آن -9 

  .زیاد است ،که در این کلاس عضویت دارندصل های مفخانوادهگوناگونی  -2 

 هستند. پذیری و غیرهشرکتتقارن، از قبیل:  اعضای این کلاس دارای خواص بسیار خوبی -1 

 .مراجعه کنید (9119) ،1سوئیزربه  های ارشمیدسیمفصلتاریخچه ی  یبرای مطالعه

] به I اکیداً نزولی از ییک تابع پیوسته φکنید  فرض :1-6-2تعریف  که طوری به باشد، [∞,

φ(1) φتابع  ،φ وارونشبهصورت  این در. =
[−1]

] با دامنه   زیر تعریف  صورت به،  I و برد [∞,

 :شودمی

                                                           
1 Survival copula 
2 Archimedean copula 
3  Schweizer 
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  وم: چند مفصل مهمدفصل   

φ
[−1]

(t) = {
φ
−1
(t),         ≤ t < φ( ),

  ,                 φ( ) ≤ t ≤ ∞.
 

φکنید که توجه
[−1]

]روی  نزولیتابعی پیوسته و    ]و تابعی اکیداً نزولی روی  [∞, ,φ( )] 

φ ،داریم  Iعلاوه روی است. به
[−1]

(φ(𝑢)) = 𝑢 و 

φ(φ[−1](t)) = {
𝑡 ,              ≤ t < φ( ),

φ( ),         φ( ) ≤ t ≤ ∞
 

                         = 𝑚𝑖𝑛 (𝑡,φ( )) 

)φ و اگر ) = φ  گاهآن ، ∞
[−1]

=
φ
−1

. 

 .کندمی بیان φقضیه زیر روش ساختن تابع مفصل را با استفاده از تابع 

:φ ینزولتابع پیوسته و اکیداً  :(2116)نِلسِن  1-6-2قضیه I → [ , φ(1) که طوری به [∞ =

φو  
[−1]

 صورت تابع این ، دربگیرید نظر دررا وارون آن باشد شبه 

C(𝑢, 𝑣) = φ[−1](φ(𝑢) + φ(𝑣)) = {
φ−1(φ(𝑢) + φ(𝑣)) ,   φ(𝑢) + φ(𝑣) ≤ φ( ),

 ,                                     𝑜. 𝑤.                                 
(2 − 2)  

 محدب باشد. φ اگر تنها و اگر ،یک مفصل است

 بر علاوه .نامندمفصل می "9تابع مولد"را  φتابع نامند و می "مفصل ارشمیدسی"( را 2-2) مفصل

)φباشیم  داشته اگر این ) =  داریم 9-6-2 طبق تعریف رواین. از باشدمی 2مولد اکید φ گاه، آن ∞

φ[−1]
=

φ
−1

 بنابراینو  

∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝐼2,           C(𝑢, 𝑣) = φ−1(φ(𝑢) + φ(𝑣)),      

 نامند.می "یدسی اکیدمفصل ارشم"را 

                                                           
1  Generator 
2  Strict generator 
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  وم: چند مفصل مهمدفصل   

 .کنید اکید را مشاهدهای از توابع مولد اکید و غیرنمونه 4-2توانید در شکل می

 

 )ب(        )الف(                          

  (ب)اکید  و (الف)غیر اکید  های آن در حالتس وعکم: مولد و 4-2شکل 

𝑎∀ گاه، آنباشد Cمولد مفصل  φ زیرا اگر نیست، یکتا Cبرای مفصل  φ  مولد ∈ 𝑅+, 𝑎𝜑  نیز یک

 به رواین از کرد. های بسیاری تولیدتوان مفصلمی ،کارگیری این ویژگیبا به است. C مولد برای مفصل

 پردازیم.معرفی چند مفصل ارشمیدسی می

 شود:میزیر تعریف  صورت به "9هوگارد–لگامبِ"یا مفصل  "لگامبِ"متغیره مفصل دو 

Cθ
GU(𝑢, 𝑣) = exp [−((−Ln 𝑢)θ + (−Ln 𝑣)θ)

1
θ] ,            θ ∈ [1,∞). 

 از است عبارت نیز تابع مولد آن

φGU(u) = (−𝑙𝑛𝑢)𝜃. 

θاگر  = ∏)مفصل استقلال  ،1 ( )u )داشت و وقتی  را خواهیمθ → مفصل گامبل به مفصل  ،∞

M) هماهنگی ( )u) بنابراین مفصل گامبل میان دو حالت استقلال و  .(2116)اشمیت،  شودمی نزدیک

 کند.می کامل تغییر هماهنگی

                                                           
1  Gumbel-Hougaard 
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  وم: چند مفصل مهمدفصل   

  صورت به ،"9قح -خائیلمی -علی"مفصل 

C𝜃
𝐴(𝑢, 𝑣) =

𝑢𝑣

1 − 𝜃(1 − 𝑢)(1 − 𝑣)
 ,       𝜃 ∈ [−1,1). 

 آن به صورت دو تابع مول

φA(u) = 𝑙𝑛 [
(1 − θ(1 − u))

𝑢
]. 

 شود.تعریف می

  به صورت ،"2کلیتون"مفصل 

C𝜃
Cl(𝑢, 𝑣) = (max{𝑢−𝜃 + 𝑣−𝜃 − 1, })

− 
1
𝜃 ,       𝜃 ∈ [−1,∞) − { }. 

 تابع مولد آن نیز به صورت و 

φCl(u) =
1

θ
(𝑢−θ − 1). 

 شود.تعریف می

θاگر  θاگر  گردد.می نزدیک( (𝑢)∏)مفصل کلیتون به مفصل استقلال ، → → مفصل کلیتون به  ،∞

θبرای کند و می میل (M(𝑢)) سمت مفصل هماهنگی = یعنی مفصل  ،هافدینگ–، کران پایین فرشه1−

,W(𝑢1) ناهماهنگی 𝑢2)) یعنی  ،اسی وابستگیبنابراین مفصل کلیتون هر سه حالت اس شد.خواهد  حاصل

 کند.می قلال و هماهنگی کامل را تبیین، استناهماهنگی کامل

θ اگر تنها ،، اکید استمولد مفصل کلیتون  لذا داریم. باشد <

C𝜃
Cl(𝑢, 𝑣) = (𝑢−𝜃 + 𝑣−𝜃 − 1)

− 
1
𝜃. 

𝑢−θ)استفاده از ،که برای تولید مفصل کلیتون کنیدمی توجه − 1جای  به  (1
θ
(𝑢−θ −  ،کافی به (1

                                                           
1  Ali-mikhail-haq 
2  Clayton 
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  وم: چند مفصل مهمدفصل   

𝑢−θ)  تابع θصورت برای مقادیر منفی  این اما در رسدمی نظر − بود و این با تعریف  خواهدصعودی  (1

𝜑 است. تناقض در به عنوان یک تابع نزولی 

  باشد:زیر می ، به صورت"9فرانک"مفصل 

C𝜃
𝐹(𝑢, 𝑣) =

1

𝜃
(1 +

(𝑒−𝜃𝑢 − 1)(𝑒−𝜃𝑣 − 1)

(𝑒−𝜃 − 1)
) ,      𝜃 ∈ (−∞,+∞) − { }.         

  :از ستا آن عبارت مولدو تابع 

φF(u) = ln(𝑒
−θ − 1) − ln(𝑒−θu − 1). 

 

  .کنیدشده را به طور خلاصه ملاحظه میهای ارشمیدسی معرفیمفصل 9-2در جدول 

 

 ارشمیدسی هایی مفصلعضو خانواده فرانکو  کلیتون، حق-میخائیل-علیهای گامبل، : معرفی مفصل9-2جدول 

پارامترفضای  خانواده  (𝝋(𝒖))مولد 

𝜃 گامبل ∈ [1,∞) (−𝑙𝑛𝑢)𝜃  

حق-میخائیل-علی  𝜃 ∈ [−1,1) 𝑙𝑛 [
(1 − θ(1 − u))

𝑢
] 

𝜃 کلیتون ∈ [−1,∞) − { } 
1

θ
(𝑢−θ − 1) 

𝜃 فرانک ∈ (−∞,+∞) − { } 
ln(𝑒−θ − 1) − ln(𝑒−θu

− 1). 

 

مشاهده  5-2شده را در شکل های معرفیتوانید نمودارهای چگالی برخی از مفصلهمچنین می

 کنید.می

 

                                                           
1   Frank 
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  وم: چند مفصل مهمدفصل   

 
 )ج(                                )ب(                                )الف(                           

θ به ازایمفصل فرانک مربوط به  های چگالینمودار: 5-2شکل  = θ به ازای مفصل کلیتون )الف(، 14/14 =  و )ب( 6

θبه ازای مفصل گامبل = 2. 

متغیره لت چندتوان به حاها را میی مطالب این قسمت در حالت دومتغیره بیان شد ولی آنکلیه

( و 2116(، اشمیت )2116نِلسِن )ها و نیز جزئیات بیشتر به ی مثالرای مشاهدهب .نیز تعمیم داد

 .( مراجعه کنید2111بالاکریشنان و همکاران )

 مقدار فرینهای مفصل 2-7

را  هاصلخانواده از مفو سپس این  بیان را راستا این ای درو قضیه توضیحی از تبدیل یک تابع مفصل ابتدا

 کنیم.می معرفی

,𝑋1) کنید فرض 𝑌1),… , (𝑋𝑛, 𝑌𝑛) تابع توزیع توأمبا  توزیعزوج متغیرهای تصادفی مستقل و هم 

H(𝑥, 𝑦) و توابع توزیع کناری 𝑋𝑖~F و 𝑌𝑖~G  مفصل متناظرو همچنین دارای تابع C(𝑢, 𝑣)  باشند. اگر

𝑋(𝑛) = 𝑚𝑎𝑥{𝑋
1
, … , 𝑋𝑛}  و𝑌(𝑛) = 𝑚𝑎𝑥{𝑌1, … , 𝑌𝑛}زیر مفصل متناظر آن به صورت صورت این ، در  

 باشد:می

∀𝑛 ≥ 1;𝑢, 𝑣 ∈ 𝐼,             C(𝑛)(𝑢, 𝑣) = C
𝑛 (𝑢

1
𝑛, 𝑣

1
𝑛).            

 صورت  این در ،باشند 𝑌(𝑛)و  𝑋(𝑛)ترتیب توابع توزیع متناظر با  به G(𝑛)و  F(𝑛)کنیم  اگر فرض زیرا
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  وم: چند مفصل مهمدفصل   

F(𝑛)(𝑥) = 𝑃(𝑋(𝑛) ≤ 𝑥) = 𝑃(𝑎𝑙𝑙 𝑋𝑖 ≤ 𝑥) = [𝑃(𝑋1 ≤ 𝑥)]
𝑛 = [𝐹(𝑥)]𝑛          (3 − 2) 

 داریم 𝑌(𝑛) برای مشابه صورت به

G(𝑛)(𝑦) = [G(𝑦)]
𝑛.                                                                                                     (4 − 2) 

  بنابراین

H(𝑛)(𝑥, 𝑦) =  𝑃(𝑋(𝑛) ≤ 𝑥, 𝑌(𝑛) ≤ 𝑦) = 𝑃(𝑎𝑙𝑙 𝑋𝑖 ≤ 𝑥, 𝑎𝑙𝑙 𝑌𝑖 ≤ 𝑦) = [H(𝑥, 𝑦)]𝑛, 

 (،4-2( و )3-2) روابط ی اسکلار وو با استفاده از قضیه

H(𝑛)(𝑥, 𝑦) = [C(𝐹(𝑥), G(𝑦))]
𝑛
= [C ([F(𝑛)(𝑥)]

1 𝑛⁄
, [G(𝑛)(𝑦)]

1 𝑛⁄
)]
𝑛

. 

 گفت توانرو میایناز 

∀𝑛 ≥ 1;𝑢, 𝑣 ∈ 𝐼,           C(𝑛)(𝑢, 𝑣) = C
𝑛 (𝑢

1
𝑛, 𝑣

1
𝑛).            

 کنید.می ی زیر ملاحظهخلاصه در قضیه طور را بهمطالب فوق حال 

 گاه یک مفصل باشد، آن Cاگر  :(2116)نِلسِن،  1-7-2قضیه

∀𝑛 ≥ 1;𝑢, 𝑣 ∈ 𝐼,         C(𝑛)(𝑢, 𝑣) = C
𝑛 (𝑢

1
𝑛, 𝑣

1
𝑛),            

,𝑋𝑖)اگر  این بر علاوه .یک مفصل است 𝑌𝑖), 𝑖 = 1…𝑛 توزیعزوج متغیرهای تصادفی مستقل و هم 

𝑋(𝑛)مفصل متناظر با متغیرهای تصادفی  C(𝑛)گاه آن ،باشند Cبا مفصل  = 𝑚𝑎𝑥{𝑋
1
, … , 𝑋𝑛}  و𝑌(𝑛) =

𝑚𝑎𝑥{𝑌
1
, … , 𝑌𝑛} باشد.می 

 ی زیر توجه کنید.بیشتر به مثال ساده درکبرای 

 لذا ،متغیرهای تصادفی مستقل باشند 𝑌𝑖و  𝑋𝑖کنید  فرض :1-7-2مثال

Π
𝑛
(𝑢, 𝑣) = [𝑢

1
𝑛, 𝑣

1
𝑛]
n

= 𝑢𝑣, 

 ∎     است. 𝑌(𝑛)و  𝑋(𝑛)مفصل متناظر با 
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  وم: چند مفصل مهمدفصل   

است، هرگاه مفصل  (EV) 9مقدار فرین، ∗Cمفصل  :(2116)جِنسِت و همکاران،  1-7-2تعریف 

C که: طوری موجود باشد به 

 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐼,          C∗(𝑢, 𝑣) = l𝑖m
𝑛→∞

C𝑛 (𝑢
1
𝑛, 𝑣

1
𝑛).          

مفصل  یک ∗C کنید زمانی باشد و توجهمی {C(𝑛)} هایصلی مفهمان حد دنباله EVمفصل عبارتی  به

 باشد. موجود I2برای هر نقطه در  {C(𝑛)}دنباله مفصل  ینقطه به هاست که حد نقط

 عمومی مفصل، شکل (2111) 1کاپرا و (9189) 2پیکندز شده توسطانجام اتمطالعطبق اما 

 :آیددست میزیر به  ، به صورتEVی متغیرهدو

C𝐴(𝑢, 𝑣) = exp(log(𝑢𝑣)  𝐴 (
log(𝑢)

log(𝑢𝑣)
)) , 

:𝐴 که طوری به [ , 1] → [1 2⁄ , ≥  برای هر ویک تابع محدب است  [1 𝑡 ≤  ریمدا ،1

max(𝑡, 1 − 𝑡) ≤ 𝐴(𝑡) ≤ 1. 

 .(2116 ،و همکاران 4جِنسِت) اندها آمدهات آنیبه همراه جزی EV هایصلبرخی از مف 2-2در جدول 

 EVهایصلی مفیافته عضو خانوادهتعمیمهوگارد، گالامبسُ و مارشال الکین -گامبل، گامبل هایصلمعرفی مف :2-2جدول 

,𝐴(𝑡) C𝐴(𝑢 خانواده 𝑣) 

𝜃𝑡2 گامبل − 𝜃𝑡 + 1 𝑢𝑣𝑒𝑥𝑝 (−𝜃
𝑙𝑜𝑔𝑢𝑙𝑜𝑔𝑣

𝑙𝑜𝑔𝑢𝑣
) 

هوگارد-گامبل  {𝑡
1

1−𝜃 + (1 − 𝑡)
1

1−𝜃}
1−𝜃

 𝑒𝑥𝑝 [− {|𝑙𝑜𝑔𝑢|
1

1−𝜃 + |𝑙𝑜𝑔𝑣|
1

1−𝜃}
1−𝜃

] 

1 گالامبُس − {𝑡−𝜃 + (1 − 𝑡)−𝜃}
−
1
𝜃 𝑢𝑣𝑒𝑥𝑝 [−{|𝑙𝑜𝑔𝑢|−𝜃 + |𝑙𝑜𝑔𝑣|−𝜃}

−
1
𝜃] 

فتهیامارشال الکین تعمیم  max{1 − 𝜃1𝑡, 1 −
𝜃2(1 − 𝑡)} 

𝑢1−𝜃1𝑣1−𝜃2𝑚𝑖𝑛(𝑢𝜃1 , 𝑣𝜃2) 
 

                                                           
1  Extreme value(EV) 
2   Pickands 
3  Caperaa 
4  Genest 
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  وم: چند مفصل مهمدفصل   

 آرچیماکس هایمفصل 2-8

نیز  را ارشمیدسی و مقدار فرین هایصلکه مف کرد رفیمعرا  هاصلای جدید از مفخانواده (2111) کاپرا

 .دوشمیشامل 

:𝐴 مقدار فرین،مفصل تابع مولد یک مفصل و همانند  φ کنید فرض [ , 1] → [1 2⁄ , تابعی  [1

≥  برای هرکه  طوری ، بهباشد محدب 𝑡 ≤ ,max(𝑡 داشته باشیم 1 1 − 𝑡) ≤ 𝐴(𝑡) ≤  این در. 1

 شود:می نامیده 9آرچیماکسزیر مفصل  شده به صورتتعریفتابع صورت 

C𝜑,𝐴(𝑢, 𝑣) = φ
−1 ({𝜑(𝑢) + 𝜑(𝑣)} 𝐴 (

𝜑(𝑢)

𝜑(𝑢) + 𝜑(𝑣)
)) . 

𝐴 کنید که برایمی ملاحظه ≡ و همچنین  شودمیبرابر با مفصل ارشمیدسی  آرچیماکسمفصل  1

𝜑(𝑡)دهیم  قراراگر  = 𝑙𝑜𝑔(𝑡)،  مفصلEV (2116 ،و جِنسِت 2111 ،)بالاکریشنان آمد خواهد دسته ب. 

 FGM هایمفصل 2-9

 هایی هستند که بهتنها مفصل (FGM) 2مونگسترون-گامبل-فارلی یهامفصل یی خانوادهاعضا

 شوند:باشند و به صورت زیر تعریف میمی 𝑣 و 𝑢  ای درجه دو ازجملهصورت عبارت چند

C(𝑢, 𝑣) = 𝑢𝑣 + θ𝑢𝑣(1 − 𝑢)(1 − 𝑣),       𝜃 ∈ [−1,1] , 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐼. 

𝜃به ازای  واضح است که شود. همچنین لازم به ذکر است که برابر مفصل استقلال می FGMمفصل  =

 :زیر هستند یداً پیوسته و دارای چگالی به شکلاعضای این خانواده، اک

𝑐𝜃(𝑢, 𝑣) = 1 + 𝜃(1 − 2𝑢)(1 − 2𝑣). 

 و 2117)سالوادوری، کنید مشاهده می 6-2را در شکل  FGMمفصل  های چگالی و ترازنمودار

                                                           
1   Archimax 
2  Farlie-Gumbel-Morgenstern(FGM) 
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  وم: چند مفصل مهمدفصل   

 .(2116جِنسِت، 

 

 )ب(                            )الف(                                                                      

𝜃به ازای  FGM مفصلچگالی )ب( و تراز )الف( : نمودار 6-2شکل = /99 

 های سینوسیمفصل 2-11

 ،شودمی پرداخته 9سینوسی هایصلان مفتحت عنو هاصلمفجدیدی از  معرفی کلاس این قسمت بهدر 

  اند.شده معرفی (2192) 2لی و فنَگ که توسط

 :دنزیر باش به صورت چگالی توأمتابع دارای  𝑌و  𝑋 کنید فرض

𝑓(𝑥, 𝑦) = φ(𝑥)φ(𝑦)(1 + sin𝑥 sin𝑦), 

φ(𝑥) در آن که = 1

√2π
exp {−

𝑥2

2
 از است با آن عبارتو تابع مفصل متناظر  {

Cϕ(𝑢, 𝑣) = 𝑢𝑣 + ∫ sin(ϕ−1(t))𝑑𝑡∫ sin(ϕ−1(t))𝑑𝑡,                                     (5− 2)
𝑣

°

𝑢

°

 

 تابع توزیع نرمال بوده و داریم ϕ که در آن

∀𝑡 ∈ 𝐼,          ϕ−1(t) = sup{𝑥: ϕ(𝑥) ≤ 𝑡 }     

را  Ψمانند  تابع دیگری، هر ϕکرد که به جای تابع  بیان تریتوان مفصل فوق را به شکل کلیالبته می

                                                           
1  Sine copula 
2  Li and Fang 
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 باشیم داشته توانیممی یعنی .کرد جایگزین( 5-2بتوان در فرمول )

∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝐼,     C
Ψ
(𝑢, 𝑣) = 𝑢𝑣 + ∫ sin (Ψ

−1
(t))𝑑𝑡∫ sin (Ψ

−1
(t))𝑑𝑡            (6 − 2)

𝑣

°

𝑢

°

 

Cتوان گفت ی میخاص طصورت تحت شر این در
Ψ

-می است که در ادامه به آن اشاره "سینوسی مفصل" 

 کنیم.

C :(2192)لی و فنگ،  1-11-2قضیه 
Ψ

 ، اگر و تنها اگر( مفصل است6-2فرمول )شده در داده 

∫ sin (Ψ
−1
(t))𝑑𝑡 =

1

°

.                                                                                           (7 − 2) 

 اثبات:

Cکنید  فرض: شرط لازم
Ψ
(𝑢, 𝑣) های مفصل که در فصل بنابراین طبق ویژگی .اشدک مفصل بی

 داشت شد، خواهیم ها اشارهگذشته به آن

C
Ψ
(1,1) = 1 

 داریم (6-2ی )بنابراین با جایگذاری در رابطه

1 + (∫ sin(Ψ
−1
(t))𝑑𝑡

1

°
)
2

= 1 

∫ sin (Ψ
−1
(t))𝑑𝑡 =

1

°

 

 شود.می طرف اول قضیه ثابت رواز این

∫کنیم می فرض شرط کافی: sin (Ψ
−1
(t))𝑑𝑡 =1

°
بودن  مفصل هایویژگیباشد و  برقرار 

C
Ψ
(𝑢, 𝑣) مفصل، در (7-2)ی استفاده از رابطه و با جایگذاری مقادیر واضح است که کنیم.می را بررسی 

 داریم( 2-6)
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  وم: چند مفصل مهمدفصل   

∀(𝑢, 𝑣) ∈ I2, C
Ψ
(1,1) = 1,          CΨ

(𝑢, ) = C
Ψ
( , 𝑣) =  ,        

∀(𝑢, 𝑣) ∈ I2 ,         lim
𝑣→1

C
Ψ
(𝑢, 𝑣) = 𝑢 ,               lim

𝑢→1
C

Ψ
(𝑢, 𝑣) = 𝑣.           

𝑢 برای هر طرفی از ∈ I 

∂C
Ψ
(𝑢, 𝑣)

∂𝑣
= 𝑢 +  sin (Ψ

−1
(𝑣))∫ sin (Ψ

−1
(t))𝑑𝑡

𝑢

°

 

 مطلق و خواص قدر است -9و  9، که همواره مقداری بین سینوستوجه به خاصیت تابع  و با

(−|𝑥| ≤ 𝑥 ≤ |𝑥|)، است بدیهی 

∂C
Ψ
(𝑢, 𝑣)

∂𝑣
≥ 𝑢 − |∫ sin (Ψ

−1
(t))𝑑𝑡

𝑢

°

| ≥  . 

Cین بنابرا
Ψ
(𝑢, 𝑣) نسبت به 𝑣 .بودن طرفی، متقارن  از نانزولی استC

Ψ
C و داریم استواضح  

Ψ
(𝑢, 𝑣) =

C
Ψ
(𝑣, 𝑢) ،لذا C

Ψ
(𝑢, 𝑣) برای هر (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐼2 برای هر  روایناز  .باشدنانزولی می ≤ 𝑢𝑖 ≤ 𝑣𝑖 ≤ 1

  ،𝑖 =  داریمشد، ق که قبلاً به آن اشاره مطل قدرتابع و استفاده از خواص  بندیدستهبا جایگذاری و  .1,2

C
Ψ
(𝑢

1
, 𝑢

2
) + C

Ψ
(𝑣

1
, 𝑣
2
) − C

Ψ
(𝑢

1
, 𝑣
2
) − C

Ψ
(𝑣

1
, 𝑢

2
) 

                = 𝑢
1
𝑢
2
+∫ sin (Ψ

−1
(t))𝑑𝑡 ∫ sin (Ψ

−1
(t))𝑑𝑡 

𝑢
2

°

𝑢
1

°

 

+𝑣
1
𝑣
2
+∫ sin (Ψ

−1
(t))𝑑𝑡 ∫ sin (Ψ

−1
(t))𝑑𝑡 

𝑣
2

°

𝑣
1

°

 

−𝑢
1
𝑣
2
−∫ sin (Ψ

−1
(t))𝑑𝑡 ∫ sin (Ψ

−1
(t))𝑑𝑡 

𝑣
2

°

𝑢
1

°

 

−𝑣
1
𝑢
2
−∫ sin (Ψ

−1
(t))𝑑𝑡 ∫ sin (Ψ

−1
(t))𝑑𝑡 

𝑢
2

°

𝑣
1

°

 

= (𝑣
2
− 𝑢

2
)(𝑣

1
−𝑢

1
) + ∫ sin (Ψ

−1
(t))𝑑𝑡 ∫ sin (Ψ

−1
(t))𝑑𝑡 

𝑣
2

𝑢
2

𝑣
1

𝑢
1

              

≥ (𝑣
2
− 𝑢

2
)(𝑣

1
−𝑢

1
) − |∫ sin (Ψ

−1
(t))𝑑𝑡

𝑣
1

𝑢
1

| |∫ sin (Ψ
−1
(t))𝑑𝑡 

𝑣
2

𝑢
2

| ≥  . 
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  وم: چند مفصل مهمدفصل   

,𝑉C([𝑢1ویژگی دوم یعنی  بنابراین 𝑢2] × [𝑣1, 𝑣2]) C و بودهقرار بر ≤
Ψ

 □    مفصل است.  

 در ،باشد Ψمتغیر تصادفی با تابع توزیع  𝑋کنیم  اگر فرض :(2192لی و فنگ، ) 1-11-2 نکته

t متغیروجه به تعریف امید ریاضی و تغییر با تصورت  این = Ψ(𝑥) صورترا به  (7-2) یتوان رابطهمی 

E[sin(X)]  زیرا ،کرد نیز بیان =

E[sin(X)] = ∫ sin(𝑥)
+∞

−∞

dΨ(𝑥) = ∫ sin (Ψ
−1
(t))

+∞

−∞

𝑑𝑡, 

 .باشدتر میی آن در برخی موارد آسانمحاسبه و

 .کنید های زیر توجهبرای درک بهتر مطلب به مثال 

 مولد یکنواخت() :1-11-2مثال

,𝑐]ی در بازه 𝑋 یکنواخت تابع توزیع متغیر تصادفی Ψکنید  فرض 𝑐 + 2π]، کهطوریبه 𝑐  عددی

 . بنابراینثابت است، باشد

Ψ(𝑥) = {

                        𝑥 < 𝑐               
𝑥 − 𝑐

2π
       𝑐 ≤ 𝑥 < 𝑐 + 2π    

   1                   𝑥 ≥ 𝑐 + 2π          

 

⟹ E[sin(X)] = ∫ sin 𝑥
𝑐+2π

𝑐

dΨ(𝑥) =
1

2π
∫ sin 𝑥
𝑐+2π

𝑐

d𝑥   

=
1

2π
(− cos 𝑥|

𝑐 + 2π

𝑐
) =

1

2π
(− cos(𝑐 + 2π) + cos 𝑐) =          

C، (9-91-2) یرو طبق قضیهاین از
Ψ

 ∎    است.یک مفصل سینوسی  

 ()مولدهای متقارن :2-11-2مثال 

; 𝑛𝜋میانگین متقارن با  تابع توزیع Ψکنید  فرض 𝑛 ∈ ℤ 9-91-2ی با توجه به نکته لذا .باشد، 
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  وم: چند مفصل مهمدفصل   

𝑛برای هر ( 7-2ی )رابطه ∈ ℤ9-91-2اینرو طبق قضیه بوده و از ، برقرار ،C
Ψ

( یک مفصل 6-2) به شکل 

چگالی مفصل آن را در  نمودار ،استاندارد باشد توزیع نرمال، Ψکنیم که  حال اگر فرض سینوسی است.

 ∎ .کنیدمی مشاهده 7-2شکل 

 

 (ب)            )الف(                                                                                 

 .𝑁(0,1)تابع توزیع شده توسط تولید سینوسیمفصلچگالی )ب( و  تراز )الف( نمودار:7-2شکل

 (9مولد گاما ) :3-11-2مثال 

,4n) هایگاما با پارامتر تابع توزیع Ψکنید  فرض 1)  , n ∈ ℤ+ .که حال برای اثبات این باشد

 9-91-2ی باشد، کافیست طبق قضیه( با تابع توزیع گاما مفصل سینوسی می6-2) مفصلی به شکل

Ψمتغیر  با تغییرو بدین منظور  ( را بررسی کنیم7-2ی )ستی رابطهدر
−1
(t) = 𝑥 تواند به صورت که می

 t = Ψ(𝑥) آوریمنیز بیان شود، به دست می  𝑑𝑡 = Ψ′(𝑥)𝑑𝑥به تابع چگالی توزیع  با توجه . همچنین

 :باید ثابت کنیم است کهبدیهی  ،گاما

                                                           
1  Gamma 



 
52 
 

52 

  وم: چند مفصل مهمدفصل   

∫ sin (Ψ
−1
(t))𝑑𝑡 = ∫

𝑥
4n−9

𝑒−𝑥 sin 𝑥

(4n − 1)!
 𝑑𝑥 =

∞

°

                                                      
1

°

(8 − 2) 

 روش استقرا انجام خواهیم داد. که این اثبات را با

nی ه ازاب (8-2) یرابطهی محاسبه = چندان مشکلی نخواهد بود  کار استفاده از اعداد مختلطبا  9

 داریم و

∫
𝑥

4𝑛−1
𝑒−𝑥𝑒𝑖𝑥

(4𝑛 − 1)!
 𝑑𝑥 =

∞

°

∫
𝑥

4𝑛−1
𝑒−𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥

(4𝑛 − 1)!
 𝑑𝑥

∞

°

+ 𝑖∫
𝑥

4𝑛−1
𝑒−𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥

(4𝑛 − 1)!
 𝑑𝑥.

∞

°

   (9 − 2) 

 در وجزء بهجزء گیریبا استفاده از روش انتگرال (1-2ی انتگرال سمت چپ تساوی )بنابراین با محاسبه

 :نظر خود خواهیم رسیدی مورد به نتیجه، مت موهومی پاسخسگرفتن قنظر 

∫
𝑥3𝑒−𝑥𝑒𝑖𝑥

(3)!
 𝑑𝑥

∞

°

=
1

6
∫ 𝑥3𝑒(𝑖−1)𝑥 𝑑𝑥
∞

°

=
1

6
[
𝑥3

(𝑖 − 1)
𝑒(𝑖−1)𝑥 −

3

(𝑖 − 1)
∫ 𝑥2𝑒(𝑖−1)𝑥 𝑑𝑥
∞

°

]. 

 رسیم:نهایی زیر میداده و به جواب  جزء را ادامهبهگیری جزءهمین طریق انتگرالبه 

∫
𝑥3𝑒−𝑥𝑒𝑖𝑥

(3)!
 𝑑𝑥

∞

°

 

=
1

6
[
𝑥3

(𝑖 − 1)
𝑒(𝑖−1)𝑥 −

3𝑥2

(𝑖 − 1)2
𝑒(𝑖−1)𝑥 +

6𝑥

(𝑖 − 1)3
𝑒(𝑖−1)𝑥 −

6

(𝑖 − 1)4
𝑒(𝑖−1)𝑥]|

∞
 

=
1

6
(

6

(𝑖 − 1)4
) =

1

(−2𝑖)2
= −

1

4
. 

n( برای 1-2ی )انتگرال رابطه ،کنیدمیهمانطور که ملاحظه  =  باشد و لذا داری قسمت موهومی نمی 9

1

6
∫ 𝑥3𝑒−𝑥 sin 𝑥  𝑑𝑥
∞

°

= . 

-از انتگرال ی مجددو با استفاده باشد برقرار 𝑛برای  (8-2ی )کنیم انتگرال رابطهمیحال فرض 

nصورت مشابه با حالت و به  جزء و اعداد مختلطبهجزءگیری  = 𝑛، برای 9  وریمآمیدست به  1+
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  وم: چند مفصل مهمدفصل   

∫
𝑥

4𝑛+1
𝑒−𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥

(4𝑛 − 1) !
 𝑑𝑥 =

9 

2

∞

°

∫
𝑥

4𝑛+9
𝑒−𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥

(4𝑛 + 9) !
 𝑑𝑥

∞

°

 

= −
9 

4
∫

𝑥
4𝑛−9

𝑒−𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥

(4𝑛 − 9) !
 𝑑𝑥 =

∞

°

 .               

 ∎    رسیم. ی مطلوب میبه نتیجه 9-91-2ی و قضیه لذا توسط استقرا

C چگالینمودار  8-2شکل 
Ψ

 .دهدمی نشان ،Γ(4,1)تابع توزیع  به عنوان Ψگرفتن  نظر را با در 

 

 )ب(   )الف(                                                                                     

 Γ(4,1)شده توسط تابع توزیع تولید سینوسی مفصل چگالی )ب( و تراز )الف(نمودار : 8-2شکل

 کنید. مراجعه (2192) لی و فَنگ توانید بهمی در خصوص مفصل سینوسی ی بیشتربرای مطالعه

 



 

 3فصل 

 

 

 

 

زه های وابستگی وتابع مفصل    اندا
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  فصل اندازه ی وابستگی و تابع م:  مسوفصل

 مفصلچند مفصل مهم

 

 مقدمه 3-1

 الب یک عددقدر  ،کردن ساختار پیچیده وابستگیلاصهی معمول برای خیمعیارهای وابستگی ابزارها

 دارد: در این مبحث سه مفهوم اساسی وجود. (2116 ،)اشمیت هستند )در حالت دو متغیره(

 د:شومی صورت زیر تعریفاست و به 9که همان همبستگی خطی ،مفهوم کلاسیک آن -9

𝜌𝑋𝑌 = C𝑜𝑟𝑟 (𝑋1, 𝑋2) =
C𝑜𝑣 (𝑋1, 𝑋2) 

√V𝑎𝑟(𝑋1)V𝑎𝑟(𝑋2)
  . 

کار همبستگی در یک توزیع دومتغیره بهیار نسبی در آمار کلاسیک این پارامتر معمولاً به عنوان مع

در خارج از این خانواده  صادق است و 2های بیضویخانواده توزیعبرای اعضای تنها  ضریباین رود. می

است که  شده معلوم و کاملاً شودنرمال آمیخته مینرمال و  هاییعتوزاین خانواده شامل  صحت ندارد.

 انجامید. های نادرستی خواهدخارج از این خانواده به استدلال استفاده از این معیار در

 .است 1ایهمبستگی رتبه ،معیار دوم -2

 هستند. 4ضرایب وابستگی دمی ،معیار سوم -1

نظر  کافی به کارگیری دو معیار آخربه عملی از ساختار وابستگی ی محسوس ومعیارها ارایهجهت 

 .(2116)اشمیت،  رسدمی

 همبستگی خطی 3-2

حاصل  ،توزیع بیضوی یکو  است های بیضوی مناسبتنها برای توزیع شد این معیار همانطور که مطرح

                                                           
1  Linear correlation 
2  Ellipticall distributions 
3  Rank correlation 
4 Tail dependence 
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  فصل اندازه ی وابستگی و تابع م:  مسوفصل

 مفصلچند مفصل مهم

 

  زیر است: صورتبه  )نشان فوق به مفهوم برداری است( 𝑌 9کروی خطی از توزیع تبدیلیک 

𝑋 = 𝜇 + 𝐴𝑌,       𝜇 ∈ 𝑅𝑑, 𝐴 ∈ 𝑅𝑑 × 𝑅𝑑. 

را بر اساس تابع آن  یتابع مشخصهبتوان  اگر، تنها و دارای توزیع کروی است اگر 𝑌 ،بنا به تعریف

 نوشت حقیقی از یک صورت درجه دوم

E(exp(𝑖𝑡𝑌)) = Ψ(𝑡1
2 + …+ 𝑡𝑑

2),      Ψ: 𝑅 → 𝑅+. 

های زیرا در بسیاری از موارد توزیع ،کندمی های کروی ایفاع نرمال نقش بسیار مهمی در توزیعتوزی

 نرمال هستند. از توزیع ایکروی به صورت آمیخته

رج از در خا همبستگی خطی د کهندهمی زمانی رخ ت که اشتباهاتاس توجه به این نکته اساسی

و  2111 ،2ایمبرچتز)برای جزییات بیشتر به  .گیردمیرار مورد استفاده ق ،های بیضویی توزیعخانواده

 ( مراجعه کنید.2115، 1نیلمک

های . در صورتی که برای متغیرارز با استقلال استهم ،همبستگی صفر ،های نرمالدر توزیع -9

 دیگر صادق نیست.استودنت این موضوع -tتصادفی با توزیع 

خطی این موضوع اما برای تبدیلات غیر کند.ر نمییهمبستگی خطی تحت تبدیلات خطی تغی -2

نرمال با همبستگی متغیرهای نرمال -همبستگی خطی دو متغیر لگ ،برای مثال صادق نیست.

 متفاوت است. 

های متغیرها، داشتن توزیعتوزیع توأم ممکن است تصور کنیم که برای تعیین از سوی دیگر  -1

اما در حالت  ،های بیضوی ممکن استامر در توزیعاگر چه این  .کافی است ρکناری و معلوم بودن 

ی نرمال باشند، بازه-های کناری لگر توزیعاگ مثلاً ست.پذیر نیی انجام این کار امکانکل

                                                           
1   Spherical distribution 
2   Embrechts 
3  McNeil 
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  فصل اندازه ی وابستگی و تابع م:  مسوفصل

 مفصلچند مفصل مهم

 

 شدن این برای روشن شود.کوچکتر می ،رپذیرییبا افزایش تغیآمده  دسته های بهمبستگی

,𝑋𝑖~𝑁(0فرض کنید موضوع  𝜎
2)    , 𝑖 =  این در .باشد 𝑋2و  𝑋9ضریب همبستگی میان ρو  1,2

𝑌𝑖 ،نرمال-صورت ضریب همبستگی دو متغیرتصادفی لگ = exp(X𝑖)   ; 𝑖 =  برابر است با:، 1,2

C𝑜𝑟𝑟(𝑌1, 𝑌2) =
𝑒𝜌σ

2
− 1

√(𝑒σ
2
− 1)(𝑒σ

2
− 1)

 . 

ρ اگر حال = ,C𝑜𝑟𝑟(𝑌1 بدیهی است ،باشد 1 𝑌2) = 1.  

σ رو با فرضاین، از است -9دانید کمترین مقدار همبستگی همواره بزرگتر از می = خواهیم  ،1

,C𝑜𝑟𝑟(𝑌1 داشت 𝑌2) ∈ [−0/368,1]. 

 شده است. رسم ρ  و σ همبستگی به صورت تابعی از نموداری از مقادیر 9-1 در شکل

 

  ρ و  σمقادیر همبستگی به صورت تابعی از نمودار : 9-1شکل 

γ نمودار ، 9-1شکل  = Corr(Y1, Y2) دهد، که در آن را نشان میYi = exp(σX𝑖) ; i =  به 1,2

)XI~Nکه  طوری , σ2)  وρ = Corr(X1, X2)دست نید که کوچکترین ضریب همبستگی به . توجه ک
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  فصل اندازه ی وابستگی و تابع م:  مسوفصل

 مفصلچند مفصل مهم

 

σمثلاً برای  صعودی است. σآمده نسبت به  = ,Corr(Y1داریم  1 Y2) ≥ − σو برای  368/ =  داریم 2

Corr(Y1, Y2) ≥ − / 18. 

کوچک اگر از مقدار  مهم است که در حالت کلی، یبالا بیانگر این نکته از سوی دیگر مشاهدات

و  ایماشتباه کرده ،نیز کوچک استان وابستگی متغیرها درجه و میز همبستگی خطی نتیجه بگیریم

 ی صفر باشند.ای همبستگممکن است دار ،متغیرهای تصادفی کاملاً وابسته

)X1~N به طور مثال فرض کنید , X2 و (1 = X1
 صورت داریم: این در 2

C𝑜𝑣(X1, X2) = E (X1. (X1
2 − 1)) = E(X1

3) − E(X1) =  . 

تمام  X1 یمشاهدهدهد. در حالی که با یجه میهمبستگی خطی صفر را نت صفر،و البته کوواریانس 

 را داریم. X2اطلاعات در مورد 

که آماردانان به  های گوناگون، باعث شدوانی ضریب همبستگی خطی در کاربرداین نقاط ضعف و نات

 باشند.وردگرهای دیگری جهت تبیین ساختارهای وابستگی متغیرها دنبال یافتن برآ

ی تصادفی تواند در بیان وابستگی میان متغیرهامینیز هایی که مفصل در ادامه به بررسی روش

شده که  نهای گوناگونی در این خصوص بیاها و اندازهشود. روشپرداخته می اده قرار گیرد،مورد استف

  ( یافت9149-9141)های هافدینگ طی سال هایتوان در نوشتهها را میی بیشتر آنریشه

 (.2116)نِلسِن، 

 ایهمبستگی رتبه 3-3

 مقدمه 3-3-1

  ،داده است که به جای توجه به این پایه استوار های معمول و آشنا در آمار ناپارامتری بریکی از روش
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  فصل اندازه ی وابستگی و تابع م:  مسوفصل

 مفصلچند مفصل مهم

 

 ه تعریف برآوردگرهای مهم همبستگی . این موضوع منجر بشودی آن مورد توجه قرار داده میرتبه

τ-ِو 9ندالک ρ-ها را با عباراتی برآن ،تعریف این معیارها ارایهسمت ضمن در این ق گردید. 2اسپیرمن 

 ها بیان خواهیم کرد.حسب مفصل

پایا بوده و  ،گردد که تحت تغییر مقیاسهایی میگرها منجر به ساختن برآورددر نظر گرفتن رتبه

مفصل   ،ایاز طریق همبستگی رتبه توانمی بنابراین رسند.نظر می ها بسیار مناسب بها مفصلبرای کار ب

 ها را انتخاب کرد.به دادهمناسب جهت برازش 

توان بر اساس شکلی از را میاسپیرمن -ρ کندال و-τ یعنی ،مهم همبستگی آوردگرهر دو بر

که چگونه  خواهید دیدتر آن جا ضمن تعریف دقیق. در اینتعریف کرد "1هماهنگی"وابستگی یعنی 

 توان بر اساس این تعریف بازنویسی کرد. ای را میضرایب همبستگی رتبه

,𝑋) فرض کنید :(2116)نِلسِن، 9-1-1 تعریف 𝑌)  این متغیرهای تصادفی پیوسته باشد، دربردار 

𝑥𝑖) دو مشاهدهصورت  , 𝑦𝑖) و (𝑥𝑗 , 𝑦𝑗) گاهگویند، هر "هماهنگ"را 

𝑥𝑖 اگر - < 𝑥𝑗، گاه آن𝑦𝑖 < 𝑦𝑗 ؛ 

𝑥𝑖 یا اگر  - > 𝑥𝑗 ،گاهآن 𝑦𝑖 > 𝑦𝑗 ؛ 

 ، هرگاهدیگرو به بیان 

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)(𝑦𝑖 − 𝑦𝑗) >                                                                                                  (9 − 3) 

𝑥𝑖) یبه همین ترتیب دو مشاهده , 𝑦𝑖) و (𝑥𝑗 , 𝑦𝑗)  گویند، هرگاه "4ناهماهنگ"را 

𝑥𝑖اگر  - < 𝑥𝑗گاه، آن 𝑦𝑖 > 𝑦𝑗 ؛ 

                                                           
1  Kendall’s tau 
2  Spearman’s rho 
3  Concordant 
4  Discordant 
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𝑥𝑖یا اگر   - > 𝑥𝑗گاه ، آن𝑦𝑖 < 𝑦𝑗 ؛ 

 و به بیان دیگر، هرگاه

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)(𝑦𝑖 − 𝑦𝑗) <                                                                                                   (2 − 3) 

𝑥𝑖) از نظر هندسی اگر نقاط متناظر با , 𝑦𝑖) و (𝑥𝑗 , 𝑦𝑗)  در صورت وجود  ،شود رسمروی نمودار

 شیب این خط منفی است. ،هماهنگیب مثبت و در حالت نای شیخط واصل این دو نقطه دارا ،هماهنگی

𝑥𝑖) عبارت گرفتننظربا در − 𝑥𝑗)(𝑦𝑖 − 𝑦𝑗) ی ضرب نشانه، علامت مثبت برای این حاصلنیز

 باشد.می آنبودن  فی نشانگر نزولیبودن خط واصل و علامت من صعودی

  کندال-𝝉ضریب همبستگی  3-3-2

 کیرد تعرییف همیاهنگی بیه روش زییر تعرییف توان بر اسیاسدر نمونه را میکندال -τضریب همبستگی 

 . (9175، 2و لهِمن 9158، 9)کروسکال

,𝑥1) کنید فرض 𝑦1),… , (𝑥𝑛 , 𝑦𝑛)تصیادفی  ی، ییک نمونیهnمتغیرهیای تصیادفی  تیایی از بیردار

,𝑋) یپیوسته 𝑌) .صورت تعداد این در باشد (
𝑛

𝑥𝑖) هایجفت مشاهده از زوج (2 , 𝑦𝑖) و (𝑥𝑗 , 𝑦𝑗) موجودنید، 

 دهیم صورت اگر قرار این در .(2116است هماهنگ یا ناهماهنگ باشند )نِلسِن،  نکه ممک

𝑡 :برآورد τ در نمونه 

𝑐: های هماهنگتعداد جفت 

𝑑 :های ناهماهنگتعداد جفت، 

 شود:می زیر برآورد در نمونه به صورت کندال-τ گاهآن

                                                           
1  Kruskal 
2  Lehmann 
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𝑡 =
𝑐 − 𝑑

𝑐 + 𝑑
=
𝑐 − 𝑑

(
𝑛

2)
.                                                                                                 (1− 3) 

𝑥𝑖) تایی مرتببرابر با احتمال هماهنگی دو τ ،دیگر یبیان با , 𝑦𝑖) و (𝑥𝑗 , 𝑦𝑗) نه از مشاهدات نمو

 باشد.ها میمنهای احتمال ناهماهنگی آن تصادفی )که در بالا اشاره شد(

,𝑋1)فرض کنید  :2-3-3تعریف 𝑌1)  و(𝑋2, 𝑌2)  با توزیع توأم و دو بردار تصادفی مستقل

 شود:در جامعه به شکل زیر تعریف می کندال-τ صورت این در باشند.توزیع( )هم Hمشترک 

τ = τ
𝑋,𝑌

= P[(𝑋1 − 𝑋2)(𝑌1 − 𝑌2) > ] − P[(𝑋1 − 𝑋2)(𝑌1 − 𝑌2) < ]     (4− 3) 

π𝑐 با اگر احتمال هماهنگی ،یعنی = P[(𝑋1 − 𝑋2)(𝑌1 − 𝑌2) > با  ناهماهنگیو احتمال  [

π𝑑 = P[(𝑋1 − 𝑋2)(𝑌1 − 𝑌2) < به صورت تفاضل زیر  کندال-τضریب  گاهآن ،ه شودنشان داد [

 شودمی تعریف

τ = πc − πd .                                                                                                           (5 − 3) 

 زیر است: صورت توجه به تعریف تابع علامت، که بههمچنین با  و

𝑠𝑔𝑛(𝑢) =  {
−1          , 𝑢 <  
            , 𝑢 =
1            , 𝑢 >

 

𝑢با در نظر گرفتن  = (𝑋1 − 𝑋2)(𝑌1 − 𝑌2)  و تعاریفπ𝑐  وπ𝑑 ،:داریم 

𝐸[𝑠𝑔𝑛((𝑋1 − 𝑋2)(𝑌1 − 𝑌2))] = (1× π𝑐) + (−1× π𝑑) = 𝜏.                      (6− 3) 

 حال به نکات زیر توجه کنید:

τباشد، واضح است که  π𝑑برابر با  π𝑐اگر  الی که شیب مثبت را و این یعنی با همان احتم =

. همچنین دهدت در زمان استقلال متغیرها رخ میکه این حال شیب منفی را نیز انتظار داریم انتظار داریم
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τاگر  τاحتمال بیشتری برای هماهنگی و اگر  <  ، احتمال بیشتری برای ناهماهنگی وجود دارد.>

9−با توجه به تعریف، همواره  ≤ τ ≤ τ اگرحال  .9 = کنند و متغیرها در یک جهت تغییر می ،9

τ اگر =  .(9167گیبنز، و  9158)کروسکال، کنند در دو جهت مخالف تغییر می 9−

 ، داریمQ ،9ابتدا نیاز به تعریف تابع هماهنگی هاصلتوسط مف کندال-𝜏 یارایهدر این قسمت برای 

 لذا به تعریف زیر توجه کنید.

,𝑋1) دفرض کنی :3-3-3تعریف  𝑌1)  و(𝑋2, 𝑌2)  دو بردار تصادفی پیوسته با توابع توزیع توأم

. باشند( 𝑌2 و 𝑌1)برای G  ( و𝑋2 و 𝑋1)برای  Fاما با توابع کناری مشترک  ؛H2و  H1 )احتمالاً( متفاوت

,𝑋1)های متناظر با ترتیب مفصل به، C2 و C9 همچنین فرض کنید 𝑌1)  و(𝑋2, 𝑌2) طبق  باشند. بنابراین

 :د بودنهای زیر برقرار خواهتساوی ،قضیه اسکلار

H1(𝑥, 𝑦) = C1(F(𝑥), G(𝑦)) ,                          H2(𝑥, 𝑦) = C2(F(𝑥), G(𝑦)). 

,𝑋1) هماهنگی میان بردارهایهای هماهنگی و ناتفاضل احتمالحال  𝑌1)  و(𝑋2, 𝑌2)  تابع را

 دهند:مینمایش  Qبا نماد هماهنگی نامیده و 

 𝒬 =  P[(𝑋1 − 𝑋2)(𝑌1 − 𝑌2) > ] − P[(𝑋1 − 𝑋2)(𝑌1 − 𝑌2) < ] .                        (7− 3) 

 بستگی دارد. C2 و C1به تنها  Qدهد نشان می زیر،اکنون قضیه 

 برای دو بردار تصادفی (1-1-1)تعریف  هایی فرضگرفتن کلیه نظر با در :1-3-3قضیه

(𝑋1, 𝑌1)  و(𝑋2, 𝑌2) ی زیر برقرار استرابطه: 

 𝒬 =  𝒬(C1, C2) = 4∬ C2(𝑢, 𝑣) 𝑑
𝐼
2

C1(𝑢, 𝑣) − 1  .                                                   (8− 3)   

                                                           
1  Concordance function 
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 :اثبات

 ، بنابرایناز آنجا که متغیرهای تصادفی پیوسته هستند

P[(𝑋1 − 𝑋2)(𝑌1 − 𝑌2) < ] = 1 − P[(𝑋1 − 𝑋2)(𝑌1 − 𝑌2) > ]. 

 :دشوبه صورت زیر بازنویسی می (7-1) یرو رابطهایناز 

𝒬 = 2P[(𝑋1 − 𝑋2)(𝑌1 − 𝑌2) > ] − 9 .                                                                        (1− 3) 

 همچنین با توجه به عبارت

P[(𝑋1 − 𝑋2)(𝑌1 − 𝑌2) > ] = P[𝑋1 > 𝑋2, 𝑌1 > 𝑌2] + P[𝑋1 < 𝑋2, 𝑌1 < 𝑌2],      (10− 3) 

,𝑋1)  ن با روش شرطی کردن نسبت بهتواها را میاحتمالاین  𝑌1)محاسبه کرد 

P[𝑋1 > 𝑋2, 𝑌1 > 𝑌2] = ∬ P[𝑋2 < 𝑋1, 𝑌2 < 𝑌1|𝑋1 = 𝑥1, 𝑌1 = 𝑦1]dH1(𝑥, 𝑦)
𝑅

2
 

=∬ P[𝑋2 ≤ 𝑥, 𝑌2 ≤ 𝑦]dC1(F(𝑥), G(𝑦))
𝑅

2
               

=∬ C2(F(𝑥), G(𝑦))dC1(F(𝑥), G(𝑦))
𝑅

2
.                   

𝑢های چندکی اکنون استفاده از تبدیل = F(𝑥) و 𝑣 = G(𝑦) شود:ی زیر میمنجر به رابطه 

P[𝑋1 > 𝑋2, 𝑌1 > 𝑌2] = ∬ C2(𝑢, 𝑣)dC1(𝑢, 𝑣).
𝐼
2

                                               (99− 3 ) 

 مشابه به طور

P[𝑋1 < 𝑋2, 𝑌1 < 𝑌2] = ∬ P[𝑋2 > 𝑋1, 𝑌2 > 𝑌1|𝑋1 = 𝑥1, 𝑌1 = 𝑦1]dH1(𝑥, 𝑦)
𝑅

2
 

=∬ P[𝑋2 > 𝑥, 𝑌2 > 𝑦]dC1(F(𝑥), G(𝑦))             
𝑅

2
 

=∬ [1 − F(𝑥) − G(𝑦) + C2(F(𝑥), G(𝑦))]dC1(F(𝑥), G(𝑦))
𝑅

2
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=∬ [9− 𝑢 − 𝑣 + C2(𝑢, 𝑣)] dC1(𝑢, 𝑣).  
𝐼
2

                (12 − 3)                   

,U) توزیع توأم زوج C1چون تابع  و V) رواین از ،ای تصادفی یکنواخت استاندارد استهاز متغیر  

𝐸(U) = 𝐸(V) =
1

2
, 

 :جایگزین کرده و داریم (92-1و لذا در عبارت )

P[𝑋1 < 𝑋2, 𝑌1 < 𝑌2] = 9−
1

2
−
1

2
+∬ C2(𝑢, 𝑣)dC1(𝑢, 𝑣)

𝐼2
 

=∬ C2(𝑢, 𝑣)dC1(𝑢, 𝑣).
𝐼2

                                             (13 − 3)                     

 :آیددست میه ب  (91-1)ی هدر رابط (91-1)و  (99-1)با جایگذاری  بنابراین

P[(𝑋1 − 𝑋2)(𝑌1 − 𝑌2) > ] = 2∬ C2(𝑢, 𝑣)dC1(𝑢, 𝑣).
𝐼2

 

 شود:ی مطلوب حاصل مینتیجه ،(1-1ی فوق در تساوی )حال با قرار دادن رابطه

 𝒬 =  𝒬 (C9, C2) =
4∬ C2(𝑢, 𝑣) 𝑑

I2
C1(𝑢, 𝑣) − 1  

 □     شود.حکم ثابت می و

این  در باشند 9-1-1ی توابع نامبرده در قضیه Qو  C2 و C1با فرض اینکه  :1-3-3نتیجه )*(

 :صورت

9- Q است. هایش متقارننسبت به مؤلفه 

𝒬(C1, C2) = 𝒬(C2, C1)                                                                                      (14 − 3) 
 

2- Q اگر برای هر  نزولی است. بدین معنا کههایش نامؤلفه ر یک ازبه ه نسبت(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐼
روابط  2

 :زیر برقرار باشد
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 C1(𝑢, 𝑣) ≤ C1
′ (𝑢, 𝑣)  , C2(𝑢, 𝑣) ≤ C2

′ (𝑢, 𝑣) 

 آید:دست میه نامساوی زیر بگاه آن

𝒬(C1, C2) ≤ 𝒬(C1
′ , C2

′ ).                                                                                        (15 − 3)
 

بدین صورت و کرد  C2و  C1جایگزین ترتیب  بهرا  Ĉ2و  Ĉ1 یبقا هایصلمفتوان می Qدر  -1

 رقرار خواهد بود:تساوی زیر ب

𝒬(C1, C2) = 𝒬(Ĉ1, Ĉ2).                                                                                         (16 − 3)
 

 :اثبات

 ملاحظه کردید (91-1ی )همانطور که در رابطه (:9)

P[(𝑋1 − 𝑋2)(𝑌1 − 𝑌2) > ] = P[𝑋1 > 𝑋2, 𝑌1 > 𝑌2] + P[𝑋1 < 𝑋2, 𝑌1 < 𝑌2]. 

,𝑋2) نسبت بهرا  ی فوقی رابطههااحتمال کافیست 𝑌2) اثبات و مراحل را کاملاً مشابه  شرطی کرده

 آید:دست میه ( ب1-1)ی رابطه با جایگذاری در در نتیجه دهیم،انجام  9-1-1ی قضیه

𝒬 = 4∬ C1(𝑢, 𝑣) 𝑑
I2

C2(𝑢, 𝑣) − 1. 

 شود.ی مطلوب حاصل مینتیجه (8-1ی )فوق با رابطهی رابطه در مقایسهو 

 توجه به فرضبا (: 2)

C1(𝑢, 𝑣) ≤ C1
′ (𝑢, 𝑣),      

 بنابراین

 ∬ C1(𝑢, 𝑣) 𝑑
I2

C2(𝑢, 𝑣) ≤ ∬ C1
′ (𝑢, 𝑣) 𝑑

I2
C2(𝑢, 𝑣) 

تساوی فوق برابر است با حال با استفاده از قسمت اول نتیجه طرف راست 

∬ C2(𝑢, 𝑣) 𝑑I2
C1
′ (𝑢, 𝑣)  توجه به اینکه و لذا باC2(𝑢, 𝑣) ≤ C2

′ (𝑢, 𝑣):بدیهی است ، 
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∬ C1(𝑢, 𝑣) 𝑑
I2

C2(𝑢, 𝑣) ≤ ∬ C2(𝑢, 𝑣) 𝑑
I2

C1
′ (𝑢, 𝑣) ≤ ∬ C2

′ (𝑢, 𝑣) 𝑑
I2

C1
′ (𝑢, 𝑣) 

 .دهده دست میب را (95-1ی )رابطه،9و کم کردن عدد  4ضرب طرفین نامساوی در عدد  در نتیجه

 ، مفصل بقا به صورت زیر معرفی شد:(4-1در بخش) :(1)

Ĉ(𝑢, 𝑣) = 𝑢 + 𝑣 − 9+ C(1 − 𝑢, 1 − 𝑣),          ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝐼2. 

𝑢که طوریبه = F̅(𝑥)  و𝑣 = G̅(𝑦) .بنابراین 

∬ Ĉ2(𝑢, 𝑣) 𝑑
I2

Ĉ1(𝑢, 𝑣) = ∬ [𝑢 + 𝑣 − 9+ C2(1 − 𝑢, 1 − 𝑣)] 
I2

𝑑Ĉ1(𝑢, 𝑣) 

,U) توزیع توأم زوج Ĉ1چون تابع  و V) رواین از ،ای تصادفی یکنواخت استاندارد استهاز متغیر  

𝐸(U) = 𝐸(V) =
1

2
 

𝑢 جایگذاریلذا با توجه به مورد فوق و  = F̅(𝑥) = 1 − F(𝑥)  و𝑣 = G̅(𝑦) = 1 − G(𝑦) ،

 خواهیم داشت

∬ Ĉ2(𝑢, 𝑣) 𝑑
I2

Ĉ1(𝑢, 𝑣) = 9−
1

2
−
1

2
+∬ C2(F(𝑥), G(𝑦))

𝐼2
𝑑Ĉ1(𝑢, 𝑣). 

 همچنین با استفاده از قسمت اول نتیجه بدیهی است که

∬ Ĉ2(𝑢, 𝑣) 𝑑
I2

Ĉ1(𝑢, 𝑣) = ∬ Ĉ1(𝑢, 𝑣)
𝐼2

𝑑C2(F(𝑥), G(𝑦)) 

 مجدد از قسمت اول نتیجه کمک گرفته و اجرا شد، انجام داده و  Ĉ2و مشابه اعمالی که بر روی 

 آوریمه دست میب

∬ Ĉ2(𝑢, 𝑣) 𝑑
I2

Ĉ1(𝑢, 𝑣) = ∬ C2(F(𝑥), G(𝑦))
𝐼2

𝑑C1(F(𝑥), G(𝑦)), 

 □رسد.     نظر میبدیهی به (96-1تساوی )و لذا 
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برای  Qتابع هماهنگی  ی، محاسبه(8-1)با توجه به فرمول  :(2116)نِلسن،  1-3-3مثال 

𝑢قطر  Mگاه مفصل که تکیهآنجاازبرای مثال  است.بسیار آسان  Π و W ،Mمعروف  هایمفصل = 𝑣  در

𝐼
پذیر در یک تابع انتگرال gاگر شود که نتیجه می هستند، یکنواخت استاندارد Mو توابع کناری  است 2

𝐼
 گاه آن ،باشد 2

∬ g(𝑢, 𝑣) 
I2

𝑑M(𝑢, 𝑣) = ∫ g(𝑢, 𝑢) 𝑑𝑢.
9

 

 لذا داریم

𝒬(M,M) = 4∬ M(𝑢, 𝑣) 
I2

𝑑M(𝑢, 𝑣) − 1 = 4∫ 𝑢 𝑑𝑢

9

− 1 = 4 (
1

2
) − 1 = 1 

 ∎.      شودمحاسبه میبه راحتی دیگر حالات به همین ترتیب برای 

 9-1-1 مثال و 9-1-1 یباتوجه نتیجه، Cلذا برای هر  دلخواه باشد مفصلی Cحال اگر فرض کنیم 

 توان نوشتمی

𝒬(C,W) ∈ [−1, ,𝒬(C  و [ M) ∈ [ , 1] 

 𝒬(C, Π) ∈ [−
1

3 
,
1

3 
] ,𝒬(C  و  C) ∈ [−1,1]   

تعریف  𝐂ی هامفصلمجموعه ی ترتیب در یک رابطه 9-1-1ی بنا به نامساوی قسمت دوم نتیجه

در ترتیب  ′Cکمتر از  C  گوییم، می′Cو  Cبدین صورت که برای هر جفت مفصل  (.2116شود )نِلسِن، می

C نویسیمهماهنگ است و می < C′  هرگاه 

∀ (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐼2;      C(𝑢, 𝑣) ≤ C′(𝑢, 𝑣)  

 آورده شده است. < رابطه ی ترتیب با 𝐂های مجموعه مفصلنمایشی از  2-1در شکل



 
 

68 

  فصل اندازه ی وابستگی و تابع م:  مسوفصل

 مفصلچند مفصل مهم

 

 

,C)مجموعه مرتب : 2-1شکل   هماهنگی. هایمحور و (>

ای را توسط معیارهای همبستگی رتبه اند،مطرح شده این قسمتمطالبی که تا  اینک با توجه به

 کنیم.ها بازنویسی میمفصل

 (توسط مفصل کندال-𝜏  ضریب همبستگی یمحاسبه) :2-3-3قضیه 

به )در جامعه( برحسب مفصل  کندال-𝜏 ،باشند C تغیرهای تصادفی پیوسته با مفصلم 𝑌و 𝑋 اگر

 شود:زیر بیان می صورت

τ
C
= τ

𝑋,𝑌 = 𝒬(C, C) = 4∬ C(𝑢, 𝑣) 𝑑C(𝑢, 𝑣)
𝐼2

− 9.                                       (97 − 3) 

 است.( 2-1اولین محور هماهنگی در شکل ) کندال-𝜏 ظه می کنید کهملاح

,C(Uیابیم که اگر میدر (97-1ی )تر به رابطهدقیقبا نگاهی  V)  عنوان تابع توزیع توأم را به

-نتگرال موجود در این رابطه را میگاه اآن ،در نظر بگیریم V و U تصادفی یکنواخت استانداردمتغیرهای 

,C(Uتوان امید ریاضی تابع  V) توان گفت:صورت می این و در انگاشت 

τ
C
= 4𝐸[C(U, V)] − 9.                                                                                          (98− 3)   

C کنیم  فرض :2-3-3مثال = C𝜃ایهیکی از اعضای خانواده مفصل  FGMیعنی: ،دباش 

C(𝑢, 𝑣) = 𝑢𝑣 + θ𝑢𝑣(1 − 𝑢)(1 − 𝑣),       𝜃 ∈ [−1,1]. 
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τ :آوریمدست میهب و محاسبات ساده (97-1ی )با جایگذاری در رابطه صورت این در
C
=

2𝜃

9 
 که جاآن از .

𝜃 ∈ τ لذا  [1,1−]
C
∈ [−

2

9 
,
2

9 
های نسبتاً ضعیف را توانند همبستگیتنها میFGM  هایبنابراین مفصل .[

 ■     کنند. زیسامدل

نشان دادند که تابع  (9186) جِنسِت و مک کیِ ،باشدφ  یک مفصل ارشمیدسی با مولد C اگرحال 

,C(Uتوزیع متغیر تصادفی  V)  آید:دست می زیر به صورتبه 

𝐾𝐶(𝑡) = 𝑡 −
𝜑(𝑡)

𝜑′(𝑡
+)
 .                                                                                         (99− 3) 

یک تابع یک  از )مفصل(بعدی دو کردن با تابعکارتوان به جای ، میارشمیدسی هایمفصل و لذا در

در این باب،  ی زیرباشد. به نتیجهتر میدهکه سا ،استفاده کرد کندال-𝜏ی برای محاسبه بعدی )تابع مولد(

 توجه کنید.

 تولید شده توسط Cارشمیدسی  با مفصل تغیرهای تصادفیم 𝑌و 𝑋فرض کنید  :2-3-3نتیجه 

φ باشند .τ
C

 آید:میدست هی زیر باز رابطه 𝑌و 𝑋برای متغیرهای  کندال-𝜏متناظر با  ،در جامعه 

τ
C
= 9+ 4∫

𝜑(𝑡)

𝜑′(𝑡)
𝑑𝑡

9

°

.                                                                                                (20− 3)  

 اثبات:

تابع  𝐾𝐶(𝑡) و باشند، C تابع توزیع توأمبا  تصادفی یکنواخت استانداردمتغیرهای  𝑉 و 𝑈فرض کنید 

,C(𝑈توزیع متغیر تصادفی  𝑉) داریم: (98-1) یبنابراین از رابطه .باشد 

τ
C
= 4𝐸[C(U, V)] − 9 = 4∫ 𝑡𝑑𝐾𝐶(𝑡)

9

°

− 9. 

 آید:دست میه جزء ببهگیری جزءانتگرالبا استفاده از 
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τ
C
= 1− 4∫ 𝐾𝐶(𝑡)𝑑𝑡

9

°

. 

 ( داریم:91-1) یبا جایگذاری رابطهلذا 

τ
C
= 1− 4∫ (𝑡 −

φ(𝑡)

φ′(𝑡
+)
)𝑑𝑡

9

°

= 9+ 4∫
φ(𝑡)

φ′(𝑡)
𝑑𝑡

9

°

. 

، 𝜑باید بگوییم توابع محدب مانند  ،کنیم 𝜑′(𝑡+)را جایگزین  𝜑′(𝑡)که چرا توانستیم این در پاسخ به و

 □     ، لذا این کار بلامانع است.پذیرندمشتق جاهمه تقریباً

  یک مفصل کلیتون با مولد C دفرض کنی :3-3-3 مثال

φCl(t) =
1

θ
(𝑡−θ − 1) ,           𝜃 ∈ [−1,∞) − { }, 

 صورت خواهیم داشت: این در باشد.

φ(𝑡)

φ′(𝑡)
=

1
θ
(𝑡−θ − 1)

−𝑡
(−θ−9)

=
𝑡
θ+9

− t

𝜃
     (𝜃 ≠ ),      

φ (𝑡)

φ′ (𝑡)
= 𝑡 ln𝑡. 

 شود:محاسبه می (21-1)ی برای مفصل کلیتون از رابطه کندال-𝜏رو این و از

τ
C
= 9+ 4∫

𝜑(𝑡)

𝜑′(𝑡)
𝑑𝑡

9

°

= 9 + 4∫
𝑡
θ+9

− t

𝜃
𝑑𝑡

9

°

=
𝜃

𝜃 + 2
. 

■ 

 هایصلبرای برخی از مف، 𝜃ی و بازه کندال-𝜏مقادیر  ،𝐾𝐶(𝑡) مولد، توابع 9-1در جدول 

 .اندشده خلاصه بیانطور به، اندشدهمعرفی  دومکه در فصل  در حالت دوبعدی ارشمیدسی
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 ، کلیتون، فرانک وحق-میخائیل-کندال برای مفصل ارشمیدسی علی-𝜏و مقادیر  𝐾𝐶(𝑡): بیان توابع مولد و 9-1جدول 

 هوگارد.-گامبل

𝐾𝐶(𝑡) τ (𝜑(𝑡))مولد خانواده
C

 

--گامبل

|𝑙𝑜𝑔𝑡| هوگارد
1
(1−𝜃)⁄  𝑡 − (1 − θ)𝑡𝑙𝑜𝑔𝑡 𝜃 

-علی

حق-میخائیل  
(𝑙𝑜𝑔 (1 − θ) 𝑡⁄ + 𝜃)

1 − θ
 

𝑡 +
𝑡2

1 − 𝜃
(
1 − 𝜃

𝑡
+ 𝜃)

× 𝑙𝑜𝑔 (
1 − 𝜃

𝑡
+ 𝜃) 

3𝜃 − 2

3𝜃

−
2(1 − θ)

2𝑙𝑜𝑔(1 − θ)

3𝜃2
 

1 کلیتون

θ
(𝑡−θ − 1) 𝑡 +

𝑡(1 − 𝑡θ)

𝜃
 

θ

𝜃 + 2
 

ln(𝑒−θ فرانک − 1) − ln(𝑒−θt − 1) 

𝑡

−
(1 − 𝑒θt)

𝜃
𝑙𝑜𝑔 (

1 − 𝑒−θ

1 − 𝑒−θt
) 1 −

4

𝜃
+
4𝐷1(𝜃)

𝜃
 

 

τ آوردن دسته ب که جاآن از
C

-زمانی به خصوص در برخی از موارد ،(97-1ی )شده در رابطهداده 

 له،برای حل این مسأ ، لذااستدشوار پیوسته باشد، و اکیداً  تکینی دو مؤلفه شاملو یا باشد  تکین Cکه 

  شده است. ارایهی زیر قضیه

 گاهآن مفصل باشند، C2و  C1فرض کنید  :3-3-3قضیه 

∬ C9(𝑢, 𝑣) 𝑑C2(𝑢, 𝑣)
𝐼
2

=
9

2
−∬

𝜕

𝜕𝑢
C9(𝑢, 𝑣) 

𝜕

𝜕𝑣
C2(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝐼
2

.        (21− 3) 

 برهان:

با استفاده از  (21-1) یصورت سمت چپ رابطه این در ،هستندپیوسته  ها اکیداًکه مفصل جاآن از

 برابر است با: ،جزءبهجزء گیریانتگرال

∬ C9(𝑢, 𝑣) 𝑑C2(𝑢, 𝑣)
𝐼
2

= ∫ ∫ C9(𝑢, 𝑣) 
𝜕

2

𝜕𝑢𝜕𝑣
C2(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

9

°

9

°

. 
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 شود:جزء نتیجه میبهی انتگرال داخلی به روش جزءاز محاسبه

∫ C9(𝑢, 𝑣) 
𝜕

2

𝜕𝑢𝜕𝑣
C2(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢

9

°

 

= C9(𝑢, 𝑣) 
𝜕

𝜕𝑣
C2(𝑢, 𝑣) |

𝑢 = 9
𝑢 = °

− ∫
𝜕

𝜕𝑢
C9(𝑢, 𝑣) 

𝜕

𝜕𝑣
C2(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢.

9

°

 

 داریمو با توجه به خواص مفصل 

∫ C9(𝑢, 𝑣) 
𝜕

2

𝜕𝑢𝜕𝑣
C2(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢

9

°

= 𝑣 −∫
𝜕

𝜕𝑢
C9(𝑢, 𝑣) 

𝜕

𝜕𝑣
C2(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢

9

°

.                   

 :شودمی نتیجه، 𝑣گیری روی با انتگرالحال 

∫ (𝑣 −∫
𝜕

𝜕𝑢
C9(𝑢, 𝑣) 

𝜕

𝜕𝑣
C2(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢

9

°

)𝑑𝑣
9

°

=
9

2
−∬

𝜕

𝜕𝑢
C9(𝑢, 𝑣) 

𝜕

𝜕𝑣
C2(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

𝐼
2

. 

 □     شود.و حکم ثابت می

 اسپیرمن-𝝆ضریب همبستگی  3-3-3

گ و ی مشاهدات هماهننیز بر پایه اسپیرمن-𝜌ضریب همبستگی کندال، -𝜏ضریب همبستگی همانند 

 معرفی شده است.( 9166) همن( و ل9158ِ) کروسکال ین اندازه برای جامعه توسطاباشد. ناهماهنگ می

,X1)حال فرض کنید  Y1) ،(X2, Y2)  و(X3, Y3)  توزیع توأمدارای  تصادفی مستقلسه بردار H  که(

 داد.ارایه توان تعریف زیر را رو میاین از ،باشند C و مفصل هستند( Gو  Fهای کناری آن توزیع

های هماهنگی و به صورت تفاضل احتمال اسپیرمن-ρ شرایط فوق،با توجه به  :4-3-3تعریف

,X1) زوج دوناهماهنگی  Y1)  و(X2, Y3) شود:می بیان 

ρ𝑋,𝑌 = 1(P[(𝑋1 − 𝑋2)(𝑌1 − 𝑌3) > ] − P[(𝑋1 − 𝑋2)(𝑌1 − 𝑌3) < ]).       (22− 3) 
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,X2)به جای زوج  (22-1)ی توان در رابطهلازم به ذکر است که می Y3) زوج ، از(X3, Y2)  استفاده کرد و

  شود.ی یکسانی حاصل مینتیجه

,H(𝑥 که جاآن از 𝑦)  توزیع توأمتابع (X1, Y1)  توزیع توأمو تابع (X2, Y3) ،با توجه به استقلال ،

F(𝑥)G(𝑦) بنابراین ،باشدمی C  متناظر بامفصل(X1, Y1)  و Π مفصل مربوط به(X2, Y3) ،و با  خواهد بود

 شود.اسپیرمن محاسبه می -ρضریب همبستگی  ،9-1-4ی تابع هماهنگی در قضیهتعریف توجه به 

 اسپیرمن توسط مفصل( -ρی ضریب همبستگی )محاسبه :4-3-3قضیه )*(

)در جامعه( اسپیرمن -ρ گاهآن ،باشند C مفصل دارایتغیرهای تصادفی پیوسته م 𝑌و 𝑋فرض کنید 

 شود:زیر بیان می به صورتحسب مفصل بر

ρ𝑋,𝑌 = ρ𝐶 = 1 𝒬(C, Π)                                                                                       (23− 3) 

= 92∬ 𝑢𝑣 𝑑C(𝑢, 𝑣)
𝐼
2

− 1                                                             (24 − 3)  

= 92∬ C(𝑢, 𝑣) 𝑑𝑢𝑑𝑣
𝐼
2

− 1                                                          (25 − 3)  

 :اثبات

,X1)متناظر بامفصل  Cو با توجه به اینکه  9-1-1ی قضیه( و 22-1ی )با توجه به رابطه Y1)  و Π 

,X2) مفصل مربوط به Y3) ی همچنین رابطهد و نباش( بدیهی می24-1( و )21-1های )تساوی ،است 

 □آید.     دست میه ب 9-1-1ی ( با استفاده از قسمت اول نتیجه1-25)

 کهبا توجه به این است و 2-1در شکل دومین محور هماهنگی  ،اسپیرمن-ρ کنید که ملاحظه می

𝒬(C, Π) ∈ [−
1

3 
,
1

3 
ρ𝐶صورت  این در شده که نرمال 1توسط ثابت  (21-1)ی رابطه بنابراین ،[ ∈

 .دوشمی [1,1−]
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 و توابع کناری نمایی استاندارد رایادتغیرهای تصادفی م 𝑌و 𝑋کنید  فرض :4-3-3مثال 

 یعنی .باشند FGMی خانواده عضو C مفصل

C(𝑢, 𝑣) = 𝑢𝑣 + θ𝑢𝑣(1 − 𝑢)(1 − 𝑣),       𝜃 ∈ [−1,1]. 

 خواهیم داشت (25-1ی )طبق رابطه صورت این در

𝜌𝐶 = 92∬ [𝑢𝑣 + 𝜃𝑢𝑣(1 − 𝑢)(1 − 𝑣)] 𝑑𝑢𝑑𝑣
𝐼

2
− 1 = 12 (

1

4
+
𝜃

36
) − 3 =

𝜃

3
. 

■ 

 𝛒 و 𝛕ارتباط بین ضرایب  3-3-4

موارد  اکثر و مقدار دراین د .طور کامل معرفی شدند به لکندا-𝜏اسپیرمن و -𝜌ضرایب  در دو قسمت قبل

 کنیم.ط، بین این دو مقدار را بررسی میلذا در این قسمت وجود ارتبا .باشندمتفاوت می

 که توسط ،باشدمی برقرار هاصلهای مفی خانوادهبرای کلیهو آمده ارتباط  این ای دردر زیر قضیه

 .است شده اثبات (8519) کروسکال لی توسطمطرح و (5119) 9زلدانیِ

--𝜏ترتیب ضرایب  به 𝜌و  𝜏تغیرهای تصادفی پیوسته و م 𝑌و 𝑋کنید  فرض :5-3-3قضیه 

 :صورت این در اشندب بخش گذشتهشده در دو تعریف اسپیرمن-𝜌کندال و 

−9 ≤ 1 𝜏− 2𝜌 ≤ 9. 

 :اثبات

,X1)فرض کنید  Y1) ،(X2, Y2)  و(X3, Y3)  مشترک  توزیع توأمدارای  و تصادفی مستقلسه بردار

 داریم( 22-1)و  (4-1) باشند، بنابراین طبق روابط

                                                           
1  Daniels 
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𝜏 = 2 P[(𝑋1 − 𝑋2)(𝑌1 − 𝑌2) > ] − 9, 

𝜌 = 6 P[(𝑋1 − 𝑋2)(𝑌1 − 𝑌3) > ] − 1. 

 بازنویسی کرد: به صورت زیررا  𝜌و  𝜏 ،های زیرو تساوی احتمال توان با توجه به استقلالاز طرفی می

𝜏 =
2

3
 {P[(𝑋1 − 𝑋2)(𝑌1 − 𝑌2) > ] + P[(𝑋2 − 𝑋3)(𝑌2 − 𝑌3) > ]

+ P[(𝑋3 − 𝑋1)(𝑌3 − 𝑌1) > ]} − 9, 

 و

𝜌 = {P[(𝑋1 − 𝑋2)(𝑌1 − 𝑌3) > ] + P[(𝑋1 − 𝑋3)(𝑌1 − 𝑌2) > ]

+ P[(𝑋2 − 𝑋1)(𝑌2 − 𝑌3) > ] + P[(𝑋3 − 𝑋2)(𝑌3 − 𝑌1) > ]

+ P[(𝑋2 − 𝑋3)(𝑌2 − 𝑌1) > ] + P[(𝑋3 − 𝑋1)(𝑌3 − 𝑌2) > ]} − 3. 

فرض کرد  در هر حالت توانهستند لذا میها ثابت آنجا که عبارات فوق تحت هر جایگشت اندیساز 

𝑋1 < 𝑋2 < 𝑋3 صورت: این در 

𝜏 =
2

3
 {P(𝑌1 < 𝑌2) + P(𝑌2 < 𝑌3) + P(𝑌1 < 𝑌3)} − 9, 

 و

𝜌 = {P(𝑌1 < 𝑌3) + P(𝑌1 < 𝑌2) + P(𝑌2 > 𝑌3) 

+P(𝑌3 > 𝑌1) + P(𝑌2 < 𝑌1) + P(𝑌3 > 𝑌2)} − 3. 

𝑌1ی احتمال شرطی نشان دهنده 𝑝𝑖𝑗𝑘د حال فرض کنی < 𝑌2 < 𝑌3  به شرط𝑋1 < 𝑋2 < 𝑋3 در باشد-

 شود و داریمبرابر یک می 𝑝𝑖𝑗𝑘صورت جمع شش تا این

𝜏 =
2

3
{(𝑝

123
+ 𝑝

132
+ 𝑝

312
) + (𝑝

123
+ 𝑝

213
+ 𝑝

231
) + (𝑝

123
+ 𝑝

132
+ 𝑝

213
)} − 9 

    = 𝑝123 +
1

3
(𝑝132 + 𝑝213) −

1

3
(𝑝231 + 𝑝312) − 𝑝321,            

 و
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𝜌 = 2(𝑝123 + 𝑝132 + 𝑝213) − 9 

    = 𝑝123 + 𝑝132 + 𝑝213 − 𝑝231 − 𝑝312 − 𝑝321. 

 رواین از

3 𝜏− 2𝜌 = 𝑝123 − 𝑝132 − 𝑝213 + 𝑝231 + 𝑝312 − 𝑝321 

                  = (𝑝123 + 𝑝231 + 𝑝312) − (𝑝132 + 𝑝213 + 𝑝321). 

9− خواهیم داشتبنابراین  ≤ 3 𝜏− 2𝜌 ≤  □     شود.، که حکم ثابت می 9

به طور  گوناگون،های را برای خانواده 𝜌و  𝜏ارتباط بین توان میاین است که  شایان توجهی نکته

 توجه کنید.زیر  یبرای مثال به گزاره .کردمحاسبه ویژه، 

,𝑋1)برای هر بردار تصادفی  :1-3-3گزاره  𝑋2)  با مفصل سینوسی 

∀(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐼2,             C
Ψ
(𝑢, 𝑣) = 𝑢𝑣 +∫ sin (Ψ

−1
(t))𝑑𝑡 ∫ sin (Ψ

−1
(t))  

𝑣

°

𝑢

°

𝑑𝑡,       

 خواهیم داشت

𝜌(𝑋1, 𝑋2) =
1

2
𝜏(𝑋1, 𝑋2). 

 :اثبات

𝑑Cابتدا 
Ψ
(𝑢, 𝑣) کنیممحاسبه می ،ی اساسی حساببا استفاده از اولین قضیه را: 

𝑑C
Ψ
(𝑢, 𝑣) =

𝜕2

𝜕𝑢𝜕𝑣
[𝑢𝑣 + ∫ sin (Ψ

−1
(t))𝑑𝑡 ∫ sin (Ψ

−1
(t))  

𝑣

°

𝑢

°

𝑑𝑡]    

                    = [9+ sin (Ψ
−1
(𝑢)) sin (Ψ

−1
(𝑣))] 𝑑𝑢𝑑𝑣 .   

 داریم ،و همچنین با جایگذاری 𝜌و  𝜏آمده برای  دست ههای ببا توجه به فرمولحال 
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𝜏(𝑋1, 𝑋2) = 4∬ CΨ
(𝑢, 𝑣) 𝑑CΨ

(𝑢, 𝑣)
𝐼2

− 1 

= 4∫ ∫ [𝑢𝑣 + ∫ sin (Ψ
−1
(t))𝑑𝑡∫ sin (Ψ

−1
(t))𝑑𝑡

𝑣

°

𝑢

°

]
1

°

1

°

                   

. [9+ sin (Ψ
−1
(𝑢)) sin (Ψ

−1
(𝑣))] 𝑑𝑢𝑑𝑣 − 1 

= 4(∫ ∫ 𝑢𝑣𝑑𝑢𝑑𝑣
1

°

1

°

+∫ ∫ 𝑢𝑣. [sin (Ψ
−1
(𝑢)) sin (Ψ

−1
(𝑣))] 𝑑𝑢𝑑𝑣

1

°

1

°

 

+∫ ∫ [∫ sin (Ψ
−1
(t))𝑑𝑡∫ sin (Ψ

−1
(t))𝑑𝑡

𝑣

°

𝑢

°

]
1

°

1

°

𝑑𝑢𝑑𝑣 

+∫ ∫ [sin (Ψ
−1
(𝑢)) sin (Ψ

−1
(𝑣))]

1

°

1

°

                                

. [∫ sin (Ψ
−1
(t))𝑑𝑡 ∫ sin (Ψ

−1
(t))𝑑𝑡

𝑣

°

𝑢

°

] 𝑑𝑢𝑑𝑣) − 1. 

 بنابراین

𝜏(𝑋1, 𝑋2) = 8 [∫ 𝑢 sin (Ψ
−1
(𝑢)) 𝑑𝑢

9

°

]

2

,                                                             (26 − 3)    

 و

𝜌 (𝑋9, 𝑋2) = 92∬ 𝑢𝑣 𝑑C
Ψ
(𝑢, 𝑣)

𝐼
2

− 1, 

𝜌 (𝑋9, 𝑋2) = 92∫ ∫ 𝑢𝑣. [9+ sin (Ψ
−1
(𝑢)) sin (Ψ

−1
(𝑣))] 𝑑𝑢𝑑𝑣 − 1

1

°

1

°

                      

        = 92∫ ∫ 𝑢𝑣𝑑𝑢𝑑𝑣
1

°

1

°

+ 92∫ ∫ 𝑢𝑣. [sin (Ψ
−1
(𝑢)) sin (Ψ

−1
(𝑣))] 𝑑𝑢𝑑𝑣

1

°

1

°

− 1 

= 92 [∫ 𝑢 sin (Ψ
−1
(𝑢))𝑑𝑢

9

°

] [∫ 𝑣 sin (Ψ
−1
(𝑣))𝑑𝑣

9

°

]                                    
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= 92 [∫ 𝑢 sin (Ψ
−1
(𝑢))𝑑𝑢

9

°

]

2

.                                                                (27 − 3) 

 داریم (27-1)و  (26-1)و با توجه به 

𝜌(𝑋1, 𝑋2) =
3

2
𝜏(𝑋1, 𝑋2). 

 □    شود. حکم ثابت می و

تواند روشی برای تشخیص ی فوق، حتی میگزارهاین است که  اشاره کردآن توان به که می اینکته

 ی زیر توجه کنید.مفصل سینوسی باشد. به نتیجه

 باشد.ی مفصل سینوسی نمیمفصل نرمال عضو خانواده :3-3-3نتیجه 

 :اثبات

 داریم ،برای مفصل نرمال (2115) 9ینویتدبه با توجه 

τ =
2

π
arcsin 𝛼,                          𝜌 =

6

𝜋
arcsin

𝛼

2
 

 خواهیم داشت صورت این در

𝜌

τ
=

1arcsin 𝛼
2

arcsin𝛼
≠

1

2
. 

 □     ، یک مفصل سینوسی نیست.لذا مفصل نرمال

اخته شد پرد 𝜌و  𝜏ی میان ری از رابطهصتدر بخش فوق، همانطور که ملاحظه کردید تنها به مخ

 .( را ببینید2116)برای اطلاعات بیشتر نِلسِن، 

                                                           
1  Denuit 
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 بستگی دمیوا 3-4

آن را نیز از بستگی دمی پرداخته و واسرانجام در این بخش به معرفی معیار سوم همبستگی یعنی 

 .ایمکرده بیانطریق مفصل 

همبستگی  ،شهودی طور. به بگیریدرا در نظر  Cبا مفصل  U2و  U1دو متغیر تصادفی یکنواخت 

انتظار  ،U9برای )کوچک( میان این دو متغیر بدان معناست که همواره با مقادیر بزرگ )پایینی( دمی بالایی

 .باشیم شتهرا نیز دا U2 برای )کوچک( مقادیر بزرگ

نیز از  U2کهباشد به شرط آن 𝑞 یشدهبزرگتر از مقدار حدی داده U1احتمال آنکه  ،تربه طور دقیق

اگر این  .گیردمورد بررسی قرار می ،کندمیل می 9به  𝑞 زمانی که ،بیشتر باشد 𝑞  یعنی همان سطح

 در غیر رهای تصادفی همبستگی دمی ندارند امامتغی ،گاه مانند حالت استقلالآن ،احتمال کوچک باشد

 .(2116)اشمیت،  صورت دارای همبستگی دمی هستند این

;  Fiکناری توزیع  وابعبا ت 𝑋2و 𝑋1 یپیوسته های تصادفیبرای متغیر :1-4-3 تعریف i = 1,2، 

 :شودزیر تعریف می صورتبه  ضریب همبستگی دمی بالایی

λ
𝑢
= lim

q→1
P (𝑋2 > 𝐹2

(−1)(𝑞)|𝑋1 > 𝐹1
(−1)(𝑞)),                                               (28 − 3) 

λ به شرط اینکه حد موجود باشد و
𝑢
∈ [ , 1] . 

 شود:می پایینی نیز به صورت زیر تعریفو ضریب همبستگی دمی 

λ
𝑙
= lim

q→


P (𝑋2 ≤ 𝐹2
(−1)(𝑞)|𝑋1 ≤ 𝐹1

(−1)(𝑞)) .                                            (29 − 3) 

𝐹𝑖کنیم که نشان میخاطر
(−1)(𝑞)  ; i =  بنابراین است. 𝑋𝑖ام توزیع 𝑞ی چندک مرتبه ،9,2

 اگرλ
𝑢
 الایی دارند.، همبستگی دمی ب𝑋2و 𝑋9گوییم، می<



 
 

81 

  فصل اندازه ی وابستگی و تابع م:  مسوفصل

 مفصلچند مفصل مهم

 

  اگرλ
𝑢
 .مستقل هستند ،در دنباله )دم( بالایی ،9به طور مجانبی 𝑋2و 𝑋9گوییم ، می=

λ و به همین ترتیب برای
𝑙

 لذا .های فوق برقرار استزارهگ نیز 

 اگرλ
𝑙
 ، همبستگی دمی پایینی دارند. 𝑋2و 𝑋9گوییم، می<

  اگرλ
𝑙
 .ی، مستقل هستندپایین)دم(  یبه طور مجانبی، در دنباله 𝑋2و 𝑋9گوییم ، می=

هایی با عبارت ،پیوسته کناری توزیع توابع را برای توان این ضرایب، میبا استفاده از قانون بیزحال 

 :بازنویسی کرد ها به شکل زیرساده بر حسب مفصل

 ضرایب همبستگی دمی توسط مفصل( یمحاسبه) :(2116و نِلسِن،  2116)اشمیت، 1-4-3قضیه 

;  Fiکناری توزیع  ابعوبا ت 𝑋2و 𝑋1 پیوسته های تصادفیمتغیر فرض کنید  i = یب اضر و 1,2

λ ،ترتیب به و بالایی پایینیهمبستگی دمی 
𝑙

λو  
𝑢

و  ( باشند28-1( و )21-1)شده در روابط ، تعریف

 ( و 28-1)شرط وجود حدود  صورت با این . درباشد 𝑋2و 𝑋1 مربوط به مفصل  Cکنید  همچنین فرض

 (، داریم1-21)

λ
𝑙
= lim

q→


C(q, q)

q
,                                                                                                  (30 − 3) 

λ
𝑢
= 2+ lim

q→
1−

C(q, q) − 9

9 − q
   = 2+ lim

q→


C(1 − q, 1 − q) − 9

q
 .                  (31 − 3) 

 :اثبات

 ز داریمیو قانون ب( 21-1ی )طبق رابطه

                                                           
1  asymptotically 
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λ
𝑙
= lim

q→


P (𝑋2 ≤ 𝐹2
(−1)(q), 𝑋1 ≤ 𝐹1

(−1)(q))

P (𝑋1 ≤ 𝐹1
(−1)(q))

. 

 توان گفتی اسکلار میاستفاده از قضیه با ،دشبا 𝑋2و 𝑋1تابع توزیع توأم  H اگر فرض کنیم همچنین

λ
𝑙
= lim

q→


H(𝐹1
(−1)(q), 𝐹2

(−1)(q))

q
= lim

q→


C(F1 (𝐹1
(−1)(q)) , F2 (𝐹2

(−1)(q)))

q
= lim

q→
0+

C(q, q)

q
 

 داریم ،دوم( در فصل Ĉ) تعریف مفصل بقاو ( 28-1ی )طبق رابطه و به روش مشابه

λ
𝑢
= lim

q→
1−

P (𝑋2 > 𝐹2
(−1)(𝑞), 𝑋1 > 𝐹1

(−1)(𝑞))

P (𝑋1 > 𝐹1
(−1)(𝑞))

 

= lim
q→

1−

Ĉ(q, q)

9− q
= lim

q→
1−

9− 2𝑞 + C(q, q)

9− q
= lim

q→
1−

9− 2𝑞 + 9 − 9 + C(q, q)

9− q
   (32 − 3) 

= 2 + lim
q→

1−

C(q, q) − 9

9− q
= 2 + lim

q→


C(1 − q, 1 − q) − 9

q
 .                                                  

 □شود.     می حکم ثابتبه این صورت 

) را هنگام نزدیک شدن به نقاط 9باید شیب مفصل ،اساساً برای بررسی همبستگی دمی بنابراین

, ، بیشتر که دلالت بر حالت استقلال دارد 9 اگر شیب مفصل از عدد حال در نظر بگیریم. (1,1)و  (

وابستگی دمی بیشتری  باشد شیب بیشتر هر چه این ونمایانگر وابستگی دمی است  ،گاه مفصلآن ،باشد

 .وجود خواهد داشت

 کنیم.را برای مفصل ارشمیدسی مستقیماً بیان می 9-4-1ی قضیهحال در این قسمت 

φمفصل ارشمیدسی با مولد  Cفرض کنید  :(2116)نِلسِن، 1-4-3نتیجه )*( ∈ Ω آن ،باشد-

                                                           
1  the slope of the copula 
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 توان به صورت زیر بیان کرد:( را می19-1)( و 11-1)گاه روابط 

λ
𝑙
= lim

q→0+

φ(−1)(2φ(𝑞))

q
= lim

𝑥→∞

φ(−1)(2𝑥)

φ(−1)(𝑥)
 ,                                                   (33 − 3) 

λ
𝑢
= 2+ lim

q→1−

φ(−1)(2φ(𝑞)) − 9

9− q
= 2 + lim

𝑥→0+

φ(−1)(2𝑥) − 9

9 − φ(−1)(𝑥)
 .                   (34 − 3) 

 :اثبات

 شود:، به فرم زیر تعریف میφمفصل ارشمیدسی با تابع مولد  ،بیان شد دومطور که در فصل همان

∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝐼2,             C(𝑢, 𝑣) = 𝜑(−1)(𝜑(𝑢) + 𝜑(𝑣))      

φ(−1)(𝑥)و تغییر متغیر ( 19-1( و )11-1در روابط ) آن لذا با جایگذاری = q،  ( و 11-1)روابط 

 ■     .آیندمیدست  هب (1-14)

 عضوکه  و گامبلهای کلیتون های دمی برای مفصلمبستگیه :(2116)اشمیت، 1-4-3مثال 

 . شوندمی سادگی محاسبهبه ،ارشمیدسی هستند هایصلی مفخانواده

I :بگیرید نظر مفصل کلیتون را در: 

C𝜃
𝑐𝑙(𝑢, 𝑣) = (max{𝑢−𝜃 + 𝑣−𝜃 − 1, })

− 
1
𝜃  ,         𝜃 ∈ [−1,∞) − { }. 

با توجه به  دمی پایینییب همبستگی ولی ضر هیچ همبستگی دمی بالایی وجود ندارد. 1-1 شکلبنا به 

 د:شوبه روش زیر محاسبه می (11-1ی)رابطه

λ
𝑙
= lim

q→


C(q, q)

q
= lim

q→


(2𝑞−𝜃 − 1)
− 
1
θ

q
 

     = lim
q→



(
2 − 𝑞𝜃

𝑞𝜃
)
− 
1
θ

q
= lim

q→


(2 − 𝑞𝜃)
− 
1
θ    .                        
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λبا حدگیری اکنون 
𝑙
= 2− 

1

θ بنابراین برای  .آیدبه دست میθ مفصل کلیتون دارای همبستگی  ،<

θ وقتی همچنین دمی پایینی است. → کند. علت آن میل می 9 ، همبستگی دمی پایینی به سمت عدد∞

-می به مفصل هماهنگی نزدیک ،کندنهایت میل میبه سمت بی θ  است که مفصل کلیتون، هنگامی که

 .شود

 

 )ب(        )الف(                                                                                     

θچگالی مفصل کلیتون به ازای  :1-1 شکل = θبه ازای چگالی مفصل گامبل  و (الف) 2 =   (ب) 2

)*(II :که به صورتکنید برای مفصل گامبل همانطور که در شکل ملاحظه می 

Cθ
GU(𝑢, 𝑣) = exp [−((−Ln 𝑢)θ + (−Ln 𝑣)θ)

1
θ]  ,          θ ∈  1,

 .

 

تر با اثباتی پیچیده اما ندارد وجود یپایین دمی همبستگی، برعکس مفصل کلیتون شودتعریف می

 دست آورد: هب (19-4ی )و با استفاده از رابطه زیر صورتبالایی آن را به  همبستگی دمیتوان می

λ
𝑢
= 2+ lim

q→


C(1 − q ,1 − q) − 1

q
 



 
 

84 
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 مفصلچند مفصل مهم

 

= 2+ lim
q→



exp [−((−Ln (1 − q))
θ
+ (−Ln (1 − q))

θ
)

1
θ
] − 1

q
                                   

= 2+ lim
q→



exp [−2
1
θ(−Ln (1 − q))] − 9

q
= 2 + lim

q→


exp [Ln (1 − q)2
1
θ] − 9

q
  .       

°که حد فوق حالت حال با توجه به این

°
 ستفاده کرده و داریم:وپیتال اهی دارد، از قاعده 

λ
𝑢
= 2+ lim

q→


2
1
θ. (

−1
1 − q) exp [Ln 

(1 − q)2
1
θ]

1
= 2− 2

1
θ 

θ مفصل گامبل برای کنید؛همانطور که ملاحظه می >  ■    دهد.وابستگی دمی بالایی را نشان می ،9

را برای مفصل کلیتون  پایینیکه وجود همبستگی دمی  ،باشدها میآن ثال تأییدی بر نموداراین م

 دهد.می پیشنهادرا برای مفصل گامبل بالایی  و همبستگی دمی

 .نداشده ارشمیدسی بیان هایصلدمی برای مف گیهمبست مقادیر ضرایب 2-1جدول در 

 ، کلیتون، فرانک وگامبلحق-میخائیل-ارشمیدسی علی هایصلمف برای دمی : مقادیر ضرایب همبستگی2-1جدول 

 𝝀𝒍 𝝀𝒖 پارامتر خانواده

حق-میخائیل-علی  𝜃 ∈ [ , 1)  
 

 
 

𝜃 کلیتون ∈ ( ,∞) 2− 
1
𝜃  

 

𝜃 فرانک ∈ ( ,∞)  
 

 
 

𝜃 گامبل ∈ [1, ∞) 
 

 2 − 2
 
1
𝜃 

 

باشد به این صفر می تگی دمی بالایی و پایینیهمبس ،هاشایان توجه است که در برخی از خانواده

 کنید. مستقل هستند. به گزاره زیر توجه مجانبی طور بهمفهوم که 
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 مفصلچند مفصل مهم

 

,𝑋1)برای هر بردار تصادفی  :1-4-3گزاره  𝑋2)  با مفصل سینوسی 

∀(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐼2,       C
Ψ
(𝑢, 𝑣) = 𝑢𝑣 + ∫ sin (Ψ

−1
(t))𝑑𝑡 ∫ sin (Ψ

−1
(t))𝑑𝑡.        

𝑣

°

𝑢

°

 

 .دمی بالایی و پایینی برابر صفر هستند همبستگی هر دو ضریب

 :اثبات

 داریم ،(11-1) یهابطبا توجه به ر

λ
𝑢
= lim

q→1

9− 2𝑞 + C
Ψ
(q, q)

9− q
 

      = lim
q→1

9− 2𝑞 + 𝑞2
+ (∫ sin (Ψ

−1
(t))𝑑𝑡

𝑞

°
)

2

9− q
. 

°به حالت  9-91-2 یقضیهتوجه به با حدگیری و 

°
ی دهلذا با استفاده از قاعو خواهیم رسید  

 داشت  وپیتال خواهیمه

λ
𝑢
= lim

q→1

−2 + 2𝑞 + 2 sin (Ψ
−1
(𝑞))∫ sin (Ψ

−1
(t))𝑑𝑡

𝑞

°

−9
= . 

 داشت: خواهیم( 11-1ی )همچنین با توجه به رابطه

λ
𝑙
= lim

q→


C(q, q)

q
= lim

q→


𝑞
2
+ (∫ sin (Ψ

−1
(t))𝑑𝑡

𝑞

°
)

2

𝑞
. 

 داریم ،وپیتالهی قاعده و 9-91-2ی قضیه با استفاده ازبه طور مشابه حال 

 λ
𝑙
= lim

q→


[2𝑞 + 2 sin (Ψ
−1
(𝑞))∫ sin (Ψ

−1
(t)) 𝑑𝑡

𝑞

°

] = .        □ 
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 مفصلچند مفصل مهم

 

,𝑋1)هر بردار تصادفی ی فوق بیانگر این مطلب است که گزاره کنید،ملاحظه می 𝑋2)  با مفصل

 مجانبی مستقل است. طور سینوسی، به

 



 

 4فصل 

 

 

 

 تعویض پذیریغیر
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  تعویض پذیری  غیر :چهارمفصل   

 مقدمه 4-1

 ی و اندازه پذیریتعویضغیر ،پذیریتعویضتحت عناوین ، م نسبتاً جدیدیاهیدر این فصل با مف

برای  در ابتدا بدین منظور، .شویدآشنا می ،شده است ناشی تقارن تراز مفهوم قدیمیکه  پذیریتعویضغیر

 کنیم.می ارایهاز مفهوم تقارن ای خلاصه ،یادآوری

 تقارن 4-1-1

متقارن  𝑎 حول 𝑋گوییم می ،یک عدد حقیقی باشد 𝑎یک متغیر تصادفی و  𝑋اگر  :1-1-4تعریف 

𝑋است اگر توابع توزیع متغیرهای تصادفی  − 𝑎  و𝑎 − 𝑋 عبارتی اگر برای هر  یا به یکسان باشند𝑥 ∈ 𝑅 

 :باشیم داشته

𝑃[𝑋 − 𝑎 ≤ 𝑥] = 𝑃[𝑎 − 𝑋 ≤ 𝑥] 

 :باشدزیر می صورتتساوی فوق به  ،باشد 𝐹پیوسته با تابع توزیع  𝑋زمانی که 

𝐹(𝑎 + 𝑥) = 𝐹̅(𝑎 − 𝑥) 

  است. برقرار 𝐹ناپیوسته باشد تساوی فقط در نقاط پیوسته  𝐹زمانی که توجه کنید 

,𝑋) زوج متغیرهای تصادفیبرای تقارن  "که شودپرسشی در اینجا مطرح میحال  𝑌) ی حول نقطه

(𝑎, 𝑏)  انواع به  که، در تعریف زیر این پرسش پاسخ "؟به چه مفهوم است متغیرهحالت دو دریا به عبارتی

 .شودمی یافت ،متغیره پرداخته استمختلف تقارن در حالت دو

,𝑎)متغیرهای تصادفی هستند و 𝑌و   𝑋کنید  فرض :2-1-4تعریف 𝑏) ای در نقطه𝑅2 .باشد 

9- (𝑋, 𝑌) حول 1ایی تقارن حاشیهادار (𝑎, 𝑏) اگر  ،است𝑋  و𝑌 ترتیب حول به 𝑎  و𝑏  متقارن

 باشند.

                                                           
1  Marginally symmetric 
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  تعویض پذیری  غیر :چهارمفصل   

2- (𝑋, 𝑌) حول 1دارای تقارن شعاعی (𝑎, 𝑏) اگر تابع توزیع توأم  است𝑋 − 𝑎  و𝑌 − 𝑏  با تابع

𝑎توزیع توأم  − 𝑋  و𝑏 − 𝑌  عبارتی باشد، بهیکسان 

H(𝑋 − 𝑎, 𝑌 − 𝑏) = H(𝑎 − 𝑋, 𝑏 − 𝑌) 

1- (𝑋, 𝑌) حول 2دارای تقارن توأم (𝑎, 𝑏) جفت متغیرهای تصادفی زیر دارای تابع اگر چهار ،است 

𝑋) باشند: یکسانتوزیع توأم  − 𝑎, 𝑌 − 𝑏)  ،(𝑋 − 𝑎, 𝑏 − 𝑌)  ،(𝑎 − 𝑋, 𝑌 − 𝑏)  و(𝑎 − 𝑋, 𝑏 −

𝑌). 

وق را بر توانید تعمیم تعریف فمی ،شد ذکر یابع توزیع توأم و کناراساس تو رب 2-9-4تعریف 

 که به دارد نام 3پذیریدیگری از تقارن تعویض شکلاما  کنید. مطالعه (2116) نلسِنِ مبنای مفصل در

  .پرداخت کامل به آن خواهیم طور

 پذیریتعویض 4-2

 پذیرتعویضمتغیرهای تصادفی  پس آن و از شد مطرح (9111) 4فینِتیدی ی این مبحث توسطمقدمه

 پیدا یزآمار بی و ی مقدار فرینقوانین حدی، قضیه از جملهکاربردهای مهمی در بسیاری از مباحث آماری 

 کنید(( مراجعه 9182) 5خصوص کاربردها و خصوصیات به گالامبُس)برای اطلاعات بیشتر در  کردند.

هرگاه بردارهای  ،گویند "پذیرتعویض"را  𝑌و  𝑋متغیرهای تصادفی : (2117)نِلسِن،  1-2-4تعریف 

(𝑋, 𝑌)  و(𝑌, 𝑋) اگر تابع توزیع توأم  عبارتی به .باشند توزیع()هم دارای توزیع یکسان𝑋  و𝑌  راH  در نظر

,𝑥گاه برای هرآنبگیریم  𝑦 ∈ 𝑅̅2 :تساوی زیر برقرار باشد  

H(𝑥, 𝑦) = H(𝑦, 𝑥). 
                                                           
1  Radially symmetric 
2  Jointly symmetric 
3  Exchangeability 
4  de Finetti 
5  Galambos 
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دارای تابع توزیع توزیع باشند یا به عبارتی پذیر باید همتعویض است که متغیرهای تصادفی واضح

پذیری یکسان با تقارن در مفصل تعویض ،توزیعای متغیرهای تصادفی همرب مشترک باشند. یمتغیرهیک

 .کنیدمی هملاحظزیر  یشود که در قضیهمی تعریفها آن

متغیرهای تصادفی پیوسته با تابع توزیع توأم  𝑌و  𝑋کنید  فرض (:2116 ،نِلسِن) 1-2-4قضیه

H کناری توابع ترتیب دارای و به F  وG  و مفصل C گاه . آنباشند𝑋  و𝑌 تنها و اگر ،پذیر هستندتعویض 

Fاگر  = G و برای هر (𝑢, 𝑣) ∈ I2 باشیم داشته 

C(𝑢, 𝑣) = C(𝑣, 𝑢).                                                                                                          (1 − 4) 

,𝑢)برای هرکه است زمانی ذکر به لازم 𝑣) ∈ I2 توان گفت می ،باشد برقرار (9-4)ی رابطه C 

 است. متقارن

جا که مفصل آن از ،توزیعمتغیرهای تصادفی مستقل هم اگر چه :(2116، )نِلسِن 2-2-4مثال 

 عبارتی به .درست نیست اما عکس این مطلب ،دپذیر هستنهمواره تعویض ،متقارن است ،Π ها،آن

را در  2-6-9مثال  ،برای اثبات این مسئله .ندلزوماً مستقل نیست ،توزیعپذیر همتعویضرهای تصادفی متغی

,C(𝑢واضح است که  کنید، اگر دقت .نظر بگیرید 𝑣) = C(𝑣, 𝑢) و همچنین F = G .  بنابراین(𝑋, 𝑌) 

 ■.     مستقل نیستند ،توزیعیبا وجود هماما  ،پذیر هستندتعویض

. کنیممی بررسی دیگر منظر از مطلب را ،شدید حدودی آشنا ذیری تاپکه با مفهوم تعویض حال

,𝑥باشند و برای برخی از پذیر تعویضغیر 𝑌و  𝑋که زمانی یعنی 𝑦 ∈ 𝑅̅2  داشته باشیم 

H(𝑥, 𝑦) ≠ H(𝑦, 𝑥). 

,H(𝑥|سوپریمم  توانمی بنابراین 𝑦) − H(𝑦, 𝑥)| ی غیرای برای مقدار یا درجهبه عنوان اندازه را-
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 𝑋های گاهتکیه کهبرای مثال، زمانی .باشد 9تواند برابر میاین مقدار  .گرفت نظر در 𝑌و  𝑋 1پذیریتعویض

)هایی از هزیرمجموع ترتیب به 𝑌و  , ,1)و  (1 در  با توجه به ویژگی دوم تابع توزیع توأم گاهآن ،باشند (2

𝐻(1,2) ، داریم5-4-9تعریف  = 𝐻(2,1)و  1 =. 

,H(𝑥|ر ادیمقمجموعه توزیع باشند، پیوسته و هم 𝑌و  𝑋اگر  𝑦) − H(𝑦, 𝑥)|،  برای𝑦و 𝑥 حقیقی، 

,C(𝑢|مقادیر مجموعه مشابه  𝑣) − C(𝑣, 𝑢)|، برای 𝑢  و𝑣 در I که  طوری به ،استC  مفصل مربوط به𝑋 

 ، این تشابه را برای حالت 9-2-4ی همانطور که ملاحظه کردید در قضیه .کندمی را مشخص 𝑌و 

 کردیم.پذیری نیز بیان تعویض

منظور  ردازیم بدینپو ماکزیمم آن میپذیری تعویضساختار یک اندازه برای غیربه معرفی در ادامه 

 :داشت خواهیم احتیاج و مفصل زیربه د

C1(𝑢, 𝑣) = 𝑚𝑖𝑛(𝑢, 𝑣, (𝑢 − 2 3⁄ )+ + (𝑣 − 1 3⁄ )+),                                                          (2 − 4) 

C2(𝑢, 𝑣) = 𝑚𝑎𝑥(0, 𝑢 + 𝑣 − 1, 1 3⁄ − (1 3⁄ − 𝑢)+ − (2 3⁄ − 𝑣)+),                              (3 − 4) 

+𝑥 که طوری به = 𝑚𝑎𝑥(𝑥, تکین  C2و  C1 کهاست بدیهی  ،2-7-9با توجه به تعریف  است. (

ی دو نقطه میان ها خط واصلباشد که یکی از آنمی I2شامل دو بخش خطی در  C1گاه تکیه هستند و

( , 1 3⁄ 2)و ( 3⁄ , 2)ی دو نقطهمیان و دیگری خط واصل   (1 3⁄ , ,1)و  (1 1 3⁄  C2گاه تکیه .باشدمی (

)ی دو نقطه ،خطوط ترتیب است که به شده تشکیل I2در  نیز از سه قسمت خطی , 2 3⁄  به (

(1 3⁄ , 1 3⁄ )، (1 3⁄ , 2) به (1 3⁄ , 2 3⁄ 2) و ( 3⁄ , 1 3⁄ ,1)به  ( )نِلسِن،  کنندوصل مییکدیگر  را به (

2117). 

 کنید.می را مشاهده C2و  C1های گاهتکیه 9-4در شکل  

                                                           
1  Nonexchangeability 
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 C2و  C1های گاه: تکیه9-4شکل 

 ی غیرتعویض پذیریاندازه 4-3

,C(𝑢|بالای مقدار  دهیم که کرانمی نشاندر ابتدا  𝑣) − C(𝑣, 𝑢)|  1برابر با  .است ⁄3

,𝑢 و هر Cبرای هر مفصل  :(2117)نِلسِن،  1-3-4 لم 𝑣 ∈ I داریم 

|C(𝑢, 𝑣) − C(𝑣, 𝑢)| ≤ 𝑚𝑖𝑛(𝑢, 𝑣, 1 − 𝑢, 1 − 𝑣, |𝑢 − 𝑣|)                                      (4 − 4) 

 :اثبات

𝑢کنید  فرضابتدا  در ≤ 𝑣 ، کنیم ثابتلذا کافیست 

|C(𝑢, 𝑣) − C(𝑣, 𝑢)| ≤ 𝑚𝑖𝑛(𝑢, 1 − 𝑣, 𝑣 − 𝑢).                                                        (5 − 4) 

  ویژگی اول تعریف مفصل با توجه به

|C(𝑢, 𝑣) − C(𝑣, 𝑢)| ≤ 𝑚𝑎𝑥(C(𝑢, 𝑣), C(𝑣, 𝑢)) ≤ 𝑚𝑎𝑥(C(𝑢, 1), C(1, 𝑢)) = 𝑢 

,𝑉𝐶([𝑣تعریف  ویژگی دوم مفصل و با استفاده از و 1] × [𝑢, 1])  داریم که ≤

C(1,1) − C(𝑣, 1) − C(1, 𝑢) + C(𝑣, 𝑢) = 1 − 𝑣 − 𝑢 + C(𝑣, 𝑢) ≥ , 

 توان گفتمی

C(𝑢, 𝑣) − C(𝑣, 𝑢) ≤ 𝑢 − C(𝑣, 𝑢) ≤ 1 − 𝑣. 

 آورددست  هب داده و تغییر 𝑉𝐶را در  𝑣و  𝑢، فقط کافیست جای به صورت مشابه

C(𝑣, 𝑢) − C(𝑢, 𝑣) ≤ 1 − 𝑣. 
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  به تعریف قدرمطلق داریمتوجه  بنابراین با

|C(𝑢, 𝑣) − C(𝑣, 𝑢)| ≤ 1 − 𝑣.                                                                                    (6 − 4) 

,𝑉𝐶([𝑢 با توجه به اینکه همچنین 1] × [𝑢, 𝑣])   آوریممی دست هب ≤

C(1, 𝑣) − C(1, 𝑢) − C(𝑢, 𝑣) + C(𝑢, 𝑢) = 𝑣 − 𝑢 − C(𝑢, 𝑣) + C(𝑢, 𝑢) ≥ . 

 بنابراین

C(𝑢, 𝑣) − C(𝑣, 𝑢) ≤ C(𝑢, 𝑣) − C(𝑢, 𝑢) ≤ 𝑣 − 𝑢. 

,𝑉𝐶([𝑣 مشابه با استفاده از صورت به 1] × [𝑣, 𝑢])  داریم،  ≤

C(𝑣, 𝑢) − C(𝑢, 𝑣) ≤ 𝑣 − 𝑢. 

 بنابراین

|C(𝑢, 𝑣) − C(𝑣, 𝑢)| ≤ 𝑣 − 𝑢 .                                                                                    (7 − 4) 

𝑢با توجه به فرض  نتیجه در ≤ 𝑣  شود البته باید می ثابت( 5-4ی )رابطه ،(7-4)و  (6-4)و دو نامساوی

𝑣برای حالتی که  ≤ 𝑢 مل صورت اثبات کا این و در داد صورت کاملاً مشابه انجام ق را بهنیز مراحل فو

 □  .   شودمی

𝑧 نمودار کهاین توجه به حال با = 𝑚𝑖𝑛(𝑢, 1 − 𝑣, 𝑣 − 𝑢)  برای ≤ 𝑢 ≤ 𝑣 ≤  شامل سه  1

1) ینقطه یکدیگر را در  که طوری به کلشی مثلثی پایه بای یک چهاروجهی رویه 3,⁄ 2 3⁄ , 1 3⁄ قطع  (

𝑧 و همچنین کنندمی = 𝑚𝑖𝑛(𝑢, ,1 − 𝑣, 𝑢 − 𝑣)  نیز برای ≤ 𝑣 ≤ 𝑢 ≤  دارای نموداری مشابه 1

,𝑢برای هر  توان، میاست 𝑣 ∈ I  گرفتنتیجه  

𝑚𝑖𝑛(𝑢, 𝑣, 1 − 𝑢, 1 − 𝑣, |𝑢 − 𝑣|) ≤
1

3
  .   

 :آیدمیست د هبنیز  ،(1-4( و )2-4در ) C2و  C1 هایصلاین برای مف بر علاوه

C1(1 3⁄ , 2 3⁄ ) − C1(1 3⁄ , 2 3⁄ ) = C2(1 3⁄ , 2 3⁄ ) − C2(1 3⁄ , 2 3⁄ ) = 1 3⁄ . 

 .کرد ی زیر را مطرحتوان قضیهبنابراین می
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 داریم Cبرای هر مفصل  :(2117)نِلسِن،  1-3-4قضیه 

𝑠𝑢𝑝
𝑢,𝑣∈𝐼

|C(𝑢, 𝑣) − C(𝑣, 𝑢)| ≤
1

3
  .                                                                             (8 − 4) 

 .باشدمی 1مکنم نامساوی بهترینکه 

 ،دلخواه کناری توزیع توابعبا  H برای هر تابع توزیع دومتغیره :(2117)نِلسِن،  1-3-4نتیجه 

  داریم

𝑠𝑢𝑝
𝑥,𝑦∈𝑅

|𝐻(𝑥, 𝑦) − 𝐻(𝑦, 𝑥)| ≤
1

3
. 

 .باشدمیمکن م بهترین نامساویکه 

 م:یدهمی ارایهریف زیر را ، تع9-1-4( در قضیه 8-4حال با توجه به نامساوی )

، C "پذیریتعویضی غیردرجه"یک مفصل باشد.  C کنید فرض :(2117)نِلسِن،  1-3-4تعریف 

 شودمی زیر تعریف صورت، به شودمی داده نمایش 𝜇∞(C)و  𝛿(C)های نمادکه با 

𝜇∞(C) = 𝛿(C) = 3𝑠𝑢𝑝
𝑢,𝑣∈𝐼

|C(𝑢, 𝑣) − C(𝑣, 𝑢)|. 

 .دهد فصل را نیز نشانیک مبودن  ی نامتقارنتواند اندازهپذیری یک مفصل، میتعویضی غیردرجه

𝛿(C)رو این از ,C(𝑢 اگر و تنها اگر،  = 𝑣) = C(𝑣, 𝑢). 

  𝑌و  𝑋گاه آن باشند Cدلخواه و مفصل  توزیع پیوسته با تابع تصادفی متغیرهای 𝑌و  𝑋اگر 

𝛿(C)اگر  تنها و اگر ،پذیرندتعویض  دیگر داریم: ی. در حالت=

پیوسته با تابع توزیع دلخواه و متغیرهای تصادفی  𝑌و  𝑋اگر  :(2117)نِلسِن، 2-3-4تعریف 

                                                           
1  Best-possible 
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𝛿(C) که طوری بهباشند،  Cمفصل  = و  9ماکزیمال پذیرغیرتعویضمتغیرهای تصادفی  𝑌و  𝑋 گاهآن،  1

C شوند.می ماکزیمال نامیدهپذیرتعویضیک مفصل غیر 

 .باشندماکزیمال میپذیرتعویضغیر های(، مفصل1-4( و )2-4در ) C2و  C1 یهاصلبرای مثال مف

 . مراجعه کنید( 2116،  2کلِِمِنتو  2117، به )نِلسِن فوقبرای اطلاعات بیشتر در خصوص مطالب 

 ی اندازهچند نمونه بررسی  پذیری بهتعویضی غیرچه بیشتر با اندازه به منظور آشنایی هر حال

 پردازیم.میهای گوناگون تصادفی مختلف و خانوادهپذیری برای متغیرهای تعویضغیر

 منفی ربعی یوابسته تصادفی هایمتغیربرای  یپذیرتعویضغیری اندازه 4-4

 .پردازیممی( NQD)1ی ربعی منفیتصادفی وابسته متغیرهای معرفیبه  در ابتدا

اگر،  تنها و اگر گوییم NQDرا  𝑌و  𝑋دو متغیر تصادفی پیوسته : (9166 ،همن)لِ 1-4-4تعریف

,𝑥برای هر دو عدد حقیقی  𝑦 ∈ 𝑅 باشیم: داشته 

P(𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦) ≤ P(𝑋 ≤ 𝑥)P(𝑌 ≤ 𝑦).                                                             (9 − 4) 

 شناخته  𝐂𝑁𝑄𝐷 با نمادو نامیده  NQDمربوط به متغیرهای فوق را  هایمفصلی خانوادهرو این از

 .شوندمی

ی ست که همواره رابطها بدیهی ،𝐂𝑁𝑄𝐷 هایبرای مفصل( 1-4ی )رابطه با توجه به :1-4-4نکته 

 :است زیر برقرار

∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐼2,            𝐂𝑁𝑄𝐷(𝑥, 𝑦) ≤ Π(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 .                                          (10 − 4)  

𝜇ی اندازه حال
∞

 .شودی زیر محاسبه میقضیه قالب در ،𝐂𝑁𝑄𝐷ی در خانواده 

                                                           
1   Maximally nonexchangeability 
2  Klement 
3   Negatively  quadrant  dependent 
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 در بگیرید نظر را در 𝐂𝑁𝑄𝐷 هایصلی مفخانواده :(2191، 9)دورانته و پاپینی 1-4-4 قضیه)*(

 صورت: این

𝜇
∞
(𝐂𝑁𝑄𝐷) = 3(√5 − 2) ≈ /7 8. 

 :اثبات

که به کلیت این توان بدونبنابراین می  باشد 𝐂𝑁𝑄𝐷 پذیر دربزرگترین عضو تعویض Cکنید فرض 

,𝑥 دکر فرضتوان می ،شود وارد خللیله مسأ 𝑦 ∈ ] , 𝑥و  ]1 < 𝑦  که طوری بهوجود دارد 

𝜇
∞
(C) = 3(C(𝑥, 𝑦) − C(𝑦, 𝑥)). 

𝑥برای  ∈ [ ,  ،Cمفصل های افقی و عمودی ترتیب بخش به 𝑣𝑥و  ℎ𝑥کنید  فرض شده،داده [1

,𝑥)تعیین  ،هدف .باشند 1-5-9تعریف در  شدهتعریف 𝑦)  و مقدار𝜀(𝑥, 𝑦) = C(𝑥, 𝑦) − C(𝑦, 𝑥) =

𝑣𝑥(𝑦) − ℎ𝑥(𝑦) برای ثابت باشد. می𝑥  و𝛼 ∈ [𝑚𝑎𝑥{2𝑥 − 1, }, 𝑥2]، ی که بازه𝛼 توجه به کران با-

 کنید فرض، استشده  مشخص (91-4ی )و رابطه های مفصل

ℎ𝑥(𝑥) = 𝛼 ,                                                                                                                    (11 − 4) 

 سعی داریم باشد. 

𝑦 ∈ [𝑥, 1]                                                                                                                        (12 − 4) 

𝑡نگاشت که  کنیمرا طوری پیدا  ⟼ (𝑣𝑥(𝑡) − ℎ𝑥(𝑡))  د.کنبیشترین مقدار را کسب 

𝛼منظور برای  بدین ≤ 𝑡 ≤ 𝑦  کنیممیتعریف 

ℎ𝑥(𝑡) = 𝛼 .                                                                                                                     (13 − 4) 

] تواندی ممکن را که حداکثر میبزرگترین دامنه ℎ𝑥 رواین از و امکان بزرگ باشد حد تا 𝑦که  طوری به

,  .بگیرد دربر ،دباش [1

                                                           
1  Durante and Papini 
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ی رابطه،  تعریف بخش افقی مفصل و 2-5-9ی در قضیه برای مفصل شیتزتوجه به نامساوی لیپبا 

 :آیدمی دست ه( ب4-92)

2 − 𝑥 − 𝑦 = 1 − 𝑦 + 1 − 𝑥 ≥ C(1,1) − C(𝑦, 𝑥) = C(1,1) − ℎ𝑥(𝑦) = 1 − 𝛼. 

𝑦 بنابراین ≤ 1 − (𝑥 − 𝛼)     (14 −  بیابیم؛را  𝜀 ، باید مقدار ماکزیممCو با توجه به انتخاب  .(4

 .گرفتنظر در 𝑣𝑥(𝑦)برای بیشترین مقدار را و  ℎ𝑥(𝑦)منظور باید کمترین مقدار را برای  لذا بدین

 :رواین از

ℎ𝑥(𝑡) = {
𝛼,                           𝑡𝜖[𝑥, 1 − (𝑥 − 𝛼)]

𝑡 − 1 + 𝑥 ,           𝑡𝜖[1 − (𝑥 − 𝛼), 1]
 

 :، داریم(1-5-9)و تعریف   Cدر مورد مفصلشیتز لیپ نامساوی ی مجدد ازطرفی با استفادهاز

𝑣𝑥(𝑦) − 𝛼 = 𝑣𝑥(𝑦) − ℎ𝑥(𝑥) = C(𝑥, 𝑦) − C(𝑥, 𝑥) ≤ |𝑥 − 𝑥| + |𝑥 − 𝑦| = 𝑦 − 𝑥 

 توان گفت:می و جایگذاری (94-4)گرفتن تساویظرنبا در لذا

𝑣𝑥(𝑦) ≤ 𝑦 − 𝑥 + 𝛼 = 2𝛼 + 1 − 2𝑥                                                                     (15 − 4) 

و  (91-4ی )توجه به رابطه با است لذا 𝐂𝑁𝑄𝐷نظر مفصل مورد با توجه به این که همچنین

 خواهیم داشت (،94-4در نامساوی ) 𝑦مقدار ماکزیمم جایگذاری 

𝑣𝑥(𝑦) ≤ 𝑥𝑦 = 𝑥(1 − 𝑥 + 𝛼)                                                                                 (16 − 4) 

 آیددست میبه (96-4( و )95-4) توجه به روابطبنابراین با 

𝑣𝑥(𝑦) = {
𝑥(1 − 𝑥 + 𝛼),          𝑦 − 𝑥 ≥ 𝑥𝑦 − 𝛼
2𝛼 + 1 − 2𝑥,           𝑦 − 𝑥 < 𝑥𝑦 − 𝛼 

 

  نتیجهدر

𝜀(𝑥, 𝑦) = 𝑣𝑥(𝑦) − ℎ𝑥(𝑦) 

               = {
𝑥(1 − 𝑥 + 𝛼) − 𝛼 = (𝑥 − 𝛼)(1 − 𝑥),           𝑦 − 𝑥 ≥ 𝑥𝑦 − 𝛼 
𝛼 + 1 − 2𝑥,                                                           𝑦 − 𝑥 < 𝑥𝑦 − 𝛼 

   

منظور دو اینبه کند. بیشترین مقدار خود را کسب 𝜀کنیم که  را طوری تعیین 𝛼حال کافیست 
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 گیریم:می نظرحالت در

 حالت اول :𝑦 − 𝑥 ≥ 𝑥𝑦 − 𝛼داریم  (94-4)ی به رابطهبا توجه کهآنجا. از𝑦 = 1 − 𝑥 + 𝛼  لذا

 :توان گفتمیباجایگذاری 

1 − 𝑥 + 𝛼 − 𝑥 ≥ 𝑥(1 − 𝑥 + 𝛼) − 𝛼 

 خواهیم داشت بعد از محاسباتی ساده و

𝛼(2 − 𝑥) ≥ 3𝑥 − 1 − 𝑥2 

3𝑥 و با توجه به این که  − 1 − 𝑥2 𝑥 ارزهم ≤ ≥
3−√5

2
 گفت توان. لذا میاست 

𝑥 اگر - <
3−√5

2
𝛼 باید گاه، آن   ؛شود انتخاب =

𝛼صورت،  این غیر در - =
3𝑥−1−𝑥2

2−𝑥
 . شودانتخاب می 

 :حالت دوم  𝑦 − 𝑥 < 𝑥𝑦 − 𝛼 .با جایگذاری  اولهمانند حالت ،𝑦 دست ه، ب(94-4) یاز رابطه  

𝛼(2 آیدمی − 𝑥) < 3𝑥 − 1 − 𝑥2رو بهترین انتخاب این . از𝛼 =
3𝑥−1−𝑥2

2−𝑥
 است. 

 :دکر صورت زیر خلاصه توان بهرا می به دو حالت فوق، نتایج حال بنا

𝑥برای  - <
3−√5

2
𝑦 و  = 1 − 𝑥  :    𝜀(𝑥, 𝑦) = 𝑥(1 − 𝑥). 

𝑥 برای - >
3−√5

2
𝑦 و  = 1 − 𝑥 + 𝛼 =

1

2−𝑥
 :     𝜀(𝑥, 𝑦) =

(𝑥−1)2

2−𝑥
. 

,𝜀(𝑥که  جاآن از 𝑦) = 𝑥(1 − 𝑥) اش صعودی و در دامنه𝜀(𝑥, 𝑦) =
(𝑥−1)2

2−𝑥
 اش نزولیدر دامنه 

,𝜀(𝑥 اینرو از، است 𝑦) بیشترین مقدار خود را در 𝑥 =
3−√5

2
𝑦 در نتیجه و گیردمی  =

√5−1

2
 . 

,𝜀(𝑥 آید:میدست بنابراین با جایگذاری به 𝑦) = √5 −  □شود.     لذا حکم ثابت میو  2
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 نزولی تصادفی طور به تصادفی هایپذیری برای متغیرتعویضی غیراندازه 4-5

 پردازیم.( میDS) 9نزولی تصادفی طور بهتصادفی  معرفی متغیرهایبه  ابتدا در

ر همبستگی ، اگنامند SDرا  𝑌و  𝑋(: دو متغیر تصادفی پیوسته 9166)لهِمن،  1-5-4تعریف

  کند: زیر پیروی هایها از ویژگیمیان آن

- 𝑌 نزولی در تصادفیطوربه𝑋 عبارتی، باشد به𝑃(𝑌 > 𝑦|𝑋 = 𝑥)  برای هر𝑦 تابعی نزولی از ،𝑥 

 باشد.

- 𝑋 در  نزولیتصادفیطوربه 𝑌عبارتی، باشد به𝑃(𝑋 > 𝑥|𝑌 = 𝑦)  برای هر𝑥 تابعی نزولی از ،𝑦 

 باشد.

𝑥که برای هر  نزولیتصادفیطوربه تصادفیمربوط به متغیرهای هایصلمف یرو خانوادهاین از ∈ [ , 1]،  

𝑣𝑥افقی و عمودی ) هایبخش
C و ℎ𝑥C را  هستند 2محدب( آنDS نامیده و با نماد 𝐂SD شودشخص میم. 

Cاگر  :(2116 ،)نِلسِن 1-5-4نکته  ∈ C𝑆𝐷گاه خواهیم داشت:، آنC ∈ C𝑁𝑄𝐷. 

 در بگیرید، نظر را در 𝐂SD هایصلی مفخانواده :(2191دورانته و پاپینی، ) 1-5-4 قضیه)*(

 صورت: این

𝜇
∞
(𝐂𝑆𝐷) = 3(3 − 2√2) ≈ /514. 

 :اثبات

 برای توانمی ،شود باشد. بدون اینکه خللی وارد 𝐂SD هایصلمفی ادهعضوی از خانو C کنید فرض

,𝑥برخی  𝑦 ∈ ( , 𝑥 که  طوری به (1 < 𝑦گرفتنظر  در باشد 

                                                           
1  Stochastically  decreasing(SD) 
2  Convex 
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 𝜇
∞
(C) = 3(C(𝑥, 𝑦) − C(𝑦, 𝑥)) 

,ε(𝑥 قرار دهید 𝑦) = C(𝑥, 𝑦) − C(𝑦, 𝑥)ی برای هر نقطه . لذا کافیست(𝑥, 𝑦) یمجموعه عضو 

H = {(𝑥, 𝑦) ∈ [ , 1]2| 𝑥 < 𝑦}. 

 کنیم ثابت

𝜀(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑎 = 3 − 2√2  .                                                                                       (17 − 4) 

 ( داریم:2-5-9ی )یتز در قضیهشلیپ( و نامساوی97-4) با توجه به

C(𝑥, 𝑦) − C(𝑦, 𝑥) ≤ C(𝑥, 𝑦) − C(𝑥, 𝑥) ≤ |𝑥 − 𝑥| + |𝑥 − 𝑦| = 𝑦 − 𝑥 ≤ 𝑎, 

,𝜀(𝑥لذا  𝑦) ≤ 𝑎  که  دهدمیرخ زمانی𝑦 ≤ 𝑥 + 𝑎      (18 − 4). 

 داریم: Hو تعریف  ( و خاصیت اول مفصل97-4به طور مشابه، با توجه به )

C(𝑥, 𝑦) − C(𝑦, 𝑥) ≤ C(𝑥, 1) − C(𝑦, 𝑥) = 𝑥 − C(𝑦, 𝑥) ≤ 1 − 𝑦 ≤ 𝑎, 

,𝜀(𝑥 رواین از 𝑦) ≤ 𝑎  دهد که میرخ نیز زمانی𝑦 ≥ 1 − 𝑎       (19 − 4). 

، برای Cهای افقی و عمودی محدب مفصل ( بر روی بخش9171) 9لکینمارشال و اٌ محاسباتطبق 

 :داریم 𝑥ثابت 

𝑣𝑥
𝐶(𝑥)

𝑥
≤
𝑣𝑥
𝐶(𝑦) − 𝑣𝑥

𝐶(𝑥)

𝑦 − 𝑥
≤
𝑣𝑥
𝐶(1) − 𝑣𝑥

𝐶(𝑥)

1 − 𝑥
, 

 با  است برابر( 1-5-9با توجه به تعریف )که 

C(𝑥, 𝑥)

𝑥
≤
C(𝑥, 𝑦) − C(𝑥, 𝑥)

𝑦 − 𝑥
≤
𝑥 − C(𝑥, 𝑥)

1 − 𝑥
 .                                                     (20 − 4)   

 همانند حالت عمودی داریم 𝑦 حال برای بخش افقی و ثابت

ℎ𝑥
𝐶(𝑥)

𝑥
≤
ℎ𝑥
𝐶(𝑦) − ℎ𝑥

𝐶(𝑥)

𝑦 − 𝑥
, 

                                                           
1  Marshall And Olkin 
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 است با مشابه برابر طور به

C(𝑥, 𝑥)

𝑥
≤
C(𝑦, 𝑥) − C(𝑥, 𝑥)

𝑦 − 𝑥
 .                                                                                 (21 − 4) 

,C(𝑥کردن مقدار  بنابراین با اضافه و کم 𝑥) ( و21-4های )نامساویاستفاده از و کسر زیر  در صورت  

 آیدمیدست  هب (4-29)

C(𝑥, 𝑦) − C(𝑦, 𝑥)

𝑦 − 𝑥
=
C(𝑥, 𝑦) − C(𝑥, 𝑥)

𝑦 − 𝑥
+
C(𝑥, 𝑥) − C(𝑦, 𝑥)

𝑦 − 𝑥
≤
𝑥 − C(𝑥, 𝑥)

1 − 𝑥
−
C(𝑥, 𝑥)

𝑥
 

=
𝑥2 − C(𝑥, 𝑥)

𝑥(1 − 𝑥)
≤

𝑥

1 − 𝑥
 .                                                         

,𝜀(𝑥رو باتوجه به تعریف این از 𝑦) که است بدیهی 

𝜀(𝑥, 𝑦) ≤
𝑥(𝑦 − 𝑥)

1 − 𝑥
= 𝑔(𝑥, 𝑦).                                                                           (22 − 4) 

 باشدی بحرانی نمیدارای نقطه ،به فرم زیر 𝐾 یدر داخل مجموعه 𝑔تابع 

𝐾 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐻|𝑥 + 𝑦 ≤ 1}. 

𝑦دهد کههنگامی رخ می 𝐾 یمجموعه در 𝑔لذا ماکزیمم مقدار  = 1 − 𝑥  ،و مشتق با جایگذاری و باشد-

𝑥ازای به 𝑔گیری ماکزیمم مقدار  = 1 −
√2

2
 :آیددست می هب ،

max
(𝑥,𝑦)∈𝐾

𝑔(𝑥, 𝑦) = max
𝑥∈[0,1 2⁄ ]

𝑥(1 − 2𝑥)

1 − 𝑥
= 3 − 2√2. 

 :شودمی زیر اثبات درستی رابطه ،𝐾ی مجموعه یور (22-4بنابراین طبق نامساوی )

𝜀(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑎 = 3 − 2√2. 

 دهید منظور قرار بدینشود  ی فوق بررسیباید برای سایر نقاط درستی رابطهحال 

𝐿 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐻|𝑥 + 𝑦 ≥ 1, 𝑥 + 𝑎 ≤ 𝑦 ≤ 1 − 𝑎} = 𝐿1 ∪ 𝐿2 

 که  طوری به
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𝐿1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿 |𝑦 ≤
1 − 4𝑎

2𝑎 − 1
𝑥 +

2𝑎2 + 2𝑎 − 1

2𝑎 − 1
}, 

𝐿2 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿 |𝑦 ≥
1 − 4𝑎

2𝑎 − 1
𝑥 +

2𝑎2 + 2𝑎 − 1

2𝑎 − 1
}. 

 ت که رئوس آن نقاط زیر هستند:مثلث یکانی اس 𝐿توان گفت می هندسی با نگاه

(𝑎, 1 − 𝑎)و (
1 − 𝑎

2
,
1 + 𝑎

2
) 1) و − 2𝑎, 1 − 𝑎) 

,𝑎)ی واصل بین دو نقطه خطرا توسط  𝐿که زمانی 1 − 𝑎)  با(
1

2
,
1

2
+ 𝑎) کنیم،تقسیم 𝐿1  و𝐿2 

,𝑥)هر  ازایبه کهاین برای لذا کنندمی را تعیین𝐿  دو زیرمثلث 𝑦) ∈ 𝐿 کنیم ثابت : 𝜀(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑎 ، دو

 کنیم.می ا بررسیحالت ر

  :حالت اول(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿1هر. برای (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿، (9-5-4ی)پایین هر مفصل و نکتهتوجه به کرانبا، 

 است: ی زیر برقراررابطه

C(𝑥, 𝑦) − C(𝑦, 𝑥) ≤ 𝑥𝑦 − (𝑥 + 𝑦 − 1) = ℎ(𝑥, 𝑦).                                                (23 − 4) 

 .ی زیر باید بررسی شودسه گزینه ندارد 𝐿1ی در مجموعهی بحرانی هیچ نقطه ℎکه تابع  جاآن از

𝑦 اگر -9 = 1 − 𝑎( داریم:21-4با جایگذاری در تساوی ) گاه، آن ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑎(1 − 𝑥) < 𝑎. 

𝑦اگر -2      = 𝑥 + 𝑎 گاهآن ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + (𝑎 − 2)𝑥 + 1 − 𝑎  )ازکه نزولی است)در این ناحیه .  

,ℎ(𝑥  رواین 𝑦) ≤ ℎ (
1

2
,
1

2
+ 𝑎) =

1−2𝑎

4
< 𝑎. 

𝑦 اگر -1 =
1−4𝑎

2𝑎−1
𝑥 +

2𝑎2+2𝑎−1

2𝑎−1
 گاه آن 

ℎ(𝑥, 𝑦) = 1 − 𝑥 −
2𝑎 − 1 + 2𝑎2 + (1 − 4𝑎)𝑥

2𝑎 − 1
+
𝑥(2𝑎 − 1 + 2𝑎2 + (1 − 4𝑎)𝑥)

2𝑎 − 1
. 

,ℎ(𝑥 صورت این و در 𝑦) ازای مقدار ماکزیمم خود را به𝑥 =
−1+4𝑎+2𝑎2

2(−1+4𝑎)
 داشت کرده و خواهیم کسب 

max
(𝑥,𝑦)∈𝐿1

ℎ(𝑥, 𝑦) =
(−1 + 4𝑎 + 2𝑎2)2

4(1 − 6𝑎 + 8𝑎2)
≈ /168 < 𝑎. 
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,𝜀(𝑥بنابراین در حالت اول  𝑦) ≤ 𝑎 باشد.می 

  :حالت دوم(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐿2 .های عمودی و افقی ند قبل با توجه به محدب بودن بخشهمانC داریم 

𝑥 + 𝑦 − 1

𝑦
≤
C(𝑦, 𝑥)

𝑦
≤
C(𝑦, 𝑥) − C(𝑥, 𝑥)

𝑦 − 𝑥
 ,                                                             (24 − 4) 

 و

C(𝑥, 𝑦) − C(𝑥, 𝑥)

𝑦 − 𝑥
≤
C(𝑥, 1) − C(𝑥, 𝑥)

1 − 𝑥
≤

𝑥

1 − 𝑥
 .                                                   (25 − 4) 

 :آیدمیدست  یکدیگر، به ( از25-4( و )24-4کردن طرفین روابط ) با کمبنابراین 

C(𝑥, 𝑦) − C(𝑦, 𝑥)

𝑦 − 𝑥
≤

𝑥

1 − 𝑥
−
𝑥 + 𝑦 − 1

𝑦
, 

 خواهیم داشت لذا با توجه به فرض

𝜀(𝑥, 𝑦) = C(𝑥, 𝑦) − C(𝑦, 𝑥) = (
𝑥

1 − 𝑥
−
𝑥 + 𝑦 − 1

𝑦
) (𝑦 − 𝑥) = ℎ(𝑥, 𝑦).     (26 − 4) 

روی  ی جبریبعد از محاسبات ساده. است 𝐿2 یروی مجموعه ℎمقدار ماکزیمم  هدف یافتنبنابراین 

ی بحرانی قطهدارای ن 𝐿2بر روی  شود کهمی ، مشخص𝑦و  𝑥ترتیب  های بهنسبت به متغیر ℎ مشتق اول

 است: الت نیز، سه مورد قابل بررسیاینرو در این حاز باشد؛نمی

𝑦اگر  -9 = 1 − 𝑥شویم که ، متوجه می(22-4ی)، رابطههای قبل اثباتگاه با توجه به قسمت، آن 

ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑎. 

𝑦اگر  -2 = 𝑥 + 𝑎 ،گاهآن 

ℎ(𝑥, 𝑥 + 𝑎) = 𝑎 (
𝑥

1 − 𝑥
−
−1 + 𝑎 + 2𝑥

𝑥 + 𝑎
). 

,ℎ(𝑥توان مشتق به راحتی می 𝑥 + 𝑎)  را نسبت به𝑥 دست آورد هب: 

𝜕𝑥ℎ(𝑥, 𝑥 + 𝑎) = 𝑎 (
1

1 − 𝑥
+

𝑥

(1 − 𝑥)2
−

2

𝑥 + 𝑎
+
−1 + 𝑎 + 2𝑥

(𝑥 + 𝑎)2
), 
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,ℎ(𝑥 شویممی ارت بالا و تعیین علامت متوجهدادن عب با برابر صفر قرار 𝑥 + 𝑎) دررا نیمم خود مقدار می 

] یبازه
1−𝑎

2
,
1

2
𝑥و مقدار ماکزیمم خود را در [ =

1

2
 بنابراین در این حالت   کند.می کسب  

ℎ (
1

2
,
1

2
+ 𝑎) =

𝑎

1 + 2𝑎
< 𝑎. 

𝑦اگر  -1 =
1−4𝑎

2𝑎−1
𝑥 +

2𝑎2+2𝑎−1

2𝑎−1
 گاه ، آن

ℎ(𝑥, 𝑦) = −
[−1 + 2𝑎2 + 𝑎(2 − 6𝑥) + 2𝑥][2𝑎(2 − 3𝑥)𝑥 + (𝑥 − 1)𝑥 + 𝑎2(4𝑥 − 2)]

(2𝑎 − 1)(𝑥 − 1)(2𝑎2 − 1 + 𝑎(2 − 4𝑥) + 𝑥)
, 

,ℎ(𝑥مشابه مورد قبل، با انجام محاسبات ساده،  𝑦)  رویمقدار ماکزیمم خود را [𝑎,
1

2
𝑥که  ، زمانی[ ≈

 صورت  این در کندمی است، کسب 355/

max
(𝑥,𝑦)∈𝐿2

ℎ(𝑥, 𝑦) ≈ /162 < 𝑎. 

,𝜀(𝑥بنابراین در حالت دوم نیز،  𝑦) ≤ 𝑎 باشد.می 

,𝜀(𝑥، اتهای اثبی قسمتمانطور که ملاحظه کردید، در کلیهه 𝑦) ≤ 𝑎 بنابراین . آمد دستهب

 □   .  شودحکم ثابت می

 مقدار فرین هایپذیری برای مفصلتعویضی غیراندازه 4-6

( 7-2خش )، که در بفرین مقدار هایصلمف پذیریتعویضی غیراندازهکران بالایی برای قسمت  این در

 .شودمی کردیم، محاسبه معرفی

 :زیر است صورتبه EV( فرم عمومی مفصل 7-2توجه به بخش ) با

C𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥𝑝(𝑙𝑜𝑔(𝑥𝑦)  𝐴 (
𝑙𝑜𝑔(𝑥)

𝑙𝑜𝑔(𝑥𝑦)
)) = (𝑥𝑦)

𝐴(
𝑙𝑜𝑔(𝑥)
𝑙𝑜𝑔(𝑥𝑦)

)
 .                        (27 − 4) 

:𝐴 که طوری به [ , 1] → [1 2⁄ , ≥  برای هر ویک تابع محدب است  [1 𝑡 ≤  داریم: 1

𝑚𝑎𝑥(𝑡, 1 − 𝑡) ≤ 𝐴(𝑡) ≤ 1. 
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 داریم: C فرین مقدارصل برای هر مف :(2191، 9دورانته و مزِیار) 1-6-4قضیه )*(

𝜇
∞
(C) ≤ 3.

44

55
  . 

𝜇 این بر علاوه
∞
(C) = 3.

44

55
  . 

C اگر، تنها و اگر ∈ {C1, C2} که طوری به 

C1(𝑥, 𝑦) = {
𝑦,            𝑥2 ≥ 𝑦

𝑥√𝑦  ,         𝑂.𝑊
,C2(𝑥       یا         𝑦) = {

𝑥,            𝑦2 ≥ 𝑥

𝑦√𝑥 ,          𝑂.𝑊
   

 :اثبات

 .باشد( 27-4به فرم ) Aی با تابع وابسته مقدارنهایتبییک مفصل  Cکنید  فرض

 مقدار ، تعیین هدف

𝛿𝐶 = max
(𝑥,𝑦)∈[0,1]2

|C(𝑥, 𝑦) − C(𝑦, 𝑥)| 

      = 𝑚𝑎𝑥
(𝑥,𝑦)∈]0,1[2

|(𝑥𝑦)
𝐴(

𝑙𝑜𝑔(𝑥)
𝑙𝑜𝑔(𝑥𝑦)

)
− (𝑥𝑦)

𝐴(
𝑙𝑜𝑔(𝑦)
𝑙𝑜𝑔(𝑥𝑦)

)
|. 

𝑙𝑜𝑔(𝑥𝑦) ، که 𝑙𝑜𝑔با توجه به خاصیت تابع  = 𝑙𝑜𝑔(𝑥) + 𝑙𝑜𝑔(𝑦)توان گفت، می 

𝑙𝑜𝑔(𝑦)

𝑙𝑜𝑔(𝑥𝑦)
=
𝑙𝑜𝑔(𝑥𝑦) − 𝑙𝑜𝑔(𝑥)

𝑙𝑜𝑔(𝑥𝑦)
= 1 −

𝑙𝑜𝑔(𝑥)

𝑙𝑜𝑔(𝑥𝑦)
 . 

 لذا

𝛿𝐶 = 𝑚𝑎𝑥
(𝑥,𝑦)∈]0,1[2

|(𝑥𝑦)
𝐴(

𝑙𝑜𝑔(𝑥)
𝑙𝑜𝑔(𝑥𝑦)

)
− (𝑥𝑦)

𝐴(1−
𝑙𝑜𝑔(𝑥)
𝑙𝑜𝑔(𝑥𝑦)

)
|. 

,𝑥) برای یک نقطه 𝛿𝐶 کنید فرض 𝑦) ∈ ] , 𝑡دهید  ارقر ،باشد آمده دستهب 2]1 =
𝑙𝑜𝑔(𝑥)

𝑙𝑜𝑔(𝑥𝑦)
بدون . 

>  کنید شود، فرض واردخللی کلیت  بهکه  آن 𝑦 < 𝑥 <  رواین از ،1

                                                           
1  Durante And Mesiar 
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 ≤
𝑙𝑜𝑔(𝑥)

𝑙𝑜𝑔(𝑥𝑦)
≤
𝑙𝑜𝑔(𝑥)

𝑙𝑜𝑔(𝑥)2
=
1

2
 ,           

 داریم لذا

 𝑡 ∈ ] ,
1

2
[ . 

𝐴(𝑡) بگیریدنظر  در و ≤ 𝐴(1 − 𝑡) باشد. 

𝐴𝛼(𝑠) صورت به را 𝐴𝛼وابسته  همچنین تابع = 𝑚𝑎𝑥{1 − 𝑠, (1 − 𝛼)𝑠 + 𝛼} برای 𝛼, 𝑠 ∈ [ ,  در [1

𝑔(𝑠) که طوری ، بهگرفته نظر = (1 − 𝛼)𝑠 + 𝛼  گذرنده از نقاط  خط(𝑡, 𝐴(𝑡))  است و لذا  (1,1)و 

𝑔(𝑠) − 𝐴(𝑡) =
1 − 𝐴(𝑡)

1 − 𝑡
(𝑠 − 𝑡)     

 بنابراین

𝛼 =
𝐴(𝑡) − 𝑡

1 − 𝑡
 

 :داریم 𝐴𝛼(𝑠)و  𝐴(𝑡)تعاریف دو تابع  طبق

𝐴𝛼(𝑡) = 𝑚𝑎𝑥 {1 − 𝑡, (1 −
𝐴(𝑡) − 𝑡

1 − 𝑡
) 𝑡 +

𝐴(𝑡) − 𝑡

1 − 𝑡
} = 𝐴(𝑡).                               (28 − 4)     

کند بالای  وصل یکدیگر ی تابع را بهدو نقطه هر خط کهکه هر پاره 𝐴بودن  با توجه به محدبهمچنین 

1 میانی یها و نقطه𝑠روی محور  9و  𝑡گرفتن نقاط  نظر بنابراین با در گیردمی نمودار تابع قرار − 𝑡  و

  است که واضح(، سمت چپ، 2-4توجه به شکل )

𝐴(1 − 𝑡) ≤ 𝐴𝛼(1 − 𝑡)                                                                                                (29 − 4) 

 داریم: (21-4( و )28-4ی روابط )در نتیجه

 𝐴𝛼(𝑡) − 𝐴𝛼(1 − 𝑡) ≤ 𝐴(𝑡) − 𝐴(1 − 𝑡)                                                                 (30 − 4)  

𝐴(𝑡)کردیم  که فرض جاآن از ≤ 𝐴(1 − 𝑡) لذا است  منفی (11-4)، عبارت سمت راست در نامساوی

 داشت مطلق خواهیمطبق خواص قدر
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|𝐴(𝑡) − 𝐴(1 − 𝑡)| ≤ |𝐴𝛼(𝑡) − 𝐴𝛼(1 − 𝑡)| 

 

 

 

 

 

 

 

خطوط  در آن قرار دارد و 𝐴(𝑡)کند که تابع ای را مشخص میسمت راست ناحیهخطوط پررنگ در نمودار : 2-4شکل 

 دهد.را نمایش می 𝐴𝛼(𝑡)سمت چپ نمودار تابع پررنگ در نمودار 

,𝑥)برای هرچون طرفی  از 𝑦) ∈ ] ,  ( و 28-4)طبق روابط  بنابراینو  است، نزولی 𝑠(𝑥𝑦)، تابع 2]1

 داریم (4-21)

(𝑥𝑦)𝐴𝛼(1−𝑡) ≤ (𝑥𝑦)𝐴(1−𝑡),                    (𝑥𝑦)𝐴(𝑡) = (𝑥𝑦)𝐴𝛼(𝑡) 

 رواز این

 −(𝑥𝑦)𝐴(1−𝑡) ≤ −(𝑥𝑦)𝐴𝛼(1−𝑡) ,                                    

 (𝑥𝑦)𝐴(𝑡)−(𝑥𝑦)𝐴(1−𝑡) ≤ (𝑥𝑦)𝐴𝛼(𝑡) − (𝑥𝑦)𝐴𝛼(1−𝑡). 

≥ برای هر  لذا 𝑡 ≤  آیدمیدست  به 1

|(𝑥𝑦)𝐴(𝑡)  − (𝑥𝑦)𝐴(1−𝑡) | ≤ |(𝑥𝑦)𝐴𝛼(𝑡)  − (𝑥𝑦)𝐴𝛼(1−𝑡) | 

,𝑡𝛼)کنید  حال فرض 𝐴𝛼(𝑡𝛼)) مشترک دو خط تقاطع یا فصل ینقطه 𝑓(𝑠) = 1 − 𝑠 و 𝑔(𝑠) =

(1 − 𝛼)𝑠 + 𝛼 شودمیبه صورت زیر محاسبه  باشد که  

1 − 𝑠 = (1 − 𝛼)𝑠 + 𝛼 , 

 بنابراین

1 

𝐴(𝑡)  

1 1

2
  

1 

1 
1−α

2−α
  

𝐴α(𝑡)  
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 𝑡𝛼 =
1 − 𝛼

2 − 𝛼
≤
1

2
 . 

 ( داریم2-4در شکل ) 𝐴𝛼و توجه به نمودار  𝑡𝛼 با جایگذاری و 

𝐴𝛼(𝑡𝛼) = 1 − 𝑡𝛼 = 1 −
1 − 𝛼

2 − 𝛼
=

1

2 − 𝛼
                                                                  (31 − 4)  

𝐴𝛼(1 −  𝑡𝛼) = (1 − 𝛼)(1 −  𝑡𝛼) + 𝛼 =
1 + 𝛼 − 𝛼2

2 − 𝛼
                                            (32 − 4) 

𝐴𝛼(𝑠)|که  جاآن از این بر علاوه − 𝐴𝛼(1 − 𝑠)|  بیشترین مقدار خود و𝐴𝛼(𝑠)  کمترین مقدار خود را در

𝑡𝛼 تابع و کنندمی کسب (𝑥𝑦)𝑠  ،شودمینتیجه نزولی و محدب است 

𝐴𝛼(𝑡𝛼) ≤ 𝐴𝛼(𝑡),     

 لذا

(𝑥𝑦)𝐴𝛼(𝑡) ≤ (𝑥𝑦)𝐴𝛼(𝑡𝛼).  

 همچنین

𝐴𝛼(1 − 𝑡) ≤ 𝐴𝛼(1 − 𝑡𝛼),     

 بنابراین

−(𝑥𝑦)𝐴𝛼(1−𝑡) ≤ −(𝑥𝑦)𝐴𝛼(1−𝑡𝛼).   

 خواهیم داشت رواز این

(𝑥𝑦)𝐴𝛼(𝑡)−(𝑥𝑦)𝐴𝛼(1−𝑡) ≤  (𝑥𝑦)𝐴𝛼(𝑡𝛼) − (𝑥𝑦)𝐴𝛼(1−𝑡𝛼). 

≥ برای هر بنابراین  𝑡 ≤  :آیدمیدست  به 1

|(𝑥𝑦)𝐴𝛼(𝑡)  − (𝑥𝑦)𝐴𝛼(1−𝑡) | ≤ |(𝑥𝑦)𝐴𝛼(𝑡𝛼)  − (𝑥𝑦)𝐴𝛼(1−𝑡𝛼) |. 

 شودمی ( ماکزیمم12-4( و )19-4ازای مقادیر ) به 𝛿𝐶 نتیجه در

𝛿𝐶 = 𝑚𝑎𝑥
(𝑥,𝑦)∈]0,1[2

( 𝑚𝑎𝑥
𝛼∈[0,1]

|(𝑥𝑦)
1

2−𝛼 − (𝑥𝑦)
1+𝛼−𝛼2

2−𝛼 |). 

 گرفتن نگاشت نظر با در



 
 

119 
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ѱ
𝛼
: [ , 1] → [ , 1],      ѱ

𝛼
(𝑘) = 𝑘

1
2−𝛼 − 𝑘

1+𝛼−𝛼2

2−𝛼   

 کنیممحاسبه میصورت زیر  ماکزیمم تابع فوق را به گیری،با مشتق و

ѱ
𝛼

′
(𝑘) =

1

2 − 𝛼
𝑘
𝛼−1
2−𝛼 −

1 + 𝛼 − 𝛼2

2 − 𝛼
𝑘
1+2𝛼−𝛼2−2

2−𝛼 = , 

   
1

2 − 𝛼
𝑘
𝛼−1
2−𝛼 =

1 + 𝛼 − 𝛼2

2 − 𝛼
𝑘
1+2𝛼−𝛼2−2

2−𝛼  

 لذا

 𝑘𝛼 = (1 + 𝛼 − 𝛼2)
2−𝛼

𝛼(𝛼−1). 

 داد  توان نشانمی بنابرین

𝛿𝐶 = 𝑚𝑎𝑥
𝛼∈[0,1]

 ѱ
𝛼
(𝑘𝛼) = 𝑚𝑎𝑥

𝛼∈[0,1]
((1 + 𝛼 − 𝛼2)

1
𝛼(𝛼−1) − (1 + 𝛼 − 𝛼2)

1+𝛼−𝛼2

𝛼(𝛼−1) ) =
44

55
. 

𝛼 مقدار به ازای ماکزیمم که =
1

2
 . آمده است دستهب 

𝛼و جایگذاری  𝐴𝛼(𝑡)تابع با توجه به تعریف  حال =
1

2
 ،کندمی تولیدرا  𝛿𝐶که  𝐴 وابسته، تابع 

 از: شودمی عبارت

𝐴(𝑡) = 𝑚𝑎𝑥 (1 − 𝑡,
𝑡 + 1

2
) .                                                                                        (33 − 4)  

𝛼به ازای  𝛿𝐶کردید،  همانطور که ملاحظه =
1

2
 که جاآن آمد، از دست هب 

 𝑡𝛼 =
1 − 𝛼

2 − 𝛼
 , 

 بنابراین

 𝑡1
2
=
𝑙𝑜𝑔(𝑥)

𝑙𝑜𝑔(𝑥𝑦)
=
1

3
                                                                                                          (34 − 4) 

 آیددست می به 𝑘𝛼توجه به تعریف  و با

𝑘𝛼 = (1 + 𝛼 − 𝛼2)
2−𝛼

𝛼(𝛼−1),  



 
 

111 
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 در نتیجه

 𝑘1
2
= 𝑥𝑦 = (

4

5
)
6

 .                                                                                                           (35 − 4)  

 داریم (15-4( و )14-4) روابط بنابراین طبق

𝑙𝑜𝑔(𝑥)

𝑙𝑜𝑔 (
4
5
)
6 =

1

3
 ,  

 رواز این

𝑥 = (
4

5
)
2

.                                                                                                                          (36 − 4) 

 توان محاسبه کردمی (16-4( و )15-4همچنین طبق روابط )

 𝑦 = (
4

5
)
4

. 

)) ینقطه ازای به 𝛿𝐶رو این از
4

5
)
2

, (
4

5
)
4

 .آیدمی دست هب (

 پردازیم که البته بسیار بدیهی است.می قسمت دوم حال به اثبات

 مربوطه به مفصل، EV( و فرم عمومی مفصل 11-4آمده در ) دست هی بوابستهگرفتن تابع نظر  با در

 :استزیر  صورت

C1(𝑥, 𝑦) = {
𝑦,            𝑥2 ≥ 𝑦

𝑥√𝑦,           𝑂.𝑊
 

 راحتی محاسبه  به ،C1صل مف برای پذیریتعویضی غیریعنی یافتن اندازه همچنین برای طرف دیگر

 :شودمی

C1(𝑥, 𝑦) − C1(𝑦, 𝑥) = {
𝑦 − 𝑦√𝑥,            𝑥2 ≥ 𝑦

𝑥√𝑦 − 𝑥,               𝑂.𝑊 
=

{
 
 

 
 

(
4

5
)
4

− (
4

5
)
4

(
4

5
) =

44

55

(
4

5
)
2

(
4

5
)
2

− (
4

5
)
2

= (
4

5
)
2

(
15

25
)
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 بنابراین

𝛿𝐶1 =
44

55
 ,                               

 و همچنین

𝜇
∞
(C1) = 3.

44

55
 . 

𝑡فقط با فرض  C2به همین ترتیب برای  ∈ [ ,
1

2
 حکم  ، لذا(2115)کِلِمنت،  شودمی محاسبه [

 □     شود.می ثابت

 آرچیماکس هایپذیری برای مفصلتعویضی غیرازهاند 4-7

، که آرچیماکس هایصلمف پذیریتعویضی غیردازهان بالای انکری ای در باب محاسبهقضیهدر این بخش 

 .شودمی بیان شد، ( معرفی8-2خش )در ب

 داریم:C𝜑,𝐴 ، آرچیماکسبرای هر مفصل  :(2191، دورانته و مزِیار) 1-7-4 قضیه)*(

𝜇
∞
(C𝜑,𝐴) ≤ 3( 𝑠𝑢𝑝

𝑢∈]0,+∞[
|𝜑(−1)(𝑢) − 𝜑(−1) (

5𝑢

4
)|). 

𝜇، این بر علاوه
∞
(C𝜑,𝐴)  اگر،  تنها و اگر بود خواهدبرابر با کران بالاC ∈ {C1, C2} که طوری به 

C1  وC2 مولد شده توسطتولید آرچیماکس هایمفصل 𝜑 ترتیب عبارت ی هر یک بهتوابع وابسته بوده و 

𝐴1(𝑡)  از باشند = 𝑚𝑎𝑥 (1 − 𝑡,
𝑡+1

2
) 𝐴2(𝑡)  یا  = 𝑚𝑎𝑥 (𝑡,

2−𝑡

2
). 

 :اثبات

C کنید فرض = C𝜑,𝐴  باشدآرچیماکس یک مفصل: 

C𝜑,𝐴(𝑢, 𝑣) = 𝜑
−1 ({𝜑(𝑥) + 𝜑(𝑦)} 𝐴 (

𝜑(𝑥)

𝜑(𝑥) + 𝜑(𝑦)
)). 
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 𝛿𝐶هدف، تعیین مقدار  .باشد فرین مقدارمفصل  یوابستهتابع  با شرایطه تتابعی پیوس 𝐴که  طوری به

 :باشدمی

𝛿𝐶 = 𝑚𝑎𝑥
(𝑥,𝑦)∈[0,1]2

|C(𝑥, 𝑦) − C(𝑦, 𝑥)|.                                                                        (37 − 4) 

,𝑥)ی برای یک نقطه 𝛿𝐶کنید  فرض 𝑦) ∈ ] , 𝑡دهید  و قراراست  آمده دستهب 2]1 =
𝜑(𝑥)

𝜑(𝑥)+𝜑(𝑦)
 

𝑡کنیم می ، فرضشود واردکه خللی  بدون آن ∈ ] ,
1

2
𝐴(𝑡)و  ] ≤ 𝐴(1 − 𝑡) با جایگذاری  گاه. آنباشد

 ( خواهیم داشت:17-4ی )در رابطه

𝛿𝐶 = 𝑠𝑢𝑝
(𝑥,𝑡)∈[0,1]×]0,1 2⁄ [

|𝜑(−1) (
𝜑(𝑥)

𝑡
. 𝐴(𝑡)) − 𝜑(−1) (

𝜑(𝑥)

𝑡
. 𝐴(1 − 𝑡))|, 

𝑢 دهید قرار =
𝜑(𝑥)𝐴(𝑡)

𝑡
 :لذا،  

𝛿𝐶 = 𝑠𝑢𝑝
𝑢∈]0,+∞[

( 𝑠𝑢𝑝
𝑡∈]0,1 2⁄ [

|𝜑(−1)(𝑢) − 𝜑(−1) (𝑢
𝐴(1 − 𝑡)

𝐴(𝑡)
)|). 

 یو تعریف تابع وابسته 𝐴 بودن ، از محدب(9-6-4)ی با توجه به اثبات قضیه

𝐴𝛼(𝑠) = 𝑚𝑎𝑥{1 − 𝑠, (1 − 𝛼)𝑠 + 𝛼},           𝛼, 𝑠 ∈ [ , 1] 

𝑔(𝑠)که طوری به = (1 − 𝛼)𝑠 + 𝛼  گذرنده از نقاط  خط (𝑡, 𝐴(𝑡)) توان نتیجهمی باشد(1,1) و 

 گرفت:

𝐴(1 − 𝑡) ≤ 𝐴𝛼(1 − 𝑡),                       𝐴(𝑡) = 𝐴𝛼(𝑡)   

 بنابراین

 
𝐴(1 − 𝑡)

𝐴(𝑡)
≤
𝐴𝛼(1 − 𝑡)

𝐴𝛼(𝑡)
 

𝑡𝛼 برای کهاین توجه به همچنین با =
1−𝛼

2−𝛼
≤

1

2
𝐴𝛼(𝑡𝛼)و   =

1

2−𝛼
𝐴𝛼(1  و  − 𝑡) =

1+𝛼−𝛼2

2−𝛼
دست  هب 

 آمد

𝐴𝛼(𝑡𝛼) ≤ 𝐴𝛼(𝑡),                      𝐴𝛼(1 − 𝑡) ≤ 𝐴𝛼(1 − 𝑡𝛼)  
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 کهبدیهی است 

𝐴𝛼(1 − 𝑡)

𝐴𝛼(𝑡)
≤
𝐴𝛼(1 − 𝑡𝛼)

𝐴𝛼(𝑡𝛼)
 

𝐴𝛼(1−𝑡𝛼)کسر  که جاآن و از

𝐴𝛼(𝑡𝛼)
𝛼ازای مقدار ماکزیمم خود را به  =

1

2
 آیدمیدست  ه، بکندمی کسب 

𝛿𝐶 = 𝑠𝑢𝑝
(𝑥,𝑡)∈]0,+∞[×]0,1 2⁄ [

|𝜑(−1)(𝑢) − 𝜑(−1) (𝑢
𝐴𝛼(1 − 𝑡𝛼)

𝐴𝛼(𝑡𝛼)
)| 

      = 𝑠𝑢𝑝
𝑢∈]0,+∞[

|𝜑(−1)(𝑢) − 𝜑(−1) (
5𝑢

4
)|. 

 □     شود.می و حکم ثابت

 



 

 

 هاگیری و پیشنهادنتیجه
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 گیرینتیجه 

در است.  بوده ها با سرعت چشمگیری در علوم مختلف در حال گسترشبرد مفصلرهای اخیر کادر سال

-ها و مهممفهوم مفصل را معرفی و ضمن شرح برخی از ویژگی ،بضاعتحدکردیم در نامه سعیاین پایان

 بپردازیم. سازیمدلدر برازش این توابع در  به برخی از موارد قابل توجهها، ترین انواع آن

-. همانکنیممی هها نیازمند توجه بیشتر است، اشارکارگیری مفصلاینک به مواردی که هنگام به

های زمینه ها ابزارهایی کلی برای بیان ارتباط میان متغیرها هستند و درمفصل ،کردید مشاهده طور که

-ها بهضعفی برای مفصلاندازه نیز نقطه از اند. هرچند که کلیت بیششده گرفته کارگوناگون با موفقیت به

 کنیم:می به برخی از نکات قابل توجه اشارهاینجا  آید. درمی شمار

همان ویژگی  است که البته این امر از ها بسیار مشکلها از روی دادهصلورد مفکلی برآ طور به -

ورد ساختار وابستگی کاملاً های چندمتغیره چگونگی برآز توزیعشود. در بسیاری امی کلیت این توابع ناشی

-کارگیری روشها، بهورد آماری معقول به کمک مفصلی یک برآی تهیهکه لازمه حالی در ،ن استروش

ورد های چندمتغیره و برآاده از توزیعکردن یک خانو کردن ویژه است. بنابراین لحاظ های پارامتری

 تر خواهد بود.ها بسیار سادهپارامتر

شوند و عمدتاً تغیره ناشی نمیهای چندمهای ارشمیدسی( از توزیعها )مفصلبرخی از انواع مفصل -

 عنوان ها بهمورد کاربرد آن هر بنابراین در .اندگرفته پذیر شکلساده و انعطاف ریاضی اساس محاسبات بر

 گیرد. بازبینی قرار باید مورد ،وابستگی طبیعی هایمدل

یاری از که بس حالی دارند در دلالتها بر یک مفهوم آماری یعنی وابستگی که مفصلسرانجام این -

 نیاز پویا از وابستگی مورد دارند و لذا یک مفهوم زمانی دلالت هایمالی، به سری ابزارهای ه ویژهابزارها، ب

 است.
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متغیرها باید با دقت حل برای پاسخ به چگونگی ارتباط بین لذا انتخاب مفصل به عنوان یک راه

 باشد.ها میو مستلزم کسب اطلاعات بیشتر در مورد مفصل پذیرد بیشتری صورت

 چند هر گامی ،پذیریهای وابستگی و تعویضبررسی اندازهکردیم با  سعی 4و  1های در فصل

 مناسب برداریم. مفصلکوچک، در جهت انتخاب 

تواند که نوع مفصل نیز می شویممی متوجه ،شد بررسی پذیریی غیر تعویضهکه انداز 5در فصل 

  7-4و  6-4های در بخش دقتبا  ه ویژهب ،باشد پذیری مؤثرتعویضی غیراندازه بالای در تعیین کران

افزایش وابستگی منفی، که  طوری به کندمیایفا  پذیری نقشمنفی در تعویض یکه وابستگ گفت توانمی

، بزرگترین NQDکه کلاس متغیرهای  جاآن و از دهدمیپذیری را کاهش ی غیرتعویضاندازهبالای  کران

 کردید طور که ملاحظه و همان شودشامل میرا  SDکلاس متغیرهای  است،منفی  هایوابستگی کلاس

قبیل  این. گیردمی بر را در SD هایصلمف، NQD هایصلمفپذیری تعویضی غیراندازهبالای کران 

 باشد. ،هاروی داده ی در برازش مفصل برشایان کمکتواند ها و نتایج میویژگی

 هاپیشنهاد

 ها بسیار که مفصل صورتی پرداختیم در هابه مفصل دکی راجعتنها به موارد اننامه در این پایان

از  توانکه می صورتی در ،است شده ها پرداختهبه مفصل نظریبه صورت هستند و گسترده و کاربردی 

 .ملاً کاربردی به این مبحث آماری پرداختنگاه کا

  هااندک، روی مفصل شاید اتتغییر ای نیست و باکار زیاد پیچیدهتولید و ایجاد یک مفصل،  

 باشد.پذیر میامکان
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 گیری و پیشنهادهانتیجه   

 هاو در بسیاری مفصلآید به شمار می جدیدی مبحثپذیری تقریباً تعویضی غیربررسی اندازه 

با عنوان مفصل سینوسی  تحت ،1شده در فصل معرفی جدید است برای مثال در مفصل نشده بررسی

تواند پذیری آن میی غیرتعویضنبوده و لذا اندازه است که مفصل فوق متقارن ر آن، واضحبه نمودا توجه

 .گیرد ورد بررسی قرارم

 توان ها را میمفصلهای پیوسته صحبت شد در صورتی که نامه اغلب در مورد دادهدر این پایان

 سازی کرد.های گسسته پیادهروی داده

 

 



 

 پیوست

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ساختار وابستگی میان سازی ی مفید برای مدلهایها ابزارشد مفصل همانطور که در فصل مقدمه بیان

لذا در بسیاری از مواقع ما نیاز  .فراوانی دارندهای و از این حیث در علوم مختلف کاربرد شندبامتغیرها می
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مورد نظر خواهیم داشت که البته کار بسیار های داده رویسازی پیاده یک مفصل مناسب برای انتخاب به

 آماریافزارهای خوشبختانه در بسیاری از نرم مفصل دارد. کاملی در بابباشد و نیاز به اطلاعاتشواری مید

 .ها موجودندافزاری مربوط به مفصلهای نرم، بستهRافزار نرمجمله از

-می ا معرفیر مفصلهای ، برای اجرای کدRدر محیط مورد نیاز  های اساسیبسته ظورمن بدین

 کنیم.

را  copula  ،mvtnorm  ،scatterplot3d  ،sn  ،psplineی ها، باید بستهRدر ابتدای کار در فضای 

 کنیم. فراخوانی

library(copula) 

library(mvtnorm) 

library(scatterplot3d) 

library(sn) 

library(pspline) 

 copulaافزاری ی نرمبسته هایکلاسالف: 

 باشد:می mvdcو  copulaشامل دو کلاس اصلی  copulaافزاری ی نرمبسته

 ها است.برای تعریف مفصل copulaکلاس  -

 ها است.های چندمتغیره از طریق مفصلبرای تعریف توزیع mvdcکلاس  -

 copulaکلاس :1الف 

های گیریم که در فصلمی نظر هایی را مدمفصلکرده و  ها را مطرحصلمف چگونگی تعییندر این بخش 

 است. شده ها اشارهگذشته به آن
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 پیوست  

 :چند نمونه از این مفصل  ایم وقبلاً با ساختار مفصل ارشمیدسی آشنا شده مفصل ارشمیدسی

 شود:ی زیر استفاده میی مفصل ارشمیدسی از کد برنامهخانواده تعریفبرای  .یماهکرد را معرفی

myCop.clayton <- archmCopula (family = "clayton", dim = 3, 

+ param = 2) 

archmCopula: در کلاس  ارشمیدسی هایصلتابع تعریف شده برای مفcopula باشدمی. 

Family: برای مثال ،کنیمدر این قسمت نوع مفصل ارشمیدسی را تعیین می: 

frank , amh , gumbel , claton, …  

dim: کنیم.مفصل را مشخص می بعد 

Param: ی مفصل ارشمیدسی تنها یک پارامتر معلوم کرده که در خانواده را مفصل پارامتر مقدار

 داریم.

myCop: تواند باشد.، میمقداریاست که هر  یمتغیر 

 فرین مفصل مقدار EV :شود:ی زیر استفاده می، کد برنامههاصلبرای این خانواده از مف 

myCop <- evCopula (family = "gumbel", dim = 2, param = 2) 

evCopula: هایصلشده برای مفتابع تعریف EV  در کلاسcopula باشد.می 

Family : در این قسمت نوع مفصلEV برای مثال ،کنیمرا تعیین می 

gumbel , galambos, huslerReiss , … 

dim :کنیم.بعد مفصل را مشخص می 

Param: ی مفصل مقدار پارامتر مفصل را معلوم کرده که در خانوادهEV .تنها یک پارامتر داریم 

myCop: تواند باشد.هر چه، می متغیر است و 
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 پیوست  

 mvdcکلاس  :2الف 

های کناری و مفصل با داشتن توزیع های چندمتغیرهتوزیع ساختنبرای  mvdcکلاس  ،که گفتیمهمانطور 

 کنید.ی زیر ملاحظه میو در قطعه برنامه است طراحی شده معلوم،

myMvd <- mvdc(copula = myCop.clayton, margins = c("norm","norm" +,"norm"), 

+paramMargins = list(list(mean = 0, sd = 2), list(mean =0,sd = 1), +list(mean = 0, 

+sd = 2))) 

copula: انتخاب کنیم.باید مفصل مورد نظر را که در بخش قبل اشاره شد ، 

margins :ها مد نظر ماست.ی مربوط به آنتعیین توزیع چند متغیرهکه  نویسیمتوابع کناری را می 

ParamMargins :کنیم.ترتیب پارامتر توابع کناری را تعیین می به 

 ها:روشب: 

 : توابع توزیع و چگالی1ب 

ترتیب  به copulaافزاری ی نرمدر بسته copulaی توابع توزیع و چگالی یک نمونه محاسبهبرای  -

 شود.استفاده می dcopulaو  pcopulaاز توابع 

 copulaافزاری ی نرمدر بسته mvdcی توابع توزیع و چگالی یک نمونه محاسبههمچنین جهت  -

 شود.استفاده می dmvdcو  pmvdcترتیب از توابع  به

 د اعداد تصادفیتولی: 2ب 

 یدو رویه copulaافزاری ی نرمدر بسته

- rcopulaاست : برای تولید اعداد تصادفی از یک نمونه مفصل. 

- rmvdc: باشد.متغیره از یک مفصل معلوم میی توزیع چندبرای تولید اعداد تصادفی از یک نمونه 
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 پیوست  

-برای مفصل ارشمیدسی کلیتون بیان میاین دو بخش عبارت است از )به طور مثال ی کد برنامه

 (:کنیم

u <- rcopula(myCop.clayton, k) 

cbind(dcopula(myCop.clayton, u), pcopula(myCop.clayton, u)) 

myCop.clayton: کند.مفصل مورد نظر را مشخص می 

k :کنیم.اعداد تصادفی را تعیین میتواند باشد که تعداد هر عدد صحیح مثبت دیگری می 

 
x <- rmvdc(myMvd, k) 

cbind(dmvdc(myMvd, x), pmvdc(myMvd, x)) 

myMvd :های قبلی است.ی ساخته شده در قسمتمتغیرهتوزیع چند 

Kکنیم.تواند باشد که تعداد اعداد تصادفی را تعیین می: هر عدد صحیح مثبت دیگری می 

 

 هارسم نمودارپ: 

تر تر و دقیقمفاهیم هستند که منجر به بررسی عینیبرای درک بهتر  ،ترین ابزارهایکی از مهمنمودارها 

 شوند.مسائل می

 بعدی: نمودار پراکنش سه1پ 

 شود:رسم می scatterplot3dاین نمودار توسط تابع 
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u <- rcopula(myCop.clayton, 200) 

scatterplot3d(u) 

 

 چگالیرویه :نمودار 2پ 

استفاده  perspectiveplotشود و بدین منظور از تابع ها استفاده میمفصلاین نمودارها جهت رسم چگالی 

 شود:می

persp(myMvd, dmvdc, xlim = c(-3, 3), ylim = c(-3, 3)) 

 

 

 

 تراز: نمودار 3پ 

 پذیرد:صورت می cotourplotرسم نمودار کانتور توسط تابع 
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contour(myMvd, dmvdc, xlim = c(-3, 3), ylim = c(-3, 3)) 

 

 

 ورد مفصلبرآت: 

در علم  .باشدنمایی ماکزیمم می، روش درستدهیممی ارایه ورد مفصلدر این قسمت روشی را که برای برآ

شود( روشی است برای برآورد گفته می MLطور خلاصه به آن  )که بهنمایی ماکزیمم آمار روش درست

 شود یک مدل آماری بهمی ها عملیات انجامای از دادهمجموعهی. وقتی بر آمارکردن پارامترهای یک مدل 

 دهد. ارایهتواند تخمینی از پارامترهای مدل می ماکزیمم نماییگاه درستید آنآدست می

تایی از توزیع دومتغیره با توابع کناری گاما و مفصل کلیتون  211ی رای درک بهتر، یک نمونهب 

 : کنیمتولید می

myMvd <- mvdc(copula = archmCopula(family = "clayton", param = 2),margins = 

+c("gamma", "gamma"), paramMargins = list(list(shape = 2,scale = 1), 

+ list(shape = 3, scale = 2))) 

n <- 200 

dat <- rmvdc(myMvd, n) 

 شود:ی زیر محاسبه میاز طریق کد برنامه نماییتابع درستمقدار 

loglikMvdc(c(2, 1, 3, 2, 2), dat, myMvd) 
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 پیوست  

 کند:محاسبه می Rدر  fitMvdرا توسط تابع  θ̂MLو کدهای زیر 

mm <- apply(dat, 2, mean) 

vv <- apply(dat, 2, var) 

b1.0 <- c(mm[1]^2/vv[1], vv[1]/mm[1]) 

b2.0 <- c(mm[2]^2/vv[2], vv[2]/mm[2]) 

a.0 <- sin(cor(dat[, 1], dat[, 2], method = "kendall") * pi/2) 

start <- c(b1.0, b2.0, a.0) 

fit <- fitMvdc(dat, myMvd, start = start, optim.control = list(trace = TRUE, 

+maxit = 2000)) 

 

 شود:خلاصه میورد با فرمان زیر و نتایج حاصل از برآ

fit 

 

 تعیین ضرایب همبستگی :ث
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به  1باشد که در فصل و ضریب همبستگی دمی میکندال -τاسپیرمن و -ρظور از ضرایب همبستگی، نم

 طور کامل شرح داده شده است.

 :شودی زیر استفاده میاز قطعه برنامه Rحال برای تعیین ضرایب فوق در فضای 

kendallsTau(myCop.clayton( 

 

tailindex(myCop.clayton( 

 

  است.( 2192پکیج مفصل، )( و 2117)یان، جان،  کامپیوتری فوق برگرفته ازهای برنامه

 توزیع یکنواخت پیوسته: ج

 برابر با: تابع چگالی احتمال آنیک متغیر تصادفی دارای توزیع یکنواخت است اگر 

𝑓(𝑥) = {
 ,                 𝑥 < 𝑎 یا 𝑥 > 𝑏
1

𝑏 − 𝑎
,                 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏

 

 فرم:و تابع توزیع تجمعی آن به 

𝐹(𝑥) = {

 ,                             𝑥 < 𝑎 
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
  ,             𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑏

1   ,                          𝑥 > 𝑏

 

𝑎هر گاه  توزیع یکنواخت پیوسته گاه توزیع یکنواخت پیوسته را باشد، آن b=1و  =

 گویند. استاندارد

 : توزیع لگ نرمالچ

http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D8%A7%D8%A8%D8%B9_%DA%86%DA%AF%D8%A7%D9%84%DB%8C_%D8%A7%D8%AD%D8%AA%D9%85%D8%A7%D9%84
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D8%A7%D8%A8%D8%B9_%DA%86%DA%AF%D8%A7%D9%84%DB%8C_%D8%A7%D8%AD%D8%AA%D9%85%D8%A7%D9%84
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باشد. به می 𝜎و  𝜇با پارامترهای  توزیع نرمالآن دارای  یتم طبیعیلگار، توزیعی است که احتمالو  آماردر 

𝑌گاه متغیری با توزیع نرمال باشد، آن 𝑋عبارت دیگر اگر  = 𝑒𝑥𝑝(𝑋) .دارای توزیع لگ نرمال است 

  توزیع نرمال: ح

 به صورت زیر است σ2و  μتابع چگالی احتمال توزیع نرمال با پارامترهای 

𝑓(𝑥; 𝜇, 𝜎2) =
1

√2𝜋𝜎2
𝑒−(𝑥−𝜇)

2 (2𝜎2)⁄                  ; 𝑥 ∈ 𝑅 

 توزیع نمایی: خ

 باشد:توزیعی پیوسته است که دارای تابع چگالی احتمال زیر می

𝑓(𝑥; 𝜆) = {
𝜆𝑒−𝜆𝑥 ,          𝑥 ≥
  ,                 𝑥 <

 

توزیع باشد. توزیع نمایی حالت خاصی از )اُمید ریاضی( توزیع می میانگیندر آن وارون  𝜆که پارامتر 

𝜃و پارامتر مقیاس برابر  k=1است که در آن پارامتر شکل برابر  گاما =
1

𝜆
باشد و تابع توزیع تجمعی آن می 

 باشد:زیر می به فرم

𝐹(𝑥; 𝜆) = {
1 − 𝑒−𝜆𝑥,       𝑥 ≥
  ,                  𝑥 <

 

 توزیع گاما: د

-عددی طبیعی باشد آن kباشد. اگر می k و θپارامتر دارای دو و پیوسته است  های احتمالیتوزیعیکی از 

1 با پارمتر توزیع نماییبا  متغیر تصادفی kگاه توزیع گاما معادل است با مجموع 
θ
و دارای تابع چگالی  .

 احتمال:

𝑓(𝑥; 𝑘, 𝜃) = 𝑥𝑘−1
𝑒−𝑥 𝜃⁄

𝜃𝑘Г(𝑘)
         ;   𝑥 > , 𝑘, 𝜃 >  

http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A2%D9%85%D8%A7%D8%B1
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A2%D9%85%D8%A7%D8%B1
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D8%AD%D8%AA%D9%85%D8%A7%D9%84
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D8%AD%D8%AA%D9%85%D8%A7%D9%84
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%84%DA%AF%D8%A7%D8%B1%DB%8C%D8%AA%D9%85_%D8%B7%D8%A8%DB%8C%D8%B9%DB%8C
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D9%88%D8%B2%DB%8C%D8%B9_%D9%86%D8%B1%D9%85%D8%A7%D9%84
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D9%88%D8%B2%DB%8C%D8%B9_%D9%86%D8%B1%D9%85%D8%A7%D9%84
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%DB%8C%D8%A7%D9%86%DA%AF%DB%8C%D9%86
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%DB%8C%D8%A7%D9%86%DA%AF%DB%8C%D9%86
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D9%88%D8%B2%DB%8C%D8%B9_%DA%AF%D8%A7%D9%85%D8%A7
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D9%88%D8%B2%DB%8C%D8%B9_%DA%AF%D8%A7%D9%85%D8%A7
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D9%88%D8%B2%DB%8C%D8%B9_%DA%AF%D8%A7%D9%85%D8%A7
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D9%88%D8%B2%DB%8C%D8%B9_%D8%A7%D8%AD%D8%AA%D9%85%D8%A7%D9%84
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%BE%D8%A7%D8%B1%D8%A7%D9%85%D8%AA%D8%B1_%D9%85%D9%82%DB%8C%D8%A7%D8%B3
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%BE%D8%A7%D8%B1%D8%A7%D9%85%D8%AA%D8%B1_%D9%85%D9%82%DB%8C%D8%A7%D8%B3
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%AA%D8%BA%DB%8C%D8%B1_%D8%AA%D8%B5%D8%A7%D8%AF%D9%81%DB%8C
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%D8%AA%D8%BA%DB%8C%D8%B1_%D8%AA%D8%B5%D8%A7%D8%AF%D9%81%DB%8C
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D9%88%D8%B2%DB%8C%D8%B9_%D9%86%D9%85%D8%A7%DB%8C%DB%8C
http://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%AA%D9%88%D8%B2%DB%8C%D8%B9_%D9%86%D9%85%D8%A7%DB%8C%DB%8C
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 انتگرالی همگراست و مقدار آن برابر با عددی مثبت است:، (Г)تابع گاما

Г(𝑘) = ∫ 𝑦𝑘−1. 𝑒𝑥𝑝(−𝑦)𝑑𝑦 
∞

°

            ; 𝑘 >  

 



 

 منابع 
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  منابع و مأخذ  
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Astract: 

In many different fields of scientific researchs, other variables affect the response 

variable and respond to main question is lies in reception joint of behavior and the 

relationship between both variables. 

 One of the methods to establish this connection is copulas that entered widely in 

different sciences today. Word copula is construable from two standpoints: one standpoint 

is a function that the joint distribution function connects the marginal functions and from 

another standpoint, is the distribution function that its marginal distribution functions are 

uniformly distribution. So we can say copulas are useful tools for modeling construction 

dependence between variables. 

In this thesis, introduced concept of copula, properties and some of these functions, 

we study measures of dependence and nonexchangeability for copula. 
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