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چͺیده
متقارن توزیع�های کلاس در θ بعدی p مͺان پارامتر بردار برآورد مسئله پایان�نامه این در
مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را تحتمحدودیت مجهول، و ماتریسمقیاسمعلوم پارامتر با کروی
مؤلفه�های همه مͬ�کنیم فرض ابتدا مͬ�گیریم. نظر در θ پارامتر بردار روی بر محدودیت سه
نامنفͬ θ بردار مؤلفه�های از مجموعه�ای زیر تنها مͬ�کنیم فرض سپس و باشند نامنفͬ θ بردار
مخروط به متعلق θ پارامتر آن در که مͬ�گیریم نظر در را حالتͬ سوم محدودیت عنوان به باشند.
مجهول مͺان پارامتر برای برتر انقباضͬ برآوردگرهای از کلاسͬ یافتن هدف است. C ∈ Rp

برتری ملاک است. موزون مربعͬ و مربعͬ زیان توابع تحت شده، محدود پارامتر فضای در ،θ
است. طبیعͬ برآوردگر از آن�ها مخاطره نسبͬ بودن کمتر برآوردگرها
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චاری ণپاس໋�
.ʿالْعالَمين ِˁبʿر ل˼ʓˊه˼ الْحʿم˂دُ أَنِ دʿع˂واهˀم˂ ˀآخ˼ر و̮ ʾلامʿس فيها تَح˼يˊتُهˀم˂ و̮ اللَّهˀمˊ سˀب˂حانَكَ فيها دʿع˂واهˀم˂

پايان و است سلام آنجا در درودشان و منزˁهͭ و پاك تو خدايا که است این آنجا، در آنان نيايش

.(١٠ آیه یونس (سوره است جهانيان پروردگار ويژه ستايش كه است اين آنان نيايش

بͬ�کران لطف با که خداوندی است. پرستش شایسته و مهربان بخشنده، که را خداوندی سپاس

فرمود. کرامت محبت کیمیای را وی و آراست عقل زیور را آدمͬ خود،

آرشͬ، محمد دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

رسم و راه عملͬ راهنمای بلͺه علمͬ مسائل راهنمای تنها نه ایشان کنم. قدردانͬ و تشͺر صمیمانه

شاهرود دانشͽاه آمار گروه محترم اساتید تمامͬ از مͬ�دانم خود وظیفه همچنین بودند. نیز زندگͬ

مهدی و باغیشنͬ حسین آقایان داور محترم اساتید و رضازاده نزاکتͬ احمد شاهسونͬ، داود آقایان

بیاورم. عمل به قدردانͬ روزبه

و صمیمانه ادب، رسم به اما ناتوان�اند، عزیزم مادر و پدر به قلبͬ�، ارادت بیان در اوراق این چند هر

قدردانͬ و تشͺر مهربانͬ�اش، و گذشت خاطر به مادرم و فداکاری�اش و صبر برای پدرم از خالصانه،

معلم کودکͬ از که کبیر کرمͬ خانم سرکار ویژه به خواهرانم و برادر از همچنین مͬ�آورم. عمل به

دارم. را تشͺر کمال بوده�اند، بنده ریاضͬ

هم�فͺری�شان و همراهͬ بواسطه میعادولیپور و اسحقͬ احسان آقایان دوستانم از تا مͬ�دانم خود وظیفه

در شͽرف تاثیری ایشان با آشنایͬ که برآبادی پیمان آقای عزیزم دوست از همچنین نمایم. تشͺر

سپاسͽذارم. قلب صمیم از داشت، اینجانب

آموزش محترم مسئولین از همچنین و ریاضͬ دانشͺده ریاضͬ و آمار دانشجویان تمامͬ از پایان در

قدردانͬ محبت�هایشان و لطف پاس به خداوردی خانم سرکار و حسین�پور آقای جناب دانشͺده

مͬ�نمایم.

േॐیدਗඟ໊یඵ෭౶ر
۱۳۹۲௩ارد
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بررسͬ. حال در آماری، علوم مجله محدود“ب، پارامتر فضای



ج

گفتار پیش

است، ٢ از بزرگتر پارامتر فضای بعد که وقتͬ نرمال، توزیع در داد نشان (١٩۵۶) استاین که زمانͬ از

در فراوانͬ تلاش�های تاکنون است، نرمال توزیع میانͽین برای غیرمجاز برآوردگری نمونه میانͽین

یͺنواخت طور به مجاز برآوردگر هنوز حال این با است. گرفته صورت میانͽین برآوردگر بهبود جهت

است. نیامده دست به حالت این برای پارامتر فضای تمام در

به بیضͬ�گون توزیع�های خانواده در بلͺه نرمال توزیع در تنها نه یافته بهبود برآوردگر آوردن دست به

جستجوی در پایان�نامه این در منظور بدین دارد. قرار توجه مورد نیز کروی متقارن توزیع خصوص

محدود فضای در که ،θ مجهول مͺان پارامتر برای یافته بهبود انقباضͬ برآوردگرهای از کلاسͬ یافتن

محدودیت نوع سه گرفتن نظر در با راستا این در هستیم. طبیعͬ برآوردگر به نسبت دارد، قرار شده

برآوردگرهای مجهول، و معلوم مقیاس پارامتر با کروی متقارن توزیع مͺان پارامتر فضای روی بر

مͬ�باشد. پیوست ٣ و فصل ۴ شامل مجموعه این کرد. خواهیم معرفͬ را یافته بهبود انقباضͬ

از: عبارتند خلاصه طور به فصل هر مطالب

بعدی فصل�های در نیاز مورد لم�های و اولیه تعاریف ارائه با را کار مقدمات اول فصل در •

مͬ�کنیم. فراهم

برآوردگرهای از رده�ای ،θ پارامتر بردار روی محدودیت نوع سه دادن قرار با دوم فصل در •

صورت به انقباضͬ

δ(X,U) = δ٠(X) + g(X)UTU,

این مطالب یافت. خواهیم را است δ٠(X) طبیعͬ برآوردگر از بهتر مربعͬ زیان تابع تحت که

مͬ�باشد. (٢٠٠٣a ) همͺاران و فودینیر منبع از عمدتاً فصل

توزیع در ،θ پارامتر بردار روی بر محدودیت دو دادن قرار با دوم فصل همانند سوم فصل در •

با متغیره - p نرمال توزیع در همچنین و مجهول σ٢ با σ٢I مقیاس پارمتر با کروی متقارن

برآوردگرهای از رده�ای (Np(θ, σ
٢Ip)) مجهول σ٢ با σ٢I مقیاس پارامتر و θ مͺان پارامتر



چ

صورت به انقباضͬ

δ(X,U) = δ٠(X) + g(X,S)UTU,

یافت. خواهیم را است δ٠(X) طبیعͬ برآوردگر از بهتر دوم درجه زیان تابع تحت که

با انقباضͬ، برآوردگر با کار ͬͽونͽچ بردن پͬ برای واقعͬ مثال ͷی ارائه ضمن چهارم فصل در •

محدودیت تحت متغیره چند نرمال توزیع در را انقباضͬ برآوردگر برتری شبیه�سازی از استفاده

کشید. خواهیم تصویر به کامل،

شده اشاره آن�ها به پایان�نامه متن در که نیاز مورد خطͬ جبر تعاریف به ابتدا پیوست�ها در •

دستورهای پایان در و پرداخته پیشنهادات ارائه به دوم، بخش در سپس مͬ�پردازیم. است،

مͬ�آوریم. را شده، استفاده پایان�نامه در که ،R نرم�افزار اساس بر برنامه�نویسͬ نیاز مورد

هم که صورتͬ در و * علامت از بوده نویسنده از برهان که مواردی در مجموعه، این سرتاسر در

است. شده استفاده ** نماد از مͬ�باشد، نویسنده از برهان هم و قضیه
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١ فصل

دورنما و مقدمه

مقدمه ١.١

منجر معمولا˟ مدل پارامترهای تمام یا تعدادی روی بر پیشین اطلاعات از استفاده آماری، تحلیل در

بودن غیرقطعͬ یا قطعͬ به توجه با که مͬ�شود، ای یافته تعمیم و پیشرفته روش�های از استفاده به

باعث قید١، صورت به مدل روی بر آن اعمال اول، حالت در مͬ�شود. برده کار به اطلاعات، این

دست به محدودشده مدل�های اساس بر که برآوردگری مͬ�شوند. محدودشده٢ مدل آمدن وجود به

قید اساس بر محدودشده برآوردگرهای کارآیͬ و اعتبار مͬ�شود. نامیده محدودشده٣ برآوردگر مͬ�آید،

برآوردگرهای که حالͬ در مͬ�گیرند، قرار بررسͬ و سنجش مورد پارامتر فضای روی بر شده اعمال

مدل�های پایه بر آمده بدست نتایج بنابراین، مͬ�شوند. بررسͬ پارامتر فضای کل در محدودنشده

مͬ�تواند شده، اعمال قیود و محدودیت�ها اعتبار و درست سنجش با تنها محدودنشده و محدودشده

ببینید). را ١٣٨٧ آرشͬ، زمینه این در بیشتر گاهͬ آ (برای باشد کاربردی و معقول

طبیع۴ͬ برآوردگر ،(p ≥ ٣) متغیره - p نرمال توزیع در که داد نشان استاین چارلز ،١٩۵۶ سال در

بهبود برای انͽیزه ایجاد سبب موضوع این است. غیر�مجاز۵ مربعͬ، زیان تابع تحت نمونه میانͽین

دادند ارائه برآوردگری (١٩۶١) استاین و جیمز سپس شد. برآوردیابͬ مختلف مسائل در برآوردگرها
١Constraint
٢Restricted model
٣Restricted estimator
۴Natural estimator
۵Inadmissible



٢ دورنما و مقدمه .١

به نسبت کمتری مخاطره دارای برآوردگر این دیͽر عبارت به داشت. برتری نمونه میانͽین بر که

افراد آن از پس زیرا کرد. ایجاد آمار مختلف شاخه�های در بزرگͬ تحول یافته این بود. نمونه میانͽین

فضای مختلف شرایط در که دهند ارائه استاین ـ جیمز نوع از برآوردگرهایͬ کردند تلاش زیادی

باشد. کمتر مخاطره دارای پارامتر

دارد. برتری نمونه میانͽین خطͬ برآوردگر بر که است، غیرخطͬ برآوردگری استاین ـ جیمز برآوردگر

اساس بر که پایایͬ، و نااریبͬ قبیل از نمونه�ای، میانͽین برآوردگر خوب خواص تمامͬ نتیجه در

جیمز- برآوردگر تاثیر تحت مͬ�آیند، بدست ماکزیمم درستنمایͬ و دوم توان�های کمترین نظریه

یͺنواخت طور به که برآوردگری استاین، چارلز پرفسور افتخار به اساس این بر گرفتند. قرار استاین

ماکزیمم٧ درستنمایͬ برآوردگر و (LSE) دوم۶ توان�های کمترین (برآوردگر استاندارد برآوردگر بر

برآوردگر X ∈ R٢ کنید فرض مͬ�نامند. (SE) ٨ استاین نوع برآوردگر را دارد، برتری ((MLE)

است. زیر صورت به مͺان استاین نوع برآوردگرهای کلͬ ساختار باشد، مͺان پارامتر طبیعͬ

δJSa (X) =
(

١ − a

∥X∥٢

)
X, ٠ < a < ٢(p− ٢).

کلاسبرآوردگرهای در LS برآوردگر گوس-مارکف٩، قضیه بنابه است. پارامتر فضای بعد p آن در که

شدن اریب ازای در است ممͺن اما .(٢٠٠٣ (شائو، است واریانس کمترین دارای خطͬ نااریب

برآوردگر از کمتر مراتب به (مخاطره) واریانسͬ دارای که کنیم پیدا دست برآوردگری به برآوردگرها

است. خاصیت این دارای که است برآوردگرهایͬ از ͬͺی ١٠ انقباضͬ برآوردگر باشد. LS

مͬ�آید دست به انقباض اثر در مجازی یا واضح طور به که است برآوردگری انقباضͬ، برآوردگر

X+g(X)صورت به انقباضͬ برآوردگر کلͬ شͺل آمد). خواهد ادامه در برآوردگر این (تعریفکامل

با نیز استاین برآوردگر است مشخص که همانطور مͬ�باشد. اندازه�پذیر تابع ͷی g آن در که است

برآوردگر استاین، نوع برآوردگر به لذا است. انقباضͬ برآوردگر ͷی ،g(X) = − a
∥X∥٢X فرض

برآوردگر در رفته کار به آزمون آماره کلͬ، طور به مͬ�شود. گفته نیز (SSE) ١١ استاین نوع انقباضͬ
۶Least Squares Estimator
٧Maximum-Likelihood Estimator
٨Stein-type Estimator
٩Gauss–Markov Theorem
١٠Shrinkage estimator
١١Stein-type Shrinkage Estimator
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مͬ�گیرد. اندازه را محدودنشده برآوردگر و محدودشده برآوردگر بین فاصله استاین، نوع

روی محدودیت�هایͬ است ممͺن طبیعت، خاص شرایط به توجه با طبیعͬ، پدیده�های اغلب در

مدل�های در مشخصه�ها این موجبتخمین مورد، این که شود گذاشته متغیر مشخصه�های و صفت�ها

است، مثبت عددی همواره عمر طول متوسط لامپ، تولید فرآیند ͷی در مثلا́ مͬ�شود. محدودشده

بررسͬ مورد مدل به را بودن مثبت محدودیت باید باشیم، عمر طول تخمین به علاقه�مند اگر حال

استفاده لامپ�ها عمر طول مدل�سازی برای گاما توزیع از چنانچه که است ذکر به لازم کنیم. اضافه

توزیع از چنانچه ولͬ است. توزیع پارامتر فضای و تͺیه�گاه ذات در بودن مثبت محدودیت کنیم،

روی بر را بودن مثبت محدودیت حتماً باید آن�گاه کنیم، استفاده نمونه) اطلاعات (بنابه نرمال

پارامتر برآورد بنابراین باشد. نامثبت نمͬ�تواند عمر طول چون کنیم، اعمال مͺان پارامتر برآوردگر

اغلب در که چرا مͬ�شود. شامل را واقعͬ دنیای در موجود مثال�های از وسیع رده�ای محدودشده،

و بیشتر گاهͬ آ برای مͬ�شود. اتخاذ آزمایشͽر توسط که دارد وجود محدودیت�هایͬ مثال�ها این

بیس�بال، بازی در انقباضͬ برآوردگر کاربرد زمینه در ،(١٣٩١) تجدد به کاربردی مثالͬ مشاهده

کنید. مراجعه

این این�که ͬͺی است. اهمیت دارای محدودشده پارامتر برآورد در جهت دو از انقباضͬ برآوردگر

نقش این�که دیͽر و مͬ�دهد کاهش LS برآوردگر به نسبت کلͬ حالت در را مخاطره مقدار برآوردگر،

این�رو از است. چشم�پوشͬ قابل غیر X اولیه برآوردگر به محدودیت اثر کردن اضافه در g(X) تابع

محدودشده مدل�های در آن رفتار بررسͬ و مناسب انقباضͬ برآوردگر یافتن دنبال به پایان�نامه این در

هستیم.

در است. یافته متعددی های پیشرفت اخیر سال�های در محدودشده،� مͺان پارامتر برآورد مسئله

تحت را مͺان پارامتر برآورد مسئله بیͺل١٣(١٩٨١) و استرادرمان١٢(١٩٨١) و کسلا زمینه، این

راستا، همین در دادند. قرار مطالعه مورد متغیره ͷی نرمال توزیع در |θ| > m محدودیت

استرادرمان و کسلا با مشابه محدودیت با را بیز١۵ برآوردگر (١٩٨۵) همͺاران و گاتسونیس١۴
١٢Strawderman
١٣Bickel
١۴Gatsonis
١۵Bayes estimator
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و جیری١٧(١٩٨٩) و پرون کاریا١۶(١٩٨٩)، همچنین کردند. ارائه نرمال توزیع میانͽین برای

µ (برای µTΣ−١µ = λ0 محدودیت با را Np(µ,Σ) متغیره - p نرمال توزیع مارچاند١٨(١٩٩۴)،

برای (اساساً θ برای کروی متقارن توزیع�های (١٩٩٣) مارچاند گرفتند. نظر در مجهول)، Σ و

بهترین وی گرفت. نظر در ∥θ∥ = (θT θ)١/٢ = λ0 محدودیت با را آمیخته) نرمال توزیع�های

و ماکزیمم٢٠ درستنمایͬ برآوردگر از بهتر �BEE که کرد ثابت و یافت را (BEE)١٩ هم�پایا برآوردگر

برآوردگرهای از (١٩٩٣)کلاسͬ جیری و مارچاند است. (BLUE) نااریب٢١ خطͬ برآوردگر بهترین

تعمیم مقیاس٢٢ͬ آمیخته نرمال توزیع�های برای را نتایج و گرفته نظر در را استاین ـ جیمز نوع از

دادند.

دارای و (X,U) شͺل به مشاهدات که وقتͬ معمولͬ کروی٢۴ توزیع ،(٢٠٠٠)٢٣ اوسو و فودینیر

دادند. قرار بررسͬ مورد محدودشده θ حالت در را بودند (θ, 0) بردار حول کروی٢۵ متقارن توزیع

توزیع در گاما-مینیماکس٢٨ و مینیماکس٢٧ برآوردگرهای (٢٠٠٠) همͺاران و وان٢۶ ادامه، در

و اوسو همچنین آوردند. بدست را است متعلق θ ∈ [٠, β] فاصله به پارامتر فضای که وقتͬ پواسن،

و دادند قرار بررسͬ مورد مخروط�ها روی محدودیت با را کروی متقارن توزیع (٢٠٠٢) استرادرمان

محدودیت سه گرفتن نظر در با کروی متقارن توزیع در (٢٠٠٣a) همͺاران و فودینیر راستا همین در

دادند. ادامه را مطالعات پارامتر فضای روی بر

گرفتن نظر در با مͺان خانواده برای (٢٠٠۵) استرادرمان و مارچاند محدودشده، مدل�های زمینه در

برای را نتایج (٢٠٠۵) پرون و مارچاند همچنین دادند. ادامه را کار θ > a صورت به محدودیتͬ
١۶Kariya
١٧Perron and Giri
١٨Marchand
١٩Best Equivariant Estimator
٢٠Maximum Likelihood Estimator
٢١Best Linear Unbiased Estimator
٢٢Scale mixture of normal distribution
٢٣Fourdrinier and Ouassou
٢۴Spherical distribution
٢۵Spherically symmetri distribution
٢۶Wan
٢٧Minimax
٢٨Γ-minimax
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محدودیت تحت کروی متقارن توزیع�های

Θ(m) = {θ ∈ Rp : ∥θ∥ ≤ m : m > ٠}.

کلاس برای را θ ∈ [٠,m] شͺل به محدودیت ،(٢٠٠۶) پارسیان و مارچاند آوردند. بدست

و فودینیر و (٢٠٠۶) همͺاران و فودینیر ادامه در گرفتند. نظر در گسسته مدل�های از وسیعͬ

محدودیت�ها از دیͽری نوع با را مͺان پارامتر کروی، متقارن توزیع�های برای (٢٠١٠) مارچاند

نمودند. برآورد

ماتریس که حالت�هایͬ در میانͽین برآورد به ابتدا (١٣٨٨) زین�الدینͬ چندمتغیره٢٩، نرمال توزیع در

میانͽین برآورد سپس و پرداخت تصمیم نظریه دیدگاه از مͬ�باشد مجهول یا معلوم کوواریانس

داد. قرار بررسͬ مورد را دوم درجه زیان تابع تحت مقیاسͬ آمیخته نرمال و غیرنرمال توزیع�های

پارامتر فضای در مینیماکس برآورد برای را واحدی رهیافت (٢٠١٢) استرادرمان و مارچاند اخیراً

با بریده�شده٣١ خطͬ برآوردگر (٢٠١٢) مارچاند و کورتب٣٠ͬ نهایت در داده�اند. ارائه محدودشده

دادند. قرار بررسͬ مورد را آن رفتار و کرده ارائه را چندمتغیره نرمال توزیع در ∥θ∥ < mمحدودیت

این در است. کروی متقارن توزیع دارای بررسͬ مورد جامعه که مͬ�کنیم فرض پایان�نامه، این در

آن در که ،(X,U) صورت به مشاهدات که وقتͬ ،θ = (θ١, . . . , θp) بعدی p پارامتر بردار راستا

توزیع دارای (X,U) عبارتͬ به مͬ�گیریم. نظر در را بوده k با برابر U بعد و p با برابر X بعد

و کرده برآورد مختلف محدودیت�های تحت را θ پارامتر سپس است. (θ, 0) حول کروی متقارن

مͬ�دهیم. ارائه انقباضͬ نوع از برآوردگرهایͬ

٢٩Multivariate normal distribution
٣٠Kortbi
٣١Truncated linear estimtor
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تعاریف ٢.١

مͬ�آوریم. را مͬ�شود استفاده آن�ها از مجموعه این طول در که اساسͬ تعاریف بخش این در

ریاضͬ توابع و تعاریف ١.٢.١

،(١٩٨٢) میرهد٣٣ ،(١٣٧٣) رودین٣٢ به بخشمͬ�توان این قضایای تعاریفو از دقیقتر اطلاع برای

،(٢٠٠۵)٣۶ گات ،(٢٠٠٩) واندربرگ٣۵ و بوید ،(١٣٨۴) مدقالچͬ ،(١٩٩٨) کسلا٣۴ و لهمن

کرد. مراجعه راس٣٧(٢٠١٠) و (١٣٨٧) آرشͬ

گاما٣٨ تابع .١.٢.١ تعریف

تعریف زیر صورت به و داده نشان Γ(α) نماد با α > ٠ حقیقͬ عدد هر ازای به را گاما تابع

مͬ�نماییم.

Γ(α) =

∫ ∞

٠
e−xxα−١dx.

بتا٣٩ تابع .٢.٢.١ تعریف

تعریف زیر صورت به و داده نشان B(p, k) نماد با p, k > ٠ حقیقͬ اعداد ازای به را بتا تابع

مͬ�کنیم.

B(p, k) =

∫ ١

٠
xp−١)١ − x)k−١dx.

است. برقرار زیر رابطه گاما تابع و بتا تابع بین که است ذکر به لازم

B(p, k) =
Γ(p)Γ(k)

Γ(p+ k)
.

٣٢Rudin
٣٣Muirhead
٣۴Lehmann and Casella
٣۵Boyd and Vandenberghe
٣۶Gut
٣٧Ross
٣٨Gamma function
٣٩Beta function
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محدب۴٠ مجموعه .٣.٢.١ تعریف

به گیرد. قرار C درون ،C در دلخواه نقطه دو هر بین خط پاره اگر است، محدب C مجموعه

باشیم داشته ،٠ ≤ θ ≤ ١ شرط با ثابت، θ هر ازای به و C عضو x٢ و x١ هر ازای به عبارتͬ

θx١ + (١ − θ)x٢ ∈ C.

محدب۴١ تابع .۴.٢.١ تعریف

X, Y هر ازای به و باشد محدب مجموعه ͷی f دامنه اگر است، محدب f : Rn → R تابع

باشیم داشته ٠ ≤ θ ≤ ١ و f دامنه عضو

f(θX + (١ − θ)Y ) ≤ θf(X) + (١ − θ)f(Y ).

باشد. محدب (−f(·)) اگر گوییم ۴٢ مقعر را f(·) تابع

مخروط۴٣ .۵.٢.١ تعریف

باشد. C عضو θx ،θ ≥ ٠ و C مجموعه عضو x هر ازای به اگر است، مخروط C مجموعه

محدب۴۴ مخروط .۶.٢.١ تعریف

به دیͽر عبارت به باشد. مخروط هم و محدب هم اگر گوییم، محدب مخروط را C مجموعه

باشد. C عضو θ١x١ + θ٢x٢ ،θ١, θ٢ ≥ ٠ و C مجموعه عضو x٢ و x١ هر ازای

مثبت۴۵ مخروط .٧.٢.١ تعریف

اگر گویند، مثبت مخروط را Rp در C مخروط

.θX ∈ C آن�گاه .θ ≥ ٠ و X ∈ C هر ازای به .١

،X١ +X٢ ∈ C آن�گاه ،X١, X٢ ∈ C اگر .٢

.X = 0 آن�گاه ، −X ∈ C و X ∈ C اگر .٣
۴٠Convex set
۴١Convex function
۴٢Concave function
۴٣Cone
۴۴Convex cone
۴۵Positive cone
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نرم۴۶ .٨.٢.١ تعریف

اگر گوییم، نرم را f : Rp → R تابع

.f(X) ≥ ٠ باشیم، داشته X ∈ Rp هر ازای به یعنͬ باشد، نامنفͬ تابعͬ f(·) .١

.X = 0 اگر تنها و اگر f(X) = ٠ یعنͬ باشد، معین۴٧ f(·) .٢

.f(tX) = |t|f(X) باشیم، داشته t ∈ R و X ∈ Rp هر ازای به یعنͬ باشد، همͽن۴٨ f(·) .٣

باشیم داشته X, Y ∈ Rp هر ازای به یعنͬ کند، صدق مثلث۴٩ͬ نامساوی در f(·) .۴

f(X + Y ) ≤ f(X) + f(Y ).

مͬ�کنیم. استفاده نرم نمایش برای f(·) = ∥ · ∥ نماد از صورت این در

مخروط باشد. Rp روی دلخواه نرم ͷی ∥ · ∥ کنید فرض (٢٠٠٩ ، واندربرگ و (بوید .٩.٢.١ نͺته

مجموعه ،∥ · ∥ نرم با مرتبط

C = {(X, t)|∥X∥ ≤ t} ⊆ Rp+١,

ببینید). را ١.١ (شͺل مͬ�باشد محدب که است

اقلیدس۵٠ͬ نرم .١٠.٢.١ تعریف

هرگاه گوییم اقلیدسͬ نرم X = (X١, . . . , Xp) ∈ Rp بردار روی را ∥X∥

∥X∥ = (XTX)
١
٢ = (

p∑
i=١

X٢
i )

١/٢.

است. محدب اکیداً نرم ͷی اقلیدسͬ نرم (٢٠٠٩ واندربرگ، و (بوید .١١.٢.١ نͺته

است. اقلیدسͬ نرم منظور باشد، میان در نرم از سخن جا هر پایان�نامه این در
۴۶Norm
۴٧Definite
۴٨Homogeneous
۴٩Triangle inequality
۵٠Euclidean norm
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.{(x١, x٢, t)|(x٢
١ + x٢

٢)
١/٢ ≤ t} ،R٣ در دوم مرتبه مخروط کران :١.١ شͺل

باز) گوی۵١(گوی .١٢.٢.١ تعریف

مجموعه ρ > ٠ ازای به باشند. Rp عضو θ و X کنید فرض

Bθ,ρ = {X|∥X − θ∥ < ρ},

ترتیب همین به مͬ�نامیم. ρ شعاع و θ مرکز به باز گوی ͷی را

B[θ,ρ] = {X|∥X − θ∥ ≤ ρ},

مͬ�نامیم. ρ شعاع و θ مرکز به بسته۵٢ گوی ͷی را

کلͬ خواص بنابه باشد. Rp روی دلخواه نرم ͷی ∥ · ∥ کنید فرض (١٣٧٣ (رودین، .١٣.٢.١ نͺته

مجموعه�ای ،({X|∥X − θ∥ ≤ ρ}) θ مرکز و ρ شعاع به گوی ͷی که داد نشان مͬ�توان نرم�ها

است. محدب

کره۵٣ .١۴.٢.١ تعریف

مجموعه ρ > ٠ ازای به باشند. Rp عضو θ و X کنید فرض

Sθ,ρ = {X|∥X − θ∥ = ρ},
۵١Open ball
۵٢Closed ball
۵٣Sphere
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Rp در نقاط مجموعه از است عبارت کره دیͽر عبارت به مͬ�نامیم. ρ شعاع و θ مرکز به کره ͷی را

باشد. ρ برابر θ ∈ Rp مانند ثابت نقطه ͷی از آن�ها نرم که طوری به

مجموعه۵۴ درونͬ نقطه .١۵.٢.١ تعریف

که صورتͬ در مͬ�نامیم X مجموعه درونͬ نقطه ͷی را θ ∈ X نقطه .X ⊆ Rp کنید فرض

دیͽر عبارت به باشد. X جزء که طوری به باشد داشته وجود Bθ,ρ مانند بازی گوی

∀ θ ∈ X ∃ Bθ,ρ ⊆ X.

مجموعه) حدی مجموعه۵۵(نقطه ͬͽانباشت نقطه .١۶.٢.١ تعریف

گوی هر که صورتͬ در مͬ�نامیم X ͬͽانباشت نقطه ͷی را θ ∈ Rp نقطه .X ⊆ Rp کنید فرض

دیͽر عبارت به باشد. θ از غیر X از نقطه�ای شامل θ مرکز به باز

∀ θ ∈ Rp, ∀
(
Bθ,ρ − {θ}

)
∩X ̸= ∅.

باز۵۶ مجموعه .١٧.٢.١ تعریف

مͬ�نامیم بسته۵٧ Xرا و باشد درونͬ آن نقطه هر که صورتͬ در مͬ�نامیم باز Xرا ⊆ Rp مجموعه

باشد. باز Rp −X که صورتͬ در

بسته۵٨ مجموعه از نقطه ͷی فاصله .١٨.٢.١ تعریف

داده نمایش dist(X٠, C) با را ∥ · ∥ نرم با ،C ⊆ Rp بسته مجموعه از X٠ ∈ Rp نقطه فاصله

مͬ�کنیم. تعریف زیر صورت به و

dist(X٠, C) = inf{∥X٠ −X∥|X ∈ C}.

.(٢٠٠٩ واندربرگ، و (بوید است موجود همواره اینفیمم مقدار این

۵۴Interior point of a set
۵۵Accumulation point of a set
۵۶Open set
۵٧Closed set
۵٨Distance of a point from a closed set



١١ تعاریف .٢.١

مجموعه۵٩ ͷی روی تصویر .١٩.٢.١ تعریف

تابع هر ازای به و داده نمایش PC(X٠) نماد با را ،C مجموعه روی X٠ بردار تصویر

مͬ�نماییم. تعریف زیر صورت به ،PC : Rp → Rp

∀X٠ ∈ Rp, PC(X٠) ∈ C, ∥X٠ − PC(X٠)∥ = dist(X٠, C).

داریم دیͽر عبارت به

PC(X٠) = argmin{∥X٠ −X∥|X ∈ C}.

مͬ�شود. تعریف زیر صورت به argmin آن در که

argmin
x

f(x) = {x|∀y : f(y) ≥ f(x)}.

ببینید. را (٢٠٠٩) واندربرگ و بوید خصوص این در بیشتر گاهͬ آ برای

،C ⊆ Rp مجموعه روی X٠ ∈ Rp دلخواه نقطه تصویر (٢٠٠٩ واندربرگ، و (بوید .٢٠.٢.١ نͺته

است. یͺتا

زبرهمساز۶٠ تابع .٢١.٢.١ تعریف

اگر تنها و اگر است زبرهمساز Rp در f آن�گاه باشد، دوم مشتق دارای f : Rp → R تابع اگر

باشیم داشته ،X = (X١, . . . , Xp) ∈ Rp هر ازای به
p∑

i=١

∂٢

∂X٢
i

f(X) ≤ ٠.

بزرگتری به اگر و ۶١ همساز تابع شود، تبدیل تساوی به تعریف این در کوچͺتری علامت چنانچه

داریم. را ۶٢ زیرهمساز تابع شود تبدیل

۵٩Projection on a set
۶٠Superharmonic function
۶١Harmonic function
۶٢Subrharmonic function



١٢ دورنما و مقدمه .١

ضعیف۶٣ مشتق�پذیر تابع .٢٢.٢.١ تعریف

که h(·) هر ازای به ،q اندازه�پذیر تابع اگر است ضعیف مشتق�پذیر θ در pθ+∆(x)/pθ(x) تابع

شرط ∫در
h٢(x)pθ(x)dµ(x) <∞,

که طوری به باشد داشته وجود مͬ�کند، صدق

lim
∆→٠

∫
h(x)

{[
∆−١

(pθ+∆(x)

pθ(x)
− ١
)]

−q(x)
}
pθ(x)dµ(x) = ٠.

طوری qθ(x) تابع وجود با است معادل بودن، ضعیف مشتق�پذیر برای کافͬ و لازم شرط واقع در

که
∂

∂θ
Eθ(δ) = Eδ(q).

.Eθ(|δq|٢) <∞ که طوری است دلخواه آماره ͷی δq آن در که

۶۴ یافته تعمیم هندسͬ فوق تابع .٢٣.٢.١ تعریف

صورت به یافته تعمیم هندسͬ فوق تابع ،b١, b٢, . . . , bq و a١, a٢, . . . , ap حقیقͬ مقادیر ازای به

است زیر

pFq(a١, a٢, . . . , ap; b١, b٢, . . . , bq; z) =
∞∑
k=٠

(a١)k · · · (ap)k
(b١)k · · · (bq)k

× zk

k!
,

میرهد تابع، این خصوص در بیشتر گاهͬ آ برای .(a)k = a(a + ١) · · · (a + k − ١) آن در که

ببینید. را (١٩٨٢)

مربع۶۵ͬ زیان تابع .٢۴.٢.١ تعریف

زیان آن�گاه باشد، θ ∈ Rp پارامتر بردار برای برآوردگری δ = (δ١, . . . , δp) مولفه�ای p بردار اگر

با است برابر که داده نشان L(θ, δ) با را θ برآورد خصوص در δ از استفاده

L(θ, δ) = (δ − θ)T (δ − θ) = ∥δ − θ∥٢ =

p∑
i=١

(δi − θi)
٢,

۶٣Weakly differentiable function
۶۴Generalized hypergeometric function
۶۵Quadratic loss function



١٣ تعاریف .٢.١

استفاده زیر پایا۶۶ زیان تابع از آن�گاه باشد، موجود مدل در σ٢ ≥ ٠ مجهول مقیاس پارامتر چنان�چه

مͬ�کنیم.

L(θ, δ) =
(δ − θ)T (δ − θ)

σ٢ =
∥δ − θ∥٢

σ٢ =
١
σ٢

p∑
i=١

(δi − θi)
٢.

۶٧ مخاطره تابع .٢۵.٢.١ تعریف

است برابر که داده نشان R(θ, δ) با را δ برآوردگر مخاطره تابع زیان، تابع تعریف از استفاده با

با

R(θ, δ) = Eθ[L(θ, δ)] =

∫
χ

L(θ, δ)fθ(x)dx.

است. χ روی شده تعریف چͽالͬ fθ(·) آن در که

هولدر۶٨ نامساوی .٢۶.٢.١ لم

تصادفͬ متغیر دو Y و X و p−١ +q−١ = ١ که طوری به باشند R در عدد دو q و p فرضکنید

آن�گاه ،E|Y |q <∞ و E|X|p <∞ اگر باشند. χ روی

|E[XY ]| ≤ E|XY | ≤ (E|X|p)١/p · (E|Y |q)١/q.

شوارتز۶٩ � کوشͬ نامساوی .٢٧.٢.١ نتیجه

مͬ�آید. بدست شوارتز - کوشͬ نامساوی هولدر، نامساوی در p = q = ٢ ازای به

آماری توزیع�های ٢.٢.١

کسلا و لهمن ،(١٩٨٢) میرهد به مͬ�توان بخش این قضایای و تعاریف از دقیقتر اطلاع برای

راس(٢٠١٠) و (١٣٨٨) الدینͬ زین ،(١٣٨٧) آرشͬ ،(١٣٨۶) پارسیان گات(٢٠٠۵)، ،(١٩٩٨)

کرد. مراجعه

باشیم داشته ،θ ∈ Θ هر ازای به اگر باشند. g(θ) برآوردگر دو δ٢ و δ١ فرضکنید .٢٨.٢.١ تعریف

R(θ, δ١) ≤ R(θ, δ٢),

۶۶Invariant loss function
۶٧Quadratic risk function
۶٨Holder inequality
۶٩Cauchy-Schwarz inequality



١۴ دورنما و مقدمه .١

δ٢ برآوردگر از (برتر) بهتر را δ١ برآوردگر آن�گاه باشد، اکید نامساوی θ ∈ Θ ͷی حداقل ازای به و

دارد. غلبه δ٢ بر اکیداً δ١ گوییم دیͽر عبارت به گوییم.

غیرمجاز برآوردگر .٢٩.٢.١ تعریف

هر ازای به که طوری به باشد داشته وجود δ∗ برآوردگر هرگاه گوییم غیرمجاز را δ برآوردگر

باشیم داشته θ ∈ Θ

R(θ, δ∗) ≤ R(θ, δ),

چنین هرگاه باشد. اکید نامساوی که طوری به باشد داشته وجود θ ∈ Θ مقدار ͷی حداقل و

گویند. مجاز٧٠ برآوردگر را δ آن�گاه باشد، نداشته وجود برآوردگری

مجاز برآوردگر ͷی δ گوییم باشد، برتر δ از که نباشد موجود برآوردگری هیچ هرگاه دیͽر بیانͬ به

مͬ�خوانیم. غیرمجاز را آن نباشد مجاز برآوردگری δ اگر و است

مورد مجاز برآوردگرهای تمام تعیین پس باشد مطلوبͬ خصوصیت مͬ�تواند بودن مجاز چون

ضعیف معیار ͷی تنهایͬ به بودن مجاز که داد قرار توجه مورد را نͺته این باید البته است. توجه

δ(X) = θ٠ ثابت برآوردگر جمله از یافت. مͬ�توان فراوانͬ مجاز برآوردگرهای و است ͬͽبهین برای

نمͬ�توانیم بودن مجاز معیار اساس بر تنها پس است. مجاز نمͬ�برد، کار به را X از اطلاعͬ هیچ که

.(١٣٨٨ (زین�الدینͬ، کنیم حل را شود انتخاب باید برآوردگر کدام که مسئله، این

٧١ مینیماکس برآوردگر .٣٠.٢.١ تعریف

یعنͬ گویند. مینیماکس برآوردگر را مͬ�کند، مینیمم را مخاطره ماکزیمم که δM برآوردگر به

inf
δ

sup
θ

R(θ, δ) = sup
θ

R(θ, δM).

باشیم داشته δ برآوردگر هر ازای به هرگاه گویند مینیماکس را برآوردگر دیͽر عبارت به

sup
θ

R(θ, δM) ≤ sup
θ

R(θ, δ).

باشد، δ مینیماکس برآوردگر از بهتر که برآوردگری هر (١٣٨٨ الدینͬ، (زین .٣١.٢.١ قضیه

است. مینیماکس
٧٠Admissible
٧١Minimax estimator



١۵ تعاریف .٢.١

انقباضͬ برآوردگر .٣٢.٢.١ تعریف

به انقباض اثر در مجازی یا واضح طور به که است برآوردگری انقباضͬ، برآوردگر آمار در

نمونه�ای اطلاعات ترکیب از که است برآوردگری انقباضͬ برآوردگر دیͽر، عبارت به آید. دست

غیر اطلاعات با غیره) و بیز دوم، توان�های کمترین برآوردگر ،MLE ) اولیه یا خام برآوردگر یعنͬ

برآوردگری صورت به مͬ�شوند، اضافه مدل به محدودیت چند یا ͷی قالب در معمولا˟ که نمونه�ای

در نه آمده دست به دیͽر اطلاعات از که است مقادیری جهت در بهبود این مͬ�یابد. بهبود جدید

خطا دوم توان یا مخاطره معیار با مͬ�توان را برآوردگرها بهبود کلͬ حالت در اولیه. برآوردگر جهت

ثابت مقدار ͷی یا صفر سمت به مͬ�تواند انقباض صورت این در کرد. اندازه�گیری (MSE) ٧٢

کمتر MSE با ولͬ اریب به نااریب برآوردگر ͷی تبدیل صورت به معمولا انقباض این اثر باشد.

(برای یافت نیز را نااریب و استاین نوع از انقباضͬ برآوردگرهایͬ مͬ�توان حال، عین در مͬ�باشد.

کنید). مراجعه ١٣٩٠ نوروزی�راد، به خصوص این در بیشتر گاهͬ آ

اندازه�پذیر تابع ͷی g آن در که است X + g(X) صورت به انقباضͬ برآوردگر کلͬ شͺل

نا�معادله�ی حل از پس مͬ�باشد.

∀ θ ∈ Θ : R(θ,X + g(X)) ≤ R(θ,X).

مͬ�آوریم: دست به زیر حالت�های از ͷی هر در را g(·) تابع استاین، لم ͷکم به

.(١ − c)X = X − cX صفر سمت به انقباضͬ برآوردگر .١

m ثابت عدد ͷی سمت به انقباضͬ برآوردگر .٢

m+ c(X −m) = (١ − c)m+ cX.

مͬ�پذیرد. متفاوتͬ مقادیر زیان، تابع و توزیع نوع به بسته و است انقباضͬ ثابت c

٧٢Mean Squared Error



١۶ دورنما و مقدمه .١

تباهیده٧٣ تصادفͬ متغیر .٣٣.٢.١ تعریف

که طوری به باشد داشته وجود a ∈ R که صورتͬ در مͬ�نامیم، تباهیده تصادفͬ متغیر ͷی را X

گوییم. ناتباهیده٧۴ تصادفͬ متغیر را آن نباشد، تباهیده تصادفͬ متغیر چنانچه .P (X = a) = ١

تباهیده٧۵ توزیع تابع .٣۴.٢.١ تعریف

تباهیده توزیع تابع F اگر نامیم. تباهیده توزیع تابع را تباهیده تصادفͬ متغیر ͷی توزیع تابع

که طوری به دارد وجود a ∈ R آن�گاه باشد،

F (x) =

{
٠, x < a,

١, x ≥ a.

گوییم. ناتباهیده٧۶ توزیع تابع را آن نباشد، تباهیده توزیع تابع چنانچه

چندمتغیره نرمال توزیع .٣۵.٢.١ تعریف

کوواریانس ماتریس و µ ∈ Rp میانͽین با متغیره - p نرمال توزیع دارای X مولفه�ای p بردار

،a ثابت مولفه�ای p بردار هر ازای به اگر فقط و اگر مͬ�دهند نمایش X ∼ Np(µ,Σ) با و است Σ

باشد. متغیره ͷی نرمال دارای aTX

است زیر صورت به احتمال چͽالͬ تابع دارای X آن�گاه باشد، ٧٧ مثبت معین ماتریس ͷی Σ اگر

f(x) =
|Σ|−١/٢

(٢π)p/٢ exp
[−(x− µ)TΣ−١(x− µ)

٢
]
,

در دوم درجه صورت آن�گاه ،p = ١ اگر کنید توجه است. Σ دترمینان دوم ریشه |Σ|١/٢ آن در که

نیمه ماتریس ͷی Σ اگر همچنین .X ∼ N(µ, σ٢) و مͬ�شود تبدیل (x− µ)٢/σ٢ به نمایͬ، توان

ͷی توزیع مثال برای .(١٣٩١ (ایرانمنش، است تباهیده توزیع دارای X آن�گاه باشد، مثبت معین

است. صفر در تباهیده N(٠,٠) متغیره

٧٣Degenerate random variable
٧۴Non-Degenerate random variable
٧۵Degenerate distribution function
٧۶Non-Degenerate distribution function
٧٧Positive definite matrix



١٧ تعاریف .٢.١

بیضͬ�گون) بیضͬ�شͺل٧٨(توزیع تراز منحنͬ با توزیع .٣۶.٢.١ تعریف

ψ مشخصه٧٩ مولد تابع و Σ و µ پارامترهای با بیضͬ�گون توزیع دارای X مولفه�ای n بردار

به t مولفه�ای n بردار ازای به آن مشخصه تابع اگر مͬ�دهیم نشان X ∼ ECn(µ,Σ, ψ) با و است

باشد زیر صورت

ϕX(t) = exp(itµ)ψ
(tTΣt

٢
)
,

که طوری به است ψ(·) : [٠,∞) → R صورت به توابعͬ کلاس به متعلق ψ(·) آن در که

مͬ�باشد. n-بعدی مشخصه تابع ͷی ψ(
∑n

i=١ t
٢
i )

(آرشͬ، مͬ�باشند بیضͬ�شͺل آنها تراز منحنͬ�های که هستند توزیع�هایͬ بیضͬ�گون، توزیع�های

مͬ�باشد زیر صورت به آن، چͽالͬ تابع وجود صورت در .(١٣٨٧

fX(x) = cn|Σ|−١/٢g
[(x− µ)TΣ(x− µ)

٢
]
,

مͬ�باشد. زیر همͽرایͬ شرط دارای و است چͽال٨٠ͬ مولد تابع g(·) تابع آن در ∫که ∞

٠
xn/١−٢g(x)dx <∞.

مͬ�گردد. تعیین زیر صورت به که مͬ�باشد نرمال�سازی ضریب cn علاوه به

cn =
Γ(n/٢)
(٢π)n/٢

[∫ ∞

٠
xn/١−٢g(x)dx

]−١
.

وجود چͽالͬ تابع که صورتͬ در است ذکر شایان .X ∼ ECn(µ,Σ, ψ) مͬ�نویسیم صورت، این در

٨١͹فن زمینه این در بیشتر گاهͬ آ برای برعͺس. و مͬ�کند مشخص را ψ تابع ،g تابع باشد، داشته

ببینید. را (١٩٨٢) میرهد و (١٩٩٠) همͺاران و

مشتق ψ′(٠) آن در که Cov(X) = −٢ψ′(٠)Σ و E(X) = µ ،٣۶.٢.١ تعریف به توجه با

.|ψ′(٠)| <∞ که دارد وجود صورتͬ در و است صفر نقطه در ψ اول

٧٨Elliptically Contoured distribution
٧٩Characteristic generator function
٨٠Density generator
٨١Fang



١٨ دورنما و مقدمه .١

مͬ�توان جمله آن از که مͬ�باشند بیضͬ�گون توزیع�های خانواده به متعلق زیادی توزیع�های

چندمتغیره پیرسن ،٨٣ چندمتغیره کوشͬ ،(Mt) چندمتغیره٨٢ t چندمتغیره، نرمال توزیع�های به

لاپلاس چندمتغیره٨٧، توانͬ نمایͬ چندمتغیره٨۶، بسل ،٨۵IIV نوع چندمتغیره پیرسن ،٨۴II نوع

کرد. اشاره چندمتغیره٩٠ کاتز و تعمیم�یافته٨٩ اسلش چندمتغیره٨٨،

بیضͬ�گون، مهم توزیع چند برای را چͽالͬ مولد تابع و احتمال چͽالͬ تابع نمونه، عنوان به حال

استفاده با و R-2.15.3 نرم�افزار با مثال این شͺل�های تمامͬ مͬ�دهیم. ارائه آن�ها نمودار با همراه

نرم�افزار در شͺل�ها رسم برای نیاز مورد پدستورهای پیوست در شده�اند. رسم lattice بسته٩١ از

آمده�اند.

است. شده فرض Σ =

[
١ ٠
٠ ١٠

]
و µ =

[
٠
٠

]
،n = ٢ نمودار�ها تمامͬ در که کنید دقت

٨٢Multivariate t distribution
٨٣Multivariate Cauchy distribution
٨۴Multivariate Pearson type II
٨۵Multivariate Pearson type IIV
٨۶Multivariate Bessel
٨٧Multivariate exponential power
٨٨Multivariate Laplace
٨٩Generalized Slash
٩٠Multivariate Kots type
٩١Package



١٩ تعاریف .٢.١

ترتیب به احتمال چͽالͬ و چͽالͬ مولد توابع :(X ∼ Nn(µ,Σ)) چندمتغیره نرمال توزیع .١

از عبارتند

g(u) = e−u,

fX(x) =
|Σ|−١/٢

(
√

٢π)n
exp
{
−١

٢(x− µ)TΣ−١(x− µ)
}
.

است. شده داده ٢.١ شͺل در تراز منحنͬ�های و چͽالͬ تابع نمودارهای
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دومتغیره نرمال توزیع تراز منحنͬ�های و چͽالͬ تابع نمودارهای :٢.١ شͺل



٢٠ دورنما و مقدمه .١

ترتیب به احتمال چͽالͬ و چͽالͬ مولد توابع :(X ∼ tn(µ,Σ, ν)) چندمتغیره t توزیع .٢

از عبارتند

gn(u) =
(

١ +
٢u
ν

)− (n+ν)
٢
,

fX(x) =
Γ
(

n+ν
٢

)
|Σ|−١/٢

(νπ)n/٢Γ
(

ν
٢

) {١ +
(x− µ)TΣ−١(x− µ)

ν

}−(n+ν)
٢

.

است. شده داده ٣.١ شͺل در ν = ٣ ازای به تراز منحنͬ�های و چͽالͬ تابع نمودارهای
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دومتغیره t توزیع تراز منحنͬ�های و چͽالͬ تابع نمودارهای :٣.١ شͺل



٢١ تعاریف .٢.١

کوشͬ توزیع به t توزیع ،ν = ١ ازای به :(X ∼ Cn(µ,Σ, ν)) چندمتغیره کوشͬ توزیع .٣

مͬ�شود. تبدیل چندمتغیره

است. شده داده ۴.١ شͺل در تراز منحنͬ�های و چͽالͬ تابع نمودارهای
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دومتغیره کوشͬ توزیع تراز منحنͬ�های و چͽالͬ تابع نمودارهای :۴.١ شͺل



٢٢ دورنما و مقدمه .١

به احتمال چͽالͬ و چͽالͬ مولد توابع :(X ∼ MLn(µ,Σ)) چندمتغیره ͷلجستی توزیع .۴

از عبارتند ترتیب

g(u) =
e−u

(١ + e−u)٢ ,

fX(x) =

(∑∞
j=(١−)١j−١j١−n/٢

)−١
|Σ|−١/٢

(٢π)−n/٢

×
exp
[
−١

٢(x− µ)TΣ−١(x− µ)
]

{
١ + exp

[
−١

٢(x− µ)TΣ−١(x− µ)
]}٢ .

است. شده داده ۵.١ شͺل در تراز منحنͬ�های و چͽالͬ تابع نمودارهای
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دومتغیره ͷلجستی توزیع تراز منحنͬ�های و چͽالͬ تابع نمودارهای :۵.١ شͺل



٢٣ تعاریف .٢.١

احتمال چͽالͬ و چͽالͬ مولد توابع :(X ∼ EPn(µ,Σ, r, s)) چندمتغیره توانͬ نمایͬ توزیع .۵

از عبارتند ترتیب به

g(u) = e−rus

, r, s > ٠,

fX(x) =
sΓ
(

n
٢

)
|Σ|−١/٢r

n
٢s

(٢π)n
٢ Γ
(

n
٢s

) exp
{
− r

٢
[
−١

٢(x− µ)TΣ−١(x− µ)
]s}

.

است. شده داده ۶.١ شͺل در r = s = ٣ ازای به تراز منحنͬ�های و چͽالͬ تابع نمودارهای
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دومتغیره توانͬ نمایͬ توزیع تراز منحنͬ�های و چͽالͬ تابع نمودارهای :۶.١ شͺل



٢۴ دورنما و مقدمه .١

کاتز نوع به توانͬ نمایͬ توزیع ،s = ١ ازای به :(X ∼ Kn(µ,Σ, r)) چندمتغیره کاتز توزیع .۶

داده ٧.١ شͺل در r = ٣ ازای به تراز منحنͬ�های و چͽالͬ تابع نمودارهای مͬ�شود. تبدیل

است. شده
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دومتغیره کاتز توزیع تراز منحنͬ�های و چͽالͬ تابع نمودارهای :٧.١ شͺل



٢۵ تعاریف .٢.١

و s = ١/٢ ازای به :(X ∼ Lapn(µ,Σ)) چندمتغیره دوگانه) (نمایͬ لاپلاس توزیع .٧

و چͽالͬ تابع نمودارهای مͬ�شود. تبدیل لاپلاس توزیع به توانͬ نمایͬ توزیع ،r =
√

٢

است. شده داده ٨.١ شͺل در تراز منحنͬ�های

X

−3
−2

−1

0

1

2

3

Y

−3

−2

−1

0

1
2

3

f(x, y)

0.01

0.02

0.03

0.04

row

co
lu

m
n

10

20

30

40

10 20 30 40

0.010 0.
01

0

0.015 0.
01

5

0.020 0.
02

0

0.025 0.
02

5

0.030

0.035

0.040

0.045

دومتغیره لاپلاس توزیع تراز منحنͬ�های و چͽالͬ تابع نمودارهای :٨.١ شͺل



٢۶ دورنما و مقدمه .١

کروی توزیع .٣٧.٢.١ تعریف

متعامد٩٢ ماتریس هر ازای به HX و X اگر است کروی توزیع دارای X بعدی p تصادفͬ بردار

مͬ�دهیم. نشان X ∼ SSn(µ,Σ, ψ) صورت به و باشند یͺسان توزیع دارای p بعد با H

مقدار طریق از تنها آن چͽالͬ تابع که است واضح آن�گاه باشد، Xموجود چͽالͬ تابع که صورتͬ در

با دقیق�تر عبارتͬ به هستند. دایره شͺل به تراز منحنͬ�های توزیع، این در است. وابسته X به X ′X

تابع نمودارهای مثال برای مͬ�یابیم. دست کروی توزیع به بیضͬ�گون توزیع�های در Σ = Ip فرض

نشان ٩.١ شͺل در (X ∼ N٢(0, I٢)) دومتغیره استاندارد نرمال توزیع تراز منحنͬ�های و چͽالͬ

است. شده داده
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دومتغیره استاندارد نرمال توزیع تراز منحنͬ�های و چͽالͬ تابع نمودارهای :٩.١ شͺل

٩٢Orthogonal matrix



٢٧ تعاریف .٢.١

کروی متقارن توزیع .٣٨.٢.١ تعریف

θ = (θ١, . . . , θp) پارامتر حول کروی متقارن توزیع دارای X = (X١, . . . , Xp) تصادفͬ متغیر

دیͽر عبارت به ندهد. تغییر را توزیع ،θ حول X دوران٩٣ اگر است

X − θ
d∼ H(X − θ),

صورت به مثبت σ٢ مقدار هر ازای به و است p بعد با متعامد ماتریس H آن در که

به توزیع این چͽالͬ تابع چͽالͬ، تابع وجود صورت در مͬ�شود. داده� نشان X ∼ SSp(θ, σ
٢Ip)

.g(·) : [٠,∞) → R و X ∈ Rp آن در که بوده g((X − θ)T (X − θ)) صورت

غیرمرکزی٩۴ دو � کͬ توزیع .٣٩.٢.١ تعریف

در باشد، Np(µ, Ip) توزیع دارای X تصادفͬ متغیر کنید فرض ،٢٣.٢.١ تعریف از استفاده با

پارامتر و آزادی درجه p با غیرمرکزی دو - کͬ توزیع دارای Z = XTX تصادفͬ متغیر صورت این

صورت به X احتمال چͽالͬ تابع اگر مͬ�دهند نمایش X ∼ χ٢
p,δ با و است δ = µTµ مرکزی غیر

باشد. زیر

f(z) = e−
δ
٢ ٠F١

(p
٢ ;
δz

۴
)
×e

− z
٢ z

p
٢ −١

٢
p
٢ Γ( p٢)

.

ماتریس Σ آن در که باشد، Np(θ,Σ) توزیع دارای X کنید فرض (١٩٨٢ (میرهد، .۴٠.٢.١ قضیه

آن�گاه است، نامنفرد p× p

(X − θ)TΣ−١(X − θ) ∼ χ٢
p.

آن�گاه است، معلوم σ٢ آن در که باشد، Np(θ, σ
٢Ip) توزیع دارای X کنید فرض .۴١.٢.١ نتیجه

(X − θ)T (X − θ)

σ٢ ∼ χ٢
p.

بتا٩۵ توزیع .۴٢.٢.١ تعریف

داده نمایش B(p, k) صورت به و است k و p پارامترهای با بتا توزیع دارای X تصادفͬ متغیر
٩٣Rotation
٩۴Noncentral χ٢ distribution
٩۵Beta distribution



٢٨ دورنما و مقدمه .١

باشد. زیر صورت به آن احتمال چͽالͬ تابع اگر مͬ�شود،

f(x) =

{
١

B(p,k)
xp−١)١ − x)k−١, ٠ < x < ١,

٠, مقادیر .سایر

است. بتا تابع B(p, k) آن در که

تصادفͬ متغیر و χ٢
p توزیع دارای X تصادفͬ متغیر کنید فرض (١٣٨۶ (پارسیان، .۴٣.٢.١ قضیه

است. برقرار همواره زیر رابطه آنͽاه باشد. χ٢
k توزیع دارای Y

X

X + Y
∼ B

(p
٢ ,
k

٢
)
.

مقدار صورت این در باشد. B( p٢ ,
k
٢) توزیع دارای X تصادفͬ متغیر کنید فرض ** .۴۴.٢.١ لم

. p
k−٢ با است برابر X

١−X
ریاضͬ امید

داریم ریاضͬ امید تعریف بنابه برهان.

E

[
X

١ −X

]
=

∫ ١

٠

١
B( p٢ ,

k
٢)

X

١ −X
X

p
٢ −١)١ −X)

k
٢ −١dX

=
B( p٢ + ١, k٢ − ١)

B( p٢ ,
k
٢)

∫ ١

٠

١
B( p٢ + ١, k٢ − ١)

X
p
٢ (١ −X)

k
٢ −٢dX

=
Γ( p٢ + ١)Γ(k٢ − ١)/Γ( p٢ + k

٢)

Γ( p٢)Γ(
k
٢)/Γ(

p
٢ + k

٢)

=
( p٢)!(

k
٢ − ٢)!

( p٢ − ١)!(k٢ − ١)!

=
p
٢

k
٢ − ١

=
p

k − ٢ .

بیز٩۶ مخاطره .۴۵.٢.١ تعریف

توابع تمام کلاس Π آن در که π(θ) ∈ Π پیشین توزیع تابع به نسبت R(θ, δ) ریاضͬ امید

با است برابر که مͬ�دهند نشان r(π, θ) با و مͬ�نامند بیز مخاطره را است، پیشین توزیع

r(π, θ) = Eδ[R(θ, δ)]

=

{∑
θ∈Θ R(θ, δ)Π(θ) ∫گسسته

Θ
R(θ, δ)π(θ)dθ پیوسته

٩۶Bayes risk



٢٩ تعاریف .٢.١

بیز برآوردگر .۴۶.٢.١ تعریف

با و دارد نام بیز برآوردگر کند، مینیمم را بیز مخاطره برآوردگرها تمام کلاس در که برآوردگری

داریم دیͽر عبارت به مͬ�شود. داده نشان δπ نماد

r(π, δπ) = inf
δ∈D

r(π, δ).

است. برآوردگرها تمام کلاس D آن در که

سره٩٧ پیشین توزیع .۴٧.٢.١ تعریف

داشته دیͽر عبارت به باشد، احتمال تابع ͷی π اگر گوییم سره را π(θ) ∈ Π پیشین توزیع

∫باشیم
Θ

dΠ(θ) =

∫
Θ

π(θ)dθ = ١.

است. پیشین توزیع توابع تمام کلاس Π آن در که
∫
Θ
dΠ(θ) ̸= ١ اگر گوییم ناسره٩٨ و

توزیع�های از دنباله�ای {πK(θ), K ≥ ١} کنید فرض (١٩٩٨ کسلا، و (لهمن .۴٨.٢.١ قضیه

باشد. زیر بیز مخاطره با πK(θ) پیشین توزیع با متناظر بیز برآوردگر δπK و Π روی سره پیشین

rK = r(πK , δ
πK ) =

∫
Θ

R(θ, δπK )dΠK(θ).

δ٠ آنͽاه ،supΘ R(θ, δ٠) ≤ r که طوری به باشد داشته وجود δ٠ برآوردگر و limK→∞ rK = r اگر

است. مینیماکس برآوردگر ͷی

اساسͬ لم�های ٣.٢.١

(١٩٨١ (استاین، استاین لم .۴٩.٢.١ لم

g : R → R پیوسته� توابع تمام ازای به آن�گاه باشد، استاندارد نرمال توزیع دارای X بردار اگر

داریم ،E|g′| <∞ که

E[g′(X)] = E[Xg(X)]. (١.١)
٩٧Proper prior distributions
٩٨Improper prior distributions



٣٠ دورنما و مقدمه .١

نرمال توزیع دارای W اگر .E|g′(z)| < ∞ که است پیوسته مطلقاً تابعͬ g کنید فرض برهان.

داریم آن�گاه باشد، استاندارد

E[g′(W )] =
١√
٢π

∫ ∞

−∞
g′(w)e−w٢/٢dw

=
١√
٢π

∫ ٠

−∞
g′(w)

(∫ w

−∞
−xe−x٢/٢dx

)
dw

+
١√
٢π

∫ ∞

٠
g′(w)

(∫ ∞

w

xe−x٢/٢dx

)
dw

مͬ�کنیم. عوض را انتͽرال�ها ترتیب قسمت این در

E[g′(W )] =
١√
٢π

∫ ٠

−∞

(∫ ٠

x

g′(w)dw

)
(−x)e−x٢/٢dx

+
١√
٢π

∫ ∞

٠

(∫ x

٠
g′(w)dw

)
xe−x٢/٢dx

=
١√
٢π

∫ ٠

−∞

(
g(٠)− g(x)

)
(−x)e−x٢/٢dx

+
١√
٢π

∫ ∞

٠

(
g(x)− g(٠)

)
xe−x٢/٢dx

=
١√
٢π

∫ ∞

−∞

(
g(x)− g(٠)

)
xe−x٢/٢dx

=
١√
٢π

∫ ∞

−∞
xg(x)e−x٢/٢dx− ١√

٢π

∫ ∞

−∞
xg(٠)e−x٢/٢dx

=
١√
٢π

∫ ∞

−∞
xg(x)e−x٢/٢dx− g(٠)√

٢π

∫ ∞

−∞
xe−x٢/٢dx

=
١√
٢π

∫ ∞

−∞
wg(w)e−w٢/٢dw − ٠

= E[Wg(W )]. (٢.١)

است. کامل اثبات

(١٩٨١ (استاین، استاین لم تعمیم .۵٠.٢.١ لم

Ip از منظور و معلوم σ٢ آن در که باشد، g : Rp → Rp و X ∼ Np(θ, σ
٢Ip) کنید فرض

آن�گاه است، بعدی p همانͬ ماتریس

E[(X − θ)Tg(X)] = σ٢E[∇ · g(X)].



٣١ تعاریف .٢.١

بعدی p+ k تصادفͬ بردار ͷی ،(X,U) کنید فرض (١٩٩۶ استرادرمان، و (فودینیر .۵١.٢.١ لم

θ بعد با برابر X بعد آن در باشد.که مجهول θ پارامتر با (θ, 0) بردار حول کروی متقارن توزیع با

h : R → R کنید فرض همچنین است. k با مساوی و 0 بردار بعد با برابر U بعد و p با مساوی و

امید وجود شرط به ،θ ∈ Rp هر ازای به صورت این در باشند، اندازه�پذیر توابعͬ g : Rp → Rp و

داریم ریاضͬ

Eθ

[
h(U ′U)(X − θ)g(X)

]
= −Eθ

[
H(U ′U)

(U ′U)k/١−٢∇ · g(X)

]
. (٣.١)

آن در که

H(t) =

∫
−١

٢h(t)t
k/١−٢dt,

است. صفر آن ریشه همچنین و

،g : Rp → Rp ضعیف مشتق�پذیر تابع هر ازای به (٢٠٠٣a همͺاران، و (فودینیر .۵٢.٢.١ نتیجه

داریم ریاضͬ، امید وجود شرط به θ ∈ Rp هر ازای به و q صحیح عدد هر

Eθ

[
(UTU)q(g(X))′(X − θ)

]
=

١
k + ٢q

[
(UTU)q+١∇ · (g(X))

]
.

و باشد محدب) (اکیداً محدب (a, b) بر f تابع اگر (١٣٨۴ (مدقالچͬ، .۵٣.٢.١ قضیه

(a, b) بر راست و چپ مشتقات علاوه به موجودند. f ′
−(x٠) و f ′

+(x٠) آن�گاه ،x٠ ∈ (a, b)

صعودی�اند.

مقعر و باشد صعودی f ′ اگر تنها و اگر است محدب (a, b) بر f مشتق�پذیر تابع .۵۴.٢.١ نتیجه

باشد. نزولͬ f ′ اگر فقط و اگر است

r آن�گاه باشد، مشتق�پذیر و مقعر نامنفͬ، تابع r اگر (٢٠٠٣a همͺاران، و (فودینیر .۵۵.٢.١ لم

مشتق دارای r اگر علاوه به است. ناصعودی R+ روی f(t) = r(t)
t
تابع و است نانزولͬ R+ روی

است. زبرهمساز p ≥ ۴ برای f(x) = r(∥x∥٢)
∥x∥٢ تابع آن�گاه باشد، دوم

است. نزولͬ r′ ،۵۴.٢.١ نتیجه از استفاده با نتیجه در است، مقعر و مشتق�پذیر rفرض بنابه برهان.

.r′(t) ≤ r′(t٠) گرفت نتیجه مͬ�توان آن�گاه t٠ ≤ t هرگاه R+ عضو ،t٠ و t هر ازای به عبارتͬ به



٣٢ دورنما و مقدمه .١

داریم مشتق تعریف بنابه دیͽر طرف از

r′(t) = lim
t→t٠

r(t)− r(t٠)

t− t٠
≤ r′(t٠),

نوشت مͬ�توان نتیجه در

r(t)− r(t٠) ≤ r′(t٠)(t− t٠). (۴.١)

داشته وجود طوری t٠ ≥ ٠ اگر باشد. ناصعودی r مͬ�کنیم فرض خلف برهان از استفاده با حال

.limt→∞ r(t) = −∞ داریم r بودن ناصعودی به توجه با خلف فرض بنابه ،r′(t٠) < ٠ که باشد

r نتیجه در و r′(t) ≥ ٠ ،t هر ازای به بنابراین .r(t) ≥ ٠ فرض بنابه چون مͬ�رسیم، تناقض به که

است. نانزولͬ

داریم t = ٠ و t٠ = t دادن قرار با (۴.١) رابطه از استفاده با و t > ٠ هر ازای به مشابه طور به

r(٠)− r(t) ≤ r′(t)(٠ − t),

نتیجه در

tr′(t)− r(t) ≤ −r(٠) ≤ ٠.

دیͽر طرف از

t٢
(r(t)

t

)′
= tr′(t)− r(t) ≤ ٠,

است. ناصعودی f(t) = r(t)
t
تابع که گرفت نتیجه مͬ�توان پس

داریم آن دوم مشتق محاسبه با r(∥x∥٢)
∥x∥٢ تابع زبرهمسازی اثبات برای سرانجام

∆

[
r(∥x∥٢)

∥x∥٢

]
=

∂

∂xi

p∑
i=١

[٢xir′(∥x∥٢)∥x∥٢ − ٢xir(∥x∥٢)

∥x∥۴

]
= ٢ ∂

∂xi

p∑
i=١

[xir′(∥x∥٢)

∥x∥٢ − xir(∥x∥٢)

∥x∥۴

]

= ٢
p∑

i=١

{[(
pr′(∥x∥٢) + ٢x٢

i r
′′(∥x∥٢)

)
∥x∥٢ − ٢x٢

i r
′(∥x∥٢)

∥x∥۴

]

−

[
(pr(∥x∥٢) + ٢x٢

i r
′(∥x∥٢))∥x∥۴ − ۴x٢

i ∥x∥٢r(∥x∥٢)

∥x∥٨

]}



٣٣ تعاریف .٢.١

= ٢
[
pr′(∥x∥٢)∥x∥٢ + ٢∥x∥۴r′′(∥x∥٢)− ٢∥x∥٢r′(∥x∥٢)

∥x∥۴

]

− ٢
[
pr(∥x∥٢)∥x∥۴ + ٢∥x∥۶r′(∥x∥٢)− ۴r(∥x∥٢)∥x∥۴

∥x∥٨

]

= ٢pr
′(∥x∥٢)

∥x∥٢ + ۴r′′(∥x∥٢)− ۴r
′(∥x∥٢)

∥x∥٢ − ٢pr(∥x∥
٢)

∥x∥۴

− ۴r
′(∥x∥٢)∥x∥۴

∥x∥٢ + ٨r(∥x∥
٢)

∥x∥۴

=
٢

∥x∥۴

[
p∥x∥٢r′(∥x∥٢) + ٢∥x∥۴r′′(∥x∥٢)− ٢∥x∥٢r′(∥x∥٢)

− pr(∥x∥٢)− ٢∥x∥٢r′(∥x∥٢) + ۴r(∥x∥٢)
]

=
٢

∥x∥۴

[
٢∥x∥۴r′′(∥x∥٢) + (p− ۴)(∥x∥٢r′(∥x∥٢)− r(∥x∥)٢)

]
,

و نانزولͬ فرض (بنابه r′′(·) ≤ ٠ این�که به توجه با حال است. r(·) دوم مشتق r′′(·) آن در که

داریم p ≥ ۴ و tr′(t)− r(t) ≤ ٠ ،(r بودن مقعر

∆

[
r(∥x∥٢)

∥x∥٢

]
≤ ٠.

است. زبرهمساز فوق تابع ٢١.٢.١ تعریف بنابه نتیجه در

برای ت�ͷمدی متقارن توزیع با مقدار حقیقͬ تصادفͬ متغیر ͷی X کنید فرض ** .۵۶.٢.١ لم

آن�گاه باشد، R+ روی نامنفͬ تابع f اگر باشد. σ٢ ≥ ٠ و θ ∈ R+

Eθ

[
f(X٢)

X٢

σ٢ I[X<٠]

]
≤ ١

٢Eθ

[
(X − θ)٢

σ٢ f(X٢)

]
.

ͷی g آن در که باشد. g((X − θ)٢) شͺل به که است متقارن صورتͬ در تنها X چͽالͬ برهان.

گرفت نتیجه مͬ�توان بنابراین است. ناصعودی تابع

Eθ

[
f(X٢)

σ٢

{
X٢I[X<٠] −

١
٢(X٢ − ٢θX + θ٢)

}]

=Eθ

[
f(X٢)

σ٢

{(١
٢X

٢ + θX − ١
٢θ

٢
)
I[X<٠] −

(١
٢X

٢ − θX +
١
٢θ

٢
)
I[X≥٠]

}]

=Eθ

[
f(X٢)

σ٢

(١
٢X

٢ + θX − ١
٢θ

٢
)
I[X<٠]

/
|X|

]

−Eθ

[
f(X٢)

σ٢

(١
٢X

٢ − θX +
١
٢θ

٢
)
I[X≥٠]

/
|X|

]



٣۴ دورنما و مقدمه .١

=

∫
I
[ ١

٢ X٢−θ|X|− ١
٢ θ٠<٢]

f(X٢)

σ٢

(١
٢X

٢ − θ|X| − ١
٢θ

٢
)
g((−|X| − θ)٢)dx

−
∫
I
[ ١

٢ X٢−θ|X|− ١
٢ θ٠<٢]

f(X٢)

σ٢

(١
٢X

٢ − θ|X|+ ١
٢θ

٢
)
g((|X| − θ)٢)

]
dx. (۵.١)

داریم θ > ٠ هر ازای به همواره دیͽر طرف از

(−|X| − θ)٢ ≥ (|X| − θ)٢,

نوشت مͬ�توان است، ناصعودی �g(·) که آن به توجه با نتیجه در

g((−|X| − θ)٢) ≤ g((|X| − θ)٢),

است. زیر صورت به (۵.١) بالای کران اینرو از و

∫
I
[ ١

٢ X٢−θ|X|− ١
٢ θ٠<٢]

f(X٢)

σ٢

(١
٢X

٢ − θ|X| − ١
٢θ

٢
)
g((|X| − θ)٢)dx

−
∫
I
[ ١

٢ X٢−θ|X|− ١
٢ θ٠<٢]

f(X٢)

σ٢

(١
٢X

٢ − θ|X|+ ١
٢θ

٢
)
g((|X| − θ)٢)dx

=

∫
I
[ ١

٢ X٢−θ|X|− ١
٢ θ٠<٢]

f(X٢)

σ٢

(١
٢X

٢ − θ|X| − ١
٢θ

٢ − ١
٢X

٢ + θ|X| − ١
٢θ

٢
)
g((|X| − θ)٢)dx

=

∫
I
[ ١

٢ X٢−θ|X|− ١
٢ θ٠<٢]

f(X٢)

σ٢ (−θ٢)g((|X| − θ)٢)dx. (۶.١)

کران و ناصعودی تابعͬ g(·) نامنفͬ، تابع ͷی f(·) فرض بنابه این�که به توجه با (۶.١) انتͽرال در

داریم ،θ٢ ضریب در منفͬ علامت وجود علت به است، مثبت انتͽرال

∫
I
[ ١

٢ X٢−θ|X|− ١
٢ θ٠<٢]

f(X٢)

σ٢ (−θ٢)g(|X| − θ)٢)dx

= Eθ

[f(X٢)

σ٢ I[ ١
٢X

٢−θ|X|− ١
٢ θ

٠<٢](−θ
٢)
]
≤ ٠.

است. کامل اثبات

موجود رابطه راست سمت در ١
٢ ضریب که کنید دقت (٢٠٠٣a همͺاران، و (فودینیر .۵٧.٢.١ نͺته

است. برقرار θ = ٠ حالت برای تساوی و است موجود مثبت ثابت کوچͺترین ۵۶.٢.١ لم در



٣۵ تعاریف .٢.١

دو h(y) و g(y) و باشد تصادفͬ متغیر ͷی Y کنید فرض (١٩٩٨ کسلا، و (لهمن .۵٨.٢.١ لم

باشند. موجود E[g(Y )h(Y )] و E[h(Y )] ،E[g(Y )] که طوری باشند Y مقادیر روی حقیقͬ تابع

آن�گاه

داریم باشد، نانزولͬ دیͽری و ناصعودی g(·) یا h(·) توابع از ͬͺی اگر .١

E[g(Y )h(Y )] ≤ E[g(Y )]E[h(Y )].

داریم باشند، نانزولͬ یا ناصعودی تابع دو هر اگر .٢

E[g(Y )h(Y )] ≥ E[g(Y )]E[h(Y )].



٢ فصل

معلوم مقیاس با مͺان پارامتر انقباضͬ برآورد

مقدمه ١.٢

این که حالتͬ در پارامتر بردار برآورد در سعͬ انقباضͬ برآوردگرهای از استفاده با فصل، این در

باشد. کروی متقارن نظر مورد جامعه توزیع مͬ�کنیم فرض داریم. است، محدودیت دارای بردار

محدودیت .١ حالت سه در را انقباضͬ برآوردگرهای از استفاده با محدودشده پارامتر برآورد مسئله

ماتریس�های و تودرتو مخروط�های به محدود θ پارامتر که حالتͬ .٣ و جزئͬ محدودیت .٢ کامل،

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد است، متعامد

،θi ≥ ٠ دیͽر عبارت به باشند. نامنفͬ پارامتر بردار مولفه�های تمام مͬ�کنیم فرض اول، حالت در

مͬ�گیریم. نظر در را θ پارامتر بردار از نامنفͬ زیرمجموعه ͷی تنها دوم حالت در و i = ١, . . . , p

صورت به انقباضͬ برآوردگرهای از کلاس ͷی پیش�فرض، دو این با

δ(X,U) = δ٠(X) + g(X)UTU,

سوم، حالت در است. δ٠(X) طبیعͬ برآوردگر از بهتر مربعͬ زیان تابع تحت که یافت خواهیم را

در و داده قرار بررسͬ مورد را است Rp از C مخروط به متعلق θ پارامتر که وقتͬ برآورد مسئله

تحت معلوم، σ٢ با σ٢Ip مقیاس پارامتر و θ مͺان پارامتر با متغیره - p نرمال توزیع در پایانͬ بخش

یافت. خواهیم را برتر برآوردگر جزئͬ، و کامل محدودیت دو

مͬ�باشد. (٢٠٠٣a) فودینیر منبع از ۴.٢ تا ٢.٢ بخش�های نتایج

٣۶



٣٧ کامل محدودیت با حالت در انقباضͬ برآورد .٢.٢

کامل محدودیت با حالت در انقباضͬ برآورد ٢.٢

باشد (θ, 0) بردار حول کروی متقارن توزیع با بعدی p+ k تصادفͬ بردار ͷی (X,U) کنید فرض

است واضح است. مجهول θ پارامتر و است U = (U١, . . . , Uk) و X = (X١, . . . , Xp) آن در که

k با مساوی و 0 بردار بعد با برابر U بعد و p با مساوی و θ = (θ١, . . . , θp) بعد با برابر X بعد که

است.

از منظور بخش، این در کنیم. برآورد مربعͬ زیان تابع تحت را θ مجهول پارامتر علاقه�مندیم

دیͽر عبارت به است. θ پارامتر بردار در (i = ١, . . . , p) θi مؤلفه بودن نامنفͬ کامل، محدودیت

مͬ�دهیم، نشان δ٠(X) با را آن که θ طبیعͬ برآوردگر که است واضح .(θ١ ≥ ٠, . . . , θp ≥ ٠)

از است عبارت

δ٠(X) = (δ٠١, . . . , δ٠p), (١.٢)

آن در که

δ٠i(X) = max(Xi,٠), i = ١, . . . , p. (٢.٢)

در شده بیان حالت برای کلͬ اثبات ͷی نمͬ�رسد، نظر به ساده δ٠(·) بودن مینیماکس اثبات چون

مͬ�دهیم. ارائه زیر، قضیه

با کروی متقارن توزیع دارای (X,U) کنید فرض (٢٠٠٣a همͺاران، و (فودینیر .١.٢.٢ قضیه

ناتهͬ درون با بسته محدب مخروط ͷی C کنید فرض همچنین باشد. σ٢
٠ < ∞ معلوم واریانس

تابع تحت δ٠ آن�گاه است). C مخروط روی X بردار تصویر δ٠) δ٠(X,U) = PC (X) و باشد

است. مینیماکس θ برای مربعͬ زیان

تصویر است، مربعͬ زیان تابع که وقتͬ است، C مخروط روی بر X بردار تصویر δ٠ چون برهان.

داریم عبارتͬ به بود. خواهد کمتر X طول از تصویر این طول نتیجه در و مͬ�گردد طول به تبدیل

∀ ϵ > ٠ : sup
θ∈C

R(θ, δ٠)− ϵ ≤ Eθ[∥X − θ∥٢]− ϵ.



٣٨ معلوم مقیاس با مͺان پارامتر انقباضͬ برآورد .٢

که طوری به دارد وجود δ آن�گاه نباشد، مینیماکس δ٠ کنیم فرض اکنون

sup
θ∈C

R(θ, δ) ≤ sup
θ∈C

R(θ, δ٠)− ϵ ≤ Eθ[∥X − θ∥٢]− ϵ = R٠ − ϵ. (٣.٢)

درونͬ، نقطه تعریف بنابه است. θ٠ نظیر درونͬ نقطه ͷی دارای حداقل C فرض، بنابه طرفͬ از

و ρ مرکز به باز گوی ͷی Bθ٠,ρ آن در که Bθ٠,ρ ⊂ C که طوری به دارد وجود ρ > ٠ مثبت عدد

است. θ٠ شعاع

x ∈ هر ازای به دهیم نشان است کافͬ .Bnθ٠,nρ ⊂ C ،n > ٠ هر ازای به مͬ�کنیم ادعا ابتدا

،∥x−nθ٠∥ < nρ بنابراین باشد. Bnθ٠,nρ در دلخواهͬ عضو x فرضکنیم .x ∈ C داریم ،Bnθ٠,nρ

لذا ،∥x
n
− θ٠∥ < ρ نتیجه در

x

n
∈ Bθ٠,ρ ⊂ C .

و θ٢ = ٠ ،θ١ = n دهیم قرار ۶.٢.١ تعریف در است کافͬ است، محدب مخروط ͷی C چون

نتیجه در که .x ∈ C یعنͬ .x
n
× n+ ٠ × x٢ ∈ C بنابراین .x١ = x

n

Bnθ٠,nρ ⊂ C .

داریم نتیجه در ،δn(X) = δ(X + nθ٠)− nθ٠ کنید فرض ادامه در

R(θ, δn) = E(∥δn − θ∥٢)

= E(∥δ(X + nθ٠)− nθ٠ − θ∥٢)

= E(∥δ(X + nθ٠)− (nθ٠ + θ)∥٢)

= R(nθ٠ + θ, δ∗). (۴.٢)

داریم (٣.٢) نامساوی از استفاده با ، Bnθ٠,nρ ⊂ C که جایͬ آن از

sup
θ∈B٠,nρ

R(θ, δn) = sup
θ∈Bnθ٠,nρ

R(θ, δ) ≤ sup
θ∈C

R(θ, δ) ≤ R٠ − ϵ.

است R٠ به همͽرا ،B٠,nρ روی πn یͺنواخت پیشین توزیع با متناظر ،rn بیز مخاطره همچنین

داریم ،(۴.٢) رابطه بنابه ،θ٠ = ٠ که وقتͬ دیͽر طرف از .(٢٠٠٣a همͺاران، و (فودینیر
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لذا و R(θ, δn) = R(θ, δ)

rn = E(R(θ, δ)) =

∫
B٠,nρ

R(θ, δ)π(θ)dθ

=

∫
B٠,nρ

R(θ, δn)π(θ)dθ

≤ sup
θ∈B٠,nρ

R(θ, δn). (۵.٢)

اما .rn ≥ R٠ − ϵ′ که طوری به دارد وجود n٠ ،ϵ′ ≥ ٠ هر ازای به حد، تعریف به توجه با اینرو از

داریم (۵.٢) و (٣.٢) نامساوی�های بنابه

R٠ − ϵ ≥ sup
θ∈C

R(θ, δ٠)− ϵ ≥ sup
θ∈C

R(θ, δ) ≥ sup
θ∈B٠,nρ

R(θ, δn) ≥ rn ≥ R٠ − ϵ′.

ͷی δ٠ لذا باشد. داشته را مثبت مقدار هر مͬ�تواند ϵ′ و بود ثابت ϵ چون است، تناقض ͷی این که

ماکزیمم دارای که ندارد وجود دیͽری δ برآوردگر هیچ دیͽر عبارت به است. مینیماکس برآوردگر

باشد. آن به نسبت کمتری مخاطره

برای را بودن مینیماکس مͬ�توان مشابه استدلالͬ با نباشد ثابت σ٢ اگر که است ذکر به لازم

کرد. ثابت ∥δ−θ∥٢

σ٢ زیان تابع

داد. نشان مͬ�توان نیز زیر صورت به را (١.٢) در δ٠(X) برآوردگر

δ٠(X) = X + γ(X). (۶.٢)

مͬ�شود. تعریف زیر صورت به γ(X) مؤلفه هر و γ(X) = (γ١(X), . . . , γp(X)) آن در که

γi(X) =

{
−Xi, Xi < ٠,
٠, Xi ≥ ٠.

بͽیرید. نظر در را زیر صورت به انقباضͬ برآوردگرهای از رده�ای حال

δ(X,U) = δ٠(X) + g(X)UTU

= X + γ(X) + g(X)UTU. (٧.٢)

همان مͬ�کنیم. اشاره آن به ادامه در که مͬ�باشد خواصͬ با حقیقͬ تابعͬ g : Rp → Rp آن در که

است. U باقیمانده بردار شامل برآوردگرها از کلاس این مͬ�شود، دیده که �طور
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R(θ, δ٠) مخاطره که داریم نیاز برسد، نظر به منطقͬ برآورد مسئله این�که برای کنید دقت ابتدا

صحبت نسبͬ طور به مخاطره ͷی شدن کوچͺتر درباره مͬ�توانیم مادامͬ تا چراکه باشد. متناهͬ

برآوردگر مخاطره تابع این�که محض به که داد نشان مͬ�توان حال باشند. متناهͬ مخاطره�ها که کنیم

زیرا است. متناهͬ مخاطره ،Eθ[∥X∥٢] ≤ ∞ معادل طور به یا باشد متناهͬ طبیعͬ،

R(θ, δ٠) = E(∥δ٠ − θ∥٢) = E(∥X + γ(X)− θ∥٢)

= E(∥X∥٢) + E(∥γ(X)− θ∥٢) + ٢E(XT (γ(X)− θ)). (٨.٢)

و مͬ�باشند متناهͬ E(XT (γ(X) − θ)) و E(∥γ(X) − θ∥٢) ریاضͬ امید دو (٨.٢) عبارت در

.Eθ[∥X∥٢] ≤ ∞ دیͽر عبارت به باشد. متناهͬ نیز E(∥X∥٢) باید مخاطره بودن متناهͬ برای

اگر فقط و اگر است، متناهͬ R(θ, δ) مخاطره که کرد بررسͬ مͬ�توان راحتͬ به اخیر فرضیه تحت

R(θ, δ) = E(∥δ − θ∥٢) = E(∥X + γ(X) + g(X)UTU − θ∥٢)

= E(∥X + γ(X)− θ∥٢) + E(∥g(X)∥٢(UTU)٢)

+ ٢E(UTU(g(X))T (X + γ(X)− θ)), (٩.٢)

(٨.٢) رابطه استدلال با مشابه E(∥X+γ(X)−θ∥٢) ریاضͬ امید (٩.٢) عبارت در باشد. متناهͬ

بودن متناهͬ برای شوارتز - کوشͬ نامساوی از استفاده با و Eθ[∥X∥٢] ≤ ∞ اگر است، متناهͬ

داریم E(UTU(g(X))T (X + γ(X)− θ)) ریاضͬ امید

E(UTU(g(X))T (X+γ(X)−θ))٢ ≤ E(∥g(X)∥٢(UTU)٢)E(∥X+γ(X)−θ∥٢). (١٠.٢)

باشند. متناهͬ Eθ[∥g∥٢(UTU)٢] و E(X + γ(X)− θ)٢ که است متناهͬ وقتͬ (١٠.٢) عبارت

داریم شوارتز - کوشͬ نامساوی اساس بر مجدداً E(X + γ(X)− θ)٢ بودن متناهͬ اثبات برای

E(X + γ(X)− θ)٢ ≤ E(∥X∥٢)E(∥γ(X)− θ∥٢).

شد. بیان قبل قسمت در مهم این و E(∥X∥٢) ≤ ∞ اگر است متناهͬ که

که باشد، 0 بردار حول کروی متقارن توزیع دارای (Z,U) کنید فرض (١٩٨٢ (میرهد، .٢.٢.٢ لم

برابر ZTZ/(ZTZ +UTU) توزیع صورت این در است، k با برابر U بعد و p با برابر Z بعد آن در
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است. ZTZ + UTU از مستقل و B( p٢ ,
k
٢) با

باشد. درست کروی متقارن توزیع�های خانواده از دلخواه توزیع هر ازای به باید قضیه این برهان.

متعامد ماتریس ͷی H آن در که Z = HX کنید فرض باشد. درست باید نیز نرمال توزیع برای لذا

صورت این در ،X ∼ Np(٠, Ip) کنید فرض همچنین است. بعدی p+ k

ZTZ = XTHTHX = XTX ∼ χ٢
p.

داریم بالا مشابه استدلال با آن�گاه U ∼ Np(٠, Ip) و U = HX کنید فرض مجدداً

UTU ∼ χ٢
p.

داریم ۴٣.٢.١ قضیه بنابه ZTZ/(ZTZ + UTU) نسبت تشͺیل با بعد مرحله در
ZTZ

ZTZ + UTU
=

χ٢
p

χ٢
p + χ٢

k

∼ B
(p

٢ ,
k

٢
)
.

تصادفͬ متغیر ͷی Z ∈ Rp و Rp روی زبرهمساز تابع ͷی g اگر (١٩٧٠ (دوپلسیس١، .٣.٢.٢ لم

ریاضͬ امید θ ∈ Rp هر ازای به آن�گاه باشد، τ شعاع و مبدا مرکز به کره روی یͺنواخت توزیع با

است. τ از ناصعودی تابعͬ E[g(θ + Z)]

ابتدا بپردازیم، قضیه این به که آن از پیش است. ۵٢.٢.١ نتیجه کاربردهای از ͬͺی زیر قضیه

مͬ�نماییم. محاسبه زیر در را ،∆R مخاطره، تفاضل قضیه، اثبات روند در تسهیل برای

∆R = R(θ, δ)− R(θ, δ٠)

= Eθ[∥δ − θ∥٢]− Eθ[∥δ٠ − θ∥٢]

= Eθ[∥δ − θ∥٢ − ∥δ٠ − θ∥٢]

= Eθ[∥X + γ(X) + g(X)UTU − θ∥٢ − ∥X + γ(X)− θ∥٢]

= Eθ[∥X + γ(X)− θ∥٢ + ∥g(X)UTU∥٢

+ ٢UTU(g(X))T (X + γ(X)− θ)− ∥X + γ(X)− θ∥٢]

١Du Plessis
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= Eθ[∥g(X)∥٢(UTU)٢ + ٢UTU(g(X))T (X − θ)

+ ٢UTU(g(X))Tγ(X)]. (١١.٢)

است. وابسته θ به ریاضͬ امید آخرین از جمله دومین مͬ�شود، دیده (١١.٢) رابطه در که همانطور

در مͬ�کنیم فرض قسمت این در کرد. خواهیم استفاده ۵١.٢.١ لم از ،θ نقش بردن بین از برای

داریم باشد، ضعیف مشتق�پذیر g اگر صورت این در باشد، q = ١ ،۵٢.٢.١ نتیجه

Eθ[(U
TU)(g(X))T (X − θ)] =

١
k + ٢ [(UTU)٢∇ · (g(X))]. (١٢.٢)

با است برابر (١٢.٢) از استفاده با (١١.٢) مخاطره�� تفاضل بنابراین

∆R = Eθ[∥g(X)∥٢(UTU)٢ + ٢UTU(g(X))T (X − θ) + ٢UTU(g(X))Tγ(X)]

= Eθ[∥g(X)∥٢(UTU)٢ +
٢(UTU)٢

k + ٢ ∇ · g(X) + ٢UTU(g(X))Tγ(X)]. (١٣.٢)

،p > ۴ که کنید فرض بخش، این مفروضات تحت (٢٠٠٣ همͺاران، و (فودینیر .۴.٢.٢ قضیه

δ(X,U) = X+γ(X)+g(X)UTU انقباضͬ برآوردگر باشد. ت�ͷمدی نیز توزیع و k > ٢+ ۴p
p−۴

در c ثابت و r تابع اگر است. g(X) = − c r(∥X∥٢)
∥X∥٢ X صورت به g تابع آن در که بͽیرید نظر در را

کنند. صدق زیر شرط سه

،٠ ≤ r(∥X∥٢) ≤ ١ .١

باشد، دوم مشتق دارای و مقعر r(∥X∥٢) .٢

،٠ < c ≤ ٢( p−٢
k+٢)−

p
k−٢ .٣

دارد. برتری δ٠(X) = X + γ(X) برآوردگر بر δ(X,U) برآوردگر ،θ ∈ Rp هر ازای به آن�گاه

است، مشتق�پذیر و مقعر نامنفͬ، r که آن��جایͬ از ،۵۵.٢.١ لم و (١٣.٢) از استفاده با برهان.



۴٣ کامل محدودیت با حالت در انقباضͬ برآورد .٢.٢

با است برابر ∆R مخاطره تفاضل ،r′(·) ≥ ٠

∆R = Eθ

[
∥g(X)∥٢(UTU)٢ +

٢(UTU)٢

k + ٢ ∇ · g(X) + ٢UTU(g(X))Tγ(X)
]

= Eθ

[
∥ − c r(∥X∥٢)

∥X∥٢ X∥٢(UTU)٢ + ٢(UTU)

(
−c r(∥X∥٢)

∥X∥٢ X

)T

γ(X)

+ ٢(UTU)٢

k + ٢ ∇ ·

(
−c r(∥X∥٢)

∥X∥٢ X

)]

= Eθ

[
(UTU)٢c٢ r

٢(∥X∥٢)

∥X∥۴ ∥X∥٢ + ٢c(U
TU)r(∥X∥٢)

∥X∥٢

p∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

− ٢c(U
TU)٢

k + ٢

{
p∑

i=١

(
(٢X٢

i r
′(∥X∥٢) + p r(∥X∥٢))∥X∥٢ − ٢X٢

i r(∥X∥٢)

∥X∥۴

)}]

= Eθ

[
(UTU)٢c٢ r

٢(∥X∥٢)

∥X∥٢ + ٢c(U
TU)r(∥X∥٢)

∥X∥٢

p∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

− ٢c(U
TU)٢

k + ٢

(
r′(∥X∥٢)∥X∥۴ + pr(∥X∥٢)∥X∥٢ − ٢r(∥X∥٢)∥X∥٢

∥X∥۴

)]

= Eθ

[
(UTU)٢c٢ r

٢(∥X∥٢)

∥X∥٢ + ٢c(U
TU)r(∥X∥٢)

∥X∥٢

p∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

− ٢c(U
TU)٢

k + ٢

(
(p− ٢)r(∥X∥٢)

∥X∥٢ + ٢r′(∥X∥٢)

)]

= Eθ

[
(UTU)٢c٢ r

٢(∥X∥٢)

∥X∥٢ + ٢c(U
TU)r(∥X∥٢)

∥X∥٢

p∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

− ٢c(p− ٢)(UTU)٢r(∥X∥٢)

(k + ٢)∥X∥٢ − ۴c(U
TU)٢r′(∥X∥٢)

k + ٢

]

= Eθ

[
(UTU)٢ r(∥X∥٢)

∥X∥٢ c

(
cr(∥X∥٢)− ٢p− ٢

k + ٢ + ٢
∑p

i=١ X
٢
i I[Xi≤٠]

UTU

)

− ۴c(U
TU)٢r′(∥X∥٢)

k + ٢

]

≤ Eθ

[
(UTU)٢ r(∥X∥٢)

∥X∥٢ c

(
cr(∥X∥٢)− ٢p− ٢

k + ٢ + ٢
∑p

i=١ X
٢
i I[Xi≤٠]

UTU

)]
.

برابر فرض بنابه که r(∥X∥٢) ماکزیمم مقدار دادن قرار با و ٠ ≤ r(∥X∥٢) ≤ ١ از استفاده با حال
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داریم است، ١ با

∆R ≤ Eθ

[
(UTU)٢ r(∥X∥٢)

∥X∥٢ c

(
cr(∥X∥٢)− ٢p− ٢

k + ٢ + ٢
∑p

i=١ X
٢
i I[Xi≤٠]

UTU

)]

≤ Eθ

[
(UTU)٢ r(∥X∥٢)

∥X∥٢ c

(
c− ٢p− ٢

k + ٢ + ٢
∑p

i=١ X
٢
i I[Xi≤٠]

UTU

)]
. (١۴.٢)

جمله معین i برای ابتدا ریاضͬ امید آخرین )در
(UTU)٢ r(∥X∥٢)

∥X∥٢

)(∑p
i=١ X

٢
i I[Xi≤٠]

UTU

)
,

بحث j ̸= i برای (Xj − θj)
٢ و (UTU) روی شرطͬ ریاضͬ امید درباره و مͬ�گیریم نظر در را

لم بنابه است، مشتق�پذیر و مقعر نامنفͬ، r فرض بنابه این�که به توجه با که کنید دقت مͬ�کنیم.

UTU روی بر Xi شرطͬ توزیع چون آن�گاه است. ناصعودی ∥X∥٢ در r(∥X∥٢)/∥X∥٢ ، ۵۵.٢.١

،σ٢ = ١ حالت در ۵۶.٢.١ لم بنابه است، ت�ͷمدی و متقارن θi برای ،j ̸= i برای (Xj − θj)
٢ و

داریم

cE

[
UTU

r(∥X∥٢)

∥X∥٢ X٢
i I[Xi≤٠]

/
UTU = ρ٢, (Xj − θj)

٢ = Z٢
j , j ̸= i

]

≤ c

٢E
[
UTU

r(∥X∥٢)

∥X∥٢ Z٢
i

/
UTU = ρ٢, (Xj − θj)

٢ = Z٢
j , j ̸= i

]
. (١۵.٢)

زیر صورت به بالای کران دارای ،U و Z = X − θ فرض با (١۴.٢) در مخاطره تفاضل بنابراین

است.

Eθ

[
(UTU)٢ r(∥X∥٢)

∥X∥٢ c

(
c− ٢p− ٢

k + ٢ + ٢
∑p

i=١ X
٢
i I[Xi≤٠]

UTU

)]

≤ cEθ

[
(UTU)٢ r(∥Z + θ∥٢)

∥Z + θ∥٢

(
c− ٢p− ٢

k + ٢ +
ZTZ

UTU

)]
. (١۶.٢)

(١۶.٢) شرطͬ ریاضͬ امید برای بالا کران ͷی و UTU + ZTZ = R٢ که مͬ�کنیم فرض حال

است، دوم مشتق دارای و مقعر نامنفͬ، r چون که کنید دقت مجدداً یافت. خواهیم مزبور R٢ با

∥X∥٢ در و زبرهمساز p ≥ ۴ برای r(∥X∥٢)/∥X∥٢ که است واضح ۵۵.٢.١ لم از استفاده با
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داریم ،ZTZ و R٢ روی (١۶.٢) نامساوی کردن شرطͬ با حال است. ناصعودی

E

[
(R٢ − ZTZ)E

[
r(∥Z + θ∥٢)

∥Z + θ∥٢

/
ZTZ,R٢

](
c− ٢p− ٢

k + ٢ +
ZTZ

R٢ − ZTZ

)/
R٢

]

≤ cE

[
(R٢ − ZTZ)E

[
r(∥Z + θ∥٢)

∥Z + θ∥٢

/
ZTZ,R٢

]/
R٢

]

× E

[(
c− ٢p− ٢

k + ٢ +
ZTZ

R٢ − ZTZ

)/
R٢

]
. (١٧.٢)

لم از استفاده با E[r(∥Z+θ∥٢)/∥Z+θ∥٢] است، کروی متقارن R٢ شرط به Z شرطͬ توزیع چون

ناصعودی ZTZ در (R٢ − ZTZ)٢ همچنین است. ناصعودی ZTZ < R٢ برای ZTZ در ٣.٢.٢

نتیجه ۵٨.٢.١ لم از مͬ�توان را (١٧.٢) نامساوی بنابراین است. نانزولͬ نیز ZTZ/(R٢ −ZTZ) و

گرفت.

شرطͬ مخاطره تفاضل اینرو از است. نامنفͬ شرطͬ ریاضͬ امید اولین (١٧.٢) راست سمت در

باشد، نامثبت (١٧.٢) راست سمت در شرطͬ ریاضͬ امید مقدار دومین آنͺه شرط به (∆R)

B( p٢ ,
k
٢) ،R٢ شرط به β = ZTZ/R٢ توزیع ٢.٢.٢ لم از استفاده با چون اما بود، خواهد نامثبت

داریم ۴۴.٢.١ لم از استفاده با است،

E

[
ZTZ

R٢ − ZTZ

/
R٢

]
= E

[
β

١ − β

]
=

p

k − ٢ . (١٨.٢)

باشیم داشته که بود خواهد نامثبت صورتͬ در تنها شرطͬ مخاطره تفاضل اینرو از

c− ٢p− ٢
k + ٢ + E

[
ZTZ

R٢ − ZTZ

/
R٢

]
≤ ٠

سپس

c− ٢p− ٢
k + ٢ − p

k − ٢ ≤ ٠

آن�گاه

c ≤ ٢p− ٢
k + ٢ − p

k − ٢ ,

نتیجه در و

٠ < c ≤ ٢p− ٢
k + ٢ − p

k − ٢ .



۴۶ معلوم مقیاس با مͺان پارامتر انقباضͬ برآورد .٢

است. قضیه سوم شرط همان که

داریم باشد، مثبت c بالای کران این�که برای

٢p− ٢
k + ٢ − p

k − ٢ > ٠,

گرفتن مشترک مخرج از پس
٢(k − ٢)(p− ٢)− p(k + ٢)

(k + ٢)(k − ٢) > ٠,

سپس

k(p− ۴) > ۶p− ٨,

بنابراین

k >
٢(p− ۴) + ۴p

p− ۴ ,

نتیجه در

k > ٢ +
۴p
p− ۴ .

است. کامل اثبات

ثابت برای ٠ < c < ٢ p−٢
k+٢ − p

k−٢ شرط روی باید کار ادامه برای که مͬ�رسد نظر به .۵.٢.٢ نͺته

در چون حال دارد. بیشتری اهمیت است، p > ۴ که حالتͬ در امر این شویم. متمرکز انقباض

، ۴p
p−۴ > ۴ داریم همواره ،p > ۴ این�که به توجه با ،k > ٢ + ۴p

p−۴ داشتیم ۴.٢.٢ قضیه صورت

،p = ١٠ برای و ٢٣ حداقل باید k ،p = ۵ برای باشد. k ≥ ٧ ها p همه برای که است لازم پس

باشد. ٩ حداقل باید k

جزئͬ محدودیت با حالت در انقباضͬ برآورد ٣.٢

با حالت در مͺان، پارامتر برای برتر برآوردگرهای از کلاسͬ به دستیابͬ هدف بخش این در

باشند، بودن نامنفͬ محدودیت دارای ها θi از زیرمجموعه�ای تنها که معنͬ این به جزئͬ، محدودیت

مͬ�باشد.

و θ١ ≥ ٠, θ٢ ≥ ٠, . . . , θs ≥ ٠ عبارتͬ به باشند. نامنفͬ ها θi از تا s که کنید فرض



۴٧ جزئͬ محدودیت با حالت در انقباضͬ برآورد .٣.٢

طبیعͬ برآوردگر دوم، بخش با مشابه آن�گاه، باشند. نداشته محدودیتͬ هیچ θs+١, θs+٢, . . . , θp

صورت به را

δs٠ = X + γs(X), (١٩.٢)

آن در که مͬ�گیریم. نظر در

γs,j(X) =

{
−Xj, Xj < ٠,
٠, Xj ≥ ٠.

(٢٠.٢)

و

γs,j(X) = ٠, j > s.

مینیماکس کروی، متقارن حالت در و MLE با برابر نرمال حالت در δs٠(X) ،(١٩.٢) در همچنین

نظر در زیر صورت به را انقباضͬ برآوردگر صورت این در .(٢٠٠٣a همͺاران، و است(فودینیر

مͬ�گیریم.

δs(X,U) = X + γs(X) + UTUg(X). (٢١.٢)

بیان طبیعͬ برآوردگر بر انقباضͬ برآوردگر برتری خصوص در را زیر قضیه ،۴.٢.٢ قضیه با مشابه

در تسهیل برای نماییم، آغاز را اثبات که آن از پیش قبل بخش مانند مجدداً مͬ�نماییم. اثبات و

کاملا́ جزئͬ تفاوتͬ با زیر محاسبات مͬ�نماییم. محاسبه زیر در را ∆R مخاطره تفاضل اثبات روند

است. قبل بخش محاسبات مشابه

∆R = R(θ, δs)− R(θ, δs٠)

= Eθ[∥δs − θ∥٢ − ∥δs٠ − θ∥٢]

= Eθ[∥g(X)∥٢(UTU)٢ + ٢UTU(g(X))T (X − θ)

+ ٢UTU(g(X))Tγs(X)]. (٢٢.٢)

،p > ۴ کنید فرض بخش، این مفروضات تحت (٢٠٠٣a همͺاران، و (فودینیر .١.٣.٢ قضیه

شͺل به انقباضͬ برآوردگر باشد. ت�ͷمدی نیز توزیع و k > ٢ + ۴s
٢p−s−۴ ،p ≥ s

δs(X,U) = X + γs(X) + UTUg(X)



۴٨ معلوم مقیاس با مͺان پارامتر انقباضͬ برآورد .٢

در c ثابت و r تابع اگر است. g(X) = − c r(∥X∥٢)
∥X∥٢ X صورت به g تابع آن در که بͽیرد نظر در را

کنند. صدق زیر شرایط

،٠ < r(∥X∥٢) ≤ ١ .١

باشد، مقعر و دوم مشتق دارای r(∥X∥٢) .٢

،٠ < c ≤ ٢ p−٢
k+٢ − s

k−٢ .٣

δs (X,U) = برآوردگر بر δs (X,U) برآوردگر ،θ١ ≥ ٠, θ٢ ≥ ٠, . . . , θs ≥ ٠ ازای به آن�گاه

دارد. برتری X + γs(X)

آغاز را اثبات نماییم ایجاد آن در اساسͬ تغییر �که آن بدون ،۴.٢.٢ قضیه اثبات از استفاده با برهان.

نامنفͬ، r که جایͬ آن� از ۵۵.٢.١ لم و ۵٢.٢.١ نتیجه از استفاده با و قبل بخش با مشابه مͬ�کنیم.

با است برابر (٢٢.٢) مخاطره تفاضل ،r′(·) ≥ ٠ داریم است، مشتق�پذیر و مقعر

∆R = Eθ

[
∥g(X)∥٢(UTU)٢ +

٢(UTU)٢

k + ٢ ∇ · g(X) + ٢UTU(g(X))Tγs(X)
]

= Eθ

[
∥ − c r(∥X∥٢)

∥X∥٢ X∥٢(UTU)٢ + ٢(UTU)

(
−c r(∥X∥٢)

∥X∥٢ X

)T

γs(X)

+ ٢(UTU)٢

k + ٢ ∇ ·

(
−c r(∥X∥٢)

∥X∥٢ X

)]

= Eθ

[
(UTU)٢c٢ r

٢(∥X∥٢)

∥X∥٢ + ٢c(U
TU)r(∥X∥٢)

∥X∥٢

s∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

− ٢c(p− ٢)(UTU)٢r(∥X∥٢)

(k + ٢)∥X∥٢ − ۴c(U
TU)٢r′(∥X∥٢)

k + ٢

]

≤ Eθ

[
(UTU)٢ r(∥X∥٢)

∥X∥٢ c

(
cr(∥X∥٢)− ٢p− ٢

k + ٢ + ٢
∑s

i=١ X
٢
i I[Xi≤٠]

UTU

)]
. (٢٣.٢)

است ١ با برابر که r(∥X∥٢) ماکزیمم مقدار دادن قرار با ،٠ ≤ r(∥X∥٢) ≤ ١ از استفاده با حال



۴٩ جزئͬ محدودیت با حالت در انقباضͬ برآورد .٣.٢

داریم (٢٣.٢) رابطه برای (١۴.٢) نامساوی مشابه و

Eθ

[
(UTU)٢ r(∥X∥٢)

∥X∥٢ c

(
cr(∥X∥٢)− ٢p− ٢

k + ٢ + ٢
∑s

i=١ X
٢
i I[Xi≤٠]

UTU

)]

≤ Eθ

[
(UTU)٢ r(∥X∥٢)

∥X∥٢ c

(
c− ٢p− ٢

k + ٢ + ٢
∑s

i=١ X
٢
i I[Xi≤٠]

UTU

)]
. (٢۴.٢)

جمله ،٠ < i < s که، معین i برای ابتدا ریاضͬ امید آخرین در ۴.٢.٢ قضیه با )مشابه
(UTU)٢ r(∥X∥٢)

∥X∥٢

)(∑s
i=١ X

٢
i I[Xi≤٠]

UTU

)
,

بحث j ̸= i برای (Xj − θj)
٢ و (UTU) روی شرطͬ ریاضͬ امید درباره و مͬ�گیریم نظر در را

لم بنابه است، مشتق�پذیر و مقعر نامنفͬ، r فرض بنابه این�که به توجه با که کنید دقت مͬ�کنیم.

UTU روی بر Xi شرطͬ توزیع چون آن�گاه است. ناصعودی ∥X∥٢ در r(∥X∥٢)/∥X∥٢ ، ۵۵.٢.١

داریم ۵۶.٢.١ لم بنابه است، ت�ͷمدی و متقارن θi برای ،j ̸= i برای (Xj − θj)
٢ و

cE

[
UTU

r(∥X∥٢)

∥X∥٢ X٢
i I[Xi≤٠]

/
UTU = ρ٢, (Xj − θj)

٢ = Z٢
j , j ̸= i

]

≤ c

٢E
[
UTU

r(∥X∥٢)

∥X∥٢ Z٢
i

/
UTU = ρ٢, (Xj − θj)

٢ = Z٢
j , j ̸= i

]
. (٢۵.٢)

مͬ�کنیم فرض ادامه در است. مجموع کران در ۴.٢.٢ قضیه اثبات با اثبات این تمایز که کنید دقت
V = (Z١, . . . , Zs),

η = (θ١, . . . , θs),

T = (Zs+١, . . . , Zp),

µ = (θs+١, . . . , θp).

این�که فرض با و Z = X − θ آن در }که
Xs

١ = (X١, . . . , Xs),

Xp
s+١ = (Xs+١, . . . , Xp).

داریم

V = (V١, . . . , Vs) = ((X١ − θ١), . . . , (Xs − θs)) = Xs
١ − η,

و

T = (Ts+١, . . . , Tp) = ((Xs+١ − θs+١), . . . , (Xp − θp)) = Xp
s+١ − µ.



۵٠ معلوم مقیاس با مͺان پارامتر انقباضͬ برآورد .٢

نوشت نیز صورت به را ∥X∥٢ مͬ�توان بنابراین

∥X∥٢ = XTX =

p∑
i=١

X٢
i

=
s∑

i=١
X٢

i +

p∑
i=s+١

X٢
i

= ∥Xs
٢∥١ + ∥Xp

s+١∥
٢

= ∥(V + η)∥٢ + ∥(T + µ)∥٢.

باشیم داشته کنید فرض همچنین

W ٢ = V TV + UTU.

بالا کران دارای ،(٢۴.٢) در مخاطره تفاضل ۵۶.٢.١ لم و (٢۵.٢) نامساوی گرفتن نظر در با پس

است. زیر صورت به

Eθ

[
(UTU)٢ r(∥X∥٢)

∥X∥٢ c

(
c− ٢p− ٢

k + ٢ + ٢
∑s

i=١ X
٢
i I[Xi≤٠]

UTU

)]

≤ cEθ

[
(W ٢ − V TV )٢ r(∥V + η∥٢ + ∥T + µ∥٢)

∥V + η∥٢ + ∥T + µ∥٢

×

(
c− ٢p− ٢

k + ٢ +
V TV

W ٢ − V TV

)]
. (٢۶.٢)

p ≥ ۴ برای r(∥X∥٢)/∥X∥٢ (٢) و (١) شرایط همچنین و ۵۵.٢.١ لم از استفاده با که کنید دقت

تفاضل در معین T و W ٢ روی (٢۶.٢) کردن شرطͬ با است. ناصعودی ∥X∥٢ در و زبرهمساز

داریم (٢۶.٢) شرطͬ مخاطره

E

[
(W ٢ − V TV )

r(∥V + η∥٢ + ∥T + µ∥٢)

∥V + η∥٢ + ∥T + µ∥٢ c

(
c− ٢p− ٢

k + ٢ +
V TV

W ٢ − V TV

)/
W ٢, T

]

≤ cE

[
(W ٢ − V TV )

r(∥V + η∥٢ + ∥T + µ∥٢)

∥V + η∥٢ + ∥T + µ∥٢

/
W ٢, T

]

× E

[(
c− ٢p− ٢

k + ٢ +
V TV

W ٢ − V TV

)/
W ٢, T

]
. (٢٧.٢)

پس است، کروی متقارن W ٢ شرط به V شرطͬ توزیع چون

E

[
r(∥V + η∥٢ + ∥T + µ∥٢)

∥V + η∥٢ + ∥T + µ∥٢

]
,



۵١ جزئͬ محدودیت با حالت در انقباضͬ برآورد .٣.٢

در (W ٢ − V TV ) همچنین است. ناصعودی V TV < W ٢ برای V TV در ٣.٢.٢ لم از استفاده با

از مͬ�توان را (٢٧.٢) نامساوی بنابراین است. نانزولͬ V TV/(W ٢ − V TV ) و ناصعودی V TV

سمت در شرطͬ ریاضͬ امید دومین دهیم نشان تا کافیست تنها اینرو، از گرفت. نتیجه ۵٨.٢.١ لم

بنابه ،V TV/W ٢ کسر ،T Wو ٢ گرفتن نظر در با اینجا در است. نامثبت (٢٧.٢) نامساوی راست

داریم ۴۴.٢.١ لم از استفاده با اینرو از و است B( s٢ ,
k
٢) توزیع دارای ٢.٢.٢ لم

E

[
V TV

(W ٢ − V TV )

/
W ٢

]
=

s

k − ٢ .

که است نامثبت هنͽامͬ (٢٧.٢) مخاطره تفاضل بنابراین

−٢p− ٢
k + ٢ + E

[
V TV

W ٢ − V TV

/
W ٢

]
≤ ٠,

سپس

c− ٢p− ٢
k + ٢ +

s

k − ٢ ≤ ٠,

بنابراین

c ≤ ٢p− ٢
k + ٢ − s

k − ٢ ,

نتیجه در

٠ < c ≤ ٢p− ٢
k + ٢ − s

k − ٢ .

که است مثبت هنͽامͬ تنها c بالای کران دیͽر طرف از

٢p− ٢
k + ٢ − s

k − ٢ > ٠,

داریم گرفتن مشترک مخرج با
٢(p− ٢)(k − ٢)− s(k + ٢)

(k − ٢)(k + ٢) > ٠,

سپس

٢pk − ۴p− ۴k + ٨ − sk − ٢s > ٠,

و

k(٢p− s− ۴) > ۴p+ ٢s− ٨,



۵٢ معلوم مقیاس با مͺان پارامتر انقباضͬ برآورد .٢

نتیجه در و

k > ٢ +
۴s

٢p− s− ۴ .

است. کامل اثبات

و است ٠ < c ≤ ٢ p−٢
k+٢ − p

k−٢ از بزرگتر p > s برای ٠ < c ≤ ٢ p−٢
k+٢ − s

k−٢ کران .٢.٣.٢ فرع

از وسیعتری دامنه�ی c آن در که معنͬ این به است. ۴.٢.٢ قضیه از تر قوی ١.٣.٢ قضیه اینرو از

مͬ�شود. تبدیل ۴.٢.٢ قضیه به ١.٣.٢ قضیه است ،p = s که حالتͬ در مͬ�شود. شامل را اعداد

ماتریس�های و تودرتو مخروط�های برای انقباضͬ برآوردگر ۴.٢
متعامد

�که دارند وجود طوری C٢ و C١ مثبت بسته محدب مخروط دو که مͬ�کنیم فرض بخش، این در

،C١ ⊂ QC٢ (الف)

.Qθ ∈ C١ (ب)

کروی متقارن توزیع دارای جامعه مͬ�کنیم فرض همچنین است. متعامد ماتریس ͷی Q آن در که

صورت به طبیعͬ برآوردگر است، Ci(i = ١,٢) مخروط�های از ͬͺی به متعلق θ که وقتͬ باشد.

دیͽر صورت است. Ci مخروط روی بر X تصویر PCi
(X) آن در که مͬ�باشد δi٠(X) = PCi

(X)

شͺل به برآوردگر این نمایش

δi٠(X) = X + γi(X),

در زیر صورت به را انقباضͬ برآوردگر صورت این در .γi(X) = PCi
(X) − X آن در که است،

مͬ�گیریم. نظر

δi(X) = δi٠(X)− g(∥X∥٢)UTUX

= X + γi(X)− g(∥X∥٢)UTUX, i = ١,٢.



۵٣ متعامد ماتریس�های و تودرتو مخروط�های برای انقباضͬ برآوردگر .۴.٢

است. نامنفͬ تابع ͷی g آن در که

محدودشده C١ در θ وقتͬ دهیم، نشان (ب) و (الف) شرایط تحت داریم قصد بخش، این در

محدودشده C٢ در θ وقتͬ آن�گاه دارد، برتری δ١
٠(X) طبیعͬ برآوردگر بر δ١(X,U) برآوردگر و است

دارد. برتری δ٢
٠(X) طبیعͬ برآوردگر بر δ٢(X,U) انقباضͬ برآوردگر است،

آن�گاه باشد، ٢ مثبت بسته محدب مخروط ͷی C اگر (٢٠٠٣a همͺاران، و (فودینیر .١.۴.٢ لم

داریم X هر ازای به

(X − PC (X))TPC (X) = ٠.

باشد. PC (X) ̸= 0 کنید فرض مͬ�باشد. درست PC (X) = حالت0 در لم که است روشن برهان.

به تصویر است، مربعͬ زیان تابع که وقتͬ است، C مخروط روی بر X بردار تصویر PC (X) چون

چون دیͽر طرف از بود، خواهد کمتر X طول از تصویر این طول نتیجه در و مͬ�گردد تبدیل طول

داریم ٧.٢.١ تعریف بنابه است، مثبت مخروط ͷی C

∀X ∈ C , a ≥ ٠; aX ∈ C ,

است، کمتر X طول از PC (X) طول چون نتیجه در

∀a ≥ ٠, aPC (X) ∈ C .

اینرو از یͺتاست. ،X ∈ Rp دلخواه نقطه هر تصویر ،٢٠.٢.١ نͺته بنابه همچنین

Q(a) = ∥X − aPC (X)∥٢

= ∥X − PC (X) + (١ − a)PC (X)∥٢

= ∥X − PC (X)∥٢ + (١ − a)٢∥PC (X)∥٢ + ١)٢ − a)(PC (X))T (X − PC (X)).

یا Q′(١) = ٠ دیͽر عبارت به است. یͺتا مینیمم دارای a = ١ در a > ٠ برای Q(a)

Q′(١) = [−١)٢ − a)∥PC (X)∥٢ − ٢(PC (X))T (X − PC (X))]

∣∣∣∣∣
a=١

= −٢PC (X))T (X − PC (X)) = ٠.
٢Positive closed convex cone
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نتیجه در و

(X − PC (X))TPC (X) = ٠.

باشند مثبت بسته محدب مخروط دو C٢ و C١ اگر (٢٠٠٣a همͺاران، و (فودینیر .٢.۴.٢ لم

X ∈ Rp هر ازای به آن�گاه ،C١ ⊂ C٢ طوری�که

XTPC١(X) ≤ XTPC٢(X).

داریم ،i = ١,٢ برای γi(X) = PCi
(X)−X ازای به مشابه طور به همچنین

XTγ١(X) ≤ XTγ٢(X).

X هر ازای به ،١٩.٢.١ تعریف از استفاده با و C١ ⊂ C٢ چون فرض، بنابه برهان.

(dist(X,C١))
٢ = ∥X − PC١(X)∥٢ ≥ ∥X − PC٢(X)∥٢ = (dist(X,C٢))

٢. (٢٨.٢)

دیͽر طرف از

∥X − PCi
(X)∥٢ = (X − PCi

(X))T (X − PCi
(X))

= (X − PCi
(X))TX − (X − PCi

(X))TPCi
(X). (٢٩.٢)

استفاده با .(X −PC٢(X))TPC٢(X) = ٠ و (X −PC١(X))TPC١(X) = ٠ ،١.۴.٢ لم بنابه حال

گرفت نتیجه مͬ�توان ،(٢٩.٢) و (٢٨.٢) رابطه�های از

∥X − PC١(X)∥٢ = (X − PC١(X))TX − (X − PC١(X))TPC١(X)

= (X − PC١(X))TX − ٠

≥ (X − PC٢(X))TX − ٠

= (X − PC٢(X))TX − (X − PC٢(X))TPC٢(X)

= ∥X − PC٢(X)∥٢
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درنتیجه

XTX − PC١(X)TX ≥ XTX − PC٢(X)TX,

بنابراین و

XTPC١(X) ≤ XTPC٢(X). (٣٠.٢)

داریم (٣٠.٢) طرفین از XTX کردن کم با دوم قسمت اثبات برای

XTPC١(X)−XTX ≤ XTPC٢(X)−XTX,

و

XT (PC١(X)−X) ≤ XT (PC٢(X)−X).

گرفت نتیجه مͬ�توان پس ،γi(X) = PCi
(X)−X فرض بنابه طرفͬ از

XTγ١(X) ≤ XTγ٢(X).

متعامد ماتریس Q و بسته محدب مخروط ͷی C اگر (٢٠٠٣a همͺاران، و (فودینیر .٣.۴.٢ لم

آن�گاه باشد، آن با متناظر

PQC (QX) = QPC (X),

اینرو از و

PQC (QX)−QX = Q(PC (X)−X). (٣١.٢)

و C١ ⊂ QC٢ بخشفرضکنید این مفروضات تحت (٢٠٠٣a همͺاران، و (فودینیر .۴.۴.٢ قضیه

برآوردگر از بهتر δ١(X,U) انقباضͬ برآوردگر است، محدودشده C١ روی θ که وقتͬ اگر .Qθ ∈ C١

δ٢(X,U) انقباضͬ برآوردگر است، محدودشده C٢ روی θ که وقتͬ آن�گاه باشد، δ١
٠(X) طبیعͬ

است. δ٢
٠(X) طبیعͬ برآوردگر از بهتر

مͬ�شویم. قائل تمایز ،θ ∈ C٢ − C١ .٢ و θ ∈ C١ .١ حالت دو بین C١ ⊂ C٢ چون برهان.

و δ٢(X,U) برآوردگر دو مخاطره بین تفاضل که کنید دقت است. θ ∈ C١ که کنید فرض ابتدا
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با است برابر δ٢
٠(X)

∆R٢(θ) = Eθ[∥X + γ٢(X)− g(∥X∥٢)UTUX − θ∥٢ − ∥X + γ٢(X)− θ∥٢]

= Eθ[∥X + γ٢(X)− θ∥٢ + ∥g(∥X∥٢)UTUX∥٢

− ٢(X + γ٢(X)− θ)g(∥X∥٢)UTUX − ∥X + γ٢(X)− θ∥٢]

= Eθ[(U
TU)٢g٢(∥X∥٢)∥X∥٢ − ٢UTUg(∥X∥٢)XT (X − θ)

− ٢UTUg(∥X∥٢)XTγ٢(X)].

چون اینرو از .XTγ٢(X) ≥ XTγ١(X) ،X ∈ Rp هر ازای به ٢.۴.٢ لم از استفاده با

است، δ١
٠(X) از بهتر θ ∈ C برای δ١(X,U) فرض بنابه چون دیͽر طرف از و g(∥X∥٢) ≥ ٠

داریم

∆R٢(θ) = Eθ[(U
TU)٢g٢(∥X∥٢)∥X∥٢ − ٢UTUg(∥X∥٢)XT (X − θ)

− ٢UTUg(∥X∥٢)XTγ٢(X)]

≤ Eθ[(U
TU)٢g٢(∥X∥٢)∥X∥٢ − ٢UTUg(∥X∥٢)XT (X − θ)

− ٢UTUg(∥X∥٢)XTγ١(X)]

= ∆R١(θ) ≤ ٠.

که کنید فرض این�بار باشد. مفروض متعامد ماتریس Q کنید فرض ،θ ∈ C٢ − C١ دوم حالت در

در که (ν, 0) حول کروی متقارن توزیع دارای (Y, V ) که بͽیرید نظر در را نͺته این و Y = QX

مسئله حال مͬ�کنیم. فرض γ∗(Y ) صورت به را Y با متناظر γ تابع همچنین مͬ�باشد. ν = Qθ آن

از استفاده با C١ ⊂ QC٢ چون بͽیرید. نظر در را است محدودشده QC٢ به ν که وقتͬ ν برآورد

داریم بود، Qθ = ν ∈ C١ برای که اول حالت نتیجه

Eν [∥Y + γ∗٢(Y )− V TV g(∥Y ∥٢)Y − ν∥٢] ≤ Eν [∥Y + γ∗٢(Y )− ν∥٢], (٣٢.٢)

رابطه مͬ�توان معادل، طور به نتیجه، در .γ∗٢(Y ) = γ∗٢(QX) = PQC٢(QX) − QX آن در که
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نوشت. زیر صورت به را (٣٢.٢)

Eθ[∥QX + γ∗٢(QX)− ∥QV ∥٢g(∥QX∥٢)QX −Qθ∥٢]

− Eθ[∥QX + γ∗٢(QX)−Qθ∥٢] ≤ ٠. (٣٣.٢)

داریم ،٣.۴.٢ لم از استفاده با دیͽر طرف از

γ∗٢(QX) = PQC٢(QX)−QX = Q(PC٢(X)−X) = Qγ٢(X). (٣۴.٢)

داریم (٣٣.٢) رابطه برای (٣۴.٢) رابطه از استفاده با اینرو از

Eθ[∥QX + γ∗٢(QX)− ∥QV ∥٢g(∥QX∥٢)QX −Qθ∥٢]

− Eθ[∥QX + γ∗٢(QX)−Qθ∥٢]

= Eθ[∥QX +Qγ٢(X)− (QV )TQV g((QX)TQX)QX −Qθ∥٢]

− Eθ[∥QX +Qγ٢(X)−Qθ∥٢]

= Eθ[∥QX +Qγ٢(X)−QUTUg(XTQTQX)X −Qθ∥٢]

− Eθ[∥QX +Qγ٢(X)−Qθ∥٢]

= Eθ[∥Q(X + γ٢(X)− UTUg(∥X∥٢)X − θ)∥٢]

− Eθ[∥Q(X + γ٢(X)− θ)∥٢]

= Eθ[∥X + γ٢(X)− UTUg(∥X∥٢)X − θ∥٢]− Eθ[∥X + γ٢(X)− θ∥٢]

= ∆R٢(θ).

از استفاده با ،∆R٢(θ) ≤ ∆R١(θ) ≤ ٠ دادیم نشان θ ∈ C١ برای قضیه اول حالت در چون حال

داریم نیز قسمت این در نامساوی این

∆R٢(θ) ≤ ٠.

طبیعͬ برآوردگر از بهتر δ٢(X,U) انقباضͬ برآوردگر است، محدودشده C٢ روی θ وقتͬ نتیجه در

است. δ٢
٠(X)
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این برای مͬ�پردازیم. است، محدود مخروط ͷی به تنها که کلͬ حالت بررسͬ به قسمت این در

صورت به را انقباضͬ برآوردگر حالت

δ(X) = X + γC (X)− g(∥X∥٢)X,

صورت به را طبیعͬ برآوردگر و

δ٠(X) = X + γC (X),

صورت به را Q متعامد ماتریس برای متناظر انقباضͬ برآوردگر همچنین و

δ∗(X) = X + γQC (X)− g(∥X∥٢)X,

مͬ�گیریم. نظر در

مͬ�شود. گرفته نتیجه بالا بحث از زیر قضیه

به باشد، بسته محدب مخروط ͷی C کنید فرض (٢٠٠٣a همͺاران، و *(فودینیر .۵.۴.٢ قضیه

ازای به صورت این در باشد. δ٠(X) برآوردگر از برتر δ(X) برآوردگر θ ∈ C هر ازای به که طوری

است. δ٠(X) برآوردگر از برتر δ∗(X) برآوردگر ،θ ∈ QC هر ازای به و Q متعامد ماتریس هر

متقارن توزیع دارای (Y, V ) که بͽیرید نظر در را نͺته این و Y = QX که کنید فرض برهان.

فرض γ∗(Y صورت( به را Y با متناظر γ تابع همچنین .ν = Qθ آن در که بوده (ν, 0) حول کروی

اثبات برای بͽیرید. نظر در را است محدودشده QC به ν که وقتͬ ν برآورد مسئله حال مͬ�کنیم.

باشد. برقرار زیر رابطه باید δ٠(X) برآوردگر از δ∗(X) برآوردگر برتری

Eν [∥Y + γ∗(Y )− V TV g(∥Y ∥٢)Y − ν∥٢] ≤ Eν [∥Y + γ∗(Y )− ν∥٢], (٣۵.٢)

�(٣۵.٢) رابطه برای معادل طور به نتیجه در .γ∗(Y ) = γ∗(QX) = PQC (QX)−QX آن در که

داریم

Eθ[∥QX + γ∗(QX)− ∥QV ∥٢g(∥QX∥٢)QX −Qθ∥٢]

− Eθ[∥QX + γ∗(QX)−Qθ∥٢] ≤ ٠. (٣۶.٢)



۵٩ نرمال توزیع در محدودشده انقباضͬ برآوردگر .۵.٢

گرفت نتیجه مͬ�توان ٣.۴.٢ لم از استفاده با حال

γ∗(QX) = PQC (QX)−QX = Q(PC (X)−X) = Qγ(X). (٣٧.٢)

نوشت. زیر صورت به مͬ�توان ،(٣٧.٢) رابطه از استفاده با را (٣۶.٢) رابطه اینرو از

Eθ[∥QX + γ∗(QX)− ∥QV ∥٢g(∥QX∥٢)QX −Qθ∥٢]

− Eθ[∥QX + γ∗(QX)−Qθ∥٢]

= Eθ[∥QX +Qγ(X)− (QV )TQV g((QX)TQX)QX −Qθ∥٢]

− Eθ[∥QX +Qγ(X)−Qθ∥٢]

= Eθ[∥QX +Qγ(X)−QUTUg(XTQTQX)X −Qθ∥٢]

− Eθ[∥QX +Qγ(X)−Qθ∥٢]

= Eθ[∥Q(X + γ(X)− UTUg(∥X∥٢)X − θ)∥٢]− Eθ[∥Q(X + γ(X)− θ)∥٢]

= Eθ[∥X + γ(X)− UTUg(∥X∥٢)X − θ∥٢]− Eθ[∥X + γ(X)− θ∥٢]

= ∆R(θ).

نتیجه مͬ�توان است، δ٠(X) برآوردگر از برتر δ(X) برآوردگر θ ∈ C برای فرض بنابه چون حال

از برتر δ∗(X) برآوردگر ،Q متعامد ماتریس هر ازای به دیͽر عبارت به .∆R(θ) ≤ ٠ گرفت

است. θ ∈ QC برای δ٠(X) برآوردگر

نرمال توزیع در محدودشده انقباضͬ برآوردگر ۵.٢

محدودیت حالت در سوم بخش و کامل محدودیت حالت در دوم بخش با مشابه بخش، این در

توزیع در شده ذکر محدودیت دو تحت مجهول پارامتر برای برتر برآوردگرهای از کلاسͬ به جزئͬ،

مͬ�پردازیم. نرمال

پارامتر با متغیره - p نرمال توزیع با بعدی p تصادفͬ بردار ͷی X = (X١, . . . , Xp) کنید فرض

علاقه�مندیم است. U باقیمانده بردار بدون و معلوم σ٢ با σ٢Ip مقیاس پارامتر و θ مجهول مͺان
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محدودیت از منظور دوم، بخش همانند کنیم. برآورد مربعͬ زیان تابع تحت را θ مجهول پارامتر

است. θ پارامتر بردار در (i = ١, . . . , p)θi مؤلفه بودن نامنفͬ کامل،

در زیر صورت به را انقباضͬ برآوردگر و گرفته نظر در (۶.٢) صورت به را δ٠(X) طبیعͬ برآوردگر

مͬ�گیریم. نظر

δ(X) = δ٠(X) + g(X)

= X + γ(X) + g(X). (٣٨.٢)

همان�طور مͬ�کنیم. اشاره آن به ادامه در که مͬ�باشد خواصͬ با حقیقͬ تابعͬ g : Rp → Rp آن در که

است. U باقیمانده بردار فاقد برآوردگرها از کلاس این مͬ�شود دیده که

مͬ�نماییم. محاسبه زیر در را ∆R مخاطره تفاضل

∆R = R(θ, δ)− R(θ, δ٠)

= Eθ[∥δ − θ∥٢ − ∥δ٠ − θ∥٢]

= Eθ[∥X + γ(X) + g(X)− θ∥٢ − ∥X + γ(X)− θ∥٢]

= Eθ[∥g(X)∥٢ + ٢(g(X))T (X + γ(X)− θ)]

= Eθ[∥g(X)∥٢ + (g(X))T (X − θ) + ٢(g(X))Tγ(X)]. (٣٩.٢)

حالت این در است. وابسته θ به ریاضͬ امید آخرین از جمله دومین ، (٣٩.٢) مخاطره تفاضل در

مشͺل حالت این در زیرا نیست، ۵٢.٢.١ نتیجه از استفاده به نیازی دیͽر θنقش بردن بین از برای

زیر قضیه ،۴.٢.٢ قضیه با مشابه نمود. خواهیم حل استاین لم ͷکم به را امیدریاضͬ در θ وجود

مͬ�نماییم. اثبات و بیان طبیعͬ برآوردگر بر انقباضͬ برآوردگر برتری خصوص در را

Np(θ, σ
٢Ip) توزیع دارای X و p > ۴ کنید فرض بخش، این مفروضات تحت ** .١.۵.٢ قضیه

که بͽیرید، نظر در را δ(X) = X + γ(X) + g(X) شͺل به انقباضͬ برآوردگر است. معلوم σ٢ با

صدق زیر شرایط در cثابت و r تابع اگر مͬ�باشد. g(X) = −cσ٢r(∥X∥٢)
∥X∥٢ X صورت به g تابع آن در

کنند.



۶١ نرمال توزیع در محدودشده انقباضͬ برآوردگر .۵.٢

،٠ ≤ r(∥X∥٢) ≤ ١ .١

باشد، دوم مشتق دارای و مقعر r(∥X∥٢) .٢

،٠ < c ≤ p− ۴ .٣

دارد. برتری δ٠(X) = X + γ(X) طبیعͬ برآوردگر بر δ(X) انقباضͬ برآوردگر آن�گاه

لم و r′(·) ≥ ٠ است، مشتق�پذیر و مقعر نامنفͬ، r که جایͬ آن� از ۵۵.٢.١ لم از استفاده با برهان.

داریم ،(٣٩.٢) مخاطره تفاضل در g(X) مقدار جاگذاری از پس ،۵٠.٢.١ استاین) لم (تعمیم

∆R = Eθ[∥g(X)∥٢ + (g(X))T (X − θ) + ٢(g(X))Tγ(X)]

= Eθ[∥g(X)∥٢ + ٢σ٢∇ · g(X) + ٢(g(X))Tγ(X)]

= Eθ

[
∥ − cσ٢r(∥X∥٢)

∥X∥٢ X∥٢ + ٢
(
−cσ

٢r(∥X∥٢)

∥X∥٢ X

)T

γ(X)

+ ٢σ٢∇ ·

(
−cσ

٢r(∥X∥٢)

∥X∥٢ X

)]

= Eθ

[
c٢σ۴ r

٢(∥X∥٢)

∥X∥۴ ∥X∥٢ + ٢cσ٢ r(∥X∥٢)

∥X∥٢

p∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

− ٢cσ۴

((٢r′(∥X∥٢)∥X∥٢ + pr(∥X∥٢)
)
∥X∥٢ − ٢r(∥X∥٢)∥X∥٢

∥X∥۴

)]

= Eθ

[
c٢σ۴ r

٢(∥X∥٢)

∥X∥٢ + ٢cσ٢ r(∥X∥٢)

∥X∥٢

p∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

− ٢cσ۴

(
٢r′(∥X∥٢)∥X∥۴ + pr(∥X∥٢)∥X∥٢ − ٢r(∥X∥٢)∥X∥٢

∥X∥۴

)]

= Eθ

[
c٢σ۴ r

٢(∥X∥٢)

∥X∥٢ + ٢cσ٢ r(∥X∥٢)

∥X∥٢

p∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

− ٢cσ۴

(
(p− ٢)r(∥X∥٢)

∥X∥٢ + ٢r′(∥X∥٢)

)]

= Eθ

[
c٢σ۴ r

٢(∥X∥٢)

∥X∥٢ + ٢cσ٢ r(∥X∥٢)

∥X∥٢

p∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

− ٢cσ۴(p− ٢)r(∥X∥٢)

∥X∥٢ − ۴cσ۴r′(∥X∥٢)

]



۶٢ معلوم مقیاس با مͺان پارامتر انقباضͬ برآورد .٢

≤ Eθ

[
cσ٢ r(∥X∥٢)

∥X∥٢

(
cσ٢r(∥X∥٢)− ٢σ٢(p− ٢) + ٢

p∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

)]
. (۴٠.٢)

برابر فرض بنابه که r(∥X∥٢) ماکزیمم مقدار دادن قرار با و ٠ ≤ r(∥X∥٢) ≤ ١ از استفاده با حال

داریم است، ١ با

∆R = Eθ

[
cσ٢ r(∥X∥٢)

∥X∥٢

(
cσ٢r(∥X∥٢)− ٢σ٢(p− ٢) + ٢

p∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

)]

≤ Eθ

[
cσ٢ r(∥X∥٢)

∥X∥٢

(
cσ٢ − ٢σ٢(p− ٢) + ٢

p∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

)]
. (۴١.٢)

داریم ،σ٢ = ١ حالت برای ۵۶.٢.١ لم بنابه ،۴.٢.٢ قضیه استدلال با مشابه

cE

[
r(∥X∥٢)

∥X∥٢ X٢
i I[Xi≤٠]

/
(Xj − θj)

٢ = Z٢
j , j ̸= i

]

≤ c

٢E
[
r(∥X∥٢)

∥X∥٢ Z٢
i

/
(Xj − θj)

٢ = Z٢
j , j ̸= i

]
. (۴٢.٢)

است. زیر صورت به بالای کران دارای ،Z = X − θفرض با (۴١.٢) در مخاطره تفاضل بنابراین

Eθ

[
cσ٢ r(∥X∥٢)

∥X∥٢

(
cσ٢ − ٢σ٢(p− ٢) + ٢

p∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

)]

≤ cEθ

[
r(∥Z + θ∥٢)

∥Z + θ∥٢ σ۴

(
c− ٢(p− ٢) + ZTZ

σ٢

)]
. (۴٣.٢)

،۵۵.٢.١ لم از استفاده با است، دوم مشتق دارای و مقعر نامنفͬ، فرض، بنابه r چون کنید دقت

است. ناصعودی ∥X∥٢ در نتیجه در و زبرهمساز p ≥ ۴ برای r(∥X∥٢)/∥X∥٢ که است واضح

داریم (۴٣.٢) شرطͬ عبارت برای ،ZTZ روی کردن شرطͬ با ͷاین

E

[
E

[
r(∥Z + θ∥٢)

∥Z + θ∥٢

/
ZTZ

]
σ۴(c− ٢(p− ٢) + ZTZ

σ٢

)/
ZTZ

]

≤ cE

[
E

[
r(∥Z + θ∥٢)

∥Z + θ∥٢

/
ZTZ

]]

× E

[
σ۴

(
c− ٢(p− ٢) + ZTZ

σ٢

)/
ZTZ

]
. (۴۴.٢)

از استفاده با E[(∥Z+θ∥٢/∥Z+θ∥٢] است، کروی متقارن لذا و بوده نرمال Z توزیع که آن�جایͬ از

گرفت. نتیجه ۵٨.٢.١ لم از مͬ�توان را (۴۴.٢) نامساوی و مͬ�باشد ناصعودی ZTZ در ،٣.٢.٢ لم



۶٣ نرمال توزیع در محدودشده انقباضͬ برآوردگر .۵.٢

مخاطره تفاضل اینرو، از است. نامنفͬ شرطͬ ریاضͬ امید اولین ،(۴۴.٢) نامساوی راست سمت در

اما بود. خواهد نامثبت باشد، نامثبت شرطͬ ریاضͬ امید مقدار دومین آنͺه شرط به (∆R) شرطͬ

نتیجه در .E[ZTZ/σ٢] = p اینرو از و است χ٢
p توزیع دارای ZTZ/σ٢ ،۴١.٢.١ نتیجه بنابه

باشیم داشته که بود خواهد نامثبت صورتͬ در تنها شرطͬ مخاطره تفاضل

c− ٢(p− ٢) + E
[ZTZ

σ٢

]
≤ ٠,

سپس

c− ٢(p− ٢)− p ≤ ٠,

بنابراین

c ≤ p− ۴,

نتیجه در

٠ < c ≤ p− ۴

است. قضیه سوم شرط همان که

تحت برتر برآوردگرهای از کلاسͬ به دست�یابͬ هدف سوم، بخش همانند قسمت، این در

برآوردگر و گرفته نظر در (١٩.٢) صورت به را طبیعͬ برآوردگر قبل مانند است. جزئͬ محدودیت

صورت به را انقباضͬ

δs(X) = X + γs(X) + g(X), (۴۵.٢)

مͬ�گیریم. نظر در

زیر در را ∆R مخاطره تفاضل اثبات روند در تسهیل برای نماییم، آغاز را اثبات که آن از پیش

است. سوم بخش محاسبات مشابه کاملا́ جزئͬ، تفاوتͬ با زیر، محاسبات مͬ�نماییم. محاسبه

∆R = R(θ, δs)− R(θ, δs٠)

= Eθ[∥δs − θ∥٢ − ∥δs٠ − θ∥٢]

= Eθ[∥X + γs(X) + g(X)− θ∥٢ − ∥X + γs(X)− θ∥٢]



۶۴ معلوم مقیاس با مͺان پارامتر انقباضͬ برآورد .٢

= Eθ[∥g(X)∥٢ + ٢(g(X))T (X − θ) + ٢(g(X))Tγs(X)]. (۴۶.٢)

برآوردگر بر انقباضͬ برآوردگر برتری خصوص در را زیر قضیه ،١.٣.٢ قضیه با مشابه ادامه، در

مͬ�نماییم. بیان طبیعͬ

کنید فرض بخش، این مفروضات تحت (٢٠٠٣a همͺاران، و *(فودینیر .٢.۵.٢ قضیه

شͺل به انقباضͬ برآوردگر است. معلوم σ٢ با Np (θ, σ
٢Ip) توزیع دارای X و p ≥ s ≥ ۴

g(X) = −cσ٢r(∥X∥٢)
∥X∥٢ X صورت به g تابع آن در که بͽیرید، نظر در را δs(X) = X+γs(X)+g(X)

کنند. صدق زیر شرایط در c ثابت و r تابع اگر مͬ�باشد.

،٠ < r(∥X∥٢) ≤ ١ .١

باشد، دوم مشتق دارای و مقعر r(∥X∥٢) .٢

،٠ < c ≤ ٢(p− ٢)− s .٣

دارد. برتری δs٠ = X + γs(X) طبیعͬ برآوردگر بر δs(X) انقباضͬ برآوردگر آن�گاه

تفاضل با مشابه ،(۴۶.٢) مخاطره تفاضل برای ۵٠.٢.١ استاین) لم (تعمیم لم از استفاده با برهان.

داریم g(X) مقدار جاگذاری با و (۴٠.٢) مخاطره

∆R = Eθ[∥g(X)∥٢ + ٢(g(X))T (X − θ) + ٢(g(X))Tγs(X)]

= Eθ[∥g(X)∥٢ + ٢σ٢∇ · g(X) + ٢(g(X))Tγs(X)]

= Eθ

[
c٢σ۴ r

٢(∥X∥٢)

∥X∥٢ + ٢cσ٢ r(∥X∥٢)

∥X∥٢

s∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

− ٢cσ۴(p− ٢)r(∥X∥٢)

∥X∥٢ − ۴cσ۴r′(∥X∥٢)

]

≤ Eθ

[
cσ٢ r(∥X∥٢)

∥X∥٢

(
cσ٢r(∥X∥٢)− ٢σ٢(p− ٢) + ٢

s∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

)]
.

با ،٠ ≤ r(∥X∥٢) ≤ ١ آن در که ١ شرط بنابه و است r′(·) ≥ ٠ آن در که ۵۵.٢.١ لم بنابه حال



۶۵ نرمال توزیع در محدودشده انقباضͬ برآوردگر .۵.٢

داریم (١۴.٢) نامساوی مشابه و است ١ با برابر که r(∥X∥٢) ماکزیمم مقدار دادن قرار

Eθ

[
cσ٢ r(∥X∥٢)

∥X∥٢

(
cσ٢r(∥X∥٢)− ٢σ٢(p− ٢) + ٢

s∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

)]

≤ Eθ

[
cσ٢ r(∥X∥٢)

∥X∥٢

(
cσ٢ − ٢σ٢(p− ٢) + ٢

s∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

)]
. (۴٧.٢)

مͬ�کنیم فرض اثبات برای ،١.٣.٢ قضیه مانند ادامه در
V = (Z١, . . . , Zs),

η = (θ١, . . . , θs),

T = (Zs+١, . . . , Zp),

µ = (θs+١, . . . , θp).

این�که فرض با و Z = X − θ چون دیͽر طرف }از
Xs

١ = (X١, . . . , Xs),

Xp
s+١ = (Xs+١, . . . , Xp).

داریم

V = (V١, . . . , Vs) = ((X١ − θ١), . . . , (Xs − θs)) = Xs
١ − η,

و

T = (Ts+١, . . . , Tp) = ((Xs+١ − θs+١), . . . , (Xp − θp)) = Xp
s+١ − µ.

نوشت. زیر صورت به را ∥X∥٢ مͬ�توان نتیجه در

∥X∥٢ = ∥(V + η)∥٢ + ∥(T + µ)∥٢.

تفاضل مͬ�توان ۵۶.٢.١ لم و (١۶.٢) عبارت از استفاده با و ١.٣.٢ قضیه استدلال با مشابه پس

عبارتͬ به نمود. کراندار زیر صورت به را (۴٧.٢) در مخاطره

Eθ

[
cσ٢ r(∥X∥٢)

∥X∥٢

(
cσ٢ − ٢σ٢(p− ٢) + ٢

s∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

)]

≤ cEθ

[
r(∥V + η∥٢ + ∥T + µ∥٢)

∥V + η∥٢ + ∥T + µ∥٢ σ۴

(
c− ٢(p− ٢) + V TV

σ٢

)]
. (۴٨.٢)

برای r(∥X∥٢)/∥X∥٢ ،٢ و ١ شرایط همچنین و ۵۵.٢.١ لم از استفاده با که کنید دقت ابتدا

نظر در با حال است. نامثبت ٢١.٢.١ تعریف بنابه و ناصعودی ∥X∥٢ در و زبرهمساز p ≥ ۴
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داریم معین، T و V TV روی (۴٨.٢) کردن شرطͬ و T و V TV گرفتن

cEθ

[
r(∥V + η∥٢ + ∥T + µ∥٢)

∥V + η∥٢ + ∥T + µ∥٢ σ۴
(
c− ٢(p− ٢)

)
+
V TV

σ٢

)]

≤ cE

[
r(∥V + η∥٢ + ∥T + µ∥٢)

∥V + η∥٢ + ∥T + µ∥٢

/
V TV, T

]

× E

[
σ۴
(
c− ٢(p− ٢) + V TV

σ٢

)/
V TV, T

]
. (۴٩.٢)

است، کروی متقارن توزیع دارای لذا و بوده نرمال V توزیع که جایͬ آن از

E

[
r(∥V + η∥٢ + ∥T + µ∥٢

∥V + η∥٢ + ∥T + µ∥٢

]
,

نتیجه ۵٨.٢.١ لم از مͬ�توان را (۴٩.٢) نامساوی است، ناصعودی V TV در ٣.٢.٢ لم از استفاده با

است. نامثبت (۴٩.٢) در شرطͬ ریاضͬ امید دومین دهیم نشان تا کافیست تنها اینرو، از گرفت.

است χ٢
s توزیع دارای ۴١.٢.١ نتیجه بنابه ،V TV/σ٢ کسر ،T و V TV گرفتن نظر در با جا این در

بنابراین .E[V TV/σ٢] = s اینرو از و

σ۴

(
c− ٢(p− ٢) + E

[V TV

σ٢

])
≤ ٠,

سپس

σ۴
(
c− ٢(p− ٢) + s

)
≤ ٠,

بنابراین

c ≤ ٢(p− ٢)− s,

نتیجه در

٠ < c ≤ ٢(p− ٢)− s.

است. کامل اثبات



٣ فصل

مقیاسمجهول با مͺان پارامتر انقباضͬ برآورد

مقدمه ١.٣

پارامتر بردار برآورد در سعͬ انقباضͬ برآوردگرهای از استفاده با دوم، فصل با مشابه فصل، این در

نظر مورد جامعه توزیع مͬ�کنیم فرض مجدداً داریم. است، محدودیت دارای بردار این که حالتͬ در

که صورت این به است. مجهول ما مقیاس پارامتر بار این که تفاوت این با باشد کروی متقارن

در مجهول σ٢ با ،σ٢Ip مقیاس پارامتر و θ مͺان پارامتر با کروی متقارن توزیع را، جامعه توزیع

مͬ�گیریم. نظر

دو در تنها را انقباضͬ برآوردگرهای از استفاده با محدودشده مͺان پارامتر برآورد مسئله بار این

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد جزئͬ، محدودیت .٢ و کامل محدودیت .١ حالت

١ͷبارانچی نوع برآوردگرهای کلاس این�که اول مͬ�باشد. اهمیت قابل منظر دو از فصل این نتایج

انقباضͬ برآوردگرهای کلاس این�که دوم و شده داده تعمیم محدود پارامتر فضای حالت به (١٩٧٠)

به چندمتغیره، نرمال و کروی متقارن توزیع�های در (٢٠٠٣a) همͺاران و فودینیر توسط ارائهشده

است. شده داده گسترش مجهول واریانس با حالت

عبارت به باشند، نامنفͬ پارامتر بردار مولفه�های تمام مͬ�کنیم فرض اول حالت در دوم، فصل مشابه

در را θ پارامتر بردار از نامنفͬ زیرمجموعه ͷی تنها دوم حالت در و i = ١, . . . , p ،θi ≥ ٠ دیͽر
١Baranchik

۶٧



۶٨ مجهول مقیاس با مͺان پارامتر انقباضͬ برآورد .٣

برآوردگرهای از کلاس ͷی پیش�فرض دو این با مͬ�گیریم. نظر

δ(X,U) = δ٠(X) + g(X,S)U ′U

را است δ٠(X) طبیعͬ برآوردگر از بهتر θ مͺان پارامتر بردار برای (پایا) مربعͬ زیان تابع تحت که

پارامتر و θ مͺان پارامتر با متغیره - p نرمال توزیع در را محدودیت دو هر پایان در یافت. خواهیم

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را است مجهول σ٢ آن در که σ٢Ip مقیاس

کامل محدودیت با حالت در انقباضͬ برآورد ٢.٣

و X = (X١, . . . , Xp) آن در که ،(X,U) کنید فرض ،٢.٢ بخش مفروضات مشابه

بعدی p+k بردار حول کروی متقارن توزیع با بعدی p+k تصادفͬ بردار ͷی ،U = (U١, . . . , Uk)

θ = (θ١, . . . , θp) بعد با برابر X بعد که است واضح است. مجهول θ پارامتر آن در که باشد (θ, 0)

σ٢Ip را مقیاس پارامتر همچنین است. k با مساوی و 0 بردار بعد با برابر U بعد و p با مساوی و

مͬ�گیریم. نظر در مجهول σ٢ با

دوم، فصل مانند کنیم. برآورد ؟؟، موزون مربعͬ زیان تابع تحت را θ مجهول پارامتر علاقه�مندیم

این در است. θ پارامتر بردار در (i = ١, . . . , p)θi مؤلفه بودن نامنفͬ کامل، محدودیت از منظور

مͬ�باشد. کامل محدودیت تحت پارامتر بردار برآورد هدف بخش،

از است عبارت مͬ�دهیم، نشان δ٠(X) با را آن که θ طبیعͬ برآوردگر

δ٠(X) = (δ٠١, . . . , δ٠p), (١.٣)

آن در که

δ٠i(X) = max(Xi,٠), i = ١, . . . , p.

صورت به را طبیعͬ برآوردگر شͺل محاسبات راحتͬ برای (٢٠٠٣a) همͺاران و فودینیر همانند

داد. نشان مͬ�توان نیز زیر

δ٠(X) = X + γ(X), (٢.٣)
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مͬ�شود. تعریف زیر صورت به γ(X) مؤلفه هر و γ(X) = (γ١(X), . . . , γp(X)) آن در که

γi(X) =

{
−Xi, Xi < ٠,
٠, Xi ≥ ٠.

(٣.٣)

بͽیرید. نظر در را زیر صورت به انقباضͬ برآوردگرهای از رده�ای حال

δ(X,U) = δ٠(X) + g(X,S)UTU

= X + γ(X) + g(X,S)UTU, (۴.٣)

تعریف زیر صورت به g تابع فصل این طول در است. حقیقͬ تابعͬ g : Rp → Rp آن در که

مقدار ازای به مͬ�باشد. مستقل X از که است σ٢ اریب نا برآوردگر S٢ کنید فرض ابتدا مͬ�شود.

مͬ�گیریم. نظر در (١٩٧٠) ͷبارانچی با مشابه زیر صورت به را g تابع ،c ثابت

g(X,S) = −c r(F )
F

X. (۵.٣)

آن در که

F =
∥X∥٢

S٢ .

شد. خواهد تعریف تناسب به قضیه هر شرایط در r تابع

محاسبه زیر در را ∆R مخاطره تفاضل (پایا)، مربعͬ زیان تابع از استفاده با و (١١.٢) با مشابه

مͬ�نماییم.

∆R = R(θ, δ)− R(θ, δ٠)

= Eθ

[
∥δ − θ∥٢

σ٢ − ∥δ٠ − θ∥٢

σ٢

]

=
١
σ٢Eθ[∥X + γ(X) + g(X,S)UTU − θ∥٢ − ∥X + γ(X)− θ∥٢]

=
١
σ٢Eθ[∥g(X,S)UTU∥٢ + ٢UTU(g(X,S))T (X + γ(X)− θ)]

=
١
σ٢Eθ[∥g(X,S)∥٢(UTU)٢ + ٢UTU(g(X,S))T (X − θ)

+ ٢UTU(g(X,S))Tγ(X)]. (۶.٣)

است. وابسته θ به ریاضͬ امید آخرین از جمله دومین مͬ�شود، دیده (۶.٣) رابطه در که همانطور

کرد. استفاده ۵٢.٢.١ نتیجه از نمͬ�توان دوم فصل خلاف بر ،θنقش بردن بین از برای فصل این در
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و آرشͬ با مشابه مشͺل این بردن بین از برای دارد. ͬͽبست σ٢ مقدار به مخاطره تفاضل که چرا

شرطͬ از پس و کرده� استفاده دوگانه ریاضͬ امید از استفاده با دیͽری راهͺار از (٢٠١٠) طباطبایͬ

مͬ�کنیم. استفاده ۵٢.٢.١ نتیجه از کردن

مخاطره تفاضل آن�که برای (٢٠٠٣a) همͺاران و فودینیر استدلال مشابه نیز این�جا در همچنین

باشند. برقرار Eθ[∥g∥٢] <∞ و Eθ[∥X∥٢] <∞ باید باشد، متناهͬ (٢۴.٣)

مͬ�نماییم. اثبات و بیان را طبیعͬ برآوردگر بر انقباضͬ برآوردگر برتری خصوص در زیر قضیه

نیز توزیع و k > ٢ + ۴p
p−۴ ،p > ۴ کنید فرض بخش این مفروضات تحت ** .١.٢.٣ قضیه

که بͽیرید نظر در را δ(X,U) = X + γ(X) + g(X,S)UTU انقباضͬ برآوردگر باشد. ت�ͷمدی

کنند. صدق زیر شرط سه در c ثابت و r تابع اگر است. (۵.٣) صورت به g تابع آن در

،٠ ≤ r(∥X∥٢

S٢ ) ≤ ١ .١

باشد، دوم مشتق دارای و مقعر r(∥X∥٢

S٢ ) .٢

،٠ < c ≤ ٢ (p−٢)
k+٢

Eσ=١(S
٢)

Eσ=١(S۴) −
p

k−٢
Eσ=١(S

٢)
Eσ=١(S۴) .٣

برتری δ٠(X) = X + γ(X) برآوردگر بر δ(X,U) انقباضͬ برآوردگر ،θ ∈ Rp هر ازای به آن�گاه

دارد.

داریم (۶.٣) مخاطره تفاضل در (۵.٣) رابطه از g مقدار جایͽذاری با برهان.

∆R =
١
σ٢Eθ[∥g(X,S)∥٢(UTU)٢ + ٢UTU(g(X,S))T (X − θ) + ٢UTU(g(X,S))Tγ(X)]

=
١
σ٢Eθ

[
∥ −

c r(∥X∥٢

S٢ )S٢

∥X∥٢ X∥٢(UTU)٢ + ٢(UTU)

(
−
c r(∥X∥٢

S٢ )S٢

∥X∥٢ X

)T

γ(X)

+ ٢(UTU)٢

k + ٢ ∇ ·

(
−
c r(∥X∥٢

S٢ )S٢

∥X∥٢ X

)T]
. (٧.٣)

نامنفͬ، r این�که به توجه با و ۵٢.٢.١ نتیجه از استفاده با و (S٢ = s٢) روی کردن شرطͬ با حال

است برابر (٧.٣) مخاطره تفاضل نتیجه در r′(·) ≥ ٠ ،۵۵.٢.١ لم بنابه است، مشتق�پذیر و مقعر
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با

∆R =
١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
∥g(X,S)∥٢(UTU)٢ +

٢(UTU)٢

k + ٢ ∇ · g(X,S)

+ ٢UTU(g(X,S))Tγ(X)

]/
S = s

)

=
١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
(UTU)٢c٢ r

٢(∥X∥٢

S٢ )S۴

∥X∥۴ ∥X∥٢ + ٢c
(UTU)r(∥X∥٢

S٢ )S٢

∥X∥٢

p∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

− ٢c(U
TU)٢

k + ٢

{
p∑

i=١

((٢S٢ X٢
i

S٢ r
′(∥X∥٢

S٢ ) + pS٢r(∥X∥٢

S٢ )
)
∥X∥٢

∥X∥۴

−
٢S٢X٢

i r(
∥X∥٢

S٢ )

∥X∥۴

)}]/
S = s

)

=
١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
(UTU)٢c٢ r

٢(∥X∥٢

S٢ )S۴

∥X∥٢ + ٢c
(UTU)r(∥X∥٢

S٢ )S٢

∥X∥٢

p∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

− ٢c(U
TU)٢

k + ٢

(
٢r′(∥X∥٢

S٢ )∥X∥۴ + pS٢r(∥X∥٢

S٢ )∥X∥٢ − ٢S٢r(∥X∥٢

S٢ )∥X∥٢

∥X∥۴

)]/
S = s

)

=
١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
(UTU)٢c٢ r

٢(∥X∥٢

S٢ )S۴

∥X∥٢ + ٢c
(UTU)r(∥X∥٢

S٢ )S٢

∥X∥٢

p∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

− ٢c(U
TU)٢

k + ٢

(
(p− ٢)S٢ r(

∥X∥٢

S٢ )

∥X∥٢ + ٢r′(∥X∥٢

S٢ )

)]/
S = s

)

=
١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
(UTU)٢c٢ r

٢(∥X∥٢

S٢ )S۴

∥X∥٢ + ٢c
(UTU)r(∥X∥٢

S٢ )S٢

∥X∥٢

p∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

− ٢cS٢ (p− ٢)(UTU)٢r(∥X∥٢

S٢ )

(k + ٢)∥X∥٢ − ۴c
(UTU)٢r′(∥X∥٢

S٢ )

k + ٢

]/
S = s

)

≤ ١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
(UTU)٢ r(

∥X∥٢

S٢ )

∥X∥٢ c

(
cS۴r(

∥X∥٢

S٢ )− ٢S٢ p− ٢
k + ٢

+ ٢S٢
∑p

i=١ X
٢
i I[Xi≤٠]

UTU

)]/
S = s

)
. (٨.٣)

ماکزیمم مقدار دادن قرار با و ٠ ≤ r(∥X∥٢

S٢ ) ≤ ١ از استفاده با ،٢ و ١ شرایط بنابه حال
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از است عبارت (٨.٣) نامساوی برای بالا کران ͷی است، ١ با برابر فرض بنابه که r(∥X∥٢/S٢)

١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
(UTU)٢ r(

∥X∥٢

S٢ )

∥X∥٢ c

(
cS۴ − ٢S٢ p− ٢

k + ٢

+ ٢S٢
∑p

i=١ X
٢
i I[Xi≤٠]

UTU

)]/
S = s

)
. (٩.٣)

جمله معین i برای ابتدا ریاضͬ امید آخرین )در
(UTU)٢ r(

∥X∥٢

S٢ )S٢

∥X∥٢

)(∑p
i=١ X

٢
i I[Xi≤٠]

UTU

)
,

بحث j ̸= i برای (Xj − θj)
٢/σ٢ و (UTU) روی شرطͬ ریاضͬ امید درباره و مͬ�گیریم نظر در را

، ۵۵.٢.١ لم بنابه است، مشتق�پذیر و مقعر نامنفͬ، r این�که به توجه با که کنید دقت مͬ�کنیم.

و UTU شرط به Xi شرطͬ توزیع چون آن�گاه است. ناصعودی ∥X∥٢/S٢ در r(∥X∥٢

S٢ )S٢/∥X∥٢

داریم ۵۶.٢.١ لم بنابه است، ت�ͷمدی و متقارن θi برای ،j ̸= i برای (Xj − θj)
٢/σ٢

cE

[
UTU

r(∥X∥٢

S٢ )
∥X∥٢

S٢

X٢
i I[Xi≤٠]

/
UTU = ρ٢,

(Xj − θj)
٢

σ٢ = Z٢
j , j ̸= i

]

≤ c

٢E
[
UTU

r(∥X∥٢

S٢ )
∥X∥٢

S٢

Z٢
i

/
UTU = ρ٢,

(Xj − θj)
٢

σ٢ = Z٢
j , j ̸= i

]
. (١٠.٣)

صورت به بالای کران دارای U و Z = σ−١(X − θ) فرض با (٩.٣) در مخاطره تفاضل بنابراین

است. زیر

١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
(UTU)٢ r(

∥X∥٢

S٢ )

∥X∥٢ c

(
cS۴ − ٢S٢ p− ٢

k + ٢ + ٢S٢
∑p

i=١ X
٢
i I[Xi≤٠]

UTU

)]/
S = s

)

≤ ١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
(U ′U)٢ r(

∥σZ+θ ∥٢

S٢ )

∥σZ + θ∥٢ c

(
cS۴ − ٢S٢ p− ٢

k + ٢ + S٢Z
′Z

U ′U

)]/
S = s

)
.

(١١.٣)

(١١.٣) شرطͬ ریاضͬ امید برای بالا کران ͷی و UTU + ZTZ = R٢ که مͬ�کنیم فرض حال

است، دوم مشتق دارای و مقعر نامنفͬ، r چون که کنید دقت ابتدا یافت. خواهیم مزبور R٢ با

تعریف بنابه و زبرهمساز p ≥ ۴ برای r(∥X∥٢

S٢ )/∥X∥٢

S٢ که است واضح ۵۵.٢.١ لم از استفاده با

(١١.٣) شرطͬ عبارت σ = ١ دادن قرار با و ،R٢ روی کردن شرطͬ با ͷاین است. نامثبت ٢١.٢.١
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است. زیر بالای کران دارای

cE

[
(R٢ − Z ′Z)E

[
r(∥Z+θ∥٢

s٢ )

∥Z + θ∥٢

/
Z ′Z,R٢

](
cs۴ − ٢s٢ p− ٢

k + ٢ + s٢ Z ′Z

R٢ − Z ′Z

)/
R٢

]

≤ cE

[
(R٢ − Z ′Z)E

[
r(∥Z+θ∥٢

s٢ )

∥Z + θ∥٢

/
Z ′Z,R٢

]/
R٢

]

× E

[(
cs۴ − ٢s٢ p− ٢

k + ٢ + s٢ Z ′Z

R٢ − Z ′Z

)/
R٢

]
. (١٢.٣)

با E
[
r(∥σZ+θ ∥٢

S٢ )/∥σZ + θ∥٢
]
است، کروی متقارن R٢ شرط به Z شرطͬ توزیع که آن�جایͬ از

ZTZ در (R٢ − ZTZ)٢ همچنین و ناصعودی ZTZ < R٢ برای ZTZ در ٣.٢.٢ لم از استفاده

نتیجه ۵٨.٢.١ لم از را (١٧.٢) نامساوی مͬ�توان و است نانزولͬ ZTZ/(R٢ −ZTZ) و ناصعودی

گرفت.

شرطͬ مخاطره تفاضل اینرو از است. نامنفͬ شرطͬ ریاضͬ امید اولین ،(١٢.٣) راست سمت در

باشد، نامثبت (١٢.٣) راست سمت در شرطͬ ریاضͬ امید مقدار دومین آنͺه شرط به (∆R)

توزیع دارای R٢ شرط به ξ = ZTZ/R٢ توزیع ٢.٢.٢ لم از استفاده با چون اما بود، خواهد نامثبت

داریم ،۴۴.٢.١ لم از استفاده با و است B( p٢ ,
k
٢)

E

[
ZTZ

R٢ − ZTZ

/
R٢

]
= E

[
ξ

١ − ξ

]
=

p

k − ٢ , (١٣.٣)

باشیم داشته که بود خواهد نامثبت صورتͬ در تنها شرطͬ مخاطره تفاضل اینرو، از

cEσ=١(S
۴)− ٢Eσ=١(S

٢)
(p− ٢)
(k + ٢) + Eσ=١(S

٢)E

[
ZTZ

R٢ − ZTZ

]
≤ ٠,

سپس

cEσ=١(S
۴)− ٢Eσ=١(S

٢)
(p− ٢)
(k + ٢) − Eσ=١(S

٢)
p

k − ٢ ≤ ٠,

و

c ≤ ٢Eσ=١(S
٢)

Eσ=١(S۴)

(p− ٢)
(k + ٢) −

Eσ=١(S
٢)

Eσ=١(S۴)

p

k − ٢ ,

نتیجه در

٠ < c ≤ ٢Eσ=١(S
٢)

Eσ=١(S۴)

(p− ٢)
(k + ٢) −

Eσ=١(S
٢)

Eσ=١(S۴)

p

k − ٢ .
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داریم باشد، مثبت c بالای کران این�که برای است. قضیه سوم شرط همان که

٢Eσ=١(S
٢)

Eσ=١(S۴)

(p− ٢)
(k + ٢) −

Eσ=١(S
٢)

Eσ=١(S۴)

p

k − ٢ > ٠,

داریم مشترک، مخرج گرفتن از پس
٢(k − ٢)(p− ٢)Eσ=١(S

٢)− p(k + ٢)Eσ=١(S
٢)

Eσ=١(S۴)(k + ٢)(k − ٢) > ٠,

سپس

k(p− ۴) > ۶p− ٨,

و

k >
٢(p− ۴) + ۴p

p− ۴ ,

نتیجه در

k > ٢ +
۴p
p− ۴ .

است. کامل اثبات

جزئͬ محدودیت با حالت در انقباضͬ برآورد ٣.٣

فصل همانند کنیم. برآورد جزئͬ محدودیت تحت را θ مجهول پارامتر علاقه�مندیم بخش این در

نامنفͬ محدودیت دارای ها θi از مجموعه�ای زیر تنها که است این جزئͬ محدودیت از منظور دوم

محدودیتͬ هیچ θq+١, θq+٢, . . . , θp و θ١ ≥ ٠, θ٢ ≥ ٠, . . . , θq ≥ ٠ دیͽر عبارت به باشند. بودن

صورت به را طبیعͬ برآوردگر (٢٠٠٣a) همͺاران و فودینیر مشابه آن�گاه باشند. نداشته

δq٠(X) = X + γq(X), (١۴.٣)

،١ ≤ j ≤ q برای آن در که مͬ�گیریم، نظر در

γq,j(X) =

{
−Xj, Xj < ٠,
٠, Xj ≥ ٠.

(١۵.٣)

،j > q برای و

γq,j(X) = ٠.
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مͬ�گیریم. نظر در زیر صورت به را انقباضͬ برآوردگر صورت این در

δq(X,U) = X + γq(X) + UTUg(X,S). (١۶.٣)

است. طبیعͬ برآوردگر بر انقباضͬ برآوردگر برتری اثبات هدف بخش این در

مجدداً مͬ�نماییم. اثبات و بیان طبیعͬ برآوردگر بر انقباضͬ برآوردگر برتری خصوص در را زیر قضیه

مخاطره تفاضل اثبات روند در تسهیل برای نماییم آغاز را اثبات که آن از پیش قبل بخش مانند

قبل بخش محاسبات مشابه کاملا́ جزئͬ تفاوتͬ با زیر محاسبات مͬ�نماییم. محاسبه زیر در را ∆R

است.

∆R =
١
σ٢ R(θ, δq)− R(θ, δq٠)

=
١
σ٢Eθ[∥δs − θ∥٢ − ∥δs٠ − θ∥٢]

=
١
σ٢Eθ[∥g(X,S)∥٢(UTU)٢ + ٢UTU(g(X,S))T (X − θ)

+ ٢UTU(g(X,S))Tγq(X)]. (١٧.٣)

و k > ٢ + ۴q
٢p−q−۴ ،p ≥ q ، p > ۴ کنید فرض بخش، این مفروضات تحت ** .١.٣.٣ قضیه

شͺل به انقباضͬ برآوردگر باشد. ت�ͷمدی نیز توزیع

δq(X,U) = X + γq(X) + UTUg(X,S)

صدق زیر شرایط در cثابت و r تابع اگر است. (۵.٣) صورت به g تابع آن در که بͽیرید نظر در را

کنند.

،٠ < r(∥X∥٢

S٢ ) ≤ ١ .١

باشد، مقعر و دوم مشتق دارای r(∥X∥٢

S٢ ) .٢

،٠ < c ≤ ٢ (p−٢)
k+٢

Eσ=١(s
٢)

Eσ=١(s۴) −
q

k−٢
Eσ=١(s

٢)
Eσ=١(s۴) .٣

برآوردگر بر δq(X,U) انقباضͬ برآوردگر ،θ١ ≥ ٠, θ٢ ≥ ٠, . . . , θq ≥ ٠ ازای به آن�گاه

دارد. برتری δq٠(X) = X + γq(X) طبیعͬ



٧۶ مجهول مقیاس با مͺان پارامتر انقباضͬ برآورد .٣

را اثبات نماییم ایجاد آن در اساسͬ تغییر �که آن بدون ،١.٢.٣ قضیه اثبات از استفاده با برهان.

.r′(·) ≥ ٠ ،۵۵.٢.١ لم بنابه است، مشتق�پذیر و مقعر نامنفͬ، r این�که به توجه با مͬ�کنیم. آغاز

و (S٢ = s٢) روی کردن شرطͬ با و g مقدار جاگذاری از پس ،(١٧.٣) مخاطره تفاضل نتیجه در

با است برابر (٨.٣) مخاطره تفاضل با مشابه ،۵٢.٢.١ نتیجه از استفاده با

∆R =
١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
∥g(X,S)∥٢(UTU)٢ +

٢(UTU)٢

k + ٢ ∇ · g(X,S)

+ ٢UTU(g(X,S))Tγ(X)

]/
S = s

)

=
١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
∥ −

c r(∥X∥٢

S٢ )S٢

∥X∥٢ X∥٢(UTU)٢ +
٢(UTU)٢

k + ٢ ∇ ·

(
−
c r(∥X∥٢

S٢ )S٢

∥X∥٢ X

)

+ ٢UTU

(
−
c r(∥X∥٢

S٢ )S٢

∥X∥٢ X

)T

γ(X)

]/
S = s

)

=
١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
(UTU)٢c٢ r

٢(∥X∥٢

S٢ )S۴

∥X∥۴ ∥X∥٢ + ٢c
(UTU)r(∥X∥٢

S٢ )S٢

∥X∥٢

q∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

− ٢S٢c
(p− ٢)(UTU)٢r(∥X∥٢

S٢ )

(k + ٢)∥X∥٢ − ۴c
(UTU)٢r′(∥X∥٢

S٢ )

k + ٢

]/
S = s

)

≤ ١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
(UTU)٢ r(

∥X∥٢

S٢ )

∥X∥٢ c

(
cS۴r(

∥X∥٢

S٢ )− ٢S٢ p− ٢
k + ٢

+ ٢S٢
∑q

i=١ X
٢
i I[Xi≤٠]

UTU

)]/
S = s

)
. (١٨.٣)

١ با برابر که r(∥X∥٢/S٢) ماکزیمم مقدار دادن قرار با ،٠ < r(∥X∥٢

S٢ ) ≤ ١ از استفاده با ͷاین

از است عبارت (١٨.٣) عبارت برای بالا کران ͷی (١۴.٢) نامساوی مشابه و است

١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
(U ′U)٢ r(

∥X∥٢

S٢ )

∥X∥٢ c

(
cS۴ − ٢S٢ p− ٢

k + ٢

+ ٢S٢
∑q

i=١ X
٢
i I[Xi≤٠]

U ′U

)]/
S = s

)
. (١٩.٣)

مͬ�کنیم فرض دوم فصل مانند ادامه در
V = (Z١, . . . , Zq),

η = (θ١, . . . , θq),

T = (Zq+١, . . . , Zp),

µ = (θq+١, . . . , θp),



٧٧ جزئͬ محدودیت با حالت در انقباضͬ برآورد .٣.٣

این�که فرض با و Z = σ−١(X − θ) آن، در }که
Xq

١ = (X١, . . . , Xq),

Xp
q+١ = (Xq+١, . . . , Xp),

داریم

V = (V١, . . . , Vq) = (σ−١(X١ − θ١), . . . , σ
−١(Xq − θq)) = σ−١(Xq

١ − η),

و

T = (Tq+١, . . . , Tp) = (σ−١(Xq+١ − θq+١), . . . , σ
−١(Xp − θp)) = σ−١(Xp

q+١ − µ).

نوشت. مͬ�توان }بنابراین
Xq

١ = σV + η,

Xp
q+١ = σT + µ.

نوشت. زیر صورت به را ∥X∥٢ مͬ�توان نتیجه در

∥X∥٢ = ∥Xq
١∥

٢ + ∥Xp
q+١∥

٢

= ∥σV + η∥٢ + ∥σT + µ∥٢.

فرض با و ۵۶.٢.١ لم از استفاده با نتیجه در مͬ�گیریم. نظر در W ٢ = V TV + UTU همچنین

زیر صورت به بالا کران دارای (١٩.٣) در مخاطره تفاضل قبل، قضیه مشابه استدلال با و σ = ١

است.

١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
(U ′U)٢ r(

∥X∥٢

S٢ )

∥X∥٢ c

(
cS۴ − ٢S٢ p− ٢

k + ٢ + ٢S٢
∑q

i=١ X
٢
i I[Xi≤٠]

U ′U

)]/
S = s

)

≤ ١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
(W ٢ − V ′V )٢ r(

∥Xq
١ ∥

٢+∥Xp
q+١∥

٢

S٢ )

∥Xq
٢∥١ + ∥Xp

q+٢∥١

× c

(
cS۴ − ٢S٢ p− ٢

k + ٢ + S٢ V ′V

W ٢ − V ′V

)]/
S = s

)
. (٢٠.٣)

،٢ و ١ شرایط و ۵۵.٢.١ لم از استفاده با که کنید دقت ابتدا

r

(
∥Xq

١ ∥
٢+∥Xp

q+١∥
٢

S٢

)
S٢

∥Xq
٢∥١ + ∥Xp

q+٢∥١



٧٨ مجهول مقیاس با مͺان پارامتر انقباضͬ برآورد .٣

تفاضل کردن شرطͬ با بنابراین است. ناصعودی ∥X∥٢/S٢ در نتیجه در و زبرهمساز p ≥ ۴ برای

داریم T و W ٢ روی بر (٢٠.٣) مخاطره

cE

(W ٢ − V ′V )٢
r

(
∥Xq

١ ∥
٢+∥Xp

q+١∥
٢

s٢

)
∥Xq

٢∥١ + ∥Xp
q+٢∥١

(
cs۴ − ٢s٢ p− ٢

k + ٢ + s٢ V ′V

W ٢ − V ′V

)/
W ٢, T



≤ cE

[
(W ٢ − V ′V )٢

r

(
∥Xq

١ ∥
٢+∥Xp

q+١∥
٢

s٢

)
∥Xq

٢∥١ + ∥Xp
q+٢∥١

/
W ٢, T

]

× E

[(
cs۴ − ٢s٢ p− ٢

k + ٢ + s٢ V ′V

W ٢ − V ′V

)/
W ٢, T

]
. (٢١.٣)

است، کروی متقارن W ٢ روی شده شرطͬ V توزیع که جایͬ آن از

E

r
(

∥Xq
١ ∥

٢+∥Xp
q+١∥

٢

s٢

)
∥Xq

٢∥١ + ∥Xp
q+٢∥١

/
W ٢, T

 ,
(W ٢ − V TV ) همچنین است. ناصعودی V TV < W ٢ برای V TV در ٣.٢.٢ لم از استفاده با

استفاده با (٢٠.٣) نامساوی نتیجه در است، نانزولͬ V TV/(W ٢ − V TV ) و ناصعودی V TV در

در شرطͬ ریاضͬ امید دومین دهیم نشان تا کافیست تنها اینرو از مͬ�شود. حاصل ۵٨.٢.١ لم از

دارای ٢.٢.٢ لم بنابه ،V TV/W ٢ کسر ،T Wو ٢ گرفتن نظر در با اینجا در است. نامثبت (٢١.٣)

داریم ۴۴.٢.١ لم از استفاده با و است B( s٢ ,
k
٢) توزیع

E
[ V TV

(W ٢ − V TV )

]
=

q

k − ٢ .

که است نامثبت وقتͬ (٢١.٣) مخاطره تفاضل آن�گاه

cEσ=١(S
۴)− ٢Eσ=١(S

٢)
(p− ٢)
(k + ٢) + Eσ=١(S

٢)E

[
V TV

(W ٢ − V TV )

]
≤ ٠

سپس

cEσ=١(S
۴)− ٢Eσ=١(S

٢)
(p− ٢)
(k + ٢) − Eσ=١(S

٢)
q

k − ٢ ≤ ٠

و

c ≤ ٢Eσ=١(S
٢)

Eσ=١(S۴)

(p− ٢)
(k + ٢) −

Eσ=١(S
٢)

Eσ=١(S۴)

q

k − ٢ .



٧٩ نرمال توزیع در محدودشده انقباضͬ برآوردگر .۴.٣

نتیجه در

٠ < c ≤ ٢Eσ=١(S
٢)

Eσ=١(S۴)

(p− ٢)
(k + ٢) −

Eσ=١(S
٢)

Eσ=١(S۴)

q

k − ٢ .

که است مثبت وقتͬ c بالای کران دیͽر طرف از است. قضیه سوم شرط همان که

٢Eσ=١(S
٢)

Eσ=١(S۴)

(p− ٢)
(k + ٢) −

Eσ=١(S
٢)

Eσ=١(S۴)

q

k − ٢ > ٠

داریم گرفتن، مشترک مخرج از پس
٢Eσ=١(S

٢)(p− ٢)(k − ٢)− Eσ=١(S
٢)q(k + ٢)

Eσ=١(S۴)(k − ٢)(k + ٢) > ٠

سپس

Eσ=١(S
٢)
(

٢pk − ۴p− ۴k + ٨ − qk − ٢q
)
> ٠

بنابراین

k(٢p− q − ۴) > ۴p+ ٢q − ٨

نتیجه در

k > ٢ +
۴q

٢p− q − ۴ .

است. کامل اثبات

نرمال توزیع در محدودشده انقباضͬ برآوردگر ۴.٣

پارامتر کنید فرض همچنین باشد. Np(θ, σ
٢Ip) توزیع دارای X بعدی p تصادفͬ بردار کنید فرض

است. X از مستقل و σ٢ نااریب برآوردگر S٢ و بوده مجهول σ٢

نظر در با ؟؟، موزون مربعͬ زیان تابع تحت θ = (θ١, . . . , θp) بردار برآورد هدف بخش، این در

است. جزئͬ و کامل محدودیت دو گرفتن

صورت به را طبیعͬ برآوردگر دوم فصل مانند

δ٠(X) = X + γ(X), (٢٢.٣)



٨٠ مجهول مقیاس با مͺان پارامتر انقباضͬ برآورد .٣

شͺل به را انقباضͬ برآوردگر و

δ(X) = δ٠(X) + g(X,S)

= X + γ(X) + g(X,S), (٢٣.٣)

به γ(X) مؤلفه هر و (۵.٣) صورت به حقیقͬ تابعͬ g : Rp → Rp آن در که مͬ�گیریم نظر در

است. (٣.٣) صورت

از است عبارت ∆R مخاطره تفاضل

∆R(θ) = R(θ, δ)− R(θ, δ٠)

= Eθ

[
∥δ − θ∥٢

σ٢ − ∥δ٠ − θ∥٢

σ٢

]

=
١
σ٢Eθ[∥X + γ(X) + g(X,S)− θ∥٢ − ∥X + γ(X)− θ∥٢]

=
١
σ٢Eθ[∥X + γ(X)− θ∥٢ + ∥g(X,S)∥٢

+ ٢(g(X,S))T (X + γ(X)− θ)− ∥X + γ(X)− θ∥٢]

=
١
σ٢Eθ

[
∥g(X,S)∥٢ + ٢(g(X,S))T (X − θ) + ٢(g(X,S))Tγ(X)

]
. (٢۴.٣)

(تعمیم لم از مستقیماً نمͬ�توان دیͽر دوم فصل مانند θ نقش بردن بین از برای است ذکر به لازم

از پس (٢٠١٠) طباطبایͬ و آرشͬ با مشابه مشͺل این رفع برای کرد. استفاده ۵٠.٢.١ استاین) لم

کرد. خواهیم استفاده استاین لم تعمیم از کردن، شرطͬ و دوگانه ریاضͬ امید ͷنیͺت از استفاده

خصوص در است)، نامنفͬ θi مولفه هر که (وقتͬ کامل محدودیت گرفتن نظر در با قسمت این در

داریم. را زیر قضیه طبیعͬ، برآوردگر بر انقباضͬ برآوردگر برتری

Np(θ, σ
٢Ip) توزیع دارای X و p > ۴ کنید فرض بخش، این مفروضات تحت ** .١.۴.٣ قضیه

برآوردگر باشد. X از مستقل و σ٢ نااریب برآوردگر S٢ کنید فرض همچنین است. مجهول σ٢ با

اگر است. (۵.٣) صورت به g تابع آن در که بͽیرید نظر در را (٢٣.٣) شͺل به δ(X) انقباضͬ

کنند. صدق زیر شرایط در c ثابت و r تابع

، ٠ ≤ r(∥X∥٢

S٢ ) ≤ ١ .١



٨١ نرمال توزیع در محدودشده انقباضͬ برآوردگر .۴.٣

باشد، مقعر و دوم مشتق دارای r(∥X∥٢

S٢ ) .٢

،٠ < c ≤ ٢Eσ=١(S
٢)(p−٢)

Eσ=١(S۴) − pEσ=١(S
٢)

Eσ=١(S۴) .٣

δ٠(X) = X + γ(X) طبیعͬ برآوردگر بر δ(X) انقباضͬ برآوردگر ،θ ∈ Rp
+ هر ازای به آن�گاه

دارد. برتری

داریم g(X,S) مقدار جایͽذاری با (٢۴.٣) مخاطره تفاضل از استفاده با برهان.

∆R = Eθ[∥g(X,S)∥٢ + ٢(g(X,S))T (X − θ) + ٢(g(X,S))Tγ(X)]

= Eθ

[
∥ −

cr(∥X∥٢

S٢ )S٢

∥X∥٢ X∥٢ + ٢σ٢

(
−
cr(∥X∥٢

S٢ )S٢

∥X∥٢ X

)T

(X − θ)

+ ٢
(
−
cr(∥X∥٢

S٢ )S٢

∥X∥٢ X

)T

γ(X)

]
. (٢۵.٣)

با صورت این در .r′(·) ≥ ٠ ،۵۵.٢.١ لم بنابه است، مشتق�پذیر و مقعر نامنفͬ، r این�که به توجه با

(٢۵.٣) مخاطره تفاضل ،۵٠.٢.١ استاین لم تعمیم از استفاده با و (S٢ = s٢) روی کردن شرطͬ

با است برابر

∆R =
١
σ٢Eθ[∥g(X,S)∥٢ + ٢σ٢∇ · g(X,S) + ٢g(X,S)Tγ(X)]

=
١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
c٢ r

٢(∥X∥٢

S٢ )S۴

∥X∥۴ ∥X∥٢ + ٢c
r(∥X∥٢

S٢ )S٢

∥X∥٢

p∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

− ٢c
(

٢r′(∥X∥٢

S٢ )∥X∥۴

S۴ + pr(∥X∥٢

S٢ )∥X∥٢

S٢ − ٢r(∥X∥٢

S٢ )∥X∥٢

S٢

∥X∥۴

S۴

)]/
S = s

)

=
١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
c٢ r

٢(∥X∥٢

S٢ )S۴

∥X∥٢ + ٢c
r(∥X∥٢

S٢ )S٢

∥X∥٢

p∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

− ٢c
(
(p− ٢)

r(∥X∥٢

S٢ )S٢

∥X∥٢ + ٢r′(∥X∥٢

S٢ )

)]/
S = s

)

=
١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
c٢ r

٢(∥X∥٢

S٢ )S۴

∥X∥٢ + ٢c
r(∥X∥٢

S٢ )S٢

∥X∥٢

p∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

− ٢c(p− ٢)
r(∥X∥٢

S٢ )S٢

∥X∥٢ − ۴cr′(∥X∥٢

S٢ )

]/
S = s

)



٨٢ مجهول مقیاس با مͺان پارامتر انقباضͬ برآورد .٣

≤ ١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
c
r(∥X∥٢

S٢ )

∥X∥٢

(
cr(

∥X∥٢

S٢ )S۴ − ٢S٢(p− ٢)

+ ٢S٢
p∑

i=١
X٢

i I[Xi≤٠]

)]/
S = s

)
. (٢۶.٣)

از است عبارت (٢۶.٣) مخاطره تفاضل برای بالا کران ͷی نتیجه در

١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
c
r(∥X∥٢

S٢ )

∥X∥٢

(
cS۴ − ٢S٢(p− ٢) + ٢S٢

p∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

)]/
S = s

)
.

(٢٧.٣)

است ١ با برابر فرض بنابه که r(∥X∥٢/S٢) ماکزیمم مقدار که حقیقت این از است ذکر به لازم

،(٢٠٠٣a) همͺاران و فودینیر استدلال با مشابه قسمت این در کرده�ایم. استفاده (٢٧.٣) رابطه در

جمله معین i )برای
r(∥X∥٢

S٢ )S٢

∥X∥٢

)(
p∑

i=١
X٢

i I[Xi≤٠]

)
,

مͬ�کنیم. بحث j ̸= i برای (Xj − θj)
٢ روی شرطͬ ریاضͬ امید درباره و مͬ�گیریم نظر در را

،۵۵.٢.١ لم از استفاده و مشتق�پذیر و مقعر نامنفͬ، r فرض بنابه این�که به توجه با کنید دقت

روی بر Xi شرطͬ توزیع چون آن�گاه است. ناصعودی ∥X∥٢/S٢ در r(∥X∥٢

S٢ )S٢/∥X∥٢

Z = σ−١(X− θ) گرفتن نظر در با است، θi برای ت�ͷمدی و متقارن ،j ̸= i برای (Xj − θj)
٢/σ٢

داریم ۵۶.٢.١ لم از استفاده با و

cE

[
r(∥X∥٢

s٢ )
∥X∥٢

s٢

X٢
i

σ٢ I[Xi≤٠]

/
(Xj − θj)

٢

σ٢ = Z٢
j , j ̸= i

]

≤ c

٢E
[
r(∥X∥٢

s٢ )
∥X∥٢

s٢

Z٢
i

σ٢

/
(Xj − θj)

٢

σ٢ = Z٢
j , j ̸= i

]
.

زیر صورت به بالای کران دارای Z = σ−١(X − θ) فرض با (٢٧.٣) در مخاطره تفاضل بنابراین

مͬ�باشد.

١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
c
r(∥X∥٢

S٢ )

∥X∥٢

(
cS۴ − ٢S٢(p− ٢) + ٢S٢

p∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

)]/
S = s

)

≤ ١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
r(∥σZ+θ ∥٢

S٢ )

∥σZ + θ∥٢ c

(
cS۴ − ٢S٢ p− ٢

k + ٢ + S٢ZTZ

)]/
S = s

)
. (٢٨.٣)



٨٣ نرمال توزیع در محدودشده انقباضͬ برآوردگر .۴.٣

است. زیر بالای کران دارای (٢٨.٣) شرطͬ عبارت ،ZTZ روی کردن شرطͬ و σ = ١ دادن قرار با

cE

[
E

[
r(∥Z+θ∥٢

s٢ )

∥Z + θ∥٢

/
ZTZ

](
cs۴ − ٢s٢ p− ٢

k + ٢ + s٢ZTZ

)/
ZTZ

]

≤ cE

[
E

(
r(∥Z+θ∥٢

s٢ )

∥Z + θ∥٢

/
ZTZ

)]

× E

[
cs۴ − ٢s٢(p− ٢) + s٢ZTZ

/
ZTZ

]
. (٢٩.٣)

p ≥ ۴ برای r(∥X∥٢/s٢)s٢/∥X∥٢ که داریم فرضیات و ۵۵.٢.١ لم از استفاده با که کنید دقت

متقارن توزیع لذا و بوده نرمال Z توزیع که جایͬ آن از است. ناصعودی ∥X∥٢/s٢ در و زبرهمساز

از مͬ�باشد. ناصعودی ZTZ در ٣.٢.٢ لم از استفاده با E[r(∥Z+θ∥٢

s٢ )/∥Z + θ∥٢] است، کروی

دیͽر طرف از است. نامثبت (٢٩.٣) در شرطͬ ریاضͬ امید دومین دهیم نشان کافیست تنها اینرو

تفاضل صورت این در .E[ZTZ] = p اینرو از و است χ٢
p توزیع دارای ۴١.٢.١ نتیجه بنابه ZTZ

اگر است نامثبت ∆R شرطͬ مخاطره

cEσ=١(S
۴)− ٢Eσ=١(S

٢)(p− ٢) + Eσ=١(S
٢)E

[
ZTZ

]
≤ ٠

سپس

cEσ=١(S
۴)− ٢Eσ=١(S

٢)(p− ٢) + pEσ=١(S
٢) ≤ ٠

و

c ≤ ٢Eσ=١(S
٢)(p− ٢)

Eσ=١(S۴)
− pEσ=١(S

٢)

Eσ=١(S۴)
,

نتیجه در

٠ < c ≤ ٢Eσ=١(S
٢)(p− ٢)

Eσ=١(S۴)
− pEσ=١(S

٢)

Eσ=١(S۴)
.

است. کامل اثبات

تحتمحدودیت برتر برآوردگرهای از کلاسͬ به هدفدستیابͬ بخشدوم، قسمتهمانند این در

است. جزئͬ

صورت به را طبیعͬ برآوردگر ،θi ≥ ٠ از مجموعه�ای زیر تنها که حالتͬ برای

δq٠(X) = X + γq(X). (٣٠.٣)



٨۴ مجهول مقیاس با مͺان پارامتر انقباضͬ برآورد .٣

انقباضͬ برآوردگر همچنین مͬ�باشد. (١۵.٣) شͺل به γ(X) مولفه هر آن در که مͬ�گیریم. نظر در

مͬ�گیریم. نظر در زیر صورت به را

δq(X) = X + γq(X) + g(X,S). (٣١.٣)

است. (پایا) مربعͬ زیان تابع تحت طبیعͬ برآوردگر بر انقباضͬ برآوردگر برتری اثبات هدف مجدداً

با است برابر ∆R مخاطره تفاضل ،(٢۴.٣) با مشابه صورت این در

∆R(θ) = R(θ, δq)− R(θ, δq٠)

=
١
σ٢Eθ[∥X + γq(X) + g(X,S)− θ∥٢ − ∥X + γq(X)− θ∥٢]

=
١
σ٢Eθ

[
∥g(X,S)∥٢ + ٢(g(X,S))T (X − θ) + ٢(g(X,S))Tγq(X)

]
. (٣٢.٣)

داریم. طبیعͬ برآوردگر بر انقباضͬ برآوردگر برتری خصوص در را زیر قضیه حالت این در

است. مجهول σ٢ با Np(θ, σ
٢Ip) توزیع دارای X و p ≥ q ≥ ۴ که کنید فرض ** .٢.۴.٣ قضیه

به δq(X) انقباضͬ برآوردگر باشد. X از مستقل و σ٢ نااریب برآوردگر S٢ کنید فرض همچنین

در c ثابت و r تابع اگر است. (۵.٣) صورت به g تابع آن در که بͽیرید نظر در را (٣١.٣) شͺل

کنند. صدق زیر شرایط

، ٠ < r(∥X∥٢

S٢ ) ≤ ١ .١

باشد، مقعر و دوم مشتق دارای r(∥X∥٢

S٢ ) .٢

،٠ < c ≤ ٢Eσ=١(S
٢)(p−٢)

Eσ=١(S۴) − qEσ=١(S
٢)

Eσ=١(S۴) .٣

δq٠(X) = X + γq(X) طبیعͬ برآوردگر بر δq(X) انقباضͬ برآوردگر ،θ ∈ Rp
+ هر ازای به آن�گاه

دارد. برتری

این در .r′(·) ≥ ٠ ،۵۵.٢.١ لم بنابه است، مشتق�پذیر و مقعر نامنفͬ، r این�که به توجه با برهان.

استاین، لم تعمیم از استفاده با و (S٢ = s٢) روی (٣٢.٣) مخاطره تفاضل کردن شرطͬ با صورت



٨۵ نرمال توزیع در محدودشده انقباضͬ برآوردگر .۴.٣

با است برابر (٣٢.٣) مخاطره تفاضل ،(٢۵.٣) رابطه و ١.۴.٣ قضیه با مشابه

∆R =
١
σ٢Eθ

[
∥g(X,S)∥٢ + ٢(g(X,S))T (X − θ) + ٢(g(X,S))Tγq(X)

]
=

١
σ٢Eθ[∥g(X,S)∥٢ + ٢σ٢∇ · g(X,S) + ٢g(X,S)Tγ(X)]

=
١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
c٢ r

٢(∥X∥٢

S٢ )S۴

∥X∥٢ + ٢c
r(∥X∥٢

S٢ )S٢

∥X∥٢

q∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

− ٢c(p− ٢)
r(∥X∥٢

S٢ )S٢

∥X∥٢ − ۴cr′
(∥X∥٢

S٢

)]/
S = s

)

≤ ١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
c
r(∥X∥٢

S٢ )

∥X∥٢

(
cr
(∥X∥٢

S٢

)
S۴ − ٢S٢(p− ٢)

+ ٢S٢
q∑

i=١
X٢

i I[Xi≤٠]

)]/
S = s

)
. (٣٣.٣)

است، ١ با برابر فرض بنابه که r(∥X∥٢/S٢) ماکزیمم مقدار که حقیقت این از استفاده با نتیجه در

از است عبارت (٣٣.٣) عبارت برای بالا کران ͷی

١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
c
r(∥X∥٢

S٢ )

∥X∥٢

(
cr(

∥X∥٢

S٢ )S۴ − ٢S٢(p− ٢) + ٢S٢
q∑

i=١
X٢

i I[Xi≤٠]

)]/
S = s

)

≤ ١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
c
r(∥X∥٢

S٢ )

∥X∥٢

(
cS۴ − ٢S٢(p− ٢) + ٢S٢

q∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

)]/
S = s

)
.

(٣۴.٣)
مͬ�کنیم فرض اثبات برای ،١.٣.٣ قضیه مانند ادامه در

V = (Z١, . . . , Zq),

η = (θ١, . . . , θq),

T = (Zq+١, . . . , Zp),

µ = (θq+١, . . . , θp).

این�که فرض با و Z = σ−١(X − θ) آن، در }که
Xq

١ = (X١, . . . , Xq),

Xp
q+١ = (Xq+١, . . . , Xp).

داریم

V = σ−١(Xq
١ − η), T = σ−١(Xp

q+١ − µ).

نوشت. مͬ�توان }بنابراین
Xq

١ = σV + η,

Xp
q+١ = σT + µ.



٨۶ مجهول مقیاس با مͺان پارامتر انقباضͬ برآورد .٣

نوشت. نیز زیر صورت به را ∥X∥٢ مͬ�توان نتیجه در

∥X∥٢ = ∥Xq
١∥

٢ + ∥Xp
q+١∥

٢.

صورت به را (٣۴.٣) مخاطره تفاضل مͬ�توان ،σ = ١ فرض با و ۵۶.٢.١ لم از استفاده با حال

نمود. کراندار زیر

١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
c
r(∥X∥٢

S٢ )

∥X∥٢

(
cS۴ − ٢S٢(p− ٢) + ٢S٢

q∑
i=١

X٢
i I[Xi≤٠]

)]/
S = s

)

≤ ١
σ٢ES٢

(
Eθ

[
r(

∥Xq
١ ∥

٢+∥Xp
q+١∥

٢

S٢ )

∥Xq
٢∥١ + ∥Xp

q+٢∥١ c

×

(
cS۴ − ٢S٢(p− ٢) + S٢V TV

)]/
S = s

)
. (٣۵.٣)

داریم T و V TV حسب بر (٣۵.٣) رابطه کردن شرطͬ با

cEθ

[
r(

∥Xq
١ ∥

٢+∥Xp
q+١∥

٢

s٢ )

∥Xq
٢∥١ + ∥Xp

q+٢∥١

(
cs۴ − ٢s٢(p− ٢) + s٢V TV

)/
V TV, T

]

≤ cEθ

[
r(

∥Xq
١ ∥

٢+∥Xp
q+١∥

٢

s٢ )

∥Xq
٢∥١ + ∥Xp

q+٢∥١

/
V TV, T

]

× Eθ

[(
cs۴ − ٢s٢(p− ٢) + s٢V TV

)/
V TV, T

]
. (٣۶.٣)

p ≥ ۴ برای r(∥Xq
٢∥١+∥Xp

q+٢∥١/s٢) که داریم فرضیات و ۵۵.٢.١ لم از استفاده با که کنید دقت

V توزیع چون ،V TV گرفتن نظر در با حال است. ناصعودی ∥X∥٢/s٢ در نتیجه در و زبرهمساز

ریاضͬ امید است، کروی متقارن توزیع از حالتͬ

E

[r(∥Xq
١ ∥

٢+∥Xp
q+١∥

٢

s٢

)
∥Xq

٢∥١ + ∥Xp
q+٢∥١

/
V TV, T

]
.

امید دومین دهیم نشان کافیست تنها اینرو از است. ناصعودی V TV در ٣.٢.٢ لم از استفاده با

از و است χ٢
p توزیع دارای ۴١.٢.١ نتیجه بنابه V TV است. نامثبت (٣۵.٣) در شرطͬ ریاضͬ

اگر است نامثبت ∆R شرطͬ مخاطره تفاضل صورت این در .E[V TV ] = q اینرو

cEσ=١(S
۴)− ٢Eσ=١(S

٢)(p− ٢) + Eσ=١(S
٢)E

[
V TV

]
≤ ٠
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سپس

cEσ=١(S
۴)− ٢Eσ=١(S

٢)(p− ٢) + qEσ=١(S
٢) ≤ ٠

و

c ≤ ٢Eσ=١(S
٢)(p− ٢)

Eσ=١(S۴)
− qEσ=١(S

٢)

Eσ=١(S۴)
,

نتیجه در

٠ < c ≤ ٢Eσ=١(S
٢)(p− ٢)

Eσ=١(S۴)
− qEσ=١(S

٢)

Eσ=١(S۴)
.

است. کامل اثبات



۴ فصل

شبیه�سازی مطالعه

در شده ارائه برآوردگرهای مخاطره توابع کارلو١، مونت شبیه�سازی از استفاده با فصل، این در

همچنین مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد و نموده محاسبه ∥θ∥ مختلف مقادیر ازای به را قبل فصل�های

برآوردگر برتری ͬͽونͽچ بررسͬ به σ٢ و c مقدار تغییر و پارامتر فضای بعد افزایش از استفاده با

به مربوط فصل این در شبیه�سازی مطالعه پرداخت. خواهیم طبیعͬ برآوردگر به نسبت انقباضͬ

در بیشتر گاهͬ آ برای است. متغیره - p نرمال توزیع برای دوم فصل در کلͬ محدودیت حالت

کرد. مراجعه (١٣٩٠) نوروزی�راد به مͬ�توان کارلو مونت شبیه�سازی خصوص

خواهیم طبیعͬ برآوردگر بر انقباضͬ برآوردگر برتری ͬͽونͽچ به واقعͬ مثال ͷی ارائه با دوم بخش در

شده انجام R-2.15.3 نرم�افزار با جداول و شͺل�ها رسم برای نیاز مورد دستورهای تمام پرداخت.

است. آمده پ پیوست در که

شبیه�سازی ١.۴

در را σ٢ معلوم مقدار است. معلوم σ٢ با Np(θ, σ
٢I) توزیع فصل، این در بررسͬ مورد توزیع

تفاضل محاسبه با مخاطره�ها، محاسبه از پس و نموده جایͽزین مختلف مقادیر ازای به محاسبات

شناسایͬ به مخاطره�ها نمودار رسم با پایان، در مͬ�یابیم. را برتر برآوردگر جداول، در آن�ها میانͽین

پرداخت. خواهیم برتر برآوردگر
١Monte Carlo



٨٩ شبیه�سازی .١.۴

به توجه با را r تابع و g(X) = −cσ٢r(∥X∥٢)
∥X∥٢ X با برابر ١.۵.٢ قضیه با مشابه را g تابع مقدار

شرط�های

،٠ ≤ r(∥X∥٢) ≤ ١ .١

باشد، دوم مشتق دارای و مقعر r(∥X∥٢) .٢

این برد است، مشخص (١.۴) شͺل در که همانطور مͬ�گیریم. نظر در r(X) = X
١+X٢ با برابر

همواره مذکور تابع دامنه که آن�جایͬ از است. مقعر (٠,
√

٣) بازه در و داشته قرار ١
٢ و ٠ بین تابع

Xها محور منفͬ ناحیه در که تابع از قسمت�هایͬ است)، مثبت ∥X∥٢ مقدار (چون است مثبت

کرد. نخواهند مشͺل دچار را مسئله شرایط هرگز دارند، قرار

انقباضͬ برآوردگر و δ٠(X) = X + γ(X) طبیعͬ برآوردگر از استفاده با قسمت این در
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r(
X

)=
X

/(
1+

X
^2

)

r(X) = X
١+X٢ تابع نمودار :١.۴ شͺل

مͬ�گیریم. نظر در زیر صورت به مقایسه، منظور به را مخاطره تفاضل ،δ(X) = δ٠(X) + g(X)

∆R = R(θ, δ)− R(θ, δ٠). (١.۴)



٩٠ شبیه�سازی مطالعه .۴

انقباضͬ برآوردگر مͬ�گیریم نتیجه باشد، داشته منفͬ مقدار (١.۴) مخاطره تفاضل که صورتͬ در

،σ٢ مقدار تغییر قبیل از مختلف شرایط تغییر تحت را مطلب این دارد. برتری طبیعͬ برآوردگر بر

داد. خواهیم نمایش آمد، خواهند ادامه در که جدول�هایͬ در θ بردار همچنین و p

نظر در θ٢ = ( i√
p
, . . . , i√

p
) و θ١ = (i,٠. . . . ,٠) شͺل دو به را θ = (θ١, . . . , θp) سادگͬ برای

ازای در ∥θ∥ مختلف مقادیر .∥θ∥ = i نتیجه در و ∥θ∥٢ = θ′θ = i٢ صورت این در مͬ�گیریم.

در است. شده تعریف برنامه خطوط در دنباله ͷی توسط ٠/٠٠۵ گام�های با ۵ تا ٠ بین های i

بردار حسب بر ،c = p − ۵ مقدار گرفتن نظر در ثابت با و σ٢ و p مقادیر تغییر با ١.۴ جدول

جدول در که همان�طور مͬ�پردازیم. برآوردگر دو مخاطره تفاضل بررسͬ به θ١ = (i,٠. . . . ,٠)

مͬ�یابد. افزایش مخاطرات تفاضل فاصله مقدار σ٢ و p مقادیر افزایش با است، مشخص

با ،c = p − ۵ ثابت مقدار با و σ٢ و p مقادیر تغییر با نیز ٢.۴ جدول در ،١.۴ جدول با مشابه

c = p− ۵ و θ١ بردار ازای به مخاطره تفاضل مقادیر :١.۴ جدول
σ٢ ١ ۴ ١٠٠

p = ١۵ ٠٫ ۴٠٧٠۵٠ −٠٫ ۶۴۴۶٠٠ −٠٫ ٧٨٠٠۵١
p = ۵٠ −٠٫ ٠٧۴٢٢٧ −٠٫ ٨٨۴٧١١ −٠٫ ٩٣۶۶۵٠

این در مͬ�پردازیم. برآوردگر دو مخاطره تفاضل بررسͬ به θ٢ = ( i√
p
, . . . , i√

p
) بردار گرفتن نظر در

یافت. مخاطرات تفاضل مقدار افزایش برای خاصͬ الͽوی نمͬ�توان σ٢ و p مقادیر افزایش با جدول

هدف فصل این در البته هستند. مشاهده قابل مخاطرات تفاضل بیشینه مقادیر σ٢ = ۴ ازای در تنها

برآوردگر از انقباضͬ برآوردگر برتری معنͬ به که مخاطره، تفاضل منفͬ مقدار دادن نشان تنها ما

را طبیعͬ و انقباضͬ برآوردگر دو برتری مͬ�آیند ادامه در که نمودارهایͬ است. بوده مͬ�باشد، طبیعͬ

c = p− ۵ و θ٢ بردار ازای به مخاطره تفاضل مقادیر :٢.۴ جدول
σ٢ ١ ۴ ١٠٠

p = ١۵ −٠٫ ۵۵٣۵۵۴ −٠٫ ٨٢١۵٠١ −٠٫ ٨٣۵٣۴٩
p = ۵٠ −٠٫ ٩٩٣٧٧٩ −١٫ ٠۶٧۵٨١ −٠٫ ٩٧٩۵٣۶

هستند جداول در بررسͬ مورد اعداد از خاصͬ حالات نمودارها، این مͬ�دهند. قرار مطالعه مورد
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به مربوط نمودارها افقͬ محور شده�اند. آورده ملموس�، گونه�ای به برتری نوع درک برای تنها که

برآوردگر نوع نمودارها حاشیه در مͬ�باشد. برآوردگر مخاطره به مربوط عمودی محور و ∥θ∥ پارامتر

است معنͬ این به بͽیرد قرار دیͽر منحنͬ زیر در منحنͬ ͷی که صورتͬ در است. شده مشخص

و بوده کمتر دیͽر منحنͬ به مربوط برآوردگر مخاطره از منحنͬ آن به مربوط برآوردگر مخاطره که

در p − ۵ با برابر را c ثابت مقدار مجدداً دارد. برتری دیͽر برآوردگر بر برآوردگر آن تعریف بنابه

مͬ�گیریم. نظر

σ٢ = ۴ و p = ۵٠ آن در که است حالتͬ تحت θ١ بردار نرم برابر در مخاطره نمودار ،٢.۴ شͺل

منحنͬ از پایین�تر انقباضͬ برآوردگر مخاطره منحنͬ است مشخص شͺل در که همانطور است.

برآوردگر به نسبت برتری دارای انقباضͬ برآوردگر که است معنͬ بدین این است. طبیعͬ برآوردگر

است. طبیعͬ

ذیل در شده�اند. داده نمایش ۵.۴ و ۴.۴ ،٣.۴ شͺل�های در دیͽر حالت چند نمودارهای ادامه، در
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مثال ٢.۴

و انقباضͬ برآوردگرهای طریق از برآوردشده مقادیر بررسͬ به واقعͬ مثال ͷی ذکر با بخش، این در

انقباضͬ برآوردگر مقادیر ،cثابت و σ٢ مختلف مقادیر ازای در که صورت این به مͬ�پردازیم. طبیعͬ

مͬ�آوریم. بدست را طبیعͬ برآوردگر و

١٩٨١ سال در آمریͺا متحده ایالات شهرهای در هوا آلودگͬ به مربوط داده مجموعه شامل مثال این

است، گرفته صورت بررسͬ آن�ها برای که متغیرهایͬ است. (٢٠١١) هوتورن٢ و اوریت از برگرفته

است. زیر موارد شامل

مͺعب. متر بر میͺروگرم مقیاس در هوا در موجود SO2 گاز :SO2 •

فارنهایت. درجه حسب بر سالانه حرارت درجه متوسط حرارت: درجه •

بیشتر. یا تن ٢٠ کارگر تعداد با تولیدی شرکت�های تعداد تولید: •

.١٩٧٠ سال سرشماری اساس بر هزار حسب بر جمعیت اندازه جمعیت: •
٢Everitt and Hothorn
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ساعت. بر مایل حسب بر سالانه باد سرعت متوسط باد: •

اینچ. حسب بر سالانه بارش متوسط باران: بارش •

است. سال هر در بارانͬ روزهای ​​تعداد متوسط بارانͬ: روز •

است. مشاهده قابل شهر�ها نام اساس بر فوق متغیرهای مقادیر ٣.۴ جدول در

به متغیرها نمونه میانͽین بردار از نماییم، استفاده مسئله بر حاکم شرایط از بتوانیم آن�که برای

عنوان به را حاصل بردار صورت این در مͬ�نماییم. استفاده آن�ها جامعه میانͽین برآوردگر عنوان

آلودگͬ متغیر هفت به مربوط (X̄١, X̄٢, . . . , X̄٧) بردار بنابراین مͬ�گیریم. نظر در مشاهدات بردار

مͬ�دهیم. قرار نظر مورد محاسبات در را هوا

این است. آمده بدست هوا آلودگͬ بر موثر عوامل از ͷی هر میانͽین حسب بر نمونه، میانͽین بردار

است. مشاهده قابل زیر در مقدار

X̄ = (٢۵٫ ٧۶,۵۶٫ ٢۶,٣٢١٫ ٠٨,۴۶٩٫ ۴۶,٩٫ ٣۶,٣۶٫ ٩۵,١١٢٫ ١۴).

مقدار یافتن با و (X̄ = X) گرفته نظر در مشاهدات بردار عنوان به را بردار این

کنید فرض مͬ�پردازیم. مناسب r تابع جستجوی به ∥X∥٢ = X ′X = ٣۴١٣۴٠٫ ٧

r(X) = − X٢

١٠١۵ . (٢.۴)

خواهد مخرج از کوچͺتر همواره X جای به ∥X∥٢ دادن قرار با (٢.۴) صورت مقدار که آن�جایͬ از

را زیر تابع باشد، برقرار ٠ ≤ r(∥X∥٢) ≤ ١ شرط آن�که برای .− ١ < r(X) < ١ نتیجه در بود،

مͬ�کنیم. تعریف

r+(X) =

{
−X, X < ٠,
X, X ≥ ٠.

داریم r+(X) تابع در r(X) تابع مقادیر دادن قرار با نتیجه در

٠ < r+(r(X)) < ١.
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از برگرفته ١٩٨١ سال برای آمریͺا متحده ایالات شهرهای هوا آلودگͬ داده مجموعه :٣.۴ جدول
(٢٠١١) هوتورن و اوریت

بارانͬ روز باران بارش باد جمعیت تولید حرارت درجه SO2
١٣۵ ٣٣٫ ٣۶ ٨٫ ٨ ١١۶ ۴۴ ۴٧٫ ۶ ۴۶ Albany
۵٨ ٧٫ ٧٧ ٨٫ ٩ ٢۴۴ ۴۶ ۵۶٫ ٨ ١١ Albuquerque
١١۵ ۴٨٫ ٣۴ ٩٫ ١ ۴٩٧ ٣۶٨ ۶١٫ ۵ ٢۴ Atlanta
١١١ ۴١٫ ٣١ ٩٫ ۶ ٩٠۵ ۶٢۵ ۵۵٫ ٠ ۴٧ Baltimore
١۶۶ ٣۶٫ ١١ ١٢٫ ۴ ۴۶٣ ٣٩١ ۴٧٫ ١ ١١ Buffalo
١۴٨ ۴٠٫ ٧۵ ۶٫ ۵ ٧١ ٣۵ ۵۵٫ ٢ ٣١ Charleston
١٢٢ ٣۴٫ ۴۴ ١٠٫ ۴ ٣٣۶٩ ٣٣۴۴ ۵٠٫ ۶ ١١٠ Chicago
١٣٢ ٣٩٫ ٠۴ ٧٫ ١ ۴۵٣ ۴۶٢ ۵۴٫ ٠ ٢٣ Cincinnati
١۵۵ ٣۴٫ ٩٩ ١٠٫ ٩ ٧۵١ ١٠٠٧ ۴٩٫ ٧ ۶۵ Cleveland
١٣۴ ٣٧٫ ٠١ ٨٫ ۶ ۵۴٠ ٢۶۶ ۵١٫ ۵ ٢۶ Columbus
٧٨ ٣۵٫ ٩۴ ١٠٫ ٩ ٨۴۴ ۶۴١ ۶۶٫ ٢ ٩ Dallas
٨۶ ١٢٫ ٩۵ ٩٫ ٠ ۵١۵ ۴۵۴ ۵١٫ ٩ ١٧ Denver
١٠٣ ٣٠٫ ٨۵ ١١٫ ٢ ٢٠١ ١٠۴ ۴٩٫ ٠ ١٧ Des Moines
١٢٩ ٣٠٫ ٩۶ ١٠٫ ١ ١۵١٣ ١٠۶۴ ۴٩٫ ٩ ٣۵ Detroitv
١٢٧ ۴٣٫ ٣٧ ٩٫ ٠ ١۵٨ ۴١٢ ۴٩٫ ١ ۵۶ Hartford
١٠٣ ۴٨٫ ١٩ ١٠٫ ٨ ١٢٣٣ ٧٢١ ۶٨٫ ٩ ١٠ Houston
١٢١ ٣٨٫ ٧۴ ٩٫ ٧ ٧۴۶ ٣۶١ ۵٢٫ ٣ ٢٨ Indianapolis
١١۶ ۵۴٫ ۴٧ ٨٫ ٨ ۵٢٩ ١٣۶ ۶٨٫ ۴ ١۴ Jacksonville
٩٩ ٣٧ ١٠ ۵٠٧ ٣٨١ ۵۴٫ ۵ ١۴ Kansas City
١٠٠ ۴٨٫ ۵٢ ٨٫ ٢ ١٣٢ ٩١ ۶١٫ ٠ ١٣ Little Rock
١٢٣ ۴٣٫ ١١ ٨٫ ٣ ۵٩٣ ٢٩١ ۵۵٫ ۶ ٣٠ Louisville
١٠۵ ۴٩٫ ١٠ ٩٫ ٢ ۶٢۴ ٣٣٧ ۶١٫ ۶ ١٠ Memphis
١٢٨ ۵٩٫ ٨٠ ٩ ٣٣۵ ٢٠٧ ٧۵٫ ۵ �� ١٠ Miami
١٢٣ ٢٩٫ ٠٧ ١١٫ ٨ ٧١٧ ۵۶٩ ۴۵٫ ٧ ١۶ Milwaukee
١٣٧ ٢۵٫ ٩۴ ١٠٫ ۶ ٧۴۴ ۶٩٩ ۴٣٫ ۵ ٢٩ Minneapolis
١١٩ ۴۶٫ ٠٠ ٧٫ ٩ ۴۴٨ ٢٧۵ ۵٩٫ ۴ ١٨ Nashville
١١٣ ۵۶٫ ٧٧ ٨٫ ۴ ٣۶١ ٢٠۴ ۶٨٫ ٣ ٩ New Orleans
١١۶ ۴۴٫ ۶٨ ١٠٫ ۶ ٣٠٨ ٩۶ ۵٩٫ ٣ ٣١ Norfolk
٩٨ ٣٠٫ ١٨ ١٠٫ ٩ ٣۴٧ ١٨١ ۵١٫ ۵ ١۴ Omaha
١١۵ ٣٩.٩٣ ٩.۶ ١٩۵٠ ١۶٩٢ ۵۴.۶ ۶٩ Philadelphia
٣۶ ٧٫ ٠۵ ۶٫ ٠ ۵٨٢ ٢١٣ ٧٠٫ ٣ ١٠ Phoenix
١۴٧ ٣۶٫ ٢٢ ٩٫ ۴ ۵٢٠ ٣۴٧ ۵٠٫ ۴ ۶١ Pittsburgh
١٢۵ ۴٢٫ ٧۵ ١٠٫ ۶ ١٧٩ ٣۴٣ ۵٠ ٩۴ Providence
١١۵ ۴٢٫ ۵٩ ٧٫ ۶ ٢٩٩ ١٩٧ ۵٧٫ ٨ ٢۶ Richmond
٨٩ ١۵٫ ١٧ ٨٫ ٧ ١٧۶ ١٣٧ ۵١ ٢٨ Salt Lake City
۶٧ ٢٠٫ ۶۶ ٨٫ ٧ ٧١۶ ۴۵٣ ۵۶٫ ٧ ١٢ San Francisco
١۶۴ ٣٨٫ ٧٩ ٩٫ ۴ ۵٣١ ٣٧٩ ۵١٫ ١ ٢٩ Seattle
١٠۵ ٣۵٫ ٨٩ ٩٫ ۵ ۶٢٢ ٧٧۵ ۵۵٫ ٩ ۵۶ St. Louis
١١١ ٣٨٫ ٨٩ ٩٫ ٣ ٧۵٧ ۴٣۴ ۵٧٫ ٣ ٢٩ Washington
٨٢ ٣٠٫ ۵٨ ١٢٫ ٧ ٢٧٧ ١٢۵ ۵۶٫ ۶ ٨ Wichita
١١۴ ۴٠٫ ٢۵ ٩٫ ٠ ٨٠ ٨٠ ۵۴٫ ٠ ٣۶ Wilmington
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c = ١ ازای به طبیعͬ برآوردگر مقادیر :۴.۴ جدول
طبیعͬ برآوردگر

SO٢ ٢۵٫ ٧۵۶٧۵۶٧۵۶٧۵۶٨
حرارت درجه ۵۶٫ ٢۵۶٧۵۶٧۵۶٧۵۶٨

تولید ٣٢١٫ ٠٨١٠٨١٠٨١٠٨١
جمعیت ۴۶٩٫ ۴۵٩۴۵٩۴۵٩۴۵٩
باد ٩٫ ٣۵۶٧۵۶٧۵۶٧۵۶٧۶

باران بارش ٣۶٫ ٩۵١۶٢١۶٢١۶٢١۶
روزبارانͬ ١١٢٫ ١٣۵١٣۵١٣۵١٣۵

cمختلف مقادیر تغییر ازای در یͺسان مقادیر دارای که طبیعͬ برآوردگر مقادیر ۴.۴ جدول در

g(X) مقدار نشدن اضافه برآوردگر، این مقادیر بودن ثابت علت است. شده محاسبه است، σ٢ و

است. آن، به

محاسبه σ٢ و cمختلف مقادیر ازای به انقباضͬ، برآوردگرهای مقادیر ٧.۴ و ۶.۴ ،۵.۴ جداول در

برآورد مقادیر ،σ٢ و c مقادیر افزایش ازای در است مشخص جداول در که همانطور است. شده

دلخواه θ بردار ازای به که صورتͬ در است ذکر شایان مͬ�یابد. کاهش انقباضͬ، برآوردگر شده

برآوردگر بر انقباضͬ برآوردگر برتری بر مقادیر این مͬ�نمودیم، محاسبه را مخاطره تفاضل مقادیر

داشتند. تاکید طبیعͬ

است. آمده R-2.15.3 نرم�افزار با جداول رسم برای نیاز مورد دستورهای پ پیوست در

c = ١ ازای به انقباضͬ برآوردگر مقادیر :۵.۴ جدول

σ٢ = ١ σ٢ = ۴ σ٢ = ١٠٠
SO٢ ٢۵٫ ٧۵۶٧۵۶٧۴٧٩۶۴٩ ٢۵٫ ٧۵۶٧۵۶٧٢١۵٨٩۴ ٢۵٫ ٧۵۶٧۵۵٨٧٧۵٧٣٧

حرارت درجه ۵۶٫ ٢۵۶٧۵۶٧٣٧۵۵۴ ۵۶٫ ٢۵۶٧۵۶۶٧٩٩۴۵٩ ۵۶٫ ٢۵۶٧۵۴٨٣۶۴٨۴۵
تولید ٣٢١٫ ٠٨١٠٨٠٩٧١۴٨٣ ٣٢١٫ ٠٨١٠٨٠۶۴٢۶٨٩ ٣٢١٫ ٠٨١٠٧٠١٢١٢٧۶
جمعیت ۴۶٩٫ ۴۵٩۴۵٩٢٩٩٢١۴ ۴۶٩٫ ۴۵٩۴۵٨٨١٨۴٧٧ ۴۶٩٫ ۴۵٩۴۴٣۴٣۴٨٩۶
باد ٩٫ ٣۵۶٧۵۶٧۵٣۵۶٢٩٢ ٩٫ ٣۵۶٧۵۶٧۴٣٩٨١٣٩ ٩٫ ٣۵۶٧۵۶۴٣٧٣٧٢۵٣

باران بارش ٣۶٫ ٩۵١۶٢١۶٠٩٠٠٨۵ ٣۶٫ ٩۵١۶٢١۵٧١١۶٩٢ ٣۶٫ ٩۵١۶٢٠٣۶٠٣١٢٢
روزبارانͬ ١١٢٫ ١٣۵١٣۵٠٩۶٨۵٩ ١١٢٫ ١٣۵١٣۴٩٨٢٠٣ ١١٢٫ ١٣۵١٣١٣٠٧۵٠۶



٩٧ مثال .٢.۴

c = ٢ ازای به انقباضͬ برآوردگر مقادیر :۶.۴ جدول

σ٢ = ١ σ٢ = ۴ σ٢ = ١٠٠
SO٢ ٢۵٫ ٧۵۶٧۵۶٧٣٩١٧٣١ ٢۵٫ ٧۵۶٧۵۶۶٨۶۴٢٢١ ٢۵٫ ٧۵۶٧۵۴٩٩٨٣٩٠٧

حرارت درجه ۵۶٫ ٢۵۶٧۵۶٧١٨٣۵١٣ ۵۶٫ ٢۵۶٧۵۶۶٠٣١٣۵ ۵۶٫ ٢۵۶٧۵٢٩١۶٢١٢٢
تولید ٣٢١٫ ٠٨١٠٨٠٨۶١٨٨۵ ٣٢١٫ ٠٨١٠٨٠٢٠۴٢٩٧ ٣٢١٫ ٠٨١٠۵٩١۶١۴٧
جمعیت ۴۶٩٫ ۴۵٩۴۵٩١٣٨٩۶٨ ۴۶٩٫ ۴۵٩۴۵٨١٧٧۴٩۴ ۴۶٩٫ ۴۵٩۴٢٧۴١٠٣٣٢
باد ٩٫ ٣۵۶٧۵۶٧۵٠٣۶٩٠٧ ٩٫ ٣۵۶٧۵۶٧٣١٢٠۶٠٢ ٩٫ ٣۵۶٧۵۶١١٧٩٨٨٣١

باران بارش ٣۶٫ ٩۵١۶٢١۵٩۶٣٩۵۴ ٣۶٫ ٩۵١۶٢١۵٢٠٧١۶٩ ٣۶٫ ٩۵١۶١٩٠٩٩٠٠٢٩
روزبارانͬ ١١٢٫ ١٣۵١٣۵٠۵٨۵٨٣ ١١٢٫ ١٣۵١٣۴٨٢٨٩٢۵ ١١٢٫ ١٣۵١٢٧۴٧٩٨٧٧

c = ٣ ازای به انقباضͬ برآوردگر مقادیر :٧.۴ جدول

σ٢ = ١ σ٢ = ۴ σ٢ = ١٠٠
SO٢ ٢۵٫ ٧۵۶٧۵۶٧٣٠٣٨١٣ ٢۵٫ ٧۵۶٧۵۶۶۵١٢۵۴٨ ٢۵٫ ٧۵۶٧۵۴١١٩٢٠٧٧

حرارت درجه ۵۶٫ ٢۵۶٧۵۶۶٩٩١۴٨۶ ۵۶٫ ٢۵۶٧۵۶۵٢۶٣٢۴١ ۵۶٫ ٢۵۶٧۵٠٩٩۵٩٣٩٩
تولید ٣٢١٫ ٠٨١٠٨٠٧۵٢٢٨٧ ٣٢١٫ ٠٨١٠٧٩٧۶۵٩٠۴ ٣٢١٫ ٠٨١٠۴٨٢٠١۶۶۵
جمعیت ۴۶٩٫ ۴۵٩۴۵٨٩٧٨٧٢٣ ۴۶٩٫ ۴۵٩۴۵٧۵٣۶۵١٢ ۴۶٩٫ ۴۵٩۴١١٣٨۵٧۶٨
باد ٩٫ ٣۵۶٧۵۶٧۴٧١٧۵٢٣ ٩٫ ٣۵۶٧۵۶٧١٨۴٣٠۶۵ ٩٫ ٣۵۶٧۵۵٧٩٨۶٠۴٠٨

باران بارش ٣۶٫ ٩۵١۶٢١۵٨٣٧٨٢٣ ٣۶٫ ٩۵١۶٢١۴٧٠٢۶۴۵ ٣۶٫ ٩۵١۶١٧٨٣٧۶٩٣۵
روزبارانͬ ١١٢٫ ١٣۵١٣۵٠٢٠٣٠۶ ١١٢٫ ١٣۵١٣۴۶٧۵٨٢ ١١٢٫ ١٣۵١٢٣۶۵٢٢۴٨



پیوستآ�

خطͬ جبر

رنچر١(٢٠٠٢)، ،(١٩٨٢) میرهد به مͬ�توان فصل این قضایای و تعاریف از دقیقتر اطلاع برای

کرد. مراجعه (١٣٨٨) حسن�زاده و (١٣٨٣) ارقامͬ

قضایا و تعاریف آ�.١

٢ ترانهاده ماتریس آ�.١.١. تعریف

ماتریس نماییم، تعویض آن سطر�های یا ستون با را Σ ماتریس ستون�های یا سطر�ها جای اگر

مͬ�شود. داده نمایش ΣT نماد با و مͬ�شود نامیده Σ ماتریس ترانهاده حاصل

ΣT = (σij)
T = (σji),

است. ام j ستون و ام i سطر در موجود عنصر σij آن در که

.(ΣT )T = Σ داریم، Σ ماتریس هر ازای به آ�.٢.١. قضیه

متقارن٣ ماتریس آ�.٣.١. تعریف

ماتریس همچنین است. متقارن Σماتریس آن�گاه ،(σij) = (σji) معادل طور به یا ΣT = Σ اگر

.ΣT = −Σ اگر گوییم متقارن۴ - پاد را Σ
١Rencher
٢Transpose matrix
٣Symmetric matrix
۴Skew-symmetric

٩٨



٩٩ قضایا و تعاریف آ�.١.

.(ΣΛ)T = ΛTΣT آن�گاه باشند، p×mماتریس ͷی Λ و n× pماتریس ͷی Σ اگر آ�.١.۴. قضیه

آن�گاه باشد، n× pماتریس ͷی Σ اگر آ�.١.۵. قضیه

هستند. متقارن ΣΣT و ΣTΣ .١

.Σ = 0 آن�گاه باشد، ΣTΣ = 0 اگر .٢

دترمینان۵ آ�.١.۶. تعریف

تعریف زیر صورت به و است اسͺالر تابعͬ که داده نشان | | نماد با را Σp×p ماتریس دترمینان

}مͬ�شود.
|Σ| = σ١١, p = ١,
|Σ| =

∑p
j=١ σ١j|Σ١j|(−١)١+j, p > ١.

بدست Σماتریس ستون و سطر jامین حذف با و است (n−١)× (n−١) ماتریسͬ Σ١j آن در که

مͬ�آید.

.|ΣΛ| = |Σ||Λ| آن�گاه باشند، هم�بعد و مربعͬ ماتریس دو Λ و Σ اگر آ�.٧.١. قضیه

متعامد۶ بردار آ�.٨.١. تعریف

هرگاه مͬ�نامند، متعامد را Yp×١ = (Y١, . . . , Yp) و Xp×١ = (X١, . . . , Xp) بردار دو

XTY = X١Y١ +X٢Y٢ + · · ·+XpYp = ٠.

متعامد ماتریس آ�.٩.١. تعریف

باشند. متعامد بردارهای آن ستون�های هرگاه است، متعامد Σp×p = (σ١, σ٢, . . . , σp) ماتریس

.ΣTΣ = ΣΣT = I آن�گاه باشد، متعامد ماتریس ͷی Σ اگر آ�.١٠.١. قضیه

آن�گاه باشد، دیͽری ماتریس هر Λp×p و متعامد ماتریس ͷی Σp×p اگر آ�.١١.١. قضیه

|Σ| = ±١ .١
۵Determinant
۶Orthogonal vector



١٠٠ خطͬ جبر آ�.

|ΣTΛΣ| = |Λ| .٢

است. Σ ماتریس عنصر σij آن در که ،−١ ≤ σij ≤ ١ .٣

اثر٧ اصلͬ، قطر روی عناصر مجموع آن�گاه باشد، موجود Σp×p ماتریس اگر آ�.١٢.١. تعریف

مͬ�شود. تعریف tr(Σ) =
∑p

i=١ σii صورت به و دارد نام Σ ماتریس

مثبت٨ معین ماتریس آ�.١٣.١. تعریف

باشد، X ̸= ٠ هر ازای به (XTΣX ≥ ٠) XTΣX > ٠ ویژگͬ با متقارن ماتریس ͷی Σ اگر

معین ماتریس را Σماتریس و مثبت١٠) معین (نیمه مثبت٩ معین XTΣX > ٠ دوم درجه فرم آن�گاه

مͬ�نامیم. مثبت١١) معین (نیمه مثبت

١٢ (وارون�پذیر) نامنفرد ماتریس آ�.١.١۴. تعریف

گوییم (وارون�ناپذیر) منفرد١٣ و |Σ| ̸= ٠ هر�گاه مͬ�نامیم نامنفرد را Σ = (σij) بعدی pماتریس

.|Σ| = ٠ که صورتͬ در

ماتریس١۴ وارون آ�.١.١۵. تعریف

بعدی p ماتریس صورت این در بͽیرید. نظر در را Σ = (σij) نامنفرد بعدی p ماتریس

به و است Σ ماتریس وارون Λ = Σ−١ آن در که ،ΣΛ = Ip که طوری به دارد وجود Λ = (λij)

مͬ�شود. محاسبه زیر صورت

λij =
|Σij|(−i)i+j

|Σ|
.

است. σij عنصر با متناظر همسازه |Σij|(−i)i+j آن در که

.(ΣΛ)−١ = Λ−١Σ−١ صورت این در باشند، وارون�پذیر و بعد هم Λ و Σ فرضکنید آ�.١.١۶. قضیه
٧Trace
٨Positive definite matrix
٩Positive definite
١٠Positive semi definite
١١Positive semi definite matrix
١٢Nonsingular matrix
١٣singular
١۴Inverse of a matrix



١٠١ قضایا و تعاریف آ�.١.

گرادیان١۵ آ�.١٧.١. تعریف

دارای g هرگاه بͽیرید. نظر در را ω = g(X١, X٢, . . . , Xp) ضابطه با g : Rp → R تابع

مͬ�شود. تعریف زیر صورت به را آن گرادیان بردار باشد، جزئͬ مشتقات

∇ω = (
∂g

∂X١
,
∂g

∂X٢
, . . . ,

∂g

∂Xp

).

واگرای١۶ͬ(دیورژانس) آ�.١٨.١. تعریف

این در است، مشتق�پذیر g تابع آن در که بͽیرید نظر در را g(X) = g(X١, X٢, . . . , Xp) بردار

مͬ�نماییم. تعریف زیر صورت به را g(X) واگرایͬ صورت

div(X) = ∇ · g(X) = (
∂g

∂X١
+

∂g

∂X٢
+ · · ·+ ∂g

∂Xp

) =

p∑
i=١

∂g(X)

∂Xi

.

لاپلاس١٧(لاپلاسین) عملͽر آ�.١٩.١. تعریف

است، دوم مشتق دارای g تابع آن در که بͽیرید نظر در را g(X) = g(X١, X٢, . . . , Xp) بردار

مͬ�نماییم. تعریف زیر صورت به را g(X) لاپلاسین صورت این در

∆g(X) = (
∂٢g

∂X٢
١
+

∂٢g

∂X٢
٢
+ · · ·+ ∂٢g

∂X٢
p

) =

p∑
i=١

∂٢g(X)

∂X٢
i

.

١۵Gradient
١۶Divergence
١٧Laplace operator



پیوستب

تحقیق آینده برای پیشنهادات

موارد روی بر آینده در مͬ�توان مطرح�شده موضوعات و پایان�نامه این در آمده بدست نتایج به توجه با

کرد. تحقیق زیر

مجهول σ٢ با σ٢Ip قطری حالت از را مقیاس پارامتر کروی متقارن توزیع در که صورتͬ در .١

این برای کاربردی مسائل در کلͬ�تری نتایج به مͬ�توان دهیم، تغییر Σ مجهول ماتریس به

یافت. دست مطالعه مورد محدودیت�های تحت توزیع خانواده

پایان�نامه این در شده ارائه محدودیت�های تحت بیضͬ�گون، به کروی از توزیع خانواده تغییر با .٢

و فودینیر زمینه این در یافت. دست برتر برآوردگر یافتن برای کلͬ�تری نتایج به مͬ�توان

در مجهول کوواریانس ماتریس با بیضͬ�گون توزیع�های خانواده برای (٢٠٠٣b) همͺاران

اعمال با امͺان صورت در شدند. مینیماکس برآوردگر یافتن به موفق محدودیت بدون حالت

را مقاله آن نتایج مͬ�توان (٢٠٠٣b) همͺاران و فودینیر پارامتر فضای روی بر محدودیت

(٢٠١٠) طباطبایͬ و آرشͬ نتایج مͬ�توان ادامه در همچنین داد. ارتقا شده حالتمحدود برای

داد. تعمیم نیز محدود پارامتر فضای حالت به را

وابسته به توجه با باشد، مخاطره تابع برتری ملاک نقطه�ای برآوردیابͬ مسئله در که صورتͬ در .٣

برآوردگر برتری برای ملاک نوع تابع این تعویض با مͬ�توان زیان، تابع به ملاک این بودن

(٢٠٠۶) همͺاران و جوزانͬ زمینه این در کرد. متحول مخاطره و زیان تابع حسب بر را

١٠٢



١٠٣

در پرداختند. مینیماکس برآوردگر جستجوی به متوازن١ وزنͬ زیان تابع گرفتن نظر در با

دنبال به شده محدود پارامتر فضای در زیان تابع این از استفاده با مͬ�توان نیز پایان�نامه این

بود. مینیماکس برآوردگر

ذکر پارامتر فضای روی بر شده گرفته نظر در محدودیت�های انواع مقدمه در که همانطور .۴

خاص شͺل که چرا نمود. بررسͬ را محدودیت�ها انواع مͬ�توان نیز پایان�نامه این در شده�اند،

ارجاع مقالات از ͷی هیچ در سوم و دوم فصل�های در انقباضͬ برآوردگر و طبیعͬ برآوردگر

نͽرفته�اند. قرار بررسͬ مورد شده داده

١Weighted balanced loss function



پیوستپ

R نرم�افزار دستورهای

نرم�افزار از استفاده با اول فصل در موجود نمودارهای رسم برای نیاز مورد دستورهای پیوست این در

است. آمده R

دستورها تمام برای که مͬ�باشد y و x محور�های کران� و مقیاس پارامتر تعریف شامل زیر دستور

است. یͺسان

Sigma <- matrix(c(1,0,0,10),nrow=2)

y <- x <- seq(-3, 3, length= 50)

در دومتغیره نرمال توزیع در تراز منحنͬ�های و چͽالͬ تابع نمودارهای رسم برای .١ دستور

مͬ�کنیم. استفاده R نرم�افزار در زیر دستورهای از ٢.١ شͺل

f <- function(x,y) {

z <- ((det(Sigma)^(-0.5))/(2*pi)) * exp(-(0.5) * (x^2 + 0.1*y^2))}

z <- outer(x, y, f)

persp(x,y,z,theta=45,phi=30,expand=0.6,ltheta=120,shade=0.75,

ticktype = "detailed", xlab = "X", ylab = "Y", zlab = "f(x, y)")

library(lattice)

contourplot(z)

١٠۴



١٠۵

شͺل در دومتغیره t توزیع در تراز منحنͬ�های و چͽالͬ تابع نمودارهای رسم برای .٢ دستور

مͬ�کنیم. استفاده R نرم�افزار در زیر دستورهای از ٣.١

f <- function(x,y) {

z <- (((det(Sigma)^(-0.5))* gamma(5/2))/((3*pi)*gamma(3/2)))

*((1+ ((x^2 + 0.1*y^2)/3))^(-5/2))}

z <- outer(x, y, f)

persp(x,y,z,theta=45,phi=30,expand=0.6,ltheta=120,shade=0.75,

ticktype = "detailed", xlab = "X", ylab = "Y", zlab = "f(x, y)")

library(lattice)

contourplot(z)

در دومتغیره کوشͬ توزیع در تراز منحنͬ�های و چͽالͬ تابع نمودارهای رسم برای .٣ دستور

مͬ�کنیم. استفاده R نرم�افزار در زیر دستورهای از ۴.١ شͺل

f <- function(x,y) {

z <- (((det(Sigma)^(-0.5))* gamma(3/2))/((pi)*gamma(1/2)))

*((1+ (x^2 + 0.1*y^2))^(-3/2))}

z <- outer(x, y, f)

persp(x,y,z,theta=45,phi=30,expand=0.6,ltheta=120,shade=0.75,

ticktype = "detailed", xlab = "X", ylab = "Y", zlab = "f(x, y)")

library(lattice)

contourplot(z)

در دومتغیره ͷلجستی توزیع در تراز منحنͬ�های و چͽالͬ تابع نمودارهای رسم برای .۴ دستور

مͬ�کنیم. استفاده R نرم�افزار در زیر دستورهای از ۵.١ شͺل



١٠۶ R نرم�افزار دستورهای پ.

f <- function(x,y) {

z <- ((det(Sigma)^(-0.5))*1/(2*pi)^(-1)) * (exp(-.5 * (x^2

+ 0.1*y^2))/((1+exp(-.5 * (x^2 + 0.1*y^2)))^2))}

z <- outer(x, y, f)

persp(x,y,z,theta=45,phi=30,expand=0.6,ltheta=120,shade=0.75,

ticktype = "detailed", xlab = "X", ylab = "Y", zlab = "f(x, y)")

library(lattice)

contourplot(z)

دومتغیره توانͬ نمایͬ توزیع در تراز منحنͬ�های و چͽالͬ تابع نمودارهای رسم برای .۵ دستور

مͬ�کنیم. استفاده R نرم�افزار در زیر دستورهای از ۶.١ شͺل در

f <- function(x,y) {

z <- (((det(Sigma)^(-0.5))*3*gamma(1)*(3^(1/3)))/((2*pi)

*gamma(1/3))) * exp(-(3/2) * ((x^2 + 0.1*y^2)^3))}

z <- outer(x, y, f)

persp(x,y,z,theta=45,phi=30,expand=0.6,ltheta=120,shade=0.75,

ticktype = "detailed", xlab = "X", ylab = "Y", zlab = "f(x, y)")

library(lattice)

contourplot(z)

شͺل در دومتغیره کاتز توزیع در تراز منحنͬ�های و چͽالͬ تابع نمودارهای رسم برای .۶ دستور

مͬ�کنیم. استفاده R نرم�افزار در زیر دستورهای از ٧.١

f <- function(x,y) {

z <- (((det(Sigma)^(-0.5))*gamma(1)*3)/((2*pi)*gamma(1)))
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* exp(-(3/2) * (x^2 + 0.1*y^2))}

z <- outer(x, y, f)

persp(x,y,z,theta=45,phi=30,expand=0.6,ltheta=120,shade=0.75,

ticktype = "detailed", xlab = "X", ylab = "Y", zlab = "f(x, y)")

library(lattice)

contourplot(z)

در دومتغیره لاپلاس توزیع در تراز منحنͬ�های و چͽالͬ تابع نمودارهای رسم برای .٧ دستور

مͬ�کنیم. استفاده R نرم�افزار در زیر دستورهای از ٨.١ شͺل

f <- function(x,y) {

z <- (((det(Sigma)^(-0.5))*(0.5)*gamma(1)*2)/((2*pi)*gamma(2)))

* exp(-((sqrt(2))/2) * ((x^2 + 0.1*y^2)^(1/2)))}

z <- outer(x, y, f)

persp(x,y,z,theta=45,phi=30,expand=0.6,ltheta=120,shade=0.75,

ticktype = "detailed", xlab = "X", ylab = "Y", zlab = "f(x, y)")

library(lattice)

contourplot(z)

استاندارد نرمال توزیع در تراز منحنͬ�های و چͽالͬ تابع نمودارهای رسم برای .٨ دستور

مͬ�کنیم. استفاده R نرم�افزار در زیر دستورهای از ٩.١ شͺل در دومتغیره

f <- function(x,y) {

z <- (1/(2*pi)) * exp(-.5 * (x^2 + y^2))}

z <- outer(x, y, f)

persp(x,y,z,theta=45,phi=30,expand=0.6,ltheta=120,shade=0.75,
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ticktype = "detailed", xlab = "X", ylab = "Y", zlab = "f(x, y)")

library(lattice)

contourplot(z)

نرم�افزار در زیر دستورهای از ٢.۴ و ١.۴ جداول در آمده بدست مقادیر محاسبه برای .٩ دستور

مͬ�کنیم. استفاده R

set.seed(1234)

library(mvtnorm)

p =15 # or 50

bound <- seq(0,5,0.005)

lt <-length(bound)

c=p-5 # and 0<c<=p-4

sigma2 <- 1 # or 4 or 100

sigma <- sigma2*diag(p)

gamma <- function(X){

for (i in 1:p){

if(X[i]<0){

X[i]= -X[i]}

else{X[i]=0}}

return(X)}

r <- function(X){X/(1+X^2)}

curve(r,0,5)

g <- function(X){

H <- as.vector((t(X)%*%X))
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L <- (-c*sigma2*((r(H)/H)*X))

return(L)

}

f=numeric(lt*p)

H<-theta <-matrix(f,lt,p,byrow=T)

a=numeric(lt*lt)

Loss.S <-Loss.N <-matrix(a,lt,lt,byrow=T)

for(i in 1:lt){

thetai <- c(bound[i],rep(0,p-1))# or thetai <- c(rep((bound[i]/(sqrt(p))),p))

x <- as.vector(rmvnorm(1, mean=thetai, sigma=sigma))

H[i,]<-x

theta[i,] <-thetai}

loss.S=loss.N=numeric(lt)

for(j in 1:lt){

for(i in 1:lt){

A <- as.vector(H[i,] + gamma(H[i,])+ g(H[i,])-theta[j,])

A1 <- as.vector(H[i,] + gamma(H[i,])-theta[j,])

loss.S[i] <- as.vector((t(A))%*%(A))

loss.N[i]<- as.vector((t(A1))%*%(A1))

}

Loss.S[j,] <-loss.S

Loss.N[j,] <-loss.N

}
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Risk.S <- rowMeans(Loss.S)

Risk.N <- rowMeans(Loss.N)

mean(Risk.S)

mean(Risk.N)

DeltaR <- mean(Risk.S)-mean(Risk.N)

نرم�افزار در زیر دستورهای از ۵.۴ تا ٢.۴ شͺل�های در مخاطره� نمودار رسم برای .١٠ دستور

مͬ�کنیم. استفاده R

matplot(bound, cbind(Risk.S,Risk.N),type="l",col = c("1","1")

,xlab=expression(paste("||",theta, "||")),ylab="Risk")

#matplot(bound, cbind(Risk.S,Risk.N),type="l", pch=1)

legend("topright", c("Shrinkage estimator", "Natural estimator"),

col = c("1","1"),lty=c(1,2), merge = TRUE)

plot(bound,Risk.S,col="blue",type="l",ylim=range(c(Risk.S,Risk.N))

,xlab=expression(paste("||",theta, "||")),ylab="Risk")

par(new=T)

plot(bound,Risk.N,col="red",type="l",ylim=range(c(Risk.S,Risk.N)),

axes = FALSE, xlab = "", ylab = "")

legend("topright", c("Shrinkage estimator", "Natural estimator"),

col = c("4","2"),lty=c(1,1), merge = TRUE)

استفاده R نرم�افزار در زیر دستورهای از ٣.۴ جدول در داده�ها کردن وارد برای .١١ دستور

مͬ�کنیم.

USairpollution = matrix(c(46, 47.6, 44, 116, 8.8, 33.36, 135,
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11, 56.8, 46, 244, 8.9, 7.77, 58, 24, 61.5, 368, 497, 9.1, 48.34,

115, 47, 55.0, 625, 905, 9.6, 41.31, 111, 11, 47.1, 391, 463, 12.4,

36.11, 166, 31, 55.2, 35, 71, 6.5, 40.75, 148, 23, 54.0, 462, 453,

7.1, 39.04, 132, 26, 51.5, 266, 540, 8.6, 37.01, 134, 9, 66.2, 641,

844, 10.9, 35.94, 78, 17, 51.9, 454, 515, 9.0, 12.95, 86, 17, 49.0,

104, 201, 11.2, 30.85, 103, 56, 49.1, 412, 158, 9.0, 43.37, 127, 10,

68.9, 721, 1233, 10.8, 48.19, 103, 28, 52.3, 361, 746, 9.7, 38.74, 121,

14, 68.4, 136,529, 8.8, 54.47, 116, 14, 54.5, 381, 507, 10.0, 37.00,

99, 13, 61.0, 91, 132, 8.2, 48.52, 100, 30, 55.6, 291, 593, 8.3,

43.11, 123, 10, 61.6, 337, 624, 9.2, 49.10, 105, 10, 75.5, 207, 335,

9.0, 59.80, 128, 16, 45.7, 569, 717, 11.8, 29.07, 123, 29, 43.5, 699,

744, 10.6, 25.94, 137, 18, 59.4, 275, 448, 7.9, 46.00, 119, 9, 68.3,

204, 361, 8.4, 56.77, 113, 31, 59.3, 96, 308, 10.6, 44.68, 116, 14,

51.5, 181, 347, 10.9, 30.18, 98, 10, 70.3, 213, 582, 6.0, 7.05, 36,

61, 50.4, 347, 520, 9.4, 36.22, 147, 94, 50.0, 343, 179, 10.6, 42.75,

125, 26, 57.8, 197, 299, 7.6, 42.59, 115, 28, 51.0, 137, 176, 8.7,

15.17, 89, 12, 56.7, 453, 716, 8.7, 20.66, 67, 29, 51.1, 379, 531,

9.4, 38.79, 164, 56, 55.9, 775, 622, 9.5, 35.89, 105, 29, 57.3, 434,

757, 9.3, 38.89, 111, 8, 56.6, 125, 277, 12.7, 30.58, 82, 36, 54.0,

80, 80, 9.0, 40.25,114),37,byrow=T)

cities = c("Albany", "Albuquerque", "Atlanta", "Baltimore", "Buffalo",

"Charleston", "Cincinnati", "Columbus", "Dallas", "Denver", "Des Moines",

"Hartford", "Houston", "Indianapolis", "Jacksonville", "Kansas City",

"Little Rock", "Louisville","Memphis",
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"Miami","Milwaukee","Minneapolis","Nashville","New Orleans","Norfolk",

"Omaha","Phoenix","Pittsburgh","Providence","Richmond",

"Salt Lake City","San Francisco","Seattle","St. Louis","Washington",

"Wichita","Wilmington")

variables = c("SO2","temp","manu","popul","wind","precip","predays")

colnames(USairpollution) = variables

rownames(USairpollution)= cities

در زیر دستورهای از ٧.۴ و ۶.۴ ،۵.۴ جداول در آمده بدست مقادیر محاسبه برای .١٢ دستور

مͬ�کنیم. استفاده R نرم�افزار

set.seed(1234)

xbar <- colMeans(x)

X=xbar

p=length(X)

c=p-6 # or p-5 or p-4 and 0<c<=p-4

sigma2 <- 1 # or 4 or 100 or 1000

gamma <- function(X){

for (i in 1:p){

if(X[i]<0){

X[i]= -X[i]}

else{X[i]=0}}

return(X)}

r <- function(X){-((X^2)/((10)^15))}

rplus <- function(X){
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if(X<0){

X=-X}

else{X}

return(X)}

g <- function(X){

H <- as.vector((t(X)%*%X))

L <- (-c*sigma2*((rplus(r(H))/H)*X))

return(L)}

delta.S <- X + gamma(X)+ g(X)

delta.N <- X + gamma(X)

as.character(delta.S)

as.character(delta.N)
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