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چͺیده
به را آن و مͬ�پردازد نیم�اول حلقه�های آرمنداریزی شبه خاصیت بررسͬ به پایان�نامه، این
معرفͬ به سپس مͬ�دهد. گسترش اریب توانͬ سری�های و اور توسیع اریب، تͺواری حلقه�های

مͬ�پردازد. آن خواص و اریب σ-آرمنداریز حلقه�های
حلقه ها، ماتریس حلقه�ی به را خاصیت این و کرده معرفͬ را اریب σ-آرمنداریز شبه� حلقه�های
از برگرفته نامه پایان این در شده ارائه مطالب مͬ�دهد. انتقال کسرها حلقه و ها چندجمله�ای

مͬ�باشد. [١٠] و [٩] مقالات
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චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس
ابراهیم دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در
به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه هاشمͬ،

نمͬ�رسید. انجام
آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که زیره احمد دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایͬ مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی
عزیزتر وبرادر عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه همچنین
هم از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم ستایش خدا، از بعد و بزرگوارم وخواهر جان از
عسͺری فاطمه خانم خوبم دوستان و مشͺوة سادات نجمه خانم ، نجفͬ زینب خانم عزیزم اتاقͬ�های
دکتر آقای جناب ارجمند استاد و زاده عابدین زهرا خانم و حلاج فاطمه خانم و وزیری زهرا خانم و
روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به نیرومند پیمان

بودند. من پشتیبان بهترین

঍یان ૟േॶ۱۳۹۱ه
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تاریخچه ١.١

آرمنداریز» «حلقه نام کردند. بیان را آرمنداریز حلقه�ی مفهوم ،١٩٩٧ سال در هوچریا ایچ و ریج
این دارای یافته تقلیل حلقه�ی که داد نشان ،١٩٧۴ سال در آرمنداریز که شد انتخاب دلیل این به
است آرمنداریز حلقه از تعمیمͬ که آرمنداریز شبه حلقه�ی ،٢٠٠٢ سال در هیرانو است. خاصیت
کلاس که داد نشان او بعلاوه هستند. آرمنداریز شبه نیم�اول حلقه�های کرد ثابت او کرد. معرفͬ را
برخͬ صورت این در باشد آرمنداریز شبه حلقه ،R اگر و است پایا موریتا آرمنداریز شبه حلقه�های
شبه حلقه نیز چندجمله�ای�ها، حلقه و n × n مثلثͬ بالا ماتریس حلقه�های مانند ،R توسیع�های از
دیͽر سوی از نیست. برقرار آرمنداریز های حلقه برای خواص این از بسیاری اما هستند. آرمنداریز
را اریب σ-آرمنداریز مفهوم R حلقه از σ درونریختͬ برای ،٢٠٠٣ سال در کوآک و کیم ،͹هن
حلقه�های اگرچه هستند. اریب σ-آرمنداریز σ-صلب، حلقه�های که کردند ثابت آن�ها کردند. بیان
σ و نیم�اول R اگر که داد خواهیم نشان ،٢ فصل در ما نیستند. اریب σ-آرمنداریز یافته، تقلیل

که باشد R[x;σ] در عضو دو g(x) =
n∑

j=٠
bjx

j و f(x) =
m∑
i=٠

aix
i و باشد R حلقه از درونریختͬ

ما بعلاوه .aiRσi+k(bj) = ٠ ، i, j هر و k ≥ ٠ صحیح عدد هر برای آن�گاه، . f(x)R[x;σ]g(x) = ٠
گوناگون انواع از اور توسیع اریب، تͺواری حلقه�های به را نیم�اول حلقه�های آرمنداریزی خواصشبه
σ-آرمنداریز حلقه� بررسͬ به ،٣ فصل در مͬ�دهیم. گسترش غیره و اریب توانͬ سری�های حلقه و
توسیع�های و مͬ�کنیم تعریف را اریب σ-آرمنداریز شبه حلقه�های ،۴ فصل در مͬ�پردازیم. اریب

مͬ�کنیم. مطالعه را σ-آرمنداریز شبه حلقه�های از مختلف



٣ اولیه ومفاهیم تعاریف .٢.١

اولیه ومفاهیم تعاریف ٢.١

ماتریس�های حلقه�ی نمایانͽر ،Mn(R) است. یͺدار و شرکتپذیر یͷحلقه�ی Rنمایانͽر متن این درتمام
نمایانͽر UMn(R) مͬ�دهیم. نمایش Z با را صحیح اعداد حلقه�ی است. R حلقه�ی روی n × n

است. R روی بالامثلثͬ n× n ماتریس�های حلقه�ی

باشد. نداشته ناصفر پوچ�توان عنصر هیچ هرگاه، مͬ�نامیم ١ یافته� تقلیل را R حلقه�ی .١.٢.١ تعریف

تابع ͷی را δ : R −→ R جمعͬ تابع باشد. R حلقه از درونریختͬ σ کنیم فرض .٢.٢.١ تعریف
.δ(ab) = δ(a)b+ σ(a)δ(b) ،a, b ∈ R هر برای هرگاه مͬ�نامیم �مشتق٢σ

توسیع باشد. R حلقه�ی از -مشتق σ تابع ͷی δ و درونریختͬ ͷی σ کنیم فرض .٣.٢.١ تعریف

ai ∈ R که هستند
n∑

i=٠
aix

i های چندجمله�ای آن عناصر مͬ�دهیم. نشان R [x;σ, δ] به را R روی اُور٣

برای که طوری به مͬ�شوند تعریف طبیعͬ طور به R [x;σ, δ] روی وضرب جمع عمل .دو n ≥ ٠ و
نشان R [x; δ] به را R [x;σ, δ] آن�گاه، باشد همانͬ تابع σ اگر .xa = σ (a)x + δ (a) ،a ∈ R هر
R [x;σ, δ] بجای ،δ = ٠ هرگاه مͬ�نامیم. R روی مشتق۴ ای�های چندجمله حلقه را آن و مͬ�دهیم

مͬ�کنیم. استفاده R [x;σ] از

مͬ�توانیم صورت این در باشد. تͺوار) (یا گروه ͷی G و حلقه ͷی R کنیم فرض .۴.٢.١ تعریف
فرم به R[G] از عنصر هر دهیم. تشͺیل را R[G] = ⊕

g∈GRg، تͺواری)۵ (حلقه گروهͬ حلقه
جمع عمل دو باشند. ناصفر مͬ�توانند ها ag از متناهͬ تعداد و ag ∈ R ،g ∈ G که است

∑
g

agg

R از عضو هر با G از عضو هر داریم توجه مͬ�شوند. تعریف طبیعͬ طور به R[G] روی ضرب و
مͬ�شود. جابجا

روی اریب۶ توانͬ های سری حلقه باشد. R حلقه�ی از درونریختͬ σ کنیم فرض .۵.٢.١ تعریف

هستند. R از ضرایبͬ با
∞∑
i=٠

aix
i توانͬ سری�های همان آن عناصر مͬ�دهیم. نشان R[[x;σ]] به را R

.xa = σ(a)x ،a ∈ R هر برای که طوری به مͬ�شوند تعریف طبیعͬ طور به آن روی ضرب و جمع
١reduced ring
٢σ-derivation function
٣Ore extention
۴differential polynomial ring
۵group ring (monoid ring)
۶skew power series ring



۴ مقدماتͬ مفاهیم .١

مͬ�نامیم) -صلب σ را R حلقه�ی (یا مͬ�نامیم صلب٧ را σ : R −→ R درونریختͬ .۶.٢.١ تعریف
.a = ٠ گاه آن ، aσ(a) = ٠ و a ∈ R هرگاه:

اگر یعنͬ است. ͷی به ͷی σ و یافته تقلیل R گاه آن باشد، -صلب σ حلقه�ی ͷی R اگر
پس . aσ(a)σ(aσ(a)) = aσ(a٢)σ٢(a) = ٠ آن�گاه .a٢ = ٠ ،a ∈ R برای و باشد -صلب σ R

است. یافته تقلیل R لذا و ، a = ٠ بنابراین .aσ(a) = ٠

زیر گزاره�های صورت این در .a, b ∈ R و باشد -صلب σ حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .٧.٢.١ لم
برقرارند:

. aσn(b) = σn(a)b = ٠ ، n مثبت صحیح عدد هر برای آن�گاه، باشد ab = ٠ اگر .١

. aδm(b) = δm(a)b = ٠ ، m مثبت صحیح عدد هر برای آن�گاه، باشد ab = ٠ اگر .٢

.ab = ٠ آن�گاه، aσk(b) = ٠ = σk(a)b ،k مثبت صحیح اعداد برای اگر .٣

شود. مراجعه [١] مرجع به اثبات برای برهان.

، R حلقه�ی از e خودتوان هر برای که باشد R حلقه�ی از تͺریختͬ σ کنیم فرض .٨.٢.١ قضیه
ͷی R [x;σ, δ] اگر تنها و اگر است -صلب σ R حلقه�ی صورت: این در .δ(e) = ٠ و σ(e) = e

باشد. یافته تقلیل حلقه�ی

در صورت این در نباشد. یافته تقلیل R [x;σ, δ] حلقه و باشد σ-صلب ،R کنیم فرض برهان.
.f /∈ R است، یافته تقلیل ،R چون .f٢ = ٠ بطوریͺه دارد وجود f ̸= ٠ عضو R [x;σ, δ] حلقه

نتیجه در .f٢ = ٠ لذا و f(x) =
m∑
i=٠

aix
i ،٠ ≤ i ≤ m و am ̸= ٠ که دارد وجود ai ∈ R بنابراین

R [x;σ, δ] بنابراین است. تناقض ͷی که am = ٠ و a٢
m = ٠ لم(٧.٢.١) بنابر .amσm(am) = ٠

تقلیل زیرحلقه بعنوان R پس باشد. یافته تقلیل R [x;σ, δ] کنیم فرض بعͺس، است. یافته تقلیل
لذا و .σ(a)xa = ٠ و (σ(a)xa)٢ = ٠ صورت این در ،aσ(a) = ٠ و a ∈ R اگر است. یافته

(σ(a)x) a = (σ(a))٢ x+ σ(a)δ(a) = ٠

است. σ-صلب ،R بنابراین .a = ٠ داریم: است، تͺریختͬ σ که آنجایͬ از .σ(a) = ٠ و

و f (x) = a٠ + a١x+ · · ·+ amx
m هرگاه مͬ�نامیم آرمنداریز٨ را R حلقه�ی .٩.٢.١ تعریف

آن�گاه،برای ، f (x) g (x) = ٠ و باشند R [x] ازحلقه�ی عضو دو g (x) = b٠ + b١x+ · · ·+ bnx
n

. aibj = ٠ ، i, j هر
٧rigid
٨Armendariz



۵ اولیه ومفاهیم تعاریف .٢.١

.a, b, c ∈ R و باشد آرمنداریز R حلقه�ی کنیم فرض .١٠.٢.١ لم

.acb = ٠ آن�گاه ، acnb = ٠ و باشد مثبت و صحیح عددی n هرگاه .١

.acb = ٠ آن�گاه باشد، مرکزی cn ، n مثبت صحیح عدد برای و ab = ٠ هرگاه .٢

شود. مراجعه [١] مرجع به اثبات برای برهان.

باشد. مرکزی آن خودتوان هر هرگاه، مͬ�نامیم آبل٩ͬ را R حلقه�ی .١١.٢.١ تعریف

است. آبلͬ آرمنداریز حلقه�ی هر .١٢.٢.١ قضیه

، a = e : مͬ�دهیم قرار . r ∈ R و باشد آن از خودتوانͬ e و آرمنداریز R حلقه�ی کنیم فرض برهان.
همین به . acb = ٠ (١٠.٢.١) لم بنابر لذا و c٢ = ٠ و ab = ٠ نتیجه در . c = er(١−e) و b = ١−e

acb = e(er−ere) = ٠ چون .a١c١b١ = ٠ آن�گاه ، c١ = (١−e)re و b١ = e ، a١ = ١−e اگر نحو،
است. مرکزی e بنابراین ،er = re و er− ere = re− ereپس .a١c١b١ = (re− ere)e = ٠ و

g(x) = و f(x) =
m∑
j=٠

aix
i هرگاه مͬ�شود، نامیده آرمنداریز١٠ شبه R حلقه�ی .١٣.٢.١ تعریف

. aiRbj = ٠ ، i, j هر برای آن�گاه، . f(x)R[x]g(x) = ٠ که باشد R[x] در عضو دو
n∑

j=٠
bjx

j

عناصر مͬ�دهیم. نشان R[x, x−١] با را R روی لوران١١ های چندجمله�ای حلقه�ی .١۴.٢.١ تعریف

روی ضرب و جمع عمل دو هستند. صحیح عدد دو k, n و mi ∈ R که هستند
n∑

i=k

mix
i فرم به آن

مͬ�شوند. تعریف طبیعͬ طور به R[x, x−١]

R
[
x, x−١;σ

] کنیم فرض باشد. R از تͺریختͬ ͷی σ و حلقه ͷی R کنیم فرض .١۵.٢.١ تعریف
عمل دو ، r ∈ R و i, j ∈ Z که باشد ها xjrxi از متناهͬ مجموع�های تمام مجموعه�ی نمایانͽر
قوانین از ضرب که طوری به مͬ�کنیم تعریف طبیعͬ طور به را R [x, x−١;σ

] روی ضرب و جمع
چندجمله�ای حلقه�ی را R [x, x−١;σ

] حلقه�ی مͬ�کند. تبعیت rx−١ = x−١σ (r) و xr = σ (r)x

مͬ�نامیم. لوران١٢ اریب های

R از هایͬ ایدهآل B و A هرگاه، مͬ�نامیم اول١٣ را R حلقه�ی از P سره ایده�آل .١۶.٢.١ تعریف
. B ⊆ P یا A ⊆ P آن�گاه ، AB ⊆ P و باشند

٩Abelian
١٠quasi-Armendariz
١١Laurent polynomial ring
١٢Laurent skew polynomial ring
١٣prime ideal



۶ مقدماتͬ مفاهیم .١

A٢ ⊆ Q و باشد R از ایده�آلͬ A هرگاه: مͬ�نامیم نیم�اول١۴ را R حلقه�ی از Q ایده�آل تعریف١٧.٢.١.
.A ⊆ Q آن�گاه،

را آن و مͬ�نامیم R حلقه اول١۵ رادیͺال را R حلقه اول ایده�آل�های تمام اشتراک .١٨.٢.١ تعریف
مͬ�دهیم. نشان P (R) با

باشد. (نیم�اول) اول {٠} ایده�آل هرگاه، مͬ�نامیم (نیم�اول)١۶ اول را R حلقه�ی .١٩.٢.١ تعریف

است. نیم�اول اول، حلقه�ی هر

زیر های گزاره� صورت این در باشد. R حلقه�ی از سره ایده�آل ͷی P کنیم فرض .٢٠.٢.١ گزاره
معادلند:

است؛ اول P .١

؛ b ∈ P یا a ∈ P آن�گاه، ، ⟨a⟩ ⟨b⟩ ⊆ P و a, b ∈ R هرگاه .٢

؛ b ∈ P یا a ∈ P آن�گاه، ، aRb ⊆ P و a, b ∈ R هرگاه .٣

یا A ⊆ P آن�گاه ، AB ⊆ P و باشند R حلقه�ی (راست)،از چپ ایده�آل دو B و A هرگاه .۴
. B ⊆ P

است. بدیهͬ (۴) → (١) و (١) → (٢) → (٣) برهان.
. A ⊈ P اما ، AB ⊆ R و باشند R حلقه�ی از چپ ایده�آل دو B و A کنیم .فرض (٣) → (۴)
(٣) بنابر رو این از ، aRb ⊆ AB ⊆ P ، b ∈ B هر برای چون مͬ�کنیم. انتخاب را a ∈ A \P عنصر

. B ⊆ P درنتیجه و b ∈ P ،

معادلند: زیر گزاره�های صورت این در باشد. R حلقه�ی از ایده�آلͬ Q کنیم فرض .٢١.٢.١ گزاره

است؛ نیم�اول Q .١

؛ ⟨a⟩ ⊆ Q آن�گاه: ، ⟨a⟩٢ ⊆ Q و a ∈ R هرگاه .٢

؛ a ∈ Q آن�گاه: ، aRa ⊆ Q و a ∈ R هرگاه .٣

. A ⊆ Q آن�گاه: ، A٢ ⊆ Q و باشد R حلقه��ی از چپ(راست) ایده�آلͬ A هرگاه .۴

است. اثبات قابل راحتͬ به قبل گزاره مانند برهان.

باشد. دامنه ͷی R
I
هرگاه، مͬ�نامیم اول١٧ کاملا́ را R حلقه�ی از I سره�ی ایده�آل .٢٢.٢.١ تعریف

١۴Semiprime
١۵prime radical
١۶prime ring
١٧Completely prime ideal



٧ اولیه ومفاهیم تعاریف .٢.١

اگر ، R حلقه�ی از J ایده�آل هر ازای به هرگاه نیم�اول١٨ کاملا́ را I سره ایده�آل .٢٣.٢.١ تعریف
. J ⊆ I آن�گاه ، J٢ ⊆ I

باشد. یافته تقلیل حلقه�ی R

I
اگر وتنها اگر است نیم�اول کاملا́ ایده�آل I معادل؛ بطور یا

حلقه باشد. مدول -دو (R,R) ͷی M و حلقه ͷی R کنیم فرض .٢۴.٢.١ تعریف

مͬ�نامیم. M وسیله�ی به R بدیه١٩ͬ توسیع را T (R,M) =

{(
r m
٠ r

)
|r ∈ R,m ∈M

}
زیر ضابطه�ی با ضرب عمل بنابراین داد. نشان نیز (r,m) به را T (R,M) از عنصر هر مͬ�توان

مͬ�شود: تعریف

. (r١,m١)(r٢,m٢) := (r١r٢, r١m٢ +m١r٢) ، (r١,m١), (r٢,m٢) ∈ R هر برای

و چپ٢٠ پوچ�ساز باشد. R حلقه�ی از ناتهͬ زیرمجموعه�ی ͷی X کنیم فرض .٢۵.٢.١ تعریف
مͬ�کنیم: تعریف چنین و مͬ�دهیم نشان rR(X) و lR(X) با ترتیب به را R در X راست پوچ�ساز
و lR(X) بجای ، X = {x} اگر . rR(X) = {b ∈ R|Xb = ٠} و lR(X) = {a ∈ R|aX = ٠}

مͬ�کنیم. استفاده lR(x) و lR(x) از ترتیب به rR(X)

این در باشد. R یافته�ی تقلیل حلقه�ی از ناتهͬ زیرمجموعه�ی X کنیم فرض .٢۶.٢.١ ملاحظه
. lR(X) = rR(X) صورت

موریتا خاصیت ͷی A مͬ�گوییم باشد. R حلقه�ی از خاصیت ͷی A کنیم فرض .٢٧.٢.١ تعریف
باشند. داشته را A خاصیت eRe حلقه ، e ∈ R خودتوان هر برای و Mn(R) هرگاه است، پایا٢١

ماتریس حلقه�ی ٢×٢روی مثلثͬ بالا ماتریس�های یͷحلقه S و یͷحلقه R فرضکنیم مثال، طور به

g(x) =

(
٠ ٠
٠ ١

)
+

(
٠ ١
٠ ١

)
x و f(x) =

(
١ ٠
٠ ٠

)
+

(
١ −١
٠ ٠

)
x و رویRباشد n×nهای�

نیست، آرمنداریز ،Sپس .
(

١ ٠
٠ ٠

)(
٠ ١
٠ ١

)
̸= ٠ اما ،f(x)g(x) = ٠ که باشند S[x] در عضو دو

روی n× n مثلثͬ بالا ماتریس�های حلقه هر لذا است، آرمنداریز آرمنداریز، زیرحلقه�های هر چون و
نیست. پایا موریتا خاصیت ͷی «آرمنداریز» خاصیت بنابراین نیست. آرمنداریز R

١٨Completely semiprime ideal
١٩trivial extension
٢٠Left annihilator
٢١Morita invariant



٨ مقدماتͬ مفاهیم .١

کسرها حلقه ٣.١

rR(a) = هرگاه مͬ�نامیم منظم٢٢ را a ∈ R عنصر باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .١.٣.١ تعریف
. ٠ = lR(a)

x آن�گاه، باشد وارون�پذیر Q حلقه�ی در x ∈ R و باشند، حلقه دو R ⊆ Q اگر که داریم توجه
است. R منظم عنصر ͷی

هرگاه: مͬ�نامیم بسته٢٣ ضربͬ را R حلقه�ی از X ناتهͬ زیرمجموعه�ی .٢.٣.١ تعریف

، ١ ∈ X .١

. xy ∈ X آن�گاه ، x, y ∈ X اگر .٢

شرط در X گوییم باشد. R حلقه�ی از بسته ضربͬ زیرمجموعه�ی X کنیم فرض .٣.٣.١ تعریف
باشند داشته وجود s ∈ R و y ∈ X آن�گاه: ، x ∈ X و r ∈ R هرگاه، مͬ�کند. صدق راست٢۴ اور
راست اور شرط در که X بسته ضربͬ مجموعه�ی . rX ∩ xR ̸= ∅ یعنͬ؛ . ry = xs که طوری به
اور هم X اگر مͬ�شود. تعریف چپ اور مجموعه متناظراً مͬ�نامیم. راست٢۵ اور را کند صدق

مͬ�نامیم. اور٢۶ را آن باشد، چپ اور هم و راست

گوییم باشد. R حلقه�ی منظم عناصر از بسته ضربͬ مجموعه� زیر ͷی X فرضکنیم .۴.٣.١ تعریف
هرگاه: است X مجموعه�ی به نسبت R راست٢٧ کسرهای حلقه�ی Q

R؛ ⊆ Q .١

باشد؛ وارون�پذیر Q در X از عنصر هر .٢

. x ∈ X و a ∈ R که نوشت ax−١ فرم به بتوان را Q از عنصر هر .٣

حلقه� ͷی R اگر مͬ�شود. تعریف X مجموعه�ی به نسبت R چپ کسرهای حلقه�ی متناظراً
مͬ�کنیم. خودداری راست و چپ پسوند نوشتن از باشد جابجایͬ

صورت این در . R = K[x;σ] و باشد K حلقه�ی از خودریختͬ ͷی σ کنیم فرض .۵.٣.١ مثال
کسرهای حلقه�ی و راست کسرهای حلقه همان K[x, x−١;σ] لوران اریب های چندجمله�ای حلقه�ی

است. X =
{

١, x, x٢, · · ·
} بسته ضربͬ مجموعه�ی به نسبت R چپ

٢٢regular element
٢٣multiplicatively closed set
٢۴right ore condition
٢۵right ore set
٢۶ore set
٢٧right quotient ring



٩ کسرها حلقه .٣.١

حلقه S و باشد، R حلقه�ی منظم عناصر از بسته ضربͬ زیرمجموعه�ی ͷی X فرضکنیم .۶.٣.١ لم
صورت: این در باشد. داشته وجود X به نسبت R راست کسرهای

است. راست اور X .١

که دارند وجود قسمͬ به x ∈ X و a١, a٢, · · · , an ∈ R عناصر ، s١, s٢, · · · , sn ∈ S هر برای .٢
. si = aix

−١ ، i هر برای

وجود c, d ∈ R عناصر اگر وتنها اگر ، ax−١ = by−١ آن�گاه ، x, y ∈ X و ، a, b ∈ R اگر .٣
. xc = yd ∈ X و ac = bd که باشند داشته

شود. مراجعه [١] مرجع به اثبات برای برهان.

یͷمجموعه آن منظم عناصر تمام مجموعه استهرگاه، راست٢٨ Rاور حلقه گوییم تعریف٧.٣.١.
باشد. راست اور

در باشد. R حلقه�ی منظم عناصر از بسته� ضربͬ زیرمجموعه�ی ͷی X کنیم فرض .٨.٣.١ قضیه
باشد. راست اور X اگر وتنها اگر دارد وجود X به نسبت R راست کسرهای حلقه� صورت این

شود. مراجعه [١] مرجع به اثبات برای برهان.

S و باشد R حلقه�ی منظم عناصر از راست اور زیرمجموعه�ی ͷی X کنیم فرض .٩.٣.١ گزاره
حلقه�ها از همریختͬ ͷی ϕ : R −→ T کنیم فرض باشد. X به نسبت R راست کسرهای حلقه�ی
حلقه�ای همریختͬ صورت این در است. وارون�پذیر T در ϕ(x) ، x ∈ X هر برای که قسمͬ به باشد

است. ϕ از توسیعͬ که دارد وجود ψ : S −→ T فرد به منحصر

شود. مراجعه [١] مرجع به اثبات برای برهان.

حلقه� باشد. R حلقه�ی منظم عناصر از (چپ) راست اور زیرمجموعه�ی ͷی X کنیم فرض
مͬ�دهیم. نمایش (X−١R) RX−١ به را X به نسبت R (چپ) راست کسرهای

این در باشد. R حلقه�ی منظم عناصر از اور زیرمجموعه�ی ͷی X کنیم فرض .١٠.٣.١ گزاره
. RX−١ = X−١R صورت

شود. مراجعه [١] مرجع به اثبات برای برهان.
٢٨right ore ring



١٠ مقدماتͬ مفاهیم .١

تمام مجموعه به نسبت وجود) صورت (در R حلقه�ی راست کسرهای حلقه .١١.٣.١ تعریف
ͷکلاسی چپ کسرهای حلقه مͬ�نامیم. R ٢٩ͷکلاسی راست کسرهای حلقه را R منظم عناصر

مͬ�شود. تعریف متناظراً

اگر دارد وجود R حلقه�ی ͷکلاسی (راست) چپ کسرهای حلقه� (٨.٣.١) قضیه به توجه با
باشد. (راست) چپ اور مجموعه�ی ͷی R حلقه�ی منظم عناصر تمام مجموعه�ی اگر وتنها

ͷراستکلاسی کسرهای حلقه کسرهایچپکلاسیͷو حلقه� اگر که مͬ�دهد نشان قبل گزاره�ی
برابرند. آن�گاه باشند داشته وجود R حلقه�ی

ͷی کسرهای میدان و دارد، وجود جابجایͬ حلقه�ی هر ͷکلاسی کسرهای حلقه� مثال، عنوان به
است. آن ͷکلاسی کسرهای حلقه�ی همان صحیح دامنه�ی

٢٩right classical quotient ring



٢ فصل

نیم�اول حلقه�های از ها چندجمله�ای توسیع



١٢ نیم�اول حلقه�های از ها چندجمله�ای توسیع .٢

نیم�اول حلقه�های و چندجمله�ای توسیع ١.٢

حلقه�های به را آن و مͬ�پردازیم نیم�اول حلقه�های آرمنداریزی شبه خاصیت بررسͬ به فصل، این در
مͬ�دهیم. گسترش اریب توانͬ های سری حلقه�ی و گوناگون انواع از اور توسیع اریب، تͺواری

و متناهͬ مجموعه�ی زیر دو هر برای هرگاه، مͬ�نامیم �تͺوار١ u.pͷی را G تͺوار .١.١.٢ تعریف
باشد داشته g = ab فرد به منحصر نمایش که باشد داشته وجود g ∈ AB عنصر ، A,B ⊆ G ناتهͬ

. b ∈ B و a ∈ A که

همچنین هستند. تͺوار تاب،u.pـ از فارغ توان پوچ گروه�های و آزاد گروه ͷی تͺوارهای زیر
است. -تͺوار u.p نامتناهͬ دوری گروه هر

صورت به تͺواری همریختͬ σ و تͺوار ͷی G و حلقه ͷی R کنیم فرض .٢.١.٢ تعریف
σ : G −→ {R بروریختͬ�های تمام } = F

با را اریب٢ تͺواری حلقه�ی .σ(g) := σg و مͬ�کند تصویر F همانͬ به را G همانͬ که باشد،
gr = σg(r)g قانون از ضرب عمل و است G پایه با آزاد چپ ـمدول Rͷی که مͬ�دهیم، نشان R∗G

مͬ�کند. تبعیت

صورت این در باشد. تͺوار ـ u.p ͷی G و نیم�اول حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .٣.١.٢ قضیه

(a٠g٠ + · · ·+ amgm)R ∗G (b٠h٠ + · · ·+ bnhn) = ٠

.aiRσgi (σg (bj)) = ٠ ، ٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m و g ∈ G هر برای اگر تنها و اگر است

کنیم فرض برهان.

(a٠g٠ + · · ·+ amgm)R ∗G (b٠h٠ + · · ·+ bnhn) = ٠

داریم: را زیر رابطه�ی g ∈ G و r ∈ R هر برای صورت این در
(a٠g٠ + · · ·+ amgm)gr(b٠h٠ + · · ·+ bnhn) = ٠ (١.٢)

،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m و g ∈ G هر مͬ�کنیم،برای ثابت m روی بر استقرا با حال
١unique product monoid
٢skew monoid ring



١٣ نیم�اول حلقه�های و چندجمله�ای توسیع .١.٢

،آن�گاه m = ٠ اگر .aiRσgi (σg (bj)) = ٠

٠ = (a٠g٠) gr (b٠h٠ + · · ·+ bnhn)

= a٠g٠grb٠h٠ + · · ·+ a٠g٠grbnhn

= a٠g٠σg (r) gb٠h٠ + · · ·+ a٠g٠σg (r) gbnhn

= a٠σg٠ (σg (r)) g٠σg (b٠) gh٠ + · · ·+ a٠σg٠ (σg (r)) g٠σg (bn) ghn

= a٠σg٠ (σg (rb٠)) g٠gh٠ + · · ·+ a٠σg٠ (σg (rbn)) g٠ghn

= a٠σg٠ (σg (rb٠)) g٠gh٠ + · · ·+ a٠σg٠ (σg (rbn)) g٠ghn

. u ̸= v اگر gighu ̸= g٠ghv پس است، برقرار حذف قانون تͺوار، ـ u.p در که آنجایͬ از
مͬ�شود نتیجه است، پوشا σg٠ .σg این�که از . a٠σg٠ (σg (rbj)) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n هر برای بنابراین
A = {g٠g, g١g, · · · , gmg}مجموعه�ی زیر دو حال .m ≥ ١ فرضکنید حال .a٠Rσg٠ (σg (bj)) = ٠
مͬ�کنیم). مرتبسازی لزوم صورت در را ها آن (که بͽیرید، نظر در Gرا از B = {h٠, h١, · · · , hn} و
منحصر نمایه gpghq بطوریͺه دارند وجود ای q و p پس است، تͺوار ـ u.p ͷی G که آنجایͬ از
مͬ�گیریم ،نتیجه (١.٢) رابطه�ی از صورت این در . q = ٠ و p = ٠ مͬ�کنیم فرض دارد. فرد به
هر برای بنابراین .a٠Rσg٠ (σ (b٠)) = ٠ پس پوشاست، σg٠ .σg چون بعلاوه . a٠σg٠ (σg (rb٠)) = ٠

داریم: s ∈ R

٠ = (a٠g٠ + · · ·+ amgm) grb٠s (b٠h٠ + · · ·+ bnhn)

= (a٠g٠grb٠s+ a١g١grb٠s+ · · ·+ amgmgrb٠s) (b٠h٠ + · · ·+ bnhn)

= (a١g١grb٠s+ · · ·+ amgmgrb٠s)(b٠h٠ + · · ·+ bnhn)

= (a١g١ + · · ·+ amgm)grb٠s(b٠h٠ + · · ·+ bnhn)

= (a١g١ + · · ·+ amgm)gr(b٠sb٠h٠ + · · ·+ b٠sbnhn)

بنابراین .aiσgi(σg(rb٠sbj)) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و ١ ≤ i ≤ m هر برای استقرا فرض طبق پس

.٠ = aiσgi(σg(rb٠sb٠)) = aiσgi(σg(r))σgi (σg(b٠))σgi(σg(s))σgi(σg(b٠))

که مͬ�گیریم نتیجه است. پوشا ١ ≤ i ≤ m هر برای σgi .σg که آنجایͬ از

aiRσgi(σg(b٠))Rσgi(σg(b٠)) = ٠

هر برای نتیجه در .aiRσgi(σg(b٠)) = ٠ ،١ ≤ i ≤ m هر برای پس است، نیم�اول R چون
داریم: ،(١.٢) رابطه�ی از بنابراین .aiRσgi(σg(b٠)) = ٠ ،٠ ≤ i ≤ m



١۴ نیم�اول حلقه�های از ها چندجمله�ای توسیع .٢

٠ = (a٠g٠ + · · ·+ amgm) gr (b١h١ + · · ·+ bnhn)

و ٠ ≤ i ≤ m و g ∈ G هر برای پس .aiσgi(σg(rbj)) = ٠ داشت: خواهیم روند این ادامه�ی با
.aiRσgi(σg(bj)) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n

σ (خودریختͬ) بروریختͬ با (R[x, x−١;σ]) R[x;σ] (لوران)، اریب های چندجمله�ای حلقه�ی
(G =

{
· · · , x−٢, x−١,١, x, x٢, · · ·

}
)G =

{
١, x, x٢, · · ·

} اریبR∗Gبا تͺواری یͷحلقه�ی ،Rحلقه�ی روی
مͬ�کند. تبعیت xr = σx(r) = σ(r) قانون از آن ضرب ، r ∈ R هر برای که است

f(x) =
m∑
i=٠

ajx
i و R حلقه�ی از بروریختͬ ͷی σ و نیم�اول حلقه�ی ͷی R فرضکنیم .۴.١.٢ نتیجه

و اگر است f(x)R[x;σ]g(x) = ٠ صورت این در باشند. R[x;σ] از عضو دو g(x) =
n∑

j=٠
bjx

j و

.aiRσi+k(bj) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m و k ≥ ٠ صحیح عدد هر برای اگر تنها

و باشد R حلقه�ی از خودریختͬ ͷی σ و نیم�اول حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .۵.١.٢ نتیجه

در باشند. n,m, s, l ∈ Z که R[x, x−١;σ] از عضو دو g(x) =

l∑
j=s

bjx
j و f(x) =

n∑
i=m

ajx
i

،t صحیح عدد هر و i, j هر برای اگر وتنها اگر است، f(x)R[x, x−١;σ]g(x) = ٠ صورت این
.aiRσi+t(bj) = ٠

است. لازم شرط (۴.١.٢) نتیجه�ی در بروریختͬ شرط که داد خواهد نشان بعدی مثال

به که باشد K میدان روی N × N ماتریس�های از زیرمجموعه ͷی R کنیم فرض .۶.١.٢ مثال
مͬ�شود: تعریف زیر صورت

،R = {M | M =
n∑

i,j=١
aijeij + a

∞∑
i=n+١

eii و a, aij ∈ K و n ∈ N هر برای }

است. اول حلقه� ͷی R صورت این در است. واحد ماتریس�های مجموعه�ی نمایانͽر {eij} که
ضابطه�ی با σ : R −→ R نͽاشت

σ

 n∑
i,j=١

aijeij + a

∞∑
i=n+١

eii

 = ae١١ +

n∑
i,j=١

aije(i+١)(j+١) + a

∞∑
i=n+٢

eii

است. R از درونریختͬ ͷی
داریم: t ≥ ٠ صحیح عدد هر برای بنابراین .e١١σ(R) = Ke١١ که مͬ�کنیم خاطرنشان
.e١١Rσ(e١١) ̸= ٠ اما ، e١١xR[x;σ]e١١ = ٠ بنابراین e١١xRx

te١١ = Ke١١e(٢+t)(٢+t)x
t+١ = ٠
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f(x) =
m∑
i=٠

aix
i و باشد درونریختͬ ͷی σ و یافته تقلیل حلقه�ی ͷی R فرضکنیم .٧.١.٢ ملاحظه

و اگر است f(x)R[x;σ]g(x) = ٠ صورت دراین باشند. R[x;σ] از عضو دو g(x) =

n∑
j=٠

bjx
j و

.aiRσi+t(bj) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m و t ≥ ٠ صحیح عدد هر برای اگر تنها

و باشند R[x;σ] از عضو دو g(x) =
n∑

j=٠
bjx

j و f(x) =
m∑
i=٠

aix
i کنیم فرض برهان.

،t ≥ ٠ صحیح عدد هر و r ∈ R هر برای پس، .f(x)R[x;σ]g(x) = ٠
(a٠ + a١x+ · · ·+ amx

m)xtr (b٠ + b١x+ · · ·+ bnx
n) = ٠ (٢.٢)

اگر . aiRσi+t(bj) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m هر برای مͬ�کنیم i،ثابت + j روی استقرا با
فرض حال .a٠Rσt(b٠) = ٠ لذا است، یافته تقلیل R چون و a٠σt(b٠) = ٠ آن�گاه ،i + j = ٠
کنیم فرض ،aiRσi+t(bj) = ٠ آن�گاه .i + j = ٠,١, · · · , k − ١ اگر و ١ ≤ k ≤ m + n مͬ�کنیم

چون .i+ j = k

a٠σ
t(rbk) + a١σ

١+t(rbk−١) + · · ·+ akσ
k+t(rb٠) = ٠ (٣.٢)

مͬ�کنیم: جایͽزین b٠ با را r ،(٣.٢) رابطه�ی در

٠ = a٠σt(b٠bk) + a١σ
١+t(b٠bk−١) + · · ·+ akσ

k+t(b٠b٠)

است، یافته تقلیل R که آنجایͬ از .akσk+t(b٠)σk+t(b٠) = ٠ پس است، همریختͬ σ چون و
رابطه�ی به (٣.٢) رابطه�ی بنابراین .akRσk+t(b٠) = ٠ پس .akσk+t(b٠) = ٠ که مͬ�گیریم نتیجه

مͬ�شود: تبدیل زیر
٠ = a٠σ

t(rbk) + a١σ
١+t(rbk−١) + · · ·+ ak−١σ

k−١+t(rb١) (۴.٢)

پس ،ak−١σ
k−١+t(b١b١) = ٠ مͬ�کنیم جایͽزین b١ با را r ،(۴.٢) رابطه�ی در حال

aiRσ
i+t(bj) = ،i+j = k هر برای که داد نشان مͬ�توان روند، این ادامه�ی با ak−١σ

k−١+t(b١) = ٠
.aiRσi+t(bj) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m و t ≥ ٠ صحیح عدد هر برای نتیجه در و ٠

توسیع برای را ملاحظه(٧.١.٢) و (۴.١.٢) نتیجه حال باشد. نیم�اول حلقه�ی ͷی R فرضکنیم
مͬ�کنیم. بیان R[x;σ, δ] اور

حلقه�ی از -مشتق σ تابع ͷی δ و خودریختͬ ͷی σ و نیم�اول حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .٨.١.٢ لم
گزاره�های صورت این در باشد. R حلقه�ی روی اریب های چندجمله�ای حلقه�ی R[x;σ, δ] و باشد، R

برقرارند: زیر
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m ≥ ٠ صحیح عدد هر برای آن�گاه ،aRσn(b) = ٠ ،n ≥ ٠ صحیح عدد هر برای هرگاه .١
.aRδm(b) = ٠

صحیح اعداد همه�ی برای aRσn(b)،آن�گاه = ٠ ،n ≥ ٠ صحیح عدد هر برای هرگاه .٢

.aRσn١δm١ · · ·σntδmt(b) = ٠ ،mi, nj ≥ ٠

ثابت m روی استقرا با .aRσn(b) = ٠ ،n ≥ ٠ صحیح عدد هر و a, b ∈ R کنیم (١).فرض برهان.
.aRδm(b) = ٠ ،m ≥ ٠ صحیح عدد هر برای که مͬ�کنیم

.aRδ٠(b) = aRb = ٠ آن�گاه ، ،m = ٠ اگر
مانند عضوی برای پس است، R حلقه�ی از خودریختͬ σ که آنجایͬ از .m ≥ ١ کنیم فرض حال

داریم: n ≥ ٠ هر برای و .a = σ(a′) ،a′ ∈ R

.σ(a′Rσn(b)) = σ(a′)σ(Rσn(b)) = aRσn+١(b) = ٠

.a′Rδm−١(b) = ٠ استقرا، فرض به بنا
داریم: R[x;σ, δ] حلقه�ی در ضرب قانون به توجه با و δ(a′Rδm−١(b)) = ٠ که آنجایͬ از حال

٠ = δ(a′Rδm−١(b)) = δ(a′R)δm−١(b) + σ(a′R)δm(b)

آنجایͬ از و ،aRδm−١(b) = ٠ استقرا فرض به توجه با .σ(a′)Rδm(b) = −δ(a′R)δm−١(b) این بنابر
بنابراین . δm−١(b)Ra = ٠ مͬ�گیریم نتیجه است، نیم�اول R که

(aRδm(b)R)٢ = σ(a′)Rδm(b)RaRδm(b)R = −δ(a′R)
(
δm−١(b)Ra

)
Rδm(b)R = ٠

.aRδm(b) = ٠ پس است، نیم�اول R چون و
معادل؛ بطور یا .aRσn(b) = ٠ ،n ≥ ٠ صحیح عدد هر برای و a, b ∈ R کنیم فرض .(٢)
،mt−١ ≥ ٠ هر برای ،(١) قسمت به توجه با .aRσi(σnt(b)) = ٠ ،nt ≥ ٠ صحیح عدد هر برای
a′Rδm(b) = ،(١) قسمت برهان طبق ،n ≥ ٠ هر برای که آنجایͬ از بعلاوه .aRσmt−١(σnt(b)) = ٠
،n ≥ ٠ هر برای مشابه بطور .aRσ(δm(b)) = ٠ ،m ≥ ٠ هر برای پس ،σ(a′) = a چون و ،٠
هر برای پس ،σ٢(a′′) = a که آنجایͬ از ،(١) قسمت ومانند ،aRδm(b) = ٠ پس .a′′Rσn(b) = ٠

.aRσ٢(δm(b)) = ٠ ،m ≥ ٠
aRσn١δm١ · · ·σntδmt(b) = ،mi, nj ≥ ٠ صحیح عدد هر برای داد نشان مͬ�توان روند این ادامه�ی با

.٠

و باشد متناهͬ مرتبه�ی از خودریختͬ ͷی σ و نیم�اول حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .٩.١.٢ قضیه
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برای صورت این در باشند. R[x;σ, δ] حلقه�ی از عضو دو g(x) =
n∑

j=٠
bjx

j و f(x) =
m∑
i=٠

aix
i

اگر ،aiRσn١δm١ · · ·σntδmt(bj) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m و mu, nu ≥ ٠ صحیح عدد هر
.f(x)R[x;σ, δ]g(x) = ٠ اگر وتنها

هر برای نتیجه در .f(x)R[x;σ, δ]g(x) = ٠ که کنیم فرض دهیم. نشان را لزوم است کافͬ برهان.
داریم: t ≥ ٠ صحیح عدد هر و r ∈ R

(a٠ + a١x+ · · ·+ amx
m) rxt (b٠ + b١x+ · · ·+ bnx

n) = ٠ (۵.٢)

٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m و l ≥ ٠ صحیح عدد هر برای مͬ�کنیم ثابت i+ j روی استقرا با
.aiRσl(bj) = ٠

حال .a٠Rσt(b٠) = ٠ ،t ≥ ٠ صحیح عدد هر برای لذا و a٠rxtb٠ = ٠ آن�گاه ،i + j = ٠ اگر
از σ که آنجایͬ از حال .amσm(r)σm+t(bn) = ٠ ، (۵.٢) رابطه�ی طبق .i + j ≥ ١ کنیم فرض
،f(x)R[x;σ, δ]g(x) = ٠ چون .amRσl(bn) = ٠ ،l ≥ ٠ صحیح عدد هر برای است، متناهͬ مرتبه�ی

داریم: r, s ∈ R هر برای لذا

٠ = (a٠ + a١x+ · · ·+ amx
m) rxtσ−(m+t)(am)s (b٠ + b١x+ · · ·+ bnx

n)

= (a٠ + a١x+ · · ·+ amx
m) rxt

(
σ−(m+t)(am)sb٠ + · · ·+ σ−(m+t)(am)sbn−١x

n−١
)

R چون .amRamRσm+t(bn−١) = ٠ لذا و amσm(r)σm+t(σ−(m+t)(am)sbn−١) = ٠ نتیجه در
.amRσl(bn−١) = ٠ ،l ≥ ٠ صحیح عدد هر برای بنابراین .amRσm+t(bn−١) = ٠ پس است، نیم�اول
amRσ

l(bj) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و l ≥ ٠ صحیح عدد هر برای که کرد ثابت مͬ�توان روند این ادامه�ی با
مͬ�شود: تبدیل زیر رابطه�ی به (۵.٢) رابطه�ی ،(٨.١.٢) لم بنابه )بنابراین

a٠ + a١x+ · · ·+ am−١x
m−١) rxt (b٠ + b١x+ · · ·+ bnx

n) = ٠

.aiRσl(bj) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m − ١ و l ≥ ٠ صحیح عدد هر برای استقرا طبق پس
.amRσl(bj) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و l ≥ ٠ صحیح عدد هر برای بنابراین

لم به بنا و ،aiRσl(bj) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m و l ≥ ٠ صحیح عدد هر برای پس
مͬ�شود. محقق دلخواه نتیجه�ی ،(٨.١.٢)

از عضو دو g(x) =

n∑
j=٠

bjx
j و f(x) =

m∑
i=٠

aix
i و باشد نیم�اول R کنیم فرض .١٠.١.٢ نتیجه

عدد هر برای اگر تنها و اگر است f(x)R[x; δ]g(x) = ٠ صورت این در باشند. R[x; δ] حلقه�ی
.aiRδl(bj) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m و l ≥ ٠ صحیح
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لازم شرط ͷی ،σ بودن متناهͬ مرتبه�ی از ،(٩.١.٢) قضیه در که داد خواهد نشان بعد مثال
است.

جبر زیر Fـ ͷی R همچنین .Fi = F ،i ∈ Z برای و باشد میدان ͷی F کنیم فرض .١١.١.٢ مثال
داریم: صورت این در مͬ�شود. تولید ١∏

i∈Z
Fi

و
⊕
i∈Z

Fi با که باشد
∏
i∈Z

Fi از

R = {(ai) ∈
∏
i∈Z

Fi | هستند ثابت تقریباً ها ai }

از σ آن�گاه مͬ�شود، تعریف σ ((ai)) = (ai+١) ضابطه�ی با که باشد R از خودریختͬ ͷی σ اگر
در .ai = ٠ ،i ̸= ١ هر برای و a١ = ١ که e١ = (a١) ∈ R کنیم فرض حال نیست. متناهͬ مرتبه�ی

.e١Re١ ̸= ٠ اما است، e١xR[x;σ]e١x = ٠ صورت این

مͬ�کنیم. بیان اریب، توانͬ سری�های حلقه�ی برای را (٧.١.٢) ملاحظه�ی حال

f(x) =
m∑
i=٠

aix
i و Rباشد از بروریختͬ ͷی σ و نیم�اول Rیͷحلقه�ی فرضکنیم .١٢.١.٢ ملاحظه

تنها و اگر f(x)R[[x;σ]]g(x) = ٠ صورت این در باشند. R[[x;σ]] در عضو دو g(x) =
n∑

j=٠
bjx

j و

.aiRσi+t(bj) = ٠ ،i, j, t ≥ ٠ هر برای اگر

t ≥ ٠ صحیح عدد هر و r ∈ R هر برای معادل بطور یا .f(x)R[[x;σ]]g(x) = ٠ فرضکنیم برهان.
داریم: بنابراین .f(x)xtrg(x) = ٠

a٠σ
t(rb٠) = ٠ (٠)

a٠σ
t(rb١) + a١σ

t+١(rb٠) = ٠ (١)
...

a٠σ
t(rbn) + a١σ

t+١(rbn−١) + · · ·+ anσ
t+n(rb٠) = ٠ (n)

.a٠σt(rb٠) = ٠ که مͬ�گیریم نتیجه ،(٠) رابطه�ی از
داریم: صورت این در مͬ�کنیم. جایͽزین ،s ∈ R که ،rb٠s با را r ،(١) رابطه�ی در حال

.٠ = a٠σt(rb٠sb١) + a١σ
١+t(rb٠sb٠) = a١σ

١+t(rb٠sb٠)

a١Rσ
١+t(b٠) = که مͬ�گیریم نتیجه است، Rنیم�اول که آنجایͬ از .a١Rσ

١+t(b٠)Rσ١+t(b٠) = ٠ پس
.a٠σt(rb١) = ٠ ،r ∈ R هر برای ،(١) رابطه�ی از پس .a١σ

١+t(rb٠) = ٠ ،r ∈ R هر برای لذا و ،٠
را r ،(n) رابطه�ی در .aiRσi+t(rbj) = ٠ ،٠ ≤ i + j ≤ n − ١ و t ≥ ٠ هر برای کنیم فرض حال
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با .anσn+t(rb٠) = ٠ بنابراین و anσn+t(rb٠sb٠) = ٠ صورت این در مͬ�کنیم. جایͽزین rb٠s با
داشت: خواهیم را زیر رابطه�ی روش همین

a٠σt(rb٠) + a١σ
١+t(rbn−١) + · · ·+ an−١σ

n−١+t(rb١) = ٠ (n′)

R چون صورت این در مͬ�کنیم. جایͽزین است، s ∈ R که ،rb١s با را r ،(n′)رابطه�ی در حال
. an−١σ

n−١+t(rb١) = ٠ لذا است، نیم�اول
.aiσi+t(rbj) = ٠ ،٠ ≤ i + j ≤ n و t ≥ ٠ هر برای که کرد ثابت مͬ�توان روند این ادامه�ی با

.aiσi+t(rbj) = ٠ ،t, i, j ≥ ٠ هر برای نتیجه در



٣ فصل

اریب �آرمنداریز σ حلقه�های



٢١ اریب σ-آرمنداریز حلقه .١.٣

اریب �آرمنداریزσ حلقه ١.٣

حلقه�های معرفͬ به فصل این در باشد. R حلقه�ی از درونریختͬ ͷی σ و حلقه ͷی R کنیم فرض
و مͬ�پردازیم هستند آرمنداریز حلقه�های و -صلب σ حلقه�های از توسیعͬ که اریب σ-آرمنداریز
حلقه�های و بئر حلقه�های بین روابط مطالعه�ی به بعلاوه مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را آن�ها خواص

مͬ�پردازیم. p.p

مͬ�نامیم اریب١ �آرمنداریزσ را R باشد. R حلقه�ی از درونریختͬ ͷی σ فرضکنیم تعریف١.١.٣.
چندجمله�ای حلقه�ی از عضو دو q = b٠ + b١x+ · · ·+ bnx

n و p = a٠ + a١x+ · · ·+ amx
m هرگاه

اریب های
.aiσi (bj) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m هر گاه،برای آن ،pq = ٠ و باشند R [x;σ]

اریب -آرمنداریز IR حلقه�ی ͷی اگر وتنها اگر است آرمنداریز حلقه�ی ͷی R که است بدیهͬ
است.) R حلقه�ی روی همانͬ درونریختͬ IR ) باشد.

است. اریب IR-آرمنداریز آن�گاه باشد، یافته تقلیل حلقه�ی ͷی R اگر
نیست. یافته) IR-صلب(تقلیل که دارد وجود اریبͬ IR-آرمنداریز حلقه�ی اما

عدد ͷی n و n٢ پیمانه�ی به صحیح اعداد حلقه�ی Zn٢ که ،R = Zn٢ کنیم فرض .٢.١.٣ مثال
یافته تقلیل اما است جابجایͬ آرمنداریز حلقه�ی ͷی Rصورت این در است. (n ≥ مثبت(٢ صحیح

نیست. IR-صلب اما است اریب IR-آرمنداریز ،R پس نیست.

است. اریب σ-آرمنداریز اریب، σ-آرمنداریز حلقه�ی از حلقه زیر هر که مͬ�کنیم نشان خاطر

و p = a٠ + a١x+ · · ·+ amx
m و باشد σ-صلب حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .٣.١.٣ قضیه

اگر pq = ٠ صورت این در باشند. R [x;σ, δ] حلقه�ی از عضو دو q = b٠ + b١x+ · · ·+ bnx
n

.aibj = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m هر برای اگر وتنها

صورت این در . pq = ٠ کنیم فرض برهان.
(

m∑
i=٠

aix
i

) n∑
j=٠

bjx
j

 =

m+n∑
k=٠

 ∑
i+j=k

aix
ibjx

j


= cm+nx

m+n + cm+n−١x
m+n−١ + · · ·+ c١x+ c٠

= ٠
١σ-skew Armendariz



٢٢ اریب -آرمنداریز σ حلقه�های .٣

برای مͬ�دهیم. ادامه s + t روی استقرا با را برهان . asbt = ٠ ،s + t ≥ ٠ برای مͬ�کنیم ادعا
فرض حال .ambn = ٠ ،(٧.٢.١) لم به بنا و cm+n = amσ

m(bn) = ٠ داریم: s + t = m + n

l = برای ،(٨.٢.١) قضیه به بنا صورت این در باشد. برقرار s + t > k ≥ ٠ برای ما ادعای کنیم
i+j ≥ k+١ هر برای ،(٧.٢.١) لم به بنا .

∑
i+j=l

aix
ibjx

j = ٠ داریم: m+n,m+n−١, · · · , k+١

پس .aiσi١δj١σi٢δj٢ · · ·σitδjt(bj) = ٠ ، i١, · · · , it, j١, · · · , jt نامنفͬ صحیح عدد هر برای و

ck =
∑

i+j=k

aiσ
i(bj) = ٠ (١)

.σsbtas = ٠ پس است، یافته تقلیل R که آنجایͬ از .asσsbt = ٠ و asbt = ٠ ،s+ t > k برای لذا و
داشت: خواهیم کنیم، ضرب ak در راست سمت از را (١) رابطه اگر

.
 ∑

i+j=k

aiσ
i(bj)

 ak = akσ
k(b٠) = ٠

به رابطه(١) پس .akb٠ = ٠ و akσk(b٠) = ٠ است، یافته تقلیل R چون .(akσk(b٠)
)٢

= ٠ لذا
مͬ�شود: تبدیل زیر رابطه

∑
i+j=k

٠≤i≤k−١

aiσ
i(bj) = ٠ (٢)

صورت این در .ak−١σ
k−١(b١)ak−١ = ٠ مͬ�کنیم، ضرب ak−١ در راست سمت از را رابطه(٢) حال

مͬ�توان روند این ادامه با .ak−١b١ = ٠ و ak−١σ
k−١(b١) = ٠ مͬ�گیریم: نتیجه قبل پاراگراف نتایج از

.aibj = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m برای نتیجه در .aibj = ٠ ،i+j = k که ،i, j هر برای داد نشان

ترتیب به Q و Z مͬ�گیریم.( نظر در را R =

{(
a t
٠ a

)
|a ∈ Z, t ∈ Q

}
حلقه�ی .۴.١.٣ مثال

است. جابجایͬ حلقه�ی ͷی R هستند.) گویا اعداد حلقه�ی و صحیح اعداد حلقه�ی نمایانͽر

مͬ�گیریم. نظر در
(
a t
٠ a

)
7−→

(
a

t

٢
٠ a

)
ضابطه�ی با را σ : R −→ R خودریختͬ حال

آن�گاه ،t ̸= ٠ اگر اما ،
(

٠ t
٠ ٠

)
σ

((
٠ t
٠ ٠

))
= ٠ چون نیست: σ-صلب ،R .١

.
(

٠ t
٠ ٠

)
̸= ٠

است: اریب -آرمنداریز σ ،R .٢



٢٣ اریب σ-آرمنداریز حلقه .١.٣

از عضو دو q = B٠ + B١x + · · · + Bnx
n و p = A٠ + A١x + · · · + Amx

m کنیم فرض

نشان .Bj =

(
bj sj
٠ bj

)
و Ai =

(
ai ti
٠ ai

)
مͬ�دهیم: قرار .pq = ٠ و باشند، R [x;σ, ]

.Aiσ
i(Bj) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m هر برای مͬ�دهیم

.A٠ = · · · = Ak−١ = ٠ و ak ̸= ٠ که طوری به باشد داشته وجود k کنیم فرض اول: حالت

.Akσ
k(B٠) = ٠ پس: ،A٠Bk+A١σ(Bk−١)+ · · ·+Ak−١σ

k−١(B١)+Akσ
k(B٠) = ٠ چون

یعنͬ؛

(
ak tk
٠ ak

) b٠

(
١
٢

)k

s٠

٠ b٠

 =

 akb٠ ak

(
١
٢

)k

s٠ + tkb٠

٠ akb٠

 = ٠

از .B٠ = ٠ و s٠ = ٠ نتیجه در .b٠ = ٠ = ak

(
١
٢

)k

s٠ لذا و akb٠ = ٠ بنابراین

مͬ�گیریم: نتیجه A٠Bk+١ + A١σ(Bk) + · · · + Akσ
k(B١) + Ak+١σ

k+١(B٠) = ٠ که این
روند این ادامه�ی با .B١ = ٠ داد نشان مͬ�توان قبل سطر مشابه استدلالͬ با و Akσ

k(B١) = ٠
.B٠ = B١ = · · · = Bn = ٠ مͬ�گیریم: نتیجه

B٠ = · · · = Bk−١ = و Bk ̸= ٠ که طوری به باشد داشته وجود ای k کنیم فرض دوم: حالت
.٠

استدلالͬ با .A٠ = ٠ لذا و A٠Bk = ٠ پس A٠Bk+A١σ(Bk−١)+· · ·+Akσ
k(B٠) = ٠ چون

که مͬ�گیریم نتیجه A٠Bk+١ + A١σ(Bk) + · · ·+ Ak+١σ
k+١(B٠) = ٠ از اول، حالت مشابه

A٠ = A١ = · · · = داد: نشان مͬ�توان نحو همین به .A١ = ٠ همچنین و A١σ(Bk) = ٠
.Am = ٠

و Ai =

(
٠ ti
٠ ٠

)
باشیم: داشته ،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m هر برای اگر سوم: حالت

آن�گاه: ،Bj =

(
٠ sj
٠ ٠

)

.Aiσ
i(Bj) =

(
٠ ti
٠ ٠

) ٠
(

١
٢

)i

sj

٠ ٠

 = ٠

است. اریب σ-آرمنداریز حلقه�ی R که مͬ�گیریم نتیجه سوم و اول،دوم حالت طبق پس

-σ R بطوریͺه دارد وجود R آرمنداریز حلقه�ی از σ درونریختͬ که مͬ�دهد نشان بعد مثال
نیست. اریب آرمنداریز

R چون است.) ٢ پیمانه�ی به صحیح اعداد حلقه�ی Z٢ ) R = Z٢
⊕

Z٢ کنیم فرض .۵.١.٣ مثال
ضابطه�ی با σ : R −→ R درونریختͬ حال است. آرمنداریز پس است جابجایͬ یافته تقلیل حلقه�ی



٢۴ اریب -آرمنداریز σ حلقه�های .٣

R[x;σ] در q = (٠,١)+(١,٠)x و p = (١,٠)+(١,٠)x اگر مͬ�گیریم. نظر در را σ ((a, b)) = (b, a)

اریب σ-آرمنداریز R بنابراین .(١,٠)σ ((٠,١)) ̸= ٠ اما ،pq = ٠ صورت این در بͽیریم نظر در را
نیست. یافته تقلیل R[x;σ] لذا نیست.

یافته تقلیل R[x;σ] صورت این در باشد. R حلقه�ی از درونریختͬ ͷی σ کنیم فرض .۶.١.٣ قضیه
باشد. σ-صلب ،R اگر وتنها اگر است

کنیم فرض است. σ-صلب R آن�گاه باشد، یافته تقلیل R[x;σ] اگر دهیم نشان است کافͬ برهان.
داشته وجود ٠ ̸= r ∈ R کنیم فرض است. ͷی به ͷی σ مͬ�دهیم نشان باشد. یافته تقلیل R[x;σ]
ͷی که ،R[x;σ] در rx = ٠ پس (rx)٢ = (rx)(rx) = rσ(r)x٢ = ٠ بنابراین .σ(r) = ٠ که باشد

است. σ-صلب R ،(٨.٢.١) قضیه به بنا پس است. تͺریختͬ σ پس است. تناقض

،R آن�گاه باشد، σ-صلب R اگر باشد. R حلقه�ی از درونریختͬ ͷی σ کنیم فرض .٧.١.٣ نتیجه
است. اریب σ-آرمنداریز

نیست. برقرار قبل نتیجه�ی عͺس که مͬ�دهد نشان زیر مثال

σ (f (x)) = f ضابطه�ی(٠) با یͷدرونریختͬ σ : R −→ R و ،R = Z٢ [x] فرضکنیم .٨.١.٣ مثال
صورت: این در باشد.

است. اریب σ-آرمنداریز R .١

نیست. σ-صلب R .٢

p = f٠ + f١y+ · · ·+ fmy
m کنیم فرض بͽیریم. نظر در را R[y;σ] = Z٢[x][y;σ] حل:(١).حلقه�ی

.pq = ٠ و باشند R[y;σ] در عضو دو q = g٠ + g١y + · · ·+ gny
n و

،٠ ≤ s ≤ m و fs ̸= ٠ که طوری به باشد داشته وجود ای s کنیم فرض
و fsσs(g٠) = ٠ پس f٠gs+f١σ(gs−١)+ · · ·+fsσs(g٠) = ٠ چون .f٠ = ٠ = · · · = fs−١ = ٠
f٠gs+١+f١σ(gs)+· · ·+fsσs(g١)+fs+١σ

s+١(g٠) = ٠ چون و ،g(٠)٠ = ٠ بنابراین fsg(٠)٠ = ٠ لذا
داد نشان مͬ�توان نحو همین به .g(٠)١ = ٠ نتیجه در fsσs(g١) = fsg(٠)١ = ٠ پس

.fiσi(gj) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m هر برای (٠)g٠.بنابراین = g(٠)١ = · · · = gn(٠) = ٠
است. اریب σ-آرمنداریز حلقه�ی ͷی R بنابراین

و نیست یافته تقلیل R[y;σ] پس .xy ̸= ٠ اما ،(xy)٢ = xσ(x)y٢ = x٫ ٠.y٢ = ٠ چون .(٢)
نیست. σ-صلب لذا



٢۵ اریب σ-آرمنداریز حلقه .١.٣

با σ : R[x] −→ R[x] نͽاشت آن�گاه، باشد، R حلقه�ی از درونریختͬ σ اگر که داریم توجه

است. σ از توسیعͬ که است، R[x] از درونریختͬ ͷی σ
(

m∑
i=٠

aix
i

)
=

m∑
i=٠

σ(ai)x
i ضابطه�ی

صحیح عدد ͷی t )، σt = IR و باشد R حلقه�ی از درونریختͬ ͷی σ کنیم فرض .٩.١.٣ قضیه
اریب σ-آرمنداریز ،R[x] اگر وتنها اگر است اریب σ-آرمنداریز R صورت این در است.) مثبت

باشد.

و p(y) = f٠ + f١y + · · ·+ fmy
m و باشد اریب σ-آرمنداریز R حلقه�ی کنیم فرض برهان.

هر برای .p(y)q(y) = ٠ که باشند R[x][y;σ] در عضو دو q(y) = g٠ + g١y + · · · + gny
n

gj = bj٠+bj١x+· · ·+bvjxvj و fi = ai٠+ai١x+· · ·+awix
wi مͬ�دهیم قرار ،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m

در طوری را k عدد ، ٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m هر برای حال .ai٠ , · · · , awi , bj٠ , · · · , bvj ∈ R که
در f چندجمله�ای ͷی درجه�ی نمایانͽر deg(f) ) ، k > max {deg(fi), deg(gi)} که مͬ�گیریم نظر

کنیم فرض مͬ�گیریم.) درنظر صفر را ثابت چندجمله�ای درجه�ی و است R[x]
R[x] در عضو دو q(xtk) = g٠ + g١x

tk + · · ·+ gnx
ntk و p(xtk) = f٠ + f١x

tk + · · ·+ fmx
mtk

باشند.
(q(xtk)) p(xtk) ضرایب مجموعه با ها) gi ها( fi ضرایب مجموعه�ی اجتماع صورت این در

است. برابر
مͬ�شود جابجا R[x] های چندجمله�ای حلقه�ی در R عناصر با x و p(y)q(y) = ٠ که آنجایͬ از
برای پس است، اریب -آرمنداریز σ ،R حلقه�ی چون .p(xtk)q(xtk) = ٠ رو این از ، σtk = IR و
لذا ٠ = aliσ

li+itk(bsj ) = aliσ
li(bsj ) ،٠ ≤ sj ≤ vj و ٠ ≤ li ≤ wi و ٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m هر

است. اریب σ-آرمنداریز حلقه�ی ͷی R[x] لذا و fiσi(gj) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m هر برای
از زیرحلقه�ای R که آنجایͬ از باشد. اریب σ-آرمنداریز حلقه�ی ͷی R[x] کنیم فرض بعͺس:

است. اریب σ-آرمنداریز ، R پس است، R[x] حلقه�ی

درونریختͬ باشد. Ri از درونریختͬ σi ،i ∈ I هر برای و حلقه ͷی Ri کنیم فرض
مͬ�توان سادگͬ به مͬ�گیریم. نظر در را σ ((ai)) = (σi (ai)) ضابطه�ی با σ :

∏
i∈I

Ri −→
∏
i∈I

Ri

باشد. اریب σi-آرمنداریز ،Ri هر اگر وتنها اگر است اریب σ-آرمنداریز ،
∏
i∈I

Ri که داد نشان

ͷی σ(a+ I) = σ(a) + I ضابطه�ی با σ :
R

I
−→ R

I
آن�گاه ،σ(I) ⊆ I اگر ،R از I ایده�آل برای

است. درونریختͬ
σ-آرمنداریز لزوماً اریب σ-آرمنداریز حلقه�ی ͷی همریخت تصویر که مͬ�دهد نشان بعدی مثال

نیست. اریب



٢۶ اریب -آرمنداریز σ حلقه�های .٣

باشد. ۴ پیمانه�ی به صحیح اعداد حلقه�ی ،Z۴ و صحیح اعداد حلقه�ی Z فرضکنیم .١٠.١.٣ مثال

ضابطه�ی با را σ : R −→ R درونریختͬ و R =

{(
a b
٠ a

)
|a ∈ Z, b ∈ Z۴

}
حلقه�ی

است. اریب σ-آرمنداریز ،R صورت این در مͬ�گیریم. نظر در
(
a b
٠ a

)
7−→

(
a −b
٠ a

)
R

I
∼=
{(

a b
٠ a

)
|a, b ∈ Z۴

}
قسمتͬ خارج حلقه�ی Rو از I =

{(
a ٠
٠ a

)
|a ∈ ۴Z

}
)ایده�آل

٢ ١
٠ ٢

)
σ

((
٢ ٠
٠ ٢

))
̸= اما ،

((
٢ ٠
٠ ٢

)
+

(
٢ ١
٠ ٢

)
x

)٢
= ٠ چون مͬ�گیریم. نظر در را

نیست. -آرمنداریز σ ،R
I
حلقه�ی پس ٠

صورت این در .σ(١) = ١ و باشد R یͺدار حلقه�ی از تͺریختͬ ͷی σ کنیم فرض .١١.١.٣ قضیه

باشد. σ-صلب ،R اگر تنها و اگر است اریب -آرمنداریز σ حلقه�ی ͷی R[x]⟨
x٢⟩ قسمتͬ خارج حلقه�ی

است.) x٢ توسط شده تولید ایده�آل ⟨x٢⟩ )
نتیجه در .σ(r)r = ٠ و باشد اریب -آرمنداریز σ حلقه�ی ͷی R[x]⟨

x٢⟩ کنیم فرض برهان.

(σ(r)− xy) (r + xy) = σ(r)r + (σ(r)x− xσ(r)) y − σ(١)x٢y٢ = ٠

و σ(r)x = xσ(r) ،(R[x]⟨
x٢⟩)[y;σ] حلقه�ی در چون است). R[x]⟨

x٢⟩ حلقه�ی در x+
⟨
x٢⟩ نمایانͽر x )

نتیجه در .r = ٠ پس است ͷی به ͷی σ چون .σ(r)x = ٠ لذا است. اریب -آرمنداریز σ ،R[x]⟨
x٢⟩

است. -صلب σ ،R
کنیم فرض است. یافته تقلیل R[x;σ] پس باشد، σ-صلب ،R کنیم فرض بعͺس:
حلقه�ی در عضو دو q = g٠ + g١y + · · ·+ gny

n و p = f٠ + f١y + · · ·+ fmy
m

،ai٠ , ai١ , bj٠ , bj١ ∈ R ،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m هر برای که pq = ٠ که باشند (R[x]⟨
x٢⟩)[y;σ]

ax = xa ،a ∈ R هر برای و σ(١) = ١ و xy = yx چون .gj = bj٠ + bj١x و fi = ai٠ + ai١x

و k٠ =
n∑
j٠

bj٠y
j و h١ =

m∑
i=٠

ai١y
i و h٠ =

m∑
i=٠

ai٠y
i که q = k٠ + k١x و p = h٠ + h١x بنابراین

پس ،x٢ = ٠ و pq = ٠ چون .k١ =

n∑
j٠

bj١y
j

٠ = pq = h٠k٠ + (h٠k١ + h١k٠)x+ h١k١x
٢ = h٠k٠ + (h٠k١ + h١k٠)x٠

تقلیل ( ∼= R[x;σ] ) R[y;σ] که آنجایͬ از .R[y;σ] در h٠k١ + h١k٠ = ٠ و h٠k٠ = ٠ بنابراین
همچنین و k٠h١ = ٠ بنابراین .٠ = k٠(h٠k١ + h١k٠)h١ = (k٠h١)

٢ و k٠h٠ = ٠ پس است یافته
و ٠ ≤ i ≤ m هر برای بنابراین است. اریب -آرمنداریز σ ،R ،(٧.١.٣) نتیجه�ی طبق .h١k٠ = ٠
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،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m هر برای همچنین .a١i
σi(b٠j ) = ٠ و a٠iσ

i(b١j
) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n

است. اریب σ-آرمنداریز ،(R[x]⟨
x٢⟩) حلقه�ی بنابراین fiσi(gi) = ٠

حلقه�ی از -صلب σ ایده�آلͬ I و باشد R حلقه�ی از درونریختͬ ͷی σ کنیم فرض .١٢.١.٣ قضیه
است. اریب -آرمنداریز σ حلقه�ی ͷی R

I
صورت این در .σ(I) ⊆ I که باشد R

σ(I) ⊆ I که آنجایͬ از ،a٢ ∈ I اگر حقیقت در است. R از نیم�اول کاملا́ ایده�آل ͷی I برهان.
لذا است، σ-صلب ایده�آل ͷی ،I که آنجایͬ از و aσ(a)σ(aσ(a)) = aσ(a٢)σ٢(a) ∈ I پس است
،R
I
،(٣.١.٣) قضیه و لم(١٠.٢.١) طبق و است -صلب σ ،R

I
پس .a ∈ I نتیجه در و aσ(a) ∈ I

است. اریب σ-آرمنداریز

است. اساسͬ شرط ،I ایده�آل بودن σ-صلب شرط که مͬ�دهد نشان بعد مثال

نیست. -صلب σ ، R از I =

{(
a ٠
٠ a

)
|a ∈ ۴Z

}
ایده�آل ،(١٠.١.٣) مثال در .١٣.١.٣ مثال

.
(

٢ ٠
٠ ٢

)
/∈ I اما ،

(
٢ ٠
٠ ٢

)
σ

((
٢ ٠
٠ ٢

))
∈ I زیرا

-آرمنداریز σ ،R صورت این در باشد. R دامنه�ی از درونریختͬ ͷی σ کنیم فرض .١۴.١.٣ قضیه
است. اریب

.pq = ٠ که باشند R[x;σ] حلقه�ی از عضو دو q =

n∑
j=٠

bjx
j و p =

m∑
i=٠

aix
i کنیم فرض برهان.

m < s اگر .a٠ = · · · = as−١ = ٠ و as ̸= ٠ که باشد داشته وجود ٠ ≤ s ≤ m کنیم فرض
و asσs(b٠) = ٠ بنابراین . a٠bs + a١σ(bs−١) + · · · + asσ

s(b٠) = ٠ پس .as = ٠ آن�گاه، باشد،
asσ

s(b١) = ٠ پس ،a٠bs+١ + a١σ(bs) + · · ·+ asσ
s(b١) + as+١σ

s+١(b٠) = ٠ چون .σs(b٠) = ٠
داد نشان مͬ�توان روند این ادامه�ی با .σs(b١) = ٠ لذا σs+١(b٠) = σ(σs(b٠)) = ٠ که آنجایͬ از و
.aiσi(bj) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m هر برای بنابراین .σs(b٠) = σs(b١) = · · · = σs(bn) = ٠
حلقه�ی ͷی R لذا .σi(bj) = ٠ ،s ≤ i ≤ m هر برای و ،ai = ٠ ،٠ ≤ i ≤ s − ١ برای چون

است. اریب σ-آرمنداریز

صورت این در باشد. آن از درونریختͬ ͷی σ و R حلقه�ی از نیم�اول کاملا́ ایده�آلͬ P فرضکنیم
است. اریب -آرمنداریز σ حلقه�ی ͷی R

P
،(١٢.١.٣) قضیه�ی طبق
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ͷی P (R) که بطوری دارد وجود آن از σ خودریختͬ و R آبلͬ حلقه�ی مͬ�دهد نشان بعد مثال
σ و اریب -آرمنداریز σ ترتیب به P (R) و R

P (R)
حلقه�های و است نیم�اول کاملا́ و σ-صلب ایده�آل

نیست. اریب -آرمنداریز σ حلقه�ی ͷی R اما هستند. اریب -آرمنداریز

حلقه�ی باشد. صحیح اعداد مجموعه�ی Z کنیم فرض .١۵.١.٣ مثال

R =

{(
a c
٠ b

)
| a− b ≡ c ≡ ٠(mod٢) , a, b, c ∈ Z

}

در مͬ�گیریم. نظر در
(
a b
٠ c

)
7−→

(
a −b
٠ c

)
باضابطه�ی را σ : R −→ R درونریختͬ و

-آرمنداریز σ و است نیم�اول کاملا́ ایده�آلͬ P (R) =
{(

٠ c
٠ ٠

)
| c ≡ ٠ (mod٢)

}
صورت این
است. اریب

که این از . R

P (R)
∼=
{(

a ٠
٠ b

)
| a− b ≡ ٠ (mod٢), a, b ∈ Z

}
بوضوح حل:

(
a ٠
٠ b

)٢
=

(
a ٠
٠ b

)(
a ٠
٠ b

)
=

(
a٢ ٠
٠ b٢

)
=

(
٠ ٠
٠ ٠

)
R

P (R)
پس .b = ٠ و a = ٠ پس a, b ∈ Z که آنجایͬ از و b٢ = ٠ و a٢ = ٠ که مͬ�شود نتیجه

خودتوان�های تنها چون است. نیم�اول کاملا́ ایده�آل ͷی P (R) بنابراین است. یافته تقلیل حلقه�ی ͷی

است. آبلͬ R پس هستند،
(

١ ٠
٠ ١

)
و
(

٠ ٠
٠ ٠

)
،R حلقه�ی

ͷی P (R) پس ،A ∈ P (R) آن�گاه، ،Aσ(A) ∈ P (R) اگر و σ(P (R)) = P (R) که آنجایͬ از
R

P (R)
از همانͬ درونریختͬ ، σ و است یافته تقلیل حلقه�ی R

P (R)
چون است. σ-صلب ایده�آل

است. اریب -آرمنداریز σ ، R

P (R)
پس است،

عضو دو q =

(
٠ ٢
٠ −٢

)
+

(
٠ ٢
٠ ٠

)
x و p =

(
٢ ٢
٠ ٠

)
+

(
٠ ٢
٠ ٠

)
x کنیم فرض

σ ،R بنابراین ،
(

٠ ٢
٠ ٠

)
σ

((
٠ ٢
٠ −٢

))
̸= ٠ اما ،pq = ٠ چون و باشند R[x;σ] حلقه�ی از

نیست. اریب -آرمنداریز

که دارد وجود نیست.)، همانͬ σ ) آن از σ خودریختͬ و R حلقه�ی که مͬ�دهد نشان بعدی مثال
هستند، اریب σ-آرمنداریز و اریب σ-آرمنداریز ترتیب به I و R

I
حلقه�های ،I ناصفر ایده�آل هر برای

نیست. اریب σ-آرمنداریز حلقه�ی ͷی R اما

را R از σ درونریختͬ و R =

(
F F
٠ F

)
حلقه�ی باشد. میدان ͷی F کنیم فرض .١۶.١.٣ مثال

مͬ�گیریم. نظر در
(
a b
٠ c

)
7−→

(
a −b
٠ c

)
ضابطه�ی با
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R[x;σ] در عضو دو q =

(
٠ ٠
٠ −١

)
+

(
٠ ١
٠ ١

)
x و p =

(
١ ٠
٠ ٠

)
+

(
١ ١
٠ ٠

)
x اگر

نیست. اریب -آرمنداریز σ R پس ،
(

١ ١
٠ ٠

)
σ

((
٠ ٠
٠ −١

))
̸= ٠ اما ، pq = ٠ آن�گاه )باشند،

٠ F
٠ ٠

)
و
(

٠ F
٠ F

)
و
(
F F
٠ ٠

)
،R ناصفر سره�ی های ایده�آل که مͬ�کنیم نشان خاطر

هستند.
،R
I
حلقه�ی قضیه(١٢.١.٣)، به بنا است دامنه R

I
چون و R

I
∼= F آن�گاه ، I =

(
F F
٠ ٠

)
اگر

است. اریب -آرمنداریز σ
است. اریب -آرمنداریز σ ،I مͬ�دهیم نشان حال

I[x;σ] در عضو دو q = B٠ +B١x+ · · ·+Bnx
n و p = A٠ +A١x+ · · ·+Amx

m کنیم فرض
٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m هر برای که باشند

این در .B٠ ̸= ٠ و A٠ ̸= ٠ کنیم فرض .pq = ٠ و ، Bj =

(
cj dj
٠ ٠

)
و Ai =

(
ai bi
٠ ٠

)
پس است. تناقض ͷی که d٠ = ٠ و c٠ = ٠ آن�گاه، a٠ ̸= ٠ اگر که a٠c٠ = ٠ = a٠d٠ صورت
است. pq در x ضریب A١σ(B٠) = ٠ بنابراین .A٠Bj = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n هر برای بنابراین .a٠ = ٠
هر برای پس است. تناقض ͷی که d٠ = ٠ و c٠ = ٠ آن�گاه، a١ ̸= ٠ اگر .a١c٠ = ٠ = a١d٠ پس

است. A١σ(Bj) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n

.Aiσ
i(Bj) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m هر برای که داد نشان مͬ�توان روند این ادامه�ی با

است. اریب σ-آرمنداریز حلقه�ی ͷی I بنابراین
اریب -آرمنداریز σ نیز R

J
بنابراین .R

J
∼= F صورت این در J =

(
٠ F
٠ F

)
کنیم فرض حال

کنیم فرض است. اریب -آرمنداریز σ حلقه�ی ͷی J مͬ�دهیم نشان حال است.
J [x;σ] حلقه�ی در عضو دو q = B٠ + B١x + · · · + Bnx

n و p = A٠ + A١x + · · · + Amx
m

.pq = ٠ و Bj =

(
٠ cj
٠ dj

)
و Ai =

(
٠ ai
٠ bi

)
،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m هر برای که باشند

a٠ = ٠ آن�گاه، d٠ ̸= ٠ اگر .a٠d٠ = ٠ = b٠d٠ صورت این در .B٠ ̸= ٠ و A٠ ̸= ٠ کنیم فرض
.d٠ = ٠ پس است. تناقض ͷی که b٠ = ٠ و

در x ضریب A٠B١ = ٠ پس .AiB٠ = ٠ = Aiσ
i(B٠) ،٠ ≤ i ≤ m هر برای بنابراین

تناقض ͷی که b٠ = ٠ و a٠ = ٠ آن�گاه، d١ ̸= ٠ اگر و a٠d١ = ٠ = b٠d١ پس است. pq
هر برای داد نشان مͬ�توان روند این ادامه�ی با .Aiσ

i(B١) = ٠ ،٠ ≤ i ≤ m برای بنابراین است.
کنیم فرض حال است. اریب -آرمنداریز σ ،J پس .Aiσ

i(Bj) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m

است یافته تقلیل حلقه�ی ͷی R
K

=

{(
a ٠
٠ c

)
+K|a, c ∈ F

}
صورت این در K =

(
٠ F
٠ ٠

)
است. اریب -آرمنداریز σ حلقه�ی R

K
بنابراین مͬ�باشد. R

K
حلقه�ی از همانͬ درونریختͬ ͷی σ و

است. اریب -آرمنداریز σ حلقه�ی ͷی K که است بررسͬ قابل راحتͬ به بعلاوه
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مͬ�دهیم: قرار . n ≥ ٢ و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض

.UTn(R) =




a a١٢ a١٣ · · · a١n
٠ a a٢٣ · · · a٢n
٠ ٠ a · · · a٣n
... ... ... . . .
٠ ٠ ٠ · · · a

 | a, aij ∈ R


نیست. اریب -آرمنداریز σ حلقه�ی ͷی UT٢(Z٣) مͬ�دهد نشان بعدی مثال

.R =M٢(Z٣) و باشد ٣ پیمانه به صحیح اعداد حلقه�ی Z٣ کنیم فرض .١٧.١.٣ مثال

اگر مͬ�گیریم. نظر در را
(
a b
c d

)
7−→

(
a −b
−c d

)
ضابطه�ی با σ : R −→ R درونریختͬ

اما ،pq = ٠ آن�گاه ،q =

(
٠ ٠
٠ −١

)
+

(
٠ ١
٠ ١

)
x و p =

(
١ ٠
٠ ٠

)
+

(
١ ١
٠ ٠

)
x

مثال این همچنین نیست. اریب -آرمنداریز σ ،R بنابراین .
(

١ ١
٠ ٠

)
σ

((
٠ ٠
٠ −١

))
̸= ٠

بالا های ماتریس q و pضرایب زیرا نیست. اریب -آرمنداریز σ ،UT٢(Z٣) حلقه�ی که مͬ�دهد نشان
هستند. مثلثͬ

ضابطه�ی با σ : T (R,R) −→ T (R,R) آن�گاه باشد، R حلقه�ی از درونریختͬ ͷی σ اگر
است. درونریختͬ ͷی (a, b) 7−→ (σ(a), σ(b))

حلقه�ی ،T (R,R) لزوماً باشد، اریب -آرمنداریز σ حلقه�ی ͷی R اگر که مͬ�دهد نشان بعد مثال
نیست. اریب -آرمنداریز σ

است. اریب -آرمنداریز IR حلقه�ی ͷی Rصورت این در . R = Z۴ (١).فرضکنیم .١٨.١.٣ مثال
(٢,١)IR ((٢,٠)) = اما ،((٢,٠) + (٢,١)x)٢ = ٠ چون نیست. اریب -آرمنداریز IR ،T (R,R) اما

.(٠,٢) ̸= ٠
- σحلقه�ی ͷی R =

{(
a t
٠ a

)
| a ∈ Z , t ∈ Q

}
حلقه�ی (۴.١.٣) مثال طبق .(٢)

تعریف
(
a t
٠ a

)
7−→

(
a

t

٢
٠ a

)
ضابطه�ی با R روی σ درونریختͬ که است اریب آرمنداریز

مͬ�شود.
عناصر .S =

{(
A B
٠ A

)
|A,B ∈ R

}
کنیم فرض

p =



 ٠ ١
٢

٠ ٠

 (
٠ ٠
٠ ٠

)
(

٠ ٠
٠ ٠

)  ٠ ١
٢

٠ ٠



+



 ٠ ١
٢

٠ ٠

 (
−١ ٠

٠ −١

)
(

٠ ٠
٠ ٠

)  ٠ ١
٢

٠ ٠



x
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و

q =


(

٠ ١
٠ ٠

) (
٠ ٠
٠ ٠

)
(

٠ ٠
٠ ٠

) (
٠ ١
٠ ٠

)
+


(

٠ ١
٠ ٠

) (
١ ٠
٠ ١

)
(

٠ ٠
٠ ٠

) (
٠ ١
٠ ٠

)
x

اما ،pq = ٠ بوضوح مͬ�گیریم. نظر در را S[x;σ] از

 ٠ ١
٢

٠ ٠

 (
−١ ٠

٠ −١

)
(

٠ ٠
٠ ٠

)  ٠ ١
٢

٠ ٠



σ



(

٠ ١
٠ ٠

) (
٠ ٠
٠ ٠

)
(

٠ ٠
٠ ٠

) (
٠ ١
٠ ٠

)

 ̸= ٠

نیست. اریب -آرمنداریز σ ،S بنابراین
σ (f(x)) = f(٠) ضابطه�ی با را R حلقه�ی از σ درونریختͬ . R = Z٢[x] کنیم فرض .(٣)

چون مͬ�کنیم. تعریف

((٠,١) + (x, x)y)٢ = (٠,١)(٠,١)

+ ((٠,١)(x, x) + (x, x)σ ((٠,١))) y + (x, x)σ ((x, x)) y٢ = (٠,٠)

نیست. اریب -آرمنداریز σ ،T (R,R) پس ،(x, x)σ ((٠,١)) = (٠, x) ̸= ٠ اما

-صلب σ حلقه�ی ͷی R اگر باشد. R حلقه�ی از درونریختͬ ͷی σ کنیم فرض .١٩.١.٣ قضیه
است. اریب -آرمنداریز σ ،T (R,R) آن�گاه است)، یافته تقلیل R[x;σ] دیͽر، (بعبارت باشد

باشند T (R,R)[x;σ] حلقه�ی از عضو دو q =
n∑

j=٠
(cj , dj)x

j و p =
m∑
i=٠

(ai, bi)x
i فرضکنیم برهان.

و p١ =

m∑
i=٠

bix
i و p٠ =

m∑
i=٠

aix
i که ،q = (q٠, q١) و p = (p٠, p١) کرد فرض مͬ�توان .pq = ٠ که

نتیجه در .q١ =

n∑
j=٠

djx
j و q٠ =

n∑
j=٠

cjx
j

pq = (p٠q٠, p٠q١ + p١q٠) = (٠,٠)

پس است، یافته تقلیل R[x;σ] چون .p٠q١ + p١q٠ = ٠ و p٠q٠ = ٠ ،R[x;σ] حلقه�ی در بنابراین
برای قبل پاراگراف نتایج طبق و است اریب -آرمنداریز σ ،R که آنجایͬ از .p١q٠ = ٠ و p٠q١ = ٠
(ai, bi)σ

i ((cj , dj)) = (٠,٠) بنابراین . biσi(cj) = ٠ و aiσi(dj) = ٠ و aiσi(cj) = ٠ ای، i, j هر
است. اریب -آرمنداریز σ ،T (R,R)[x;σ] نتیجه در و



٣٢ اریب -آرمنداریز σ حلقه�های .٣

اما است، اریب -آرمنداریز σ حلقه�ی ͷی T (R,R) ،R -صلب σ حلقه�ی برای .٢٠.١.٣ ملاحظه
نیست. -صلب σ لزوماً

صورت این در باشد. R حلقه�ی از همانͬ درونریختͬ IR و میدان ͷی R کنیم فرض مثال، برای
نیست. -صلب IR اما است، اریب IR-آرمنداریز حلقه�ی ͷی T (R,R) لذا و است -صلب IR ،R

.(٠,١) ̸= (٠,٠) اما (٠,١)IR ((٠,١)) = (٠,٠) چون

T (R,R) تنها نه که طوری به دارد وجود آن از σ خودریختͬ و R حلقه�ی مͬ�دهد نشان بعد مثال
نیست. اریب -آرمنداریز σ نیز R بلͺه نیست، اریب σ-آرمنداریز حلقه�ی ͷی

با را σ : R −→ R خودریختͬ و R = Z٢
⊕

Z٢ یافته�ی تقلیل و جابجایͬ حلقه�ی .٢١.١.٣ مثال
-آرمنداریز σ حلقه�ی ͷی R ،(۵.١.٣) مثال بنابه مͬ�گیریم. نظر در σ ((a, b)) = (b, a) ضابطه�ی

کنیم فرض نیست. اریب

و p =
(

(١,٠) (٠,٠)
(٠,٠) (١,٠)

)
+

(
(١,٠) (٠,٠)
(٠,٠) (١,٠)

)
x

q =

(
(٠,١) (٠,٠)
(٠,٠) (٠,١)

)
+

(
(١,٠) (٠,٠)
(٠,٠) (١,٠)

)
x

حلقه�ی ͷی T (R,R) پس ،
(

(١,٠) (٠,٠)
(٠,٠) (١,٠)

)
σ

((
(٠,١) (٠,٠)
(٠,٠) (٠,١)

))
̸= ٠ اما ،pq = ٠ چون

نیست. اریب -آرمنداریز σ

با σ : UT٣(R) −→ UT٣(R) صورت این در باشد. R حلقه�ی از درونریختͬ ͷی σ کنیم فرض
حلقه�ی همان R اگر است. σ از توسیعͬ که است درونریختͬ ͷی σ ((aij)) = (σ(aij)) ضابطه�ی

نیست. اریب -آرمنداریز σ حلقه�ی ͷی UT٣(R) آن�گاه، باشد، (٢١.١.٣) مثال

حلقه�ی صورت این در باشد. Rصلب- σ حلقه�ی از درونریختͬ ͷی σ کنیم فرض .٢٢.١.٣ قضیه

است. اریب -آرمنداریز σ ،UT٣(R) =


 a b c

٠ a d
٠ ٠ a

 | a, b, c, d ∈ R


 a٢ b٢ c٢

٠ a٢ d٢
٠ ٠ a٢

 و
 a١ b١ c١

٠ a١ d١
٠ ٠ a١

 اگر مͬ�کنیم نشان خاطر برهان.

مͬ�شود: تعریف اینͽونه ضرب و جمع آن�گاه باشند. UT٣(R) از عضو دو

(a١, b١, c١, d١) + (a٢, b٢, c٢, d٢) = (a١ + a٢, b١ + b٢, c١ + c٢, d١ + d٢)

(a١, b١, c١, d١) (a٢, b٢, c٢, d٢) = (a١a٢, a١b٢ + b١a٢, a١c٢ + b١d٢ + c١a٢, a١d٢ + d١a٢)



٣٣ اریب σ-آرمنداریز حلقه .١.٣

R[x;σ] در ها pi که کرد بیان (p٠, p١, p٢, p٣) صورت به مͬ�توان را p ∈ UT٣(R)[x;σ] هر بنابراین
که باشند UT٣(R)[x;σ] از عضو دو q = (q٠, q١, q٢, q٣) و p = (p٠, p١, p٢, p٣) کنیم فرض هستند.

نتیجه در .pq = ٠

pq = (p٠q٠, p٠q١ + p١q٠, p٠q٢ + p١q٣ + p٢q٠, p٠q٣ + p٣q٠) = ٠

داریم: را زیر روابط پس

p٠q٠ = ٠ (١)

p٠q١ + p١q٠ = ٠ (٢)

p٠q٢ + p١q٣ + p٢q٠ = ٠ (٣)

p٠q٣ + p٣q٠ = ٠ (۴)

نتیجه ،(١) رابطه�ی از پس است یافته تقلیل R[x;σ] حلقه�ی قضیه(٨.٢.١)، طبق که آنجایͬ از
داشت: خواهیم �کنیم، ضرب p٠ در راست سمت از را ،(٢) رابطه�ی اگر .q٠p٠ = ٠ مͬ�گیریم
و p٠q١ = ٠ و p٠q١p٠ = ٠ پس است، یافته تقلیل R[x;σ] که آنجایͬ از و p٠q١p٠ + p١q٠p٠ = ٠

.p١q٠ = ٠ لذا
p٠q٣ = ٠ لذا و p٠q٣p٠ +p٣q٠p٠ = ٠ پس مͬ�کنیم. ضرب p٠ در راست از را ،(۴) رابطه�ی حال

داریم: مͬ�کنیم. ضرب p٠ در راست سمت از را ،(٣) رابطه�ی .p٣q٠ = ٠ و
مͬ�شود: تبدیل زیر رابطه�ی به (٣) رابطه�ی و p٠q٢ = ٠ بنابراین .p٠q٢p٠+p١q٣p٠+p٢q٠p٠ = ٠

p١q٣ + p٢q٠ = ٠ (۵)

.p٢q٠ = ٠ لذا و p١q٣ = ٠ پس مͬ�کنیم. ضرب p١ در راست سمت از را ،(۵) رابطه�ی حال

p٠ = که q =

m∑
j=٠

 aj bj cj
٠ aj dj
٠ ٠ aj

xj و p =

m∑
i=٠

 ai bi ci
٠ ai di
٠ ٠ ai

xi کنیم فرض حال

q١ =

n∑
j=٠

b′jx
j و q٠ =

n∑
j=٠

a′jx
j و p٣ =

m∑
i=٠

dix
i و p٢ =

m∑
i=٠

cix
i و p١ =

m∑
i=٠

bix
i و

m∑
i=٠

aix
i

حلقه�ی ͷی R اینͺه و قبل پاراگراف نتایج از صورت این در .q٣ =

n∑
j=٠

d′jx
j و q٢ =

n∑
j=٠

c′jx
j و

و aiσ
i(b′j) = ٠ و aiσ

i(a′j) = ٠ ،i, j هر برای که مͬ�گیریم نتیجه است، اریب -آرمنداریز σ

و .diσi(a′j) = ٠ و aiσi(d′j) = ٠ و ciσi(a′j) = ٠ و biσi(d′j) = ٠ و aiσi(c′j) = ٠ و biσi(a′j) = ٠
،i, j هر برای نتیجه در



٣۴ اریب -آرمنداریز σ حلقه�های .٣

.
 ai bi ci

٠ ai di
٠ ٠ ai

σi

 a′j b′j c′j
٠ a′j d′j
٠ ٠ a′j

 = ٠

است. اریب -آرمنداریز σ حلقه�ی ͷی UT٣(R) بنابراین

و باشد R σ-صلب حلقه�ی از درونریختͬ ͷی σ کنیم فرض .٢٣.١.٣ مثال

.UT۴(R) =




a a١٢ a١٣ a١۴
٠ a a٢٣ a٢۴
٠ ٠ a a٣۴
٠ ٠ ٠ a

 | a, aij ∈ R


p ∈ UT۴(R)[x;σ] حلقه�ی از عضو دو q = e٣۴+(e٢۴+e٣۴)x و p = e١٢+(e١٢−e١٣)x فرضکنیم

هستند.) UT۴(R) در واحد ماتریس�های ها eij ) باشد.
-آرمنداریز σ حلقه�ی ͷی UT۴(R) بنابراین .(e١٢ +e١٣)σ(e٣۴) ̸= ٠ اما ،pq = ٠ صورت این در

نیست. اریب
اریب -آرمنداریز σ حلقه�ی ͷی UTn(R) ،n ≥ ۵ هر برای که داد نشان مͬ�توان نحو همین به

نیست.

آن ناتهͬ مجموعه زیر هر راست(چپ) پوچساز هرگاه مͬ�نامیم بئر٢ را R حلقه�ی .٢۴.١.٣ تعریف
شود. تولید خودتوان ͷی توسط راست(چپ) ایده�آل ͷی عنوان به

عضو هر راست(چپ) پوچساز هرگاه مͬ�نامیم، (چپ) راست٣ p.p را R حلقه�ی تعریف١.٣.٢۵.
حلقه�ی را آن�گاه،آن باشد، راست p.p هم و چپ p.p هم حلقه ͷی اگر شود. تولید خودتوان ͷی با R

مͬ�نامیم. ۴ p.p

است. p.p حلقه�ی بئر، حلقه�ی هر که است واضح

e = e٠ + e١x+ · · ·+ enx
n اگر باشد. اریب -آرمنداریز σ حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .٢۶.١.٣ لم

. e = e٠ آن�گاه باشد، R[x;σ] حلقه�ی در خودتوانͬ

نتیجه: در . e(١ − e) = ٠ = (١ − e)eپس است. خودتوان e که آنجایͬ از برهان.

(e٠ + e١x+ · · ·+ enx
n) ((١ − e٠)− e١x− · · · − enx

n) = ٠

و
٢Baer ring
٣right p.p ring
۴p.p ring



٣۵ اریب σ-آرمنداریز حلقه .١.٣

.((١ − e٠)− e١x− · · · − enx
n) (e٠ + e١x+ · · ·+ enx

n) = ٠

e٠ei = ٠ ،١ ≤ i ≤ n هر برای و e١)٠− e٠) = ٠ لذا است، اریب -آرمنداریز σ حلقه�ی ͷی R چون
.e = e٠ = e٢

٠ بنابراین و ei = ٠ ،١ ≤ i ≤ n برای بنابراین .(١ − e٠)ei = ٠

آبلͬ R[x;σ] صورت این در باشد. اریب -آرمنداریز σ حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .٢٧.١.٣ قضیه
.σ(e) = e ،R از e خودتوان هر برای اگر تنها و اگر است

لذا و است مرکزی e صورت این در .e٢ = e ∈ R[x;σ] و باشد آبلͬ R[x;σ] کنیم فرض برهان.
.σ(e) = e بنابراین .ex = xe = σ(e)x

است. آبلͬ R مͬ�کنیم ثابت ابتدا .σ(e) = e ،R حلقه�ی از e خودتوان هر برای کنید فرض بعͺس:
s, t ∈ R که فرضکنیم .efR∩(١−f)(١−e)σ(R) = ٠ ،R در f و eهای خودتوان برای مͬ�کنیم ادعا
.٠ ̸= ef(−t) = (١−f)(١−e)σ(s) ∈ efR∩ (١−f)(١−e)σ(R) که: طوری به باشند داشته وجود

پس ، σ(١ − e) = ١ − e و σ(f) = f چون

((١ − f)x+ e) (ftx+ (١ − e)s) =

.(١ − f)σ(ft)x٢ + (eft+ (١ − f)σ((١ − e))s)x+ e(١ − e)s = ٠

صورت این در .fe = ٠ کنیم فرض است. تناقض ͷی که ،eft ̸= ٠ اما

.ef = (١ − f)(١ − e)(−f) = (١ − f)(١ − e)− σ(f) ∈ efR ∩ (١ − f)(١ − e)σ(R) = ٠

است R در خودتوان ͷی g = e + er(١ − e) ،r ∈ R هر و e ∈ R خودتوان هر برای بنابراین
به .er = ere دیͽر بعبارت .er(١ − e) = ٠ لذا و g(١ − e) = ٠ بنابراین .(١ − e)g = ٠ که
پس .he = ٠ بنابراین .eh = ٠ پس است. R در خودتوان ͷی h = (١ − e) + (١ − e)re روشنͬ

است. آبلͬ R پس (. re = ere دیͽر (بعبارت .(١ − e)re = ٠
پس باشد. R[x;σ] حلقه�ی در خودتوانͬ e کنیم فرض است. آبلͬ R[x;σ] مͬ�دهیم نشان حال
p = a٠xk+a١x

k+١+· · ·+amxk+m ∈ R[x;σ] هر برای است. R در خودتوانͬ e لم(١.٣.٢۶)، بنابه
داریم: هستند، نامنفͬ صحیح اعداد k و m که

pe = (a٠xk + a١x
k+١ + · · ·+ amx

k+m)e =

.a٠σk(e)xk+a١σ
k+١(e)xk+١+· · ·+amσk+m(e)xk+m = e(a٠xk+a١x

k+١+· · ·+amxk+m) = ep

است. آبلͬ R[x;σ] پس . σ(e) = e و است آبلͬ R چون



٣۶ اریب -آرمنداریز σ حلقه�های .٣

،σ(e) = e ،R از e خودتوان هر برای و R حلقه�ی از خودریختͬ ͷی σ کنیم فرض .٢٨.١.٣ قضیه
R[x;σ] اگر، وتنها اگر است بئر R صورت این در باشد. اریب -آرمنداریز σ حلقه�ی ͷی R و باشد

باشد. بئر

تمام مجموعه�ی باشد. R[x;σ] از ناتهͬ زیرمجموعه�ای A و بئر R حلقه�ی کنیم فرض برهان.
خودتوان پس ، A∗ ̸= ∅ و است بئر R چون مͬ�دهیم. نشان A∗ با را R در A عناصر ضرایب
مͬ�گیریم نتیجه ،e ∈ rR[x;σ](A) که این از .rR(A∗) = eR که طوری به دارد وجود e ∈ R

پوچ�ساز از ناصفر عنصری g = b٠ + b١x + · · · + btx
t کنیم فرض حال .eR[x;σ] ⊆ rR[x;σ](A)

است، اریب σ-آرمنداریز ،R که این از .f = a٠xk + a١x
k+١ + · · · + asx

k+s ∈ A و باشد A
خودریختͬ σ چون و دارد قرار A∗ پوچ�ساز در σk(b٠), σk+١(b١), · · · , σk+s(bt) مͬ�گیریم نتیجه
دارند.در قرار A∗ پوچ�ساز در نیز bt, · · · , b١, b٠ رو این از ،σ(e) = e ،(٢٧.١.٣) قضیه بنابه و است
g = ec٠ + ec١x + · · · + ectx

t = که دارند وجود قسمͬ به R از ct, · · · , c١, c٠ عناصر نتیجه
است. بئر R[x;σ] لذا و eR[x;σ] = rR[x;σ](A) بنابراین: .e(c٠ + c١x+ · · ·+ ctx

t) ∈ eR[x;σ]

خودتوان لم(١.٣.٢۶)، بنابه باشد. R از ناتهͬ زیرمجموعه�ای B و بئر R[x;σ] کنیم فرض حال
: نتیجه در .rR[x;σ](B) = eR[x;σ] که طوری به دارد وجود e ∈ R

است. بئر R لذا و rR(B) = rR[x;σ](B) ∩R = eR[x;σ] ∩R = eR

،e ∈ R خودتوان هر برای و باشد R حلقه�ی از خودریختͬ ͷی σ کنیم فرض .٢٩.١.٣ قضیه
تنها و اگر است p.p حلقه�ی ͷی R آن�گاه باشد، اریب σ-آرمنداریز حلقه�ی ͷی R اگر .σ(e) = e

باشد. p.p حلقه�ی ͷی R[x;σ] اگر

.p = a٠ + a١x+ · · ·+ amx
m ∈ R[x;σ] کنیم فرض باشد. p.p حلقه�ی ͷی R کنیم فرض برهان.

کنیم فرض .rR(ai) = eiR ،i = ٠,١, · · · ,m برای که طوری به دارند وجود ei ∈ R های خودتوان
.eR =

∩m
i=٠ rR(ai) و e٢ = e ∈ Rپس است، Rآبلͬ ،(٢٧.١.٣) قضیه به بنا چون .e = e٠e١ · · · em

و pe = a٠ + a١σ(e)x + · · · + amσ
m(e)xm = a٠e + a١ex + · · · + amex

m = ٠ که آنجایͬ از
چون . q = b٠ + b١x+ · · ·+ bnx

n ∈ rR[x;σ](p) کنیم فرض .eR[x;σ] ⊆ rR[x;σ](p) پس ،σ(e) = e

و aiσi(bj) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m هر برای نتیجه در است، اریب -آرمنداریز σ R و pq = ٠
،bj ∈ eiR ،j = ٠,١, · · · , n هر برای و ٠ ≤ i ≤ m هر برای نتیجه در .σi(bj) ∈ rR(ai) = eiR لذا
در .bj ∈ eR =

∩m
i=٠ rR(ai) ،٠ ≤ j ≤ n هر برای لذا ، σ(ei) = ei و خودریختͬ σ که آنجایͬ از

است. p.p حلقه�ی ͷی R[x;σ] پس .eR[x;σ] = rR[x;σ](p) بنابراین .q ∈ eR[x;σ] نتیجه
(٢۶.١.٣)،خودتوان لم به بنا .a ∈ R و باشد p.p حلقه�ی ͷی R[x;σ] کنیم فرض بعͺس:
p.p حلقه�ی ͷی R لذا و ،rR(a) = eR بنابراین .rR[x;σ](a) = eR[x;σ] بطوریͺه دارد وجود e ∈ R
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است.



۴ فصل
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اریب �آرمنداریز σ شبه حلقه�ی ١.۴

حلقه به را خاصیت این و مͬ�پردازیم اریب -آرمنداریز σ شبه حلقه�های بررسͬ به فصل این در
مͬ�دهیم. انتقال ͷکلاسی کسرهای حلقه�ی و ها چندجمله�ای حلقه ها، ماتریس

آرمنداریز، شبه� حلقه�های و اریب -آرمنداریز σ حلقه�های تعریف و نتیجه�ی(٧.١.٢)، برپایه�ی
مͬ�کنیم: بیان را زیر تعریف

�آرمنداریز σ ٰ شبه را R حلقه�ی باشد. R حلقه�ی از درونریختͬ ͷی σ کنیم فرض .١.١.۴ تعریف

و باشند R[x;σ] حلقه�ی از عضو دو g(x) =
n∑

j=٠
bjx

j و f(x) =
∑
i=٠

maix
i هرگاه مͬ�نامیم اریب١

.aiRσi(bj) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m هر برای آن�گاه، ،f(x)R[x;σ]g(x) = ٠

.f(x)R[x;σ]g(x) = ٠ و باشد اریب σ-آرمنداریز شبه حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .٢.١.۴ ملاحظه
.aiRσi+t(bj) = ٠ لذا ،f(x)xtR[x;σ]g(x) = ٠ ،t ≥ ٠ هر برای صورت این در

آن�گاه باشد، آن از درونریختͬ ͷی σ و یافته تقلیل حلقه�ی ͷی R اگر ملاحظه�ی(٧.١.٢)، طبق
است. اریب -آرمنداریز σ شبه R حلقه�ی

نیستند. اریب -آرمنداریز σ لزوماً یافته تقلیل حلقه�های قسمت(١)، (٣.١.۴) مثال به توجه با اما
آن�گاه باشد، R اریب σ-آرمنداریز حلقه�ی از بروریختͬ ͷی σ اگر مͬ�کنیم خاطرنشان همچنین

است. اریب σ-آرمنداریز شبه R

طبق هستند. اریب -آرمنداریز σ شبه ،σ بروریختͬ با نیم�اول نتیجه�ی(۴.١.٢)،حلقه�های طبق
شبه R صورت این در نیست، پوشا که باشد، R نیم�اول حلقه�ی از تͺریختͬ σ اگر ،(۶.١.٢) مثال

نیست. اریب σ-آرمنداریز

با σ : R −→ R خودریختͬ .R = F
⊕
F و باشد میدان ͷی F کنیم فرض .١ .٣.١.۴ مثال

σـ ،R (۵.١.٣) مثال به بنا صورت این در مͬ�کنیم. تعریف را (a, b) 7−→ (b, a) ضابطه�ی
نیست. اریب آرمنداریز

σ-آرمنداریز شبه همواره ،σ درونریختͬ هر با یافته تقلیل حلقه�های ،(٧.١.٢) ملاحظه به بنا
هستند. اریب

.R =

{(
a t
٠ a

)
| a ∈ Z, t ∈ Q

}
کنیم فرض باشد. گویا اعداد مجموعه�ی Q کنیم فرض .٢

ضابطه�ی با σ : R −→ R

١σ-skew quasi-Armendariz ring
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-آرمنداریز σ ،R (۴.١.٣) مثال به بنا . مͬ�گیریم. نظر در را
(
a t
٠ a

)
7−→

(
a

t

٢
٠ a

)
(این نیست. یافته) نیم�اول(تقلیل اما است اریب -آرمنداریز σ شبه R همچنین است. اریب

( .
(

٠ ١
٠ ٠

)
̸= ٠ اما ،

((
٠ ١
٠ ٠

))٢
= ٠ و است جابجایͬ حلقه

ضابطه�ی با σ :Mn(R) −→Mn(R) آن�گاه باشد، R حلقه�ی از درونریختͬ ͷی σ اگر
است. σ از توسیعͬ که است، Mn(R) از درونریختͬ ͷی (aij) 7−→ (σ(aij))

σ شبه R حلقه�ی صورت این در باشد. R حلقه�ی از درونریختͬ ͷی σ کنیم فرض .۴.١.۴ قضیه
باشد. اریب -آرمنداریز σ شبه Mn(R) ،n ≥ ٢ هر برای اگر وتنها اگر است اریب -آرمنداریز

مͬ�شود. اثبات روش همین به هم کلͬ حالت کنیم، بررسͬ را n = ٢ حالت است کافͬ برهان.
آن�گاه ،f, g ∈ Mn(R)[x;σ] اگر بنابراین .Mn(R)[x;σ] ∼= Mn (R[x;σ]) که مͬ�کنیم نشان خاطر

گرفت: نظر در چنین را g و f مͬ�توان

و f(x) =
p∑

i=٠

(
ai١١ ai١٢
ai٢١ ai٢٢

)
xi =

(
f١١ f١٢
f٢١ f٢٢

)
g(x) =

q∑
j=٠

(
bj١١ bj١٢
bj٢١ bj٢٢

)
xj =

(
g١١ g١٢
g٢١ g٢٢

)

کنیم فرض . guv =

q∑
j=٠

bjuvx
j و fst =

p∑
i=٠

aistx
i که

(
f١١ f١٢
f٢١ f٢٢

)
M٢(R)[x;σ]

(
g١١ g١٢
g٢١ g٢٢

)
= ٠

wij ≥ ٠ صحیح عدد هر و rij ∈ R هر برای صورت این در

(
f١١ f١٢
f٢١ f٢٢

)(
r١١x

w١١ r١٢x
w١٢

r٢١x
w٢١ r٢٢x

w٢٢

)(
g١١ g١٢
g٢١ g٢٢

)
= ٠ (١.۴)

هر برای آن�گاه بͽیریم، نظر در صفر را ها rij ، j ̸= u و i ̸= t برای (١.۴) رابطه�ی در اگر
،١ ≤ s, t, u, v ≤ ٢ هر برای نتیجه در .fstrtuxwtuguv = ٠ داشت: خواهیم u ≤ ٢ و t ≥ ١

.fstR[x;σ]guv = ٠
،aistRσi(bjuv) = ٠ ،٠ ≤ j ≤ q و ٠ ≤ i ≤ p هر برای پس است، اریب σ-آرمنداریز شبه R چون

چون و
داریم: ٠ ≤ t ≤ p و ٠ ≤ s ≤ p هر برای پس σi

((
bj١١ bj١٢
bj٢١ bj٢٢

))
=

(
σi(bj١١) σi(bj١٢)
σi(bj٢١) σi(bj٢٢)

)
(
ai١١ ai١٢
ai٢١ ai٢٢

)
M٢(R)σ

i

((
bj١١ bj١٢
bj٢١ bj٢٢

))
= ٠
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است. اریب σ-آرمنداریز شبه M٢(R) بنابراین
مͬ�شود. اثبات قطری ماتریس�های از استفاده با راحتͬ به نیز قضیه این عͺس

است. پایا موریتا خاصیت ͷی آرمنداریز، شبه خاصیت

eRe ، e ∈ R ناصفر خودتوان هر برای آن�گاه باشد، آرمنداریز شبه حلقه�ی ͷی R اگر .۵.١.۴ قضیه
است. آرمنداریز شبه حلقه�ی ͷی

که باشند eRe[x] حلقه�ی در عضو دو g(x) =
n∑

j=٠
bjx

j و f(x) =
m∑
i=٠

aix
i کنیم فرض برهان.

شبه حلقه�ی ͷی R چون و eg(x) = g(x) و f(x)e = f(x) که آنجایͬ از .f(x)eRe[x]g(x) = ٠
که آنجایͬ از همچنین .aiRbj = ٠ ،i, j هر برای پس .f(x)R[x]g(x) = ٠ پس است، آرمنداریز
شبه حلقه�ی ͷی eRe پس aieRebj = ٠ i, j هر برای لذا .ebj = bj و aie = ai ،i, j هر برای

است. آرمنداریز

آرمنداریز شبه R حلقه�ی اگر باشد. Mn(R) حلقه�ی از زیرحلقه ͷی S کنیم فرض .۶.١.۴ قضیه
است. آرمنداریز شبه S حلقه�ی آنͽاه ،eiiSejj ⊆ S ،i, j = ١,٢, · · · , n هر برای و باشد

ضابطه�ی با ϕ :Mn(R) −→Mn(R[x]) نͽاشت برهان.

s∑
k=١


ak١١ ak١٢ · · · ak١n
ak٢١ ak٢٢ · · · ak٢n... ... . . . ...
akn١ akn٢ · · · aknn

xk 7−→



s∑
k=١

ak١١xk

s∑
k=١

ak١٢xk · · ·
s∑

k=١
ak١nxk

s∑
k=١

ak٢١xk

s∑
k=١

ak٢٢xk · · ·
s∑

k=١
ak٢nxk

... ... . . . ...
s∑

k=١
akn١xk

s∑
k=١

akn٢xk · · ·
s∑

k=١
aknnxk


دو Y = B١x١ + · · ·+Bmxm و X = A١x١ + · · ·+Asxs کنیم فرض است. ها حلقه از یͺریختͬ

مͬ�دهیم: قرار .XS[x]Y = ٠ و باشند S[x] از عضو

Bj =


bj١١ bj١٢ · · · bj١n
bj٢١ bj٢٢ · · · bj٢n... ... . . . ...
bjn١ bjn٢ · · · bjnn

 و Ai =


ai١١ ai١٢ · · · ai١n
ai٢١ ai٢٢ · · · ai٢n... ... . . . ...
ain١ ain٢ · · · ainn


بنابراین: .XeppceqqY = ٠ آن�گاه، ،eppceqq ∈ S اگر ،c ∈ R هر برای
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

٠ · · ·
k∑

i=١
ai١pcxi ٠ · · ·

٠ · · ·
k∑

i=١
ai٢pcxi ٠ · · ·

... ... ... ...

٠ · · ·
k∑

i=١
ai(n−١)pcxi ٠ · · ·

٠ · · ·
k∑

i=١
ainpcxi ٠ · · ·



×



٠ ٠ · · · ٠ ٠
... ... · · ·

... ...
m∑
j=١

bjq١xj

m∑
j=١

bjq٢xj · · ·
m∑
j=١

bjq(n−١)xj

m∑
j=١

bjqnxj

٠ ٠ · · · ٠ ٠
... ... ... ... ...


= ٠

آن�گاه: ،c ∈ R و s, p, q, t ≥ ١ اگر نتیجه در

نتیجه است، R از ایده�آلͬ {c ∈ R | eppceqq ∈ S} که این از .
(

k∑
i=١

aispxi

)
c

 m∑
j=١

bjqtxj

 = ٠

آرمنداریز شبه R چون و
(

k∑
i=١

aispxi

)
R[x]

 m∑
j=١

bjqtxj

 = ٠ ،s, p, q, t ≥ ١ هر برای مͬ�گیریم

ها eppceqq از متناهͬ مجموعͬ S از عنصر هر چون .aispcbjqt = ٠ ،i, j هر برای رو این از است،
است. آرمنداریز شبه S بنابراین . AiSBj = ٠ ،i, j هر برای لذا است،

نͽاشت صورت این در .σ(e) = e بطوریͺه ،R حلقه�ی از درونریختͬ ͷی σ کنیم فرض
(٣.١.۴) مثال طبق است. درونریختͬ ͷی σ(ere) = eσ(r)e ضابطه�ی با σ : eRe −→ eRe

را ها خودتوان برخͬ که دارد وجود σ درونریختͬ با اریب σ-آرمنداریز شبه حلقه�ی قسمت(١)،
نمͬ�دارد. نͽه� ثابت

.σ(e) = e که باشد R از خودتوانͬ e و R حلقه�ی از درونریختͬ ͷی σ کنیم فرض .٧.١.۴ قضیه
است. اریب σ-آرمنداریز شبه eRe آن�گاه باشد، اریب -آرمنداریز σ شبه R اگر

نمود. ثابت را آن ۵.١.۴ مͬ�توان قضیه برهان مشابه استدلالͬ با برهان.
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σ-آرمنداریز شبه R صورت این باشد. R حلقه�ی از درونریختͬ ͷی σ کنیم فرض .٨.١.۴ قضیه
باشد. اریب σ-آرمنداریز شبه UMn(R) ،n ≥ ٢ برای اگر تنها و اگر است اریب

نمود. ثابت را آن مͬ�توان ۶.١.۴ قضیه برهان به مشابه استدلالͬ با برهان.

و باشد حلقه� ͷی R کنیم فرض

،Rw =

M ∈ UMw(R) | M =
w∑
i=١

aeii +
∑

١≤i<j≤w

aijeij


هستند. UMn(R) در واحد ماتریس�های نمایانͽر ها est که

R٣ و R٢ آن�گاه باشد. R حلقه�ی از صلب درونریختͬ ͷی σ اگر ،(٢٢.١.٣) قضیه به بنا
حلقه�ی ͷی Rw ،w ≥ ۴ هر برای ،(٢٣.١.٣) مثال به بنا اما هستند. اریب σ-آرمنداریز حلقه�های

نیست. اریب σ-آرمنداریز

هر برای صورت این در باشد. R از بروریختͬ ͷی σ و نیم�اول R حلقه�ی کنیم فرض .٩.١.۴ قضیه
است. اریب σ-آرمنداریز شبه حلقه�ی ͷی Rw ،w ≥ ٢ صحیح عدد

عدد هر برای .S = R[x;σ] کنیم فرض .fRw[x;σ]g = ٠ و f, g ∈ Rw[x;σ] کنیم فرض برهان.
بیان زیر صورت به مͬ�توان را g و f صورت این در .Rw[x;σ] ∼= R[x;σ]w = Sw ،w ≥ ٢ صحیح

کرد:

f =

n∑
u=٠

Aux
u =

w∑
i=١

f١١eii +
∑

١≤i<j≤w

fijeij

و

g =

m∑
v=٠

Bvx
v =

w∑
s=١

g١١ess +
∑

١≤s<t≤w

gstest

روی استقرا با .fij , gst ∈ Sw = R[x;σ] و هستند Rw در عضو دو Bv = (bvst) و Au = (auij) که
.fijSgst = ٠ ،١ ≤ i, j, s, t ≤ w هر برای دهیم نشان مͬ�خواهیم ،w

.fS٢g = ٠ که بطوری g =

(
g١١ g١٢

٠ g١١

)
و f =

(
f١١ f١٢

٠ f١١

)
کنیم فرض

هر برای صورت این در
،
(
h١١ h١٢

٠ h١١

)
∈ S٢(

f١١ f١٢
٠ f١١

)(
h١١ h١٢

٠ h١١

)(
g١١ g١٢

٠ g١١

)
=

(
f١١h١١ f١١h١٢ + f١٢h١١

٠ f١١h١١

)(
g١١ g١٢

٠ g١١

)
=

(
f١١h١١g١١ f١١h١١g١٢ + f١١h١٢g١١ + f١٢h١١g١١

٠ f١١h١١g١١

)
= ٠
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داریم: را زیر روابط پس

f١١h١١g١١ = ٠ (١)

f١١h١١g١٢ + f١١h١٢g١١ + f١٢h١١g١١ = ٠ (٢)

صحیح عدد هر و r ∈ R هر برای (٢) رابطه�ی بنابراین و f١١Sg١١ = ٠ ،(١) رابطه�ی به بنا
بنابراین مͬ�شود. تبدیل f١١rx

pg١٢ + f١٢rx
pg١١ = ٠ رابطه�ی به p ≥ ٠

a٠
١١rσ

p(b٠
١٢) + a٠

١٢rσ
p(b٠

١١) = ٠ (٣)

a٠
١١rσ

p(b١
١٢) + a١

١١σ(r)σ
١+p(b٠

١٢) + a٠
١٢rσ

p(b١
١١) + a١

١٢σ(r)σ
١+p(b٠

١١) = ٠ (۴)
...

an١١σ
n(r)σn+p(b١

١٢) + an١٢σ
n(r)σn+p(bm١١) = ٠ (۵)

و ٠ ≤ u ≤ n ،p ≥ ٠ صحیح عدد هر برای ،(٧.١.٢) ملاحظه بنابر پس ،f١١Sg١١ = ٠ چون
داریم: ٠ ≤ v ≤ m

au١١Rσ
u+p(bv١١) = ٠ (۶)

a٠
١٢rσ

p(b٠
١١)sσ

p(b٠
١١) اینصورت= در ضربکنیم، ،sσp(b٠

١١) سمتراستدر از را ،(٣) رابطه�ی اگر
٠

آنجایͬ از و ،(a٠
١٢Rσ

p(b٠
١١)R)(a

٠
١٢Rσ

p(b٠
١١R)) = ٠ پس ،a٠

١٢Rσ
p(b٠

١١)Rσ
p(b٠

١١) = ٠ لذا و
داریم: است، نیم�اول R که

a٠
١٢Rσ

p(b٠
١١) = ٠ (٧)

در راست سمت از را (۴) رابطه�ی حال .a٠
١١Rσ

p(b٠
١٢) = ٠ ،p ≥ ٠ صحیح عدد هر برای بنابراین

مͬ�کنیم: ضرب ،sσ١+p(b٠
١١)

a٠
١١rσ

p(b١
١٢)sσ

١+p(b٠
١١) + a١

١١σ(r)σ
١+p(b٠

١٢)sσ
١+p(b٠

١١) + a٠
١٢rσ

p(b١
١١)sσ

١+p(b٠
١١) +

a١
١٢σ(r)σ

١+p(b٠
١١)sσ

١+p(b٠
١١) = ٠

داشت: خواهیم است، دلخواهͬ صحیح عدد p که این و (٧) و (۶) رابطه�های به توجه با
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،p ≥ ٠ صحیح عدد هر برای است، نیم�اول R چون .a١
١٢Rσ

١+p(b٠
١١)sσ

١+p(b٠
١١) = ٠

مͬ�شود: تبدیل زیر رابطه�ی به ،(۴) رابطه�ی نتیجه در .a١
١٢Rσ

١+p(b٠
١١) = ٠

a٠
١١rσ

p(b١
١٢) + a١

١١σ(r)σ
١+p(b٠

١٢) + a٠
١٢rσ

p(b١
١١) = ٠ (۴′)

مͬ�کنیم: جایͽزین ،rσp(b١
١١)s با را r ،(۴′) رابطه�ی در حال

a٠
١١rσ

p(b١
١١)sσ

p(b١
١٢) + a١

١١σ(rσ
p(b١

١١)s)σ
١+p(b٠

١٢) + a٠
١٢rσ

p(b١
١١)sσ(b

١
١١) = ٠

با .a٠
١٢Rσ

p(b١
١١) = ٠ ،p ≥ ٠ صحیح عدد هر برای لذا و a٠

١٢rσ
p(b١

١١)sσ
p(b١

١١) = ٠ نتیجه در
بنابراین .a٠

١١Rσ
p(b١

١٢) = ٠ و a١
١١Rσ

١+p(b٠
١٢) = ٠ داشت خواهیم (۴′) رابطه�ی از روند این ادامه�ی

داشت: خواهیم ٠ ≤ v ≤ m و ٠ ≤ u ≤ n ،p ≥ ٠ صحیح عدد هر برای

au١١Rσ
u+p(bv١٢) = ٠ , au١٢Rσ

u+p(bv١١) = ٠ (٨)

ادعای که کنیم فرض f١١Sg١١.حال = ٠ و f١١Sg١٢ = ٠ و f١٢Sg١١ = ٠ داریم: (٨) رابطه�ی از
و باشند Sk در عضو دو g = (gst) و f = (fij) کنیم فرض باشد. درست w = k − ١ برای ما

نشاند: زیر ضابطه�ی با Sk در را Sk−١ مͬ�توان .fSkg = ٠
k−١∑
i=٠

σeii +
∑

١≤i<j≤k−١
σijeij 7−→

k∑
i=٠

σeii +
∑

١≤i<j≤k

σijeij

، استقرا با .fSk−١g = ٠ داریم fSkg = ٠ که آنجایͬ از پس . σik = ٠ ، ١ < i ≤ k هر برای که
داریم: ١ ≤ i, j, s, t ≤ k − ١ هر برای

fijSgst = ٠ (٩)

مͬ�گیریم: نظر در را ام (k − ١, k) مولفه�ی .f(hij)g = ٠ ،(hkl) ∈ Sk هر برای اینͺه از

f١١h١١g(k−١)k + (f١١h(k−١)k + f(k−١)kh١١)g١١ = ٠

داشت: خواهیم t ≥ ٠ صحیح عدد هر و r ∈ R هر برای پس است، f١١Sg١١ = ٠ چون

f١١h١١g(k−١)k + f١١h(k−١)kg١١ + f(k−١١)kh١١g١١ = ٠

f١١rx
tg(k−١)k + f(k−١١)krx

tg١١ = ٠ (١٠)
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داشت: خواهیم (١٠) رابطه�ی روی (٨) تا (٣) محاسبات تͺرار با

f(k−١)kSg١١ = ٠ , f١١Sg(k−١)k = ٠ (١١)

داریم: است، صفر ام (k − ٢, k) مولفه�ی اینͺه و (١٠) و (٩) رابطه�ی از حال

f١١h١١g(k−٢)k + f(k−٢)(k−١)h١١g(k−١)k + f(k−٢)kh١١g١١ = ٠

f(k−٢)(k−١)Sg(k−١)k = و f١١Sg(k−٢)k = ٠ و f(k−٢)kSg١١ = ٠ داشت: خواهیم محاسباتقبل تͺرار با
،w ≥ ٢ هر برای بنابراین .fijSgst = ٠ داریم: ١ ≤ i, j, s, t ≤ k−١ هر برای روند این ادامه�ی با .٠

است. اریب -آرمنداریز σ شبه Rw

مͬ�گیریم: نظر در زیر صورت به را Rn حلقه������������������ی از Vn(R) حلقه�ی زیر

Vn(R) =

M ∈ Rn | M =
∑

١≤i≤j≤n

aijeij , aij = a(i+١)(j+١)


هر برای صورت این در باشد. R نیم�اول حلقه�ی از بروریختͬ ͷی σ کنیم فرض .١٠.١.۴ قضیه

است. اریب σ-آرمنداریز شبه حلقه�ی ͷی Vn ،n ≥ ٢ صحیح عدد

نمود. ثابت را آن مͬ�توان (٩.١.۴) قضیه برهان مشابه استدلالͬ با برهان.

،Rw لزوماً ،w ≥ ٢ و باشد، اریب σ-آرمنداریز شبه حلقه�ی ͷی R اگر که مͬ�دهد نشان زیر مثال
نیست. اریب σ-آرمنداریز شبه

فرض .R =

{(
a b
٠ a

)
| a, b ∈ S

}
و باشد نیم�اول حلقه�ی ͷی S کنیم فرض .١١.١.۴ مثال

و باشد R٢ =

{(
A B
٠ A

)
| A,B ∈ R

}
کنیم فرض باشد. S حلقه�ی همانͬ نͽاشت Is کنیم

و f(x) =
(
e١٢ ٠

٠ e١٢

)
+

(
e١٢ −(e١١ + e٢٢)

٠ e١٢

)
x

eij که باشند R٢[x; Is] حلقه�ی از عضو دو g(x) =
(
e١٢ ٠

٠ e١٢

)
+

(
e١٢ e١١ + e٢٢

٠ e١٢

)
x

هستند. M٢(S) در واحد ماتریس�های ها
.
(
e١٢ ٠

٠ e١٢

)
R٢

(
e١٢ e١١ + e٢٢

٠ e١٢

)
̸= ٠ اما ،f(x)R٢[x; Is]g(x) = ٠ صورت این در

�آرمنداریز٢ M را R حلقه�ی باشد. تͺوار ͷی M و حلقه� ͷی R کنیم فرض .١٢.١.۴ تعریف
R[M ] حلقه�ی از عضو دو β = b١h١ + · · · + bmhm و α = a١g١ + · · · + angn هرگاه، مͬ�نامیم،

.aibj = ٠ ،i, j هر برای آن�گاه، ،αβ = ٠ و باشند
٢M-Armendariz
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است. -آرمنداریز M حلقه�ای هر آن�گاه، باشد، بدیهͬ تͺوار M اگر

.M = (N ∪{٠} ,+) و باشد مثبت صحیح اعداد مجموعه�ی نمایانͽر N فرضکنیم .١٣.١.۴ مثال
باشد. آرمنداریز اگر، وتنها اگر است M-آرمنداریز حلقه�ی ͷی R حلقه�ی صورت این در

�آرمنداریزMشبه را R حلقه�ی باشد. تͺوار ͷی M و حلقه ͷی R کنیم فرض .١۴.١.۴ تعریف
R[M ] حلقه�ی از عضو دو β = b١h١ + · · · + bmhm و α = a١g١ + · · · + angn هرگاه مͬ�نامیم، ٣

.aiRbj = ٠ ،i, j هر برای آن�گاه، ،αR[M ]β = ٠ و باشند

αR[M ]β = که کنیم فرض هستند. -آرمنداریز M شبه M-آرمنداریز، حلقه�های .١۵.١.۴ ملاحظه
بͽیریم، نظر در β′ = rb١h١ + · · · + rbmhm اگر .αrβ = ٠ ،r ∈ R هر برای صورت این در .٠
لذا و airbj = ٠ ،i, j هر برای است -آرمنداریز M حلقه�ی ͷی R که آنجایͬ از و αβ′ = ٠ داریم:

.aiRbj = ٠

برای صورت این در باشد. یافته تقلیل -آرمنداریز M حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .١۶.١.۴ قضیه
هر

است. -آرمنداریز M شبه حلقه���������ی ͷی UTn(R) ،n ≥ ٢

باضابطه�ی UTn(R)[M ] −→ UTn(R[M ]) نͽاشت برهان.

s∑
k=١


ak ak١٢ · · · ak١n
٠ ak · · · ak٢n... ... . . . ...
٠ ٠ · · · ak

 gk 7−→



s∑
k=١

akgk

s∑
k=١

ak١٢gk · · ·
s∑

k=١
ak١ngk

٠
s∑

k=١
akgk · · ·

s∑
k=١

ak٢ngk

... ... . . . ...
٠ ٠ · · ·

s∑
k=١

akgk



=


α α١٢ · · · α١n
٠ α · · · α٢n
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · α


است. یͺریختͬ ͷی

M-آرمنداریز شبه UT٢(R) که مͬ�دهیم نشان ابتدا مͬ�دهیم. ادامه n روی استقرا با را برهان حال
است.

UT٢(R)[M ] از عضو دو Y = B١h١ + · · · + Bmhm و X = A١g١ + · · · + Asgs کنیم فرض

در .Bj =

(
bj bj١٢
٠ bj

)
و Ai =

(
ai ai١٢
٠ ai

)
: مͬ�دهیم قرار .XUT٢(R)[M ]Y = ٠ و باشند

داریم: A ∈ UT٢(R) هر برای نتیجه
٣M-quasi-Armendariz
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
s∑

i=١
aigi

s∑
i=١

ai١٢gi

٠
s∑

i=١
aigi

A


m∑
j=١

bjhj

m∑
j=١

bj١٢hj

٠
m∑
j=١

bjhj

 =

(
α α١٢
٠ α

)
A

(
β β١٢
٠ β

)
= ٠

ضرب α در چپ از را قبل رابطه�ی اگر .αcβ١٢ + α١٢cβ = ٠ و αcβ = ٠ ،c ∈ R هر برای بنابراین
یافته تقلیل R[M ] چون .ααcβ١٢ + αα١٢cβ = ٠ داریم: c ∈ R هر برای صورت این در کنیم،
.αRβ١٢ = α١٢Rβ = αRβ = ٠ بنابراین .α١٢cβ = ٠ و αcβ١٢ = ٠ ،c ∈ R هر برای پس است،
که آنجایͬ از aiRbj١٢ = ai١٢Rb

j = aiRbj = ٠ داریم: j = ١, · · · ,m و i = ١, · · · , s هر برای پس
.AiUT٢(R)Bj = ٠ ،j = ١, · · · ,m هر و i = ١, · · · , s هر برای نتیجه در است، -آرمنداریز M ،R
از عضو دو Y = B١h١ + · · · + Bmhm و X = A١g١ + · · · + Asgs و n ≥ ٣ کنیم فرض حال

و Ai =


ai١١ ai١٢ · · · ai١n

٠ ai٢٢ · · · ai٢n... ... . . . ...
٠ ٠ · · · ainn

 : مͬ�دهیم قرار .XUTn(R)[M ]Y = ٠ و باشند UTn(R)[M ]

Bj =


bj١١ bj١٢ · · · bj١n

٠ aj٢٢ · · · bj٢n... ... . . . ...
٠ ٠ · · · bjnn


کنیم فرض .bjtt = bjkk و aitt = aikk ،i, j, k, t هر برای که

α =



s∑
i=١

ai١١gi

s∑
i=١

ai١٢gi · · ·
s∑

i=١
ai١ngi

٠
s∑

i=١
ai٢٢gi · · ·

s∑
i=١

ai٢ngi

... ... . . . ...
٠ ٠ · · ·

s∑
i=١

ainngi


=


α١١ α١٢ · · · α١n

٠ α٢٢ · · · α٢n
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · αnn



و

.β =



m∑
j=١

bj١١hj

m∑
j=١

bj١٢hj · · ·
m∑
j=١

bj١nhj

٠
m∑
j=١

aj٢٢hj · · ·
m∑
j=١

bj٢nhj

... ... . . . ...
٠ ٠ · · ·

∑m
j=١ b

j
nnhj


=


β١١ β١٢ · · · β١n

٠ β٢٢ · · · β٢n
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · βnn


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از .αijβjk = ٠ ،k = ١, · · · , n و j = ١, · · · , n و i = ١, · · · , n هر برای که داد خواهیم نشان حال
داریم: ،αUTn(R)β = ٠ که آنجایͬ

α١١ α١٢ · · · α١(n−١)
٠ α٢٢ · · · α٢(n−١)
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · α(n−١)(n−١)

UTn−١(R)


β١١ β١٢ · · · β١(n−١)

٠ β٢٢ · · · β٢(n−١)
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · β(n−١)(n−١)

 = ٠


α٢٢ α٢٣ · · · α٢n

٠ α٣٣ · · · α٣n
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · αnn

UTn−١(R)


β٢٢ β٢٣ · · · β٢n

٠ β٣٣ · · · β٣n
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · βnn)

 = ٠

برای و ، αijβjk = ٠ ،k = ١, · · · , n−١ و j = ١, · · · , n−١ و i = ١, · · · , n−١ هر برای نتیجه در
مͬ�گیریم نتیجه ،αUTn(R)β = ٠ که آنجایͬ از .αijβjn = ٠ ،j = ٢, · · · , n و i = ٢, · · · , n هر

،c ∈ R هر برای

α١١cβ١n + α١٢cβ٢n + · · ·+ α١ncβnn = ٠ (٢.۴)

،α١١ = αjj و است یافته تقلیل R[M ] چون کنیم، ضرب α١١ در چپ از را قبل رابطه�ی اگر
بنابراین . α١١cβ١n = ٠ و α١١α١١cβ١n = ٠ آن�گاه .αiiβin = ٠ ،i = ١, · · · , n هر برای لذا
کنیم، ضرب βnn در راست سمت از بار این را رابطه همان اگر .α١٢β٢n + · · · + α١nβnn = ٠
و α١ncβnnβnn = ٠ داشت: خواهیم است، یافته تقلیل R[M ] و βnn = βjj ،j هر برای چون
α١٢ جایͽزینͬ با . α١٢cβ٢n+ · · ·+α١(n−١)cβ(n−١)n = ٠ ،c ∈ R هر برای بنابراین .α١ncβnn = ٠

داریم: (٢.۴) رابطه�ی در c جای به

α١٢α١٢β٢n + · · ·+ α١(n−١)α١٢β(n−١)n = ٠ (٣.۴)

داریم: ،αUTn(R)β = ٠ چون

α



α١٢ ٠ · · · ٠ ٠ ٠
٠ α١٢ α١٣ · · · α١(n−١) ٠
٠ ٠ α١٢ ٠ · · · ٠
٠ ٠ ٠ α١٢ · · · ٠
... ... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · ٠ α١٢


β =


α١١α١٢β١١ · · · · · · x

٠ α٢٢α١٢β٢٢ · · · · · ·
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · αnnα١٢βnn

 = ٠
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بنابراین . x = α١٣α١٢β٣n + · · ·+ α١(n−١)α١٢β(n−١)n که ،

α١٣α١٢β٣n + · · ·+ α١(n−١)α١٢β(n−١)n = ٠ (۴.۴)

بنابراین .α١٢β٢n = ٠ و α١٢α١٢β٢n = ٠ داریم: (۴.۴) و (٣.۴) رابطه�ی از نتیجه در

α١١ α١٣ α١۴ · · · α١(n−١) α١n
٠ α٢٢ α٢۴ · · · α٢(n−١) α٢n
... ... . . . ... ... ...
٠ ٠ · · · α(n−٣)(n−٣) α(n−٣)(n−١) α(n−٣)n
٠ ٠ · · · ٠ α(n−٢)(n−٢) α(n−٢)n
٠ ٠ ٠ · · · ٠ α(n−١)(n−١)


UTn−١(R)



β٢٢ β٢٣ β٢۴ · · · β٢(n−١) β٢n
٠ β٣٣ β٣۴ · · · β٣(n−١) β٣n
... ... . . . ... ... ...
٠ ٠ · · · β(n−٢)(n−٢) β(n−٢)(n−١) β(n−٢)n
٠ ٠ · · · ٠ β(n−١)(n−١) β(n−١)n
٠ ٠ ٠ · · · ٠ βnn


= ٠

برای است، یافته تقلیل R[M ] که آنجایͬ از .α١٣β٣n = · · · = α١(n−١)β(n−١)n = ٠ پس .
،C ∈ UTn(R) و i, j برای نتیجه در .aipqRbjqt = ٠ ،i, j, p, q, t هر برای پس aijRbjk = ٠ ،i, j, k

است. M-آرمنداریز شبه UTn(R) بنابراین .AiCBj = ٠

ضابطه�ی با σ : R[x] −→ R[x] نͽاشت باشد. R حلقه�ی از درونریختͬ ͷی σ کنیم فرض

توسیعͬ که است، R[x] های چندجمله�ای حلقه از درونریختͬ ͷی σ
(

m∑
i=٠

aix
i

)
=

m∑
i=٠

σ(ai)x
i

است. σ از
درونریختͬ ͷی σ(

n∑
i=k

aix
i) =

n∑
i=k

σ(ai)x
i ضابطه�ی با σ : R[x, x−١] −→ R[x, x−١] نͽاشت

است. σ از توسیعͬ که است، R[x, x−١] از

مثبت صحیح اعداد بعضͬ برای و باشد R حلقه�ی از درونریختͬ ͷی σ کنیم فرض .١٧.١.۴ قضیه
معادلند: زیر گزاره�های صورت این در .σt = IR ،t

است؛ اریب -آرمنداریز σ شبه ،R .١

است؛ اریب σ-آرمنداریز شبه R[x] .٢

است. اریب σ-آرمنداریز شبه R[x, x−١] .٣
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اثبات روش همین به نیز (١) ⇐⇒ (٢) و مͬ�پردازیم (١) ⇐⇒ (٣) اثبات به فقط اینجا در برهان.
مͬ�شود.

و f(y) = f٠(x) + f١(x)y + · · ·+ fm(x)ym کنیم فرض (٣) ⇐= (١)
f(y)R[x, x−١][y;σ]g(y) = و ,R[xباشند x−١][y;σ]حلقه�ی از عضو دو g(y) = g٠(x)+g١(x)y+· · ·+gn(x)yn

.٠
صورت به را k, s مثبت صحیح اعداد حال .gj =

qj∑
v=kj

bvx
v و fi(x) =

pi∑
u=si

aux
u کنیم فرض

k = max{|kj | | j = ٠,١, ..., n} ،s = max{|si| | i = ٠,١, ...,m}

داریم: لذا .g′j(x) = gj(x)x
k و f ′i(x) = fi(x)x

s مͬ�دهیم قرار مͬ�گیریم. نظر در

f ′(y) = xsf(y) = f ′٠(x) + f ′١(x)y + ...+ f ′m(x)ym

و

g′(y) = xkg(y) = g′٠(x) + g′١(x)y + ...+ g′n(x)y
n

فرض .ℓ >
m∑
i=٠

deg(f ′i(x))+
n∑

j=٠
deg(g′j(x)) که طوری به مͬ�گیریم نظر در را ℓ مثبت صحیح عدد

کنیم

f ′(x) = f ′٠(x
t) + f ′١(x

t)xtℓ+١ + ...+ f ′m(xt)xmtℓ+m

و

g′(x) = g′٠(x
t) + g′١(x

t)xtℓ+١ + ...+ g′n(x
t)xntℓ+n

f ′(x)rxwg′(x) = ،w ≥ ٠ صحیح عدد هر برای یعنͬ .f ′(x)R[x;σ]g′(x) = ٠ مͬ�دهیم نشان حال
هر برای یعنͬ f ′(y)R[x;x−١][y;σ]g′(y) = ٠ پس ، f(y)R[x;x−١][y;σ]g(y) = ٠ که آنجایͬ از .٠

بنابراین .f ′(y)rywg′(y) = ٠ ،w ≥ ٠ صحیح عدد

f ′٠(x)rσ
w(g′٠(x)) = ٠

f ′٠(x)rσ
w(g′١(x)) + f ′١(x)σ(r)σ

w+١(g′٠(x)) = ٠
...

f ′m(x)σm(r)σm+w(g′n(x)) = ٠
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نتیجه در .f ′(x)rxwg′(x) = ٠ داریم: w ≥ ٠ صحیح عدد هر برای بالا روابط به توجه با

(as٠x
t(s٠+s) + ...+ ap٠x

t(p٠+s) + ...+ asmx
t(sm+s+mℓ)m

+ ...+ apmx
t(pm+s+mℓ)+m)rxw(bk٠x

t(k٠+k) + ...+ bq٠x
t(q٠+k)

+ ...+ bknx
t(kn+k+nℓ)+n + ...+ bqnx

t(qn+k+nℓ)+n) = ٠

،٠ ≤ j ≤ n هر برای لذا است، همانͬ نͽاشت σt و اریب -آرمنداریز σ شبه R که آنجایͬ از
داریم: .αi ∈ {si, ..., pi} ،βj ∈ {kj , ..., qj} ،٠ ≤ i ≤ m

aαiRσ
i(bβj

) = aαiRσ
t(αi,s+iℓ)+i(bβj

) = ٠

نتیجه در

fi(x)R[x, x
−١]σi(gj(x)) = ٠

(١) ⇐= (٣)
R[y, σ] از عضو دو g(y) = b٠ + b١y+ ...+ bny

n و f(y) = a٠ +a١y+ ...+amy
m کنیم فرض

های چندجمله�ای .f(y)R[y;σ]g(y) = ٠ و باشند

g(y) = b٠ + b١u+ ...+ bnu
n و f(u) = a٠ + a١u+ ...+ amu

m

f(u)R[x, x−١][u;σ]g(u) = ٠ مͬ�دهیم نشان حال مͬ�گیریم. نظر در R[x, x−١][u;σ] حلقه�ی در را
که آنجایͬ از . f(u)rxkusg(u) = ٠ ،s ≥ ٠ هر و k, s ∈ Z هر و r ∈ R هر برای معادل طور به یا

داریم: f(y)rysg(y) = ٠ و f(y)R[y;σ]g(y) = ٠

f(u)rxkusg(u) = (a٠rx
k + a١σ(rx

k)u+ ...+ amσ
m(rxk)um)us(b٠ + b١u+ ...+ bnu

n)

= (a٠rx
k + a١σ(r)x

ku+ ...+ amσ
m(r)xkum)us(b٠ + b١u+ ...+ bnu

n)

= xk(a٠ + a١u+ ...+ amu
m)rus(b٠ + b١u+ ...+ bnu

n) = ٠

پس .aiR[x, x−١]σi(bj) = ٠ ،i, j هر برای لذا است، اریب آرمنداریز σ شبه R[x, x−١] چون
است. اریب σ-آرمنداریز شبه R نتیجه در aiRσi(bj) = ٠

I اگر مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را اریب σ-آرمنداریز شبه حلقه ͷی همریخت تصویر حال
ͷی (a+ I) 7−→ σ(a) + I ضابطه با σ : R/I −→ R/I نͽاشت آنͽاه ،σ(I) ⊆ I و R از ایده�آلͬ

است. R/I قسمتͬ خارج حلقه از درونریختͬ
σ شبه لزوماً اریب -آرمنداریز σ شبه حلقه�ی ͷی همریخت تصویر که مͬ�بینیم زیر مثال در

نیست. اریب -آرمنداریز
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نͽاشت و R =

{(
a b
٠ a

)
| a ∈ Z , b ∈ Z۴

}
اگر ،(١٠.١.٣) مثال به توجه با .١٨.١.۴ مثال

σ حلقه�ی ͷی R آنͽاه باشد،
(
a b
٠ a

)
7−→

(
a −b
٠ a

)
ضابطه با خودریختͬ σ : R −→ R

است. اریب -آرمنداریز σ شبه R پس است جابجایͬ R چون همچنین است. اریب -آرمنداریز
قسمتͬ خارج حلقه و σ(I) = I صورت این در .I =

{(
a ٠
٠ a

)
| a ∈ ۴Z

}
فرضکنیم حال

چون نیست: اریب σ-آرمنداریز شبه R/I ∼= {
(
a b
٠ a

)
| a, b ∈ Z۴}

((
٢ ٠
٠ ٢

)
+

(
٢ ١
٠ ٢

)
x

)
(R/I)[x;σ]

((
٢ ٠
٠ ٢

)
+

(
٢ ١
٠ ٢

)
x

)
= ٠

)اما
٢ ١
٠ ٢

)
(R/I)σ

((
٢ ٠
٠ ٢

))
̸= ٠

و σ(I) = I که طوری به دارد وجود R حلقه�ی از I ناصفر سره ایده�آل مͬ�دهد، نشان زیر مثال
اریب -آرمنداریز σ شبه حلقه، ͷی بعنوان I همچنین است، اریب -آرمنداریز σ شبه R/I حلقه�ی

نیست. اریب -آرمنداریز σ شبه R حلقه�ی اما است،

σ : R −→ R نͽاشت مͬ�گیریم. نظر در را R =

{(
a b
٠ a

)
| a, b ∈ Z۴

}
حلقه .١٩.١.۴ مثال

شبه R ، (١٨.١.۴) مثال به بنا است. R از خودریختͬ ͷی
(
a b
٠ a

)
7−→

(
a −b
٠ a

)
ضابطه با

نیست. اریب -آرمنداریز σ
قسمتͬ خارج حلقه و σ(I) = I صورت این در .I =

{(
٠ b
٠ ٠

)
| b ∈ Z۴

}
کنیم فرض

است. اریب -آرمنداریز σ شبه حلقه ͷی بعنوان I بعلاوه است. اریب آرمنداریز σ شبه R/I ∼= Z۴

R/I که طوری به باشد R از ایده�آلͬ I و R حلقه از درونریختͬ ͷی σ کنیم فرض .٢٠.١.۴ قضیه
σ شبه R آنͽاه باشد، اول نیم حلقه ͷی بعنوان I اگر باشد. اریب -آرمنداریز σ شبه حلقه ͷی

است. اریب -آرمنداریز

کنیم فرض برهان.

g(x) = b٠ + b١x+ ...+ bmx
m و f(x) = a٠ + a١x+ ...+ anx

n

که f(x)(R/I)[x;σ]g(x) = ٠ نتیجه در . f(x)R[x;σ]g(x) = ٠ و باشند R[x;σ] از عضو دو
و a = a+ I

g(x) = b٠ + b١x+ ...+ bmx
m و f(x) = a٠ + a١x+ ...+ anx

n
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مͬ�گیریم نتیجه است، اریب -آرمنداریز σ شبه R/I که آنجایͬ از هستند. (R/I)[x;σ] از عضو دو
،s ≥ ٠ صحیح عدد هر برای همچنین .aiRσi(bj) ⊆ I ،i, j هر برای

aiRσ
i+s(bj) ⊆ I. (۵.۴)

است. بدیهͬ n = ٠ برای مͬ�کنیم. ثابت را حͺم deg f(x) = n روی استقرا از استفاده با حال
،٠ ≤ j ≤ m هر و t ≥ ٠ صحیح عدد هر برای مͬ�دهیم نشان ابتدا ،n ≥ ١ کنیم فرض
.a٠Rσt١(bj) ̸= ٠ ها، t١ برخͬ برای که طوری به دارد وجود ای bj کنیم فرض .a٠Rσt(bj) = ٠
ها t٢ برخͬ برای که طوری به مͬ�گیریم، نظر در {١,٢, ...,m} مجموعه از عدد کوچͺترین را k
چون .a٠Rσt(bj) = ٠ ،t هر برای و j ∈ {٠,١, ..., k − ١} برای بنابراین .a٠Rσt٢(bk) ̸= ٠

داریم: است، اول نیم حلقه ͷی بعنوان I و σt(bj)Ia٠R ⊆ I

(σt(bj)Ia٠R)٢ = σt(bj)I(a٠Rσt(bj))Ia٠R = ٠

همچنین .σt(bj)Ia٠ = ٠ پس .σt(bj)Ia٠R = ٠ بنابراین

(ak−jRσ
t(bj))(Ra٠Rσ

t٢(bk))
٢ = (ak−jRσ

t(bj))(Ra٠Rσ
t٢(bk)R)(a٠Rσ

t٢(bk))

⊆ (ak−jRσ
t(bj))I(a٠Rσ

t٢(bk))

= ak−jR(σ
t(bj)Ia٠)Rσ

t٢(bk) = ٠

با: است برابر f(x)R[x;σ]g(x) = ٠ در xk+t٢ جمله� ضریب r ∈ R هر برای رابطه(۵.۴) به توجه با

٠ = a٠rσ
t٢(bK) + a١σ(r)σ

t١+٢(bk − ١) + ...+ akσ
k(r)σt٢+k(b٠) (۶.۴)

داشت: خواهیم کنیم، ضرب (Ra٠Rσt٢(bk))
٢ در راست سمت از را (۶.۴) رابطه اگر حال

٠ = (a٠rσ
t٢(bK) + a١σ(r)σ

t١+٢(bk − ١) + ...+ akσ
k(r)σt٢+k(b٠))(Ra٠Rσ

t٢(bk))
٢

= a٠rσ
t٢(bK)(Ra٠Rσ

t٢(bk))
٢

اینͺه و (۵.۴) رابطه به توجه با و Ra٠Rσt٢(bk) ⊆ I که آنجایͬ از .(Ra٠Rσt٢(bk))
٢ = ٠ بنابراین

است. تناقض ͷی که a٠Rσt٢(bk) = ٠ داریم: است، اول نیم حلقه ͷی بعنوان I
،f١(x) = a٠+a١x+...+anx

n−١ اگر بنابراین .a٠Rσt(bj) = ٠ ،j ∈ {٠,١, ...,m} هر برای پس
،٠ ≤ j ≤ m ،٠ ≤ i ≤ n − ١ هر برای استقرا، فرض به بنا .f١(x)R[x;σ]g(x) = ٠ آن�گاه

است. اریب -آرمنداریز σ شبه R بنابراین .aiRσi(bj) = ٠
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مͬ�گیریم. نظر در را Rاریب -آرمنداریز σ شبه حلقه از Q(R)چپͷکلاسی کسرهای حلقه حال
موجود R از Q(R)چپͷکلاسی کسرهای حلقه اگر باشد. R حلقه از یͷخودریختͬ σ فرضکنیم

ضابطه با σ : Q(R) −→ Q(R) القایͬ نͽاشت b−١a ∈ Q(R) هر برای آن�گاه باشد،
است. Q(R) از خودریختͬ ͷی (b−١a

)
7−→ σ(b)−١σ(a)

-آرمنداریز σ شبه R اگر باشد. R از σ خودریختͬ با چپ اور حلقه R کنیم فرض .٢١.١.۴ قضیه
است. اریب -آرمنداریز σ شبه Q(R) آنͽاه باشد، اریب

Q[x] از عضو دو g(x) =
n∑

j=٠
βjx

j و f(x) =
m∑
i=٠

αix
i کنیم فرض .Q(R) = Q کنیم فرض برهان.

به دارند وجود ai, bj , v, u ∈ R عناصر لم(٣.١.۶) به بنا .f(x)Q[x;σ]g(x) = ٠ که طوری به باشند
،f(x)Q[x;σ]g(x) = ٠ چون .βj = v−١bj ،αi = u−١ai ،i, j هر برای و هستند، منظم u, v که طوری

داریم: k ≥ ٠ صحیح عدد هر برای پس

u−١(a٠ + a١x+ ...+ amx
m)Qxkv−١(b٠ + b١x+ ...+ bnx

n) = ٠

داشت: خواهیم k ≥ ٠ هر برای لذا Q = Qv−١ و Qσk(v)−١ = Q که آنجایͬ از

٠ = (a٠ + a١x+ ...+ amx
m)Qxk(b٠ + b١x+ ...+ bnx

n)

= (a٠ + a١x+ ...+ amx
m)Qv−١Rxk(b٠ + b١x+ ...+ bnx

n)

نتیجه در .t−١v′
−١

= t′
−١ ،sv−١ = v′

−١
s′ ،t−١s ∈ Q کنیم فرض حال

٠ = (a٠ + a١x+ ...+ amx
m)t−١sv−١Rxk(b٠ + b١x+ ...+ bnx

n)

= (a٠ + a١x+ ...+ amx
m)t′

−١
s′Rxk(b٠ + b١x+ ...+ bnx

n)

= (a٠t
′−١
s′ + a١σ(t

′−١
s′)x+ ...+ amσ

m(t′
−١
s′)xm)Rxk(b٠ + b١x+ ...+ bnx

n)

= (a٠t
′−١
s′ + a١σ(t

′−١
s′)x+ ...+ amσ

m(t′
−١
s′)xm)Rxk(b٠ + b١x+ ...+ bnx

n)

نتیجه: در aiσi(t′−١
)−١ = w−١a′i کنیم فرض حال

(w−١a′٠s
′ + w−١a′٠σ(s

′)x+ ...+ w−١a′mσ
m(s′)xm)Rxk(b٠ + b١x+ ...+ bnx

n) = ٠

w−١(a′٠s
′ + a′٠σ(s

′)x+ ...+ a′mσ
m(s′)xm)Rxk(b٠ + b١x+ ...+ bnx

n) = ٠

بنابراین

(a′٠s
′ + a′٠σ(s

′)x+ ...+ a′mσ
m(s′)xm)Rxk(b٠ + b١x+ ...+ bnx

n) = ٠
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و است اریب -آرمنداریز σ شبه R که آنجایͬ از
a′iσ

i(s′)Rσi(bj) = ٠ (٧.۴)

مͬ�دهیم نشان حال .w−١a′iσ
i(s′)Rσi(bj) = ٠ ،١ ≤ j ≤ n ،١ ≤ i ≤ m هر برای لذا

.u−١aiQσi(v−١bj) = ٠
: ١ ≤ j ≤ n ،t−١s ∈ Q هر برای مͬ�گیریم نتیجه شده، گفته روابط همچنین و رابطه(۴.٧) از

(a٠ + a١x+ ...+ amx
m)t−١sv−١bj = ٠

هر برای پس .(u−١a٠ + u−١a١x + ... + u−١amxm)Qv−١bj = ٠ و ١ ≤ j ≤ n هر برای لذا
است. اریب -آرمنداریز σ شبه Q بنابراین .u−١aiQσi(v−١bj) = ٠ ،١ ≤ j ≤ n ،١ ≤ i ≤ m

به را A′ مجموعه باشد. A به وابسته صحیح عدد i = i(A) و R حلقه از ایده�آلͬ A کنیم فرض
مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت

A′ = {axk | a ∈ A , k ≥ i = i(A)} ⊆ R[x;σ]

R[x;σ] از ایده�آل�هایͬ بترتیب rR[x;σ](A
′) ∩ R و rR[x;σ](A

′) مͬ�دهیم نشان .A′ = ∪∞
t=٠Ax

i+t و

و aσk(bi) ∈ A چون .g(x) =

n∑
i=٠

bix
i ∈ R[x;σ] و f ∈ rR[x;σ](A

′) کنیم فرض هستند. R و

،axk ∈ A′ هر برای پس aσk(bi)xk+i ∈ A′

axkg(x)f(x) =

n∑
i=٠

aσk(bi)x
k+if(x) = ٠

مͬ�دهیم: قرار باشد. R از زیرمجموعه�ای U کنیم فرض .g(x)f(x) ∈ rR[x;σ](A
′) بنابراین

rAnnR(٢R) = {rR(U) | U ⊆ R}

lAnnR(٢R) = {lR(U) | U ⊆ R}

نͽاشت بنابراین .rR[x](U) = rR(U)R[x] که: است واضح
برای است. خوشتعریف I 7−→ IR[x] ضابطه با φ : rAnnR(٢R) −→ rAnnR[x](٢R[x])

از V زیرمجموعه برای مͬ�دهیم. نمایش Cf به را آن ضرایب مجموعه f(x) ∈ R[x] چندجمله�ای
صورت: این در CV = ∪f∈V Cf مͬ�دهیم قرار R[x]

rR[x](V ) ∩R = rR(V ) = rR(CV ).

است. خوشتعریف I 7−→ I ∩R ضابطه با ψ : rAnnR[x](٢R[x]) −→ rAnnR(٢R) نͽاشت بنابراین
پوشاست. ψ و ͷی به ͷی φ که است واضح

باشد. آرمنداریز R اگر تنها و اگر است دوسویͬ φ مͬ�دهد نشان بعد قضیه
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معادلند: زیر گزاره�های صورت این در باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٢٢.١.۴ گزاره

است؛ آرمنداریز R .١

است؛ دوسویͬ A 7−→ AR[x] ضابطه�ی با rAnnR(٢R) −→ rAnnR[x](٢R[x]) نͽاشت .٢

است. دوسویͬ B 7−→ R[x]B ضابطه�ی با rAnnR(٢R) −→ rAnnR[x](٢R[x]) نͽاشت .٣

f(x) ضرایب مجموعه نمایانͽر Cf ،R[x] حلقه در f(x) چندجمله�ای برای (٢) ⇐= (١) برهان.
f(x) و R[x] از زیرمجموعه�ای S کنیم فرض .CS = ∪f∈SCf ،R[x] از S زیرمجموعه برای و است
.rR[x](f) = rR[x](Cf ) = rR(Cf )R[x] لذا است، آرمنداریز R که آنجایͬ از باشد. S از عضوی

بنابراین

rR[x](S) = ∩f∈SrR[x](f) = ∩f∈SrR[x](Cf ) = rR(Cf )R[x]

وجود B راست ایده�آل باشد. R[x] در چندجمله�ای ͷی f(x) =
m∑
i=٠

αix
i کنیم فرض (١) ⇐= (٢)

آن�گاه ،f(x)g(x) = ٠ و باشد R[x] در عضوی g(x) =

n∑
j=٠

αjx
j اگر .rR[x](f) = BR[x] که دارد

.aibj = ٠ ،i, j هر برای بنابراین b٠, ..., bn ∈ B ⊆ rR[x](f) پس .g(x) ∈ BR[x]

مͬ�شود. اثبات مشابه طور به (٣) ⇐⇒ (١)

کنیم فرض

lAnnR(id(R)) = {lR(U) | R از ایده�آلͬ U } و rAnnR(id(R)) = {rR(U) | R از ایده�آلͬ U }

معادلند: زیر گزاره�های صورت این در باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٢٣.١.۴ گزاره

است؛ آرمنداریز شبه R .١

است؛ دوسویͬ A 7−→ AR[x] ضابطه�ی با rAnnR(id(R)) −→ rAnnR[x](id(R[x]))اشتͽن .٢

است. دوسویͬ A 7−→ AR[x] ضابطه�ی با lAnnR(id(R)) −→ lAnnR[x](id(R[x])) نͽاشت .٣

نمود. اثبات قبل قضیه مشابه را آن مͬ�توان برهان.

بنابراین .rR[x;σ](∪jA
′
j) = ∩jrR[x;σ](A

′
j) داریم: R از Aj(j ∈ I) ایده�آل�های برای

rR(∪jA
′
j) = rR[x;σ](∪jA

′
j) ∩R و rR[x;σ](∪jA

′
j)
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هستند. R و R[x;σ] از ایده�آل�هایͬ بترتیب
Γ = {rR(∪jB

′
j) | است R از ایده�آلͬ Bj , j ∈ I هر برای } کنیم فرض حال

و
ضابطه با φ : Γ −→ ∆ نͽاشت صورت این در .∆ = {rR[x;σ](V ) | R[x;σ] از ایده�آلͬ V }

است. ͷی به ͷی نͽاشتͬ φ
(
rR(∪jB

′
j)
)
= rR(∪jB

′
j)R[x;σ]

معادلند: زیر گزاره�های صورت این در باشد. R حلقه از بروریختͬ ͷی σ فرضکنیم .٢۴.١.۴ قضیه

است؛ -آرمنداریز σ شبه R .١

است. دوسویͬ rR(∪jB
′
j) 7−→ rR(∪jB

′
j)R[x;σ] ضابطه با φ : Γ −→ ∆ نͽاشت .٢

و ،rR(∪jB
′
j) ∈ Γ کنیم فرض است. خوشتعریف φ مͬ�دهیم نشان ابتدا برهان.

. g(x) = b٠ + b١x+ ...+ bmx
m ∈ rR(∪jB

′
j)R[x;σ]

و bℓxℓ ∈ rR[x;σ](∪jB
′
j) ،ℓ هر برای پس .b٠ + b١x+ ...+ bmx

m ∈ rR(∪jB
′
j) نتیجه در

.g(x) ∈ rR[x;σ](∪jB
′
j)

bxk ∈ ∪jB
′
j هر برای پس .f(x) = a٠ +a١x+ ...+anx

n ∈ rR[x;σ](∪jB
′
j) فرضکنیم بعͺس،

داریم:

٠ = bxk(a٠ + a١x+ ...+ anx
n) = bxka٠ + bxka١x+ ...+ bxkanx

n

پس .bxkatxt = bσk(at)x
k+t ̸= ٠ لذا .bσk(at) ̸= ٠ آنͽاه ،bxkat ̸= ٠ ها، t برخͬ برای اگر

در عضوی f(x) کنیم فرض .aj ∈ rR(∪jB
′
j) بنابراین است. تناقض ͷی که bxkf(x) ̸= ٠

داریم: بنابراین rR(∪jB
′
j)R[x;σ] = rR[x;σ](∪jB

′
j) نتیجه در باشد. rR(∪jB

′
j)R[x;σ]

rR(∪jB
′
j)R[x;σ] = rR[x;σ](∪jB

′
j)

= rR[x;σ]((∪jB
′
j)R[x;σ])

= rR[x;σ](R[x;σ](∪jB
′
j)R[x;σ])

است. ͷی به ͷی φ نͽاشت مͬ�دهیم نشان حال
صورت این در φ(rR(∪sA

′
s)) = φ(rR(∪tA

′
t)) کنیم فرض

rR(∪sA
′
s)R[x;σ] = rR(∪tA

′
t)R[x;σ].

نتیجه در .rR[x;σ](∪sA
′
s) = rR[x;σ](∪tA

′
t) پس

rR(∪sA
′
s) = rR[x;σ](∪sA

′
s) ∩R = rR[x;σ](∪tA

′
t) ∩R = rR(∪tA

′
t)
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است. ͷی به ͷی φ بنابراین
حلقه از ایده�آلͬ V کنیم فرض است. دوسویͬ φ نͽاشت دهیم نشان است کافͬ (٢) ⇐= (١)
عضوی g(x) = b٠ + b١x+ ...+ bmx

m اگر باشد. f(x) = a٠ + a١x+ ...+ anx
n ∈ V و R[x;σ]

.f(x)R[x;σ]g(x) = ٠ داریم: t نامنفͬ صحیح عدد هر برای آنͽاه باشد، rR[x;σ](f(x)R[x;σ]) در
و ٠ ≤ i ≤ n هر برای است. اریب -آرمنداریز σ شبه حلقه R چون .f(x)xtR[x;σ]g(x) = ٠ لذا

.aiRσi+t(bj) = ٠ داریم: ٠ ≤ j ≤ m

.bj ∈ rR(aiRx
i+t) = rR(RaiRx

i+t) ،٠ ≤ j ≤ m و ٠ ≤ i ≤ n هر برای بنابراین
مجموعه i = ٠,١, ..., n برای .bj ∈ ∩n

i=٠rR(RaiRx
i+t) = rR(∪n

i=٠RaiRx
i+t) پس

.i = i(Ai) و A′
i = {dxj | d ∈ Aj , j ≥ ١} صورت این در مͬ�گیریم. نظر در Ai = RaiR

آنͽاه ،Mf = ∪n
i=٠A

′
i اگر همچنین و g(x) ∈ rR(∪n

i=٠A
′
i)R[x;σ] بنابراین

rR[x;σ](f(x)R[x;σ]) ⊆ rR(Mf )R[x;σ]

f(x)R[x;σ] در جمله هر که آنجایͬ از .g(x) ∈ rR(Mf )R[x;σ] = rR[x;σ](Mf ) فرضکنیم بعͺس،
بنابراین .f(x)R[x;σ]g(x) = ٠ پس است، Mf در جمله�ای�ها ͷت از مجموعͬ صورت به

اگر حال .rR[x;σ](f(x)R[x;σ]) = rR(Mf )R[x;σ] نتیجه در g(x) ∈ rR[x;σ](f(x)R[x;σ])

آنͽاه شود، انتخاب V در چندجمله�ای�ها ضرایب همه ی مجموعه از aij و MV = ∪ij(RaijR)
′

rR[x;σ](V ) = ∩f(x)∈V rR[x;σ](f(x)R[x;σ])

= ∩f(x)∈V rR[x;σ](Mf ) = rR[x;σ](∪f(x)∈VMf )

= rR[x;σ](MV ) = rR[x;σ](∪jB
′
j)

= rR(∪jB
′
j)R[x;σ] = φ(rR(∪jB

′
j))

است. دوسویͬ φ بنابراین
کنیم فرض (١) ⇐= (٢)

g(x) = b٠ + b١x+ ...+ bmx
m و f(x) = a٠ + a١x+ ...+ anx

n

برای است. دوسویͬ φ که آنجایͬ از .f(x)R[x;σ]g(x) = ٠ و باشند R[x;σ] حلقه در عضو دو
داریم: Γ در rR(∪jB

′
j) برخͬ

rR[x;σ](R[x;σ]f(x)R[x;σ]) = rR(∪jB
′
j)R[x;σ]

هر برای صورت این در .(∪jB
′
j)g(x) = ٠ بنابراین ،rR(∪jB

′
j)R[x;σ] = rR[x;σ](∪jB

′
j) چون

.dxkbj = ٠ ،j = ٠,١, ...,m هر برای نتیجه در .dxk(b٠+b١x+ ...+bmx
m) = ٠ ،dxk ∈ ∪jB

′
j

همچنین
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bj ∈ rR[x;σ](∪jB
′
j) = rR[x;σ](R[x;σ]f(x)R[x;σ])

دوسویͬ σ که فرض این با و (a٠ + a١x+ ...+ anx
n)Rbj = ٠ داریم: j = ٠,١, ...,m هر برای پس

است. اریب -آرمنداریز σ شبه R حلقه پس aiRσi(bj) = ٠ ،i, j هر برای باشد.
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