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ماتریسͬ. ی حلقه تبادلͬ، ی حلقه ، موضعͬ نیم ی حلقه ، SB ی حلقه کلیدی: واژگان

چͺیده
باشد، داشته ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت R ی حلقه اگر دهیم مͬ نشان ابتدا پایان�نامه، این در
R اگر کنیم مͬ ثابت همچنین دارد. ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت نیز Mn(R) ،n ≥ ١ هر برای آنͽاه
نشان ادامه در است. چنین نیز Mn(R) ،n ≥ ١ هر برای آنͽاه باشد، یͺه منظم عنصر تعدادی شامل
G − M شرط در نیز Mn(R) ،n ≥ ١ هر برای آنͽاه کند، صدق G − M شرط در R اگر دهیم مͬ

کند. مͬ صدق
نیم ی حلقه ͷی آنها، تحت که دهیم مͬ ارائه را شرایطͬ و پردازیم مͬ SB های حلقه بررسͬ به سپس
گسترش نیز آرتینͬ اولیه فاکتورهای با تبادلͬ های حلقه به را نتایج این بعلاوه، است. SB موضعͬ،

شود. مͬ معادل G−M شرط با SB خاصیت ها، حلقه این برای کنیم مͬ مشاهده و دهیم مͬ

باشد. مͬ [۶] و [۵] مقالات از برگرفته نامه، پایان این در شده ارائه مطالب



ଘمقدৎ
৮در
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චاری... ণپاس໋�

نمایم سپری فرهیخته های انسان با را ام زندگͬ از بخشͬ تا فرمود عطا فرصتͬ من به که شاکرم را خداوند

رسانم. یاری ام یادگیری بر مبتنͬ بینش بسط به مصاحبت این رهͽذر از و

لازم خود بر ام، رسانده پایان به را تحصیلم از پرخاطره ی دوره این متعال، خداوند یاری به که اکنون

مرهون مرا مراحل، تمامͬ در که هاشمͬ دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از دانم مͬ

ایشان از را رفتن پیش به گام ͷی که ای گونه به اند، داده قرار خود صبورانه لطف و عالمانه های راهنمایͬ

ایشان راهنمایͬ و همͺاری بدون نامه پایان این انجام تردید بͬ نمایم. قدردانͬ و تشͺر صمیمانه آموختم،

نبود. پذیر امͺان

آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که زیره دکتر آقای جناب از همچنین

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایͬ مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی

اند بوده همراهم زندگͬ، های بلندی و پستͬ در همواره که را مهربانم مادر و پدر زحمات پایان، در

فاطمه خانم کیان، سمیه خانم عزیزم دوستان از و نهم مͬ ارج است بوده راهم ی بدرقه خیرشان دعای و

را سپاسͽزاری نهایت نمودند یاری مهم این در مرا که توشمالانͬ زیبا خانم حلاج، فاطمه خانم عسͽری،

کنم. مͬ موفقیت آرزوی برایشان و دارم

زଽاوزୌی
۱۳۹۱
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١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و نیازها پیش

١



مقدمه ١.١

جمله از اند؛ داده قرار بررسͬ مورد را دارند ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت که هایͬ حلقه زیادی های نویسنده

تعدادی شامل که اند کرده بررسͬ را هایͬ حلقه [٧] در ۴ لͬ و چن .[٩] ٣ منال و ٢ گودرل ،[٢] ١ چن

یͺه منظم عنصر تعدادی شامل کامل، نیم و تبادلͬ های حلقه که اند داده نشان و هستند یͺه منظم عنصر

کنند مͬ صدق G−M شرط در که اند داده قرار بررسͬ مورد را هایͬ حلقه منال و گودرل ،[٩] در هستند.

است. داده قرار مطالعه مورد را آرتینͬ اولیه های فاکتور با تبادلͬ های حلقه ،[١۴] در ۵ یو و

ابتدا دوم فصل در کنیم. مͬ بیان را مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف نمادها، اول، فصل در پایان�نامه، این در

دهیم مͬ نشان و کنیم مͬ بررسͬ را دارند ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت که هایͬ حلقه های ویژگͬ از برخͬ

برد خاصیت نیز Mn(R) ،n ≥ ١ هر برای آنͽاه باشد، داشته ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت R ی حلقه اگر

هستند یͺه منظم عنصر تعدادی شامل که هایͬ حلقه های ویژگͬ از برخͬ همچنین دارد. ͷی ی یͺه پایای

،n ≥ ١ هر برای آنͽاه باشد، یͺه منظم عنصر تعدادی شامل R اگر کنیم مͬ ثابت و کنیم مͬ بررسͬ را

،n ≥ ١ هر برای آنͽاه کند، صدق G−M شرط در R اگر دهیم مͬ نشان ادامه در است. چنین Mn(R)نیز

کند. مͬ صدق G−M شرط در نیز Mn(R)

ی حلقه ͷی آنها، تحت که دهیم مͬ ارائه را شرایطͬ و پردازیم مͬ SB های حلقه بررسͬ به سوم فصل در

SB خاصیت موضعͬ، نیم ی حلقه ͷی برای دهیم مͬ نشان همچنین است. SB ی حلقه ͷی موضعͬ، نیم

سوم فصل نتایج و پردازیم مͬ تبادلͬ های حلقه بررسͬ به چهارم فصل در شود. مͬ معادل G−M شرط با

نیز ها حلقه این برای کنیم مͬ مشاهده و دهیم مͬ گسترش آرتینͬ اولیه فاکتورهای با تبادلͬ های حلقه به را

حلقه ͷی آن تحت که کنیم مͬ مطرح را شرطͬ آخر، در و شود. مͬ معادل G−M شرط با SB خاصیت

است. SB ی حلقه ͷی مرکزی، های خودتوان با تبادلͬ ی
١Chen
٢Goodearl
٣Menal
۴Li
۵Yu



٣ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .٢.١

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ٢.١

کنیم: مͬ استفاده زیر نمادهای از و است یͺدار و پذیر شرکت ی حلقه ͷی نمایانͽر R نامه پایان این در

،R ی حلقه های یͺه ی مجموعه :U(R)

،D تقسیم ی حلقه ناصفر عناصر ی مجموعه :D∗

،R روی n× n های ماتریس :Mn(R)

،R روی n−بعدی عمومͬ خطͬ گروه :GLn(R)

،R ی حلقه جیͺبسون رادیͺال :J(R)

،M مدول های درونریختͬ ی حلقه :EndR(M)

.M چپ R-مدول :RM

دهیم: مͬ قرار ،a, b ∈ R و α, β ∈ U(R) هر برای

B١٢(a) =

(
١ a
٠ ١

)
, B٢١(a) =

(
١ ٠
a ١

)
, [α, β] =

(
α ٠
٠ β

)
.

برقرارند: زیر های رابطه ،١ ≤ i, j ≤ ٢ و x, y ∈ R ،α١, α٢, β١, β٢ ∈ U(R) هر برای بوضوح

،Bij(x)Bij(y) = Bij(x+ y) (١)

،Bij(x)[α١, α٢] = [α١, α٢]Bij(α
−١
i xαj) (٢)

،[α١, α٢]Bij(x) = Bij(αixα
−١
j )[α١, α٢] (٣)

،[α١, α٢][β١, β٢] = [α١β١, α٢β٢] (۴)

،[α١, α١−[٢ = [α−١
١ , α−١

٢ ] (۵)

.B−١
ij (x) = Bij(−x) (۶)

نامیم. مͬ ∆ های رابطه را فوق های رابطه



۴ مقدماتͬ مفاهیم و نیازها پیش .١

.ef = fe = ٠ هرگاه نامیم، مͬ متعامد را e, f ∈ R های خودتوان .١.٢.١ تعریف

دو مستقیم مجموع بصورت را آن نتوان هرگاه نامیم، مͬ ناپذیر تجزیه را M مدول الف) .٢.٢.١ تعریف

نوشت. آن سره زیرمدول

ناصفر ی حلقه دو مستقیم مجموع بصورت را آن نتوان هرگاه نامیم، مͬ ناپذیر تجزیه را R ی حلقه ب)

نوشت.

مستقیم جمعوند ͷی آن زیرمدول هر هرگاه نامیم، مͬ ساده نیم را M چپ R-مدول الف) .٣.٢.١ تعریف

باشد. آن

باشد. ساده نیم RR هرگاه نامیم، مͬ ساده نیم را R ی حلقه ب)

چپ پوچساز صورت این در باشد. M چپ R-مدول از ای مجموعه زیر N کنیم فرض .۴.٢.١ تعریف

شود: مͬ تعریف زیر بصورت N

(٠ : N) = {r ∈ R|rn = ٠, n ∈ Nهر .{برای

شود. صفر مساوی آن چپ پوچساز هرگاه نامیم، مͬ وفادار را M چپ مدول .۵.٢.١ تعریف

باشد. داشته وجود ساده وفادار چپ یRͷ-مدول هرگاه یچپگوییم، اولیه را R ی حلقه .۶.٢.١ تعریف

باشد. چپ ی اولیه R
P

ی حلقه هرگاه گوییم، اولیه را R از P آل ایده

کنیم: مͬ مطرح را حلقه ͷی در عناصر پذیری وارون ی درباره گزاره چند ادامه در

های گزاره صورت این در . a, b, x ∈ R که ،ax+ b = ١ و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض .٧.٢.١ گزاره

معادلند: زیر

است. (چپ) راست پذیر وارون a+ by بطوریͺه دارد وجود y ∈ R (١)

است. (راست) چپ پذیر وارون x+ zb بطوریͺه دارد وجود z ∈ R (٢)



۵ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .٢.١

بنابراین .u(a+ by) = ١ صورت این در باشد. a+ by چپ وارون u کنیم فرض :(٢) ⇐ (١) برهان.

(x+ (١− xy)ub)(a+ y(١− xa)) = xa+ xy − xyxa+ uba− xyuba+ uby

− xyuby − ubyxa+ xyubyxa

= xa+ xy − xyxa+ uba− xyuba+ (١− ua)

− xy(١− ua)− (١− ua)xa+ xy(١− ua)xa

= uba− xyuba+ ١− ua+ xyua+ uaxa− xyuaxa

= u(١− ax)a− xyu(١− ax)a+ ١− ua+ xyua

+ uaxa− xyuaxa = ١.

.z = (١− xy)u که است راست پذیر وارون x+ zb نتیجه در

بنابراین .(a+ by)u = ١ آنͽاه باشد، a+ by راست وارون u اگر حال

(a+ y(١− xa))(x+ (١− xy)ub) = ax+ aub− axyub+ yx− yxax

+ yub− yxyub− yxaub+ yxaxyub

= (١− b) + aub− (١− b)yub+ yx− yx(١− b)

+ yub− yxyub− yxaub+ yx(١− b)yub

= ١− b+ aub+ byub+ yxb− yxaub− yxbyub

= ١− b+ aub+ (١− au)b+ yxb− yxaub

− yx(١− au)b = ١.

.z = (١− xy)u که است چپ پذیر وارون x+ zb نتیجه در

مشابه .(x + zb)v = ١ صورت این در باشد. x + zb راست وارون v کنیم فرض :(١) ⇐ (٢)

داریم: (٢) ⇐ (١)



۶ مقدماتͬ مفاهیم و نیازها پیش .١

(x+ (١− xa)z)(a+ bv(١− za)) = ١.

باشد، چپ پذیر وارون x + zb اگر مشابه بطور .y = v(١ − za) که است چپ پذیر وارون a + by پس

است. راست پذیر وارون a+ by بطوریͺه دارد وجود y ∈ R آنͽاه

اگر تنها و اگر ،١+ ba ∈ U(R) صورت این در .a, b ∈ R و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض .٨.٢.١ گزاره

.١+ ab ∈ U(R)

b(١+ab) = (١+ ba)b چون .Rb(١+ab) ⊆ R(١+ab) دانیم مͬ .١+ ba ∈ U(R) کنیم فرض برهان.

پس است، پذیر وارون ١+ ba و

Rb(١+ ab) = R(١+ ba)b = Rb.

نتیجه در .ab ∈ R(١+ ab) پس .Rb ⊆ R(١+ ab) لذا

(١+ ab)− ab = ١ ∈ R(١+ ab).

پس است، راست پذیر وارون داد نشان توان مͬ مشابه بطور است. چپ پذیر وارون R در ١ + ab پس

.١+ ab ∈ U(R)

شود. مͬ اثبات مشابه بطور بعͺس،

x ∈ R = R/J(R) اگر تنها و اگر است، پذیر) (وارون چپ پذیر وارون x ∈ R عنصر .٩.٢.١ گزاره

باشد. ( پذیر (وارون چپ پذیر وارون

کنید. رجوع ٨.۴ ی گزاره [١١] مرجع به برهان.

این در .α ∈ U(R) و A ∈ GL٢(R) که ،A =

(
α a
b c

)
و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض .١٠.٢.١ گزاره

بطوریͺه دارند وجود β ∈ U(R) و d, e ∈ R عناصر صورت

A = [α, β]B٢١(d)B١٢(e),



٧ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .٢.١

.e = α−١a و d = β−١b ،β = −bα−١a+ c که

که دارند وجود x, y ∈ R کنیم مͬ ثابت برهان.

B٢١(x)

(
α a
b c

)
B١٢(y) = [α, β].

کنند: صدق زیر تساوی در باید x, y ∈ R واقع )در
α αy + a

xa+ b (xα+ b)y + xa+ c

)
=

(
α ٠
٠ β

)
.

چون .β = −bα−١a + c و x = −bα−١ ،y = −α−١a نتیجه در .xα + b = ٠ و αy + a = ٠ پس

[α, β] پس باشد.)، مͬ B١٢(−y)A−١B٢١(−x) بصورت آن (وارون است پذیر وارون B٢١(x)AB١٢(y)

پس .β ∈ U(R) لذا است. پذیر وارون

B٢١(−bα−١)AB١٢(−α−١a) = [α, β].

در چپ از و B−١
١٢ (−α−١a) = B١٢(α

−١a) در راست از فوق ی رابطه ضرب با

داریم: ،B−١
٢١ (−bα−١) = B٢١(bα

−١)

A = B٢١(bα
−١)[α, β]B١٢(α

−١a).

پس .B٢١(bα
−١)[α, β] = [α, β]B٢١(β

−١b) داریم ،∆ روابط (٢) ازبند

A = [α, β]B٢١(β
−١b)B١٢(α

−١a).

این در .β ∈ U(R) و A ∈ GL٢(R) که ،A =

(
a b
c β

)
و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض .١١.٢.١ گزاره

بطوریͺه دارند وجود α ∈ U(R) و d, e ∈ R عناصر صورت

A = [α, β]B١٢(d)B٢١(e),

.e = β−١c و d = α−١b ،α = a− bβ−١c که



٨ مقدماتͬ مفاهیم و نیازها پیش .١

شود. مͬ اثبات قبل ی گزاره مشابه برهان.

.J(Mn(R)) = Mn(J(R)) صورت این در باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .١٢.٢.١ گزاره

کنید. رجوع ٧ مثال ۶١ ی صفحه [١١] مرجع به برهان.

منحصر عدد صورت این در باشد. ساده نیم ی حلقه ͷی R کنیم (آرتین-ودربرن)۶فرض .١٣.٢.١ قضیه

بطوریͺه دارند وجود Dr, . . . , D١ تقسیم های حلقه و r فرد به

R ∼= Mn١(D١)× · · · ×Mnr(Dr).

نیستند. یͺریخت بدو دو که دارند وجود R روی چپ ساده مدول ،r دقیقا همچنین

کنید. رجوع ۵.٣ ی قضیه [١١] مرجع به برهان.

باشد داشته وجود y ∈ R عنصر ،x ∈ R هر برای گاه هر نامیم، مͬ منظم را R ی حلقه .١۴.٢.١ تعریف

.xyx = x که

معادلند: زیر های گزاره صورت این در باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .١۵.٢.١ قضیه

است. منظم ی حلقه ͷی R (١)

شود. مͬ تولید توان خود عنصر ͷی توسط اصلͬ چپ آل ایده هر (٢)

است. RR مستقیم جمعوند ͷی اصلͬ چپ آل ایده هر (٢′)

شود. مͬ تولید خودتوان عنصر ͷی توسط متناهͬ تولید با چپ آل ایده هر (٣)

است. RR مستقیم جمعوند ͷی متناهͬ تولید با چپ آل ایده هر (٣′)

کنید. رجوع ٢٣.۴ ی قضیه [١١] مرجع به برهان.
۶Wedderburn-Artin



٩ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .٢.١

است. منظم ی حلقه ͷی ساده، نیم ی حلقه هر .١۶.٢.١ نتیجه

R ،(٢′) و (١) بودن معادل از قبل، ی قضیه به بنا پس باشد. ساده نیم ی حلقه ͷی R کنیم فرض برهان.

است. منظم ی حلقه ͷی



٢ فصل

ͷی پایای برد شرایط و ها خودتوان ، ها یͺه
حلقه

١٠



دارند ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت که هایͬ حلقه ١.٢

کنیم مͬ بررسͬ را دارند ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت که هایͬ حلقه های ویژگͬ از برخͬ ابتدا بخش این در

ماتریس ی حلقه آنͽاه باشد، داشته را ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت R ی حلقه اگر دهیم مͬ نشان آخر در و

دارد. را خاصیت این نیز R روی n× n های

،a, b ∈ R که aR+bR = R هرگاه دارد، ١ ͷیی یͺه پایای برد خاصیت R ی حلقه گوییم تعریف١.١.٢.

.a+ bu ∈ U(R) که باشد داشته وجود u ∈ U(R) آنͽاه

معادلند: زیر های گزاره صورت این در باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٢.١.٢ قضیه

دارد. ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت R ی حلقه (١)

.١+ x (y − u) ∈ U(R) که دارد وجود u ∈ U(R) ،x, y ∈ R هر برای (٢)

پایای برد خاصیت R چون .(١+ xy)R + (−x)R = R داریم ،x, y ∈ R هر برای :(٢) ⇐ (١) برهان.

.١+x (y − u) ∈ U(R) لذا .(١+ xy)+(−x)u ∈ U(R) که دارد وجود u ∈ U(R) پس یͷدارد، ی یͺه

.ax+ by = ١ که دارند وجود x, y ∈ Rپس .a, b ∈ R که aR+ bR = R کنیم فرض :(١) ⇐ (٢)

که دارد وجود u ∈ U(R) ،(−a), x ∈ R برای ،(٢) بند از استفاده با

١+ (−a)(x− u) = ١− ax+ au = au+ by ∈ U(R).

.auv + byv = ١ پس باشد. au+ by وارون v کنیم فرض

که دارد وجود w ∈ U(R) ،(−b), yv ∈ R برای ،(٢) بند از استفاده با

١+ (−b)(yv − w) = ١− byv + bw = auv + bw ∈ U(R).

داریم: ،auv + bw در راست سمت از v−١u−١ ضرب با حال
١Unit 1-stable range



١٢ حلقه ͷی پایای برد شرایط و ها خودتوان ، ها یͺه .٢

a+ bwv−١u−١ ∈ U(R).

دارد. را ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت R ی حلقه نتیجه در

بصورت دهیم، مͬ نمایش Rop با که ،R متقابل ی حلقه باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٣.١.٢ تعریف

شوند: مͬ تعریف زیر ت صور به ضرب و جمع عمل دو آن در که aop}است، : a ∈ R}

aop + bop = (a+ b)op, aop.bop = (ba)op.

خاصیت ،Rop متقابل ی حلقه اگر تنها و اگر دارد، ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت R ی حلقه .۴.١.٢ نتیجه

باشد. داشته ͷی ی یͺه پایای برد

.x, y ∈ R داریم ،xop, yop ∈ Rop هر برای باشد. داشته ͷی ی یͺه پایای برد Rخاصیت فرضکنیم برهان.

ی گزاره به بنا لذا .١ + x(y − u) ∈ U(R) که دارد وجود u ∈ U(R) ،٢.١.٢ ی قضیه به بنا بنابراین

مͬ نتیجه ،٢.١.٢ ی قضیه از .١op + xop(yop − uop) ∈ U(Rop) یعنͬ ،١+ (y − u)x ∈ U(R) ،٨.٢.١

دارد. ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت Rop که گیریم

شود. مͬ اثبات عͺس قسمت بالا روند کردن برعͺس با

است. متقارن راست و چپ به نسبت ،ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت دهد مͬ نشان ،۴.١.٢ ی نتیجه

معادلند: زیر های گزاره صورت این در باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .۵.١.٢ لم

دارد. ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت R ی حلقه (١)

.a+ bu ∈ U(R) که دارد وجود u ∈ U(R) آنͽاه ،a, b, x ∈ R که ax+ b = ١ اگر (٢)

.x+ ub ∈ U(R) که دارد وجود u ∈ U(R) آنͽاه ،a, b, x ∈ R که ax+ b = ١ اگر (٣)

پایای برد خاصیت R ی حلقه چون .aR + bR = R پس .ax+ b = ١ کنیم فرض :(٢) ⇐ (١) برهان.

.a+ bu ∈ U(R) که دارد وجود u ∈ U(R) پس دارد، ͷی ی یͺه



١٣ دارند ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت که هایͬ حلقه .١.٢

وجود u ∈ U(R) ،(٢) بند به بنا لذا .(−x)y+(١+xy) = ١ داریم ،x, y ∈ R هر برای :(١) ⇐ (٢)

: داریم ،(−x) + (١+ xy)u در u−١ ضرب با .(−x) + (١+ xy)u ∈ U(R) که دارد

(−x)u−١ + (١+ xy) ∈ U(R).

ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت R ی حلقه ،٢.١.٢ ی قضیه به بنا لذا .١+ x(y − u−١) ∈ U(R) نتیجه در

دارد.

ی یͺه پایای برد خاصیت R ی حلقه چون .xopaop + bop = ١op آنͽاه ،ax+ b = ١ اگر :(٣) ⇐ (١)

از استفاده با لذا دارد. ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت نیز Rop ی حلقه ،۴.١.٢ ی نتیجه به بنا پس دارد، ͷی

که دارد وجود u ∈ U(R) یعنͬ ،xop + bopuop ∈ U(Rop) که دارد وجود uop ∈ U(Rop) ،(٢) ⇐ (١)

.x+ ub ∈ U(R)

دارد وجود uop ∈ U(Rop) ،(٣) بند به بنا .xopaop + bop = ١op آنͽاه ،ax+ b = ١ اگر :(١) ⇐ (٣)

،(١) ⇐ (٢) طبق لذا .a + bu ∈ U(R) که دارد وجود u ∈ U(R) یعنͬ ،aop + uopbop ∈ U(Rop) که

دارد. ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت R ی حلقه

معادلند: زیر های گزاره صورت این در باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .۶.١.٢ قضیه

دارد. ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت R (١)

که دارند وجود α, β, u ∈ U(R) و x, y ∈ R عناصر ،A ∈ GL٢(R) هر برای (٢)

A = [α, β]B٢١(x)B١٢(y)B٢١(u).

A−١ اول ستون در x١, x٢ ∈ R عناصر پس .A = (aij) ∈ GL٢(R) کنیم فرض :(٢) ⇐ (١) برهان.

یͺه پایای برد خاصیت R ی حلقه چون .a١١R+ a١٢R = R یعنͬ ،a١١x١ + a١٢x٢ = ١ که دارند وجود

لذا .a١١ + a١٢u = v١ ∈ U(R) که دارد وجود u ∈ U(R) پس دارد، ͷی ی

AB٢١(u) =

(
v١ a١٢

a٢١ + a٢٢u a٢٢

)
.



١۴ حلقه ͷی پایای برد شرایط و ها خودتوان ، ها یͺه .٢

که دارد وجود w١ ∈ U(R) ،١٠.٢.١ ی گزاره به بنا پس ،AB٢١(u) ∈ GL٢(R) چون

AB٢١(u) = [v١, w١]B٢١(w
−١
١ (a٢١ + a٢٢u))B١٢(v

−١
١ a١٢).

داریم: ،B−١
٢١ (u) = B٢١(−u) در راست از فوق عبارت ضرب با

A = [v١, w١]B٢١(w
−١
١ (a٢١ + a٢٢u))B١٢(v

−١
١ a١٢)B٢١(−u).

صورت این در .a, b, x ∈ R که ax+ b = ١ کنیم فرض :(١) ⇐ (٢)(
a b
−١ x

)
=

(
x xa− ١
١ a

)−١
∈ GL٢(R).

که دارند وجود c, d ∈ R و α, β, u ∈ U(R) ،(٢) بند به )بنا
a b
−١ x

)
= [α, β]B٢١(c)B١٢(d)B٢١(u).

داریم: B−١
٢١ (u) = B٢١(−u) در راست از فوق عبارت ضرب )با

a b
−١ x

)
B٢١(−u) = [α, β]B٢١(c)B١٢(d).

دارد. ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت R بنابراین .a+ b(−u) = α ∈ U(R) لذا

معادلند: زیر های گزاره صورت این در باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٧.١.٢ لم

دارد. ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت R ی حلقه (١)

.١− xy, a+ by ∈ U(R) که دارد وجود y ∈ R آنͽاه ،a, b, x ∈ R که ax+ b = ١ اگر (٢)

.١− ya, x+ yb ∈ U(R) که دارد وجود y ∈ R آنͽاه a, b, x ∈ R که ax+ b = ١ اگر (٣)

که دارد وجود u ∈ U(R) لم١.٢.۵، طبق آنͽاه ،ax+ b = ١ اگر :(٢) ⇐ (١) برهان.

چون .x+ ub = β ∈ U(R)(
a b
−١ x

)
=

(
x xa− ١
١ a

)−١
∈ GL٢(R),



١۵ دارند ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت که هایͬ حلقه .١.٢

)پس
١ ٠
u ١

)(
a b
−١ x

)
=

(
a b

ua− ١ β

)
∈ GL٢(R).

که دارند وجود z, y ∈ R و α ∈ U(R) ،١١.٢.١ ی گزاره از )پس
a b

ua− ١ β

)
= [α, β]B١٢(z)B٢١(y).

)لذا
a b

ua− ١ β

)
=

(
α+ αzy αz

βy β

)
.

}پس
a = α+ αzy

b = αz
⇒ a = α+ by ⇒ α = a− by,

}و
ua− ١ = βy
ub+ x = β

⇒ ua− ١ = (ub+ x)y ⇒ ١+ xy = ua− uby = u(a− by) = uα.

. a+ b(−y) = α ∈ U(R) و ١− x(−y) = uα ∈ U(R) نتیجه در

که دارد وجود y ∈ R ،(٢) بند طبق صورت این در .ax + b = ١ کنیم فرض :(١) ⇐ (٢)

چون .١− xy = v ∈ U(R) و a+ by = u ∈ U(R)(
a b
−١ x

)
=

(
x xa− ١
١ a

)−١
∈ GL٢(R),

)پس
a b
−١ x

)
B٢١(y) =

(
u b
−v x

)
∈ GL٢(R).

که دارد وجود β ∈ U(R) ،١٠.٢.١ ی گزاره )از
u b
−v x

)
= [u, β]B٢١

(
−β−١v

)
B١٢

(
u−١b

)
.

پس .[u, β]B٢١
(
−β−١v

)
= B٢١

(
−vu−١

)
[u, β] داریم ،∆ روابط (٢) بند به توجه با



١۶ حلقه ͷی پایای برد شرایط و ها خودتوان ، ها یͺه .٢

(
a b
−١ x

)
B٢١(y) = B٢١

(
−vu−١

)
[u, β]B١٢

(
u−١b

)
.

،B−١
٢١ (y) = B٢١(−y) در راست از و B−١

٢١
(
−vu−١

)
= B٢١

(
vu−١

)
در چپ از فوق عبارت ضرب با

داریم:

B٢١
(
vu−١

)( a b
−١ x

)
= [u, β]B١٢

(
u−١b

)
B٢١(−y).

دارد. ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت R نتیجه در .x+
(
vu−١

)
b = β ∈ U(R) لذا

ی یͺه پایای برد خاصیت R چون .xopaop + bop = ١op آنͽاه ،ax + b = ١ اگر :(٣) ⇐ (١)

از استفاده با لذا دارد. ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت نیز Rop ،۴.١.٢ ی نتیجه به بنا پس دارد، ͷی

دارد وجود y ∈ R یعنͬ ،١op − aopyop, xop + bopyop ∈ U(R) که دارد وجود yop ∈ Rop ،(٢) ⇐ (١)

.١− ya, x+ yb ∈ U(R) که

که دارد وجود yop ∈ Rop ،(٣) به بنا .xopaop + bop = ١op آنͽاه ،ax + b = ١ اگر :(١) ⇐ (٣)

به بنا لذا .١− xy, a+ by ∈ U(R)که دارد وجود y ∈ R یعنͬ ،١op − yopxop, aop + yopbop ∈ U(Rop)

دارد. ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت R ،(١) ⇐ (٢)

ی حلقه ،n ≥ ١ هر برای آنͽاه باشد، داشته ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت R ی حلقه اگر .٨.١.٢ قضیه

دارد. ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت نیز Mn(R)

آنͽاه باشد، Mn(R) در BC +D = In اگر برهان.

A =

(
B D
−In C

)
=

(
C CB − In
In B

)−١
∈ GL٢n(R).

بنابراین .١ ≤ s, t ≤ n که ،Aij = (aijst) ∈ Mn(R) و ١ ≤ i, j ≤ ٢ که ،A = (Aij) دهیم مͬ قرار

که دارند وجود A−١ اول ستون در x١, . . . , xn, y١, . . . , yn ∈ R عناصر



١٧ دارند ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت که هایͬ حلقه .١.٢

a١١١١x١ + · · ·+ a١١١nxn + a١٢١١y١ + · · ·+ a١٢١nyn = ١,

...

a١١n١x١ + · · ·+ a١١nnxn + a١٢n١y١ + · · ·+ a١٢nnyn = ٠, (℘)

a٢١١١x١ + · · ·+ a٢١١nxn + a٢٢١١y١ + · · ·+ a٢٢١nyn = ٠,

...

a٢١n١x١ + · · ·+ a٢١nnxn + a٢٢n١y١ + · · ·+ a٢٢nnyn = ٠.

که دارد وجود z١ ∈ R ،٧.١.٢ لم به بنا ،(℘) اول بند در

a١١١١ + (a١١٢١x٢ + · · ·+ a١١١nxn + a١٢١١y١ + · · ·+ a١٢١nyn)z١ = u١ ∈ U(R)

پس ،a١١٢١x١ + · · ·+ a١١٢nxn + a١٢٢١y١ + · · ·+ a١٢٢nyn = ٠ چون .١− x١z١ = v١ ∈ U(R) و

a١١٢٢x٢z١ + · · ·+ a١١٢nxnz١ + a١٢٢١y١z١ + · · ·+ a١٢٢nynz١ = −a١١٢١x١z١.

نتیجه در

a١١٢١ + a١١٢٢x٢z١ + · · ·+ a١١٢nxnz١ + a١٢٢١y١z١ + · · ·+ a١٢٢nynz١ = a١١٢١ − a١١٢١x١z١

= a١)١١٢١− x١z١) = a١١٢١v١.

داریم: (℘) دیͽر های بند به توجه با مشابه بطور

a١١٣١ + a١١٣٢x٢z١ + · · ·+ a١١٣nxnz١ + a١٢٣١y١z١ + · · ·+ a١٢٣nynz١ = a١١٣١v١,

...

a١١n١ + a١١n٢x٢z١ + · · ·+ a١١nnxnz١ + a١٢n١y١z١ + · · ·+ a١٢nnynz١ = a١١n١v١,

a٢١١١ + a٢١١٢x٢z١ + · · ·+ a٢١١nxnz١ + a٢٢١١y١z١ + · · ·+ a٢٢١nynz١ = a٢١١١v١,

...

a٢١n١ + a٢١n٢x١z١ + · · ·+ a٢١nnxnz١ + a٢٢n١y١z١ + · · ·+ a٢٢nnynz١ = a٢١n١v١.



١٨ حلقه ͷی پایای برد شرایط و ها خودتوان ، ها یͺه .٢

بنابراین

A



١ ٠ · · · ٠ ٠ · · · ٠
x٢z١ ١ · · · ٠ ٠ · · · ٠
... ... . . . ... ... . . . ...

xnz١ ٠ · · · ١ ٠ · · · ٠
y١z١ ٠ · · · ٠ ١ · · · ٠
... ... . . . ... ... . . . ...

ynz١ ٠ · · · ٠ ٠ · · · ١


=



u١ a١١١٢ · · · a١١١n a١٢١١ · · · a١٢١n
a١١٢١v١ a١١٢٢ · · · a١١٢n a١٢٢١ · · · a١٢٢n
... ... . . . ... ... . . . ...

a١١n١v١ a١١n٢ · · · a١١nn a١٢n١ · · · a١٢nn
a٢١١١v١ a٢١١٢ · · · a٢١١n a٢٢١١ · · · a٢٢١n
... ... . . . ... ... . . . ...

a٢١n١v١ a٢١n٢ · · · a٢١nn a٢٢n١ · · · a٢٢nn


.

طرفͬ از

١ ٠ · · · ٠ ٠ · · · ٠
x٢z١ ١ · · · ٠ ٠ · · · ٠
... ... . . . ... ... . . . ...

xnz١ ٠ · · · ١ ٠ · · · ٠
y١z١ ٠ · · · ٠ ١ · · · ٠
... ... . . . ... ... . . . ...

ynz١ ٠ · · · ٠ ٠ · · · ١


=




١ ٠ · · · ٠
x٢z١ ١ · · · ٠
... ... . . . ...

xnz١ ٠ · · · ١

 , In



×B٢١


y١z١ ٠ · · · ٠

... ... . . . ...
ynz١ ٠ · · · ٠


 .

پس

A١ =




١ ٠ · · · ٠
−a١١٢١v١u

−١
١ ١ · · · ٠

... ... . . . ...
−a١١n١v١u

−١
١ ٠ · · · ١

 , In

A




١ ٠ · · · ٠
x٢z١ ١ · · · ٠
... ... . . . ...

xnz١ ٠ · · · ١

 , In



×B٢١


y١z١ ٠ · · · ٠

... ... . . . ...
ynz١ ٠ · · · ٠




=



u١ a١١١٢ · · · a١١١n a١٢١١ · · · a١٢١n
٠ b١١٢٢ · · · b١١٢n b١٢٢١ · · · b١٢٢n
... ... . . . ... ... . . . ...
٠ b١١n٢ · · · b١١nn b١٢n١ · · · b١٢nn

a٢١١١v١ a٢١١٢ · · · a٢١١n a٢٢١١ · · · a٢٢١n
... ... . . . ... ... . . . ...

a٢١n١v١ a٢١n٢ · · · a٢١nn a٢٢n١ · · · a٢٢nn


∈ GL٢n(R).

که دارند وجود A−١
١ دوم ستون در x′١, . . . , x′n, y′١, . . . , y′n ∈ R عناصر بنابراین



١٩ دارند ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت که هایͬ حلقه .١.٢

u١x
′
١ + a١١١٢x

′
٢ + · · ·+ a١١١nx

′
n + a١٢١١y

′
١ + · · ·+ a١٢١ny

′
n = ٠,

٠× x′١ + b١١٢٢x
′
٢ + · · ·+ b١١٢nx

′
n + b١٢٢١y

′
١ + · · ·+ b١٢٢ny

′
n = ١,

...

٠× x′١ + b١١n٢x
′
٢ + · · ·+ b١١nnx

′
n + b١٢n١y

′
١ + · · ·+ b١٢nny

′
n = ٠, (℘℘)

a٢١١١v١x
′
١ + a٢١١٢x

′
٢ + · · ·+ a٢١١nx

′
n + a٢٢١١y

′
١ + · · ·+ a٢٢١ny

′
n = ٠,

...

a٢١n١v١x
′
١ + a٢١n٢x

′
٢ + · · ·+ a٢١nnx

′
n + a٢٢n١y

′
١ + · · ·+ a٢٢nny

′
n = ٠.

که دارد وجود z٢ ∈ R ،٧.١.٢ لم طبق ،(℘℘) دوم بند به توجه با

b١١٢٢ +
(
٠× x′١ + b١١٢٣x

′
٣ + · · ·+ b١١٢nx

′
n + b١٢٢١y

′
١ + · · ·+ b١٢٢ny

′
n

)
z٢

= ٠× z٢ + b١١٢٢ + b١١٢٣x
′
٣z٢ + · · ·+ b١١٢nx

′
nz٢ + b١٢٢١y

′
١z٢ + · · ·+ b١٢٢ny

′
nz٢ = u٢ ∈ U(R)

.١− x′٢z٢ = v٢ ∈ U(R) و

داریم: قبل روند مشابه

A١



١ x′١z٢ ٠ · · · ٠ ٠ · · · ٠
٠ ١ ٠ · · · ٠ ٠ · · · ٠
٠ x′٣z٢ ١ · · · ٠ ٠ · · · ٠
... ... ... . . . ... ... . . . ...
٠ x′nz٢ ٠ · · · ١ ٠ · · · ٠
٠ y′١z٢ ٠ · · · ٠ ١ · · · ٠
... ... ... . . . ... ... . . . ...
٠ y′nz٢ ٠ · · · ٠ ٠ · · · ١



=



u١ a١١١٢v٢ a١١١٣ · · · a١١١n a١٢١١ · · · a١٢١n
٠ u٢ b١١٢٣ · · · a١١٢n a١٢٢١ · · · a١٢٢n
٠ b١١٣٢ b١١٣٣ · · · a١١٣n a١٢٣١ · · · a١٢٣n
... ... ... . . . ... ... . . . ...
٠ b١١n٢ b١١n٣ · · · a١١nn a١٢n١ · · · a١٢nn

a٢١١١v١ a٢١١٢v٢ a٢١١٣ · · · a٢١١n a٢٢١١ · · · a٢٢١n
... ... ... . . . ... ... . . . ...

a٢١n١v١ a٢١n٢v٢ a٢١n٣ · · · a٢١nn a٢٢n١ · · · a٢٢nn


.



٢٠ حلقه ͷی پایای برد شرایط و ها خودتوان ، ها یͺه .٢

بنابراین

A٢ =




١ ٠ ٠ · · · ٠
٠ ١ ٠ · · · ٠
٠ −b١١٣٢v٢u

−١
٢ ١ · · · ٠

... ... ... . . . ...
٠ −b١١n٢v٢u

−١
٢ ٠ · · · ١

 , In

A١




١ x′١z٢ ٠ · · · ٠
٠ ١ ٠ · · · ٠
٠ x′٣z٢ ١ · · · ٠
... ... ... . . . ...
٠ x′nz٢ ٠ · · · ١

 , In



×B٢١


٠ y′١z٢ ٠ · · · ٠
... ... ... . . . ...
٠ y′nz٢ ٠ · · · ٠




=



u١ a١١١٢v٢ a١١١٣ · · · a١١١n a١٢١١ · · · a١٢١n
٠ u٢ b١١٢٣ · · · b١١٢n b١٢٢١ · · · b١٢٢n
٠ ٠ c١١٣٣ · · · c١١٣n c١٢٣١ · · · c١٢٣n
... ... ... . . . ... ... . . . ...
٠ ٠ c١١n٣ · · · c١١nn c١٢n١ · · · c١٢nn

a٢١١١v١ a٢١١٢v٢ a٢١١٣ · · · a٢١١n a٢٢١١ · · · a٢٢١n
... ... ... . . . ... ... . . . ...

a٢١n١v١ a٢١n٢v٢ a٢١n٣ · · · a٢١nn a٢٢n١ · · · a٢٢nn


.

نویسیم: مͬ سادگͬ برای

A٢ = [∗, ∗]A١ [∗, ∗]B٢١(∗).

پس ،A١ = [∗, ∗]A [∗, ∗]B٢١(∗) طرفͬ از

A٢ = [∗, ∗] [∗, ∗]A [∗, ∗]B٢١(∗) [∗, ∗]B٢١(∗).

نوشت: توان مͬ ،∆ روابط (۴) و (١) ،(٢) ازبندهای استفاده با نتیجه در

A٢ = [∗, ∗]A [∗, ∗]B٢١(∗).



٢١ دارند ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت که هایͬ حلقه .١.٢

که دارند وجود u٣, . . . , un, v٣, . . . , vn ∈ U(R) عناصر بالا روند دادن ادامه با مشابه بطور

An = [∗, ∗]A [∗, ∗]B٢١(∗)

=



u١ ∗ ∗ · · · ∗ a١٢١١ · · · a١٢١n
٠ u٢ ∗ · · · ∗ b١٢٢١ · · · b١٢٢n
٠ ٠ u٣ · · · ∗ c١٢٣١ · · · c١٢٣n
... ... ... . . . ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · un d١٢n١ · · · d١٢nn

a٢١١١v١ a٢١١٢v٢ a٢١١٣v٣ · · · a٢١١nvn a٢٢١١ · · · a٢٢١n
... ... ... . . . ... ... . . . ...

a٢١n١v١ a٢١n٢v٢ a٢١n٣v٣ · · · a٢١nnvn a٢٢n١ · · · a٢٢nn


∈ GL٢n(R).

و V =


a١٢١١ · · · a١٢١n
b١٢٢١ · · · b١٢٢n
c١٢٣١ · · · c١٢٣n
... . . . ...

d١٢n١ · · · d١٢nn

 ،U =


u١ ∗ ∗ · · · ∗
٠ u٢ ∗ · · · ∗
٠ ٠ u٣ · · · ∗
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · un

 دهیم مͬ قرار

a٢١١١v١ a٢١١٢v٢ a٢١١٣v٣ · · · a٢١١nvn
... ... ... . . . ...

a٢١n١v١ a٢١n٢v٢ a٢١n٣v٣ · · · a٢١nnvn

 = −


v١ ٠ ٠ · · · ٠
٠ v٢ ٠ · · · ٠
٠ ٠ v٣ · · · ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · vn

 = −diag (v١, . . . , vn) .

پس

An =

(
U V

−diag (v١, . . . , vn) A٢٢

)
.

که دارد وجود E ∈ GLn(R) ،١٠.٢.١ ی گزاره از پس ،U ∈ GLn(R) چون

An = [U,E]B٢١
(
−E−١diag (v١, . . . , vn)

)
B١٢

(
U−١V

)
,

.E = A٢٢ + diag (v١, . . . , vn)U
−١V که

که دارند وجود S ∈ Mn(R) ,W,Xو Y, Z ∈ GLn(R)پس ،An = [∗, ∗]A [∗, ∗]B٢١(∗) چون طرفͬ از

پس .An = [W,X]A [Y,Z]B٢١(S)

[W,X]A[Y, Z]B٢١(S) = [U,E]B٢١(−E−١diag(v١, . . . , vn))B١٢(U
−١V ).



٢٢ حلقه ͷی پایای برد شرایط و ها خودتوان ، ها یͺه .٢

بنابراین

A = [W−١, X−١][U,E]B٢١(−E−١diag(v١, . . . , vn))B١٢(U
−١V )B٢١(−S)[Y −١, Z−١]

= [W−١U,X−١E]B٢١(−E−١diag(v١, . . . , vn))B١٢(U
−١V )B٢١(−S)[Y −١, Z−١].

داریم: ،∆ روابط (٢) بند از استفاده با پس

A = [W−١UY −١, X−١EZ−١]B٢١(−ZE−١diag(v١, . . . , vn)Y
−١)

B١٢(Y U−١V Z−١)B٢١(−ZSY −١).

داریم: ،∆ روابط (٢) بند از

[W−١UY −١, X−١EZ−١]B٢١(−ZE−١diag(v١, . . . , vn)Y
−١) =

B٢١(−ZE−١XZE−١diag(v١, . . . , vn)Y
−١W−١UY −١)[W−١UY −١, X−١EZ−١].

پس .W ′ = −ZE−١XZE−١diag(v١, . . . , vn) دهیم مͬ قرار

A = B٢١(W
′)[W−١UY −١, X−١EZ−١]B١٢(Y U−١V Z−١)B٢١(−ZSY −١).

داریم: ،B٢١(−W ′) در چپ از فوق عبارت ضرب با

B٢١(−W ′)

(
B D
−In C

)
= [W−١UY −١, X−١EZ−١]B١٢(Y U−١V Z−١)B٢١(−ZSY −١).

،۵.١.٢ لم طبق نتیجه در .−W ′ ∈ GLn(R) که C + (−W ′)D = X−١EZ−١ ∈ GLn(R) بنابراین

دارد. ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت Mn(R)

بصورت ،R روی n× n ماتریس هر آنͽاه باشد، داشته ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت R اگر .٩.١.٢ نتیجه

است. پذیر وارون ماتریس دو مجموع



٢٣ هستند یͺه منظم عنصر تعدادی شامل که هایͬ حلقه .٢.٢

قبل، ی قضیه از پس دارد، ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت R چون .A ∈ Mn(R) کنیم فرض برهان.

پس ،AMn(R) + InMn(R) = Mn(R) چون طرفͬ از دارد. ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت نیز Mn(R)

.A = (−U) + V بنابراین .A+ In × U = V ∈ GLn(R) که دارد وجود U ∈ GLn(R)

ندارد: را ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت Z/٢Z دهیم مͬ نشان نقض مثال با .١٠.١.٢ مثال

،u ∈ U(Z٢) = {١} ازای به ولͬ ،١̄.٠̄ + ١̄ = ١̄ داریم ،Z٢ = {٠,١} در .Z/٢Z ∼= Z٢ دانیم مͬ

ندارد. را ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت Z٢ پس .١̄+ ١̄.u = ٠ /∈ U(Z٢) داریم

یͺه پایای برد خاصیت Mn(Z/٢Z) چون نیست. برقرار ٨.١.٢ ی قضیه عͺس دهد مͬ نشان زیر لم

ندارد. را ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت Z/٢Z که حالͬ در دارد ͷی

دارد. ͷی ی یͺه پایای برد خاصیت Mn(Z/٢Z) ی حلقه ،n ≥ ٢ برای .١١.١.٢ لم

کنید. رجوع ٢.٣.٢ لم [٣] مرجع به برهان.

هستند یͺه منظم عنصر تعدادی شامل که هایͬ حلقه ٢.٢

مͬ بررسͬ را هستند یͺه منظم عنصر تعدادی شامل که هایͬ حلقه های ویژگͬ از برخͬ ابتدا بخش این در

ماتریس ی حلقه آنͽاه باشد، یͺه منظم عنصر تعدادی شامل R ی حلقه اگر دهیم مͬ نشان آخر در و کنیم

است. چنین نیز R روی n× n های

آنͽاه ،a, b ∈ R که aR+ bR = R هرگاه دارد، ٢ ͷی پایای برد خاصیت R ی حلقه گوییم .١.٢.٢ تعریف

. a+ by ∈ U(R) که باشد داشته وجود y ∈ R

.a = aua که باشد داشته وجود u ∈ U(R) هرگاه نامیم، مͬ یͺه منظم را a ∈ R عنصر .٢.٢.٢ تعریف

که aR + bR = R هرگاه است، ٣ یͺه منظم عنصر تعدادی شامل R ی حلقه گوییم .٣.٢.٢ تعریف

.a+ bw ∈ U(R) که باشد داشته وجود w ∈ R یͺه منظم عنصر آنͽاه a, b ∈ R

٢Stable range one
٣Many unit-regular elements



٢۴ حلقه ͷی پایای برد شرایط و ها خودتوان ، ها یͺه .٢

که است هایͬ حلقه کلاس شامل دارد ͷی پایای برد خاصیت که هایͬ حلقه کلاس که است واضح

پایای برد خاصیت که است هایͬ حلقه کلاس شامل کلاس، این و باشند مͬ یͺه منظم عنصر تعدادی شامل

دارند. ͷی ی یͺه

که دارند وجود v ∈ U(R) و e ∈ R خودتوان آنͽاه ،u ∈ U(R) و باشد یͺه منظم w ∈ R اگر .۴.٢.٢ لم

.wu−١ = ve

دادن قرار با نتیجه در .w = wxw که دارد وجود x ∈ U(R) پس است، یͺه منظم w ∈ R چون برهان.

شود. مͬ کامل اثبات ،e = uxwu−و١ v = x−١u−١

معادلند: زیر های گزاره صورت این در باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .۵.٢.٢ قضیه

است. یͺه منظم عنصر تعدادی شامل R ی حلقه (١)

.١+ x (y − w) ∈ U(R) که دارد وجود w ∈ R یͺه منظم عنصر ،x, y ∈ R هر برای (٢)

شامل R ی حلقه چون .(١+ xy)R + (−x)R = R داریم ،x, y ∈ R هر برای :(٢) ⇐ (١) برهان.

که دارد وجود w ∈ R یͺه منظم عنصر پس است، یͺه منظم عنصر تعدادی

(١+ xy) + (−x)w = ١+ x (y − w) ∈ U(R).

.ax+ by = ١ که دارند وجود x, y ∈ Rپس ،a, b ∈ R که aR+ bR = R کنیم فرض :(١) ⇐ (٢)

که دارد وجود w ∈ R یͺه منظم عنصر ،(−a), x ∈ R برای ،(٢) بند از استفاده با

١+ (−a)(x− w) = ١− ax+ aw = aw + by = u ∈ U(R).

پس

awu−١ + byu−١ = ١. (١.٢)

با .wu−١ = ve که دارند وجود v ∈ U(R) و e = e٢ ∈ R ،۴.٢.٢ لم طبق پس است، یͺه منظم w چون

داریم: ،(١.٢) عبارت در ١− e ضرب



٢۵ هستند یͺه منظم عنصر تعدادی شامل که هایͬ حلقه .٢.٢

e+ (١− e)byu−١ = ١− (١− e)ave.

داریم: ،v در بالا عبارت ضرب با

ve+ v(١− e)byu−١ = v(١− (١− e)ave).

داریم: ،(١− (١− e)ave)(١+ (١− e)ave) = ١ اینͺه به توجه با پس

wu−١ + v(١− e)byu−١ = v(١+ (١− e)ave)−١ ∈ U(R).

پس .a+ byu−١z = s ∈ U(R) که دارد وجود z ∈ R ،٧.٢.١ ی گزاره به بنا پس

as−١ + byu−١zs−١ = ١.

که دارد وجود t ∈ R یͺه منظم عنصر ،(−b), yu−١zs−١ ∈ R برای ،(٢) بند طبق

١+ (−b)(yu−١zs−١ − t) = as−١ + bt ∈ U(R).

شود. مͬ کامل اثبات نتیجه در است. یͺه منظم ts که a+ bts ∈ U(R) لذا

شامل ،Rop متقابل ی حلقه اگر فقط و اگر است، یͺه منظم عنصر تعدادی شامل R ی حلقه .۶.٢.٢ نتیجه

باشد. یͺه منظم عنصر تعدادی

شود. مͬ اثبات ۴.١.٢ ی نتیجه مشابه برهان.

: معادلند زیر های گزاره صورت این در باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٧.٢.٢ لم

است. یͺه منظم عنصر تعدادی شامل R ی حلقه (١)

.aw + b ∈ U(R) که دارد وجود w ∈ R یͺه منظم عنصر آنͽاه ،a, b, x ∈ R که ax+ b = ١ اگر (٢)

.wx+ b ∈ U(R) که دارد وجود w ∈ R یͺه منظم عنصر آنͽاه ،a, b, x ∈ R که ax+ b = ١ اگر (٣)



٢۶ حلقه ͷی پایای برد شرایط و ها خودتوان ، ها یͺه .٢

به بنا پس است، یͺه منظم عنصر تعدادی شامل R چون .ax + b = ١ کنیم فرض :(٢) ⇐ (١) برهان.

که دارد وجود w ∈ R یͺه منظم عنصر ،(−a), x ∈ R برای ،۵.٢.٢ ی قضیه

١+ (−a)(x− w) = aw + b ∈ U(R).

یͺه منظم عنصر ،(٢) بند به بنا لذا .(−x)y + (١+ xy) = ١ داریم ،x, y ∈ R هر برای :(١) ⇐ (٢)

حلقه ،۵.٢.٢ ی قضیه به بنا لذا .(−x)w + (١+ xy) = ١+ x(y − w) ∈ U(R) که دارد وجود w ∈ R

است. یͺه منظم عنصر تعدادی شامل R ی

منظم عنصر تعدادی شامل R ی حلقه چون .xopaop+ bop = ١op آنͽاه ،ax+ b = ١ اگر :(٣) ⇐ (١)

استفاده با لذا است. یͺه منظم عنصر تعدادی شامل نیز Rop ی حلقه ،۶.٢.٢ ی نتیجه به بنا پس است، یͺه

منظم عنصر یعنͬ ،xopwop + bop ∈ U(Rop) که دارد وجود wop ∈ Rop یͺه منظم عنصر ،(٢) ⇐ (١) از

.wx+ b ∈ U(R) که دارد وجود w ∈ R یͺه

wop ∈ Rop یͺه منظم عنصر ،(٣) بند به بنا .xopaop+bop = ١op آنͽاه ، ax+b = ١ اگر :(١) ⇐ (٣)

. aw+ b ∈ U(R) که دارد وجود w ∈ R یͺه منظم عنصر یعنͬ ،wopaop + bop ∈ U(Rop) که دارد وجود

است. یͺه منظم عنصر تعدادی شامل R ی حلقه ،(١) ⇐ (٢) طبق لذا

معادلند: زیر های گزاره صورت این در باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٨.٢.٢ قضیه

است. یͺه منظم عنصر تعدادی شامل R (١)

دارند وجود w ∈ R یͺه منظم عنصر و α, β ∈ U(R) ،x, y ∈ R عناصر ،A ∈ GL٢(R) هر برای (٢)

که

A = [α, β]B٢١(x)B١٢(y)B٢١(w).

دارند وجود w ∈ R یͺه منظم عنصر و α, β ∈ U(R) ،x, y ∈ R عناصر ،A ∈ GL٢(R) هر برای (٣)

که



٢٧ هستند یͺه منظم عنصر تعدادی شامل که هایͬ حلقه .٢.٢

A = [α, β]B٢١(w)B١٢(x)B٢١(y).

a١١x١ + که دارند وجود x١, x٢ ∈ R بنابراین .A = (aij) ∈ GL٢(R) کنیم فرض :(٢) ⇐ (١) برهان.

منظم عنصر پس است، یͺه منظم عنصر تعدادی شامل R چون .a١١R + a١٢R = R یعنͬ ،a١٢x٢ = ١

بنابراین .a١١ + a١٢w = u ∈ U(R) که دارد وجود w ∈ R یͺه

AB٢١(w) =

(
u a١٢

a٢١ + a٢٢w a٢٢

)
∈ GLn(R).

که دارد وجود v ∈ U(R) ،١٠.٢.١ ی گزاره به بنا

(
u a١٢

a٢١ + a٢٢w a٢٢

)
= [u, v]B٢١(v

−١(a٢١ + a٢٢w))B١٢(u
−١a١٢),

داریم: ،B٢١(−w) در فوق عبارت ضرب با بنابراین .v = −(a٢١ + a٢٢w)u
−١a١٢ + a٢٢ که

A = [u, v]B٢١(v
−١(a٢١ + a٢٢w))B١٢(u

−١a١٢)B٢١(−w).

صورت این در .a, b, x ∈ R که ax+ b = ١ کنیم فرض :(١) ⇐ (٢)(
a b
−١ x

)
=

(
x xa− ١
١ a

)−١
∈ GL٢(R).

که دارند وجود w ∈ R یͺه منظم عنصر و c, d ∈ R ،α, β ∈ U(R)،(٢) طبق )پس
a b
−١ x

)
= [α, β]B٢١(c)B١٢(d)B٢١(w).

)بنابراین
a b
−١ x

)(
١ ٠
−w ١

)
= [α, β]B٢١(c)B١٢(d).

است. یͺه منظم عنصر تعدادی شامل R لذا . a+ b(−w) = α ∈ U(R) پس

وجود w ∈ R یͺه منظم عنصر و x, y ∈ R ،α, β ∈ U(R) ،A ∈ GL٢(R) هر برای :(٣) ⇐ (٢)

که دارند



٢٨ حلقه ͷی پایای برد شرایط و ها خودتوان ، ها یͺه .٢

A−١ = [α, β]B٢١(x)B١٢(y)B٢١(w).

داریم: ،(٢) و (۶) ،(۵) بند ∆ روابط از استفاده با لذا

A = B٢١(−w)B١٢(−y)B٢١(−x)[α−١, β−١]

= [α−١, β−١]B٢١(−βwα−١)B١٢(−αyβ−١)B٢١(−βxα−١).

بنابراین .w = wuw که دارد وجود u ∈ U(R) پس است، یͺه منظم w ∈ R چون

−βwα−١ = (−βwα−١)(−αuβ−١)(−βwα−١).

است. یͺه منظم w′ = −βwα−١ ∈ R لذا

وجود w ∈ R یͺه منظم عنصر و x, y ∈ R ،α, β ∈ U(R) ،A ∈ GL٢(R) هر برای :(٢) ⇐ (٣)

که دارند

A−١ = [α, β]B٢١(w)B١٢(x)B٢١(y).

داریم: ،∆ روابط (٢) و (۵) ،(۶) بندهای از استفاده با لذا

A = B٢١(−y)B١٢(−x)B٢١(−w)[α−١, β−١]

= [α−١, β−١]B٢١(−βyα−١)B١٢(−αxβ−١)B٢١(−βwα−١).

است. یͺه منظم w′ = −βwα−١ ∈ R که

معادلند: زیر های گزاره صورت این در باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٩.٢.٢ نتیجه

است. یͺه منظم عنصر تعدادی شامل R (١)

دارند وجود w ∈ R یͺه منظم عنصر و α, β ∈ U(R) ،x, y ∈ R عناصر ،A ∈ GL٢(R) هر برای (٢)

که



٢٩ هستند یͺه منظم عنصر تعدادی شامل که هایͬ حلقه .٢.٢

A = [α, β]B١٢(w)B٢١(x)B١٢(y).

که دارند وجود w ∈ R یͺه منظم عنصر و α, β ∈ U(R) ،x, y ∈ R عناصر ،A ∈ GL٢(R)هر برای (٣)

A = [α, β]B١٢(x)B٢١(y)B١٢(w).

صورت این در .A = (aij) ∈ GL٢(R) کنیم فرض :(٢) ⇐ (١) برهان.

(Aop)T = (aopji ) ∈ GL٢(R
op).

منظم عنصر تعدادی شامل نیز Rop ،۶.٢.٢ ی نتیجه طبق پس است، یͺه منظم عنصر تعدادی شامل R چون

که دارند وجود x, y ∈ R و α, β ∈ U(R) ،wop ∈ Rop یͺه منظم عنصر قبل، ی قضیه طبق لذا است. یͺه

(Aop)T = [αop, βop]B٢١(x
op)B١٢(y

op)B٢١(w
op).

داریم: فوق تساوی طرفین از ترانهاده گرفتن با حال

Aop = (B٢١(w
op))T (B١٢(y

op))T (B٢١(x
op))T [αop, βop]T .

داریم: ،(B٢١(∗))T = B١٢(∗) اینͺه به توجه با لذا

A = B١٢(w)B٢١(y)B١٢(x)[α, β]

= [α, β]B١٢(α
−١wβ)B٢١(β

−١yα)B١٢(α
−١xβ).

بنابراین .w = wuw که دارد وجود u ∈ U(R) پس است، یͺه منظم w ∈ R چون

α−١wβ = α−١wβ(β−١uα)α−١wβ.

است. یͺه منظم w′ = α−١wβ ∈ R پس

بند به بنا .AT ∈ GL٢(R) صورت این در .Aop = (aopij ) ∈ GL٢(R
op) کنیم فرض :(١) ⇐ (٢)

که دارند وجود w ∈ R یͺه منظم عنصر و x, y ∈ R ،α, β ∈ U(R) ،(٢)



٣٠ حلقه ͷی پایای برد شرایط و ها خودتوان ، ها یͺه .٢

AT = [α, β]B١٢(w)B٢١(x)B١٢(y).

نتیجه در

Aop = ((AT )T )op

= ((B١٢(y))
T (B٢١(x))

T (B١٢(w))
T [α, β]T )op

= B٢١(y
op)B١٢(x

op)B٢١(w
op)[αop, βop]

= [αop, βop]B٢١((β
op)−١yopαop)B١٢((α

op)−١xopβop)B٢١((β
op)−١wopαop),

یͺه منظم عنصر تعدادی شامل Rop ،٨.٢.٢ ی قضیه طبق پس است. یͺه ١wopαop−(βop)منظم ∈ Rop که

است. چنین نیز R ،۶.٢.٢ ی نتیجه به بنا نتیجه در است.

شود. مͬ اثبات بالا روند مشابه :(١) ⇔ (٣)

معادلند: زیر های گزاره صورت این در باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .١٠.٢.٢ لم

دارد. ͷی پایای برد خاصیت R ی حلقه (١)

.a+ by ∈ U(R) که دارد وجود y ∈ R آنͽاه ،ax+ b = ١ اگر (٢)

دارد، ͷی پایای برد خاصیت R چون .aR+ bR = R پس .ax+ b = ١ کنیم فرض :(٢) ⇐ (١) برهان.

.a+ by ∈ U(R) که دارد وجود y ∈ R پس

،(٢) بند به بنا .ax+ by = ١ که دارند وجود x, y ∈ R پس .aR+ bR = R کنیم فرض :(١) ⇐ (٢)

دارد. ͷی پایای برد خاصیت R بنابراین .a+ byz ∈ U(R) که دارد وجود z ∈ R

معادلند: زیر های گزاره صورت این در باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .١١.٢.٢ لم

است. یͺه منظم عنصر تعدادی شامل R ی حلقه (١)

است. یͺه منظم ١− xy ∈ R و a+ by ∈ U(R) که دارد وجود y ∈ R آنͽاه ،ax+ b = ١ اگر (٢)



٣١ هستند یͺه منظم عنصر تعدادی شامل که هایͬ حلقه .٢.٢

است. یͺه منظم ١− ya ∈ R و x+ yb ∈ U(R) که دارد وجود y ∈ R آنͽاه ،ax+ b = ١ اگر (٣)

چون .R در ax+ b = ١ که کنیم فرض :(٢) ⇐ (١) )برهان.
a b
−١ x

)
=

(
x xa− ١
١ a

)−١
∈ GL٢(R),

که دارند وجود w ∈ R یͺه منظم عنصر و x, y ∈ R ،α, β ∈ U(R) ،٨.٢.٢ ی قضیه طبق )پس
a b
−١ x

)
= [α, β]B٢١(w)B١٢(x)B٢١(y).

)پس
a b
−١ x

)(
١ ٠
−y ١

)
= [α, β]B٢١(w)B١٢(x).

u ∈ U(R)پس است، یͺه منظم w چون .١−x(−y) = −βw ∈ R و ،a+b(−y) = α ∈ U(R) نتیجه در

است. یͺه منظم −βw = (−βw)(−uβ−١)(−βw) بنابراین .w = wuw که دارد وجود

بنا چون . a′٢١R + a′٢٢R = R که است واضح .A = (a′ij) ∈ GL٢(R) کنیم فرض :(١) ⇐ (٢)

مͬ قرار .a′٢١ + a′٢٢r ∈ U(R) که دارد وجود r ∈ R پس دارد، ͷی پایای برد خاصیت R ،١٠.٢.٢ لم به

و a١١x+a١٢y = ١ که دارند وجود x, y ∈ Rپس ،AB٢١(r) ∈ GL٢(R) چون .AB٢١(r) = (aij) دهیم

١−xz = w ∈ R و a١١+a١٢yz = u ∈ U(R) که دارد وجود z ∈ R ،(٢) بند به بنا لذا .a٢١x+a٢٢y = ٠

.a٢٢yz = −a٢١xz لذا .a٢١xz + a٢٢yz = ٠ پس ،a٢١x + a٢٢y = ٠ چون طرفͬ از است. یͺه منظم

نتیجه در

a٢١ + a٢٢yz = a٢١ − a٢١xz = a١)٢١− xz) = a٢١w.

پس

AB٢١(r)B٢١(yz) =

(
a١١ + a١٢yz a١٢
a٢١ + a٢٢yz a٢٢

)
=

(
u a١٢

a٢١w a٢٢

)
∈ GL٢(R).



٣٢ حلقه ͷی پایای برد شرایط و ها خودتوان ، ها یͺه .٢

داریم: ،١٠.٢.١ ی گزاره به بنا لذا

AB٢١(r)B٢١(yz) = [u, a٢٢ − a٢١wu
−١a١٢]

B٢١
(
(a٢٢ − a٢١wu

−١a١٢)
−١a٢١w

)
B١٢(u

−١a١٢).

پس

A = [u, a٢٢ − a٢١wu
−١a١٢]B٢١

(
w′)B١٢(u

−١a١٢)B٢١(−(r + yz)).

تعدادی شامل R ،٨.٢.٢ ی قضیه به بنا لذا است. یͺه منظم w′ = (a٢٢ − a٢١wu
−١a١٢)

−١a٢١w که

است. یͺه منظم عنصر

شود. مͬ اثبات ،٧.١.٢ لم مشابه :(٣) ⇔ (١)

نیز Mn(R) ی حلقه ،n ≥ ١ هر برای آنͽاه باشد، یͺه منظم عنصر تعدادی شامل R اگر .١٢.٢.٢ قضیه

است. یͺه منظم عنصر تعدادی شامل

آنͽاه Mn(R)باشد، در BC +D = In اگر برهان.

A =

(
−In C
B D

)
=

(
CB − In C

B In

)−١
∈ GL٢n(R).

که دارد وجود F ∈ Mn(R) بنابراین دارد. ͷی پایای برد خاصیت Mn(R) که است واضح

B +DF ∈ GLn(R).

.١ ≤ s, t ≤ n که ،Aij = (aijst) ∈ Mn(R) و ١ ≤ i, j ≤ ٢ که ،AB٢١(F ) = (Aij) دهیم مͬ قرار

لم به بنا است. برقرار ٨.١.٢ ی قضیه در (℘) که دارند وجود x١, . . . , xn, y١, . . . , yn ∈ R عناصر بنابراین

که دارد وجود z١ ∈ R ،٧.١.٢

a١١١١ + (a١١٢١x٢ + · · ·+ a١١١nxn + a١٢١١y١ + · · ·+ a١٢١nyn)z١ = u١ ∈ U(R)

بنابراین است. یͺه منظم ١− x١z١ = w١ ∈ R و



٣٣ هستند یͺه منظم عنصر تعدادی شامل که هایͬ حلقه .٢.٢

AB٢١(∗)



١ ٠ · · · ٠ ٠ · · · ٠
x٢z١ ١ · · · ٠ ٠ · · · ٠
... ... . . . ... ... . . . ...

xnz١ ٠ · · · ١ ٠ · · · ٠
y١z١ ٠ · · · ٠ ١ · · · ٠
... ... . . . ... ... . . . ...

ynz١ ٠ · · · ٠ ٠ · · · ١


=



u١ a١١١٢ · · · a١١١n a١٢١١ · · · a١٢١n
a١١٢١w١ a١١٢٢ · · · a١١٢n a١٢٢١ · · · a١٢٢n
... ... . . . ... ... . . . ...

a١١n١w١ a١١n٢ · · · a١١nn a١٢n١ · · · a١٢nn
a٢١١١w١ a٢١١٢ · · · a٢١١n a٢٢١١ · · · a٢٢١n
... ... . . . ... ... . . . ...

a٢١n١w١ a٢١n٢ · · · a٢١nn a٢٢n١ · · · a٢٢nn


.

وجود w٢, w٣, . . . , wn ∈ R یͺه منظم عناصر و u٢, u٣, . . . , un ∈ U(R) عناصر ،٨.١.٢ قضیه مشابه

که دارند

An = [∗, ∗]A [∗, ∗]B٢١(∗)

=



u١ ∗ ∗ · · · ∗ a١٢١١ · · · a١٢١n
٠ u٢ ∗ · · · ∗ b١٢٢١ · · · b١٢٢n
٠ ٠ u٣ · · · ∗ c١٢٣١ · · · c١٢٣n
... ... ... . . . ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · un d١٢n١ · · · d١٢nn

a٢١١١w١ a٢١١٢w٢ a٢١١٣w٣ · · · a٢١١nwn a٢٢١١ · · · a٢٢١n
... ... ... . . . ... ... . . . ...

a٢١n١w١ a٢١n٢w٢ a٢١n٣w٣ · · · a٢١nnwn a٢٢n١ · · · a٢٢nn


∈ GL٢n(R).

و V =


a١٢١١ · · · a١٢١n
b١٢٢١ · · · b١٢٢n
c١٢٣١ · · · c١٢٣n
... . . . ...

d١٢n١ · · · d١٢nn

 ،U =


u١ ∗ ∗ · · · ∗
٠ u٢ ∗ · · · ∗
٠ ٠ u٣ · · · ∗
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · un

 دهیم مͬ قرار

a٢١١١w١ a٢١١٢w٢ a٢١١٣w٣ · · · a٢١١nwn

... ... ... . . . ...
a٢١n١w١ a٢١n٢w٢ a٢١n٣w٣ · · · a٢١nnwn

 = −


w١ ٠ ٠ · · · ٠
٠ w٢ ٠ · · · ٠
٠ ٠ w٣ · · · ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · wn


= −diag (w١, . . . , wn) .

پس

An =

(
U V

−diag (w١, . . . , wn) A٢٢

)
.



٣۴ حلقه ͷی پایای برد شرایط و ها خودتوان ، ها یͺه .٢

که دارد وجود E ∈ GLn(R) ،١٠.٢.١ ی گزاره از پس ،U ∈ GLn(R) چون

An = [U,E]B٢١
(
−E−١A٢١diag (w١, . . . , wn)

)
B١٢

(
U−١V

)
,

دارند وجود T ∈ و S,X, Y, Z ∈ GLn(R) پس .E = A٢٢ −A٢١diag (w١, . . . , wn)U
−١V که

[∗, ∗]A [∗, ∗]B٢١(∗) = [∗, ∗]B٢١ (W )B١٢(∗).

است: یͺه منظم W = −E−١A٢١diag (w١, . . . , wn) دهیم مͬ نشان

لذا .wi = wiviwi که دارد وجود vi ∈ U(R) پس است، یͺه منظم wi ∈ R چون

diag(w١, . . . , wn) = diag(w١, . . . , wn)diag(v١, . . . , vn)diag(w١, . . . , wn).

نوشت توان مͬ لذا است. یͺه منظم diag(w١, . . . , wn) بنابراین

W = W (−diag(v١, . . . , vn)A
−١
٢١ E)W.

که دارد وجود W ′ ∈ Mn(R) یͺه منظم عنصر بنابراین است. یͺه منظم W نتیجه در

B٢١(W
′)

(
−In C
B D

)
= [∗, ∗]B١٢(∗)B٢١(∗).

یͺه منظم عنصر تعدادی شامل Mn(R) ،۵.١.٢ لم طبق نتیجه در .W ′C + D ∈ GLn(R) بنابراین

است.

،A ∈ Mn(R) هر برای آنͽاه باشد، یͺه منظم عنصر تعدادی شامل حلقه ͷی R اگر .١٣.٢.٢ نتیجه

.A = EU + V که دارند وجود E = E٢ ∈ Mn(R) و U, V ∈ GLn(R)

طرفͬ از است. چنین Mn(R)نیز قبل، ی قضیه از پس است، یͺه منظم عنصر تعدادی شامل R چون برهان.

که دارد وجود W ∈ Mn(R) یͺه منظم عنصر پس .AMn(R) + InMn(R) = Mn(R) که است واضح

.W = WU ′W که دارد وجود U ′ ∈ GLn(R) پس است، یͺه منظم W چون .A+W = V ∈ GLn(R)

.A = EU +V نتیجه در .−W = WU ′WU ′((−U ′)−١) = EU و است خودتوان E = WU ′ پس



٣۵ G−M شرط .٣.٢

G−M شرط ٣.٢

عنصر ،x, y ∈ R هر برای هرگاه کند، مͬ صدق ۴ G − M شرط R ی حلقه گوییم .١.٣.٢ تعریف

.x− u, y − u−١ ∈ U(R) که باشد داشته وجود u ∈ U(R)

شرط در نیز Mn(R) ،n ≥ ١ هر برای آنͽاه کند، صدق G − M شرط در R ی حلقه اگر .٢.٣.٢ قضیه

کند. مͬ صدق G−M

دهیم: مͬ قرار .X,Y ∈ Mn(R) کنیم فرض برهان.

A =

(
X In −XY
−In Y

)
.

پس

A−١ =

(
Y Y X − In
In X

)
.

کنیم فرض

∗m =



١ ٠ · · · ∗ · · · ٠ ٠
٠ ١ · · · ∗ · · · ٠ ٠
... ... . . . ... . . . ... ...
٠ ٠ · · · ١ · · · ٠ ٠
... ... . . . ... . . . ... ...
٠ ٠ · · · ∗ · · · ٠ ١


,

دارند. قرار ام m ستون در ∗ها که

که ،Aij = (aijst) ∈ Mn(R) و ١ ≤ i, j ≤ ٢ که ،A = (Aij) ∈ GL٢(Mn(R)) دهیم مͬ قرار

که دارند وجود A−١ اول ستون در x١, . . . , xn,١,٠, . . . ,٠ ∈ R عناصر بنابراین .١ ≤ s, t ≤ n

a١١١١x١ + · · ·+ a١١١nxn + a١٢١١ × ١+ a١٢١٢ × ٠+ · · ·+ a١٢١n × ٠ = ١,

...

a١١n١x١ + · · ·+ a١١nnxn + a١٢n١ × ١+ a١٢n٢ × ٠+ · · ·+ a١٢nn × ٠ = ٠,
۴Goodearl-Menal condition



٣۶ حلقه ͷی پایای برد شرایط و ها خودتوان ، ها یͺه .٢

a٢١١١x١ + · · ·+ a٢١١nxn + a٢٢١١ × ١+ a٢٢١٢ × ٠+ · · ·+ a٢٢١n × ٠ = ٠,

...

a٢١n١x١ + · · ·+ a٢١nnxn + a٢٢n١ × ١+ a٢٢n٢ × ٠+ · · ·+ a٢٢nn × ٠ = ٠.

که دارد وجود u ∈ U(R) ،a١١١١, x١ ∈ R برای فرض به بنا

a١١١١ − u−١ ∈ U(R), x١ − u = z−١١ ∈ U(R).

.١−x١z١ = −uz١ = v١ ∈ U(R)پس .x١z١−uz١ = ١ داریم ،x١−u = z−١١ در راست از z١ ضرب با

داریم: دیͽر طرف از .١− a١١١١u ∈ U(R) داریم ،a١١١١ − u−١ در راست از (−u) ضرب با طرفͬ از

a١١١١ + a١١١٢x٢z١ + . . .+ a١١١nxnz١ + a١٢١١z١ + ٠× z١ + . . .+ ٠× z١

= a١١١١ (x١z١ − uz١) +
(
a١١١٢x٢z١ + . . .+ a١١١nxnz١ + a١٢١١z١

)
=
(
a١١١١x١ + a١١١٢x٢ + . . .+ a١١١nxn + a١٢١١

)
z١ − a١١١١uz١

=
(
١− a١١١١u

)
z١ = u١ ∈ U(R).



٣٧ G−M شرط .٣.٢

پس

A١ =




١ ٠ · · · ٠
−a١١٢١v١u

−١
١ ١ · · · ٠

... ... . . . ...
−a١١n١v١u

−١
١ ٠ · · · ١

 , In

A




١ ٠ · · · ٠
x٢z١ ١ · · · ٠
... ... . . . ...

xnz١ ٠ · · · ١

 , In



×B٢١



z١ ٠ · · · ٠
٠ ٠ · · · ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · ٠




=



u١ a١١١٢ · · · a١١١n a١٢١١ · · · a١٢١n
٠ b١١٢٢ · · · b١١٢n b١٢٢١ · · · b١٢٢n
... ... . . . ... ... . . . ...
٠ b١١n٢ · · · b١١nn b١٢n١ · · · b١٢nn

a٢١١١v١ a٢١١٢ · · · a٢١١n a٢٢١١ · · · a٢٢١n
... ... . . . ... ... . . . ...

a٢١n١v١ a٢١n٢ · · · a٢١nn a٢٢n١ · · · a٢٢nn


.

داریم: بوضوح

A−١
١ = B٢١



−z١ ٠ · · · ٠
٠ ٠ · · · ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · ٠






١ ٠ · · · ٠
−x٢z١ ١ · · · ٠

... ... . . . ...
−xnz١ ٠ · · · ١

 , In



×A−١




١ ٠ · · · ٠
a١١٢١v١u

−١
١ ١ · · · ٠

... ... . . . ...
a١١n١v١u

−١
١ ٠ · · · ١

 , In

 .

که دارند وجود A−١
١ دوم ستون در x′١, . . . , x′n, y′١,١,٠, . . . ,٠ ∈ R عناصر پس

u١x
′
١ + a١١١٢x

′
٢ · · ·+ a١١١nx

′
n + a١٢١١y

′
١ + a١٢١٢ × ١+ a١٢١٣ × ٠+ · · ·+ a١٢١n × ٠ = ٠,

٠× x′١ + b١١٢٢x
′
٢ + · · ·+ b١١٢nx

′
n + b١٢٢١y

′
١ + b١٢٢٢ × ١+ b١٢٢٣ × ٠+ · · ·+ b١٢٢n × ٠ = ١,

...

٠× x′١ + b١١n٢x
′
٢ + · · ·+ b١١nnx

′
n + b١٢n١y

′
١ + b١٢٢٢ × ١+ b١٢٢٣ × ٠+ · · ·+ b١٢٢n × ٠ = ٠,

b٢١١١x
′
١ + b٢١١٢x

′
٢ + · · ·+ b٢١١nx

′
n + a٢٢١١y

′
١ + a٢٢١٢ × ١+ a٢٢١٣ × ٠+ · · ·+ a٢٢١n × ٠ = ٠,



٣٨ حلقه ͷی پایای برد شرایط و ها خودتوان ، ها یͺه .٢

...

b٢١n١x
′
١ + b٢١n٢x

′
٢ + · · ·+ b٢١nnx

′
n + a٢٢n١y

′
١ + a٢٢n٢ × ١+ a٢٢n٣ × ٠+ · · ·+ a٢٢nn × ٠ = ٠.

که دارد وجود w ∈ U(R) عنصر ،b١١٢٢, x′٢ ∈ R برای فرض طبق نتیجه در

b١١٢٢ − w−١ ∈ U(R), x′٢ − w = z−١٢ ∈ U(R).

داریم: قبل روند مشابه

٠× z٢ + b١١٢٢ + b١١٢٣x
′
٣z٢ + · · ·+ b١١٢nx

′
nz٢ + b١٢٢١y

′
١z٢ + · · ·+ b١٢٢ny

′
nz٢ = u٢ ∈ U(R)

.١− x′٢z٢ = v٢ ∈ U(R) و

پس

A٢ =




١ ٠ ٠ · · · ٠
٠ ١ ٠ · · · ٠
٠ −b١١٣٢v٢u

−١
٢ ١ · · · ٠

... ... ... . . . ...
٠ −b١١n٢v٢u

−١
٢ ٠ · · · ١

 , In

A١




١ x′١z٢ ٠ · · · ٠
٠ ١ ٠ · · · ٠
٠ x′٣z٢ ١ · · · ٠
... ... ... . . . ...
٠ x′nz٢ ٠ · · · ١

 , In



×B٢١



٠ y′١z٢ ٠ · · · ٠
٠ z٢ ٠ · · · ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · ٠




=



u١ a١١١٢v٢ a١١١٣ · · · a١١١n a١٢١١ · · · a١٢١n
٠ u٢ b١١٢٣ · · · b١١٢n b١٢٢١ · · · b١٢٢n
٠ ٠ c١١٣٣ · · · c١١٣n c١٢٣١ · · · c١٢٣n
... ... ... . . . ... ... . . . ...
٠ ٠ c١١n٣ · · · c١١nn c١٢n١ · · · c١٢nn

a٢١١١v١ a٢١١٢v٢ a٢١١٣ · · · a٢١١n a٢٢١١ · · · a٢٢١n
... ... ... . . . ... ... . . . ...

a٢١n١v١ a٢١n٢v٢ a٢١n٣ · · · a٢١nn a٢٢n١ · · · a٢٢nn


.

نویسیم مͬ سادگͬ برای

A٢ = [∗٢, In]A١ [∗٢, In]B٢١



٠ ∗ ٠ · · · ٠
٠ z٢ ٠ · · · ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · ٠


 .



٣٩ G−M شرط .٣.٢

پس ،A١ = [∗١, In]A [∗١, In]B٢١



z١ ٠ · · · ٠
٠ ٠ · · · ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · ٠


 طرفͬ از

A٢ = [∗٢, In] [∗١, In]A [∗١, In]B٢١



z١ ٠ · · · ٠
٠ ٠ · · · ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · ٠


 [∗٢, In]

×B٢١



٠ ∗ ٠ · · · ٠
٠ z٢ ٠ · · · ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · ٠


 .

که دارند وجود u٢, . . . , un, v٢, . . . , vn ∈ U(R) عناصر مشابه بطور

An = [∗, ∗]A [∗, ∗]B٢١(∗)

=



u١ ∗ ∗ · · · ∗ a١٢١١ · · · a١٢١n
٠ u٢ ∗ · · · ∗ b١٢٢١ · · · b١٢٢n
٠ ٠ u٣ · · · ∗ c١٢٣١ · · · c١٢٣n
... ... ... . . . ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · un d١٢n١ · · · d١٢nn

a٢١١١v١ a٢١١٢v٢ a٢١١٣v٣ · · · a٢١١nvn a٢٢١١ · · · a٢٢١n
... ... ... . . . ... ... . . . ...

a٢١n١v١ a٢١n٢v٢ a٢١n٣v٣ · · · a٢١nnvn a٢٢n١ · · · a٢٢nn


∈ GL٢n(R).

و T =


a١٢١١ · · · a١٢١n
b١٢٢١ · · · b١٢٢n
c١٢٣١ · · · c١٢٣n
... . . . ...

d١٢n١ · · · d١٢nn

 ،S =


u١ ∗ ∗ · · · ∗
٠ u٢ ∗ · · · ∗
٠ ٠ u٣ · · · ∗
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · un

 دهیم مͬ قرار

a٢١١١v١ a٢١١٢v٢ a٢١١٣v٣ · · · a٢١١nvn
... ... ... . . . ...

a٢١n١v١ a٢١n٢v٢ a٢١n٣v٣ · · · a٢١nnvn

 = −


v١ ٠ ٠ · · · ٠
٠ v٢ ٠ · · · ٠
٠ ٠ v٣ · · · ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ · · · vn

 = −diag (v١, . . . , vn) .

پس

An =

(
S T

−diag (v١, . . . , vn) A٢٢

)
.



۴٠ حلقه ͷی پایای برد شرایط و ها خودتوان ، ها یͺه .٢

که دارد وجود E ∈ GLn(R) ،١٠.٢.١ ی گزاره از پس ،S ∈ GLn(R) چون

An = [S,E]B٢١
(
−E−١diag (v١, . . . , vn)

)
B١٢

(
S−١T

)
,

.E = A٢٢ + diag (v١, . . . , vn)S
−١T که

داریم: ،∆ روابط (۴) و (٢) ،(١) بندهای از استفاده با طرفͬ از

An = [∗n, In] · · · [∗٢, In] [∗١, In]A [∗١, In]

B٢١



z١ ٠ · · · ٠
٠ ٠ · · · ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · ٠


 [∗٢, In]B٢١



٠ ∗ · · · ٠
٠ z٢ · · · ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · ٠


 · · · [∗n, In]

B٢١



٠ ٠ · · · ∗
٠ ٠ · · · ∗
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · zn


 = [∗, In]A [∗, In]B٢١



z١ ∗ · · · ∗
٠ z٢ · · · ∗
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · zn


 ,

.Z =


z١ ∗ · · · ∗
٠ z٢ · · · ∗
... ... . . . ...
٠ ٠ · · · zn

 ∈ GLn(R) پس .zi ∈ U(R) که

که دارند وجود F,G ∈ GLn(R) پس ، An ∈ GL٢n(R)چون

[F, In]A [G, In]B٢١ (Z) = [S,E]B٢١
(
−E−١diag(v١, . . . , vn)

)
B١٢(S

−١T ).

داریم: ∆ روابط از استفاده با لذا

A = [F−١, I−١n ][S,E]B٢١
(
−E−١diag(v١, . . . , vn)

)
B١٢(S

−١T )B٢١(−Z)[G−١, I−١n ]

= [F−١SG,E]B٢١
(
−E−١diag(v١, . . . , vn)G

−١
)
B١٢(GS−١T )B٢١(−ZG−١).

)بنابراین
X In −XY
−In Y

)
B٢١(V ) = [F−١SG,E]B٢١

(
−E−١diag(v١, . . . , vn)G

−١)B١٢(GS−١T ),



۴١ G−M شرط .٣.٢

بنابراین .V = ZG−١ ∈ GLn(R) که

X + (In −XY )V ∈ GLn(R) (٢.٢)

و

− In + Y V = W ∈ GLn(R). (٣.٢)

داریم: (٢.٢) عبارت به بنا نتیجه در

X + (In −XY )V = X(In − Y V ) + V = −XW + V ∈ GLn(R).

.X − VW−١ ∈ GLn(R) لذا

داریم: V −١ در (٣.٢) عبارت ضرب با طرفͬ از

−V −١ + Y = WV −١ ∈ GLn(R).

شود. مͬ کامل قضیه اثبات لذا .Y − (VW−١)−١ = V −١ ∈ GLn(R) پس

G − M شرط در Mn(D) آنͽاه ،|D| ≥ ۴ اگر باشد. تقسیم ی حلقه ͷی D کنیم فرض .٣.٣.٢ نتیجه

کند. مͬ صدق

:y − u−١, x− u ∈ D∗
i که دارد وجود u ∈ D∗

i ،x, y ∈ Di هر برای دهیم مͬ نشان برهان.

.u ∈ Di − {٠, x, y−١} که کنیم مͬ انتخاب ای گونه به را u عنصر ،x, y ∈ D∗
i هر برای

.u ∈ Di − {٠, x} کنیم مͬ انتخاب ،y = ٠ و x ̸= ٠ برای

.u ∈ Di − {٠, y−١} کنیم مͬ انتخاب ،x = ٠ و y ̸= ٠ برای

.u = ١ کنیم مͬ انتخاب ،x = y = ٠ برای

G−M شرط در نیز Mn(D) که گیریم مͬ نتیجه قبل ی قضیه از کند. مͬ صدق G−M شرط در D پس

کند. مͬ صدق
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۴٢



SB های حلقه های ویژگͬ ١.٣

کنیم. مͬ مطرح را SB های حلقه معادل های گزاره از تعدادی بخش این در

وجود u ∈ U(R) آنͽاه ،a, b ∈ R که aR + bR = R هرگاه نامیم، مͬ SB را R ی حلقه .١.١.٣ تعریف

.a± bu ∈ U(R) که باشد داشته

معادلند: زیر های گزاره صورت این در باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٢.١.٣ قضیه

است. SB ی حلقه ͷی R (١)

.١+ x (y ± u) ∈ U(R) که دارد وجود u ∈ U(R) ،x, y ∈ R هر برای (٢)

SB ی حلقه ͷی R چون .(١+ xy)R + (−x)R = R داریم ،x, y ∈ R هر برای :(٢) ⇐ (١) برهان.

.١+ x (y ± u) ∈ U(R) لذا .(١+ xy)± (−x)u ∈ U(R) که دارد وجود u ∈ U(R) پس است،

.ax+ by = ١ که دارند وجود x, y ∈ Rپس ،a, b ∈ R که aR+ bR = R کنیم فرض :(١) ⇐ (٢)

که دارد وجود u ∈ U(R) ،(−a), x ∈ R برای ،(٢) بند از استفاده با

١+ (−a)(x− u) = ax+ by + (−a)(x− u) = au+ by ∈ U(R).

.auv + byv = ١ پس باشد، au+ by وارون ،v کنیم فرض

که دارد وجود w ∈ U(R) ،(−b), yv ∈ R برای ،(٢) بند از استفاده با دوباره

١+ (−b)(yv ± w) = auv + byv + (−b)(yv ± w) = auv ± bw ∈ U(R).

: داریم ،auv ± bw در راست سمت از v−١u−١ ضرب با حال

a± bwv−١u−١ ∈ U(R),

است. SB ی حلقه ͷی R نتیجه در
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باشد. SB ی حلقه ͷی ،Rop متقابل ی حلقه اگر تنها و اگر است، SB ی حلقه ͷی R .٣.١.٣ نتیجه

بنابراین .x, y ∈ R داریم ،xop, yop ∈ Rop هر برای باشد. SB ی حلقه ͷی R کنیم فرض برهان.

،٨.٢.١ ی گزاره به بنا لذا .١ + x(y ± u) ∈ U(R) که دارد وجود u ∈ U(R) قبل، ی قضیه به بنا

ی حلقه ͷی Rop قبل، ی قضیه از لذا .١op + xop(yop ± uop) ∈ U(Rop) یعنͬ ،١+ (y ± u)x ∈ U(R)

است. SB

شود. مͬ اثبات عͺس قسمت بالا روند کردن برعͺس با

است. متقارن راست و چپ به نسبت SB خاصیت که دهد مͬ نشان ،٣.١.٣ ی نتیجه

: معادلند زیر های گزاره صورت این در باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .۴.١.٣ لم

است. SB ی حلقه ͷی R (١)

.a± bu ∈ U(R) که دارد وجود u ∈ U(R) آنͽاه ،a, b, x ∈ R که ax+ b = ١ اگر (٢)

.x± ub ∈ U(R) که دارد وجود u ∈ U(R) آنͽاه ،a, b, x ∈ R که ax+ b = ١ اگر (٣)

پس است، SB ی حلقه ͷی R چون .aR + bR = R آنͽاه ،ax + b = ١ اگر :(٢) ⇐ (١) برهان.

. a± bu ∈ U(R) که دارد وجود u ∈ U(R)

وجود u ∈ U(R) ،(٢) بند به بنا لذا .(−x)y+(١+xy) = ١ داریم ،x, y ∈ R هر برای :(١) ⇐ (٢)

داریم: ،(−x)± (١+ xy)u در u−١ ضرب با .(−x)± (١+ xy)u ∈ U(R) که دارد

(−x)u−١ ± (١+ xy) ∈ U(R).

داریم: ،(−x)u−١ + (١+ xy) ∈ U(R) گرفتن نظر در با

١+ x(y − u−١) ∈ U(R). (١.٣)

پس ،−((−x)u−١ − (١+ xy)) ∈ U(R) طرفͬ از

١+ x(y + u−١) ∈ U(R). (٢.٣)
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ͷی R ،٢.١.٣ ی قضیه به بنا لذا .١+ x(y± u−١) ∈ U(R) که گیریم مͬ نتیجه (٢.٣) و (١.٣) روابط از

است. SB ی حلقه

به بنا پس است، SB ی حلقه ͷی R چون .xopaop + bop = ١op آنͽاه ،ax+ b = ١ اگر :(٣) ⇐ (١)

دارد وجود uop ∈ U(Rop) ،(٢) ⇐ (١) از استفاده با لذا است. SB ی حلقه ͷی Rop ،٣.١.٣ ی نتیجه

.x± ub ∈ U(R) که دارد وجود u ∈ U(R) یعنͬ ،xop ± bopuop ∈ U(Rop) که

که دارد وجود uop ∈ U(Rop) ،(٣) به بنا .xopaop + bop = ١op آنͽاه ،ax+ b = ١ اگر :(١) ⇐ (٣)

ͷی R ،(١) ⇐ (٢) طبق لذا .a± bu ∈ U(R) که دارد وجود u ∈ U(R) یعنͬ ،aop ± uopbop ∈ U(Rop)

است. SB ی حلقه

ی حلقه ͷی R/I آنͽاه باشد، R آل ایده ͷی I اگر باشد. SB ی حلقه ͷی R کنیم فرض .۵.١.٣ نتیجه

است. SB

پس .ax + b = ١ کنیم فرض .R = R/I دهیم مͬ قرار باشد. SB ی حلقه ͷی R کنیم فرض برهان.

،۴.١.٣ لم به بنا پس .ax + (b − i) = ١ لذا .ax + b − ١ = i دهیم مͬ قرار .ax + b − ١ ∈ I

پس ،i ∈ I چون طرفͬ از .a± (b− i)u ∈ U(R) لذا .a± (b− i)u ∈ U(R) که دارد وجود u ∈ U(R)

است. SB ی حلقه ͷی R ،۴.١.٣ لم از پس .a± bu ∈ U(R) بنابراین .i = i+ I = I

حلقه ͷی نیز
⊕n

i=١Ri صورت این در باشند. SB های حلقه Rn و ... ،R١ کنیم فرض .۶.١.٣ نتیجه

است. SB

دهیم مͬ قرار .a, b, x ∈ R که ax + b = ١R کنیم فرض .R =
⊕n

i=١Ri دهیم مͬ قرار برهان.

پس .b = (b١, . . . , bn) و x = (x١, . . . , xn) ،a = (a١, . . . , an)

(a١, . . . , an)(x١, . . . , xn) + (b١, . . . , bn) = (١R١ , . . . ,١Rn).

که دارد وجود ui ∈ U(Ri) پس است، SB ی حلقه ͷی Ri چون .aixi + bi = ١Ri لذا



۴۶ موضعͬ نیم های حلقه و SB های حلقه .٣

،۴.١.٣ لم به بنا لذا .a± bu ∈ U(R) نتیجه در .u = (u١, · · · , un) دهیم مͬ قرار .ai ± biui ∈ U(Ri)

است. SB ی حلقه ͷی R

معادلند: زیر های گزاره صورت این در باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٧.١.٣ قضیه

است. SB ی حلقه ͷی R (١)

که دارد وجود u ∈ U(R) ،A ∈ GL٢(R) هر برای (٢)

A = [∗, ∗]B٢١(∗)B١٢(∗)B٢١(±u).

a١١x١ + که دارند وجود x١, x٢ ∈ R بنابراین .A = (aij) ∈ GL٢(R) کنیم فرض :(٢) ⇐ (١) برهان.

که دارد وجود u ∈ U(R) است، SB ی حلقه ͷی R چون .a١١R + a١٢R = R یعنͬ ،a١٢x٢ = ١

پس .v٢ := a١١ − a١٢u ∈ U(R) و v١ := a١١ + a١٢u ∈ U(R)

AB٢١(u) =

(
v١ a١٢

a٢١ + a٢٢u a٢٢

)
.

که دارند وجود d, e ∈ R و β ∈ U(R) ،۶.١.٢ ی گزاره به بنا

AB٢١(u) = [v١, β]B٢١(d)B١٢(e).

: داریم طرفͬ از .A = [v١, β]B٢١(d)B١٢(e)B٢١(−u) پس

AB٢١(−u) =

(
v٢ a١٢

a٢١ − a٢٢u a٢٢

)
.

داریم: مشابه بطور

A = [∗, ∗]B٢١(∗)B١٢(∗)B٢١(u).

است. برقرار حͺم لذا

آنͽاه ،a, b, x ∈ R که ax+ b = ١ اگر :(١) ⇐ (٢)
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(
a b
−١ x

)
=

(
x xa− ١
١ a

)−١
∈ GLn(R).

که دارد وجود u ∈ U(R) ،(٢) بند به )بنا
a b
−١ x

)
= [∗, ∗]B٢١(∗)B١٢(∗)B٢١(±u).

که دارند وجود ،i = ١,٢ برای ،ci, di ∈ R و αi, βi ∈ U(R) )لذا
a b
−١ x

)
B٢١(−u) = [α١, β١]B٢١(c١)B١٢(d١)

)و
a b
−١ x

)
B٢١(u) = [α٢, β٢]B٢١(c٢)B١٢(d٢).

SB ی حلقه ͷی R ،۴.١.٣ لم طبق بنابراین .a + bu = α٢ ∈ U(R) و a − bu = α١ ∈ U(R) لذا

است.

معادلند: زیر های گزاره صورت این در باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٨.١.٣ نتیجه

است. SB ی حلقه ͷی R (١)

که دارد وجود u ∈ U(R) ،A ∈ GL٢(R) هر برای (٢)

A = [∗, ∗]B١٢(∗)B٢١(∗)B١٢(±u).

داریم: ،A ∈ GL٢(R) هر برای :(٢) ⇐ (١) )برهان.
٠ ١
١ ٠

)
A

(
٠ ١
١ ٠

)
∈ GL٢(R).

که دارد وجود u ∈ U(R) قبل، ی قضیه به )بنا
٠ ١
١ ٠

)
A

(
٠ ١
١ ٠

)
= [∗, ∗]B٢١(∗)B١٢(∗)B٢١(±u).



۴٨ موضعͬ نیم های حلقه و SB های حلقه .٣

نوشت: توان مͬ پس ،
(
٠ ١
١ ٠

)(
٠ ١
١ ٠

)
=

(
١ ٠
٠ ١

)
چون

A =

(
٠ ١
١ ٠

)
[∗, ∗]

(
٠ ١
١ ٠

)(
٠ ١
١ ٠

)
B٢١(∗)

(
٠ ١
١ ٠

)
(
٠ ١
١ ٠

)
B١٢(∗)

(
٠ ١
١ ٠

)(
٠ ١
١ ٠

)
B٢١(±u)

(
٠ ١
١ ٠

)
.

پس ،
(
٠ ١
١ ٠

)
[∗, ∗]

(
٠ ١
١ ٠

)
= [∗, ∗] و

(
٠ ١
١ ٠

)
Bij(∗)

(
٠ ١
١ ٠

)
= Bji(∗) چون نتیجه در

A = [∗, ∗]B١٢(∗)B٢١(∗)B١٢(±u).

لذا .a, b, x ∈ R که ax+ b = ١ کنیم فرض :(١) ⇐ (٢)(
٠ ١
١ ٠

)(
a b
−١ x

)(
٠ ١
١ ٠

)
∈ GL٢(R).

که دارد وجود u ∈ U(R) ،(٢) بند به )بنا
٠ ١
١ ٠

)(
a b
−١ x

)(
٠ ١
١ ٠

)
= [∗, ∗]B١٢(∗)B٢١(∗)B١٢(±u).

داریم: ،(٢) ⇐ (١) برهان )مشابه
a b
−١ x

)
= [∗, ∗]B٢١(∗)B١٢(∗)B٢١(±u).

است. SB ی حلقه ͷی R پس ،a± bu ∈ U(R) داریم قبل، ی قضیه (١) ⇐ (٢) برهان مشابه

موضعͬ نیم های حلقه ٢.٣

نشان همچنین است. SB ی حلقه ͷی موضعͬ، نیم ی حلقه ͷی که دهیم مͬ ارائه را شرایطͬ بخش این در

شود. مͬ معادل G−M شرط با SB خاصیت موضعͬ، نیم ی حلقه ͷی برای دهیم مͬ

U ∈ GLn(D)صورت این در .A ∈ Mn(D) و n ≥ ٢ باشد، تقسیم ی Dیͷحلقه فرضکنیم .١.٢.٣ لم

.A± U ∈ GLn(D) که دارد وجود

که دارند وجود U, V ∈ GLn(D) خطͬ، جبر قضایای به بنا پس است، تقسیم ی حلقه ͷی D چون برهان.
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UAV = diag(Ir,٠) =



١D
١D

. . .
١D

٠
. . .

٠


n×n

.

.٠ ≤ r ≤ n که

دهیم مͬ قرار باشد. زوج عدد ͷی n کنیم فرض

W =



١D ١D
١D ٠

١D
. . .
. . . ٠

١D ٠
. . . . . .

١D ٠


n×n

.

که است واضح .W ∈ GLn(D) لذا

UAV −W =



٠ −١D
−١D ١D

−١D
. . .
. . . ١D

−١D ٠
. . . . . .

−١D ٠


n×n

∈ GLn(D).

بعلاوه،

UAV +W =



٢× ١D ١D
١D ١D

١D
. . .
. . . ١D

١D ٠
. . . . . .

١D ٠


n×n

یا
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UAV +W =



٢× ١D ١D
١D ١D

١D ١D
١D

. . .

١D
. . .
. . . . . .

١D ١D


n×n

.

.UAV +W ∈ GLn(D) پس است، زوج عدد ͷی n چون

دهیم مͬ قرار باشد. فرد عدد ͷی n کنیم فرض حال

W =



١D ١D
−١D ٠

١D
. . .
. . . ٠

١D ٠
. . . . . .

١D ٠


n×n

.

پس .W ∈ GLn(D) بوضوح

UAV −W =



٠ −١D
١D ١D

−١D
. . .
. . . ١D

−١D ٠
. . . . . .

−١D ٠


n×n

∈ GLn(D).

بعلاوه،

UAV +W =



٢× ١D ١D
−١D ١D

١D
. . .
. . . ١D

١D ٠
. . . . . .

١D ٠


n×n

یا
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UAV +W =



٢× ١D ١D
−١D ١D

١D ١D
١D

. . .

١D
. . .
. . . . . .

١D ١D


n×n

.

که دارد وجود W ∈ GLn(D) بنابراین .UAV + W ∈ GLn(D) پس است، فرد عدد ͷی n چون

.A± U−١WV −١ ∈ GLn(D) یعنͬ ،UAV ±W ∈ GLn(D)

صورت: این در باشد. تقسیم ی حلقه ͷی D کنیم فرض .٢.٢.٣ لم

.|D| ≥ ۴ اگر تنها و اگر است، SB ی حلقه ͷی D (الف)

است. SB ی حلقه ͷی Mn(D) ی حلقه ،n ≥ ٢ برای (ب)

،۴.١.٣ لم به بنا پس ،١D × ٠+ ١D = ١D چون باشد. SB ی حلقه ͷی D کنیم فرض (الف): برهان.

.|D| ≥ ۴ پس .{٠,١D, u,١D + u} ⊆ D بنابراین .١D ± u ∈ D∗ که دارد وجود u ∈ D∗

آید: مͬ پیش زیر های حالت آنͽاه ،a, b, x ∈ D که ax+ b = ١D اگر .|D| ≥ ۴ کنیم فرض بعͺس،

.a± bu ∈ D∗ که دارد وجود u ∈ D − {٠, a,−a} پس ،|D| ≥ ۴ چون .b = ١D آنͽاه ،x = ٠ اگر

.a = a± b× ١D ∈ D∗ پس .٠ ̸= a ∈ D∗ لذا .ax = ١D آنͽاه ،b = ٠ و x ̸= ٠ اگر

.a± bx−١u ∈ D∗ که دارد وجود u ∈ D − {٠, xb−١a,−xb−١a} آنͽاه ،b ̸= ٠ و x ̸= ٠ اگر

SB ی حلقه ͷی D لم١.٣.۴، به بنا نتیجه در . a ± bv ∈ D∗ که دارد وجود v ∈ D∗ حالت هر در پس

است.

که دارد وجود Λ ∈ GLn(D) دهیم نشان است کافͬ .Mn(D)در AX + B = In کنیم فرض (ب):

دارند وجود ،٠ ≤ r ≤ n و U, V ∈ GLn(D) پس است، تقسیم ی حلقه D چون .A±BΛ ∈ GLn(D)

پس .B′ = UBU−١ و X ′ = V −١XU−١ دهیم مͬ قرار .UAV = diag(Ir,٠) که

diag(Ir,٠)X ′ +B′ = (UAV )(V −١XU−١) + UBU−١ = In. (٣.٣)
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حͺم اینͽونه و ،diag(Ir,٠)± B′Λ′ ∈ GLn(D) که دارد وجود Λ′ ∈ GLn(D) دهیم مͬ نشان ادامه در

که ،B′ =

(
B١١ B١٢
B٢١ B٢٢

)
و X ′ =

(
X١١ X١٢
X٢١ X٢٢

)
دهیم مͬ قرار شود. مͬ ثابت

و X٢١, B٢١ ∈ M(n−r)×r(D) ،X١٢, B١٢ ∈ Mr×(n−r)(D) ،X١١, B١١ ∈ Mr×r(D)

داریم: (٣.٣) ی رابطه در جاگذاری با حال . X٢٢, B٢٢ ∈ M(n−r)×(n−r)(D)

diag(Ir,٠)X ′ +B′ =

(
Ir ٠
٠ ٠

)(
X١١ X١٢
X٢١ X٢٢

)
+

(
B١١ B١٢
B٢١ B٢٢

)
=

(
X١١ X١٢
٠ ٠

)
+

(
B١١ B١٢
B٢١ B٢٢

)
=

(
X١١ +B١١ X١٢ +B١٢

B٢١ B٢٢

)
=

(
Ir ٠
٠ In−r

)
= In,

حالت پس ،٠ ≤ r ≤ n چون طرفͬ از .X١١+B١١ = Ir و X١٢ = −B١٢ ،B٢١ = ٠ ،B٢٢ = In−r پس

آید: مͬ پیش زیر های

نتیجه در .AX +B = B = In لذا .A = ٠ پس ،U, V ̸= ٠ چون .UAV = ٠ آنͽاه ،r = ٠ اگر (١

. A±B × In = ±In ∈ GLn(D)

آنͽاه: ،B١١ = ٠ و r = ١ اگر (٢

diag(I١,٠)±B′In =

(
١D ٠
٠ ٠n−١

)
±
(
٠ B١٢
٠ In−١

)(
١D ٠
٠ In−١

)
=

(
١D ٠
٠ ٠n−١

)
±
(
٠ B١٢In−١
٠ In−١

)
=

(
١D ∗
٠ ±In−١

)
∈ GLn(D).

یعنͬ

diag(I١,٠)±B′In = UAV ± UBU−١ ∈ GLn(D).

داریم: ،UAV ± UBU−١ در راست از V −١ ضرب با

UA± UBU−١V −١ = U(A±BU−١V −١) ∈ GLn(D).
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بنابراین .Λ = U−١V −١ دهیم مͬ قرار .A ± BU−١V −١ ∈ GLn(D) پس ،U ∈ GLn(D) چون

.Λ, A±BΛ ∈ GLn(D)

بنابراین .B١١ ∈ D∗ لذا .٠ ̸= B١١ ∈ M١×١(D) = D آنͽاه ،B١١ ̸= ٠ و r = ١ اگر (٣

B′ =

(
B١١ B١٢
٠ In−١

)
∈ GLn(D).

که دارد وجود U ∈ GLn(D) ،١.٢.٣ لم طبق طرفͬ از

diag(I١,٠)± U ∈ GLn(D).

و Y ∈ GLn(D) بنابراین .Y = (B′)−١U دهیم مͬ قرار

diag(I١,٠)±B′(B′)−١U = diag(I١,٠)±B′Y = UAV ± UBU−١Y ∈ GLn(D).

داریم: ،UAV ± UBU−١Y در ،V −١ ضرب با

UA± UBU−١Y V −١ = U(A±BU−١Y V −١) ∈ GLn(D).

بنابراین .Λ = U−١Y V −١ دهیم مͬ قرار .A ± BU−١Y V −١ ∈ GLn(D) پس ،U ∈ GLn(D) چون

.Λ, A±BΛ ∈ GLn(D)

لذا .B١١ ± W ∈ GLr(D) که دارد وجود W ∈ GLr(D) ،١.٢.٣ لم طبق آنͽاه ،r ≥ ٢ اگر (۴

بنابراین .Ir ±B١١W
−١ ∈ GLr(D) یعنͬ ،B١١W

−١ ± Ir ∈ GLr(D)

diag(Ir,٠)±B′
(
W−١ ٠
٠ In−r

)
=

(
Ir ٠
٠ ٠

)
±
(
B١١ B١٢
٠ In−r

)(
W−١ ٠
٠ In−r

)
=

(
Ir ٠
٠ ٠

)
±
(
B١١W

−١ B١٢In−r

٠ In−r

)
=

(
Ir ±B١١W

−١ ±B١٢In−r

٠ ±In−r

)
∈ GLn(D),

.Λ = U−١
(
W−١ ٠
٠ In−r

)
V −١ دهیم مͬ قرار .UAV ±UBU−١

(
W−١ ٠
٠ In−r

)
∈ GLn(D) یعنͬ

.Λ, A±BΛ ∈ GLn(D) پس

است. SB ی حلقه ͷی Mn(D) ،n ≥ ٢ برای بنابراین
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باشد. SB ی حلقه ͷی R اگر تنها و اگر است، SB ی حلقه ͷی R/J(R) .٣.٢.٣ لم

بنابراین .ax+ b = ١ آنͽاه ،ax+ b = ١ اگر باشد. SB ی حلقه ͷی R = R/J(R) کنیم فرض برهان.

که دارد وجود u ∈ U(R) ،٩.٢.١ ی گزاره به بنا نتیجه در .a± bu ∈ U(R) که دارد وجود u ∈ U(R)

است. SB ی حلقه ͷی R لذا .a± bu ∈ R

است. برقرار ۵.١.٣ ی نتیجه به بنا بعͺس،

باشد. آرتینͬ ی ساده نیم R/J(R) گاه هر نامیم، مͬ موضعͬ نیم را R ی حلقه .۴.٢.٣ تعریف

ͷی Mn(R) ،n ≥ ٢ هر برای صورت این باشد،در موضعͬ نیم ی حلقه ͷی R کنیم فرض .۵.٢.٣ نتیجه

است. SB ی حلقه

آرتین- ی قضیه به بنا لذا است. ساده نیم R/J(R) پس است، موضعͬ نیم ی حلقه ͷی R چون برهان.

که دارند وجود Ds و ... ، D١ تقسیم های حلقه ، ودربرن

R/J(R) ∼= Mn١(D١)⊕ · · · ⊕Mns(Ds).

پس

Mn (R/J(R)) ∼= Mn

(
Mn١(D١)⊕ · · · ⊕Mns(Ds)

) ∼= Mnn١(D١)⊕ · · · ⊕Mnns(Ds). (۴.٣)

داریم: ،١٢.٢.١ ی گزاره به بنا طرفͬ از

Mn (R/J(R)) ∼= Mn(R)/Mn(J(R)) ∼= Mn(R)/J (Mn(R)) . (۵.٣)

داریم: ،(۵.٣) و (۴.٣) روابط از پس

Mn(R)/J (Mn(R)) ∼= Mnn١(D١)⊕ · · · ⊕Mnns(Ds).

ی نتیجه به بنا پس است. SB ی حلقه ͷی ،Mnni(Di) ی حلقه ،i = ١, . . . , s برای ،٢.٢.٣ لم به بنا

ی حلقه ͷی Mn(R) ،٣.٢.٣ لم به بنا نتیجه در و است SB ی حلقه ͷی Mn(R)/J (Mn(R)) ،۶.١.٣

است. SB
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معادلند: زیر های گزاره صورت این در باشد. موضعͬ نیم ی حلقه ͷی R کنیم فرض .۶.٢.٣ قضیه

است. SB ی حلقه ͷی R (١)

.١R ± u ∈ U(R) که دارد وجود u ∈ U(R) (٢)

.x− u, y − u−١ ∈ U(R) که دارد وجود u ∈ U(R) عنصر ،x, y ∈ R هر برای (٣)

ندارد. Z/٣Z و Z/٢Z با یͺریخت همریخت تصویر هیچ R (۴)

ی نتیجه طبق پس است، SB ی حلقه ͷی R چون باشد. R از آلͬ ایده I کنیم فرض (۴) ⇐ (١) برهان.

نیستند: SB های حلقه Z/٣Z و Z/٢Z دهیم مͬ نشان نقض مثال با حال است. چنین نیز R/I ،۵.١.٣

ازای به ولͬ ،١̄.٠̄ + ١̄ = ١̄ داریم ،Z٢ = {٠,١} در .Z/٣Z ∼= Z٣ و Z/٢Z ∼= Z٢ دانیم مͬ

،٢̄.٠̄+ ١̄ = ١̄ داریم ،Z٣ = {٠,١,٢} در همچنین .١̄± ١̄.u = ٠ /∈ U(Z٢) داریم ،u ∈ U(Z٢) = {١}

نیستند. SB های حلقه Z٣ و Z٢ پس .٢̄ ± ١̄.u /∈ U(Z٣) داریم ،u ∈ U(Z٣) = {١,٢} ازای به ولͬ

.R/I ≇ Z/٣Z و R/I ≇ Z/٢Z بنابراین

ی قضیه طبق لذا است. ساده نیم R/J(R) پس است، موضعͬ نیم ی حلقه ͷی R چون (٣) ⇐ (۴)

که دارند وجود Ds و ... ،D١ تقسیم های حلقه ، آرتین-ودربرن

R/J(R) ∼= Mn١(D١)⊕ · · · ⊕Mns(Ds).

نتیجه در .|Di| ≥ ۴ ،(۴) بند به بنا پس است. یͺریخت R از همریختͬ تصویر با Di آنͽاه ،ni = ١ اگر

،X,Y ∈ Mni(Di) هر ازای به یعنͬ کند، مͬ صدق G − M شرط در Mn(Di) ،٣.٣.٢ ی نتیجه به بنا

و R/J(R) = R دهیم مͬ قرار .X − U, Y − U−١ ∈ GLni(Di) که دارد وجود U ∈ GLni(Di)

دارد وجود u ∈ U(R) ،x, y ∈ R هر برای دهیم نشان است کافͬ .Mn١(D١)⊕ · · · ⊕Mns(Ds) = R١

A = (A١, · · · , As), B = عناصر x, y ∈ R با متناظر پس ،R ∼= R١ چون .x− u, y− u−١ ∈ U(R) که

که دارند وجود (B١, · · · , Bs) ∈ R١
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،A١ − U١, B١ − U−١
١ ∈ GLn١(D١) که دارد وجود U١ ∈ GLn١(D١) ،B١, A١ ازای به

...

.As − Us, Bs − U−١
s ∈ GLns(Ds) که دارد وجود Us ∈ GLns(Ds) ،Bs, As ازای به

بنابراین .U ∈ U(R١) که U = (U١, . . . , Us) دهیم مͬ قرار

A− U = (A١ − U١, . . . , As − Us), B − U−١ = (B١ − U−١, . . . , Bs − U−١) ∈ U(R١).

برای که گیریم مͬ نتیجه ،٩.٢.١ ی گزاره از .x − u, y − u−١ ∈ U(R) داریم فوق عناصر با متناظر پس

.x− u, y − u−١ ∈ U(R) که دارد وجود u ∈ R عنصر ،x, y ∈ R هر

که دارد وجود u ∈ U(R) عنصر ،١−,١ ∈ R برای فرض به بنا :(٢) ⇐ (٣)

١− u,−١− u−١ ∈ U(R).

.١± u ∈ U(R) لذا .١+ u ∈ U(R) داریم ،(−١− u−١) در (−u) باضرب

ی قضیه طبق لذا است. ساده نیم R/J(R) پس است، موضعͬ نیم ی حلقه ͷی R چون :(١) ⇐ (٢)

که دارند وجود Ds و ... ،D١ تقسیم های حلقه ، آرتین-ودربرن

R/J(R) ∼= Mn١(D١)⊕ · · · ⊕Mns(Ds).

است. SB ی حلقه ͷی Mni(Di) ،٢.٢.٣ لم به بنا آنͽاه ،ni ≥ ٢ اگر

ui ∈ D∗
i ،(٢) بند عناصر با متناظر پس است. یͺریخت R از همریختͬ تصویر Diبا آنͽاه ،ni = ١ اگر

نتیجه در است. Di از ای زیرمجموعه {٠,١D, ui,١Di + ui} یعنͬ، این، .١Di ± ui ∈ D∗
i که دارد وجود

است. SB ی حلقه ͷی Di ،٢.٢.٣ لم طبق پس .|Di| ≥ ۴

حلقه ͷی R ،٣.٢.٣ لم به بنا نتیجه در و است SB ی حلقه ͷی R/J(R) ،۶.١.٣ ی نتیجه به بنا بنابراین

است. SB ی
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متمایزی اول اعداد p, q ̸= ٢,٣ که ،R =
{
m
n ∈ Q | (m,n) = ١, (n, pq) = ١

}
فرضکنیم .٧.٢.٣ مثال

است. SB ی حلقه ͷی R صورت این در هستند.

.Max(R) = {pR, qR} کنیم مͬ ادعا هستند. R های آل ایده qR و pR که است واضح حل.

.pR ⊊ I که دارد وجود I ماکزیمال آل ایده پس نباشد. ماکزیمال آل ایده pR کنیم فرض خلف) (فرض

که دارند وجود m١, n١ ∈ Z پس .(p,m) = ١ لذا .p ∤ m پس دارد. وجود m

n
∈ I − pR نتیجه در

I = R یعنͬ ،١ ∈ I پس .( p ∈ I طرفͬ از و ،n.m
n

= m ∈ I پس ،m
n

∈ I (چون mm١ + pn١ = ١

است. برقرار هم qR برای مشابه بطور است. ماکزیمال آل ایده pR پس است. تناقض که

.m
n

∈ R−(pR∪qR) فرضکنیم هستند. R ماکزیمال های آل ایده تنها qR و pR دهیم مͬ نشان حال

پذیر وارون qR و pR از خارج عضو هر پس . n
m

∈ R لذا .(n, pq) = ١ طرفͬ از .(m, pq) = ١ پس

است. حاصل نتیجه پس است.

و گیریم، مͬ نظر در را φ(r) = (r + pR, r + qR) ی ضابطه با φ : R −→ R/pR⊕R/qR نͽاشت

پوشاست: همریختͬ ͷی φ دهیم مͬ نشان

.φ(r) = φ(r′) یعنͬ ،(r+pR, r+ qR) = (r′+pR, r′+ qR)پس .r = r′ و r, r′ ∈ R کنیم فرض

است. تعریف خوش φ نتیجه در

داریم: r, r′ ∈ R هر برای

φ(r.r′) = (r.r′ + pR, r.r′ + qR) = ((r + pR)(r′ + pR), (r + qR)(r′ + qR))

= (r + pR, r + qR)(r′ + pR, r′ + qR) = φ(r)φ(r′),

و

φ(r + r′) = (r + r′ + pR, r + r′ + qR) = ((r + pR) + (r′ + pR), (r + qR) + (r′ + qR))

= (r + pR, r + qR) + (r′ + pR, r′ + qR) = φ(r) + φ(r′).

است. همریختͬ ͷی φ پس
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بنابراین .pR+qR = Rپس ،(p, q) = ١ چون .(r+pR, r′+qR) ∈ R/pR⊕R/qR فرضکنیم حال

.a+ pR = r′ + pR و a+ pR = r + pR بطوریͺه دارد وجود a ∈ R چینͬ، ی باقیمانده ی قضیه طبق

که دارد وجود a ∈ R عنصر ،(r + pR, r′ + qR) ∈ R/pR⊕R/qR هر ازای به پس

φ(a) = (a+ pR, a+ pR) = (r + pR, r′ + pR).

پوشاست. φ نتیجه در

آوریم: مͬ بدست را φ ی هسته حال

kerφ = {r : r ∈ pR ∩ qR = pqR} = pqR.

طرفͬ از .R/pqR ∼= R/pR⊕R/qR لذا

R/J(R) = R/(pR ∩ qR) = R/pqR.

ساده نیم R/J(R)پس است، آرتینͬ ی ساده نیم R/pR⊕R/qR چون .R/J(R) ∼= R/pR⊕R/qRپس

که دارد وجود u ∈ U(R) پس ،p, q ̸= ٢,٣ چون طرفͬ از است. موضعͬ نیم R نتیجه در است. آرتینͬ ی

است. SB ی حلقه ͷی R قبل، ی قضیه طبق لذا .١R ± u ∈ U(R)

ͷی Mn(R) ،n ≥ ١ هر برای صورت این در باشد. موضعͬ نیم ی حلقه ͷی R کنیم فرض .٨.٢.٣ گزاره

است. موضعͬ نیم ی حلقه

ی گزاره از طرفͬ از است. آرتینͬ ی ساده نیم R/J(R) پس باشد. موضعͬ نیم R کنیم فرض برهان.

داریم: ،٨.١.۴

Mn (R/J(R)) ∼= Mn(R)/Mn(J(R)) ∼= Mn(R)/J (Mn(R)) .

در است. آرتینͬ ی ساده نیم Mn(R)/J (Mn(R)) پس است، آرتینͬ ی ساده نیم Mn (R/J(R)) چون

است. موضعͬ نیم Mn(R) نتیجه
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در Mn(R) ،n ≥ ٢ هر برای صورت این در باشد. موضعͬ نیم ی حلقه ͷی R کنیم فرض .٩.٢.٣ نتیجه

کند. مͬ صدق G−M شرط

طبق لذا است. موضعͬ نیم Mn(R) ،٨.٢.٣ ی گزاره به بنا پس باشد. موضعͬ نیم R کنیم فرض برهان.

G − M شرط در Mn(R) ،۶.٢.٣ ی قضیه طبق پس است. SB ی حلقه ͷی Mn(R) ،۵.٢.٣ ی نتیجه

کند. مͬ صدق

هر برای آنͽاه ،٢,٣ ∈ U(R) اگر باشد. موضعͬ نیم ی حلقه ͷی R کنیم فرض .١٠.٢.٣ نتیجه

.U − V ∈ GLn(R) و A = U + V که دارند وجود U, V ∈ GLn(R) ،A ∈ Mn(R)

است. چنین نیز S = Mn(R) ،٨.٢.٣ ی گزاره به بنا پس است، موضعͬ نیم ی حلقه ͷی R چون برهان.

١S+١−٢ = ١−٢×٣ ∈ U(S) که است واضح گیریم. مͬ نظر در یͺسان

a · · · ٠
... . . . ...
٠ · · · a

 ∈ S با را a ∈ R

است. SB ی حلقه ͷیMn(R) ، n ≥ ١ هر برای ،۶.٢.٣ ی قضیه طبق لذا .١S−١−٢ = ١−٢ ∈ U(S) و

ͷی Mn(R) چون بنابراین .AMn(R) + InMn(R) = Mn(R) داریم ،A ∈ Mn(R) هر برای طرفͬ از

A+W ′ = U ′ دهیم مͬ قرار .A±W ′ ∈ GLn(R) که دارد Wوجود ′ ∈ GLn(R)پس است، SB ی حلقه

: داریم رابطه دو این تفریق و جمع با .A−W ′ = V ′ و

W ′ = ١
٢U

′ − ١
٢V

′ و A = ١
٢U

′ + ١
٢V

′

. W ′ = U − V ∈ GLn(R) و A = U + V داریم ،V = ١
٢V

′ و U = ١
٢U

′ گرفتن نظر در با

است. موضعͬ نیم EndR(M) آنͽاه باشد، آرتینͬ راست R-مدول ͷی M اگر .١١.٢.٣ قضیه

کنید. رجوع ١٢.۴ ی قضیه [٨] مرجع به برهان.

هر برای آنͽاه ،٢,٣ ∈ U(R) اگر باشد. آرتینͬ راست R-مدول ͷی A کنیم فرض .١٢.٢.٣ نتیجه

.β − γ ∈ AutR(A) و α = β + γ که دارند وجود β, γ ∈ AutR(A) ،α ∈ EndR(A)
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و ،σ(a) = a · ٢ ی ضابطه با σ : A → A پس .τ = ١
٢ × ١A و σ = ٢ × ١A دهیم مͬ قرار برهان.

،στ = ١A = τσ چون شوند. مͬ تعریف ،(a ∈ A هر (برای τ(a) = a.١٢ ی ضابطه با τ : A → A

،١١.٢.٣ ی قضیه طبق طرفͬ از .٣× ١A ∈ U(EndR(A)) مشابه بطور .٢× ١A ∈ U(EndR(A)) پس

نتیجه و EndR(A) → Mn(EndR(A)) نͽاشت از استفاده با حال است. موضعͬ نیم ی حلقه EndR(A)

شود. مͬ کامل برهان ،١٠.٢.٣



۴ فصل

تبادلͬ های حلقه و SB های حلقه

۶١



تبادلͬ های حلقه ١.۴

تنها و اگر است تبادلͬ حلقه، ͷی دهیم مͬ نشان و پردازیم مͬ مناسب های حلقه بررسͬ به بخش این در

باشد. مناسب اگر

معادلند: زیر های گزاره صورت این در .x ∈ R و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض .١.١.۴ گزاره

.e− x ∈ R(x− x٢) که دارد وجود e٢ = e ∈ R عنصر (١)

.(١− e)− c(١− x) ∈ J(R) که دارند وجود c ∈ R و e٢ = e ∈ Rx (٢)

.R = Re+R(١− x) که دارد وجود e٢ = e ∈ Rx (٣)

.١− e ∈ R(١− x) که دارد وجود e٢ = e ∈ Rx (۴)

در .e − x = r(x − x٢) که دارد وجود r ∈ R پس ، e − x ∈ R(x − x٢) چون :(٢) ⇐ (١) برهان.

.١− e = (١− rx)(١− x) نتیجه

نتیجه در .(١− e)− c(١− x) ∈ J(R) کنیم فرض :(٣) ⇐ (٢)

١− [(١− e)− c(١− x)] = e+ c(١− x)

است. یͺه

.١ = te+ s(١− x) که دارند وجود s, t ∈ R عناصر پس ،R = Re+R(١− x) چون :(۴) ⇐ (٣)

نتیجه در .f = e+ (١− e)te دهیم مͬ قرار

f٢ = (e+ (١− e)te)(e+ (١− e)te)

= e+ e(١− e)te+ (١− e)te+ (١− e)te(١− e)te

= e+ (١− e)te = f ∈ Rx.
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و

١− f = ١− e− (١− e)te = ١− te− e(١− te)

= s(١− x)− ex(١− x) = (١− e)s(١− x) ∈ R(١− x).

چون .e − x = e(١ − x) − (١ − e)x داریم .١ − e ∈ R(١ − x) کنیم فرض :(١) ⇐ (۴)

.e− x ∈ R(x− x٢) پس ،(١− e)x ∈ R(١− x)x و e(١− x) ∈ Rx(١− x)

١.١.۴ ی گزاره شرایط از ͬͺی R از عنصر هر هرگاه نامیم، مͬ چپ مناسب را R ی حلقه .٢.١.۴ تعریف

نشان (٨.١.۴ ی (قضیه ادامه در شود. مͬ تعریف مشابه بطور نیز راست مناسب ی حلقه باشد. داشته را

هرگاه نامیم، مͬ مناسب را R ی حلقه پس بعͺس. و است، راست مناسب چپ، مناسب ی حلقه دهیم مͬ

باشد. داشته را ،١.١.۴ ی گزاره شرایط از ͬͺی R از عنصر هر

ی پیمانه به ها خودتوان گوییم باشد. R ی حلقه از چپ(راست) آل ایده ͷی L کنیم فرض .٣.١.۴ تعریف

باشد داشته وجود e ∈ R خودتوان آنͽاه ،x− x٢ ∈ L اگر ،x ∈ R هر برای هرگاه ١ شوند مͬ برده بالا L

.e− x ∈ L که

برده بالا R چپ آل ایده هر ی پیمانه به ها خودتوان اگر تنها و اگر است، مناسب R ی حلقه .۴.١.۴ نتیجه

شوند.

است. واضح ،١.١.۴ ی گزاره (١) بند به توجه با برهان.

است. مناسب مناسب، ی حلقه ͷی همریخت تصویر هر .۵.١.۴ نتیجه

است. واضح ،١.١.۴ ی گزاره به توجه با برهان.

های تجزیه و X مدول هر برای هرگاه است، تبادلͬ M چپ R-مدول گوییم .۶.١.۴ تعریف

X = M ′ ⊕ Y =
⊕
i∈I

Ni,

١Idempotents can be lifted modulo L
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که باشند داشته وجود N ′
i ⊆ Ni های زیرمدول ،i هر برای ،M ′ ∼= M که

X = M ′ ⊕

(⊕
i∈I

N ′
i

)
.

است. متناهͬ تبادلͬ M مدول گوییم آنͽاه ،(|I| = ٢ معادل (بطور باشد متناهͬ I ی مجموعه اگر

باشد. (متناهͬ) تبادلͬ RR هرگاه نامیم، مͬ تبادلͬ ی حلقه ͷی را R ی حلقه .٧.١.۴ تعریف

است: متقارن راست و چپ به نسبت مناسب، ی حلقه دهد مͬ نشان زیر ی قضیه

زیر های گزاره صورت این در باشد. چپ R-مدول ͷی M و حلقه ͷی R کنیم فرض .٨.١.۴ قضیه

معادلند:

است. راست مناسب End M (١)

است. متناهͬ تبادلͬ M (٢)

است. چپ مناسب End M (٣)

دهیم مͬ قرار باشد. مدولͬ تجزیه ͷی X = M ⊕ Y = N١ ⊕ N٢ کنیم فرض :(٢) ⇐ (١) برهان.

های خودتوان τ٢ و τ١ کنیم فرض . M = Xπ که π٢ = π ∈ E کنیم مͬ انتخاب و E = End X

πEπ ∼= end M چون .N٢ = kerτ١ و N١ = kerτ٢ ،Ni = Xτi ،τ١ + τ٢ = ١ که باشند E در متعامد

های خودتوان ،i = ١,٢ برای پس است، πEπ همانͬ عضو π = πτ١π + πτ٢π و راست مناسب

vi = πτiαi دهیم مͬ قرار . v١ + v٢ = π که دارند وجود vi ∈ πτiπ(πEπ) = πτiπEπ متعامد

که Ni = Xηi ⊕ N ′
i لذا .Xηi ⊆ Ni و ηi = τiαiτi دهیم مͬ قرار . αi = αivi ∈ πEπ که

.X = M ⊕N ′
١ ⊕N ′

٢ دهیم مͬ نشان .X = (Xη١ ⊕Xη٢)⊕ (N ′
١ ⊕N ′

٢) پس . N ′
i = Ni ∩ ker ηi

لذا .x ∈ M ∩ (N ′
١ ⊕N ′

٢) کنیم فرض .πηiαi = viτiαi = v٢i = vi پس ،πηi = πτiαiτi = viτi چون

نتیجه در و xη١ = ٠ = xη٢

x = xπ = xv١ + xv٢ = xπη١α١ + xπη٢α٢ = xη١α١ + xη٢α٢ = ٠
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قرار .x ∈ M ∩ (N ′
١ ⊕N ′

٢) آنͽاه ،x ∈ X اگر دهیم مͬ نشان ادامه در .M ∩ (N ′
١ ⊕N ′

٢) = ٠ بنابراین

داریم: .w ∈ N ′
١ ⊕N ′

٢ و xi ∈ Xηi که x = x١ + x٢ + w دهیم مͬ

ηiαiηj = (ηiτi)(αiπ)ηj = (ηiτi)(αivi)(πτjαjτj) = (ηiτi)(αivi)(vjτj) = δijηj ,

لذا و ،(xi − xiαi)ηj = ٠ ،i = ١,٢ برای بنابراین . i = j برای δij = ١ و i ̸= j برای δij = ٠ که

پس . xi − xiαi ∈ N ′
i

x− x١α١ − x٢α٢ = (x١ − x١α١) + (x٢ − x٢α٢) + w ∈ N ′
١ ⊕N ′

٢.

.x = M ⊕N ′
١ ⊕N ′

٢ پس ،xiαi ∈ M چون

و N٢ = {(٠, x)|x ∈ M} ،N١ = {(x,٠)|x ∈ M} و X = M ⊕M دهیم مͬ قرار :(٣) ⇐ (٢)

،M ′ = {(xα,−xβ)|x ∈ M} اگر .α+β = ١ که α, β ∈ End M فرضکنیم .D = {(x, x)|x ∈ M}

دارند وجود N ′
i ⊆ Ni پس است، متناهͬ تبادلͬ M چون .X = M ′ ⊕D = N١ ⊕N٢ و M ′ ∼= M آنͽاه

دارد: وجود زیر بصورت یͺتا ی تجزیه ͷی آنͽاه ،x ∈ M اگر .X = M ′ ⊕N ′
١ ⊕N ′

٢ که

(x, x) = (yα,−yβ) + (x١,٠) + (٠, x٢) (١.۴)

داریم ،(١.۴) ی رابطه دوم و اول های مولفه بودن مساوی از .(٠, x٢) ∈ N ′
٢ و (x١,٠) ∈ N ′

١ که

حال .x٢ − x١ = y(α+ β) = y پس . −yβ + x٢ = yα + x١ لذا .x = −yβ + x٢ و x = yα + x١

داریم: کنیم. مͬ تعریف xβ′ = x١ و xα′ = x٢ بصورت را α′, β′ ∈ End M

(xα′α, xα′α) = (xα′α,−xα′β) + (٠,٠) + (٠, xα′),

(xβ′β, xβ′β) = (−xβ′α, xβ′β) + (xβ′,٠) + (٠,٠).

اند: آمده بدست (١.۴) رابطه طبق که زیر های تجزیه با فوق های تجزیه مقایسه از

(xα′α, xα′α) = (y١α,−y١β) + (xα′αβ′,٠) + (٠, xα′αα′),
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(xβ′β, xβ′β) = (y٢α,−y٢β) + (xβ′ββ′,٠) + (٠, xβ′βα′)

بعلاوه هستند. خودتوان α′α و β′β لذا .β′ββ′ = β′ و α′αα′ = α′ گیریم مͬ نتیجه

xα′ − xβ′ = x٢ − x١ = y.

پس

x(α′α+ β′β) = xα′α+ xβ′β = (y + xβ′)α+ xβ′β

= xβ′(α+ β) + yα = xβ′ + yα = x١ + (x− x١) = x.

است. چپ مناسب End M نتیجه در .α′α+ β′β = ١M لذا و

.(٣) ⇐ (١) اثبات مشابه :(١) ⇐ (٣)

متناهͬ تبادلͬ R ی حلقه ٨.١.۴ ی قضیه به بنا پس ،R ∼= EndR(R) داریم R ی حلقه هر برای چون

باشد. مناسب اگر تنها و اگر است

است. تبادلͬ ی حلقه ͷی R آنͽاه باشد، منظم ی حلقه ͷی R اگر .٩.١.۴ گزاره

قرار .x = xax که دارد وجود a ∈ R ،x ∈ R هر ازای به پس است، منظم ی حلقه ͷی R چون برهان.

g و e که کرد بررسͬ توان مͬ آسانͬ به .e = g + gx(١ − g) ∈ gR ⊆ xR و g = xa ∈ xR دهیم مͬ

بنابراین .e = g + x(١− g) پس ،gx = xax = x چون هستند. خودتوان

١− e = ١− g − x(١− g) = (١− x)(١− g) ∈ (١− x)R.

است. تبادلͬ ی حلقه ͷی R ،٨.١.۴ ی قضیه و ١.١.۴ ی گزاره به بنا پس

برده بالا J(R) ی پیمانه به ها خودتوان هرگاه نامیم، مͬ قوی ی حلقه ͷی را R ی حلقه .١٠.١.۴ تعریف

صفر غیر خودتوان ͷی شامل نباشد، J(R) در مشمول که R ی حلقه از (راست) چپ آل ایده هر و شوند

نامند. مͬ نیز I-حلقه را قوی ی حلقه مقالات بعضͬ در باشد.
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است. قوی مناسب، ی حلقه هر .١١.١.۴ گزاره

خودتوان ͷی شامل Rx ،x /∈ J(R) هر برای دهیم نشان است کافͬ ،١.١.۴ ی گزاره به توجه با برهان.

خودتوان هیچ شامل Rx که گیریم مͬ نظر در طوری را x ∈ R عنصر خلف) (فرض است. ناصفر

که دارد وجود e٢ = e ∈ Rax عنصر پس است، مناسب R چون .a ∈ R کنیم فرض نباشد. ناصفری

پس است. تناقض ͷی که x ∈ J(R) یعنͬ ،١ ∈ R(١− ax) پس .e = ٠ طرفͬ از .١− e ∈ R(١− ax)

است. ناصفر خودتوان ͷی شامل Rx و است باطل خلف فرض

است. قوی تبادلͬ، ی حلقه هر .١٢.١.۴ نتیجه

است. واضح قبل ی گزاره و ٨.١.۴ ی قضیه به بنا برهان.

آرتینͬ اولیه فاکتورهای با تبادلͬ های حلقه ٢.۴

کنیم. مͬ ثابت آرتینͬ اولیه فاکتورهای با تبادلͬ ی حلقه برای را آن نتایج و ۶.٢.٣ ی قضیه بخش این در

ناصفر آل ایده هر آنͽاه ،J(R) = ٠ و باشد آرتینͬ اولیه های فاکتور با قوی ی حلقه ͷی R اگر .١.٢.۴ لم

ساده آرتینͬ R آنͽاه باشد، ناپذیر تجزیه R ی حلقه اگر ویژه به است. ناصفر مرکزی خودتوان ͷی شامل R

است.

کنید. رجوع ٢٣٩ ی صفحه ٣ ی قضیه [١٠] مرجع به برهان.

های گزاره صورت این در باشد. آرتینͬ اولیه فاکتورهای با تبادلͬ ی حلقه ͷی R کنیم فرض .٢.٢.۴ قضیه

معادلند: زیر

است. SB ی حلقه ͷی R (١)

.١R ± u ∈ U(R) که دارد وجود u ∈ U(R) (٢)

.x− u, y − u−١ ∈ U(R) که دارد وجود u ∈ U(R) عنصر ،x, y ∈ R هر برای (٣)
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ندارد. Z/٣Z و Z/٢Z با یͺریخت همریخت تصویر هیچ R (۴)

شود. مͬ اثبات ،۶.٢.٣ ی قضیه برهان مشابه (٢) ⇐ (٣) و (۴) ⇐ (١) برهان.

یا a + bu /∈ U(R) ،u ∈ U(R) هر برای و ax + b = ١ کنیم فرض خلف) (فرض (١) ⇐ (٢)

دهیم: مͬ قرار .a− bu /∈ U(R)

Ω =
{
R از آل ایده ͷی P | a+ bu /∈ U(R/P ) یا a− bu /∈ U(R/P ), u ∈ U(R/P هر( برای

}
.

ادعا گیریم. مͬ نظر در Ω در را P١ ⊆ P٢ ⊆ · · · ⊆ Pn ⊆ · · · زنجیر .Ω ̸= ∅ پس ،P = {٠} ∈ Ω چون

که دارد وجود u ∈ U
(
R/
∪∞

i=١ Pi

)
آنͽاه نباشد، اگر .

∪∞
i=١ Pi ∈ Ω کنیم مͬ

a+ bu, a− bu ∈ U
(
R/
∪∞

i=١ Pi

)
.

داریم: R/
∪∞

i=١ Pi در که دارند وجود v, s, t ∈ R پس

uv = ١ = vu ،(a+ bu)s = ١ = s(a+ bu) ،(a− bu)t = ١ = t(a− bu).

که دارند وجود i, j, k, l,m, n ∈ N پس

،R/Pl در s(a+ bu) = ١ ،R/Pk در (a+ bu)s = ١ ،R/Pj در vu = ١ ،R/Pi در uv = ١

.R/Pn در t(a− bu) = ١ و R/Pm در (a− bu)t = ١

ͷی که Pq /∈ Ω نتیجه در .a± bu, u ∈ U(R/Pq) لذا .q = max {i, j, k, l,m, n} کنیم مͬ انتخاب

دارد وجود Q آل ایده زورن لم به بنا لذا است. فوق زنجیر برای بالا کران ͷی
∪∞

i=١ Pi پس است. تناقض

است. Ω ماکزیمال عضو که

که دارند وجود R از L و K آل ایده دو آنͽاه باشد، پذیر تجزیه ی حلقه R/Q/J(R/Q) اگر

R/Q/J(R/Q) = K/Q/J(R/Q)⊕ L/Q/J(R/Q).

که دارند وجود w ∈ U(R/L) و v ∈ U(R/K) پس ،Q ⫋ K,L چون .K/Q,L/Q ⫋ R/Q که

داریم: طرفͬ از .a± bw ∈ U(R/L) و a± bv ∈ U(R/K)
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L/Q/J(R/Q) ∼= R/Q/J(R/Q)/K/Q/J(R/Q) ∼= R/K

و

K/Q/J(R/Q) ∼= R/Q/J(R/Q)/L/Q/J(R/Q) ∼= R/L.

که دارد وجود (u+Q) ∈ U (R/Q/J(R/Q)) لذا .R/Q/J(R/Q) ∼= R/K ⊕R/L پس

،٩.٢.١ ی گزاره طبق .a+Q± (bu+Q) ∈ U (R/Q/J(R/Q))

لذا است. تناقض ͷی که Q /∈ Ω بنابراین .u + Q ∈ U(R/Q) و (a + Q) ± (bu + Q) ∈ U(R/Q)

ی حلقه ͷی R/Q/J(R/Q) ،١.٢.۴ لم طبق نتیجه در است. ناپذیر تجزیه ی حلقه ͷی R/Q/J(R/Q)

آنͽاه ،n = ١ اگر است. تقسیم ی حلقه ͷی D که ،R/Q/J(R/Q) ∼= Mn(D) پس است. آرتینͬ ساده

پس .١ ± v ∈ U (R/Q/J(R/Q)) که دارد وجود v ∈ U (R/Q/J(R/Q)) ،(٢) بند عناصر با متناظر

طبق نتیجه در .|R/Q/J(R/Q)| ≥ ۴ لذا است. R/Q/J(R/Q) از ای مجموعه زیر
{
٠,١+ v, v,١

}
حلقه ͷی R/Q که گیریم مͬ نتیجه ٣.٢.٣ لم از پس است. SB ی حلقه ͷی R/Q/J(R/Q) ،۶.٢.٣ لم

بنابراین .a, x, b ∈ R/Q که ax + b = ١ پس ،a, x, b ∈ R که ax + b = چون١ طرفͬ از است. SB ی

لم از آنͽاه ،n ≥ ٢ اگر است. تناقض در Q ∈ Ω با که a± bw ∈ U(R/Q) که دارد وجود w ∈ U(R/Q)

است. SB ی حلقه ͷی R/Q/J(R/Q)پس است. SB ی حلقه ͷیMn(D) که گیریم مͬ نتیجه ،٢.٢.٣

خلف فرض پس است. تناقض ͷی که a ± bv ∈ U(R/Q) که دارد وجود v ∈ U(R/Q) بالا مشابه لذا

. a± bu ∈ U(R) که دارد وجود u ∈ U(R) و است باطل

،u ∈ U(R) هر برای که دارند وجود x, y ∈ R کنیم فرض خلف) (فرض (٣) ⇐ (۴)

دهیم: مͬ قرار .y − u−١ /∈ U(R) یا x− u /∈ U(R)

Ω =
{
R از آل ایده ͷی P | x− u /∈ U(R/P ) یا y − u−١ /∈ U(R/P ), u ∈ U(R/P هر( برای

}
.

Ω در بالا کران ͷی Ω از زنجیر هر و است ناتهͬ ی مجموعه ͷی Ω که کرد ثابت توان مͬ آسانͬ به

،(١) ⇐ (٢) برهان مشابه که دارد وجود Ω در Q ماکزیمال عضو زورن، لم از استفاده با پس دارد.



٧٠ تبادلͬ های حلقه و SB های حلقه .۴

R همریخت تصویر R/Q/J(R/Q) چون است. تقسیم ی حلقه ͷی D که ،R/Q/J(R/Q) ∼= Mn(D)

قضیه به بنا پس ندارد. Z/٣Z و Z/٢Z با یͺریخت همریخت تصویر Mn(D)هیچ ،(۴) بند به بنا پس است،

U ∈ GLn(D) ،X,Y ∈ Mn(D) هر ازای به یعنͬ کند، مͬ صدق G −M شرط در Mn(D) ،۶.٢.٣ ی

که دارد وجود

X − U, Y − U−١ ∈ GLn(R).

داریم: فوق عناصر با متناظر پس ،Mn(D) ∼= R/Q/J(R/Q) = R١ چون

که دارد وجود u+Q ∈ U(R١) ،x+Q, y +Q ∈ R١ هر ازای به

(x+Q)− (u+Q), (y +Q)− (u+Q)−١ ∈ U(R١).

.x−u, y−u−١ ∈ U(R/Q) که دارد وجود u ∈ U(R/Q) ،x, y ∈ R/Q هر ازای به ،٩.٢.١ گزاره به بنا پس

دارد وجود u ∈ U(R) ،x, y ∈ R هر برای بنابراین است. تناقض در Ω ماکزیمال بعنوان Q انتخاب با که

.x− u, y − u−١ ∈ U(R) که

برای صورت این در باشد. آرتینͬ ی اولیه فاکتورهای با تبادلͬ ی حلقه ͷی R کنیم فرض .٣.٢.۴ نتیجه

است. SB ی حلقه ͷی Mn(R) ،n ≥ ٢ هر

فرض است. چنین پسMn(R)نیز است، آرتینͬ ی اولیه های فاکتور با تبادلͬ ی حلقه ͷی R چون برهان.

دهیم مͬ قرار باشد. زوج عدد ͷی n کنیم

U =



١R ١R
١R ٠

١R
. . .
. . . ٠

١R ٠
. . . . . .

١R ٠


n×n

.

پس .U ∈ GLn(R) لذا



٧١ آرتینͬ اولیه فاکتورهای با تبادلͬ های حلقه .٢.۴

In − U =



٠ −١R
−١R ١R

−١R
. . .
. . . ١R

−١R ١R
. . . . . .

−١R ١R


∈ GLn(R).

بعلاوه،

In + U =



٢× ١R ١R
١R ١R

١R ١R
١R

. . .

١R
. . .
. . . . . .

١R ١R


n×n

.

.In + U ∈ GLn(R) پس است، زوج عدد ͷی n چون

دهیم مͬ قرار باشد. فرد عدد ͷی n کنیم فرض حال

U =



١R ١R
−١R ٠

١R
. . .
. . . ٠

١R ٠
. . . . . .

١R ٠


n×n

.

پس

In − U =



٠ −١R
١R ١R

−١R
. . .
. . . ١R

−١R ١R
. . . . . .

−١R ١R


∈ GLn(R).

طرفͬ از



٧٢ تبادلͬ های حلقه و SB های حلقه .۴

In + U =



٢× ١R ١R
−١R ١R

١R ١R
١R

. . .

١R
. . .
. . . . . .

١R ١R


n×n

.

In ± U ∈ که دارد وجود U ∈ GLn(R) بنابراین .In + U ∈ GLn(R) پس است، فرد عدد ͷی n چون

است. SB ی حلقه ͷی Mn(R) ،٢.٢.۴ ی قضیه طبق پس .GLn(R)

هر برای صورت این در باشد. آرتینͬ اولیه های فاکتور با تبادلͬ ی حلقه ͷی R کنیم فرض .۴.٢.۴ نتیجه

کند. مͬ صدق G−M شرط در Mn(R) ،n ≥ ٢

از است. چنین نیز Mn(R) پس است، آرتینͬ ی اولیه های فاکتور با تبادلͬ ی حلقه ͷی R چون برهان.

شرط در Mn(R) ،٢.٢.۴ ی قضیه طبق پس است. SB ی حلقه ͷی Mn(R) ،٣.٢.۴ ی نتیجه طبق طرفͬ

کند. مͬ صدق G−M

کنیم مͬ تعریف باشد. تقسیم ی حلقه ͷی D کنیم فرض .۵.٢.۴ مثال

R = {(x١, x٢, · · · , xn, y, y, · · · )|xi ∈ Mi(D), n ∈ N, y ∈ D}

این در شود. مͬ گرفته نظر در مناسب، ی اندازه از اسͺالر ماتریس ͷی شود مͬ ضرب xi در وقتͬ y که

حلقه ͷی ،n ≥ ٢ هر برای Mn(R) بعلاوه است. آرتینͬ اولیه فاکتورهای با تبادلͬ ی حلقه ͷی ،R صورت

است. SB ی

دهیم مͬ نشان است. یͺریخت ها Mi(D) از هایͬ نسخه مستقیم مجموع با R از سره آل ایده هر حل.

باشند R ی حلقه از آل ایده دو B و A کنیم فرض .I ̸= R که است واضح است. اول I =
⊕

i∈NMi(D)

دهیم مͬ قرار کنیم. مͬ انتخاب را a ∈ A− I عنصر .A ⊈ I اما AB ⊆ I که

،a /∈ I چون .ab ∈ AB ⊆ I ،b ∈ B هر برای نتیجه در .y ̸= ٠ که a = (x١, x٢, · · · , xn, y, y, · · · )



٧٣ آرتینͬ اولیه فاکتورهای با تبادلͬ های حلقه .٢.۴

طرفͬ از .B ⊆ I نتیجه در .b = (z١, z٢, · · · , zn, zn+١, · · · , zm,٠,٠,٠, · · · ) ∈ I پس

(x١, x٢, · · · , xn, y, y, · · · ) + I = (x١, x٢, · · · , xn,٠,٠, · · · ) + (٠,٠, · · · ,٠, y, y, y, · · · ) + I

= (٠,٠, · · · ,٠, y, y, y, · · · ) + I.

راحتͬ به است. خوشتعریف (٠,٠, · · · ,٠, y, y, y, · · · ) + I 7−→ y ی ضابطه با R
I

−→ D نͽاشت لذا

D ،١۶.٢.١ ی نتیجه طبق چون هستند. آرتینͬ ،R اول فاکتورهای پس .R
I

∼= D که کرد بررسͬ توان مͬ

نتیجه به بنا پس است. تبادلͬ ی حلقه ͷی R ،٩.١.۴ طبق لذا است. منظم R پس هستند، منظم Mi(D) و

است. SB ی حلقه ͷی Mn(R) ،n ≥ ٢ هر برای ،٣.٢.۴ ی

ماکزیمال، (چپ) راست آل ایده هر هرگاه نامیم، مͬ (چپ) راست دئو شبه را حلقه ͷی .۶.٢.۴ تعریف

باشد. دوطرفه

ی حلقه ͷی R صورت این در .R =

(
D D
٠ D

)
و باشد تقسیم ی حلقه ͷی D کنیم فرض .٧.٢.۴ مثال

است. آرتینͬ ی اولیه های فاکتور با دئو شبه تبادلͬ

داریم:
(
a b
٠ c

)
∈ R هر ازای به چون )حل.

a b
٠ c

)(
a−١ −a−١b−١

٠ c−١

)(
a b
٠ c

)
=

(
a b
٠ c

)
,

ایده تنها I٢ =

(
٠ D
٠ D

)
و I١ =

(
D D
٠ ٠

)
چون است. تبادلͬ R ،١۶.٢.١ طبق لذا است. Rمنظم پس

های فاکتور پس ،i = ١,٢ برای ،R
Ii

∼= D چون است. دئو شبه تبادلͬ R پس هستند، R ماکزیمال های آل

هستند. آرتینͬ R اول

است. SB ی حلقه ͷی R صورت این در .R =

(
Z/۵Z Z/۵Z
٠ Z/۵Z

)
کنیم فرض .٨.٢.۴ مثال

که است واضح است. آرتینͬ ی اولیه فاکتورهای با دئو شبه تبادلͬ ی حلقه ͷی R قبل، مثال طبق )حل.
١ ٠
٠ ١

)
+

(
٢ ٠
٠ ٢

)
=

(
٣ ٠
٠ ٣

)
∈ U(R),(

١ ٠
٠ ١

)
−
(
٢ ٠
٠ ٢

)
=

(
۴ ٠
٠ ۴

)
∈ U(R).



٧۴ تبادلͬ های حلقه و SB های حلقه .۴

است. SB ی حلقه ͷی R ،٢.٢.۴ ی قضیه طبق پس

٢,٣ ∈ U(R) اگر باشد. آرتینͬ ی اولیه های فاکتور با تبادلͬ ی حلقه ͷی R کنیم فرض .٩.٢.۴ قضیه

.U − V ∈ GLn(R) و A = U + V که دارند وجود U, V ∈ GLn(R) ،A ∈ Mn(R) هر برای آنͽاه

است. چنین نیز S = Mn(R) پس است، آرتینͬ اولیه های فاکتور با تبادلͬ R چون برهان.

١S+١−٢ = ١−٢×٣ ∈ U(S) که است واضح گیریم. مͬ نظر در یͺسان

a · · · ٠
... . . . ...
٠ · · · a

 ∈ S با را a ∈ R

از است. SB ی حلقه ͷیMn(R) ،n ≥ ١ هر برای ،٢.٢.۴ قضیه طبق لذا .١S −١−٢ = ١−٢ ∈ U(S) و

حلقه ͷی Mn(R) چون بنابراین .AMn(R) + InMn(R) = Mn(R) داریم ،A ∈ Mn(R) هر برای طرفͬ

و A+W ′ = U ′ دهیم مͬ قرار .A±W ′ ∈ GLn(R) که دارد وجود W ′ ∈ GLn(R) پس است، SB ی

داریم: رابطه دو این تفریق و جمع با . A−W ′ = V ′

W ′ = ١
٢U

′ − ١
٢V

′ و A = ١
٢U

′ + ١
٢V

′

. W ′ = U − V ∈ GLn(R) و A = U + V داریم ، V = ١
٢V

′ و U = ١
٢U

′ گرفتن نظر در با

مرکزی های خودتوان با تبادلͬ های حلقه ٣.۴

باشد. تقسیم ی حلقه ͷی R/J(R) هرگاه نامیم، مͬ موضعͬ را R ی حلقه .١.٣.۴ تعریف

معادلند: زیر های گزاره صورت این در باشد. مدول ͷی M کنیم فرض .٢.٣.۴ قضیه

است. ناپذیر تجزیه تبادلͬ مدول ͷی M (١)

است. ناپذیر تجزیه متناهͬ تبادلͬ مدول ͷی M (٢)

است. موضعͬ ی حلقه ͷی End(M) (٣)

کنید. رجوع ۵.٢٩ ی قضیه [١١] مرجع به برهان.



٧۵ مرکزی های خودتوان با تبادلͬ های حلقه .٣.۴

گیریم: مͬ نتیجه ،٢.٣.۴ ی قضیه از پس ،EndR(R) ∼= R داریم R ی حلقه هر برای چون

معادلند: زیر های گزاره صورت این در باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٣.٣.۴ نتیجه

است. ناپذیر تجزیه تبادلͬ ی حلقه ͷی R (١)

است. موضعͬ ی حلقه ͷی R (٢)

های گزاره صورت این در باشد. مرکزی های خودتوان با تبادلͬ ی حلقه ͷی R کنیم فرض .۴.٣.۴ قضیه

: معادلند زیر

است. SB ی حلقه ͷی R (١)

.|R/M | ≥ ۴ ،R از M ماکزیمال آل ایده هر برای (٢)

وجود u ∈ U(R) پس است، SB ی حلقه ͷی R چون .١ × ٠ + ١ = ١ داریم :(٢) ⇐ (١) برهان.

پس .١ ± u ∈ U(R/M) لذا باشد. R ماکزیمال آل ایده ͷی M کنیم فرض .١ ± u ∈ U(R) که دارد

.|R/M | ≥ ۴ بنابراین .
{
٠,١, u,١+ u

}
⊆ R/M

یا a + bu /∈ U(R) ،u ∈ U(R) هر برای و ax + b = ١ کنیم فرض خلف) (فرض :(١) ⇐ (٢)

دهیم: مͬ قرار .a− bu /∈ U(R)

Ω =
{
R از آل ایده ͷی P | a+ bu /∈ U(R/P ) یا a− bu /∈ U(R/P ), u ∈ U(R/P هر( برای

}
.

ͷی R/Q/J(R/Q) و است، ماکزیمال Ω در که دارد وجود Q ∈ Ω آل ایده ،٢.٢.۴ ی قضیه برهان مشابه

است. موضعͬ ی حلقه ͷی R/Q/J(R/Q) = A ،٣.٣.۴ ی نتیجه طبق پس است. ناپذیر تجزیه ی حلقه

چون و است، تقسیم ی حلقه ͷی A/J(A) لذا

J(A) = J(R/Q/J(R/Q)) = J(R/Q)/J(R/Q) = ٠,

ͷی M که J(R/Q) = M/Q کنیم فرض حال است. تقسیم ی حلقه ͷی A بنابراین .A/J(A) = A پس

چون است. R آل ایده



٧۶ تبادلͬ های حلقه و SB های حلقه .۴

R/M ∼= R/Q/M/Q = R/Q/J(R/Q),

.|R/Q/J(R/Q)| ≥ ۴ یعنͬ ،|R/M | ≥ ۴ ،(٢) بند به بنا لذا است. R ماکزیمال آل ایده ͷی M پس

حلقه ͷی R/Q ،٣.٢.٣ لم به بنا لذا و است، SB ی حلقه ͷی R/Q/J(R/Q) ،٢.٢.٣ لم به بنا بنابراین

نتیجه در .a, x, b ∈ R/Q که ax + b = ١ پس ،a, x, b ∈ R که ax + b = ١ چون است. SB ی

باطل فرضخلف پس است. تناقض در Q ∈ Ω با که ،a± bw ∈ U(R/Q) که دارد وجود w ∈ U(R/Q)

است. SB ی حلقه ͷی R نتیجه در است.

مرکزی های خودتوان با منظم ی حلقه ͷی R هرگاه نامیم، مͬ آبلͬ منظم را R ی حلقه .۵.٣.۴ تعریف

باشد.

که باشد داشته وجود x ∈ R ،a ∈ R هر برای هرگاه نامیم، مͬ قوی منظم را R ی حلقه .۶.٣.۴ تعریف

.a = a٢x

معادلند: زیر های گزاره صورت این در باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٧.٣.۴ گزاره

است. قوی منظم ی حلقه ͷی R (١)

است. تقسیم ی حلقه ͷی ،R ناپذیر تجزیه فاکتور هر (٢)

کنید. رجوع ۴.٧ ی گزاره [١٣] مرجع به برهان.

معادلند: زیر های گزاره آنͽاه باشد. آبلͬ منظم ی حلقه ͷی R اگر .٨.٣.۴ نتیجه

است. SB ی حلقه ͷی R (١)

.R/M ≇ Z/٢Z,Z/٣Z ،R از M ماکزیمال آل ایده هر برای (٢)

ͷی R/M ،٧.٣.۴ ی گزاره به بنا باشد. R ماکزیمال آل ایده ͷی M کنیم فرض :(١) ⇐ (٢) برهان.

آنͽاه ،|R/M | = ٣ اگر و ،R/M ∼= Z/٢Z آنͽاه ،|R/M | = ٢ اگر طرفͬ از است. تقسیم ی حلقه



٧٧ مرکزی های خودتوان با تبادلͬ های حلقه .٣.۴

ی حلقه ͷی R ،۴.٣.۴ ی قضیه به بنا نتیجه در .|R/M | ≥ ۴ بند(٢)، به بنا نتیجه در .R/M ∼= Z/٣Z

است. SB

ͷی M اگر است. مرکزی های خودتوان با تبادلͬ ی حلقه ͷی R ،٩.١.۴ ی گزاره طبق :(٢) ⇐ (١)

نتیجه در .|R/M | ≥ ۴ ،۴.٣.۴ ی قضیه به بنا آنͽاه باشد، R ماکزیمال آل ایده

.R/M ≇ Z/٢Z,Z/٣Z

کنیم: مͬ ثابت نیز موضعͬ، نیم ی حلقه برای را ،۴.٣.۴ ی قضیه حال

: معادلند زیر های گزاره صورت این در باشد. موضعͬ نیم ی حلقه ͷی R کنیم فرض .٩.٣.۴ قضیه

است. SB ی حلقه ͷی R (١)

.|R/M | ≥ ۴ ،R از M ماکزیمال آل ایده هر برای (٢)

.۴.٣.۴ ی قضیه (٢) ⇐ (١) برهان مشابه :(٢) ⇐ (١) برهان.

ی قضیه طبق لذا است. ساده نیم R/J(R) پس است. موضعͬ نیم ی حلقه ͷی R چون :(١) ⇐ (٢)

که دارند وجود Ds و ... ،D١ تقسیم های حلقه آرتین-ودربرن،

R/J(R) ∼= Mn١(D١)⊕ · · · ⊕Mns(Ds).

است. SB ی حلقه ͷی Mni(Di) ،٢.٢.٣ لم به بنا آنͽاه ،ni ≥ ٢ اگر

ماکزیمال آل ایده ،Di هر برای پس است. یͺریخت R از همریختͬ تصویر با Di آنͽاه ،ni = ١ اگر

ͷی Di ،٢.٢.٣ لم به بنا پس .|Di| ≥ ۴ ،(٢) بند از استفاده با .Di
∼= R/Mi که دارد وجود R از Mi

است. SB ی حلقه

SB ی حلقه ͷی R ،٣.٢.٣ لم به بنا لذا و است، SB ی حلقه ͷی R/J(R) ،۶.١.٣ ی نتیجه به بنا بنابراین

است.



٧٨ تبادلͬ های حلقه و SB های حلقه .۴

است. SB ی حلقه ͷی Z/mZ آنͽاه ،٢,٣ ∤ m اگر باشد. m ∈ N کنیم فرض .١٠.٣.۴ مثال

نͽاشت لذا .m = p
r١
١ · · · prss که دارند وجود ps, . . . , p١ اول اعداد پس ،m ∈ N چون حل.

φ : Z/mZ −→ Z/(pr١١ )× · · · × Z/(prss )

بنابراین است. یͺریختͬ ͷی a+mZ 7−→ (a+ (p
r١
١ ), · · · , a+ (prss )) ی ضابطه با

Z/mZ ∼= Z/(pr١١ )⊕ · · · ⊕ Z/(prss ).

است. (pi)/(prii ) ماکزیمال آل ایده با موضعͬ ی حلقه ͷی Z/(prii ) ، i = ١, . . . , s برای که است واضح

داریم: لذا .J(Z/(prii )) = (pi)/(p
ri
i ) پس

Z/(prii )/J(Z/(p
ri
i )) = Z/(prii )/(pi)/(p

ri
i )

∼= Z/(pi) ∼= Zpi .

پس ،٢,٣ ∤ m چون طرفͬ از است. موضعͬ نیم Z/(prii ) پس است، آرتینͬ ساده نیم Zpi چون نتیجه در

قضیه از پس .|Z/(prii )/(pi)/(p
ri
i )| = |Z/(pi)| ≥ ۴ بنابراین .|Z/(pi)| ≠ ٢,٣ نتیجه در و ،pi ̸= ٢,٣

ی حلقه ͷی Z/mZ ،۶.١.٣ ی نتیجه به بنا لذا است. SB ی حلقه ͷی Z/(prii ) گیریم مͬ نتیجه قبل ی

است. SB
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