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ൈঠ�அتار
1935 سال در بار اولین براي که می�کنند ایفا را مهمی نقش هیلبرت ∗C−مدول�هاي ∗C−جبرها، نظریه�ي در

ساختاري با دلخواه ∗C−جبر یک روي مدول�هایی هیلبرت، ∗C−مدول�هاي شدند. معرفی کاپلانسکی1 توسط میلادي

در مختلط، اعداد میدان به�جاي را خود مقادیر داخلی ضرب این که تفاوت این با می�باشند، داخلی ضرب یک شبیه

هندسه�ي ∗C−جبرها، جدید نظریه�ي در حیاتی نقشی هیلبرت ∗C−مدولهاي می�کند. اختیار ضرایب ∗C−جبر

حوزه�هاي داراي هیلبرت ∗C−مدول�هاي درواقع دارند. موضعی فشرده�ي کوانتومی گروه�هاي مطالعه�ي و ناجابه�جایی

بوده�اند: زیر اصلی کاربردي

[16] [15] [3] 3 موریتا هم�ارزي و القاشده نمایش�هاي بر دیگران و رایفل2 کار •

[8] [7] [1] 5 KK−نظریه در دیگران و کاسپارف4 کار •

[18] [2] ∗C−جبري 7 کوانتومی گروه�هاي نظریه�ي بر دیگران و ورونوویچ6 کار •

عبارتست می�شود، داده نمایش M ′ با که M دوگان این�صورت در باشد، هیلبرت ∗C−مدول یک M کنید فرض

به نیز ، M ′′ یعنی ، M دوم دوگان . A ∗C−جبر به�توي M از کران�دار و خطی نگاشت�هاي تمام مجموعه�ي از

و M ′′ به�توي M از x 7−→ ẋ ، M ′ به�توي M از x 7−→ x̂ طولپاي نگاشت�هاي می�شود. تعریف مشابه طریق

شمول به منجر ، F̃ (x) = F (x) و ẋ(f) = f(x)∗ ، x̂(y) = ⟨x, y⟩ آن در که ، M ′ به�توي M ′′ از F 7−→ F̃

∗C−بازتابی و M ∼= M ′ هرگاه گوییم خوددوگان را M هیلبرت ∗C−مدول می�شوند. M ⊆ M ′′ ⊆ M ′ طولپاي
1Kaplansky
2Riefel
3Morita equivalence
4Kasparov
5KK-theory
6Woronowicz
7Quantom groups theory



ج

روي هیلبرت ∗C−مدول�هاي بودن ∗C−بازتابی براي محکی ارائه�ي پایان�نامه، این از هدف . M ∼= M ′′ هرگاه گوییم

است. جابه�جایی ∗C−جبرهاي

است. شده بیان ∗C−جبرها از مفاهیمی هم�چنین و نیاز مورد توپولوژیکی مقدمات پایان�نامه این اول فصل در

فصل در و می�پردازیم آنها بودن ∗C−بازتابی و خوددوگان خواص و هیلبرت ∗C−مدول�هاي معرفی به دوم فصل در

از {Ik}k∈N مانند دنباله هر براي اگر تنها و اگر است ∗C−بازتابی ، A جابه�جایی ∗C−جبر که می�دهیم نشان سوم

نیابد. گسترش ∏k Ik به�روي ⊕kIk ⊂ A کانونی شمول ، A مجزاي و صفر غیر ∗C−زیرجبرهاي
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1 فصل

اولیه مفاهیم

ویژگی�هاي برخی و ∗C−جبر مفهوم به هم�چنین می�پردازیم. نیاز مورد توپولوژیکی قضایاي و تعاریف بیان به فصل این در

با جابه�جایی ∗C−جبرهاي بودن یکریخت که می�باشد گلفند قضیه�ي فصل این در مطلب مهمترین می�کنیم. اشاره آن

که می�دهیم نشان هم�چنین می�دهد. نشان را ( است هاسدورف موضعی فشرده�ي فضاي یک X که ) ، C٠(X) فضاي

مطالب می�باشد. Ã از بسته ایده�آلی A به�طوري�که است موجود Ã یکدار ∗C−جبر آنگاه نباشد یکدار A ∗C−جبر اگر

شده�اند. استخراج [13] و [12] مراجع از فصل این

توپولوژیکی مقدمات 1.1

است X روي توپولوژي یک X زیرمجموعه�هاي از τ خانواده�ي باشد. ناتهی مجموعه�اي X کنید فرض .1.1.1 تعریف

هرگاه:

؛ X, ∅ ∈ τ (1)

گیرد؛ قرار τ در τ اعضاي از دلخواه اجتماع (2)

گیرد. قرار τ در τ اعضاي از متناهی اشتراك (3)

1



2 اولیه مفاهیم .1

بسته را Y ⊂ X هم�چنین گوییم. فضا باز مجموعه�هاي را τ اعضاي و توپولوژیک فضاي یک را (X, τ) دراین�صورت

باشد. باز آن متمم هرگاه گوییم

دراین�صورت: باشد، X از زیرمجموعه�اي Y و توپولوژیک فضاي یک (X, τ) کنید فرض .2.1.1 تعریف

تمام مجموعه�ي کند. قطع را Y ، x شامل باز مجموعه�ي هر هرگاه گوییم Y چسبیدگی نقطه�ي را x ∈ X عنصر (1

می�دهیم. نمایش Y با و گوییم Y بستار را Y چسبیدگی نقاط

باشد. ( x شامل باز (مجموعه�ي x از همسایگی یک شامل Y هرگاه گوییم Y درونی نقطه�ي را x ∈ Y عنصر (2

می�دهیم. نمایش Y ◦ با و گوییم Y درون را Y درونی نقاط تمام مجموعه�ي

.Y = X هرگاه گوییم چگال را Y ⊂ X دراین�صورت باشد، توپولوژیک فضاي یک (X, τ) کنید فرض .3.1.1 تعریف

در f : X −→ Y تابع دراین�صورت باشند، توپولوژیک فضاي دو (Y, τ٢) و (X, τ١) کنید فرض .4.1.1 تعریف

موجود x شامل G١ باز مجموعه�ي ، f(x) شامل G٢ باز مجموعه�ي هر براي هرگاه است پیوسته x ∈ X نقطه�ي

یک را f هم�چنین باشد. پیوسته X از نقطه هر در هرگاه گوییم پیوسته را f تابع . f(G١) ⊆ G٢ به�طوري�که باشد

باشد. پیوسته نیز f−١ و پیوسته دوسویی، هرگاه گوییم همسانریختی

می�دهیم. نمایش C(X) با را C به�توي X از پیوسته توابع تمام مجموعه�ي .5.1.1 تعریف

نشاننده�ي یک را f : X −→ Y تابع دراین�صورت باشند، توپولوژیک فضاي دو Y و X کنید فرض .6.1.1 تعریف

باشد. همسانریختی یک f ′(x) = f(x) ضابطه�ي با f ′ : X −→ f(X) تابع هرگاه گوییم Y به X از توپولوژیک

، x ̸= y که x, y ∈ X هر براي هرگاه گوییم هاسدورف فضاي یک را (X, τ) توپولوژیک فضاي .7.1.1 تعریف

. y ∈ G٢ و x ∈ G١ به�طوري�که باشند موجود G٢ و G١ ومجزاي باز مجموعه�هاي

است. بسته هاسدورف فضاي یک از متناهی زیرمجموعه�ي هر .8.1.1 قضیه



3 توپولوژیکی مقدمات .1.1

است. هاسدورف هاسدورف، فضایی از زیرفضا هر .9.1.1 قضیه

و X از F بسته�ي زیرمجموعه�ي هر براي هرگاه گوییم منظم به�طورکامل را (X, τ) توپولوژیک فضاي .10.1.1 تعریف

. f(x) = ٠ و f(F ) = {١} که باشد موجود f : X −→ [٠,١] پیوسته�ي تابع x ∈ X \ F هر

بسته� زیرمجموعه�هاي از شمارا خانواده�ي هر براي هرگاه بئرگوییم فضاي یک را (X, τ)توپولوژیک فضاي .11.1.1 تعریف

باشد. تهی درون ∪nAn ، X از تهی درون و

باشند. پیوسته توابع از دنباله�اي fn : X −→ Y و متریک فضاي یک Y بئر، فضاي یک X کنید فرض .12.1.1 قضیه

است. چگال X در ، f پیوستگی نقاط تمام مجموعه�ي آنگاه fn(x) −→ f(x) ، x ∈ X هر براي اگر دراین�صورت

زیرمجموعه�هاي از {Gα}α∈I خانواده�ي بگیرید. درنظر را (X, τ)توپولوژیک فضاي از Y زیرمجموعه�ي .13.1.1 تعریف

زیرپوشش یک داراي پوشش این گوییم هم�چنین . Y ⊆
∪

α∈I Gα هرگاه گوییم Y براي باز پوشش یک را X باز

. Y ⊆
∪n

α=١Gαn ،{α١, α٢, ..., αn} مانند I عناصر از متناهی تعداد براي هرگاه است متناهی

یک داراي Y براي باز پوشش هر هرگاه است فشرده (X, τ) توپولوژیک فضاي از Y زیرمجموعه�ي .14.1.1 تعریف

باشد. متناهی زیرپوشش

است. فشرده فشرده، فضاي یک از بسته زیرمجموعه�ي هر .15.1.1 قضیه

است. فشرده فشرده، فضاهاي از دلخواه حاصل�ضرب هر تیخونوف). ) .16.1.1 قضیه

مانند باز مجموعه�ي یک در X از عنصر هر هرگاه گوییم موضعی فشرده�ي را (X, τ) توپولوژیک فضاي .17.1.1 تعریف

باشد. فشرده G به�طوري�که گیرد قرار G

K به�طوري�که K ⊆ U ⊆ X و هاسدورف موضعی فشرده�ي فضاي یک X کنید فرض اوریسون). (لم .18.1.1 لم

و f |
K

= ١ ، ٠ ≤ f ≤ ١ که است موجود f ∈ C(X) دراین�صورت باشد. باز U و فشرده

supp(f) = {x ∈ X : f(x) ̸= ٠} ⊆ U.



4 اولیه مفاهیم .1

.X = Y به�طوري�که Y مانند هاسدورف و فشرده فضاي یک از Xعبارتست فضاي از فشرده�سازي یک .19.1.1 تعریف

. باشد منظم کامل به�طور اگر تنها و اگر است فشرده�سازي داراي (X, τ) توپولوژیک فضاي .20.1.1 قضیه

f آنگاه باشد، Z هاسدورف و فشرده فضاي توي به� X از توپولوژیک نشاننده�ي یک f : X −→ Z اگر .21.1.1 قضیه

بود. خواهد گسترش قابل F : Y −→ Z نشاننده�ي به f به�طوري�که می�کند القا X روي Y فشرده�سازي یک

روي کران�دار و پیوسته حقیقی، توابع همه�ي خانواده�ي {fα}α∈I و منظم کامل به�طور X کنید فرض .22.1.1 تعریف

دهید قرار α ∈ I هر براي باشد. X

Iα = [infx∈Xfα(x), supx∈Xfα(x)]

منظم کامل به�طور X چون بود. خواهد فشرده نیز ∏α∈I Iα تیخونوف قضیه�ي طبق و فشرده�اند Iαها دراین�صورت

بنابراین می�کند�. صدق نشاندن قضیه�ي شرایط در {fα}α∈I پس است

f : X −→
∏
α∈I

Iα

f 7−→ (fα(x))

فشرده�سازي یک قبل، قضیه�ي طبق می�باشد. هاسدورف و فشرده فضاي یک به�توي X از توپولوژیک نشاننده�ي یک

می�دهیم. نمایش β(X) با و می�گوییم استون-چک فشرده�سازي آن به که می�شود القا X روي f توسط

گزاره�هاي دراین�صورت Xباشد، از چگال زیرمجموعه�ي Y و هاسدورف و فشرده فضاي Xیک فرضکنید .23.1.1 قضیه

معادلند. زیر

X = β(Y ) (1)

است. X روي پیوسته تابع یک به گسترش قابل Y روي پیوسته و کران�دار تابع هر (2)



5 ∗C−جبرها .2.1

∗C−جبرها 2.1

ضرب به�همراه F = C برداري میدان روي A برداري فضاي .1.2.1 تعریف

A×A −→ A,

(a, b) 7−→ ab,

هرگاه: است جبر یک

؛ a(bc) = (ab)c (1)

؛ a(b+ c) = ab+ ac (2)

؛ (a+ b)c = ac+ bc (3)

؛ α(ab) = (αa)b = a(αb) (4)

. α ∈ C و a, b, c ∈ A آن در که

.a١ = ١a = a ، a ∈ A هر براي به�طوري�که باشد موجود ١ ∈ A عنصر هرگاه گوییم یکدار را A جبر .2.2.1 تعریف

. ab = ba باشیم داشته a, b ∈ A هر به�ازاي هرگاه است جابه�جایی A جبر .3.2.1 تعریف

بطوریکه B مانند A از برداري زیرفضاي یک از عبارتست A جبر از زیرجبر یک .4.2.1 تعریف

b, b′ ∈ B =⇒ bb′ ∈ B.

، b ∈ I هر و a ∈ A هر براي هرگاه گوییم (راست) چپ ایده�ال یک را A جبر از I برداري زیرفضاي .5.2.1 تعریف

باشد. راست و چپ ایده�ال هرگاه گوییم A در ایده�ال یک را I . (ba ∈ I) ab ∈ I
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باشیم داشته a, b ∈ A هر براي هرگاه گوییم باناخ جبر را ∥.∥ مانند کامل نرم یک به�همراه A جبر .6.2.1 تعریف

∥ab∥ ≤ ∥a∥∥b∥

گوییم. یکدار باناخ جبر یک را A آنگاه ∥١∥ = ١ و باشد یکدار A اگر علاوه�براین

Xبه�توي از f پیوسته�ي تابع گوییم دراین�صورت باشد، هاسدورف موضعی فشرده فضاي Xیک کنید فرض .7.2.1 مثال

تمام مجموعه باشد. فشرده {x ∈ X | |f(x)| ≥ ε} مجموعه�ي ، ε ≥ ٠ هر براي هرگاه می�شود صفر بینهایت در C

یک زیر نرم و اعمال به�همراه که است C(X) فضاي از زیرفضایی C٠(X) می�دهیم. نمایش C٠(X)با را توابعی چنین

می�باشد: باناخ جبر

(f + g)(x) = f(x) + g(x);

(λf)(x) = λf(x);

(fg)(x) = f(x)g(x);

∥f∥ = supx∈X |f(x)|.

. C٠(X) = C(X) حالت این در باشد. فشرده X اگر تنها و اگر است یکدار C٠(X) فضاي .8.2.1 نکته

و ضرب جمع، به�همراه Ã در�این�صورت ، Ã = A
⊕

C می�دهیم قرار آنگاه نباشد یکدار A باناخ جبر اگر .9.2.1 نکته

نرم

(a, λ) + (b, µ) = (a+ b, λ+ µ);

(a, λ)(b, µ) = (ab+ λb+ µa, λµ);

∥(a, λ)∥ = ∥a∥+ |λ|;

طولپا و �یک �به یک نگاشت یک Ã به A از a 7−→ (a,٠) نگاشت . ١Ã = (٠,١) که می�باشد یکدار باناخ جبر یک

می�گوییم. A �ي یکدارشده را Ã است. Ã از بسته ایده�الی A واقع در گرفت. درنظر Ã از زیرجبري را A می�توان لذا است،
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به�طوري�که باشد موجود b ∈ A هرگاه گوییم معکوس�پذیر را a ∈ A باشد. یکدار Aیکجبر فرضکنید تعریف10.2.1.

معکوس�پذیر عناصر تمام مجموعه�ي می�دهیم. نشان a−١ با و نامیده aمعکوس را b منحصربه�فرد عنصر . ab = ba = ١

می�دهیم. نشان Inv(A) با را A

زیر به�صورت را a ∈ A عنصر طیفی شعاع و طیف دراین�صورت باشد، یکدار جبر یک A کنید فرض .11.2.1 تعریف

می�کنیم: تعریف

sp(a) = spA(a) = {λ ∈ C | λ١− a /∈ Inv(A)}

r(a) = sup{|λ| | λ ∈ sp(a)}

می�دهیم: قرار a ∈ A هر براي آنگاه نباشد یکدار A جبر اگر .12.2.1 نکته

spA(a) = spÃ(a) = {λ ∈ C | λ١− a /∈ Inv(Ã)}

گوییم همریختی را φ : A −→ B خطی نگاشت دراین�صورت باشند. جبر دو B و A کنید فرض .13.2.1 تعریف

و دوسویی هرگاه گوییم یکریختی را φ هم�چنین . φ(ab) = φ(a)φ(b) باشیم داشته a, b ∈ A هر براي هرگاه

باشد. همریختی

را τ : A −→ C مانند صفر غیر همریختی یک دراین�صورت باشد. جابه�جایی جبر یک A کنید فرض .14.2.1 تعریف

می�دهیم. نمایش Ω(A) با را A مشخصه�هاي تمام مجموعه . گوییم A روي مشخصه یک

. Ω(A) = ∅ آنگاه A = ٠ اگر مثال براي باشد تهی Ω(A) است ممکن که کنید توجه .15.2.1 نکته

است. غیرتهی Ω(A) آنگاه باشد یکدار و جابجایی باناخ جبر یک A اگر .16.2.1 قضیه

و موضعی فشرده�ي فضاي یک وجود) صورت (در Ω(A) آنگاه باشد جابجایی باناخ جبر یک A اگر .17.2.1 قضیه

می�شود. فشرده Ω(A) باشد یکدار A اگر همچنین است. هاسدورف
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می�کنیم: تعریف a ∈ A هر براي باشد. غیرتهی Ω(A) و جابجایی باناخ جبر یک A کنید فرض .18.2.1 نکته

â : Ω(A) −→ C

τ 7−→ τ(a)

. â ∈ C٠(Ω(A)) دراین�صورت

دراین�صورت باشد، جابجایی باناخ جبر یک A کنید فرض .19.2.1 قضیه

آنگاه باشد یکدار A اگر (1

sp(a) = {τ(a) | τ ∈ Ω(A)}

آنگاه نباشد یکدار A اگر (2

sp(a) = {τ(a) | τ ∈ Ω(A)} ∪ {٠}

مانند خطی مزدوج نگاشت یک از عبارتست A جبر روي پیچش یک .20.2.1 تعریف

∗ : A −→ A,

a 7−→ a∗,

∗−جبر یک یا پیچشی جبر یک را (A, ∗) در�این�صورت . (ab)∗ = b∗a∗ و a∗∗ = a ، a ∈ A هر براي بطوریکه

گوییم.

a = a∗ هرگاه گوییم خودالحاق را a ∈ A عنصر .21.2.1 تعریف

. a = b+ ic بطوریکه موجودند b, c ∈ A منحصربفرد و خودالحاق عناصر a ∈ A هر براي .22.2.1 قضیه

. c = ١
٢i(a− a∗) و b = ١

٢(a+ a∗) دهیم قرار کافیست برهان.

می�باشد. خودالحاق و غیرصفر عنصر یک شامل غیرصفر، جبر هر .23.2.1 نتیجه
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a, b ∈ A هر براي هرگاه گوییم باناخ ∗−جبر یک را ∥.∥ کامل نرم به�همراه A ∗−جبر .24.2.1 تعریف

∥ab∥ ≤ ∥a∥∥b∥;

∥a∗∥ = ∥a∥.

∗−همریختی را φ دراین�صورت باشد، همریختی φ : A −→ B و ∗−جبر دو B و A کنید فرض .25.2.1 تعریف

. φ(a∗) = φ(a)∗ ، a ∈ A هر براي هرگاه گوییم

یکدار باناخ ∗−جبر یک ،(a, λ)∗ = (a∗, λ) پیچش به�همراه Ã آنگاه نباشد یکدار A باناخ ∗−جبر اگر .26.2.1 نکته

می�باشد.

، a ∈ A هر براي هرگاه گوییم ∗C−جبر یک را A باناخ ∗−جبر .27.2.1 تعریف

∥a∗a∥ = ∥a∥٢.

.28.2.1 مثال

می�باشد. یکدار ∗C−جبر یک λ 7−→ λ̄ پیچش به�همراه C مختلط اعداد میدان (1

است. ∗C−جبر یک f 7−→ f̄ پیچش به�همراه C(X) آنگاه باشد، هاسدورف فشرده�ي فضاي یک X اگر (2

است. ∗C−جبر یک f 7−→ f̄ پیچش به�همراه C٠(X) آنگاه باشد، هاسدورف موضعی فشرده�ي فضاي یک X اگر (3

می�دهیم: قرار باشد. ∗C−جبرها از دنباله�اي {Ai}i∈N کنید فرض (4
∏
k

Ak = {(a١, a٢, . . .) : ak ∈ Ak, ∥(a١, a٢, . . .)∥ = sup
k

∥ak∥ < ∞},

⊕
k

Ak = {(a١, a٢, . . .) ∈
∏
k

Ak : lim
k→∞

∥ak∥ = ٠}.

می�باشند. ∗C−جبر ، (a١, a٢, . . .) 7−→ (a∗١, a
∗
٢, . . .) پیچش به�همراه ، ⊕k Ak و ∏k Ak دراین�صورت

نیست. ∗C−جبر یک لزوما (9.2.1) در شده ذکر نرم با Ã آنگاه نباشد یکدار A ∗C−جبر اگر .29.2.1 نکته
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یک به تبدیل را Ã به�طوري�که است موجود Ã بر منحصربفرد نرم یک آنگاه باشد ∗C−جبر یک A اگر .30.2.1 قضیه

است. A نرم گسترش به�علاوه و می�کند ∗C−جبر

. r(a) = ∥a∥ آنگاه باشد، A ∗C−جبر از خودالحاق عنصري a اگر .31.2.1 قضیه

غیرصفر عنصر شامل A دراین�صورت باشد، یکدار غیر و غیرصفر جابجایی، ∗C−جبر یک A کنید فرض .32.2.1 نکته

بطوریکه است موجود τ ∈ Ω(A) قضیه�ي(19.2.1) به بنا پس r(a) = ∥a∥ ̸= ٠ چون است. a مانند خودالحاقی و

. Ω(A) ̸= ∅ لذا ، τ(a) ̸= ٠

گلفند نمایش آنگاه باشد غیرصفر و جابجایی جبر −C∗ یک A اگر .( گلفند ) .33.2.1 قضیه

φ : A −→ C٠(Ω(A))

a 7−→ â

طولپاست. و ∗−یکریختی

مثبت عناصر تمام مجموعه . sp(a) ⊆ R+ و باشد خودالحاق هرگاه گوییم مثبت را a ∈ A عنصر .34.2.1 تعریف

. b− a ∈ A+ هرگاه a ≤ b می�نویسیم همچنین می�دهیم. نمایش A+ با را A

b∗ab ≤ ∥a∥b∗b ، b ∈ A هر براي دراین�صورت باشد، مثبت a ∈ A و ∗C−جبر یک A کنید فرض .35.2.1 قضیه

.

آنگاه ، ∥aca∥ ∈ Sp(aca) ، a ∈ A+ هر براي و c ∈ A اگر باشد. ∗C−جبر یک A کنید فرض .36.2.1 قضیه

. c ≥ ٠



2 فصل

هیلبرت ∗C−مدول�هاي

یک هیلبرت ∗C−مدول یک درواقع گرفت. درنظر هیلبرت فضاهاي از تعمیمی می�توان را هیلبرت ∗C−مدول�هاي

∗C−جبر در اسکالر، میدان به�جاي مقادیرش، که است داخلی ضرب یک به مجهز و دلخواه ∗C−جبر یک روي مدول

می�شود. اشاره آنها از تعدادي به فصل این در که می�شود نیز دیگر تفاوت�هاي به منجر تفاوت این می�گیرد. قرار ضرایب

می�پردازیم. هیلبرت ∗C−مدول�هاي بودن ∗C−بازتابی و خوددوگان خواص معرفی به هم�چنین

هیلبرت ∗C−مدول 1.2

عبارتست A روي پیش�هیلبرت(راست) ∗C−مدول یک دراین�صورت باشد، ∗C−جبر یک A کنید فرض .1.1.2 تعریف

نگاشت به مجهز ،M مانند راست A−مدول یک از

⟨., .⟩ : M ×M −→ A,

کند: صدق زیر شرایط در بطوریکه

؛ ⟨x, x⟩ ≥ ٠ (1)

؛ ⟨x, x⟩ = ٠ ⇐⇒ x = ٠ (2)

؛ ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩∗ (3)

11
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؛ ⟨x, y + λz⟩ = ⟨x, y⟩+ λ⟨x, z⟩ (4)

؛ ⟨x, ya⟩ = ⟨x, y⟩a (5)

اوقات گاهی گوییم. M روي A−مقداري داخلی ضرب را ⟨., .⟩ نگاشت . λ ∈ C و x, y, z ∈ M,a ∈ A آن در که

می�گوییم. نیز هیلبرت پیش A−مدول را A ∗C−جبر روي پیش�هیلبرت ∗C−مدول راحتی براي

A−مدول�ها، تمام پایان�نامه این در می�شود. تعریف مشابه به�طور نیز چپ هیلبرت پیش A−مدول .2.1.2 تذکر

شده�اند. گرفته درنظر راست A−مدول

.3.1.2 مثال

است. C ∗C-جبر روي چپ پیش�هیلبرت ∗C-مدول یک داخلی ضرب فضاي هر (1

A−مدول یک ⟨a, b⟩ = a∗b داخلی ضرب با I دراین�صورت باشد، A ∗C−جبر از راست ایده�آل I کنید فرض (2

است. پیش�هیلبرت A−مدول یک نیز A لذا ، I = A می�دهیم قرار خاص، حالت در می�باشد. پیش�هیلبرت

ضرب به�همراه M =
⊕n

i=١Mi آنگاه باشد پیش�هیلبرت A−مدول�هاي از متناهی خانواده�اي {Mi}١≤i≤n اگر (3

داخلی

⟨x, y⟩ =
n∑

i=١
⟨xi, yi⟩,

است. پیش�هیلبرت A−مدول یک نیز

بصورت را M روي ∥.∥M نرم دراین�صورت باشد، پیش�هیلبرت A-مدول یک M کنید فرض .4.1.2 تعریف

∥x∥M = ∥⟨x, x⟩∥
١
٢ x ∈ M,

است. M روي نرم یک واقعا ∥.∥M که می�دهیم نشان بعد قضیه در می�کنیم. تعریف

، x, y ∈ M هر براي دراین�صورت باشد، پیش�هیلبرت A-مدول یک M کنید فرض .5.1.2 قضیه
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؛ ⟨y, x⟩⟨x, y⟩ ≤ ∥⟨x, x⟩∥⟨y, y⟩ (1)

؛ کشی-بانیاکوسکی1) (نامساوي ∥⟨x, y⟩∥ ≤ ∥x∥∥y∥ (2)

است. M روي نرم یک ∥.∥M (3)

برهان.

(35.2.1) قضیه�ي به بنا دراین�صورت .∥⟨x, x⟩∥ = ١ فرضکرد می�توان شود وارد خللی مسئله کلیت به اینکه بدون (1)

: داریم a ∈ A هر براي

٠ ≤ ⟨xa− y, xa− y⟩ = a∗⟨x, x⟩a− ⟨y, x⟩a− a∗⟨x, y⟩+ ⟨y, y⟩

≤ a∗a− ⟨y, x⟩a− a∗⟨x, y⟩+ ⟨y, y⟩

بنابراین ، a = ⟨x, y⟩ می�دهیم قرار حال

⟨y, x⟩⟨x, y⟩ ≤ ⟨y, y⟩

(2)

∥⟨x, y⟩∥٢ = ∥⟨x, y⟩∗⟨x, y⟩∥ = ∥⟨y, x⟩⟨x, y⟩∥ ≤ ∥⟨x, x⟩∥∥⟨y, y⟩∥ = ∥x∥٢∥y∥٢

داریم: α ∈ C هر و x, y ∈ M هر براي (3)

i) ∥x∥M = ∥⟨x, x⟩∥
١
٢ ≥ ٠;

ii) ∥x∥M = ∥⟨x, x⟩∥
١
٢ = ٠ ⇐⇒ ⟨x, x⟩ = ٠ ⇐⇒ x = ٠;

iii) ∥x+ y∥٢ = ∥⟨x+ y, x+ y⟩∥ = ∥⟨x, x⟩+ ⟨x, y⟩+ ⟨y, x⟩+ ⟨y, y⟩∥

≤ ∥⟨x, x⟩∥+ ∥⟨x, y⟩∥+ ∥⟨y, x⟩∥+ ∥⟨y, y⟩∥
1Cauchy-Banyakovsky
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≤ ∥x∥٢M + ∥x∥M∥y∥M + ∥y∥M∥x∥M + ∥y∥٢M

= (∥x∥M + ∥y∥M )٢;

iv) ∥αx∥M = ∥⟨αx, αx⟩∥
١
٢ = ∥|α|٢⟨x, x⟩∥

١
٢ = |α|∥⟨x, x⟩∥

١
٢ = |α|∥x∥M .

می�باشد. M روي نرم یک ∥.∥M لذا

باشد. کامل ∥.∥M نرم به نسبت هرگاه است هیلبرت ،M پیش�هیلبرت A−مدول .6.1.2 تعریف

.7.1.2 مثال

است. C ∗C-جبر روي هیلبرت ∗C-مدول یک هیلبرت فضاي هر (1

داخلی ضرب به�همراه A ∗C-جبر هر (2

⟨a, b⟩ = a∗b

است. هیلبرت A-مدول یک

داخلی ضرب به�همراه نیز ⊕n
i=١Mi آنگاه باشد، هیلبرت A−مدول�هاي از متناهی مجموعه�ي {Mi}ni=١ اگر (3

⟨x, y⟩ =
n∑

i=١
⟨xi, yi⟩

می�شود. داده نمایش Ln(M) با که است هیلبرت A−مدول یک

به�صورت دنباله�هایی تمام فضاي را M باشد. هیلبرت A−مدول�هاي از شمارا مجموعه�ي {Mi}i∈N کنید فرض (4

همراه Mبه دراین�صورت است، ,i∈N⟨xi∑همگرا xi⟩ و xi ∈ Mi ، i ∈ N هر براي که می�دهیم، قرار x = (xi)i∈N

داخلی ضرب

⟨x, y⟩ =
∑
i∈N

⟨xi, yi⟩
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و ∑i∈N⟨xi, xi⟩ چون است. هیلبرت M و همگرا ∑i∈N⟨xi, yi⟩ می�دهیم نشان می�باشد. هیلبرت A−مدول یک

، n > ٠ هر براي به�طوري�که است موجود N ∈ N ، ε > ٠ هر براي پس هستند همگرا ∑i∈N⟨yi, yi⟩

∥
N+n∑
i=N

⟨xi, xi⟩∥ < ε , ∥
N+n∑
i=N

⟨yi, yi⟩∥ < ε.

داریم: کشی-بانیاکوسکی نامساوي به بنا

∥
N+n∑
i=N

⟨xi, yi⟩∥ ≤ ∥
N+n∑
i=N

⟨xi, xi⟩∥ ∥
N+n∑
i=N

⟨yi, yi⟩∥ < ε٢

دراین�صورت Mباشد، در کشی دنباله�ي یک x(n) = (x
(n)
i ) فرضکنید حال می�باشد. ,i∈N⟨xi∑همگرا yi⟩ درنتیجه

داریم: n,m > N هر براي به�طوري�که است موجود N ∈ N ، ε > ٠ هر براي

∥
∑
i∈N

⟨x(n)i − x
(m)
i , x

(n)
i − x

(m)
i ⟩∥ = ∥⟨x(n) − x(m), x(n) − x(m)⟩∥ = ∥x(n) − x(m)∥٢ < ε (1.2)

بنابراین ∥⟨x(n)i − x
(m)
i , x

(n)
i − x

(m)
i ⟩∥ < ε ، i ∈ N هر براي پس هستند مثبت (1.2) در جمعوندها تمام چون

,i∈N⟨xi∑همگرا xi⟩ می�دهیم نشان ، xi = limn→∞ x
(n)
i کنید فرض است. همگرا نتیجه در و Miکشی در x(n)i

به�طوري�که است موجود K > ٠ دراین�صورت بگیرید، درنظر ثابت را n > N و ε > ٠ است.

∥
∞∑

i=K

⟨xni , xni ⟩∥ < ε

داریم: k > ٠ هر براي لذا

∥
K+k∑
i=K

(⟨x(m)
i , x

(m)
i ⟩+ ⟨x(n)i − x

(m)
i , x

(m)
i ⟩+ ⟨x(m)

i , x
(n)
i − x

(m)
i ⟩+ ⟨x(n)i , x

(n)
i ⟩)∥

= ∥
K+k∑
i=K

⟨x(n)i − x
(m)
i , x

(n)
i − x

(m)
i ⟩∥ ≤ ∥

∞∑
i=١

⟨x(n)i − x
(m)
i , x

(n)
i − x

(m)
i ⟩∥ < ε

بنابراین

∥
K+k∑
i=K

⟨x(m)
i , x

(m)
i ⟩∥ = ∥

K+k∑
i=k

(⟨x(m)
i , x

(m)
i ⟩±⟨x(n)i −x

(m)
i , x

(m)
i ⟩±⟨x(m)

i , x
(n)
i −x

(m)
i ⟩±⟨x(n)i , x

(n)
i ⟩)∥

< ٢ε+ ∥
K+k∑
i=K

⟨x(n)i − x
(m)
i , x

(m)
i ⟩∥+ ∥

K+k∑
i=K

⟨x(m)
i − x

(n)
i , x

(m)
i ⟩∥
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≤ ٢ε+ ٢∥
K+k∑
i=K

⟨x(n)i − x
(m)
i , x

(n)
i − x

(m)
i ⟩∥

١
٢ ∥

K+k∑
i=K

⟨x(m)
i , x

(m)
i ⟩∥

١
٢

≤ ٢ε+ ٢ε
١
٢ ∥

K+k∑
i=K

⟨x(m)
i , x

(m)
i ⟩∥

١
٢

داریم: دو درجه نامساوي حل با درنتیجه

∥
K+k∑
i=K

⟨x(m)
i , x

(m)
i ⟩∥ < (١+

√
٢(٣ε < ٨ε

آنگاه m → ∞ اگر لذا

∥
K+k∑
i=k

⟨xi, xi⟩∥ < ٨ε

HA یا ℓ٢(A) با و گوییم استاندارد هیلبرت A−مدول را M آنگاه Mi = A ، i ∈ N هر براي اگر خاص حالت در

یک ei مؤلفه�ي i-امین درآن که ، ei = (٠, . . . ,٠,١,٠, . . .) می�دهیم قرار آنگاه باشد یکدار A اگر می�دهیم. نمایش

گوییم. استاندارد پایه�ي آن به که می�باشد ℓ٢(A) براي پایه�اي {ei}i∈N این�صورت در است، صفر مؤلفه�ها بقیه�ي و

مانند دوسویی و کراندار A−خطی، نگاشت هرگاه گوییم یکریخت را N و M هیلبرت A−مدول دو .8.1.2 تعریف

به�طوري�که باشد موجود B : M −→ N

⟨x, y⟩M = ⟨B(x), B(y)⟩N ∀x, y ∈ M

: می�دهیم قرار باشد. M هیلبرت A−مدول از بسته A-زیرمدول یک N کنید فرض .9.1.2 تعریف

N⊥ = {x ∈ M | ⟨x, y⟩ = ٠ ,∀y ∈ N}

می�نامیم. N متعامد متمم را آن و

تساوي هیلبرت فضاهاي برخلاف آنگاه باشد، M هیلبرت A−مدول از بسته A−زیرمدول یک N اگر .10.1.2 نکته

، N آنگاه N = C(٠,١)٠ و M = A ، A = C[٠,١] اگر مثال به�عنوان نیست! برقرار همیشه M = N ⊕N⊥

. N⊥ = {٠} و است M از بسته A−زیرمدولی
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نگاشت یک از عبارتست N به M از عملگر یک باشند. هیلبرت A−مدول دو N و M کنید فرض .11.1.2 تعریف

: می�دهیم قرار . T : M −→ N مانند کران�دار و A−خطی خطی،

B(M,N) = {T : M −→ N | است. کران�دار و A−خطی خطی، T}

می�دهیم. نمایش B(M) با را B(M,M) و

دراین�صورت باشد، خطی نگاشت یک T : M −→ N و هیلبرت A−مدول دو N و M کنید فرض .12.1.2 قضیه

معادلند: زیر گزاره�هاي

. T (x.a) = Tx.a ، a ∈ A هر و x ∈ M هر براي و است کران�دار T نگاشت (1)

. ⟨Tx, Tx⟩ ≤ k⟨x, x⟩ ، x ∈ M هر براي به�طوري�که است موجود k ≥ ٠ حقیقی عدد (2)

شود. مراجعه [14] به برهان.

دراین�صورت ، T ∈ B(M,N) و باشند هیلبرت A−مدول دو N و M کنید فرض .13.1.2 نتیجه

∥T∥ = inf{k١/٢ : ⟨Tx, Tx⟩ ≤ k⟨x, x⟩ ∀x ∈ M}

شود. مراجعه [14] به برهان.

بطوریکه باشد موجود T ∗ ∈ B(N,M) هرگاه الحاق�پذیرگوییم را T ∈ B(M,N) عملگر .14.1.2 تعریف

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩ x ∈ M,y ∈ N

،M = A = C([٠,١]) کنید فرض مثال به�عنوان نیستند! الحاق�پذیر لزوما B(M,N) عناصر تمام .15.1.2 نکته

x ∈ M هر براي آنگاه باشد الحاق�پذیر i اگر باشد. شمول نگاشت i : N ↪→ M Nو = {f ∈ M : f(١/٢) = ٠}

داریم:

⟨x, i∗(١A)⟩ = ⟨i(x),١A⟩ = ⟨x,١A⟩
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نمی�باشد. الحاق�پذیر i درنتیجه و ١A /∈ N اما . i∗(١A) = ١A بنابراین

می�دهیم. نشان L(M) با را L(M,M) و L(M,N) با را B(M,N) الحاق�پذیر عناصر تمام فضاي .16.1.2 تعریف

K بسته زیرمدول هرگاه گوییم توپولوژیکی متمم�پذیر را M هیلبرت A−مدول از N بسته زیرمدول .17.1.2 تعریف

گوییم. متعامد متمم�پذیر را N آنگاه N ⊥ K اگر . N ∩K = {٠} و M = N +K بطوریکه باشد موجود

هر براي که باشد موجود k > ٠ و T = T ∗ ∈ L(M) اگر باشد. هیلبرت A−مدول یک M کنید فرض .18.1.2 لم

، x ∈ M

∥Tx∥ ≥ k∥x∥,

است. معکوس�پذیر T آنگاه

شود. مراجعه [ 3.1 9لم ] به برهان.

آنگاه باشد، بسته N در ImT و T ∈ L(M,N) اگر .19.1.2 قضیه

است. M از متعامد متمم�پذیر زیرمدول یک KerT (1)

است. N از متعامد متمم�پذیر زیرمدول یک ImT (2)

برهان.

می�گیریم، درنظر T٠(x) = T (x) ضابطه�ي با را T٠ : M −→ N٠ نگاشت . ImT = N٠ کنید فرض (1)

به�طوري�که است موجود δ > ٠ و x ∈ M ، y ∈ Nهر٠ براي باز نگاشت قضیه�ي به وبنا پوشاست T٠ دراین�صورت

بنابراین . ∥x∥ ≤ δ−١∥y∥ و T٠x = y

∥y∥٢ = ∥⟨T٠(x), y⟩∥ = ∥⟨x, T ∗
٠ (y)⟩∥

≤ ∥x∥ ∥T ∗
٠ (y)∥
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= ∥x∥ ∥⟨y, T٠T ∗
٠ y⟩∥

١
٢

≤ ∥x∥ ∥y∥
١
٢ ∥T٠T ∗

٠ y∥
١
٢

≤ δ−١∥y∥ ∥y∥
١
٢ ∥T٠T ∗

٠ y∥
١
٢

درنتیجه

∥y∥ ≤ δ−٢∥T٠T ∗
٠ y∥

است موجود w ∈ N٠ دراین�صورت ، z ∈ M کنید فرض پوشاست. بنابراین و معکوس�پذیر T٠T ∗
٠ لم(18.1.2) به بنا

و z − T ∗
٠w ∈ KerT٠ = KerT لذا ، T٠z = T٠T ∗

٠w که

z = (z − T ∗
٠w) + T ∗

٠w ∈ KerT + ImT ∗
٠

این�صورت در x′ ∈ KerT کنید فرض . T ∗
٠ y = x که است موجود y ∈ N٠ ، x ∈ ImT ∗

٠ هر براي طرفی از

داریم: و Tx′ = ٠

⟨x, x′⟩ = ⟨T ∗
٠ y, x

′⟩ = ⟨y, Tx′⟩ = ٠

بنابراین

M = KerT ⊕ ImT ∗
٠

پس است، N٠ به T ∗ عملگر تحدید T ∗
٠ عملگر چون . ImT ∗ = ImT ∗

٠ می�دهیم نشان ابتدا (2)

ImT ∗
٠ ⊆ ImT ∗

داریم: هم�چنین

ImT ∗ ⊆ (KerT )⊥ = ImT ∗
٠ .

داریم: T ∗ عملگر براي (1) به�کاربردن با بنابراین

N = KerT ∗ ⊕ ImT.
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خوددوگان هیلبرت ∗C−مدول 2.2

و A−خطی نگاشت�هاي تمام مجموعه�ي دراین�صورت باشد، �هیلبرت A−مدول یک M کنید فرض .1.2.2 تعریف

(λ.f)(x) := λf(x) اسکالر ضرب به�همراه M می�دهیم.′ نمایش M ′ با و گوییم M دوگان را A بتوي M از کراندار

∥f∥ = نرم به نسبت مدول این است. راست یکA−مدول (f.a)(x) = a∗f(x) ضرب به�همراه و برداري فضاي یک

می�باشد. کامل sup{∥f(x)∥ | ∥x∥ ≤ ١}

وکراندار A−خطی نگاشت یک x̂(y) = ⟨x, y⟩ ضابطه�ي با x̂ : M −→ A نگاشت x ∈ M هر براي .2.2.2 نکته

می�دهیم قرار . x̂ ∈ M ′ لذا است،

M̂ = {x̂|x ∈ M}

زیرا می�باشد، M̂ به M از طولپا و یکریخت نگاشتی x 7−→ x̂ همچنین . M̂ ⊆ M ′ دراین�صورت

∥x̂∥ = sup
∥y∥≤١

∥⟨x, y⟩∥ ≤ sup
∥y∥≤١

∥x∥ ∥y∥ ≤ ∥x∥,

و

∥x∥ =
∥⟨x, x⟩∥
∥x∥

= ∥⟨x, x

∥x∥
⟩∥ ≤ ∥x̂∥

گرفت. نظر در M ′ از زیرمدولی به�عنوان را M می�توان بنابراین

.M̂ = M ′ هرگاه گوییم خوددوگان را M هیلبرت ∗C−مدول .3.2.2 تعریف

اگر دراین�صورت باشد، هیلبرت A−مدول یک N و خوددوگان هیلبرت A−مدول یک M کنید فرض .4.2.2 قضیه

. T ∈ L(M,N) آنگاه T ∈ B(M,N)

شود. مراجعه [10] به برهان.
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. M = N ⊕N⊥ آنگاه باشد M از خوددوگان زیرمدولی N و هیلبرت ∗C−مدول یک M اگر .5.2.2 قضیه

براي لذا است، الحاق�پذیر i قبل قضیه�ي به بنا می�باشد. طولپا و کران�دار خطی، ، i : N ↪→ M شمول نگاشت برهان.

داریم: y ∈ N هر و x ∈ M هر

⟨i(y), x⟩ = ⟨y, i∗(x)⟩ = ⟨i(y), i(i∗(x))⟩

، y ∈ N هر و x ∈ M هر براي بنابراین

⟨y, x− i(i∗(x))⟩ = ⟨i(y), x− i(i∗(x))⟩ = ٠

تجزیه این . i(i∗(x)) ∈ N و x − i(i∗(x)) ∈ N⊥ آن در که ، x = (x − i(i∗(x))) + i(i∗(x)) درنتیجه

می�باشد. نیز منحصربه�فرد

باشد. یکدار اگر تنها و اگر است خوددوگان هیلبرت A−مدول یک به�عنوان A ∗C−جبر .6.2.2 قضیه

داریم: a ∈ A هر براي f،دراین�صورت ∈ A′ و باشد یکدار A کنید فرض ابتدا برهان.

f(a) = f(١.a) = f(١).a = ⟨f(١)∗, a⟩ = (f(١)∗)̂ (a)

.f = (f(١)∗)̂ ∈ Â بنابراین

.i = â بطوریکه است موجود a ∈ A دراین�صورت باشد، همانی نگاشت i : A −→ A و Â = A′ کنید فرض بالعکس

داریم: x ∈ A هر براي بنابراین

x = i(x) = â(x) = ⟨a, x⟩ = a∗x

باشد. داشته متناهی بعد ،A اگروتنهااگر است خوددوگان هیلبرت، A−مدول هر .7.2.2 قضیه

شود. مراجعه [10] به برهان.
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و یکدار جبر −C∗ یک A کنید فرض .8.2.2 قضیه

S = {(f١, f٢, ...) | fi ∈ A, i ∈ N, sup
n∈N

∥
n∑

i=١
f∗
i fi∥ < ∞},

و است دوسویی φ(f) = (f(ei)
∗)i∈N ضابطه�ي با φ : ℓ٢(A)

′ −→ S نگاشت دراین�صورت

∥f∥٢ = sup
n

∥
n∑

i=١
f∗
i fi∥

x = (x١, x٢, . . .) ∈ . g ̸= f و f(ei) = g(ei) کنید فرض است. خوش�تعریف نگاشت این که است بدیهی برهان.

x(N) =
∑N

i=١ eixi = می�دهیم قرار . ∥f(x) − g(x)∥ = c ̸= ٠ که می�کنیم انتخاب طوري را ℓ٢(A)

به�طوري�که است موجود N ∈ N کشی، محک به بنا . (x١, x٢, ...xN ,٠, ...)

∥x− x(N)∥ = ∥
∞∑

i=N+١
x∗ixi∥

١
٢ <

c

٢(∥f∥+ ∥g∥)

داریم: طرفی از اما . ∥f(x− x(N))− g(x− x(N))∥ = c پس f(x(N)) = g(x(N)) چون

∥f(x− x(N))− g(x− x(N))∥ ≤ (∥f∥+ ∥g∥)∥x− x(N)∥ < (∥f∥+ ∥g∥) c

٢(∥f∥+ ∥g∥)
≤ c

٢

است. φیک�به�یک یعنی ، f = g لذا است. تناقض یک که

داریم: بانیاکوسکی کشی- نامساوي به بنا . f(x) = ∑∞
i=١ f

∗
i xi می�دهیم قرار . (fi)i∈N ∈ S کنید فرض حال

∥
N∑
i=١

f∗
i xi∥٢ ≤ ∥

N∑
i=١

f∗
i fi∥∥

N∑
i=١

x∗ixi∥

درنتیجه

∥f∥٢ = sup
∥x∥≤١

∥f(x)∥٢ = sup
∥x∥≤١

∥
∞∑
i=١

f∗
i xi∥٢

≤ sup
∥x∥≤١

(sup
N

∥
N∑
i=١

f∗
i xi∥٢)

≤ sup
∥x∥≤١

(sup
N

∥
N∑
i=١

f∗
i fi∥∥

N∑
i=١

x∗ixi∥)

≤ sup
N

∥
N∑
i=١

f∗
i fi∥
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طرفی از . ∥f∥ ≥ ∥f (N)∥ و x ∈ HA دراین�صورت ، x = f (N)

∥f (N)∥ و f (N) = (f١, f٢, ..., fN ,٠, ...) دهید قرار

محک به بنا ، ε > ٠ کنید فرض حال . ∥f∥٢ = supn ∥
∑n

i=١ f
∗
i fi∥بنابراین ∥f (N)∥٢ = ∥

∑N
i=١ f

∗
i fi∥

داریم: n ≥ N هر براي به�طوري�که است موجود N ∈ N کشی

∥
N+n∑
i=N

f∗
i xi∥ ≤ ∥

N+n∑
i=N

f∗
i fi∥∥

N+n∑
i=N

x∗ixi∥ ≤ ∥f∥٢∥
N+n∑
i=N

x∗ixi∥ < ∥f∥٢ε

پوشاست. φ و همگرا ∑∞
i=١ f

∗
i xi لذا

A پیش�دوگان را B باشد. B مانند باناخی فضاي دوگان هرگاه گوییم W−جبر را∗ A ∗C−جبر .9.2.2 تعریف

می�نامیم.

را ⟨., .⟩ دراین�صورت باشد، پیش�هیلبرت A−مدول یک {M, ⟨., .⟩} و W−جبر ∗ یک A کنید فرض .10.2.2 قضیه

براي بعلاوه و باشد خوددوگان �هیلبرت A−مدول یک M ′ بطوریکه داد گسترش M ′ روي داخلی ضرب یک به می�توان

داریم: f ∈ M ′ هر و x ∈ M هر

⟨f, x̂⟩ = f(x)

شود. مراجعه [10] به برهان.

∗C−بازتابی 3.2

مدولی، نگاشت�هاي تمام شامل A−مدول دراین�صورت باشد، هیلبرت A−مدول یک M کنید فرض .1.3.2 تعریف

می�دهیم. نمایش M ′′ با و گوییم M دوم دوگان را A به M ′ از کراندار و A−خطی

می�دهیم قرار f ∈ M ′ هر و x ∈ M هر براي

ẋ(f) := f(x)∗



24 هیلبرت ∗C−مدول�هاي .2

است: M ′′ به M از طولپا نگاشت یک x 7−→ ẋ دراین�صورت

∥ẋ∥ = sup{∥f(x)∥ | f ∈ M ′, ∥f∥ ≤ ١} ≤ ∥f∥∥x∥ ≤ ∥x∥ ;

∥ẋ∥ ≥ ١
∥x̂∥

∥x̂∥ =
١
∥x̂∥

∥⟨x, x⟩∥ = ∥x∥ .

گرفت. درنظر M ′′ از زیرمدولی را M می�توان لذا

باشد. پوشا x 7−→ ẋ نگاشت هرگاه گوییم ∗C−بازتابی را M هیلبرت ∗C−مدول .2.3.2 تعریف

ضابطه�ي با F̃ ∈ M ′ نگاشت F ∈ M ′′ هر براي .3.3.2 نکته

F̃ (x) = F (x̂)

داشت: خواهیم درنتیجه و است M ′ به M ′′ از طولپا و خطی نگاشت یک F 7−→ F̃ دراین�صورت می�گیریم. درنظر را

M ⊆ M ′′ ⊆ M ′

است. هیلبرت A−مدول یک ⟨F,G⟩ := F (G̃) داخلی ضرب به�همراه M ′′ .4.3.2 قضیه

t > D هر براي . D٢ ∈ Sp(c) می�دهیم نشان ، D = ∥F∥ و c = F (F̃ ) ، ٠ ̸= F ∈ M ′′ کنید فرض برهان.

⟨(a, x), (b, y)⟩F̃ ,t = t٢a∗b+ a∗F̃ (y)+ F̃ (x)∗b+ ⟨x, y⟩ ضابطه�ي با A×M روي را ⟨., .⟩F̃ ,t داخلی ضرب

چون می�کنیم. تعریف

∥(F̃ a+ x̂(y)∥ = ∥a∗F̃ (y) + ⟨x, y⟩∥ = ∥⟨(a, x), (٠, y)⟩F̃ ,t∥

≤ ∥(a, x)∥F̃ ,t ∥(٠, y)∥F̃ ,t

= ∥y∥ ∥(a, x)∥F̃ ,t

نگاشت بنابراین ، ∥(F̃ a+ x̂∥ ≤ ∥(a, x)∥F̃ ,t پس
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fc : A×M −→ A

(a, x) 7−→ F (F̃ a+ x̂) = ca+ F̃ (x)

و است کران�دار

∥fc∥ = sup
∥(a,x)∥≤١

∥F (F̃ a+ x̂)∥ ≤ sup
∥(a,x)∥≤١

∥F∥∥F̃ a+ x̂∥

≤ sup
∥(a,x)∥≤١

∥F∥∥∥(a, x)∥F̃ ,t

≤ D

نامساوي ، نتیجه�ي(13.1.2) به بنا لذا

(ca+ F̃ (x))∗(ca+ F̃ (x)) ≤ D٢⟨(a, x), (a, x)⟩F̃ ,t

داریم: D سمت به t دادن میل با است. برقرار t > D هر براي

(ca+ F̃ (x))∗(ca+ F̃ (x)) ≤ D٢(D٢a∗a+ F̃ (x)∗a+ a∗F̃ (x) + ⟨x, x⟩).

دراین�صورت ، a = −D−٢F̃ (x) دهید قرار

F̃ (x)∗(D−٢c− ١)∗(D−٢c− ١)F̃ (x) ≤ D٢(−D−٢F̃ (x)∗F̃ (x) + ⟨x, x⟩),

بنابراین

F̃ (x)∗((D−٢c− ١)∗(D−٢c− ١) + ١)F̃ (x) ≤ D٢⟨x, x⟩.

، x ∈ M هر براي به�طوري�که است موجود δ > ٠ دراین�صورت ، D٢ /∈ Sp(c) کنید فرض خلف برهان به

F̃ (x)∗(D−٢c− ١)∗(D−٢c− ١)F̃ (x) ≥ δF̃ (x)∗F̃ (x).
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لذا

F̃ (x)∗F̃ (x) ≤ D٢

١+ δ
⟨x, x⟩,

درنتیجه

D٢ = ∥F̃∥٢ ≤ D٢

١+ δ
< D٢.

چون طرفی از . D٢ ≤ ∥c∥ لذا ، D٢ ∈ Sp(c) که می�دهد نشان تناقض این

∥c∥ = ∥F (F̃ )∥ ≤ ∥F∥ ∥F̃∥ = ∥F∥٢ = D٢

براي رابطه این . ∥⟨F, F ⟩∥ = ∥F (F̃ )∥ = ∥c∥ = D٢ = ∥F∥٢ ∈ Sp(⟨F, F ⟩) درنتیجه و ∥c∥ = D٢ پس

داریم: a ∈ A+ هر براي بنابراین است، برقرار ٠ ̸= F ∈ M ′′ هر

∥aca∥ = ∥a∗F (F̃ )a∥ = ∥⟨F.a, F, a⟩∥ ∈ Sp(⟨F.a, F.a⟩) = Sp(aca).

کنید فرض حال . ⟨F, F ⟩ = ٠ اگر تنها و اگر F = ٠ هم�چنین . ⟨F, F ⟩ ≥ ٠ ، (36.2.1) قضیه�ي به بنا لذا

و هستند A−خطی و مدولی نگاشت�هاي G̃, H̃ دراین�صورت ، G,H ∈ M ′′

⟨F,G+ λH⟩ = F (G+ λH)∼ = F (G̃+ λH̃) = F (G̃) + λF (H̃)

= ⟨F,G⟩+ λ⟨F,H⟩,

⟨F,G.a⟩ = F (G̃.a) = F (G̃.a) = F (G̃)a = ⟨F,G⟩a .

یعنی می�باشند، خودالحاق دو هر پس ، ⟨F + iG, F + iG⟩ ≥ ٠ و ⟨F +G,F +G⟩ ≥ ٠ چون هم�چنین

⟨F +G,F +G⟩ = ⟨F +G,F +G⟩∗ ,

⟨F + iG, F + iG⟩ = ⟨F + iG, F + iG⟩∗.

بنابراین

⟨F, F ⟩+ ⟨F,G⟩+ ⟨G,G⟩+ ⟨G,F ⟩ = ⟨F, F ⟩∗ + ⟨F,G⟩∗ + ⟨G,G⟩∗ + ⟨G,F ⟩∗
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لذا

⟨F,G⟩+ ⟨G,F ⟩ = ⟨F,G⟩∗ + ⟨G,F ⟩∗.

مشابه طریق به

i⟨F,G⟩ − i⟨G,F ⟩ = i⟨F,G⟩∗ − i⟨G,F ⟩∗.

درنتیجه

⟨F,G⟩ = ⟨G,F ⟩∗.

اگر است خوددوگان M دراین�صورت باشد، هیلبرت A−مدول یک M و W−جبر ∗ یک A کنید فرض .5.3.2 قضیه

باشد. A−بازتابی اگر تنها و

که است بدیهی پس M ⊆ M ′′ ⊆ M ′ چون . M = M ′ یعنی است خوددوگان M کنید فرض ابتدا برهان.

. M = M ′′

روي A−مقداري داخلی ضرب ، (10.2.2) قضیه�ي به بنا . f ∈ M ′ و باشد A−بازتابی ، M کنید فرض بالعکس

هیلبرت A−مدول یک آن به نسبت M ′ بطوریکه است M ′ روي A−مقداري داخلی ضرب یک به گسترش قابل M

. ⟨f, .⟩ = ẋ بطویکه است موجود x ∈ M پس است A−بازتابی ، M چون . ⟨f, .⟩M ′ ∈ M ′′ لذا ، است خوددوگان

داریم: g ∈ M ′ هر براي حال

⟨f, g⟩ = ẋ(g) = g(x)∗ = ⟨g, x̂⟩∗ = ⟨x̂, g⟩

. f = x̂ بنابراین

موجود {xi}i∈N ⊂ M شماراي مجموعه�ي هرگاه گوییم شده تولید شمارا را M هیلبرت A−مدول .6.3.2 تعریف

باشد. چگال M در {∑n
k=m xikak | ak ∈ A,m, n ∈ N} بطوریکه باشد
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می�دهیم قرار دراین�صورت باشد، هیلبرت A−مدول یک M کنید فرض .7.3.2 تعریف

M.A = Span{x.a ; x ∈ M,a ∈ A}

. M.A = M آنگاه باشد هیلبرت A−مدول یک M اگر .8.3.2 لم

شود. مراجعه [10] به برهان.

و x ∈ M ، متعامد e١, . . . , en ∈ M ، هیلبرت A−مدول یک M یکدار، ∗C−جبر یک A کنید فرض .9.3.2 لم

en+١ ∈ M آنگاه y⊥{x, e١, . . . , en} و ⟨y, y⟩ = ١ به�طوري�که باشد موجود y ∈ M اگر باشند. دلخواه ε > ٠

که: است موجود

هستند، متعامد e١, . . . , en, en+١ عناصر (1

، en+١ ∈ SpanA(e١, . . . , en, x, y) (2

. dist(x, Span(e١, . . . , en, en+١)) ≤ ε (3

دراین�صورت ، x′′ = x′ + εy و x′ = x−
∑n

i=١ ei⟨ei, x⟩ کنید فرض برهان.

⟨x′′, x′′⟩ = ⟨x′, x′⟩+ ε٢ ≥ ε٢ > ٠

دراین�صورت en+١ = x′′.⟨x′′, x′′⟩−١/٢ دهید قرار است. معکوس�پذیر A در ⟨x′′, x′′⟩ بنابراین

en+١ ∈ SpanA(x
′, y)⊥{e١, . . . , en}

پس ، en+١ ∈ SpanA(x
′, y) و x′ ∈ SpanA(x, e١, . . . , en) چون هستند. متعامد e١, . . . , en, en+١ لذا

دهید قرار . en+١ ∈ SpanA(e١, . . . , en, x, y)

w = en+١⟨x′′, x′′⟩١/٢ +
n∑

i=١
ei⟨ei, x⟩ ∈ SpanA(e١, . . . , en).
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دراین�صورت

∥w − x∥ = ∥x′′ − x′ = ∥εy∥ = ε.

بنابراین

dist(x, Span(e١, . . . , en, en+١)) = inf{∥x− w∥ ; w ∈ SpanA(e١, . . . , en, en+١)} ≤ ε.

دراین�صورت باشد، شده تولید شمارا هیلبرت A−مدول یک M کنید فرض .10.3.2 قضیه

M ⊕HA
∼= HA

دهید قرار باشد. M مولدهاي تمام دنباله�ي {yn}n∈N و یکدار A کنید فرض ابتدا برهان.

{xn}n∈N = {en}n∈N ∪ {yn}n∈N

می�کند. تولید را M ⊕HA ، {xn}n∈N دراین�صورت باشد. شده تکرار نامتناهی تعداد به yn هر و en هر به�طوري�که

که می�گیریم درنظر طوري را m(n) ≥ n صحیح عدد و e١, . . . , en ∈ M ⊕HA عناصر ، n ∈ N هر براي

، {e١, . . . , en} ⊂ SpanA(x١, . . . , xn, e١, . . . , em(n)) (1)

. dist(xk, SpanA(e١, . . . , ek)) ≤ ١
k ، ١ ≤ k ≤ n که k هر براي (2)

هم�چنین . em′⊥{x١,...,xn+١} که است موجود m′ > m(n) صحیح عدد پس ، است yk یا ej با برابر xi هر چون

که �می�گیریم نتیجه (1) شرط از پس ، em′⊥{e١, . . . , em(n)} چون

em′⊥{xn+١, e١, . . . , en}.

e١, . . . , en, en+١ عناصر به�طوري�که است موجود en+١ ∈ SpanA(e١, . . . , en, xn+١, em′) ، (9.3.2) لم به بنا
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و متعامدند

dist(xn+١, SpanA(e١, . . . , en)) ≤
١

n+ ١ .

بنابراین

{e١, . . . , en, en+١} ⊂ SpanA(x١, . . . , xn+١, e١, . . . , em′).

(2) و (1) شرایط در که داشت خواهیم را M ⊕HA متعامد عناصر از {en} دنباله�ي ، m(n+ ١) = m′ دادن قرار با

یکریختی یک en 7−→ en لذا می�کند. تولید را M ⊕HA دنباله، این که می�دهد نشان (2) شرط اما می�کند. صدق

می�باشد. M ⊕HA و HA بین

مدولی ضرب به�همراه M دراین�صورت نباشد. یکدار A کنید فرض حال

x.(a, λ) := x.a+ xλ ; x ∈ M , (a, λ) ∈ Ã

می�دهیم قرار گرفت. درنظر هیلبرت Ã−مدول یک به�عنوان را M می�توان لذا می�باشد. Ã−مدول یک

HÃA = Span{x.a ; x ∈ HÃ, a ∈ A} ⊂ HÃ,

لذا ، MA = M (8.3.2) لم به بنا طرفی از . HÃA = HA دراین�صورت

M ⊕HA = MA⊕HÃA = (M ⊕HÃ)A
∼= HÃA = HA

است. ∗C−بازتابی شده تولید شمارا هیلبرت A−مدول هر آنگاه باشد ∗C−بازتابی ، HA اگر .11.3.2 نتیجه

شود. مراجعه [6] به برهان.



3 فصل

هیلبرت ∗C−مدول�هاي بودن ∗C−بازتابی

جابه�جایی ∗C−جبرهاي روي

بنا می�دهیم. ارائه جابه�جایی ∗C−جبرهاي روي هیلبرت ∗C−مدول�هاي بودن ∗C−بازتابی براي محکی فصل این در

∗−یکریخت است، هاسدورف موضعی فشرده�ي فضاي Xیک که ، C٠(X) با جابه�جایی ∗C−جبر هر گلفند قضیه�ي به

یکدار را ∗C−جبرها می�توان پس می�باشد، نیز هیلبرت Ã−مدول یک هیلبرت A−مدول هر چون هم�چنین می�باشد.

می�گیریم. درنظر است، هاسدورف فشرده�ي فضاي یک X که ، C(X) را A ∗C−جبر فصل این در بنابراین کرد. فرض

شده�اند. استخراج [6] مرجع از فصل این مطالب

ℓ٢(C(X)) بودن ∗C−بازتابی براي کافی شرط 1.3

باشد. بازتابی −C∗ ، ℓ٢(A) هرگاه گوییم ∗C−بازتابی را A ∗C−جبر .1.1.3 تعریف

دراین�صورت باشد، ∑i∈N F ∗
i Fi پیوستگی نقاط تمام مجموعه�ي E و (F١, F٢, . . .) ∈ H ′

A کنید فرض .2.1.3 لم

معادلند. زیر گزاره�هاي

. F̃ = (F١, F٢, . . .) به�طوري�که است موجود F ∈ H ′′
A .1

باشیم داشته E مجموعه�ي روي به�طوري�که است موجود αf پیوسته�ي تابع ،f = (f١, f٢, . . .) ∈ H ′
A هر براي .2

.αf =
∑∞

i=١ F
∗
i f

∗
i

31
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دراین�صورت ، ε > ٠ و x٠ ∈ E ، Φ(x) := ∑
i∈N F ∗

i (x)Fi(x) ، F̃ = (F١, F٢, . . .) کنید فرض ابتدا برهان.

به�طوري�که است موجود x٠ از U٠ همسایگی

|Φ(x)− Φ(x٠)| < ε٢ ∀x ∈ U٠.

پیوسته�اند Fiها تمام چون هم�چنین . |∑∞
i=N+١ F

∗
i (x٠)Fi(x٠)| < ε٢ که می�کنیم انتخاب طوري را N ∈ N

که است موجود x٠ از U١ همسایگی لذا می�باشد، پیوسته نیز آنها متناهی حاصل�جمع و حاصل�ضرب پس

|
N∑
i=١

F ∗
i (x)Fi(x)−

N∑
i=١

F ∗
i (x٠)Fi(x٠)| < ε٢

داریم: x ∈ U هر براي دراین�صورت ، U = U٠
∩

U١ می�دهیم قرار

|
∞∑

i=N+١
F ∗
i (x)Fi(x)| = |Φ(x)−

N∑
i=١

F ∗
i (x)Fi(x)|

⩽ |Φ(x)− Φ(x٠)|+ |Φ(x٠)−
N∑
i=١

F ∗
i (x٠)Fi(x٠)|+ |

N∑
i=١

F ∗
i (x)Fi(x)−

N∑
i=١

F ∗
i (x٠)Fi(x٠)|

< ٣ε٢. (1.3)

دراین�صورت ، f = (f١, f٢, . . .) ∈ H ′
A کنید فرض حال

F (

N∑
i=١

eifi) = F (

N∑
i=١

(eifi)̂ ) = F̃ (

N∑
i=١

eifi) = F̃ ((f١, f٢, . . . , fn,٠, . . .))

=

N∑
i=١

F ∗
i fi (2.3)

و

F (f)− F (

N∑
i=١

eifi) = F (f)−
N∑
i=١

F ∗
i fi = F (f)−

N∑
i=١

F ∗
i ėi(f)

= (F −
N∑
i=١

F ∗
i ėi)(f). (3.3)
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نتیجه در . supp(λ) ⊆ U و λ(x٠) = ١ که است موجود λ : X −→ [٠,١] پیوسته�ي تابع اوریسون لم به بنا

∥λF − λ
N∑
i=١

F ∗
i ėi∥٢ = ∥λF − λ

N∑
i=١

F ∗
i ei∥٢

= ∥λ(٠, . . . , FN+١, FN+٢, . . .)∥٢

= ∥λ
∞∑

i=N+١
F ∗
i Fi∥

= supx∈X |λ(x)
∞∑

i=N+١
F ∗
i (x)Fi(x)|

= sup
x∈suppλ

|λ(x)
∞∑

i=N+١
F ∗
i (x)Fi(x)|

≤ sup
x∈suppλ

|λ(x)| sup
x∈suppλ

|
∞∑

i=N+١
F ∗
i (x)Fi(x)| ≤ ٣ε٢

پس ، λF (f) = λF (f)± λF (
∑∞

i=١ eifi) چون

|F (f)(x٠)−
N∑
i=١

F ∗
i (x٠)fi(x٠)| = |(λF −

N∑
i=١

λF ∗
i ėi)(f) |x٠ | < ∥f∥

√
٣ε

می�کنیم. تعریف F (f) = αf ضابطه�ي با را F تابع باشد. موجود αf ، f ∈ H ′
A هر براي کنید فرض بالعکس

و F ∈ H ′′
A دراین�صورت

∥F (f)∥ = ∥αf∥ = ∥
∞∑
i=١

F ∗
i f

∗
i ∥

دراین�صورت �باشد êi مؤلفه�ي k−امین ، (êi)k کنید فرض حال

F̃ (ei) = F (êi) = αêi =
∑
k

(F ∗
k êi)k = F ∗

i

. F̃ = (F١, F٢, . . .) لذا

زیرمجموعه�ي یک به�عنوان β(N) شامل به�طوري�که باشد فشرده هاسدورف فضاي یک X کنید فرض .3.1.3 قضیه

است. ∗C−بازتابی ، ℓ٢(C(X)) دراین�صورت نباشد، بسته
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همگرا A در ∑∞
i=١ F

∗
i Fi اگر تنها و اگر F ∈ HA دراین�صورت ، F = (F١, F٢, . . .) ∈ H ′′

A کنید فرض برهان.

می�دهیم: قرار باشد.

KF = inf
k

sup
m>k

sup
x∈X

m∑
i=k

|Fi(x)|٢ = inf
k

sup
m>k

∥
m∑
i=k

|Fi|٢∥,

کشی محک به بنا . KF ≤ ∥F∥٢ = supN ∥
∑N

i=١ F
∗
i Fi∥ دراین�صورت

KF = ٠ ⇐⇒ (F١, F٢, . . .) ∈ HA.

.KF > ٠ به�طوري�که است موجود F = (F١, F٢, . . .) ∈ H ′′
A دراین�صورت ،H ′′

A ̸= HA فرضکنید خلف برهان به

به�طوري�که است موجود x ∈ X و m(١) طبیعی عدد پس ∥F∥٢ = supN ∥
∑N

i=١ F
∗
i Fi∥ چون

m(١)−١∑
i=١

|Fi(x)|٢ > ∥F∥٢ −KF /٣.

هم�چنین و F (٢) = (٠, . . . ,٠, Fm(١), Fm(١)+١, . . .) ، F (١) = F می�دهیم قرار

U١ = {x ∈ X |
m(١)−١∑
i=١

|Fi(x)|٢ > ∥F∥٢ −KF /٣} ⊂ X.

دهیم قرار اگر زیرا است باز U١ هم�چنین . KF (٢) = KF ≤ ∥F (٢)∥٢ و F (٢) ∈ H ′′
A \ HA دراین�صورت

و است پیوسته g تابع آنگاه ∥F∥٢ −KF /٣ = D و ∑m(١)−١
i=١ |Fi(x)|٢ = g(x)

U١ = g−١(D,∞).

به�طوري�که است موجود x ∈ X و m(٢) > m(١) مشابه طریق به
m(٢)−١∑
i=m(١)

|Fi(x)|٢ > ∥F (٢)∥٢ −KF /٣.

می�دهیم قرار

U٢ = {x ∈ X |
m(٢)−١∑
i=m(١)

|Fi(x)|٢ > ∥F (٢)∥٢ −KF /٣} ⊂ X

داشت خواهیم Uk تهی غیر باز مجموعه�هاي از دنباله یک و m(k) اعداد از صعودي دنباله�ي یک بالا روند ادامه�ي با
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به�طوري�که

Uk = {x ∈ X |
m(k)−١∑

i=m(k−١)
|Fi(x)|٢ > ∥F (k)∥٢ −KF /٣} ⊂ X

دراین�صورت ، x٠ ∈ Uj ∩ Ul و j < l کنید فرض
m(j)−١∑

i=m(j−١)
|Fi(x٠)|٢ ≥ ∥F (j)∥٢ −KF /٣,

و
m(l)−١∑

i=m(l−١)
|Fi(x٠)|٢ ≥ ∥F (l)∥٢ −KF /٣ ≥ KF −KF /٣ = ٢KF /٣.

بنابراین

∥F (j)∥٢ ≥
m(l)−١∑

i=m(j−١)
|Fi(x٠)|٢ ≥ ∥F (j)∥٢ −KF /٣+ ٢KF /٣ = ∥F (j)∥٢ +KF /٣,

دراین�صورت i∈N∑باشد، F ∗
i Fi پیوستگی نقاط تمام Eمجموعه�ي کنید فرض هستند. مجزا Ukها لذا است، تناقض که

xk ∈ Uk∩E به�طوري�که است موجود xk ، k طبیعی عدد هر براي لذا است. Xچگال در E ، (12.1.1) قضیه�ي به بنا

تابع هر دهیم نشان کافیست (23.1.1) قضیه�ي به بنا . N = βN می�دهیم نشان . N = {x١, x٢, . . .} دهید قرار .

توابع و {λk}k∈N ⊂ C کران�دار دنباله�ي است. N روي پیوسته تابع یک به گسترش قابل N روي کران�دار و پیوسته

دراین�صورت می�گیریم. درنظر را gk(xk) = ١ و supp(gk) ⊂ Uk که ، gk : X −→ [٠,١]

f = (f١, f٢, . . .) = (λ١∥F١(x١)∥g١, . . . , λ١∥Fm(١)(x١)∥g١,

λ٢∥Fm(١)+١(x٢)∥g٢, . . . , λ٢∥Fm(٢)(x٢)∥g٢, . . .) ∈ H ′
A.

هر براي بنابراین می�باشد. F (f) ∈ C(X) پیوسته�ي تابع به همگرا N ⊂ E روي ∑i F
∗
i fi، (2.1.3) لم به بنا

داریم: xk ∈ N

F (f)(xk) = λk.

m(k+١)−١∑
i=m(k)

F ∗
i (xk)Fi(xk).
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تابع هر درنتیجه داشت. خواهیم را F (f)(xk) مختلط اعداد از کران�دار دنباله�اي ، {λk}k∈N دنباله�ي تغییر با لذا

یافت. خواهد گسترش N روي بود، خواهد هم پیوسته که ، N روي کران�دار

∗C−جبرهاي روي هیلبرت ∗C−مدول�هاي بودن ∗C−بازتابی براي محکی 2.3
جابه�جایی

می�دهیم: قرار باشد. X از باز زیرمجموعه�اي U کنید فرض .1.2.3 تعریف

C٠(U) = {f ∈ C(X) : f |
X\U

= ٠}

آنگاه باشد، X مجزاي و باز زیرمجموعه�هاي از دنباله�اي {Uk}k∈N اگر حال . C٠(U) ⊂ C(X) دراین�صورت
⊕
k

C٠(Uk) ⊂ C(X).

یعنی می�باشد، ∏k C٠(Uk) به�روي گسترش قابل شمول این اوقات گاهی
∏
k

C٠(Uk) ⊂ C(X).

قابل ⊕kC٠(Uk) ⊂ C(X) شمول دراین�صورت ، Uk = ( ١
٢k+١ ,

١
٢k ) و X = [٠,١] کنید فرض .2.2.3 مثال

آنگاه ∥fk∥ = ١ ، k ∈ N هر براي و (f١, f٢, . . .) ∈
∏

k C٠(Uk) اگر زیرا نیست. ∏k C٠(Uk) به�روي گسترش

نمی�باشد. پیوسته است، fk با برابر Uk روي و شود تعریف X روي که تابعی

بنابراین . C٠(Uk) = C دراین�صورت ، Uk = {k} ⊂ N و X = βN کنید فرض .3.2.3 مثال
∏
k

C٠(Uk) =
∏
k

C = l∞

. C(βN) = l∞ طرفی از

است Xموجود باز زیرمجموعه�هاي از {Uk} دنباله�ي دراین�صورت نباشد، ∗C−بازتابی ، C(X) کنید فرض .4.2.3 لم

به�طوري�که
∏
k

C٠(Uk) ⊂ C(X)
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دنباله�ي ، K > ٠ ، (3.1.3) قضیه�ي برهان به توجه با . F = (F١, F٢, . . .) ∈ H ′′
A \ HA کنید فرض برهان.

به�طوري�که است موجود X باز زیرمجموعه�هاي از {Uk}k∈N دنباله�ي و صحیح اعداد از {m(k)}
k∈N صعودي

، Ui ∩ Uj = ∅ آنگاه i ̸= j اگر (1)

. K <
∑m(k+١)−١

i−m(k) F ∗
i (x)Fi(x) ≤ ∥F∥٢ ، x ∈ Uk هر براي (2)

تابع . λkG ∈ C٠(Uk) ⊂ C(X) ، G ∈ C(X) هر براي دراین�صورت . λk ∈ C٠(Uk) کنید فرض

gk =

m(k+١)−١∑
i=m(k)

F ∗
i Fi

می�دهیم قرار ، λ = (λ١, λ٢, . . .) دنباله�ي براي است. معکوس�پذیر Uk روي

fλ = (f١, f٢, . . .) = (λ١F١g
−١
١ , . . . , λ١Fm(١)g

−١
١ , λ٢Fm(١)+١g

−١
٢ , . . . , λ٢Fm(٢)g

−١
٢ , . . .)

، Y = ⊔kUk \ ⊔kUk کنید فرض . fλ ∈ H ′
A آنگاه ، λ ∈

∏
k C٠(Uk) یعنی باشد، کران�دار λ دنباله�ي اگر

x ∈ X \ Y هر براي و است چگال X در X \ Y دراین�صورت
∑
i

F ∗
i (x)fi(x) −→

{
٠ x ∈ X \ ⊔kUk

λk(x) x ∈ Uk

λ 7−→ F (fλ) ضابطه�ي با ∏k C٠(Uk) −→ C(X) نگاشت پس است پیوسته F (f) ، f ∈ H ′
A هر براي چون

درنتیجه و است یک به یک نگاشت این هم�چنین می�باشد. خوش�تعریف
∏
k

C٠(Uk) ⊂ C(X).

به�طوري�که باشد موجود A ∗C−جبر بدیهی غیر چپ ایده�ال�هاي از {Ik} دنباله�ي کنید فرض .5.2.3 لم

، I∗kIl = ٠ آنگاه k ̸= lاگر (1)

. ∏k Ik ⊂ A (2)
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نیست. ∗C−بازتابی ، A دراین�صورت

A در ∑k a
∗
kak چون . F = (a١, a٢, . . .) دهید قرار . ∥ak∥ = ١ به�طوري�که ak ∈ Ik کنید فرض برهان.

می�کنیم: تعریف f = (f١, f٢, . . .) ∈ H ′
A هر براي . F ∈ H ′′

A می�دهیم نشان . F /∈ HA پس نیست همگرا

F (f) := (a∗١f١, a
∗
٢f٢, . . .)

کران�دار (a∗١f١, a∗٢f٢, . . .) دنباله�ي پس f ∈ H ′
A چون هم�چنین . a∗kfk ∈ Ik پس است چپ ایده�ال Ik چون

بنابراین می�باشد،

F (f) := (a∗١f١, a
∗
٢f٢, . . .) ∈

∏
k

Ik ⊂ A

. F ∈ H ′′
A درنتبجه

دو به دو باز زیرمجموعه�هاي از {Uk} دنباله�ي اگر تنها و اگر نیست ∗C−بازتابی ، ℓ٢(C(X)) مدول .6.2.3 قضیه

به�طوري�که باشد موجود X ناتهی و مجزا
∏
k

C٠(Uk) ⊂ C(X).

کنید فرض بالعکس . است برقرار حکم (4.2.3) لم به بنا دراین�صورت نباشد، بازتابی −C∗ ، کنید فرض ابتدا برهان.

به�طوري�که باشد موجود X ناتهی و مجزا دو به دو باز زیرمجموعه�هاي از {Uk} دنباله�ي
∏
k

C٠(Uk) ⊂ C(X),

می�شود. اثبات (5.2.3) لم از استفاده با حکم ، IK = C٠(Uk) و A = C(X) دادن قرار با

دنباله�اي هیچ اگر تنها و اگر است ∗C−بازتابی ، C(X) روي تولیدشده شمارا هیلبرت ∗C−مدول هر .7.2.3 نتیجه

. ∏k Ik ⊂ C(X) که نباشد موجود {Ik}k∈N مانند متعامد ایده�ال�هاي از
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Abstract
A C∗-algebra A is C∗-reflexive if any countably generated Hilbert C∗-module M over A

is C∗-reflexive, i.e. the second dual module M ′′ coincides with M . We show that a com-
mutative C∗-algebra A is C∗-reflexive if and only if for any sequence Ik of disjoint non-zero
C∗-subalgebras, the canonical inclusion ⊕kIk ⊂ A doesn’t extend to an inclusion of
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