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چͺیده
مراکز بقای و موفقیت در کلیدی عناصر از ͬͺی عنوان به پوششͬ مͺانیابی مطالعات اخیر سالهای در
از پوششͬ مͺانیابی مسائل حل روشهای و هدفها شناخت میان این در است. مطرح خدماتͬ و صنعتͬ
پوشش مفهوم و مͺانیابی مسائل بر مقدمه�ای ابتدا پایان�نامه این در است. برخوردار زیادی بسیار اهمیت
مجموعه پوشش مͺانیابی مسئله ادامه، در مͬ�شود. ارائه پوششͬ مͺانیابی مسائل از تاریخچه�ای سپس و
همچنین مͬ�شود. ارائه آنها حل برای ابتکاری روش چند و شده بیان پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله و
مͬ�کنیم. معرفͬ را انتظار قابل پوشش بیشترین مͺانیابی مدل پوشش، بیشترین مͺانیابی مبحث ادامه در
چند و مͬ�کنیم، مطرح را فاصله قیود با پوشش کمترین مͺانیابی مسئله پوششͬ، مسئله سومین عنوان به
در مͬ�کنیم. مقایسه هم با را فرمول�ها این اجرای زمان نموده، ارائه آن حل برای را مختلف فرمول�بندی
کمترین مͺانیابی مسئله حل در را آن عملͺرد و کرده معرفͬ را ممنوع جستجوی ابتکاری روش نیز، آخر

مͬ�کنیم. مقایسه شده ارائه ابتکاری روشهای سایر با فاصله قیود با پوشش
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พ়ࢁඟوदدردا਩ی

زحمات از مͬ�دانم لازم خود بر رسانده�ام، پایان به را خود تحصیلات از دوره این پروردگار یاری به که حال

و بودند من پشتیبان و مشوق همواره که مهربانم خواهرهای و عزیز برادر فداکار، مادر و پدر بی�شائبه�ی

کنم. تشͺر نمودند، هموار برایم را راه این ادامه�ی صبورانه

راهنمایی�های و بی�دریغ مساعدت�های با تحقیق این انجام در که فتحعلͬ دکتر آقای جناب ارجمندم استاد از

جناب بزرگوار استاد از مͬ�کنم.همچنین قدردانͬ و تشͺر صمیمانه نمودند، یاری مرا همواره خود ارزشمند

سپاسͽزارم. بی�شائبه�شان زحمات خاطر به ناظمͬ دکتر آقای
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پوشش مفهوم و مقدمه .١٢

مقدمه ١.١

هزینه�ها کاهش سبب آن به توجه که است صنایع مهندسͬ و کاربردی ریاضیات شاخه�های از ͬͺی مͺانیابی

مͺان انتخاب را ( مراکز و ساختمانها مͺانیابی ) مراکز مͺانیابی مͬ�شود. صنعتͬ واحدهای موفقیت و

هدف که به�گونه�ای مͬ�دانند، موجود محدودیت�های و مراکز سایر گرفتن نظر در با مرکز، چند یا ͷی برای

گرفتن دست در مشتریان، به عادلانه خدمات ارائه نقل، و حمل هزینه مͬ�تواند هدف این شود. بهینه ویژه�ای

باشد. غیره و بازار بزرگترین

جغرافیا تصمیم�گیری، روشهای عملیات، در تحقیق جمله: از تخصص�هایی، نیازمند مطالعاتمͺانیابی انجام

است. ... و شهر طراحͬ بازاریابی، ریاضͬ، کامپیوتر، علوم مهندسͬ، اقتصاد هوا)، و آب و شناسͬ (زمین

مͺانیابی مطالعات انجام ضرورت ٢.١

این نتایج که چرا است، آن تأسیس گامهای کلیدی�ترین از ͬͺی خدماتͬ، یا صنعتͬ واحد ͷی محل تعیین

بعد از دارد. ... و اجتماعͬ مسائل زیست�محیطͬ، اقتصادی، بعد از بسزایی اثرات مدت دراز در تصمیم

تأثیر نیز و تأسیس هنگام به اولیه سرمایه�گذاری میزان تعیین در مͺانیابی مهم نقش به مͬ�توان درون�سازمانͬ

نیز، برون�سازمانͬ بعد کرد.از اشاره طرح بهره�برداری هنگام به خدمت یا کالا شده تمام قیمت در آن کلیدی

زیست�محیطͬ فرهنگͬ، اجتماعͬ، اقتصادی، مختلف شرایط مͬ�تواند منطقه ͷی در واحدهایی چنین ساخت

دهد. قرار خود تأثیر تحت را غیره و

خدمات و مواد گردش تنها نه ممͺن، وضعیت بهترین در و بهینه مͺانهای در صنعتͬ واحد چند یا ͷی احداث

با مرتبط تصمیم�های مͬ�دهد. قرار مطلوب وضعیت ͷی در نیز را واحد بلͺه مͬ�بخشد، بهبود را مشتریان به

رقابتͬ مزیت حفظ و کسب توانایی بر بزرگͬ اثر مͬ�تواند مرکز، ͷی مͺانیابی ویژگیهای فراگیری و انتخاب

حدود و اول سال در آنها درصد ۵٠ از بیش که است مشخصشده بازده زود مشاغل بررسͬ در . باشد داشته

اندازی راه آغاز در اینکه با مͬ�آورند. رو دیͽری شغل به و مͬ�شوند ورشͺسته سال، دو از پس آنها درصد ٣٠

تا مͬ�شود سبب مͺان مهم مسئله به بی�توجهͬ ولͬ مͬ�شود بررسͬ خدمات ارائه جوانب تمام مشاغل، این



پوششͬ مͺانیابی مسائل .٣.١٣

ماند. باز خود هدف به رسیدن از و نرسد نظر مورد سوددهͬ به تولیدی واحد

اجتماعͬ، اثرات صنعتͬ، واحد عملͺرد بر اقتصادی تأثیر بر علاوه مناسب، و درست مͺانیابی مطالعات انجام

منطقه�ای ویژگیهای ضمن در داشت. خواهد خود احداث محل منطقه در اقتصادی و فرهنگͬ زیست�محیطͬ،

مͬ�شوند. محسوب مͺانیابی مسائل در محل تعیین در موثر کلیدی عوامل عنوان به نیز

مͬ�پردازیم. آن از تاریخچه�ای و پوششͬ مͺانیابی مسائل معرفͬ به ادامه در

پوششͬ مͺانیابی مسائل ٣.١

(N) تقاضا نقاط از مجموعه�ای آنها در که هستند مͺانیابی مسائل از رده�ای پوششͬ مͺانیابی مسائل

مسائل این هدف و دارد وجود (M) سرویس�دهنده�ها یا تسهیلات کاندیدای مͺان�های از مجموعه�ای و

و تسهیلات نوع به توجه با که است گونه�ای به کاندیدا مͺان�های از مجموعه�ای زیر به تسهیلات تخصیص

گردد. فراهم تقاضا نقاط برای نظر مورد و مطلوب پوشش موجود، امͺانات

پوشش مفهوم ١.٣.١

تا مشتری�ها بین فاصله به مͬ�شوند مͺانیابی که تسهیلاتͬ از مشتری�ها به سرویس�دهͬ مͺانیابی، مباحث در

سرویس آن از بتواند تا باشد سرویس�دهنده از مناسبی فاصله در باید مشتری ͷی دارد. بستگͬ تسهیلات آن

کند. دریافت

از مͬ�تواند مشتری که است فاصله�ای بیشترین سرویس١، فاصله حداکثر یا پوششͬ فاصله .١.٣.١ تعریف

که است شده تعیین پیش از و معلوم مقدار ͷی فاصله این بͽیرد. سرویس آن از و باشد داشته سرویس�دهنده

مͬ�شود. داده نشان Dc یا s با معمولا˟

قرار تسهیل ͷی از پوششͬ فاصله مساوی یا و کمتر فاصله در تقاضا) (نقطه مشتری اگر .٢.٣.١ تعریف

بیشتر تسهیل تا فاصله�اش اگر ولͬ مͬ�شود. پوشانده اصطلاحاً یا و شده سرویس�دهͬ تسهیل آن توسط گیرد،

نمͬ�شود. پوشانده و سرویس�دهͬ تسهیل این توسط باشد معلوم مقدار این از

١Maximal service distance



پوشش مفهوم و مقدمه .١۴

فاصله مساوی یا و کوچͺتر تسهیل، نزدیͺترین تا فاصله�اش اگر مͬ�شود پوشانده i تقاضای نقطه کل، طور به

باشد. پوششͬ

پوششͬ مͺانیابی مسائل فضای ٢.٣.١

صورت به که متغیرهایی توسط یعنͬ باشند، پیوسته تقاضا نقاط و تسهیلات مͺان فضای گاه هر پیوسته:

گویند. پیوسته را مدل شوند، مشخص مͬ�کنند تغییر پیوسته

روی تنها را سرویس�دهنده�ها مͺان باید آنها در که هستند مدل�هایی گسسته مͺانیابی های مدل گسسته:

که است شده تعیین کاندیدا نقاط از متناهͬ مجموعه�ای مدل�ها این در کنیم. پیدا پیش�تعیین�شده از نقاطͬ

مͬ�شوند. داده نشان گسسته متغیرهای توسط

عمومͬ شبͺه ͷی روی پوششͬ مسائل ٣.٣.١

آن یالهای مجموعه L و |N | = n با آن رئوس مجموعه N که باشد شبͺه ͷی G = (N,L) کنید فرض

که باشد i گره به مربوط وزن (ci ≥ ٠) ci کنید فرض مͬ�گیرند. قرار شبͺه رئوس روی تقاضا نقاط است.

فاصله s و تسهیلات مͺان�های مجموعه Y = (y١, ..., yp) اگر باشد. i گره در جمعیت نشان�دهنده مͬ�تواند

آن در که d(i, Y ) ≤ s اگر مͬ�شود پوشانده i گره مͬ�گوییم باشد، پوششͬ

d(i, Y ) = min
١≤j≤p

{d(i, yj)}.

پوششͬ مͺانیابی مسائل تاریخچه ۴.١

ارائه آن برای را متعددی مدل�های و کرده کار پوششͬ مͺانیابی مسائل روی بر زیادی دانشمندان تاکنون

[٢۴] همͺاران تورگاس٢و توسط که است (SCLP ) مجموعه پوشش مͺانیابی مدل مدل، اولین نموده�اند.

زمان در تقاضا نقاط تمام پوشش برای نیاز مورد تسهیل تعداد کمترین جستجوی در SCLP شد. ارائه

پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله شͺل�گیری بعدی مهم رویداد مͬ�باشد. معلومͬ و استاندارد پاسخ�دهͬ

٢Toregas
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نگه ثابت با مͬ�رود، کار به محدود منابع برای که روش این بود. [٣] ریول۴ و چرچ٣ توسط (MCLP )

معرفͬ را استاندارد پاسخ�دهͬ زمان در پوشش تحت جمعیت ساختن ماکزیمم مفهوم تسهیلات، تعداد داشتن

کرد.

چند�گانه پوشش�های ایجاد با را SCLP MCLPو ͷکلاسی پوششͬ مدل�های [١۴] ریول و هوگان۵ بعدها،

دادند. توسعه تقاضا نقاط همه پوشش به نیاز بدون و نیاز با پشتیبان و

ابتکاری روش با را آن و کردند معرفͬ را دوگانه پوشش جدید مدل ͷی [١٢] همͺاران و گندرو۶ اخیراً

زمان بهترین در را بهینه ͷنزدی جواب�های که است) شده معرفͬ ۵ فصل در روش (این ممنوع جستجوی

کردند. حل مͬ�دهد، ارائه محاسباتͬ

از مهمͬ و خاص نمونه آمبولانس، و آتش�نشانͬ مثل مͬ�دهند ارائه اورژانسͬ خدمات که تسهیلاتͬ مͺانیابی

قابل پوشش بیشترین مͺانیابی مدل [۶] و [۵] داسͺین٧ ١٩٨٠ دهه اوایل در است. پوششͬ مͺانیابی مسائل

سرویس�دهنده�ها بودن مشغول ،MEXCLP کرد. معرفͬ مسائل این�گونه حل برای را (MEXCLP ) انتظار

انتظار قابل پوشش مدل این در مͬ�کند. بیان احتمالͬ بهینه�سازی مدل ͷی با را آن و داده قرار توجه مورد را

هستند، دسترس از خارج و مشغول معین، محاسبه�ی قابل احتمال ͷی با سرویس�دهنده�ها که این فرض با

مͺانیابی مسائل بهتر حل برای را گره٨ تک جانشینͬ ابتکاری روش همچنین داسͺین مͬ�شود. ماکزیمم

داد. ارائه پوششͬ

تلفیق انتظار قابل پوششͬ مدل�های با نیز را چندگانه و پشتیبان پوششͬ مدل�های ، [٧] همͺاران و داسͺین

مدل، این کردند. معرفͬ را (MALP ) دسترسͬ حداکثر مͺانیابی مسئله [٢٠] هوگان و ریول بعدها کردند.

دسترس در تسهیل ͷی با پوشش تحت جمعیت که مͬ�کند توزیع گونه�ای به را سرویس�دهنده ثابتͬ تعداد

شود. ماکزیمم استاندارد، پاسخ�دهͬ زمان ͷی تحت

٣Church
۴Revelle
۵Hogan
۶Gendreau
٧Daskin
٨Single node substitution heuristic
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مسائل زمینه در تحقیق و مطالعه اما است پوششͬ مͺانیابی مسائل از مختصر تاریخچه�ای شد بیان که آنچه

است گرفته صورت زمینه این در اخیر سالهای در که فعالیت�هایی جمله از است. داشته ادامه همواره پوششͬ

سͬ و توگ٩ آی توسط ͷژنتی الͽوریتم با بزرگ مقیاس در انتظار قابل پوشش بیشترین مسائل حل به مͬ�توان

اشاره [٣] هوآنگ١٢ برمن١١و توسط فاصله قیود با پوشش کمترین مͺانیابی مسئله طرح نیز و [١] دام١٠

کرد.

بزرگ�مقیاس مسائل سایر مثل باشد بزرگ مسئله اندازه وقتͬ انتظار قابل پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله حل

ابتکاری روشهای به نیاز و بوده دشوار بسیار منطقͬ و مناسب زمان در هستیم روبرو آنها با واقعͬ زندگͬ در که

سͬ و توگ آی که شد موجب پیچیده ترکیبی مسائل حل در ͷژنتی الͽوریتم�های موفقیت دارد. کارآمدی

مسئله برآیند. الͽوریتم این با بزرگ مقیاس در انتظار قابل پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله حل صدد در دام

تسهیلات مͺانیابی به مربوط شد معرفͬ هوآنگ و برمن توسط که نیز فاصله قیود با پوشش کمترین مͺانیابی

مͬ�کنیم سعͬ دارند ساکنین برای که ضررهایی و نامطلوب تأثیرات دلیل به که است ناخوشایند و نامطلوب

حساسیت مثل دلایلͬ به هم طرفͬ از سازیم. کمینه را آنها با پوشش تحت جمعیت است ممͺن که آنجا تا

را آنها تسهیلات، تجمع از جلوگیری برای باشند. داشته تجمع مͺان ͷی در آنها همه نمͬ�خواهیم امنیت و

مسئله ترتیب بدین مͬ�کنیم. مقید یͺدیͽر از معین فاصله ͷی مساوی یا و بزرگتر فاصله در گرفتن قرار به

مͬ�گیرد. شͺل فاصله قیود با پوشش کمترین مͺانیابی

ویژه�ای هدف آنها از ͷی هر در و برخوردارند زیادی تنوع از پوششͬ مͺانیابی مسائل شد، گفته که همان�طور

بیشترین مͺانیابی مسئله ،(٢ (فصل مجموعه پوشش مͺانیابی مسئله پایان�نامه، این در ما مͬ�شود. دنبال

فرمول�بندی کرده، بررسͬ را (۴ (فصل فاصله قیود با پوشش کمترین مͺانیابی مسئله و (٣ (فصل پوشش

مͬ�دهیم. ارائه را روشهایی آنها حل برای سپس و مͬ�نماییم بیان را آنها ریاضͬ

ابتکاری آنها حل برای شده ارائه روشهای بیشتر هستند، Np−سخت١٣ پوششͬ مͺانیابی مسائل که آنجایی از
٩Aytug
١٠Saydam
١١Berman
١٢Huang
١٣Np− hard
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مͬ�باشند.

ابتکاری روشهای ۵.١

ترکیبی مسائل با مواجهه برای عملیات در تحقیق آغاز از تقریبی، جواب روشهای همان یا ابتکاری روشهای

یافتن برای کمͬ امید که شد روشن ٧٠ دهه اوایل در پیچیدگ١۴ͬ نظریه پیشرفت با شدند. استفاده پیچیده

ابتکاری روشهای به دلیل همین به دارد. وجود Np−سخت مسائل حل برای کارآمد و دقیق جواب روشهای

شد. آورده روی هستیم روبرو آنها با واقعͬ زندگͬ در که بزرگͬ ترکیبی مسائل نیز و مسائل این حل برای

ولͬ کنند تضمین مͬ�آورند به�دست که را جوابهایی بهینگͬ نیستند قادر ابتکاری روشهای که است درست

که زندگͬ واقعͬ مسائل حل در کنند) فراهم را تضمینͬ چنین مͬ�توانند نظری طور به (که دقیق روشهای

جوابهایی نمͬ�توانند حتͬ موارد اغلب در و نبوده کارآمد هستند دارا را پیچیدگͬ از بالایی سطوح معمولا˟

این بر علاوه آوردند. به�دست مسائل این�گونه برای را ابتکاری روشهای از آمده به�دست جواب�های به ͷنزدی

است. آمده وجود به آنها با ابتکاری استراتژیهای تلفیق از دقیق روشهای موفق�تر کاربردهای از بعضͬ

تعریف را سازی آزاد که است لازم آن از قبل اما مͬ�کنیم. معرفͬ را لاگرانژ آزادسازی ابتکاری روش ادامه در

کنیم.

بͽیرید: نظر در را زیر سازی بهینه مسئله دو .١.۵.١ تعریف

(IP ) Z = max{cTx : x ∈ X ⊆ Rn}

(RP ) ZRP = max{f(x) : x ∈ T ⊆ Rn}

اگر مͬ�شود نامیده IP مسئله برای آزاد�سازی ͷی RP مسئله

X ⊆ T الف)

f(x) ≥ cTx ; ∀ x ∈ X ب)
١۴Complexity theory
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صحیح عدد برنامه�ریزی مسئله خطͬ برنامه�ریزی آزاد�سازی .٢.۵.١ تعریف

IP max{cTx : x ∈ P ∩ Z}

مͬ�باشد. ZLP = max{cTx : x ∈ P} خطͬ برنامه�ریزی ،P = {x : Ax ≤ b} که

مسئله لاگرانژ آزاد�سازی ، u ∈ Rm بردار برای .٣.۵.١ تعریف

IP١ Z = max cTx

Dx ≤ d

x ∈ X

: صورت به

IP (u) Z(u) = max cTx+ uT (d−Dx)

x ∈ X

مͬ�شود. نامیده Dx ≤ d قید با مرتبط لاگرانژی ضریب یا دوگان متغیر ، u ≥ ٠ بردار که است،

است. IP١ مسئله آزادسازی ͷی IP (u) مسئله ،u ≥ ٠ هر برای .۴.۵.١ لم

زیرا است شدنͬ نیز IP (u) مسئله برای ،IP١ مسئله شدنͬ جواب هر برهان.

{x : Dx ≤ d, x ∈ X} ⊆ X

.d−Dx ≥ ٠ یا Dx ≤ d آنگاه باشد شدنͬ IP١ مسئله برای x اگر است. برقرار آزادسازی اول شرط پس

بنابراین و uT (d−Dx) ≥ ٠ داریم u ≥ ٠ که آنجایی از

cTx+ uT (d−Dx) ≥ cTx

است. برقرار نیز آزادسازی دوم شرط لذا و
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صحیح عدد برنامه�ریزی با که ترکیبی بهینه�سازی مسئله هر برای مͬ�تواند لاگرانژ سازی آزاد کلͬ، طور به

ͷی و صفر صحیح عدد برنامه�ریزی مسائل پوششͬ، مسائل که آنجایی از رود. کار به شده فرمول�بندی

مͬ�گیریم: نظر در را زیر فرمول هستند،

P : v = min cx

S.t. Ax ≤ b

Dx ≤ e

x ∈ {٠, ١}n

مسئله حل بروند، هدف تابع به و شده آزاد اگر که باشد پیچیده�ای قیود مجموعه Ax ≤ b کنید فرض

ضرائب بردار که λ بردار با را قیود این صورت، این در باشد. P مسئله حل از آسانتر حاصل، لاگرانژی

است: زیر صورت به P مسئله لاگرانژ آزاد�سازی مͬ�کنیم. اضافه هدف تابع به است لاگرانژی

LRλ : vλ = min cx+ λ(Ax− b)

S.t. Dx ≤ e

x ∈ {٠, ١}n

LRλ شدنͬ جوابهای مجموعه و دارد شدنͬ جواب ͷی حداقل ،P که کنید فرض کلیت دادن دست از بدون

برای پایین کران ͷی vλ تا باشد λ ≥ ٠ باید Ax ≤ b که آنجایی از است. متناهͬ ندارد، بستگͬ λ به که

شود. برقرار vλ ≤ v تا باشد λ ≤ ٠ باید باشند، Ax ≥ b شͺل به ما پیچیده�ی قیود اگر باشد. P مسئله

ͷی λ ≥ ٠ بردار هر برای LRλ مسئله جواب بود. خواهد علامت در آزاد λ ،Ax = b حالت در مشابهاً،

برای انتخاب بهترین آوریم. به�دست را پایین کران بهترین مͬ�خواهیم ما و است P مسئله برای پایین کران

است: زیر مسئله بهینه جواب ،λ
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D : vD = max vλ

λ ≥ ٠

کردیم فرض آنجایی�که از مͬ�سازد. حل قابل را آن ساختاریش، ویژگیهای که است مقعر مسئله ͷی D

به مͬ�تواند X = {x : Dx ≤ e, x ∈ {٠, ١}n} مجموعه است، متناهͬ LRλ شدنͬ جوابهای مجموعه

نیز آن قیود تعداد که زیر خطͬ برنامه�ریزی صورت به D مسئله و شود بیان X = {x, t = ١, ..., T} صورت

مͬ�شود: نوشته است، زیاد

D : Dv = max w

S.t. w ≤ cxt + λ(Axt − b) t = ١, ..., T

λ ≥ ٠

از است. زیردیفرانسیل�پذیر جا همه در ولͬ نیست دیفرانسیل�پذیر جا همه در و بوده مقعر و پیوسته vλ تابع

را D مسئله است. سازگار گرادیان�ها جای به زیر�گرادیان�ها جانشینͬ با گرادیان سازی بهینه روش که آنجایی

کرد. حل زیرگرادیان بهینه�سازی روش با مͬ�توان

اگر است λ = λ در vλ زیرگرادیان ͷی γ مؤلفه�ای m بردار

vλ ≤ vλ + (λ− λ)γ ∀ λ

vλ زیرگرادیان ͷی γ = (Ax− b) و باشد زیرگرادیان چندین دارای مͬ�تواند λ = λ در vλ که است واضح

نیز λ = λ در ها زیرگرادیان از محدب ترکیب هر مͬ�باشد. است شدنͬ جواب دارای LRλ که ای λ هر در

است. نقطه این در زیرگرادیان ͷی

مͬ�آید: به�دست زیر رابطه از {λk} دنباله ،λ٠ آغازین بردار با زیرگرادیان، بهینه�سازی روش در

λk+١
i = max{٠, λk

i + θkγ
k
i } i = ١, ...,m
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اگر که کردند ثابت [١١]١۵ͷج و پل است. گام اندازه θk > ٠ و λ = λ در زیرگرادیان ͷی γk که

است. ام −k تکرار در vλ بردار vλk که ،vλk −→ vD آنگاه
∑
k

θk −→ ∞ و θk −→ ٠

مͬ�شود: تعیین زیر رابطه از گام اندازه عملͬ کاربردهای در معمولا˟

θk = αk (v∗ − vλk)/∥γk∥٢

بالای کران ͷی v∗ مͬ�کند. صدق ٠ ≤ αk ≤ ٢ رابطه در که است اسͺالر ͷی گام اندازه در αk پارامتر

بردار نرم ،∥γk∥ مͬ�آید. به�دست P مسئله حل برای ابتکاری روش ͷی بͺارگیری با معمولا˟ که است vD

است. ام −k تکرار در زیرگرادیان

١۵Pol - Jak
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مجموعه پوشش مͺانیابی مسئله
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مجموعه پوشش مͺانیابی مسئله ١.٢

n کنید فرض است. مجموعه پوشش مͺانیابی مدل پوششͬ، مͺانیابی مدل�های میان از مدل ساده�ترین

مسئله در باشد. موجود آنها به (سرویس�دهنده�ها) تسهیلات تخصیص برای کاندید نقطه m و تقاضا نقطه

است هزینه کمترین با تسهیلات کاندیدای مͺان�های از مجموعه�ای یافتن هدف، مجموعه پوشش مͺانیابی

به�دست مسئله این هدف دیͽر، عبارت به شود. پوشانده تسهیل ͷی با حداقل تقاضا نقطه هر که گونه�ای به

است. هزینه کمترین با تقاضا نقاط تمام برای پوشش آوردن

است؛ زیر صورت به مدل ریاضͬ فرمول

min

m∑
j=١

fjXj

S.t.
m∑
j=١

aijXj ≥ ١ i = ١, ..., n (١.٢)

Xj ∈ {٠, ١} j = ١, ...,m

: آن در که

aij =

{
١ بپوشاند را i تقاضای نقطه بتواند j کاندیدای مͺان اگر
٠ صورت این غیر در

و

Xj =

{
١ گیرد قرار تسهیلͬ j کاندیدای مͺان در اگر
٠ صورت این غیر در

مͬ�باشد. j کاندیدای مͺان در تسهیل تأسیس هزینه fj و

باید تقاضا نقطه هر که مͬ�دهند نشان (١.٢) قیود مͬ�سازد. کمینه را تسهیلات تأسیس کل هزینه هدف، تابع

شود. پوشانده تسهیل ͷی با حداقل

به مͬ�تواند که دارد وجود (Ni) تسهیلات کاندیدای مͺان�های از زیر�مجموعه�ای ،i تقاضای نقطه هر برای

i گره از فاصله کمترین dij و پوششͬ فاصله Dc کنید فرض بپوشاند. را آن و دهد سرویس i تقاضای نقطه
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مͬ�شود: تعریف زیر صورت به Ni مجموعه صورت این در باشد، j گره به

Ni = {j | dij ≤ Dc}

نوشت: زیر شͺل به مͬ�توان Ni مجموعه وسیله به را (١.٢) قیود

∑
j∈Ni

Xj ≥ ١, ∀ i (٢.٢)

هم�ارزند. (٢.٢) و (١.٢) قیود

هدف تابع ( fj = ١ ،j کاندیدای مͺان�های همه برای (مثلا́ باشند برابر هم با تسهیلات هزینه�های تمام اگر

مͬ�شود: ساده زیر صورت به

min

m∑
j=١

Xj

مͬ�گیریم. نظر در را هدف تابع ساده�تر شͺل این همواره بخش، این در

ولͬ مͬ�شوند فرض تقاضا گره�های همان تسهیلات کاندیدای مͺان�های موارد، اغلب در که این وجود با

نقاط (همان گره�ها از متناهͬ مجموعه ͷی به را کاندیدا مͺان�های که زمانͬ نیست. این�گونه همیشه لزوماً

نسبت باشد نیاز بیشتری تسهیل تعداد به تقاضا نقاط تمام پوشش برای است ممͺن مͬ�کنیم محدود تقاضا)

شده داده نشان ١.٢ شͺل در موضوع این مͬ�شوند. انتخاب شبͺه نقاط تمام کاندیدا، مͺان�های که حالتͬ به

(A,B) تقاضا گره�های همان کاندیدا مͺان�های اگر است، ۵ برابر (Dc) پوششͬ فاصله مثال این در است.

مͺان�های شبͺه، نقاط تمام اگر ولͬ داریم نیاز ( B و A گره�های (در تسهیل ٢ به کامل پوشش برای باشند

مͬ�رسیم. کامل پوشش به B و A گره�های واصل خط وسط در تسهیل ١ با شوند فرض کاندیدا

کاندیدا مͺان�های مجموعه نمایش برای مثالͬ :١.٢ شͺل
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است. برابر تقاضا، نقاط با تسهیلات کاندیدای مͺان�های و ١١ پوششͬ فاصله ٢.٢ شͺل در .١.١.٢ مثال

بود: خواهد زیر صورت به مجموعه پوشش مدل

G شبͺه :٢.٢ شͺل

min XA +XB +XC +XD +XE +XF

S.t. XA +XB +XD ≥ ١

XA +XB +XD ≥ ١

XC +XE +XF ≥ ١

XA +XB +XD +XE ≥ ١

XC +XD +XE ≥ ١

XC +XF ≥ ١

XA, XB, XC , XD, XE , XF ∈ {٠, ١}

دهیم. کاهش کاهشͬ، قواعد از استفاده با را مسئله اندازه مͬ�توانیم باشند برابر هم با هزینه�ها تمام وقتͬ
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کاهشͬ قواعد ٢.٢

ستونͬ کاهش قاعده ١.٢.٢

aij ≤ aik ،i تقاضای نقاط تمام برای اگر بͽیرید. نظر در را j و k ستون دو مسئله، ضرایب ماتریس در

شده پوشانده تقاضای نقاط تمام k مͺان آنگاه ،aij < aik که باشد موجود ،i تقاضای نقطه ͷی حداقل و

کرده حذف را j ستون حالت این در است. غالب j مͺان بر k مͺان مͬ�گوییم و مͬ�پوشاند را j مͺان توسط

هم ،k مͺان در آن دادن قرار با دهیم قرار j مͺان در را تسهیلͬ باشد قرار اگر زیرا .Xj = ٠ مͬ�دهیم قرار و

مثال، برای مͬ�پوشانیم. نمͬ�پوشاند، j که را تقاضا نقطه ͷی حداقل هم و مͬ�کنیم ایجاد را j مͺان پوشش

D ،B ،A گره�های ،D مͺان زیرا ) است Bغالب و A مͺان�های بر ،D کاندیدای مͺان ١.١.٢ مثال در

مͬ�دهیم قرار پس مͬ�پوشانند.) را D و B ،A گره�های تنها B و A مͺان�های درحالͬ�که مͬ�پوشاند را E و

.XF = ٠ مͬ�دهیم قرار لذا است غالب F بر C کاندیدای مͺان مشابهاً . XA = XB = ٠

حذف را آن�ها از ͬͺی از غیر مͺان�ها همه باشیم، داشته هم�ارز مͺان�های از مجموعه�ای اگر .١.٢.٢ تذکر

(aij = aik ،i تقاضای نقاط تمام برای اگر هم�ارزند j و k مͺان (دو مͬ�کنیم.

مͬ�شود: ساده زیر صورت به مسئله ستونͬ، کاهش�های این از بعد

min XC +XD +XE

S.t. XD ≥ ١

XD ≥ ١

XC +XE ≥ ١

XD +XE ≥ ١

XC +XD +XE ≥ ١
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XC ≥ ١

XC , XD, XE ∈ {٠, ١}

سطری کاهش قواعد ٢.٢.٢

را i گره مͬ�تواند که دارد وجود تسهیل مͺان ͷی تنها آنگاه ،
∑
j

aij = ١ اگر بͽیرید. نظر در را i سطر

در که سطری هر سپس .Xj∗ = ١ مͬ�دهیم قرار و مͬ�یابیم aij∗ = ١ که را j∗ مͺان حالت این در بپوشاند.

تسهیلͬ با گره�ها، (این بود. خواهند برقرار قیود این Xj∗ = ١ با زیرا مͬ�کنیم، حذف را دارد حضور Xj∗ آن

ضریب ͷی تنها قید، اولین در قبل مسئله�ی در مثال، برای مͬ�شوند.) پوشانده مͬ�گیرد قرار j∗ مͺان در که

سطرهای با متناظر قیود آنگاه XDو = ١ مͬ�دهیم قرار پس Dاست. مͺان به مربوط که دارد وجود صفر غیر

مͬ�گیرد قرار D مͺان در که تسهیلͬ توسط ͬͽهم تقاضا گره�های این زیرا مͬ�کنیم. حذف را E و D ،B ،A

و XC = ١ مͬ�دهیم قرار پس دارد صفر غیر ضریب ͷی تنها ،F گره متناظر قید مشابهاً، مͬ�شوند. پوشانده

مسئله و نمͬ�ماند باقͬ دیͽری سطر هیچ ترتیب بدین مͬ�سازیم. خارج را F و C گره�های متناظر سطرهای

مͬ�شود. تبدیل XE = ٠ یا ١ قید با XE کمینه�سازی ساده�ی مسئله به

استفاده با را است دشوار آن بهینه جواب یافتن که Np−کامل١ مسئله ͷی توانستیم شد مشاهده که همان�طور

خطͬ) برنامه�ریزی (مثل بهینه�سازی ͷتکنی ͷی برای جستجو به نیاز بدون ستونͬ و سطری کاهشͬ قواعد از

کنیم. حل

آنها از ͷی هیچ که زمانͬ تا کرد استفاده مͺرراً مͬ�توان را شده داده توضیح ستونͬ و سطری کاهشͬ قواعد

تا مͬ�کند ͷکم ما به معمولا˟ قواعد این مͺرر کاربرد کنیم. حذف را ستونͬ یا سطر که ندهند اجازه ما به

مͬ�شود موجب که بͽیرید نظر در را زیر مثال نیست. این�طور موارد بعضͬ در ولͬ کنیم، حل کاملا́ را مسئله

کنیم. معرفͬ را دیͽری سطری کاهش قاعده

١Np - complete
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است؛ زیر صورت به بهینه�سازی مسئله ١٨ پوششͬ فاصله با ٢.٢ شͺل شبͺه در .٢.٢.٢ مثال

min XA +XB +XC +XD +XE +XF

S.t. XA +XB +XC +XD ≥ ١

XA +XB +XC +XD +XE ≥ ١

XA +XB +XC +XE +XF ≥ ١

XA +XB +XD +XE +XF ≥ ١

XB +XC +XD +XE +XF ≥ ١

XC +XD +XE +XF ≥ ١

XA, XB, XC , XD, XE , XF ∈ {٠, ١}

مͬ�دهیم قرار و کرده حذف را F و A مͺان�های نظیر ستون�های ستونͬ، کاهشͬ قاعده از استفاده با

است؛ زیر صورت به حاصل مسئله .XA = XF = ٠

min XB +XC +XD +XE

S.t. XB +XC +XD ≥ ١

XB +XC +XD +XE ≥ ١

XB +XC +XE ≥ ١

XB +XD +XE ≥ ١

XB +XC +XD +XE ≥ ١

XC +XD +XE ≥ ١

XB, XC , XD, XE ∈ {٠, ١}
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توضیح سطری کاهش قاعده از نمͬ�توانیم باشد، عنصر ͷی دارای تنها که نیست سطری هیچ که آنجایی از

مͬ�کنیم. استفاده سطری کاهش دوم قاعده از شرایط این در کنیم. استفاده شده داده

ͷی برای حداقل و amj ≤ anj ،j کاندیدای مͺان�های تمام برای اگر بͽیرید. نظر در را n و m سطر دو

،m تقاضای نقطه شدن پوشانده زیرا کنیم. حذف را n سطر مͬ�توانیم آنگاه ، amj < anj ،j کاندیدای مͺان

تقاضای گره بپوشاند، را m گره که تسهیلͬ مͺان هر ) مͬ�کند. ضمانت نیز را n تقاضای گره شدن پوشانده

را E و B گره�های نظیر سطرهای که مͬ�دهد اجازه ما به قاعده این قبل مسئله در پوشاند.) خواهد نیز را n

را E و B گره�های ( D یا C ،B گره در واقع تسهیل ) بپوشاند را A گره که تسهیلͬ هر زیرا کنیم. حذف

پوشاند. خواهد نیز

تقاضای گره�های ) مͬ�کنیم. حذف را ͬͺی از غیر آنها همه هم�ارز، تقاضای گره�های از مجموعه�ای در تذکر:

( باشد. amj = anj ،j کاندیدای مͺان�های همه برای اگر هم�ارزند n و m

داشت؛ خواهیم را زیر مسئله شده، ذکر سطری کاهش�های اعمال از بعد

min XB +XC +XD +XE

S.t. XB +XC +XD ≥ ١

XB +XC +XE ≥ ١

XB +XD +XE ≥ ١

XC +XD +XE ≥ ١

XB, XC , XD, XE ∈ {٠, ١}

دیͽر سطری، کاهش قاعده دو و ستونͬ کاهش قاعده داد. کاهش را مسئله اندازه نمͬ�توان دیͽر متأسفانه،

بیابیم. مسئله حل برای دیͽری راه باید پس نمͬ�کنند. حذف را ستونͬ یا سطر هیچ

به�دست و آنها خطͬ برنامه�ریزی آزادسازی مسئله حل صحیح، عدد برنامه�ریزی مسائل حل برای روش ͷی
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مͬ�باشد. کران و شاخه ͷتکنی از استفاده با خطͬ آزادسازی مسئله جواب از صحیح بهینه�ی جواب آوردن

مͬ�کنیم. حل را آن خطͬ برنامه�ریزی آزادسازی مسئله ابتدا مͬ�سازیم؛ پیاده فوق مسئله برای را روش این

min XB +XC +XD +XE

S.t. XB +XC +XD ≥ ١

XB +XC +XE ≥ ١

XB +XD +XE ≥ ١

XC +XD +XE ≥ ١

XB, XC , XD, XE ≥ ٠

۴
٣ هدف تابع مقدار با XB = XC = XD = XE =

١
٣ جواب حاصل، خطͬ برنامه�ریزی مسئله حل با

نمͬ�کند. حل را مجموعه پوشش اصلͬ مسئله و نیست صحیح جواب، این که است واضح مͬ�آید. به�دست

مسئله هدف تابع برای پایین کران ͷی (۴
٣ = ١٫ ٣) خطͬ برنامه�ریزی مسئله هدف تابع بهینه�ی مقدار ولͬ

عدد ͷی صحیح، عدد برنامه�ریزی مسئله هدف تابع مقدار که آنجایی از است. صحیح عدد برنامه�ریزی

مسئله به را XB + XC + XD + XE ≥ ٢ قید و نموده انتخاب ٢ عدد را پایین کران این است صحیح

مͬ�کنیم. اضافه خطͬ برنامه�ریزی

min XB +XC +XD +XE

S.t. XB +XC +XE ≥ ١

XB +XC +XD ≥ ١

XB +XD +XE ≥ ١

XC +XD +XE ≥ ١

XB +XC +XD +XE ≥ ٢
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XB, XC , XD, XE ≥ ٠

مͬ�آید. به�دست صحیح بهینه جواب خطͬ، برنامه�ریزی مسئله به قید این کردن اضافه با مواقع، بیشتر در

از نیاید، به�دست صحیح بهینه جواب خطͬ، برنامه�ریزی مسئله به هم قید این کردن اضافه با حتͬ اگر ولͬ

مͬ�کنیم. استفاده صحیح جواب آوردن به�دست برای کران و شاخه ͷتکنی

کران و شاخه ͷتکنی ٣.٢

مͬ�دهیم. نشان بالا مثال در را آن کاربرد کران، و شاخه روش درک برای

جواب این از را صحیح غیر متغیر ͷی مͬ�کنیم. شروع XB = XC = XD = XE =
١
٣ کسری جواب با

است ١
٣ برابر خطͬ برنامه�ریزی جواب در که XB مͬ�دانیم مثال برای مͬ�دهیم. شاخه آن روی و کرده انتخاب

اضافه با ͬͺی جدید، مسئله دو و مͬ�دهیم شاخه XB روی پس باشد. ͷی یا صفر صحیح جواب در باید

برنامه�ریزی مسئله به XB ≤ ٠ قید کردن اضافه با دیͽری و خطͬ برنامه�ریزی مسئله به XB ≥ ١ قید کردن

است. شده داده نشان ٣.٢ شͺل در نتایج مͬ�کنیم. ایجاد خطͬ

XB روی بندی شاخه نتایج :٣.٢ شͺل

تابع مقدار با (XB = XC = ١ , XD = XE = ٠) صحیح جواب به منجر XB ≥ ١ قید تحمیل

باشد. داشته ٢ از بیشتر مقداری نمͬ�تواند صحیح بهینه�ی جواب که مͬ�دانیم حالا بنابراین، مͬ�شود. ٢ هدف

در که مͬ�آوریم به�دست دیͽر کسری جواب ͷی کنیم اضافه خطͬ برنامه�ریزی مسئله به را XB ≤ ٠ قید اگر
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دوباره نیست صحیح جواب، این که آنجایی از است. ١/۵ برابر هدف تابع و XC = XD = XE = ٠/۵ آن

مسئله دو دوباره مͬ�دهیم. شاخه آن روی و مͬ�کنیم انتخاب را (XC (مثل صحیح غیر متغیرهای از ͬͺی

به�دست آن به XC ≤ ٠ قید کردن اضافه با دیͽری و قبلͬ مسئله به XC ≥ ١ قید کردن اضافه با ͬͺی جدید

۴.٢ شͺل در را نتایج مͬ�شود. گرفته کار به جدید مسئله دو این در نیز XB ≤ ٠ قید که کنید توجه مͬ�آید.

مͬ�بینیم.

XC و XB روی بندی شاخه نتایج :۴.٢ شͺل

دیͽری بندی شاخه به پس مͬ�باشند. ٢ هدف تابع مقدار با صحیح بهینه جواب دارای جدید مسئله دو هر

ثابت مͬ�توان آمد. به�دست مسئله این برای بهینه جواب ٣ کران و شاخه روش با ترتیب بدین نیست. نیاز

است. بهینه جواب ١٨ پوششͬ فاصله با ٢.٢ شͺل در E و D ، C ، B گره ۴ از گره دو هر انتخاب که کرد

آوردیم. به�دست کران و شاخه روش با را آنها از تا ٣ که داریم بهینه جواب ۶ پس

مͬ�شوند) آزاد صحیح قیود آن در (که صحیح عدد برنامه�ریزی مسئله حل برای را کران و شاخه الͽوریتم حال

کار به ماکزیمم�سازی مسئله برای مشابهͬ روند شده، توصیف کمینه�سازی مسئله برای الͽوریتم مͬ�کنیم. بیان

ماکزیمم�سازی و کمینه�سازی مانند باید بزرگتر و کوچͺتر بالا، کران و پایین کران که است واضح فقط مͬ�رود.
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شوند. تعویض

گره یا و گره اولین است. ۴.٢ شͺل مانند کران و شاخه درخت ͷی تولید شامل کران و شاخه الͽوریتم

خود بالایی گره فرزند گره مͬ�گیرند، قرار دیͽر گره زیر بلافاصله که گره�هایی است. ریشه گره بالایی،

گره، هر با مرتبط مͬ�باشد. گره آن والد گره مͬ�گیرد، قرار دیͽر گره بالای بلافاصله که گره�ای مشابهاً هستند،

است والد گره در مسئله همانند فرزند، گره در مسئله شود. حل باید که دارد وجود بهینه�سازی مسئله ͷی

کران و شاخه درخت در گره ͷی مͬ�شود. تحمیل فرزند گره مسئله به اضافͬ قید ͷی که تفاوت این با فقط

مͬ�دهد: رخ حالت ٣ این از ͬͺی در و نیفتد. اتفاق گره آن از دیͽری بندی شاخه اگر مͬ�شود نامیده پایان٢ͬ

مسئله جواب یعنͬ کند. صدق اصلͬ مسئله شده آزاد قیود تمام در درخت، از گره آن در جواب الف)

باشد. صحیح گره، این با متناظر بهینه�سازی

حالت این در باشد. نشدنͬ شود، حل گره آن در باید که خطͬ) برنامه�ریزی (مسئله بهینه�سازی مسئله ب)

بندی شاخه پس نمͬ�سازد. شدنͬ را آن مسئله، به بیشتر قیود کردن اضافه زیرا است. پایانͬ گره، نیز

نیست. مفید گره�ای چنین از بیشتر

است صحیحͬ جواب از بزرگتر آن هدف تابع مقدار اما است شدنͬ گره، با متناظر بهینه�سازی مسئله ج)

متناظر بهینه�سازی مسئله به دیͽر قیود کردن اضافه صورت این در آمده، به�دست قبلͬ گره�های در که

مسئله بهینه جواب که مͬ�گیریم نتیجه اینرو از مͬ�سازد. بزرگتر و بدتر را هدف تابع مقدار تنها گره، با

است. پایانͬ گره ͷی نیز، گره�ای چنین آید. به�دست گره این از بیشتر بندی شاخه با نمͬ�تواند اصلͬ

برنامه�ریزی آزادسازی با همراه کران و شاخه الͽوریتم از استفاده برای را روند ͷی مͬ�توانیم پیش�زمینه این با

است: شده ارائه زیر در گام به گام روند ͷی کنیم. توصیف صحیح عدد برنامه�ریزی مسئله خطͬ

دهید. قرار نهایت بی را شده یافته جواب مقدار بهترین اول: گام

تمام در آن جواب اگر کنید. حل را حاصل خطͬ برنامهریزی مسئله و کنید آزاد را صحیح قیود همه دوم: گام

٢Fathomed
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بروید. سوم گام به صورت این غیر در است. بهینه جواب کنید، توقف کند، صدق شده آزاد صحیح قیود

آزادسازی اگر ابتدا، (در کنید. انتخاب کران و شاخه درخت در را (والد) غیرپایانͬ گره ͷی سوم: گام

غیرپایانͬ گره اگر داریم.) ریشه گره ͷی تنها نکند، صدق صحیح قیود تمام در اصلͬ مسئله خطͬ برنامه�ریزی

ͷی باشد، موجود غیرپایانͬ گره اگر است. بهینه شده یافته جواب بهترین و مͬ�کنیم توقف نباشد، موجود

فرض مͬ�کنیم. انتخاب است، غیرصحیح گره، آن به مربوط شده آزاد مسئله در آن مقدار که را تصمیم متغیر

باشد. آن غیرصحیح مقدار γ و متغیر این X کنید

مسئله به را X ≤ ⌊γ⌋ قید چپ سمت فرزند گره در کنید. ایجاد غیرپایانͬ گره برای فرزند گره دو �

کمتر صحیح عدد بزرگترین ⌊γ⌋) کنید. حل را حاصل مسئله و کرده اضافه والد گره در شده حل بهینه�سازی

گره، اگر دهید. خاتمه را آن یابد، خاتمه بتواند شده گفته دلیل ٣ از ͷی هر به فرزند گره اگر است.) γ از

به�روز را شده یافته بالای کران بهترین شده، یافت اصلͬ مسئله برای بهتری جواب که دلیل این به باشد پایانͬ

دهید. پایان را نباشد، شده یافته جواب مقدار از کمتر آن هدف تابع مقدار که درخت در گره�ای هر و کنید

و کنید اضافه والد گره در شده حل بهینه�سازی مسئله به را X ≥ ⌈γ⌉ قید راست، سمت فرزند گره در �

از ͷی هر به فرزند گره اگر است.) γ از بزرگتر صحیح عدد کوچͺترین ⌈γ⌉) کنید. حل را حاصل مسئله

بهتری جواب که دلیل این به باشد پایانͬ گره، اگر دهید. خاتمه را آن یابد، خاتمه بتواند شده، گفته دلیل ٣

مقدار که درخت در ای گره هر و کنید به�روز را شده یافته بالای کران بهترین شده، یافت اصلͬ مسئله برای

دهید. پایان را نباشد شده یافته جواب مقدار از کمتر آن هدف تابع

برگردید. سوم گام به چهارم: گام

کرد: توجه مهم نکته ٢ به حداقل باید صحیح، عدد برنامه�ریزی مسئله حل برای روند این از استفاده در

انتخاب این شود. وضع آن روی بندی شاخه برای بعدی غیرپایانͬ گره انتخاب برای قانون ͷی باید ابتدا،

مسئله جواب که مͬ�شود انجام غیرپایانͬ گره روی بندی شاخه روش، اولین در است. امͺان�پذیر روش ٢ به

زیاد جابجایی دلیل به است ممͺن روش این در ولͬ دارد. را هدف تابع مقدار کمترین آن، خطͬ برنامه�ریزی

بزرگ خیلͬ درخت اندازه اصلͬ، مسئله برای شدنͬ جواب اولین به رسیدن از قبل دیͽر، گره به گره ͷی از
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استفاده با مͬ�شود. انجام غیرپایانͬ گره راست�ترین سمت روی همیشه بندی شاخه روش، دومین در شود.

کران و شاخه درخت همین�طور، و مͬ�رسیم اصلͬ مسئله برای شدنͬ جواب اولین به سریعتر روش، این از

مͬ�ماند. باقͬ ͷکوچ نسبتاً مراحل، طول در

توجه آن به باید صحیح عدد برنامه�ریزی مسئله حل برای کران و شاخه روند پیاده�سازی در که موضوع دومین

متغیر معمولا˟، متغیر این است. آن روی بندی شاخه برای گره ͷی در غیرصحیح تصمیم متغیر انتخاب کرد،

است. نزدیͺتر صحیح عدد ͷی به آن مقدار که است غیرصحیحͬ

تسهیلات تعداد بنابراین بپوشاند. را بیشتری تقاضای نقاط مͬ�تواند تسهیل ͷی پوششͬ، فاصله افزایش با

١.٢ جدول مثال، عنوان به مͬ�یابد. کاهش پوششͬ، فاصله افزایش با تقاضا نقاط پوشش برای نیاز مورد

مͬ�دهد. نشان متفاوت پوششͬ فواصل با ٢.٢ شͺل شبͺه برای را مجموعه پوشش مسئله جواب

پوششͬ فواصل اساس بر ٢.٢ شͺل تسهیلات تعداد :١.٢ جدول

پوششͬ فاصله جواب مͺان تسهیلات تعداد
٧ از کمتر A,B,C,D,E, F ۶

٧ A,B,C,E, F ۵
٨ B,C,E, F ۴

٩،١٠ B,E, F ٣
١٨-١١ C,D ٢

بیشتر یا ١٩ C ١

است. پوششͬ فاصله حسب بر نیاز مورد تسهیلات تعداد نشانگر نیز ۵.٢ شͺل

پوششͬ فاصله اساس بر ٢.٢ شͺل �نیاز مورد تسهیل تعداد :۵.٢ شͺل
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تابع ͷی صورت به پوششͬ فاصله افزایش با نیاز مورد تسهیلات تعداد مͬ�بینیم، ۵.٢ شͺل در که همان�طور

مͬ�یابد. کاهش پله�ای

مجموعه پوشش مدل از توسیعͬ ۴.٢

تعداد کمترین یافتن که مجموعه پوشش مسئله اصلͬ هدف بر علاوه که مͬ�دهیم ارائه را مدلͬ بخش این در

مهم تسهیلات مͺانیابی در که نیز را دیͽری هدف است، تقاضا نقاط تمام پوشش برای نیاز مورد تسهیل

این است. تقاضا نقاط تعداد بیشترین برای پشتیبان پوشش کردن فراهم هدف، این مͬ�کند. برآورده است

باشد. داشته وجود بهینه جواب چندین معین پوششͬ فاصله ͷی برای که مͬ�گیرد شͺل زمانͬ مدل

همه بهینه، جواب ١٠ هر دارد. وجود بهینه جواب ١٠ ،١۵ پوششͬ فاصله برای کنید. نگاه ٢.٢ جدول به

تعداد بیشترین (C,E) و (C,D) ،(B,C) ، (A,C) ترکیبات آنها میان از ولͬ مͬ�پوشانند را تقاضا گره�های

گره�های تعداد برای را پشتیبان پوشش ترکیب ۴ این از ͷی هر پس، مͬ�پوشانند. بار ٢ را گره)، ٣) گره

مͬ�کنند. فراهم دیͽر ترکیب ۶ به نسبت بیشتری

١۵ پوششͬ فاصله با ٢.٢ شͺل بهینه�ی جواب�های :٢.٢ جدول

کاندیدا مͺان�های مͬ�شوند پوشانده بار دو که گره�هایی
A,C A,B,C
A,E C,D
A,F C
B,C A,B,C
B,E C,D
B,F C
C,D A,B,E
C,E C,E, F
D,E D,E
D,F E

مجموعه پوشش مسئله بهینه�ی جواب�های میان از جوابی یافتن هدف مجموعه، پوشش مدل از توسیع این در

فرمول�بندی زیر صورت به مͬ�تواند مسئله این مͬ�پوشاند. بار ٢ حداقل را تقاضا گره تعداد بیشترین که است

شود؛
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min (I + ١)
m∑
j=١

Xj −
n∑

i=١
Si (٣.٢)

S.t.

m∑
j=١

aijXj − Si ≥ ١ i = ١, ..., n

Xj ∈ {٠, ١} j = ١, ...m

Si ∈ {٠, ١} i = ١, ..., n

و است تقاضا گره�های تعداد ،I که

Si =

{
١ شود پوشانده بار ٢ حداقل i تقاضای گره اگر
٠ صورت این غیر در

بار چند که تقاضایی گره�های تعداد منهای (I + ١) وزن با ،(
∑
j

Xj) تسهیلات تعداد (٣.٢) هدف تابع

بیشینه�سازی معادل یͷکمیت، قرینه کمینه�سازی که کنید توجه مͬ�سازد. کمینه را (
∑
i

Si) مͬ�شوند پوشانده

مͬ�شوند پوشانده بار ٢ حداقل که تقاضایی گره�های تعداد و کمینه را تسهیلات تعداد مدل، پس است. آن

جواب تسهیلات تعداد که مͬ�کند تضمین هدف، تابع عبارت اولین به (I +١) وزن دادن مͬ�سازد. بیشینه را

(I + ١) وزن دیͽر عبارت به نباشد. تقاضا نقاط همه پوشش برای نیاز مورد تسهیل تعداد کمترین از بیشتر

باشد. مجموعه پوشش مسئله بهینه جواب فوق، مسئله جواب که مͬ�کند تضمین هدف تابع عبارت اولین در

مͬ�پردازیم. فوق ادعای اثبات به ادامه در

در که، است این است ضریب دارای مجموعه پوشش مسئله توسیع هدف تابع در
∑
j

Xj عبارت اینکه علت

ازای به است ممͺن کمینه این که حالͬ در مͬ�شود، کمینه
∑
j

Xj −
∑
i

Si یعنͬ تابع دو تفاضل مسئله این

به که این برای بنابراین آید. به�دست
∑
i

Si مقدار بیشترین ازای به و نیامده به�دست
∑
j

Xj مقدار کمترین

اندازه به را ضریب این و داده را w ضریب (
∑
j

Xj) تسهیلات تعداد به یابیم دست ممͺن تسهیل کمترین

به هدف تابع کمینه و شده پررنگتر هدف تابع اول عبارت نقش ترتیب بدین مͬ�کنیم. انتخاب بزرگ کافͬ

زیر صورت به را مجموعه پوشش مسئله توسیع هدف تابع پس مͬ�آید. به�دست تسهیل تعداد کمترین ازای
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مͬ�نویسیم؛

min w
∑
j

Xj −
∑
i

Si

مͬ�دهد. نشان بهینه جواب روی را w تأثیر زیر مثال

است: زیر صورت به پوششͬ ضرائب ماتریس تقاضا، گره ١٢ با شبͺه�ای در .١.۴.٢ مثال

A = [aij ] =



١ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١
١ ٠ ١ ٠ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١
١ ٠ ٠ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١
٠ ١ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ١ ١ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ١ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ١ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١


شدنͬ (جواب x۴ = x۵ = ١ شدنͬ جواب دو است. کافͬ تقاضا نقطه ١٢ پوشش برای تسهیل ٢ تنها

توسیع برای را (٢ شدنͬ (جواب x٢ = x٣ = x۴ = ١ و است) مجموعه پوشش مسئله بهینه جواب که ١

،١ شدنͬ جواب برای هدف تابع مقدار شود اختیار w = ١٢ اگر مͬ�گیریم. نظر در مجموعه پوشش مسئله

مͬ�باشد ٢ شدنͬ جواب مسئله بهینه جواب ،w = ١٢ وقتͬ یعنͬ است ٢١ ،٢ شدنͬ جواب برای و ٢٢

و ٢۶ ،١ شدنͬ جواب برای هدف تابع مقدار ،w = ١۴ وقتͬ اما نیست. تسهیل تعداد کمترین دارای که

تسهیل تعداد کمترین که مͬ�باشد ١ شدنͬ جواب مسئله، بهینه جواب پس است ٢٧ ،٢ شدنͬ جواب برای

داراست. را

کافͬ اندازه به هدف، تابع در تسهیلات تعداد به مربوط ضریب ،w اگر دیدیم، مثال این در که همان�طور

پوشش برای که تسهیل تعداد کمترین شامل مجموعه پوشش مسئله توسیع بهینه جواب شود انتخاب بزرگ

بود. خواهد مجموعه پوشش مسئله بهینه جواب همان واقع در و بوده است، لازم تقاضا نقاط همه
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شدنͬ جواب {X ′
j , S

′
i} و مجموعه پوشش مسئله�ی توسیع بهینه جواب {X∗

j , S
∗
i } فرضکنید .٢.۴.٢ گزاره

آنگاه
∑
i

S∗
i < w اگر باشد، ∑آن

j

X ′
j >

∑
j

X∗
j − ١

∑یا
j

X ′
j ≥

∑
j

X∗
j

کنید فرض خلف برهان به برهان.

∑
j

X ′
j ≤

∑
j

X∗
j − ١

∑یا
j

X ′
j −

∑
j

X∗
j + ١ ≤ ٠

مͬ�شود؛ نتیجه {X∗
j , S

∗
i } بودن بهینه از

w
∑
j

X∗
j −

∑
i

S∗
i ≤ w

∑
j

X ′
j −

∑
i

S′
i∑

i

S′
i ≤ w(

∑
j

X ′
j −

∑
j

X∗
j ) +

∑
i

S∗
i

< w(
∑
j

X ′
j −

∑
j

X∗
j ) + w

=⇒
∑
i

S′
i < w(

∑
j

X ′
j −

∑
j

X∗
j + ١) ≤ ٠ =⇒

∑
i

S′
i < ٠

و مͬ�شود باطل خلف فرض پس
∑
i

S′
i ≥ ٠. نتیجه در و S′

i ≥ ٠ ،i هر برای زیرا است تناقض ͷی این

∑داریم؛
j

X ′
j >

∑
j

X∗
j − ١



مجموعه پوشش مͺانیابی مسئله .٢٣٠

دارای مجموعه پوشش مسئله�ی توسیع بهینه�ی جواب ،
∑
i

S∗
i < w اگر (٢.۴.٢) گزاره�ی طبق پس

w > I باید است، I حداکثر
∑
i

S∗
i که آنجایی است.از مسئله شدنͬ جواب�های میان از تسهیل کمترین

باشد. مجموعه پوشش مسئله�ی بهینه�ی جواب همان مجموعه پوشش مسئله�ی توسیع بهینه�ی جواب تا باشد

است. شده انتخاب I + ١ ،(٣.٢) فرمول در w ضریب دلیل همین به



٣ فصل

پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله

٣١



پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله .٣٣٢

مقدمه ١.٣

نیاز مورد تسهیلات تعداد است ممͺن که است این مجموعه پوشش مدل با مرتبط مهم مشͺلات از ͬͺی

ساخته میتوانند دست این از دلایلͬ و بودجه دلیل به که باشد تعدادی از بیشتر تقاضا نقاط کامل پوشش برای

تقاضا نقاط تمام پوشش برای شوند ساخته مͬ�توانند که تسهیلاتͬ تعداد است ممͺن دیͽر عبارت به شوند.

جستجوی در و بͽیریم نادیده را تقاضا نقاط کامل پوشش هدف که مͬ�شود موجب دلیل این نباشد. کافͬ

مͺانیابی مساله همان دقیقاً این و مͬ�شوند پوشانده تسهیلاتمان محدود تعداد با که باشیم جمعیتͬ بیشترین

است. پوشش بیشترین

ثابت و معلوم مقدار ͷی تسهیلات تعدا مجموعه، پوشش مسئله برخلاف پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله در

مͺانیابی طریق از s معلوم پوششͬ فاصله با که است جمعیتͬ بیشترین یافتن نیز مسئله این هدف است.

مͬ�شوند. پوشانده تسهیل ثابتͬ تعداد

پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله ریاضͬ فرمول ٢.٣

ارائه زیر صورت به [٣] ریول و چرچ توسط بار اولین برای پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله ریاضͬ فرمول

شد؛

I max z =
∑
i∈N

aiyi

S.t.
∑
j∈Ni

xj ≥ yi i ∈ N (١.٣)

∑
j∈M

xj = p (٢.٣)

xj ∈ {٠, ١} j ∈ M (٣.٣)

yi ∈ {٠, ١} i ∈ N (۴.٣)

: آن در که

کمترین = dij پوششͬ، فاصله = s تسهیلات، مͺان�های مجموعه = M تقاضا، گره�های مجموعه = N



پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله ریاضͬ فرمول .٢.٣٣٣

شوند. مͺانیابی باید که تسهیلاتͬ تعداد = p و i گره جمعیت = ai ،j گره به i گره از فاصله

مͬ�شوند: تعریف زیر صورت به نیز مسئله تصمیم متغیرهای

xj =

{
١ یابد اختصاص تسهیل j مͺان به اگر
٠ صورت این غیر در

و

yi =

{
١ شود پوشانده i تقاضای نقطه اگر
٠ صورت این غیر در

بپوشانند. را i تقاضای نقطه مͬ�توانند که است تسهیلاتͬ مͺان مجموعه�ی ، Ni = {j ∈ M | dij ≤ s}

فاصله در تسهیل، ͷی حداقل اگر مͬ�شود پوشانده تقاضا نقطه ͷی کردیم ذکر اول فصل در که همان�طور

نمͬ�شود. پوشانده صورت این غیر در و گیرد قرار آن از s مساوی یا و کوچͺتر

بیشینه را مͬ�شوند)، (پوشانده مͬ�شوند سرویس�دهͬ ،s پوششͬ فاصله با که جمعیتͬ میزان مسئله، هدف تابع

و گیرد قرار Ni مجموعه در تسهیل ͷی حداقل که باشد ١ مͬ�تواند زمانͬ تنها yi ،(١.٣) قید طبق مͬ�سازد.

است. p برابر شوند، مͺانیابی باید که تسهیلاتͬ تعداد (٢.٣) قید طبق

را پوشش بیشترین که مͺانͬ p نیز و مͬ�شوند پوشانده تسهیل p با که جمعیتͬ بیشترین مسئله این جواب

مͬ�کند. تعیین مͬ�کنند ایجاد

که مͬ�آید به�دست ١ − yi = yi دادن قرار با مسئله برای هم�ارز فرمول ͷی

yi =

{
١ نشود پوشانده i تقاضای نقطه اگر
٠ صورت این غیر در

مͬ�شود: نوشته زیر شͺل به هدف تابع متغیر، تغییر این با

max (
∑
i∈N

ai +
∑
i∈N

−aiyi)

هدف تابع در مجموع اولین نیز و است آن کمینه�سازی با معادل کمیت ͷی قرینه بیشینه�سازی که آنجایی از

مͬ�شود؛ خلاصه زیر صورت به مسئله هدف تابع مͬ�باشد، معلوم و ثابت مقدار ͷی

min
∑
i∈N

aiyi



پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله .٣٣۴

مسئله مͬ�سازد. کمینه را نمͬ�شوند سرویس�دهͬ نظر مورد پوششͬ فاصله با که افرادی تعداد هدف، تابع این

است؛ زیر صورت به متغیر تغییر این از حاصل کامل

II min z =
∑
i∈N

aiyi

S.t.
∑
j∈Ni

xj + yi ≥ ١ i ∈ N (۵.٣)

∑
j∈M

xj = p (۶.٣)

xj ∈ {٠, ١} j ∈ M (٧.٣)

yi ∈ {٠, ١} i ∈ N (٨.٣)

i تقاضای نقطه برای که مͬ�دهد نشان (۵.٣) ∑قید
j∈Ni

xj ≥ ١ یا yi = ١

نمͬ�شود پوشانده i گره که این یا و مͬ�شود ساخته i تقاضای نقطه از s فاصله در تسهیل ͷی حداقل یا یعنͬ

.yi = ١ و

را مͬ�شود پوشانده s پوششͬ فاصله با که جمعیتͬ بیشترین اول مسئله زیرا معادلند، (II) و (I) مسئله�های

دوم. مسئله یعنͬ نمͬ�شود پوشانده s فاصله با که جمعیتͬ کمترین یافتن با است معادل که مͬ�یابد

زیر صورت به پوشش بیشترین مͺانیابی مدل ،p = ١ و s = ١١ با ١.٣ شͺل شبͺه�ی برای .١.٢.٣ مثال

است:



پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله ریاضͬ فرمول .٢.٣٣۵

G١ ��شبͺه�ی :١.٣ شͺل

max ١٠yA + ٨yB + ٢٢yC + ١٨yD + ٧yE + ۵۵yF

S.t. xA + xB + xD ≥ yA

xA + xB + xD ≥ yB

xC + xE + xF ≥ yC

xA + xB + xD + xE ≥ yD

xC + xD + xE ≥ yE

xC + xF ≥ yF

xA + xB + xC + xD + xE + xF = ١

xA, xB, xC , xD, xE , xF ∈ {٠, ١}

yA, yB, yC , yD, yE , yF ∈ {٠, ١}

مͬ�دهیم قرار و کرده حذف را F و B ،A ستون�های ستونͬ، کاهش ͷتکنی با

از؛ است عبارت حاصل مسئله .xA = xB = xF = ٠



پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله .٣٣۶

max ١٠yA + ٨yB + ٢٢yC + ١٨yD + ٧yE + ۵۵yF

S.t. xD ≥ yA

xD ≥ yB

xC + xE ≥ yC

xD + xE ≥ yD

xC + xD + xE ≥ yE

xC ≥ yF

xC + xD + xE = ١

xC , xD, xE ∈ {٠, ١}

yA, yB, yC , yD, yE , yF ∈ {٠, ١}

مورد نمͬ�توانند پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله برای سطری کاهش روندهای از ͷی هیچ متأسفانه

آوردیم: به�دست زیر صورت به کلͬ شمارش با را ͷکوچ مسئله این جواب گیرند. قرار استفاده

xC = ١ و (xA = xB =)xD = xE(= xF ) = ٠

شدند.) داده نشان پرانتز در ستونͬ های کاهش از آمده دست به (جواب�های

yA = yB = yD = ٠ و yC = yE = yF = ١

است. ٨۴ برابر شود پوشانده تسهیل ١ با تواند مͬ که جمعیتͬ بیشترین یعنͬ آن هدف تابع مقدار که



پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله حل تکنی�ͷهای .٣.٣٣٧

پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله حل تکنی�ͷهای ٣.٣

ابتکاری روشهای ١.٣.٣

آوردن به�دست برای حریصانه الͽوریتم است. (GA) حریصانه١ افزایشͬ الͽوریتم ابتکاری، روش اولین

مͬ�کند شروع جواب خالͬ مجموعه ͷی با شده، داده پوششͬ فاصله تحت تسهیل p با پوشش بیشترین

را مͺانͬ تسهیل، اولین برای که صورت بدین مͬ�کند. اضافه مجموعه این به را مͺان بهترین بار هر و

که برمͬ�دارد را مͺانͬ تسهیل، دومین برای مͬ�پوشاند. کل جمعیت از را جمعیت بیشترین که مͬ�کند انتخاب

سومین ترتیب همین به مͬ�پوشاند. نشده، پوشانده تسهیل اولین با که جمعیتͬ میان از را جمعیت بیشترین

نشده، پوشانده تسهیل دومین و اولین با که جمعیتͬ میان از را جمعیت بیشترین که است مͺانͬ تسهیل، مͺان

شود. پوشانده جمعیت کل که این یا و شود انتخاب تسهیل p که زمانͬ تا مͬ�یابد ادامه عمل این مͬ�پوشاند.

الͽوریتم با آن برای را پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله و s = ٩ مͬ�کنیم فرض ١.٣ شͺل در .١.٣.٣ مثال

واضح مͬ�دهد. نشان را مͬ�پوشاند کاندیدا مͺان هر که تقاضایی میزان و نقاط ١.٣ جدول مͬ�کنیم. حل GA

مͬ�پوشاند. را ۵۵ با برابر تقاضایی که است F گره تسهیل اولین برای مͺان بهترین که است

مͬ�پوشاند کاندیدا مͺان هر که تقاضایی میزان و نقاط :١.٣ جدول

کاندیدا مͺان میپوشاند که گره�هایی میپوشاند که تقاضایی
A A,B ١٨
B A,B,D ٣۶
C C,E ٢٩
D B,D ٢۶
E C,E ٢٩
F F ۵۵

پوشانده تقاضای میزان مسئله، از ( F نقطه (خود F توسط شده پوشانده تقاضای نقاط کردن خارج

و B ،A گره�های که است B مͺان مͺان، دومین پس نمͬ�دهد. تغییر مثال این در را گره�ها سایر توسط شده

حاصل ٢.٣ جدول ،B گره توسط شده پوشانده گره�های کردن خارج با مͬ�پوشاند. ٣۶ کل تقاضای با را D

مͬ�شود.
١ Greedy Adding



پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله .٣٣٨

F و B مͺان�های در تسهیل گرفتن قرار از بعد کاندیدا مͺان هر پوشش :٢.٣ جدول

کاندیدا مͺان میپوشاند باقیمانده گره�های از که گره�هایی میپوشاند باقیمانده جمعیت از که تقاضایی
A − ٠
B − ٠
C C,E ٢٩
D − ٠
E C,E ٢٩
F − ٠

الͽوریتم و شده پوشانده تقاضا نقاط همه انتخاب، این با باشد، E یا C گره�های از ͬͺی مͬ�تواند مͺان سومین

مͬ�شود. متوقف

با GA الͽوریتم جواب زیرا است بهینه مͬ�آید به�دست GA الͽوریتم از که جوابی ،p = ١ که زمانͬ تذکر:

،p > ١ که زمانͬ اما مͬ�پوشاند. کل جمعیت از را جمعیت بیشترین که است مͺانͬ تعریف، طبق p = ١

نمͬ�شود. تضمین GA از آمده به�دست جواب بهینگͬ

(GAS) جانشین٢ͬ با حریصانه افزایشͬ الͽوریتم شده، ساخته اول روش مبنای بر که ابتکاری روش دومین

کنید. توجه زیر مثال به است.

باشد. ٩ برابر (s) پوششͬ فاصله ٢.٣ شͺل در کنید فرض .٢.٣.٣ مثال

G٢ شبͺه�ی :٢.٣ شͺل

مͬ�دهد. نشان مͬ�پوشاند کاندیدا مͺان هر که را تقاضایی میزان و تقاضا گره�های ٣.٣ جدول

٢Greedy Adding and Substitution Algorithm
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مͬ�پوشاند کاندیدا مͺان هر که تقاضایی میزان و گره�ها :٣.٣ جدول

کاندیدا مͺان پوشش تحت گره�های پوشش تحت تقاضای
A A,B ٧
B A,B,C ١٧
C B,C,D ٢١
D C,D,E ١٩
E D,E ٩

مͬ�پوشاند.) را ٢١ برابر تقاضایی (زیرا مͬ�گیرد قرار C گره در تسهیل اولین حریصانه الͽوریتم از استفاده با

D گره�های از ͬͺی در مͬ�تواند تسهیل دومین مͬ�شوند. پوشانده D و C ، B تقاضای گره�های ترتیب بدین و

تسهیل گرفتن قرار از بعد مͬ�پوشانند. باقیمانده تقاضای ۵ از را تقاضا ٣ آنها از ͷی هر زیرا گیرد، قرار E یا

است لازم تقاضا نقاط همه پوشش برای شد. خواهد پوشانده نیز E تقاضای گره مͺان، دو این از ͬͺی در

اگر اما شود. پوشانده نیز باقیمانده تقاضای ٢ تا دهیم قرار B یا A گره�های از ͬͺی در را تسهیل سومین که

پس بپوشانیم. را تقاضا نقاط تمام مͬ�توانستیم تسهیل ٢ با تنها مͬ�دادیم قرار D و B گره دو در را تسهیلات

قرار از بعد کنید فرض حال نیست. بهینه آمده به�دست حریصانه افزایشͬ روش از تسهیل ٢ با که پوششͬ

در تسهیل اولین اگر بͽیریم. نظر در آزاد مͺان ͷی به را تسهیلات از ͬͺی انتقال امͺان تسهیل، دومین دادن

٢٣ از را کل پوشش ،B گره به C گره از تسهیل انتقال باشد، گرفته قرار E گره در تسهیل دومین و C گره

به B آزاد گره جانشینͬ واقع در شد. خواهند پوشانده تقاضا نقاط تمام و مͬ�دهد افزایش تقاضا ٢۵ به تقاضا

روند ادغام یعنͬ این و است داده افزایش را تسهیل ٢ با کل پوشش میزان جواب، مجموعه در C گره جای

حریصانه. افزایشͬ الͽوریتم با جانشینͬ

نظر در نشده انتخاب مͺان�های با را جواب مجموعه در شده انتخاب مͺان هر تعویض امͺان جانشینͬ روند

الͽوریتم مͬ�گیرد. صورت جانشینͬ و تعویض این شود هدف تابع بهبود باعث تعویضͬ چنین اگر مͬ�گیرد،

مͬ�کند، تعیین حریصانه افزایشͬ الͽوریتم همانند درست را جدید مͺان�های جانشینͬ، با حریصانه افزایشͬ

مͺان ͷی جانشینͬ با جواب بهبود امͺان آیا که مͬ�کند بررسͬ جدید مͺان هر انتخاب از بعد آن بر علاوه اما

نه. یا دارد وجود جواب مجموعه در مͺان ͷی جای به آزاد
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شوند، آن جانشین مͬ�توانند که آزادی گره�های میان از جواب، مجموعه در گره هر برای جانشینͬ، روند در

شد. خواهد انتخاب مͬ�شود هدف تابع در افزایش بیشترین باعث که گره بهترین

به�دست GAS و GA الͽوریتم�های با را تسهیل p با پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله�ی جواب وقتͬ

به�دست تسهیل p تا ... ،٢ ،١ با مسائل برای را پوشش بیشترین مقادیر ،ͷاتوماتی طور به الͽوریتم مͬ�آوریم

مͬ�آورد.

را عملیات اجرای زمان ملاحظه�ای قابل میزان به (که جانشینͬ الͽوریتم ادغام با حتͬ که است ذکر شایان

ندارد. وجود حریصانه افزایشͬ الͽوریتم برای بهینه جواب آوردن به�دست برای تضمینͬ هم مͬ�دهد) افزایش

کنید. توجه زیر مثال به جانشینͬ الͽوریتم از استفاده اهمیت به بردن پی برای حال این با

شوند. پوشانده مایل ٧٢٠ پوششͬ فاصله با متحده ایالات در جمعیت پر شهر ٨٨ است قرار .٣.٣.٣ مثال

مͬ�شود. مشاهده ۴.٣ جدول در حریصانه افزایشͬ الͽوریتم از آمده به�دست جواب

حریصانه افزایشͬ الͽوریتم از آمده به�دست جواب :۴.٣ جدول

مͺان�ها تعداد شده انتخاب مͺان�های پوشش درصد
١ Indianapolis ۶٠/۶۵
٢ Indianapolis, ElPaso ٨٨/۶١
٣ Indianapolis, ElPaso, Salt Lake City ٩٧/۴٢
۴ Indianapolis, ElPaso, Salt Lake City,Raleigh ٩٩/٩۵
۵ Indianapolis, ElPaso, Salt Lake City,Raleigh,Detroit ١٠٠/٠٠

داریم. نیاز تسهیل ۵ به حریصانه افزایشͬ روش از استفاده با تقاضا نقاط کامل پوشش برای جدول، طبق

ال�پاسو، در تسهیل دومین گرفتن قرار از بعد کنیم، استفاده جانشینͬ با حریصانه افزایشͬ الͽوریتم از اگر اما

تسهیل حریصانه الͽوریتم سپس، مͬ�کند. ایندیاناپلیس شهر جانشین را سیسیناتͬ شهر جانشینͬ الͽوریتم

و ال�پاسو جانشین را نیوارلینز جانشینͬ الͽوریتم آن از بعد مͬ�دهد. قرار سالت�لی�ͷسیتͬ شهر در را بعدی

الͽوریتم و شده پوشانده شهر ٨٨ هر جانشینͬ این از بعد مͬ�کند. تعویض دترویت با را سیسیناتͬ سپس،

. ۵.٣ جدول مͬ�شود متوقف
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جانشینͬ با حریصانه افزایشͬ الͽوریتم از آمده به�دست جواب :۵.٣ جدول

مͺان�ها تعداد شده انتخاب مͺان�های پوشش درصد
١ Indianapolis ۶٠٫ ۶۵
٢ Indianapolis, ElPaso ٨٨٫ ۶١
٢ Cincinnati, ElPaso ٨٨٫ ٩٨
٣ Cincinnati, ElPaso, Salt Lake City ٩٧٫ ٧٩
٣ Cincinnati,NewOrleans, Salt Lake City ٩٨٫ ۵٩
٣ Detroit,NewOrleans, Salt Lake City ١٠٠٫ ٠٠

حریصانه الͽوریتم جواب مجموعه در مͺان ͷی جای به آزاد مͺان ͷی جانشینͬ با دیدیم که همان�طوری

پوشش به کمتر تسهیل تعداد با ترتیب بدین و دهیم افزایش تسهیل تعداد همان با را پوشش میزان توانستیم

برسیم. تقاضا نقاط تمام

خطͬ ریزی برنامه روش ٢.٣.٣

حل برای .[٣] مͬ�آورد به�دست را پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله�ی بهینه جواب خطͬ، برنامه�ریزی روش

آزاد II مسئله در را yi و xj ͷی و صفر متغیرهای که است لازم تنها خطͬ برنامه�ریزی روش با مسئله این

کنیم. تبدیل نامنفͬ متغیرهای به و ساخته

١ از بزرگتر هرگز xj متغیر پوشش، بیشترین مͺانیابی مسئله خطͬ برنامه�ریزی آزادسازی بهینه جواب در

بدون باشد، ١ از بیشتر بهینه جواب در ای xj اگر زیرا آید.) به�دست کل پوشش که این مͽر ) بود. نخواهد

موجب (۶.٣) قید طبق کاهش این داد. کاهش ١ به را آن مͬ�توان نقضشود، (۵.٣) قیود از ͷی هیچ که این

و یافته کاهش yi از مقادیری که شود موجب است ممͺن افزایش این مͬ�شود. دیͽر xj مقادیر در افزایش

است. تناقض در جواب بهینگͬ با این که یابد کاهش نیز هدف تابع آن تبع به

قید در که این برای yi متغیر نیست لازم چون و است yi متغیرهای کمینه�سازی هدف، تابع که این دلیل به

بود. نخواهد ١ از بزرگتر هرگز خطͬ برنامه�ریزی بهینه جواب در نیز yi باشد، ١ از بزرگتر کند صدق (۵.٣)

داریم، خطͬ برنامه�ریزی بهینه جواب در پس

∀ j ∈ M ; ٠ ≤ xj ≤ ١ و ∀ i ∈ N ; ٠ ≤ yi ≤ ١
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دو از ͬͺی به پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله خطͬ برنامه�ریزی بهینه جواب ندهد، رخ کامل پوشش اگر

است: زیر حالت

مͬ�شود. نامیده صحیح٣ همه جواب جواب، این که هستند ͷی و صفر yi و xj مقادیر همه اول) حالت

مͬ�شود. نامیده کسری جواب جواب، این که است کسری xj متغیرهای از بعضͬ مقدار دوم) حالت

بیشترین مسئله بهینه جواب باشند، ͷی و صفر yi و xj مقادیر همه خطͬ برنامه�ریزی بهینه جواب در اگر

آمده به�دست بهینه جواب یابد، خاتمه دوم حالت به خطͬ برنامه�ریزی اگر ولͬ است آمده به�دست پوشش

نیست. شدنͬ ͷی و صفر اصلͬ مسئله برای

همه خطͬ، برنامه�ریزی آزادسازی بهینه جواب مواقع درصد ٨٠ تقریباً که است داده نشان محاسباتͬ تجارب

شاخه و بینͬ باز متفاوت، روش دو مͬ�آید. به�دست کسری جواب�های مواقع درصد ٢٠ تنها و است صحیح

مͬ�شوند. استفاده خطͬ برنامه�ریزی کسری جواب�های از صحیح همه جواب�های آوردن به�دست برای کران و

و تسهیل (p− ١) با صحیح همه بهینه جواب از آمده به�دست اطلاعات با بازبینͬ، روش در بازبینͬ: روش

مͬ�آوریم. به�دست را تسهیل p با صحیح همه بهینه جواب تسهیل، p با کسری بهینه جواب

مͬ�کنیم. روشن را روش این مثال، ͷی با

مقادیر برای ۶۴٠ کل جمعیت با گره�ای ۵۵ شبͺه�ی ͷی روی پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله .۴.٣.٣ مثال

مقادیر به مربوط جواب�های از غیر جواب�ها همه است. شده حل خطͬ برنامه�ریزی روش با p = ٩ تا p = ١

تقاضای گره�های جز به گره�ها همه تسهیل ٧ با مسئله بهینه جواب هستند. صحیح همه p = ٩ و p = ٨

مͬ�باشد. ٢ نیز گره�ها جمعیت کمترین و ٢ ،B گره جمعیت و ۵ ،A گره جمعیت مͬ�پوشاند. را A و B

کسری اما بهینه جواب با پوشش تحت جمعیت است. تسهیلات برای کاندیدا مͺان ͷی نیز تقاضا نقطه هر

و p = ٨ برای صحیح همه بهینه جواب یافتن مسئله، حال است. ۶٣٩ ،p = ٨ برای خطͬ برنامه�ریزی

کرد: توجه زیر نکته ٢ به باید کار این انجام برای است. فوق اطلاعات از استفاده با تنها p = ٩

تحت جمعیت مͬ�پوشاند، را A و B گره�های جز به گره�ها همه تسهیل، ٧ با بهینه جواب که آنجایی از (١

٣all intejer
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(۶۴٠ − ۵ − ٢ = ۶٣٣) است. ۶٣٣ برابر جواب این پوشش

جز جمعیت تمام حداکثر که این یا و مͬ�پوشاند را جمعیت کل یا تسهیل ٨ با صحیح همه بهینه جواب (٢

است ۶۴٠ یا تسهیل ٨ با بهینه جواب برای پوشش میزان یعنͬ این و مͬ�پوشاند را گره کوچͺترین جمعیت

مͬ�باشد. ۶٣٨ حداکثر یا و

همه بهینه جواب است ۶٣٩ ،p = ٨ با خطͬ برنامه�ریزی بهینه جواب برای پوشش میزان که آنجایی از

،p = ٨ با صحیح همه بهینه جواب ٢ مشاهده طبق پس بپوشاند. را جمعیت تمام نمͬ�تواند آن صحیح

مجموعه ͷی ،p = ٧ برای مسئله بهینه جواب به A گره کردن اضافه با مͬ�پوشاند. را ۶٣٨ جمعیت حداکثر

ممͺن پوشش بیشترین جواب این که آنجایی از است. ۶٣٨ آن پوشش که مͬ�گیرد شͺل تسهیل ٨ با جواب

کل نمͬ�تواند تسهیل ٨ با بهینه جواب چون است. p = ٨ برای بهینه جواب ͷی مͬ�کند، ایجاد تسهیل ٨ با را

جوابی چنین است. بهینه کند، ایجاد را کامل پوشش بتواند که تسهیل ٩ با جوابی هر بپوشاند، را جمعیت

به�دست اطلاعات بنابراین مͬ�شود. تولید p = ٧ برای مسئله بهینه جواب به B و A گره�های کردن اضافه با

مͬ�تواند تسهیل p با صحیح همه بهینه جواب تعیین در تسهیل (p− ١) با صحیح همه بهینه جواب از آمده

باشد. مفید

بازبینͬ روش با که خطͬ برنامه�ریزی کسری جواب�های برای کران و شاخه روش کران: و شاخه روش

است. شده بیان قبل فصل در تفصیل به روش این مͬ�رود. کار به نمͬ�شوند، تبدیل صحیح همه جواب به

الͽوریتم�ها عملͺرد مقایسه ۴.٣

مͺانیابی مسئله حل در GAS و GA ابتکاری روش�های با خطͬ برنامه�ریزی روش عملͺرد مقایسه برای

روی را ( (s, p) ترکیبات برای مختلف مقدار ٢٧) مسئله ٢٧ تعداد [٣] ریول و چرچ پوشش، بیشترین

برنامه�ریزی روش�های با را مسائل این و گرفتند نظر در سوین۴ دکترای تز در شده معرفͬ گره�ای ۵۵ شبͺه�ی

. نمودند حل GAS و GA خطͬ،

۴Swain
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و شده حل p مختلف مقادیر با خطͬ برنامه�ریزی مسائل ،s پوششͬ فاصله�ی هر برای آزمون، این در

به�دست برای شدند. اجرا ٧٠٩۴ ۶ آی.بی.ام سیستم در IV فورترن۵ برنامه با GAS و GA الͽوریتم�های

ͷی اگر و مͬ�شود گرفته کار به بازبینͬ روش ابتدا خطͬ برنامه�ریزی کسری جواب از صحیح جواب آوردن

مͬ�رود. کار به آن برای کران و شاخه روش نشود، تبدیل صحیح جواب به بازبینͬ روش با کسری جواب

است. شده داده نشان ۶.٣ جدول در آزمون این نتایج

پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله حل در GAS و GA روشهای با خطͬ برنامه�ریزی روش مقایسه :۶.٣ جدول
خطͬ برنامه�ریزی GA الͽوریتم GAS الͽوریتم

s مقدار p محدوده کسری جواب�های بازبینͬ کران و شاخه غیربهینه غیربهینه
١٠ ٩تا١ ٨،٩ ٨،٩ − ۴،۵،۶،٧،٨،٩ ۴،۵،٧،٨
١٢ ٧تا١ ٣،۴ − ٣،۴ ٢،٣،۴،۵،۶ ٢،٣،۴،۵،۶،٧
١۵ ۵تا١ ۵ ۵ − ٢،٣،۴،۵ ٣،۴،۵
١٩ ٣تا١ ٣ − ٣ ٢،٣ ٢
٢٠ ٣تا١ − − − ٢ −

جوابها کل تعداد ٢٧ ۶ ٣ ٣ ١٨ ١۴

غیر�بهینه آنها برای GAS و GA الͽوریتم�های جواب که p مقادیر غیربهینه، از منظور ۶.٣ جدول در توضیح:

بازبینͬ، از منظور آخر در و بودند کران و شاخه نیازمند که p مقادیر ، کران و شاخه از منظور مͬ�باشد. است،

مͬ�باشد. شدند، تبدیل صحیح جواب به بازبینͬ روش با آنها خطͬ برنامه�ریزی جواب که p مقادیر

ختم صحیح همه جواب به خطͬ برنامه�ریزی�های درصد ٨٠ تقریباً مͬ�شود، مشاهده جدول در که همان�طور

درصد ١٠ تنها شدند. حل بازبینͬ روش و خطͬ برنامه�ریزی ترکیب با مسائل کل درصد ٩٠ تقریباً و شدند

است. بوده نیاز مورد صحیح همه جواب�های به کسری جواب�های تبدیل برای کران و شاخه روش مواقع

است. غیربهینه مواقع درصد ۵٠ تقریباً GAS الͽوریتم و مواقع درصد ۶٠ از بیشتر GA الͽوریتم

۵Fortran
۶IBM
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جمعیت � هزینه منحنͬ ۵.٣

ͷی مͬ�شوند) مͺانیابی که تسهیلاتͬ (تعداد p و پوششͬ) (فاصله s مطلوب مقدار هر برای شبͺه هر در

مͬ�توان p مقادیر روی مسئله حل و s داشتن نگاه ثابت با مͬ�شود. تعریف پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله

تحت جمعیت در تغییر جمعیت - هزینه منحنͬ آورد. به�دست شبͺه آن برای را جمعیت - هزینه منحنͬ

شͺل مͬ�دهد. نشان مͬ�کند، تغییر تسهیلات تعداد کاهش یا افزایش با سیستم هزینه�ی که حالͬ در را پوشش

شده طراحͬ گره�ای ٣٠ شبͺه�ی روی پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله برای را جمعیت - هزینه منحنͬ ٣.٣

مͬ�دهد. نشان s = ٢ ثابت پوششͬ فاصله برای [٢١] ریول و ٧ͬͺرجس توسط

s = ٢ با گره�ای ٣٠ شبͺه ͷی برای جمعیت - هزینه منحنͬ :٣.٣ شͺل

طبق مͬ�شود. مشاهده p مختلف مقادیر برای پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله بهینه�ی جواب منحنͬ این در

برای بهینه جواب مͬ�یابد. کاهش تسهیلات تعداد افزایش با پوشش تحت جمعیت در افزایش میزان نمودار،

کمترین p = ١٢ زیرا مͬ�باشد. نیز s = ٢ برای مجموعه پوشش مͺانیابی مسئله بهینه�ی جواب ،p = ١٢

٧ Rojeski



پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله .٣۴۶

مͬ�آید. به�دست s = ٢ برای درصد ١٠٠ پوشش آن با که است تسهیلͬ تعداد

با تسهیل) تعداد (چه مخارج از سطحͬ چه شود تعیین که است این تصمیم�گیری در مهم موضوع ͷی

حتͬ شده ذکر شبͺه�ی در مثال، برای است. منطقͬ و توجیه�پذیر خاص مسئله ͷی برای آن از حاصل پوشش

جواب هم باز باشد، فراهم درصد ١٠٠ پوشش آوردن به�دست و تسهیل ١٢ تأسیس برای کافͬ سرمایه اگر

بردن بالا صرف مͬ�تواند مͺانیابی هزینه�ی در کاهش این و است قبولتر قابل درصد ٩٠ پوشش با تسهیل ٨

بسیار اطلاعات جمعیت هزینه- منحنͬ بنابراین بشود. نیستند مͺانیابی به مربوط که خدماتͬ سایر سطح

مͬ�دهد. قرار تصمیم�گیرنده اختیار در را سودمندی

لازم ͬͺنزدی قیود با پوشش بیشترین ۶.٣

مطلوب پوششͬ فاصله با را ممͺن پوشش بیشترین مͬ�خواهد اینکه بر علاوه تصمیم�گیرنده موارد از بعضͬ در

مͬ�کند. توجه نیز نمͬ�شوند پوشانده فاصله این با که جمعیتͬ به شده ارائه خدمات کیفیت به کند، ایجاد s

مͬ�دهد انجام گونه�ای به را تسهیلات مͺانیابی و کرده تعیین را (T > s) T فاصله او شرایطͬ چنین در

پوشانده s فاصله با که جمعیتͬ حال عین در و بپوشاند s مطلوب فاصله با را ممͺن جمعیت بیشترین که

این شود). تضمین T فاصله با کامل (پوشش بیابند خود از T فاصله�ی در را تسهیل ͷی حداقل نمͬ�شوند،

آن مͬ�توان خلاصه طور به که مͬ�شود نامیده لازم ͬͺنزدی قیود با پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله�ی مسئله،

کرد؛ تعریف چنین را

پوششͬ فاصله�ی با پوشش تحت جمعیت ساختن ماکزیمم برای شبͺه ممͺن مͺان�های در تسهیل p دادن قرار

از (T > s) T فاصله در را تسهیلͬ تقاضا، نقاط تمام در مصرف�کننده�ها شود تضمین که حالͬ در s معلوم

مͬ�یابند. خود

جمعیت به خدمات از سطحͬ ارائه�ی برای مͺانیزم ͷی (T فاصله با کامل پوشش ) لازم ͬͺنزدی قیود واقع در

جمعیت برای آمده به�دست جواب باشد، نزدیͺتر s به T چه هر مͬ�باشد. s مطلوب فاصله با نشده پوشانده

است. بهتر s فاصله با نشده پوشانده
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مانند آن تسهیلات تعداد به مربوط قید و هدف تابع است. I مسئله شبیه خیلͬ مسئله این ریاضͬ فرمول

دارد؛ وجود پوششͬ قید نوع ٢ مسئله این در که تفاوت این با مͬ�باشد I مسئله

∑
j∈Ni

xj ≥ yi ∀ i ∈ N (٩.٣)

∑
j∈Mi

xj ≥ ١ ∀ i ∈ N (١٠.٣)

.Mi = {j | dij ≤ T} که

است. Ni مجموعه شامل Mi مجموعه ،T > s چون که کنید توجه

تغییر باشد. موجود i تقاضای نقطه از T فاصله در تسهیل ͷی حداقل باید که مͬ�دهد نشان (١٠.٣) قید

جمعیت کمینه�سازی مسئله�ی به را آن و رود کار به نیز مسئله این برای مͬ�تواند ٢.٣ بخش در شده ذکر متغیر

مسئله خلاف بر کند. تبدیل مͬ�شود، حفظ T فاصله با کامل پوشش که حالͬ در s فاصله با نشده پوشانده

از خاصͬ مقادیر برای تنها لازم، ͬͺنزدی قیود با پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله پوشش، بیشترین مͺانیابی

نقاط تمام پوشش برای نیاز مورد تسهیل تعداد کمترین ،p مقادیر این پایین حد است. شدنͬ جواب دارای p

مͬ�باشد. T پوششͬ فاصله با تقاضا

فاصله با کامل پوشش ایجاد برای نیاز مورد تسهیل تعداد کمترین p∗ خاص، مسئله ͷی برای که کنید فرض

مجموعه پوشش مسئله بهینه جواب دارد، T فاصله با را کامل پوشش که تسهیل −p∗ جواب هر باشد. T

برای بهینه جواب (چند دارند T فاصله با را کامل پوشش که تسهیل −p∗ جواب چند است ممͺن اما است.

را لازم ͬͺنزدی قیود با پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله بخواهیم اگر باشد. موجود مجموعه) پوشش مسئله

کامل پوشش که حالͬ در است s فاصله با پوشش بیشترین آوردن به�دست هدف چون کنیم حل تسهیل p∗ با

پوششͬ فاصله با مجموعه پوشش مسئله بهینه جواب�های میان از را جوابی باید مͬ�شود، حفظ T فاصله با

بیشترین مͺانیابی مسئله بردن کار به پس مͬ�پوشاند. s کوچͺتر فاصله با را جمعیت بیشترین که بیابیم T

مسئله بهینه�ی جواب�های میان از جواب مطلوب�ترین آوردن به�دست برای ͬͺتکنی لازم، ͬͺنزدی قیود با پوشش
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دارد، T فاصله با را کامل پوشش اینکه بر علاوه مسئله، این جواب زیرا است. مجموعه پوشش مͺانیابی

پوشش مͺانیابی مسئله بهینه�ی جواب�های سایر به نسبت ،s مطلوبتر و کوتاهتر فاصله�ی با را پوشش بیشترین

مͬ�باشد. دارا مجموعه

کمینه�سازی فرم روی که خطͬ برنامه�ریزی روش با هم لازم، ͬͺنزدی قیود با پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله

است. حل قابل ابتکاری، روشهای با هم و مͬ�شود پیاده مسئله

معرفͬ (شبͺه�ی گره�ای ۵۵ شبͺه�ی ͷی تقاضای نقاط همه بخواهد تصمیم�گیرنده کنید فرض .١.۶.٣ مثال

مسئله�ی مسئله، که است واضح بپوشاند. ١۵ پوششͬ فاصله با و تسهیل کمترین با را سوین) توسط شده

مͬ�دهد. نشان را مسئله این جواب ۴.٣ شͺل است. s = ١۵ با مجموعه پوشش مͺانیابی

s = ١۵ با مجموعه پوشش مسئله جواب :۴.٣ شͺل

یعنͬ مͬ�گیرند، قرار آنها در تسهیلات که هستند مͺانͬ ۵ شده کشیده خط آنها دور شͺل در که گره�هایی
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نزدیͺترین به تقاضا گره�ی هر است. ۵ مسئله این در تقاضا نقاط تمام پوشش برای تسهیل تعداد کمترین

تقسیم�بندی نوع دو ۴.٣ شͺل در است. شده افراز مجموعه ۵ به شبͺه ترتیب بدین و اختصاصیافته تسهیلش

کامل خط با که مجموعه�هایی است. شده داده نشان خط�چین با دیͽری و کامل خط با ͬͺی که دارد وجود

خط�چین با که مجموعه�هایی و شدند پوشانده s = ١۵ با که هستند گره�هایی نشان�دهنده� شدند، مشخص

که مͬ�دهد نشان ۴.٣ شͺل شدند. پوشانده s = ١٠ با که مͬ�باشند گره�هایی نشان�دهنده� شدند، مشخص

بقیه و مͬ�پوشاند ١٠ پوششͬ فاصله با را ٢٠١ با برابر جمعیتͬ مجموعه، پوشش مسئله�ی بهینه�ی جواب این

ذکر که همان�طور مͬ�گیرند. قرار تسهیلشان نزدیͺترین از ١۵ و ١٠ بین فاصله در دیͽر تای ۴٣٩ یعنͬ جمعیت

جواب�های از جوابی آوردن به�دست برای مͬ�تواند لازم، ͬͺنزدی قیود با پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله شد

کار به مͬ�پوشاند، مطلوبتر و درونͬ فاصله ͷی با را جمعیت بیشترین که مجموعه پوشش مسئله�ی بهینه�ی

T = ١۵ و s = ١٠ برای لازم ͬͺنزدی قیود با پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله حل با نیز مثال این در رود.

که مͬ�آید به�دست ١۵ پوششͬ فاصله با مجموعه پوشش مسئله بهینه جواب�های از جوابی تسهیل، ۵ همان با

،١٠ پوششͬ فاصله با آن پوشش تحت جمعیت که جواب این مͬ�پوشاند. ١٠ فاصله با را جمعیت بیشترین

است. شده داده نشان ۵.٣ شͺل در مͬ�باشد، ۶۴٠ کل جمعیت از ٣۵۴ برابر
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دارد. ١٠ فاصله با را پوشش بیشترین که مجموعه پوشش مسئله بهینه جواب :۵.٣ شͺل

پوشش اینکه ضمن زیرا مͬ�باشد، ۴.٣ شͺل در شده داده نشان جواب از بهتر فوق جواب که است واضح

شͺل جواب از بیشتر درصد ٧۵ ،١٠ پوششͬ فاصله با آن پوشش میزان دارد، ١۵ پوششͬ فاصله با را کامل

جمعیتͬ تسهیل ۵ با نمͬ�توانیم لازم، ͬͺنزدی قیود با پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله تعریف طبق است. ۴.٣

اگر اما بپوشانیم، مͬ�شود حفظ ١۵ فاصله با کامل پوشش که حالͬ در ١٠ پوششͬ فاصله با را ٣۵۴ از بیشتر

میزان بͽیریم، نادیده را ١۵ پوششͬ فاصله با کامل پوشش قید اینکه یا و دهیم افزایش را تسهیلات تعداد

فاصله با را پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله جواب ۶.٣ شͺل مͬ�یابد. افزایش ١٠ پوششͬ فاصله با پوشش

T = ١۵ فاصله با نمͬ�گیرند قرار مجموعه�ها از ͷی هیچ در که گره�هایی مͬ�دهد. نشان s = ١٠ پوششͬ

نمͬ�شوند. پوشانده

از ،١٠ پوششͬ فاصله با پوشش تحت جمعیت ،١۵ پوششͬ فاصله با تقاضا نقاط تمام پوشاندن برای
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s = ١٠ با پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله بهینه جواب :۶.٣ شͺل

با پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله از که ٣۵۴ به آمده به�دست پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله از که ۶٠٩

فاصله با پوشش تحت جمعیت در تایی ٢۵۵ کاهش این است. یافته کاهش آمد، به�دست لازم ͬͺنزدی قیود

لازم ͬͺنزدی قیود گرفتن نظر در با زیرا است، ١۵ پوششͬ فاصله با کامل پوشش ایجاد هزینه�ی ١٠ پوششͬ

مͬ�یابند، خود از ١۵ فاصله در را تسهیلͬ گره) ۵۵ از گره ۴ (در ۶۴٠ کل جمعیت از ١٢ با برابر جمعیتͬ تنها

مͬ�گیرند. قرار ١٠ سرویس فاصله از خارج ٢۵۵ با برابر جمعیتͬ که حالͬ در

مͺانیابی مسئله جواب از مطلوبتر مثال این در پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله جواب تصمیم�گیرنده دیدگاه از

فاصله با کامل (پوشش لازم ͬͺنزدی قیود گرفتن نادیده با چون است. لازم ͬͺنزدی قیود با پوشش بیشترین

افزایش ملاحظه�ای قابل میزان به ١٠ پوششͬ فاصله با پوشش تحت جمعیت بیشترین تنها نه (١۵ پوششͬ

نیز (۶۴٠ از ١٢) مͬ�گیرند قرار ١۵ سرویس فاصله از خارج که افرادی تعداد بلͺه ،(۶٠٩ به ٣۵۴ (از یافته
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است. اندک بسیار

لاگرانژ آزادسازی ابتکاری روش با پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله حل ٧.٣

آورید؛ یاد به شد بیان ٢.٣ بخش در که را پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله فرمول

P : max
∑
i∈N

aiyi

S.t. yi ≤
∑
j

aijxj i ∈ N (١١.٣)

∑
j∈M

xj = p (١٢.٣)

xj ∈ {٠, ١} j ∈ M (١٣.٣)

yi ∈ {٠, ١} i ∈ N (١۴.٣)

به مͬ�سازد، مرتبط yi پوششͬ متغیرهای به را xj مͺان متغیرهای زیرا مͬ�کند پیچیده را آنالیز (١١.٣) قید

آزادسازی دیͽر مسائل در است ممͺن که کنید (توجه کنیم. آزاد را قید این مͬ�گیریم تصمیم دلیل همین

قید چندین مسائل از خیلͬ در واقع، در نشود. پیشنهاد مͬ�کنند مرتبط هم به را تصمیم متغیرهای که قیودی

مͬ�کند.) مسئله حل به بیشتری ͷکم آن آزادسازی که کرد انتخاب را قیدی باید و دارد وجود آزادسازی برای

مͬ�آید؛ به�دست زیر مسئله ، λi لاگرانژی ضرایب از استفاده با (١١.٣) قید سازی آزاد از بعد

D : minλ maxx,y
∑
i

aiyi +
∑
i

λi (
∑
j

aijxj − yi)

S.t.
∑
j

xj = p

xj ∈ {٠, ١} j ∈ M

yi ∈ {٠, ١} i ∈ N

مͬ�سازیم. کمینه λi لاگرانژی متغیرهای حسب بر و ماکزیمم yi و xj تصمیم متغیرهای حسب بر را هدف تابع

تعداد که آنجایی از داریم. نیاز لاگرانژی ضریب ͷی مͬ�شوند آزاد که قیودی از ͷی هر برای که کنید توجه
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نیاز مورد λi لاگرانژی ضریب ͷی ،i تقاضای نقطه هر ازای به است تقاضا نقاط اندازه به (١١.٣) قیود

است.

داریم؛ را زیر مسئله هدف، تابع در yi به مربوط عبارات ترکیب با

minλ maxx,y
∑
i

(ai − λi)yi +
∑
j

(
∑
i

aijλi)xj

S.t.
∑
j

xj = p

xj ∈ {٠, ١} j ∈ M

yi ∈ {٠, ١} i ∈ N

λi ≥ ٠

هر ازای به لاگرانژی دوگان هدف تابع بهینه مقدار λi ≥ ٠ انتخاب با ،
∑
j

aijxj − yi ≥ ٠ که آنجایی از

P مسئله هدف تابع بهینه مقدار برای بالا کران ͷی لاگرانژی، ضرایب نامنفͬ و ثابت مقادیر از مجموعه

بود. خواهد

دیͽری و xj متغیرهای به مربوط ͬͺی مسئله، زیر ٢ به دوگان مسئله لاگرانژی، ضرایب ثابت مقادیر برای

مربوط مسئله زیر جواب هستند. حل قابل راحتͬ به آنها از کدام هر که مͬ�شود تجزیه yi متغیرهای به مربوط

است؛ زیر صورت به yi به

yi =

{
١ ai − λi > ٠ اگر
٠ صورت این غیر در

و یافته دارند دوگان هدف تابع در را ضریب بزرگترین که مͺانͬ p ، xj به مربوط مسئله زیر حل برای

مͬ�دهیم. قرار صفر برابر را xj نیز مͺان�ها سایر برای ، xj = ١ مͬ�دهیم قرار آنها برای



پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله .٣۵۴

پایین کران ͷی و شدنͬ جواب ͷی کردن پیدا ١.٧.٣

زیرا نباشند. شدنͬ اصلͬ مسئله برای است ممͺن مͬ�آیند به�دست دوگان زیر�مسائل حل از که yi و xj مقادیر

مقادیر، این از را شدنͬ جواب ͷی مͬ�توانیم ولͬ کنند. نقض را شده آزاد قید یعنͬ (١١.٣) قید است ممͺن

جواب این آوریم. به�دست است ١ آنها xj مقدار که مͺانͬ p توسط شده پوشانده کل تقاضای میزان یافتن با

n تکرار در پایین کران این مقدار LBn کنید فرض است. p مسئله هدف تابع برای پایین کران ͷی شدنͬ،

باشد. nام تکرار تا ( مقدار بزرگترین با ) پایین کران بهترین LB و ام

برای پایین کران ͷی و بالا کران ͷی لاگرانژی ضرایب ثابت مقادیر از مجموعه هر با دیدیم که همان�طور

روش ͷی لاگرانژ، آزادسازی روش واقع در مͬ�آید. به�دست پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله بهینه جواب

مͬ�باشد. مسئله بهینه جواب برای بهتر کران�های یافتن برای جستجو

لاگرانژی ضرایب رسانͬ به�روز ٢.٧.٣

مͬ�آیند، به�دست زیر�گرادیان بهینه�سازی روش از شد، گفته اول فصل در که همان�طور لاگرانژی ضرایب مقادیر

λn+١
i = max{٠, λn

i − tn(
∑
j

aijx
n
j − yni )}

مͬ�شود؛ تعیین زیر رابطه طبق و است ام n تکرار در گام اندازه tn که

tn =
αn(L− LB)∑

i(
∑

j aijx
n
j − yni )

٢

اولیه مقدار مͬ�کند. صدق ٠ ≤ αn ≤ ٢ رابطه�ی در که است اسͺالری αnو ام nتکرار تا بالا کران بهترین L

مͬ�شود. نصف نکند، پیدا کاهش تکرارها از معینͬ تعداد از بعد بالا کران هرگاه و بوده ٢ معمولا˟ (α١) آن

خاتمه شرط ٣.٧.٣

مͬ�یابد: خاتمه جستجو باشد، برقرار زیر شرایط از ͬͺی هرگاه

باشد. شده انجام تکرارها از شده�ای تعیین پیش از و معین تعداد (١

باشد. ͷنزدی آن به کافͬ اندازه به یا و باشد برابر بالا کران بهترین با پایین کران بهترین (٢



لاگرانژ آزادسازی ابتکاری روش با پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله حل .٧.٣۵۵

این و بود خواهد ͷکوچ خیلͬ نیز λi در تغییرات باشد، ͷکوچ خیلͬ αn وقتͬ باشد. شده ͷکوچ αn (٣

نمͬ�کند. ͷکم مسئله حل به ͷکوچ تغییرات

شده تعریف پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله حل برای را لاگرانژ آزادسازی روش اول تکرار ٣ .١.٧.٣ مثال

کران که هرگاه ،αn کاهش مراحل نمایش برای مͬ�دهیم. ارائه ١٠ پوششͬ فاصله با ١.٣ شͺل شبͺه روی

رابطه�ی از استفاده با را λi اولیه مقادیر مͬ�کنیم. تقسیم ٢ به را αn نیابد کاهش دیͽر تکرار به تکراری از بالا

مͬ�آوریم؛ به�دست زیر

λi = a+ ٠/۵(ai − a)

مͬ�باشند. تکرار ٣ این نشان�دهنده�ی ٩.٣ و ٨.٣ ، ٧.٣ جداول گره�هاست. تقاضای میانگین a که

لاگرانژ آزادسازی تکرار اولین :٧.٣ جدول

گره ai λi yi (ai − λi)yi
∑
i

aijλi xj (
∑
i

aijλi)xj

∑
j

aijxj

∑
j

aijxj − yi

A ١٠ ١۵ ٠ ٠ ۴٨ ١ ۴٨ ٢ ٢
B ٨ ١۴ ٠ ٠ ۴٨ ١ ۴٨ ٢ ٢
C ٢٢ ٢١ ١ ١ ٣۴/۵ ٠ ٠ ٠ −١
D ١٨ ١٩ ٠ ٠ ۴٨ ٠ ٠ ٢ ٢
E ٧ ١٣/۵ ٠ ٠ ٣۴/۵ ٠ ٠ ٠ ٠
F ۵۵ ٣٧/۵ ١ ١٧/۵ ٣٧/۵ ٠ ٠ ٠ −١

پایین=٣۶ کران بهترین بالا=١١۴/۵ کران بهترین بالا=١١۴/۵ کران

a = ٢٠ α = ٢ tn = ١١/٢١۴٣

لاگرانژ آزادسازی تکرار دومین :٨.٣ جدول

گره ai λi yi (ai − λi)yi
∑
i

aijλi xj (
∑
i

aijλi)xj

∑
j

aijxj

∑
j

aijxj − yi

A ١٠ ٠ ١ ١٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −١
B ٨ ٠ ١ ٨ ٠ ٠ ٠ ٠ −١
C ٢٢ ٣٢/٢١ ٠ ٠ ۴۵/٧١ ١ ۴۵/٧١ ١ ١
D ١٨ ٠ ١ ١٨ ٠ ٠ ٠ ٠ −١
E ٧ ١٣/۵ ٠ ٠ ۴۵/٧١ ٠ ٠ ١ ١
F ۵۵ ۴٨/٧١ ١ ۶/٢٩ ۴٨/٧١ ١ ۴٨/٧١ ١ ٠

پایین=٨۴ کران بهترین بالا=١١۴/۵ کران بهترین بالا=٧١/١٣۶ کران
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α = ١ tn = ١٠/۵۴٢٩

لاگرانژ آزادسازی تکرار سومین :٩.٣ جدول

گره ai λi yi (ai − λi)yi
∑
i

aijλi xj (
∑
i

aijλi)xj

∑
j

aijxj

∑
j

aijxj − yi

A ١٠ ١٠/۵۴ ٠ ٠ ٣١/۶٣ ١ ٣١/۶٣ ١ ١
B ٨ ١٠/۵۴ ٠ ٠ ٣١/۶٣ ٠ ٠ ١ ١
C ٢٢ ٢١/۶٧ ١ ٠/٣٣ ٢۴/۶٣ ٠ ٠ ٠ −١
D ١٨ ١٠/۵۴ ١ ٧/۴۶ ٣١/۶٣ ٠ ٠ ١ ٠
E ٧ ٢/٩۶ ١ ۴٫ ٠۴ ٢۴/۶٣ ٠ ٠ ٠ −١
F ۵۵ ۴٨/٧١ ١ ۶/٢٩ ۴٨/٧١ ١ ۴٨/٧١ ١ ٠

پایین=٩١ کران بهترین بالا=۴۵٧١/٩٨ کران بهترین بالا=۴۵٧١/٩٨ کران

α = ١ tn = ١/٨۶۴٢٩

برای تضمینͬ GAS و GA ابتکاری روش�های مانند و است ابتکاری روش ͷی لاگرانژ آزادسازی روش

ندارد. وجود روش این با بهینه جواب آوردن به�دست

انتظار قابل پوشش بیشترین مͺانیابی مدل ٨.٣

از وقتͬ است ممͺن که هستند گونه�ای به کنیم مͺانیابی مͬ�خواهیم که تسهیلاتͬ موارد، از بعضͬ در

مͬ�تواند و دارد قرار تقاضا نقطه از پوششͬ فاصله در که این وجود با مͬ�شود سرویس تقاضای سرویس�دهنده

به نتواند عملا́ و باشد دسترس از خارج و مشغول دیͽر تقاضای نقطه به سرویس�دهͬ دلیل به بپوشاند، را آن

آمبولانس�ها مͬ�توان تسهیلات این از نمونه�ای عنوان به بپوشاند. را آن و دهد سرویس نظر مورد تقاضای نقطه

قابل پوشش بیشترین مͺانیابی مدل ،[٨]١٩٨٠ دهه اوایل در داسͺین برد. نام را آتش�نشانͬ ماشین�های و

مͺان�های تمام در سرویس�دهنده�ها که این فرض با او کرد. معرفͬ تسهیلات این�گونه مͺانیابی برای را انتظار

ساختن ماکزیمم جای به هستند، دسترس از خارج و مشغول (q) معین محاسبه�ی قابل احتمال ͷی با کاندیدا

تحت مͬ�رود انتظار سرویس�دهنده�ها بودن مشغول احتمال به توجه با که جمعیتͬ پوشش، تحت جمعیت

را (MEXCLP ) انتظار قابل پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله�ی ساخت. ماکزیمم را بͽیرد قرار پوشش

کرد: تعریف زیر صورت به مͬ�توان



انتظار قابل پوشش بیشترین مͺانیابی مدل .٨.٣۵٧

احتمال به توجه با که جمعیتͬ ساختن ماکزیمم برای شبͺه ممͺن مͺان�های در تسهیل pثابت تعداد دادن قرار

بͽیرد. قرار پوشش تحت s پوششͬ فاصله با مͬ�رود انتظار سرویس�دهنده�ها بودن مشغول

نقطه این که این احتمال باشند)، i تقاضای نقطه از s فاصله (در بپوشانند را i تقاضای نقطه تسهیل ni اگر

را i گره هم آن که دیͽری تسهیل اگر حال است. ١ − qni شود سرویس�دهͬ دسترس در تسهیل�هایی توسط

داریم، مͬ�یابد. افزایش ١ − q(ni+١) به احتمال این شود اضافه مͬ�پوشاند،

{١ − q(ni+١)} − {١ − qni} = qni(١ − q)

در مͬ�رود انتظار که جمعیتͬ افزایش (میزان i گره در انتظار قابل پوشش افزایش میزان ai{qni(١− q)}پس

(ni + ١) به تسهیل ni از مͬ�پوشانند را i گره که تسهیلاتͬ تعداد افزایش با بͽیرد) قرار پوشش تحت i گره

مͬ�باشد. تسهیل

کنیم. بیان را انتظار قابل پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله ریاضͬ فرمول مͬ�توانیم پیش�زمینه، این با

max (١ − q)
∑
i

ai{
p∑

k=١
qk−١Zik}

S.t.
∑
k

Zik ≤
∑
j

aijxj ∀ i ∈ N

∑
j

xj = p

xj ≥ ٠ and Integer ∀ j ∈ M

Zik ∈ {٠, ١} ∀ i, k

و مͬ�گیرند قرار j گره در که مͬ�باشد تسهیلاتͬ تعداد xj که

Zik =

{
١ شود پوشانده بار k حداقل i گره اگر
٠ صورت این غیر در

مͬ�رود انتظار که تقاضایی میزان مͬ�شود، ضرب (١−q) در وقتͬ ،ai{
p∑

k=١
qk−١Zik} سیͽما، درونͬ عبارت

پوشش کل میزان ،i اندیس روی مقادیر این جمع با که مͬ�دهد نشان را بͽیرد قرار پوشش تحت i گره در

مͬ�آید. به�دست انتظار قابل



پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله .٣۵٨

،Zik = ١ اگر پس است. ١ از کمتر q زیرا مͬ�باشند k از نزولͬ توابع ،i گره هر برای هدف تابع ضرایب

. Zi,k+١ = ٠ آنگاه ،Zik = ٠ اگر مشابه، طور به . Zi,k−١ = ١ آنگاه

مͺان ͷی در تسهیل چند دادن قرار سرویس�دهنده�ها، بودن مشغول احتمال دلیل به مدل این در که کنید توجه

باشد. بهینه مͬ�تواند

افزایشͬ الͽوریتم و حریصانه افزایشͬ الͽوریتم مثل دادیم، ارائه قبلͬ مسائل حل برای که تکنی�ͷهایی بیشتر

بͽیرند. قرار استفاده مورد مͬ�توانند مسئله این حل برای کران و شاخه روش و جانشینͬ با حریصانه

و p = ٣ ، q = ٠/۶ با ١.٣ شͺل شبͺه برای انتظار قابل پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله .١.٨.٣ مثال

و xF = ٢ ، ZA١ = ١ ، ZB١ = ١ ، ZD١ = ١، ZF١ = ١، ZF٢ = ١ بهینه�ی جواب دارای Dc = ١٠

قرار F گره در تسهیل ٢ که کنید توجه هستند.) صفر برابر Zik و xj متغیرهای (سایر مͬ�باشد. xD = ١

جداول نمͬ�شوند. پوشانده اصلا́ E و C گره�های که حالͬ در مͬ�شود، پوشانده بار ٢ ،F گره و مͬ�گیرد

مͬ�دهند. نشان را بهینه جواب این ١١.٣ و ١٠.٣

بهینه جواب در کاندیدا مͺان هر در تسهیلات تعداد :١٠.٣ جدول

کاندیدا مͺان تسهیلات تعداد
A ٠
B ٠
C ٠
D ١
E ٠
F ٢

بهینه جواب انتظار قابل پوشش در تقاضا گره هر سهم :١١.٣ جدول

تقاضا گره تقاضا مͬ�شود پوشانده که دفعاتͬ تعداد هدف تابع در تقاضا گره سهم
A ١٠ ١ ۴
B ٨ ١ ٣/٢
C ٢٢ ٠ ٠
D ١٨ ١ ٧/٢
E ٧ ٠ ٠
F ۵۵ ٢ ٣۵/٢



انتظار قابل پوشش بیشترین مͺانیابی مدل .٨.٣۵٩

مͬ�رود انتظار تنها حالت بهترین در که مͬ�دهد نشان این است، ۴٩/۶ بهینه جواب برای هدف تابع مقدار

١٢٠ از ۴٩/۶ انتظار قابل (پوشش شوند. پوشانده دسترس در تسهیل ͷی با تقاضا ١٢٠ از تقاضا ۴٩/۶

،D یا B ،A گره� در ͬͺی تسهیل، ٣ با بͽیریم نادیده را تسهیلات بودن مشغول احتمال اگر ولͬ تقاضاست)

مͬ�شوند. پوشانده بار ١ دقیقاً تقاضا گره ۶ هر ،F گره در سوم تسهیل و E یا C گره در دیͽری

با کاندیدا مͺان�های تمام در تسهیل بودن مشغول احتمال ،[٨] داسͺین مدل در که است ذکر به لازم

دیͽر تسهیل نبودن یا بودن مشغول از مستقل تسهیل ͷی بودن مشغول احتمال همین�طور و است برابر هم

مͬ�باشد.

کرد. فرمول�بندی نیز کمتر متغیر تعداد با غیرخطͬ هدف تابع ͷی از استفاده با مͬ�توان را MEXCLP

تقاضای نقطه هر برای انتظار قابل پوشش پس مͬ�شود، پوشانده i گره که باشد دفعاتͬ تعداد ni کنید ∑فرض
j∈M

aijxj هستند i تقاضای نقطه پوشاندن به قادر که تسهیلاتͬ تعداد مͬ�دانیم مͬ�باشد. ai(١ − qni) ،i

صورت به MEXCLP غیرخطͬ فرمول ترتیب بدین .
∑
j∈M

aijxj = ni داریم i هر برای بنابراین است،

مͬ�آید؛ به�دست زیر

max
∑
i

ai(١ − qni)

S.t.
∑
j∈M

aijxj = ni ∀ i ∈ N

∑
j

xj = p

xj ∈ {٠, ١, ٢, ..., p} ∀ j ∈ M

ni ∈ {٠, ١, ٢, ..., p} ∀ i ∈ N

مثل هستیم مواجه بزرگ مقیاس در انتظار قابل پوشش بیشترین مͺانیابی مسائل با واقعͬ زندگͬ در

قابل پوشش بیشترین مͺانیابی مسئله [١] دام سͬ و توگ آی شهر. ͷی در آمبولانس واحدهای مͺانیابی

هر که این وجود با کردند. حل منطقͬ و مناسب زمان در ͷژنتی الͽوریتم با بزرگ مقیاس در را انتظار

ͷژنتی الͽوریتم سازی پیاده اما هستند هم به شبیه تئوری نظر از MEXCLP برای شده ارائه فرمول دو
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الͽوریتم برازش تابع مͬ�تواند مستقیماً غیرخطͬ هدف تابع زیرا است. آسانتر آن غیرخطͬ فرمول وسیله به

(ni) مͬ�شود پوشانده گره هر که دفعاتͬ تعداد محاسبه شدنͬ، جواب هر برای که این دلیل به باشد. ͷژنتی

است. ساده غیرخطͬ هدف تابع محاسبه نتیجه در و



۴ فصل

فاصله قیود با پوشش کمترین مͺانیابی مسئله

۶١
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مقدمه ١.۴

بانک، شعبه�های مانند مطلوب تسهیلات مͺانیابی برای پوشش بیشترین و پوششمجموعه مͺانیابی مدل�های

باشند ناخوشایند و نامطلوب تسهیلات که زمانͬ اما مͬ�روند. کار به ... و رستوران�ها زنجیره�ای، فروشͽاه�های

جمعیت کمترین که مͬ�گیرد صورت گونه�ای به آنها مͺانیابی ... و کارخانه�ها زندان�ها، زباله�دانͬ�ها، مثل

کمینه�سازی نامطلوب تسهیلات برای پوششͬ هدف تابع دیͽر، عبارت به شود. پوشانده آنها وسیله�ی به ممͺن

و صوتͬ آلودگͬ دلیل به که شهر ͷی تولیدی کارگاه�های و کارخانه�ها مثل مͬ�باشد. پوشش تحت جمعیت

یا و بͽیرند قرار مسͺونͬ مناطق از نقطه دورترین در که مͬ�شود انجام گونه�ای به آنها مͺانیابی هوا آلودگͬ

ممͺن جمعیت کمترین ترتیب بدین تا باشند جمعیت کمترین با مسͺونͬ مناطق ͬͺنزدی در الامͺان حتͬ

باشد. آنها از ناشͬ مشͺلات درگیر

آن هدف که مͬ�شود بررسͬ (MCLPDC) فاصله قیود با پوشش کمترین مͺانیابی مسئله فصل این در

آنها با پوشش تحت جمعیت ساختن کمینه برای شبͺه ممͺن مͺان�های در تسهیل p ثابت تعداد مͺانیابی

نباشد. r شده تعیین پیش از و معین مقدار از کمتر یͺدیͽر از تسهیلͬ دو هیچ فاصله که قید این با مͬ�باشد،

گونه�ای به راکتورها مͺانیابی برد. نام را هسته�ای راکتورهای مͺانیابی مͬ�توان مسئله این از مثال ͷی عنوان به

آنها پوشش تحت ممͺن جمعیت کمترین دارند افراد برای که جدی خطرات دلیل به اولا˟ که مͬ�شود انجام

کمتر راکتوری دو هیچ فاصله امنیتͬ، دلایل به مͺان ͷی در آنها تجمع از جلوگیری برای ثانیاً و بͽیرد قرار

همه است ممͺن باشند مͺان ͷی در راکتور چند اگر (زیرا نباشد. شده تعیین پیش از و معین مقدار ͷی از

بروند.) بین از و گرفته قرار حمله مورد مهاجم ͷی توسط آنها

MCLPDC برای ریاضͬ فرمول�های ٢.۴

است؛ شده بیان زیر صورت به MCLPDC فرمول�بندی اولین



MCLPDC برای ریاضͬ فرمول�های .٢.۴۶٣

MCLPDC١ min

n∑
i=١

cixi

S.t. yj + yk ≤ ١ ∀ j, k ∈ M ∋ d(j, k) < r (١.۴)

xi ≥ yj i ∈ N, j ∈ Mi (٢.۴)
m∑
j=١

yj = p (٣.۴)

xi, yj ∈ {٠, ١} i ∈ N, j ∈ M (۴.۴)

: آن در که

xi =

{
١ بپوشاند. را آن و بͽیرد قرار i تقاضای نقطه از s از کمتر فاصله در تسهیل ͷی حداقل اگر
٠ صورت این غیر در

و

yj =

{
١ باشد شده تاسیس j مͺان در تسهیلͬ اگر
٠ صورت این غیر در

و i گره جمعیت ci تسهیلات، کاندیدای مͺان�های مجموعه M تقاضا، نقاط مجموعه N

.Mi = {j ∈ M | d(i, j) < s}

از کمتر فاصله در تسهیل ͷی حداقل اگر مͬ�شود نامیده پوشانده تقاضا نقطه ͷی فصل این در قرارداد:

باشد. موجود آن از s پوششͬ فاصله

اختصاص تسهیل آنها از ͬͺی به حداکثر باشد، r از کمتر مͺان دو فاصله اگر که مͬ�کنند بیان (١.۴) قیود

باشد موجود Mi در تسهیلͬ اگر (xi = ١) مͬ�شود پوشانده i گره که مͬ�دهند نشان (٢.۴) قیود مͬ�یابد.

،(٣.۴) قید طبق بود. خواهد صفر مساوی xi و نمͬ�شود پوشانده i گره نباشد، Mi در تسهیلͬ هیچ اگر و

را دودویی محدودیت�های ،(۴.۴) قید آخر در و است p برابر کنیم مͺانیابی مͬ�خواهیم که تسهیلاتͬ تعداد

مͬ�کند. ایجاد تصمیم متغیرهای برای



فاصله قیود با پوشش کمترین مͺانیابی مسئله .۴۶۴

را L′ = {(j, k) | d(j, k) < r : j, k ∈ M ; j ̸= k} و N ′ = M که G′ = (N ′, L′) گراف حال

مͬ�کنیم. بیان آن خوشه�های به توجه با را MCLPDC دوم فرمول و مͬ�سازیم

است. آن از همبند کاملا́ گراف زیر ͷی ،G′ در خوشه ͷی .١.٢.۴ تعریف

نباشد. بزرگتری خوشه مجموعه زیر که است خوشه�ای ماکزیمال، خوشه .٢.٢.۴ تعریف

آن در رأسͬ دو هر پس مͬ�باشد G′ از همبندی کاملا́ گراف زیر ،١.٢.۴ تعریف طبق ،G′ خوشه�ی هر

رأسͬ دو هر فاصله که مͬ�شود نتیجه L′ تعریف از متصلند. یͺدیͽر به L′ مجموعه عضو یال ͷی توسط

قرار مͬ�تواند تسهیل ͷی حداکثر G′ خوشه�ی هر در (١.۴) قید طبق بنابراین مͬ�باشد. r از کمتر خوشه در

درست�تر و کلͬ�تر نتیجه باشد، بزرگتری خوشه مجموعه زیر است ممͺن خوشه ͷی که آنجایی از اما بͽیرد.

MCمجموعه اگر ترتیب بدین داد. قرار تسهیل ͷی مͬ�توان حداکثر G′ ماکزیمال خوشه هر در که است این

خوشه�های به توجه با G′ گراف در را MCLPDC١ در (١.۴) قید باشد، G′ گراف ماکزیمال خوشه�های

کرد؛ بیان زیر صورت به مͬ�توان آن

∀ C ∈ MC ;
∑
k∈C

yk ≤ ١

مͬ�گیرد؛ شͺل زیر صورت به MCLPDC دوم فرمول و

MCLPDC٢ min
n∑

i=١
cixi

S.t. (٢.۴), (٣.۴) and (۴.۴)

∑
k∈C

yk ≤ ١ ∀ C ∈ MC (۵.۴)

هر برای و هستند واحد طول به یالها و s = ١, r = ١/۵, p = ٢, M = N ،١.۴ شͺل در .٣.٢.۴ مثال

.ci = ١ داریم i



MCLPDC برای ریاضͬ فرمول�های .٢.۴۶۵

G١ ١.۴:شبͺه�ی شͺل

هدف تابع مقدار گرچه است. ٢ هدف تابع مقدار با ۴ و ١ گره�های در تسهیل ٢ دادن قرار شدنͬ، جواب تنها

١
٢ بهینه جواب این در متغیر هر مقدار ولͬ است، ٢ نیز MCLPDC١ خطͬ آزادسازی بهینه جواب برای

در چون .MC = {{١, ٢, ٣}, {٢, ٣, ۴}} داریم کنیم، حل MCLPDC٢ با را مسئله این اگر اما مͬ�باشد.

MCLPDC١ در (١.۴) قیود جای به مͬ�گیرد، قرار تسهیل ͷی حداکثر ماکزیمال خوشه�های این از ͷی هر

قیود

{
y١ + y٢ + y٣ ≤ ١
y٢ + y٣ + y۴ ≤ ١

صحیح همه جواب ،MCLPDC٢ خطͬ برنامه�ریزی آزادسازی حل با مͬ�گیرند. قرار MCLPDC٢ در

است. مسئله بهینه جواب وضوح به که مͬ�آید به�دست

به ،MCLPDC٢ خطͬ برنامه�ریزی آزادسازی دیدیم، نیز مثال این در که همان�طور کلͬ حالت در

اشͺال ولͬ مͬ�شود. منجر MCLPDC١ خطͬ برنامه�ریزی آزادسازی به نسبت صحیح�تری جواب�های

باشد نمایی ، G′ گراف ماکزیمال خوشه�های تعداد است ممͺن که است این MCLPDC٢ فرمول عمده

است. غیرممͺن آن برای لازم قیود تمام نوشتن صورت این در که

است: زیر صورت به MCLPDC سوم فرمول



فاصله قیود با پوشش کمترین مͺانیابی مسئله .۴۶۶

MCLPDC٣ min

n∑
i=١

cixi

S.t. (٢.۴), (٣.۴) and (۴.۴)

p(١ − yj) ≥
∑
k∈Qj

yk j ∈ M (۶.۴)

.Qj = {k ∈ M | d(k, j) < r , k ̸= j} ، j ∈ M برای که

ممنوع را یͺدیͽر از r از کمتر فاصله در تسهیل دو تأسیس و است (۵.۴) و (١.۴) قیود معادل (۶.۴ ) قید

r از کمتر j از فاصله�اش که k ∈ Qj هر برای شود، تأسیس j ∈ M در تسهیلͬ اگر که ترتیب بدین مͬ�کند.

تسهیل p حداکثر تأسیسنشود تسهیلͬ j مͺان در اگر که مͬ�کند بیان (۶.۴) قید همچنین . yk = ٠ باید است

MCLPDC١ به نسبت کمتری قیود MCLPDC٣ که است واضح بͽیرد. قرار Qj مجموعه در مͬ�تواند

دارد.

مͬ�دهیم، ارائه را MCLPDC چهارم فرمول حال

MCLPDC۴ min

n∑
i=١

cixi

S.t. (٢.۴), (٣.۴) and (۴.۴)

nj(١ − yj) ≥
∑
k∈Qj

yk j ∈ M (٧.۴)

توسط شده القا G′ گراف زیر G′
j کنید فرض آورید. یاد به ساختیم قبلا́ که را G′ = (N ′, L′) گراف

به حداکثر نشود، تأسیس j مͺان در تسهیلͬ اگر باشد. G′
j مستقل مجموعه بزرگترین اندازه qj و Qj ∪ {j}

عضوی دو هیچ فاصله که Qjاست زیرمجموعه بزرگترین نشان�دهنده ′Gکه
j مستقل مجموعه بزرگترین اندازه

تسهیلات تعداد ، nj = min{p, qj} پس کنیم. تأسیس تسهیل مͬ�توانیم Qj در نیست r از کمتر آن در

بزرگترین یافتن مسئله�ی مͬ�کند. بیان را مطلب همین MCLPDC۴ در (٧.۴) قید مͬ�باشد. Qj در مجاز

qj است، ͷکوچ گراف ͷی معمولا˟ G′
j که آنجایی از اما است کامل − Np مسئله�ی ͷی مستقل، مجموعه

آید. به�دست کامل شمارش با آسانͬ به مͬ�تواند



MCLPDC برای ریاضͬ فرمول�های .٢.۴۶٧

دیده و شده داده نشان شͺل راست سمت در G′
٢ مͬ�باشد. p = ٣ با G′ از مثالͬ ٢.۴ شͺل .۴.٢.۴ مثال

. n٢ = ٢ و q٢ = ٢ پس است {١, ۴} آن، مستقل مجموعه بزرگترین مͬ�شود

G٢ ٢.۴:شبͺه�ی شͺل

p حداکثر ، Qj در مجاز تسهیلات تعداد (۶.۴) قید طبق j مͺان در تسهیل نشدن تأسیس صورت در

برای را دقیقتری کران (٧.۴) قید وضوح به پس است nj ≤ p حداکثر تعداد این (٧.۴) قید در ولͬ مͬ�باشد

مͬ�دهد. ارائه (۶.۴) قید به نسبت Qj در مجاز تسهیلات تعداد

{١, ٢, ٣} ،C١ قبل شͺل در مثال، برای باشد. G′ گراف از j گره شامل ماکزیمال خوشه ،Cj کنید فرض

یعنͬ مͬ�نامیم. Q′
j را حاصل مجموعه و کرده خارج را Cj عناصر تمام Qj ∪ {j} از است. {١, ٧} یا

Q′
j = {k | k ∈ Qj ∪ {j} , k /∈ Cj}

قبل مثال به دوباره مͬ�شود. تعریف Q′
j برای n′

j ضریب ،nj همانند باشد. تهͬ مͬ�تواند Q′
j که کنید توجه

داریم، کنید. نگاه

Q۶ ∪ {۶} = {٣, ۵, ۶, ٧} , n۶ = ٢

.n′
۶ = ١ پس Q′

۶ = {٧} داریم، شود انتخاب {٣, ۵, ۶} مجموعه C۶ اگر

داریم، است خوشه ͷی Cj و Qj = Q′
j ∪ (Cj \ {j}) که آنجایی از

n′
j ≤ nj ≤ n′

j + ١ , j ∈ M



فاصله قیود با پوشش کمترین مͺانیابی مسئله .۴۶٨

را (j ∈ M) ناتهͬ های Q′
j همه مجموعه و L١ با را M اعضای شامل ماکزیمال خوشه�های همه مجموعه

ممͺن نیز و باشند سهیم ماکزیمال خوشه ͷی Mدر عضو چند است ممͺن که آنجایی از دهید. نشان L٢ با

شده گفته مطالب ͷکم به باشد. کمتر |M | از میتواند L٢ و L١ اندازه باشند. تهͬ ها Q′
j از بعضͬ است

دهیم، ارائه MCLPDC برای را فرمول پنجمین مͬ�توانیم

MCLPDC۵ min

n∑
i=١

cixi

S.t. (٢.۴), (٣.۴) and (۴.۴)

∑
k∈Cj

yk ≤ ١ Cj ∈ L١ (٨.۴)

n′
j(١ − yj) ≥

∑
k∈Q′

j

yk Q′
j ∈ L٢ (٩.۴)

مͬ�توان را (٢.۴) قید بنابراین بͽیرد قرار (i ∈ N) Mi در مͬ�تواند تسهیل ͷی حداکثر ، r ≥ ٢s وقتͬ

کرد، جانشین زیر فشرده�تر قید با

∑
j∈Mi

yj = xi (١٠.۴)

قرار Mi در تسهیل ͷی دقیقاً شود پوشانده i تقاضای نقطه اگر ،r ≥ ٢s وقتͬ که مͬ�دهد نشان (١٠.۴) قید

(١٠.۴) عبارت چپ سمت جایͽذاری با نمͬ�شود. پوشانده i گره Miنباشد، در تسهیلͬ هیچ اگر و مͬ�گیرد

مͬ�آوریم، به�دست جدیدی هدف تابع و کرده حذف را (١٠.۴) قید هدف، تابع در xi جای به

min

n∑
i=١

ci
∑
j∈Mi

yj = min

m∑
j=١

(
∑
k∈Ej

ck)yj

.Ej = {k ∈ N | d(j, k) < s} که

جمع هم با نهایت در و شده محاسبه تسهیلات از ͷی هر با پوشش تحت جمعیت راست سمت عبارت در

این در آن هزینه ضریب مͬ�گیرد، قرار ها Ej از ͬͺی در فقط r ≥ ٢s وقتͬ تقاضا نقطه هر چون و مͬ�شوند

است. پوشش تحت جمعیت برابر دقیقاً راست سمت عبارت پس مͬ�شود. محاسبه بار ͷی تنها عبارت



محاسباتͬ تجارب .٣.۴۶٩

به ،r ≥ ٢s وقتͬ MCLPDC با هم�ارز مسئله ͷی صورت این در .K = max{
∑
k∈Ej

ck} دهید قرار

مͬ�آید؛ به�دست زیر صورت

max
m∑
j=١

(K −
∑
k∈Ej

ck)yj

S.t. (١.۴) یا (۵.۴) یا (۶.۴) یا (٧.۴) یا (٨.۴) و (٩.۴)

m∑
j=١

yj = p

yj ∈ {٠, ١} j ∈ M

محاسباتͬ تجارب ٣.۴

کردند. بررسͬ نمونه مسئله ۴۵٠ روی MCLPDCرا برای شده ارائه فرمول�های عملͺرد [٢] هوآنگ و برمن

(p)تسهیلات تعداد ۵٠٠ و ۴٠٠ ، ٣٠٠ ، ٢٠٠ ، ١٠٠ اعداد را (n) گره�ها تعداد آنها مسائل، این ایجاد برای

بدین کردند، انتخاب (٢٠, ٣٠) و (١۵, ٢۵) و (١٠, ١۵) مقادیر را (s, r) ترکیبات و ١۵ ،١٠ ،۵ مقادیر را

تولید را نمونه مسئله ١٠ ،n, p, s, r ترکیب هر برای و نموده ایجاد را پارامترها از مختلف ترکیب ۴۵ ترتیب

کردند.

استاندارد ویژوال تصادفͬ عدد تابع وسیله به C زبان در گراف تصادفͬ رسم�کننده از استفاده با نمونه مسائل

یͺنواخت طور به (٠, ٢(١٠٠ مستطیل در گره�ها کارتزین مختصات ابتدا که ترتیب بدین شدند، رسم C++

تعداد ͷی آخر در و بͽیرد شͺل درخت ͷی تا شدند متصل هم به تصادفͬ طور به گره�ها سپس شد. ایجاد

بین صحیح اعداد میان از تصادفͬ طور به نیز گره�ها وزن شد. اضافه شده تولید درخت به یالها از تصادفͬ

شد. محاسبه اقلیدسͬ فاصله فرمول از استفاده با یالها طول و انتخاب گراف اندازه و ١

اپتیپل˼ͺس١ دِل ماشین با MCLPDC پنجم و چهارم سوم، اول، فرمول�های با را مسائل این هوآنگ و برمن

احتمال دلیل به کردند. حل مͬ�باشد، ۵١٢ M حافظه و ٢٫ ٧٩٣ GHZ پردازشͽر به مجهز که GX٢٧٠

١Dell Optiplex GX270



فاصله قیود با پوشش کمترین مͺانیابی مسئله .۴٧٠

است. نشده وارد مقایسه این در دوم فرمول ماکزیمال، خوشه�های از نمایی تعداد وجود

و کردند تولید را Cj ،j هر برای حریصانه شͺل به ،MCLPDC۵ در L١ مجموعه آوردن به�دست برای

،n′
j آوردن به�دست برای است. شده بررسͬ گام به گام مجموعه ،L١ اعضای نبودن زائد از اطمینان برای

٢ ٨/١ پلͺس سͬ لوگ آی با زیر صحیح عدد برنامه�ریزی مسئله حل با را Q′
j مستقل مجموعه بزرگترین

آوردند. به�دست

max
∑
v∈Q′

j

xv

S.t. xu + xv ≤ ١ ∀ u, v ∈ Q′
j and (u, v) ∈ G′

xv ∈ {٠, ١} ∀ v ∈ Q′
j

برنمͬ�دارد. نمونه مسائل از ͷی هیچ برای زیادی زمان گام این است، ͷکوچ معمولا˟ Q′
j که آنجایی از

مͬ�شود. مشاهده ٩.۴ تا ١.۴ جداول در نمونه مسائل این برای فرمول�ها اجرای زمان

p = ۵ ،s = ١٠ ،r = ١۵ با فرمول�ها اجرای زمان :١.۴ جدول

n MCLPDC١ MCLPDC٣ MCLPDC۴ MCLPDC۵
١٠٠ ٠/٠١ ٠/٠١ ٠/٠١ ٠/٠١
٢٠٠ ٠/٠٢ ٠/۵١ ٠/٣۵ ٠/٠٢
٣٠٠ ٠/٠۶ ١١/٩١ ١٠/٧١ ٠/٠۶
۴٠٠ ٠/١١ ٣١٣/۴۴ ٢٨١/۵٩ ٠/١۶
۵٠٠ ٠/٢١ ١٢٧٨/۶٩ ١٢۴۶/۶۶ ٠/٣۴

p = ١٠ ،s = ١٠ ،r = ١۵ با فرمول�ها اجرای زمان :٢.۴ جدول

n MCLPDC١ MCLPDC٣ MCLPDC۴ MCLPDC۵
١٠٠ ٠/٠١ ٠/٠٢ ٠/٠٢ ٠/٠٠
٢٠٠ ٠/٠٢ ١/١٣ ٠/٧۴ ٠/٠٣
٣٠٠ ٠/٠۶ ٣۵/۵١ ٣٣/۶٠ ٠/٠٨
۴٠٠ ٠/١٢ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ٠/١٩
۵٠٠ ٠/٢۶ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ٠/۴۶

٢ILOG CPLEX 8.1



محاسباتͬ تجارب .٣.۴٧١

p = ١۵ ،s = ١٠ ،r = ١۵ با فرمول�ها اجرای زمان :٣.۴ جدول

n MCLPDC١ MCLPDC٣ MCLPDC۴ MCLPDC۵
١٠٠ ٠/٠١ ٠/٠۵ ٠/٠۴ ٠/٠١
٢٠٠ ٠/٠٢ ٠/٨٣ ٠/٩٠ ٠/٠۴
٣٠٠ ٠/٠٧ ١٠۵٧/٨٣ ۵٧۴/٨۴ ٠/١٠
۴٠٠ ٠/١۴ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ٠/٢٨
۵٠٠ ٠/٢٨ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ٠/۴٩

p = ۵ ،s = ١۵ ،r = ٢۵ با فرمول�ها اجرای زمان :۴.۴ جدول

n MCLPDC١ MCLPDC٣ MCLPDC۴ MCLPDC۵
١٠٠ ٠/٠١ ٠/۴٨ ٠/٣٧ ٠/٠٢
٢٠٠ ٠/٠۵ ٣٧٩/۶٣ ٣۵١/٨٨ ٠/٠٨
٣٠٠ ٠/٢٨ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ٠/۵٢
۴٠٠ ٢٣٨/١۶ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ٨٨١/٩۵
۵٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠

p = ١٠ ،s = ١۵ ،r = ٢۵ با فرمول�ها اجرای زمان :۵.۴ جدول

n MCLPDC١ MCLPDC٣ MCLPDC۴ MCLPDC۵
١٠٠ ٠/٠٢ ٠/٣٨ ٠/۵٢ ٠/٠٢
٢٠٠ ٠/٠٧ ١۶۶٩/١٩ ١۶٨٩/٢١ ٠/١٢
٣٠٠ ٠/٩٩ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ٣/٠٠
۴٠٠ ٧۵٧/٢٢ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ١۴٩٣/١٠
۵٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠



فاصله قیود با پوشش کمترین مͺانیابی مسئله .۴٧٢

p = ١۵ ،s = ١۵ ،r = ٢۵ با فرمول�ها اجرای زمان :۶.۴ جدول

n MCLPDC١ MCLPDC٣ MCLPDC۴ MCLPDC۵
١٠٠ ٠/٠١ ٠/۴۵ ٠/٨۴ ٠/٠٢
٢٠٠ ٠/٠٧ ٩۵٨/٠٧ ١٨٠٠ ٠/١٧
٣٠٠ ٠/۴٢ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ١/٩٢
۴٠٠ ٢١/١٩ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ١۴۴۶/٩۶
۵٠٠ ١٣۶٨/۶٢ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠

p = ۵ ،s = ٢٠ ،r = ٣٠ با فرمول�ها اجرای زمان :٧.۴ جدول

n MCLPDC١ MCLPDC٣ MCLPDC۴ MCLPDC۵
١٠٠ ٠/٠٢ ١٠/۵١ ٨/۶۴ ٠/٠٢
٢٠٠ ٠/٢٨ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ٠/۶۵
٣٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠
۴٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠
۵٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠

p = ١٠ ،s = ٢٠ ،r = ٣٠ با فرمول�ها اجرای زمان :٨.۴ جدول

n MCLPDC١ MCLPDC٣ MCLPDC۴ MCLPDC۵
١٠٠ ٠/٠٢ ١/۵۴ ١٣/٢۵ ٠/٠۵
٢٠٠ ٠/۵٩ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ١/٣۴
٣٠٠ ١٢٧٣/٣٣ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠
۴٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠
۵٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠



MCLPDC مسئله حل روشهای .۴.۴٧٣

p = ١۵ ،s = ٢٠ ،r = ٣٠ با فرمول�ها اجرای زمان :٩.۴ جدول

n MCLPDC١ MCLPDC٣ MCLPDC۴ MCLPDC۵
١٠٠ ٠/٠۴ ١/١٣ ٢/٣۵ ٠/١١
٢٠٠ ٠/٠۴ ١/١٣ ٢/٣۵ ٠/١١
٣٠٠ ٢١٢/۴١ ١٨٠٠ ٩٧٣/٩٢ ٩٩/٧٧
۴٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ١۴۶٣/٨٩
۵٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠ ١٨٠٠

مͬ�شود: دیده جداول در که همان�طور

MCLPDC٣ به نسبت کمتری اجرای زمان ملاحظه�ای قابل طور به MCLPDC۵ و MCLPDC١ -١

دارند. MCLPDC۴ و

ͷنزدی فرمول دو این سرعت یعنͬ است MCLPDC٣ از سریعتر کمͬ خیلͬ میزان به MCLPDC۴ -٢

است. هم به

جدول در که همان�طور اما است، MCLPDC۵ فرمول از سریعتر MCLPDC١ فرمول کل، در -٣

از سریعتر MCLPDC۵ ، n = ٣٠٠ یا ۴٠٠ و r = ٣٠، s = ٢٠، p = ١۵ که وقتͬ مͬ�بینیم، ٩.۴

فاصله قیود است، MCLPDC١ از سریعتر MCLPDC۵ که مثالهایی بیشتر در است. MCLPDC١

است. نشدنͬ مسئله، یعنͬ ناسازگارند

MCLPDC مسئله حل روشهای ۴.۴

حریصانه ابتکاری روش ١.۴.۴

را مͺانͬ تکرار اولین در مͬ�کند. شروع Y خالͬ مجموعه ͷی با MCLPDC حل برای حریصانه الͽوریتم

بعدی تکرارهای در و مͬ�دهد، قرار پوشش تحت را جمعیت کمترین که برمͬ�گزیند کاندیدا مͺان�های میان از

(جمعیت هدف تابع مقدار در افزایش کمترین باعث آن کردن اضافه که مͬ�کند اضافه Y به را مͺانͬ نیز

انتخاب مͺان�های از ͷی هر از فاصله�اش یعنͬ کند رعایت نیز را فاصله قیود ضمن در و شود پوشش) تحت

شده انتخاب تسهیل p که مͬ�یابد ادامه زمانͬ تا مͺان�ها کردن اضافه این باشد. r مساوی یا و بزرگتر شده

را مͺانͬ نتوان دیͽر یعنͬ نباشد ممͺن مͺان�ها مجموعه به بعدی تسهیل کردن اضافه که این یا و باشد



فاصله قیود با پوشش کمترین مͺانیابی مسئله .۴٧۴

باشد. شده انتخاب مͺان�های از r مساوی یا و بزرگتر فاصله در که کرد انتخاب

لاگرانژ آزادسازی ابتکاری روش ٢.۴.۴

حالت برای ͬͺی مͬ�دهیم. ارائه MCLPDC حل برای را لاگرانژ آزادسازی روند ٢ بخش، زیر این در

موری٣[١۶] و چرچ توسط شده انجام محاسباتͬ آزمایشات . r ≥ ٢s حالت برای دیͽری و r < ٢s

آزادسازی الͽوریتم دلیل، همین به مناسبترند. لاگرانژ آزادسازی برای (٩.۴) و (٨.۴) قیدهای که داد نشان

صورت به MCLPDC۵ ، r ≥ ٢s اگر که شد بیان قبلا́ مͬ�کنیم. اعمال MCLPDC۵ روی بر را لاگرانژ

مͬ�باشد: زیر صحیح عدد برنامه�ریزی

max
m∑
j=١

(K −
∑
k∈Ej

ck)yj

S.t.
∑
k∈Cj

yk ≤ ١ Cj ∈ L١ (١١.۴)

n′
j(١ − yj) ≥

∑
k∈Q′

j

yk Q′
j ∈ L٢ (١٢.۴)

m∑
j=١

yj = p

yj ∈ {٠, ١} j ∈ M

دوگان و مͬ�بریم هدف تابع به و کرده آزاد را آنها (١٢.۴) و (١١.۴) قیود به لاگرانژی ضرایب دادن با

مͬ�آوریم: به�دست را لاگرانژی

minλ,θ maxyj

m∑
j=١

(K −
∑
k∈Ej

ck)yj +

|L١|∑
j=١

λj(١ −
∑
k∈Cj

yk)+

|L٢|∑
j=١

θj(n
′
j − n′

jyj −
∑
k∈Q′

j

yk)

S.t.

m∑
j=١

yj = p

٣Murray



MCLPDC مسئله حل روشهای .۴.۴٧۵

yj ∈ {٠, ١} j ∈ M

∑
j

ajyj+bصورت هدفبه تابع زیرا مͬ�شود حل آسانͬ به دوگان مسئله ثابتضرایبلاگرانژی، مقادیر برای

دوگان مسئله جواب پس شوند مرتب نزولͬ ترتیب به مͬ�توانند ها aj و هستند ثابتͬ اعداد b و aj که است

مͬ�باشد. yj = ٠ ها، yj بقیه برای و yj = ١ ،j = ١, ..., p هر برای

مͬ�گیریم؛ نظر در را MCLPDC۵ اولیه شͺل ، r < ٢s اگر

min
n∑

i=١
cixi

S.t.
∑
k∈Cj

yk ≤ ١ Cj ∈ L١ (١٣.۴)

n′
j(١ − yj) ≥

∑
k∈Q′

j

yk Q′
j ∈ L٢ (١۴.۴)

xi ≥ yj i ∈ N , j ∈ Mi (١۵.۴)
m∑
j=١

yj = p (١۶.۴)

xi, yj ∈ {٠, ١} i ∈ N , j ∈ M (١٧.۴)

را آن و مͬ�آوریم به�دست را MCLPDC۵ لاگرانژی دوگان (١۶.۴) و (١۴.۴) ، (١٣.۴) قیود آزادسازی با

مͬ�نامیم. L مسئله

maxλ,θ minxi,yj

n∑
i=١

cixi +

|L١|∑
j=١

λj(
∑
k∈Cj

yk − ١) +
|L٢|∑
j=١

θj(
∑
k∈Qj

yk − n′
j + n′

jyj)

+ τ(p−
m∑
j=١

yj)

S.t. xi ≥ yj i ∈ N , j ∈ Mi (١٨.۴)

xi, yj ∈ {٠, ١} i ∈ N , j ∈ M (١٩.۴)

کمینه�سازی مسئله ͷی λj (j = ١, ..., |L١|) و θj (j = ١, ..., |L٢|) و τ لاگرانژی ثابتضرایب مقادیر برای

.( هستند بردار λ, θ ) مͬ�نامیم L(λ, θ, τ) را آن که داریم



فاصله قیود با پوشش کمترین مͺانیابی مسئله .۴٧۶

١ ،٠ آن مربعͬ زیر�ماتریس هر دترمینان اگر مͬ�شود نامیده (TU) پیمانه�ای تک ماتریس ͷی .١.۴.۴ تعریف

باشد. −١ یا

p(A) = {x |Ax ≤ b} چندوجهͬ باشد، صحیح اعداد از برداری b و TU Aیͷماتریس اگر که مͬ�دانیم

مͬ�توانیم آسانͬ به باشد، TU ، L(λ, θ, τ) مسئله قیود ماتریس اگر پس است. صحیح رأسͬ نقاط دارای

ماتریس که این اثبات برای کنیم. حل خطͬ برنامه�ریزی مسئله ͷی عنوان به را آن و کرده آزاد را دودویی قیود

داریم. نیاز زیر قضیه به است TU ، L(λ, θ, τ) مسئله قیود

کنید فرض همچنین، است. −١ یا ١ ،٠ آن مؤلفه�های که باشد ماتریسͬ A کنید فرض .٢.۴.۴ قضیه

مجموع اگر است. زوج آنها ستونͬ و سطری مجموع هر که باشد A مربعͬ ماتریس�های زیر مجموعه Q

.[٢٣] است TU ،A آنگاه باشد، بخش�پذیر ۴ بر B ∈ Q هر مؤلفه�های

کنیم: بیان را زیر قضیه که آماده�ایم حال

.[٢] است TU ،L(λ, θ, τ) مسئله قیود ماتریس .٣.۴.۴ قضیه

زوج ستونͬ و سطری مجموع�های با L(λ, θ, τ) قیود ماتریس مربعͬ ماتریس زیر B کنید فرض برهان.

۴ بر که بود خواهد صفر نیز B مؤلفه�های مجموع است، صفر B سطری مجموع هر که آنجایی از باشد.

است. TU ،L(λ, θ, τ) مسئله قیود ماتریس ،(٢.۴.۴) قضیه طبق پس است. بخش�پذیر

قیود حال

٠ ≤ xi ≤ ١ , ٠ ≤ yj ≤ ١ ∀ i, j

شوند. (١٩.۴) قیود جانشین مͬ�توانند

مͬ�آیند. به�دست زیرگرادیان بهینه�سازی روش با لاگرانژی ضرایب مقادیر

شده�ی داده آغازین ضرایب با

λ٠
j (j = ١, ..., |L١|) , θ٠

j (j = ١, ..., |L٢|) , τ٠



MCLPDC مسئله حل روشهای .۴.۴٧٧

مͬ�آیند: به�دست زیر روابط با ضرایب از دنباله ͷی

λn+١
j = max {٠, λn

j + tn(
∑
k∈Cj

yk − ١)} (٢٠.۴)

θn+١
j = max {٠, θnj + tn(

∑
k∈Q′

j

yk − n′
j + n′

jyj)} (٢١.۴)

τn+١
j = max {٠, τn + tn(p−

m∑
j=١

yj)} (٢٢.۴)

مثبت اسͺالر tn و ام) − n تکرار در لاگرانژی دوگان بهینه (جواب L(λn, θn, τn) مسئله بهینه جواب yj که

مͬ�شود، تعیین زیر رابطه از که است گام اندازه

tn =
αn(Zu − ZL)

|L١|∑
j=١

(
∑
k∈Cj

yk − ٢(١ +

|L٢|∑
j=١

(
∑
k∈Q′

j

yk − n′
j + n′

jyj)
٢ + (

m∑
j=١

yj − p)٢

(٢٣.۴)

شده یافت بالای کران بهترین Zu مͬ�کند. صدق ٠ ≤ αn ≤ ٢ رابطه در که است اسͺالر ͷی نیز αn

مسئله هدف تابع مقدار هرگاه مͬ�کنیم. شروع α٠ = ٢ با است. شده یافت پایین کران بهترین ZL و

تقسیم ٢ به را αn نیابد، افزایش تکرارها از ثابتͬ تعداد از بعد ZL(λn, θn, τn) مقدار و L(λn, θn, τn)

الͽوریتم باشیم رسیده تکرار حد به یا و باشند ͷنزدی هم به کافͬ مقدار به پایین و بالا کران��های اگر مͬ�کنیم.

مͬ�کنیم.) انتخاب صفر نیز را لاگرانژی ضرائب اولیه مقادیر ) مͬ�یابد. خاتمه

است: زیر صورت به r < ٢s وقتͬ لاگرانژ آزادسازی الͽوریتم

کنید. حل τn = ٠ و j هر برای λn
j = ٠ و θnj = ٠ با را L(λn, θn, τn) مسئله . n = ٠ دهید قرار : ١ گام

دهید. قرار ها cj همه مجموع را (Zu) بالا کران بهترین و صفر را (ZL) پایین کران بهترین

کنید. به�روز شده گفته روابط طبق را τn و θnj ،λn
j و n := n+ ١ دهید قرار : ٢ گام

مسئله حل با واقع در کنید. به�روز لزوم صورت در را ZL و کنید حل را L(λn, θn, τn) مسئله : ٣ گام

L(λn, θn, τn) مسئله جواب مͬ�آید. به�دست اصلͬ مسئله بهینه جواب برای پایین کران ͷی L(λn, θn, τn)

اصلͬ مسئله برای شدنͬ جواب ͷی مͬ�توانیم آن از استفاده با اما نباشد شدنͬ اصلͬ مسئله برای است ممͺن
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شͺل به نکند صدق (١۴.۴) و (١٣.۴) قیود در L(λn, θn, τn) جواب اگر که ترتیب بدین . کنیم پیدا

تعداد اگر و برود بین از (١۴.۴) و (١٣.۴) قیود نقض تا مͬ�کنیم حذف را شده تأسیس تسهیلات حریصانه

تسهیل p دقیقاً که زمانͬ تا مͬ�دهیم انجام را حذف حریصانه روش به باشد p از بیشتر شده تأسیس تسهیلات

گونه�ای به را تسهیلات حریصانه روش به باشد، p از کمتر شده تأسیس تسهیلات تعداد اگر ولͬ باشد موجود

دیͽر که این یا و شود ایجاد تسهیل p که زمانͬ تا مͬ�کنیم اضافه مͬ�دهند اجازه (١۴.۴) و (١٣.۴) قیود که

بالا کران ͷی که مͬ�شود پیدا اصلͬ مسئله برای شدنͬ جواب ͷی ترتیب بدین کرد. اضافه را تسهیلͬ نتوان

کنید. به�روز را Zu لزوم صورت در است. اصلͬ مسئله بهینه جواب برای

توقف باشد، کم کافͬ مقدار به پایین و بالا کران�های اختلاف که این یا و برسد تکرار حد به n اگر : ۴ گام

بروید. ٢ گام به صورت این غیر در کنید.

روش با را MCLPDC مسئله M = N و p = ٢ ،r = ١/۵ ،s = ١ با ٣.۴ شͺل برای .۴.۴.۴ مثال

مͬ�کنیم. حل لاگرانژ آزادسازی

G گراف :٣.۴ شͺل

بود. خواهد G گراف همان G′ گراف تعریف، طبق شود. رسم فوق گراف برای G′ گراف است لازم ابتدا
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G′ گراف :۴.۴ شͺل

داریم: G′ گراف در

G′
١ = {١, ٢, ٣} =⇒ q١ = ٠ =⇒ n١ = min{٢, ٠} = ٠

Q′
١ = (Q١ ∪ {١})− C١ = {١, ٢, ٣} − {١, ٢, ٣} = ∅

G′
٢ = {١, ٢, ٣, ۴} =⇒ q٢ = ٢ =⇒ n٢ = min{٢, ٢} = ٢

Q′
٢ = (Q٢ ∪ {٢})− C٢ = {١, ٢, ٣, ۴} − {١, ٢, ٣} = {۴} =⇒ n′

٢ = ١

G′
٣ = {١, ٢, ٣, ۴} =⇒ q٣ = ٢ =⇒ n٣ = min{٢, ٢} = ٢

Q′
٣ = (Q٣ ∪ {٣})− C٣ = {١, ٢, ٣, ۴} − {٢, ٣, ۴} = {١} =⇒ n′

٣ = ١

G′
۴ = {٢, ٣, ۴} =⇒ q۴ = ٠ =⇒ n۴ = min{٢, ٠} = ٠

Q′
۴ = (Q۴ ∪ {۴})− C۴ = {٢, ٣, ۴} − {٢, ٣, ۴} = ∅

شوند. تعیین L٢ و L١ مجموعه�های است لازم حال

پس داریم را C٣ = {٢, ٣, ۴} و C٢ = {١, ٢, ٣} ماکزیمال خوشه ٢ تنها ،G′ در

L١ = {{١, ٢, ٣}, {٢, ٣, ۴}}

مسئله صورت این در .L٢ = {{۴}, {١}} پس ،Q′
٢ = {۴} و Q′

٣ = {١} از عبارتند نیز ناتهͬ های Q′
j
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است؛ زیر صورت به L(λ, θ, τ)

min

۴∑
i=١

xi + λ٢(y١ + y٢ + y٣ − ١) + λ٣(y٢ + y٣ + y۴ − ١)+

θ٢(y۴ − ١ + y٢) + θ٣(y١ − ١ + y٣) + τ(٢ −
۴∑

j=١
yj)

S.t. x١ ≥ y١

x٢ ≥ y٢

x٣ ≥ y٣

x۴ ≥ y۴

xi, yi ∈ {٠, ١} ∀ i,∀ j ∈ {١, ٢, ٣, ۴}

مͬ�کنیم: عمل r < ٢s وقتͬ لاگرانژ آزادسازی الͽوریتم طبق ،r = ١/۵ < ٢s = ٢ مثال این در چون

L(λ٠, θ٠, τ٠) مسئله خطͬ آزادسازی و λ٠
٢ = λ٠

٣ = θ٠
٢ = θ٠

٣ = τ٠ = ٠ و n = ٠ مͬ�دهیم قرار :١ گام

مͬ�کنیم. حل را

min

۴∑
i=١

xi

S.t. x١ ≥ y١

x٢ ≥ y٢

x٣ ≥ y٣

x۴ ≥ y۴

٠ ≤ xi, yi ≤ ١ ∀ i, ∀ j ∈ {١, ٢, ٣, ۴}

در چون مͬ�باشد، اصلͬ مسئله بهینه جواب برای پایین کران ͷی که است صفر برابر مسئله این بهینه جواب

یعنͬ ها ci همه مجموع را (Zu) بالا کران بهترین و داده قرار (ZL) پایین کران بهترین را آن هستیم اول گام
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مͬ�کنیم. انتخاب ۴ مقدار

مͬ�کنیم. به�روز شده گفته روابط طبق را لاگرانژی ضرایب و گام طول و n = ١ مͬ�دهیم قرار :٢ گام

t٠ =
٢(۴ − ٠)

(٠ − ٢(١ + (٠ − ٢(١ + (٠ − ١ + ٢(٠ + (٠ − ١ + ٢(٠ + (٠ − ٢(٢ = ١

λ١
٢ = max {٠, ٠ + ٠)١ − ١)} = ٠ , λ١

٣ = max {٠, ٠ + ٠)١ − ١)} = ٠

θ١
٢ = max {٠, ٠ + ٠)١ − ١ + ٠)} = ٠ , θ١

٣ = max {٠, ٠ + ٠)١ − ١ + ٠)} = ٠

τ١ = max {٠, ٠ + ٢)١ − ٠)} = ٢

مͬ�کنیم: حل را L(λ١, θ١, τ١) مسئله خطͬ آزادسازی :٣ گام

min

۴∑
i=١

xi + ٢)٢ −
۴∑

j=١
yj)

S.t. x١ ≥ y١

x٢ ≥ y٢

x٣ ≥ y٣

x۴ ≥ y۴

٠ ≤ xi, yi ≤ ١ ∀ i, ∀ j ∈ {١, ٢, ٣, ۴}

بهترین پس است. صفر هدف تابع مقدار با x١ = ... = x۴ = y١ = ... = y۴ = ١ مسئله، این بهینه جواب

(١٣.۴) قیود در زیرا نیست شدنͬ اصلͬ مسئله برای جواب این بود. خواهد صفر همچنان (Z l) پایین کران

و (١٣.۴) قیود تا مͬ�کنیم حذف را اضافͬ تسهیلات حریصانه، روش به پس نمͬ�کند. صدق (١۶.۴) و

آن بهینه جواب برای بالا کران ͷی نتیجه در و اصلͬ مسئله برای شدنͬ جواب ͷی و شود برقرار (١۶.۴)

بهترین پس مͬ�باشد. ٢ هدف مقدار با ۴ و ١ گره�های در تسهیل ٢ دادن قرار شدنͬ جواب این آید. به�دست

است. ٢ تکرار این در (Zu) بالا کران

به را αn نیابد، افزایش دیͽر تکرار به تکراری از ،(ZL) پایین کران بهترین هرگاه مثال این در .۵.۴.۴ تذکر
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مͬ�کنیم. تقسیم ٢

مͬ�باشند: زیر مقادیر لاگرانژی ضرایب و گام طول سوم، تکرار در

t١ =
٢)١ − ٠)

(٣ − ٢(١ + (٣ − ٢(١ + (١ − ١ + ٢(١ + (١ − ١ + ٢(١ + (۴ − ٢(٢ =
١
٧

λ٢
٢ = λ٢

٣ = max {٠, ٠ +
١
٣)٧ − ١)} =

٢
٧

θ٢
٢ = θ٢

٣ = max {٠, ٠ +
١
١)٧ − ١ + ١)} =

١
٧

τ٢ = max {٠, ٢ +
١
٢)٧ − ۴)} =

١٢
٧ α١ = ١

بود؛ خواهد زیر صورت به نیز L(λ٢, θ٢, τ٢) مسئله هدف تابع و

min

۴∑
i=١

xi +
٢
٧(y١ + y٢ + y٣ − ١) + ٢

٧(y٢ + y٣ + y۴ − ١)+

١
٧(y۴ − ١ + y٢) +

١
٧(y١ − ١ + y٣) +

١٢
٧ (٢ −

۴∑
j=١

yj)

مͬ�باشد؛ زیر صورت به آن شده ساده شͺل که

min

۴∑
i=١

xi −
٩
٧y١ − y٢ − y٣ − ٩

٧y۴ +
١٨
٧

پایین کران بهترین پس است، هدف٢ مقدار با x١ = ... = x۴ = y١ = ... = y۴ = ١ مسئله این بهینه جواب

تکرار مانند نیست، شدنͬ اصلͬ مسئله برای جواب این که آنجایی از مͬ�باشد. ٢ با برابر تکرار این در (ZL)

مسئله برای را ٢ هدف مقدار با ،x١ = x۴ = y١ = y۴ = ١ شدنͬ جواب حریصانه، روش از استفاده با قبل

بهترین سوم تکرار در مͬ�شود. ٢ تکرار این در نیز (Zu) بالا کران بهترین ترتیب بدین مͬ�آوریم، به�دست اصلͬ

،x١ = x۴ = y١ = y۴ = ١ شدنͬ جواب پس برابرند هم با (ZL) پایین کران بهترین و (Zu) بالا کران

مͬ�شود. متوقف الͽوریتم و بود خواهد اصلͬ مسئله بهینه جواب



۵ فصل

ممنوع جستجوی ابتکاری روش

٨٣
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مقدمه ١.۵

مسئله ͷی برای بهترین) لزوماً (نه خوب جواب ͷی حداقل به دستیابی برای بسیاری ابتکاری الͽوریتم�های

مͬ�گیرند. بهره محلͬ جستجوی مͺانیزم ͷی از روشها این از بسیاری آمده�اند. وجود به سخت −Np

اعمال با و مͬ�شود آغاز شدنͬ جواب ͷی با که است تکراری جستجوی روش ͷی (LS) محلͬ جستجوی

تنها که بهتر شدنͬ جواب ͷی به جستجو تکرار، هر در مͬ�بخشد. بهبود را آن محلͬ اصلاحات سری ͷی

از ͬͺی به جدید و قبلͬ جواب�های بین تفاوت واقع، (در مͬ�رسد. است، متفاوت قبلͬ جواب با کمͬ مقدار

در مͬ�شود، متوقف مͬ�رسد، موضعͬ بهینه ͷی به که وقتͬ جستجو مͬ�شود.) مربوط محلͬ اصلاحات این

است. (LS) محدودیت ͷی این و است متوسط و معمولͬ جواب ͷی تنها موضعͬ بهینه این که حالͬ

ممنوع جستجوی روش ٢.۵

روشهای به که کرد معرفͬ ممنوع جستجوی نام به را جدیدی روش [١٣] ١٩٨۶ سال در گلوور١ فرد

غلبه (TS)برای ممنوع جستجوی استراتژی کنند. غلبه موضعͬ بهینگͬ بر مͬ�دهد اجازه محلͬ جستجوی

بهبود که حرکت�هایی موضعͬ بهینه ͷی با مواجهه در مͬ�دهد اجازه LS به که است این موضعͬ بهینگͬ بر

مͬ�شود. حاصل رهایی موضعͬ بهینگͬ دام از و یافته ادامه جستجو ترتیب بدین بداند، مجاز را نیستند دهنده

بازگشت و زدن دور از که است ابزاری به نیاز مͬ�دانیم، مجاز را نیستند �دهنده دام از رهایی برای که زمانͬ اما

ممنوع لیست نام به مدت کوتاه حافظه�ای ابزار این کند. جلوگیری آمده، بدست این از پیش که جواب�هایی به

ممنوع را آن�ها انجام معین، مدتͬ برای و مͬ�کند ضبط خود در را اخیر حرکت�های یا و جواب�ها که است

است. متفاوت حرکت�ها ماهیت و مسئله نوع و حل الͽوریتم بنابر معین مدت این مͬ�سازد.

مͬ�شود. انجام جواب روی که است اصلاحͬ یا و شͺل تغییر حرکت، .١.٢.۵ تعریف

.ͬͽهمسای ساختار و جستجو فضای دارد: وجود اساسͬ مفهوم ٢ ممنوع، جستجوی روش در

١Fred Glover
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گرفته نظر در جستجو طول در مͬ�توانند که است جواب�هایی همه فضای جستجو، فضای .٢.٢.۵ تعریف

شوند). (ملاقات شوند

جواب ͬͽهمسای است. جستجو فضای با مرتبط و ͷنزدی کاملا́ مفهوم ،ͬͽهمسای ساختار .٣.٢.۵ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به و شده داده نشان N(a) نماد با که است جستجو فضای از زیرمجموعه�ای ،a

N(a) = { مͬ�آیند. به�دست a روی محلͬ حرکت ͷی کارگیری به با که جواب�هایی }

ͷی برای باشد. نیز جواب فضای تمامͬ شامل حتͬ مͬ�تواند همسایه ساختار برمͬ�آید، تعریف از چنانچه

دارد. آمده وجود به ͬͽهمسای وسعت در اساسͬ نقشͬ شده، تعریف حرکت نوع خاص، مسئله

روشهایجستجوی سایر با مقایسه در ممنوع جستجوی متمایز عناصر ممنوعیت�ها شد، گفته که همان�طور

محلͬ جستجوی با ممنوع لیست از ترکیبی مͬ�توان را ساده ممنوع جستجوی ͷی واقع در و هستند محلͬ

باشد. متفاوت مͬ�تواند ممنوع لیست در شده ضبط اطلاعات میزان دانست.

برای زیادی فضای به نیاز کار این اما مͬ�شوند ذخیره کامل طور به جواب�ها ممنوع، لیست از نوع ͷی در

مͬ�سازد، هزینه پر را نه یا است ممنوع خاص حرکت ͷی که این بررسͬ همین�طور و دارد اطلاعات نگهداری

حرکت چند مͬ�باشد، نیز آن رایج�ترین که ممنوع لیست دیͽر نوع مͬ�شود. استفاده ندرت به دلیل همین به

ممنوع را آنها معکوس حرکت�های انجام و مͬ�کند ذخیره خود در را است شده انجام جواب روی که اخیر

مͬ�کنند. ضبط خود در را حرکت�ها یا و جواب�ها کلیدی ویژگیهای ممنوع لیست انواع سایر مͬ�سازد.

مشاهده ولͬ است. ثابت طول دارای و گردشͬ معمولا˟ ممنوعیت�ها، نگهداری برای استفاده مورد حافظه

دلیل همین به کنند. جلوگیری زدن دور از نمͬ�توانند همیشه ثابت طول با ممنوع لیست�های که است شده

دادند. پیشنهاد جستجو در را ممنوع لیست طول تغییر ( تیلرد٢ و گلوور (مثل نویسنده�ها از بعضͬ

شود. تعیین معین بازه ͷی از تصادفͬ صورت به حرکت هر ممنوعیت زمان مدت که است این دیͽر حل راه

حرکت تکرار آن تا که تکراری شماره که است برچسب ͷی دارای حرکت هر ممنوع لیست در صورت، این در

مͬ��کند. ذخیره خود در را است ممنوع نظر مورد

٢Taillard
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ممنوع، جستجوی روش که بͽوییم باید دهیم توضیح خلاصه طور به را ممنوع جستجوی روش بخواهیم اگر

تکرار هر در مͬ�کند. ایجاد را همسایͽͬ�اش آن، روی حرکت ͷی اعمال با و نموده شروع شدنͬ جواب ͷی با

دارد همراه به هدف تابع برای را بهبود بیشترین که جوابی نیستند، ممنوع که ͬͽهمسای جواب�های میان از

جستجو باشد، موضعͬ بهینه فعلͬ جواب که صورتͬ در مͬ�کند. اضافه ممنوع لیست به و نموده انتخاب

بعدی تکرار آغازین جواب تکرار هر در جواب بهترین مͬ�داند. مجاز را نیستند دهنده بهبود که حرکت�هایی

است.

ممنوع جستجوی روش الͽوریتم ٣.۵

داریم: را زیر نمادهای سازیم. کمینه ممنوع، جستجوی روش با را f تابع مͬ�خواهیم کنید فرض

،a ͬͽهمسای : N(a) و شده یافت جواب بهترین : a∗ و کنونͬ جواب : a

نیست. ممنوع که N(a) قبول قابل مجموعه زیر : N(a) و a∗ برای هدف تابع مقدار : f∗

است: زیر صورت به ممنوع جستجوی روش الͽوریتم

آغازین: مرحله

دهید قرار کنید. انتخاب a٠ آغازین جواب ͷی

a = a٠ و f∗ = f(a٠) و a∗ = a٠ و T = ∅

جستجو: مرحله

دهید: انجام نشده، برقرار خاتمه شرط که زمانͬ تا

کنید. انتخاب a′ ∈ N(a)ͷی -١

.f∗ = f(a′) و a∗ = a′ دهید: قرار آنگاه ، f(a′) < f∗ اگر -٢

کنید. حذف است) لازم (اگر را لیست ورودی قدیمͬ�ترین و دهید قرار ممنوع لیست در را حرکت این -٣
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لیست از آزادسازی معیار ۴.۵

جلوگیری خوب و جذاب حرکت�های از و هستند قوی بسیار ممنوع لیست�های از بعضͬ شرایطͬ، تحت

ممͺن یا و باشد نداشته وجود دور در افتادن جهت خطری هیچ است ممͺن که است حالͬ در این و مͬ�کنند

شوند. جستجو کلͬ بهبود باعث حرکات این است

آن دهد اجازه و کند لغو خاص مورد آن برای را بودن ممنوع تا کنیم استفاده ابزاری از که است لازم اینرو از

دارد. نام لیست از آزادسازی معیار ابزار این شود. جستجو وارد جواب

این به مͬ�شود، استفاده ممنوع جستجوهای تمامͬ در تقریباً که آزادسازی معیار پراستفاده�ترین و ساده�ترین

حرکت آن باید گردد، منجر فعلͬ بهینه جواب از بهتر جوابی به اگر ممنوع، حرکت ͷی که است صورت

است)، نشده مشاهده جوابی چنین قبلا́ (زیرا گردد لغو آن ممنوعیت یعنͬ شود انجام

دارد: وجود ممنوع لیست از آزاد�سازی برای معیار دو

مقدار اساس بر آمده به�دست قبلا́ که جوابی هر از اگر شود، خارج ممنوع لیست از باید جواب ͷی : ١ معیار

باشد. بهتر هدف تابع

امͺان که باشد گونه�ای به تکرار فرآیند از مرحله�ای در ممنوع لیسست�های و روش ساختار هرگاه : ٢ معیار

همه از ممنوع لیست از شدن خارج صف در که حرکتͬ صورت این در باشد نداشته وجود حرکت هیچ�گونه

مͬ�شود. برداشته آن ممنوعیت و انتخاب است نزدی�ͷتر خروج به

پایانͬ شروط ۵.۵

از: عبارتند TS در پرکاربرد پایانͬ شروط

CPU کارکرد از پس یا و تکرار ١٠٠٠ یا ۵٠٠ از پس مثال عنوان به مشخص، تکرار تعداد از بعد توقف .١

مشخص. زمان مدت ͷی اندازه به

حال به تا را استفاده بیشترین مورد، (این کند تغییر هدف تابع مقدار که این بدون تکرار تعدادی از پس .٢

است). داشته
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برسد. شده تعیین پیش از مقدار و آستانه�ای حد ͷی به جواب که وقتͬ .٣

جواب در تنوع و تقویت ۶.۵

حرکت�هایی و جواب�ها آن اساس بر که مͬ�شود اطلاق مͺانیسمͬ به ممنوع جستجوی در تقویت٣ مͺانیسم

بازگشت به استراتژی این بهتر، عبارت به مͬ�شوند. تقویت شده�اند، خوب جواب�های به رسیدن باعث که

برای نخبه جواب�های که آنجا از دارد. اشاره آنها، محدوده�ی در بیشتر جستجوی و نخبه جواب�های به

مشخص حافظه�ی ͷی گرفتن نظر در شامل مفهوم این پیاده�سازی نحوه�ی هستند، نیاز مورد بعدی مقایسه�های

است. جواب�ها از مجموعه این برای

برای پایه�ای تا دارند، نیاز نخبه جواب�های از مجموعه�ای مشخصکردن برای ابزاری به تقویت استراتژی�های

مجموعه این در عضویت باشند. داشته دست در تازه، جواب�های ساخت جهت خوب خصوصیات ترکیب

مͬ�پذیرد. انجام هدف تابع مقدار برای آستانه ͷی گرفتن نظر در با اغلب جواب�ها از

آنها است. بودن محلͬ به روشها این گرایش محلͬ، جستجوی بر مبتنͬ روشهای مشͺلات مهمترین از ͬͺی

به روشها این در مͬ�توان که منفͬ نکات از بپردازند. جستجو به محدود منطقه ͷی در بیشتر تا دارند تمایل

جواب ناحیه تمامͬ است ممͺن اما شوند، پیدا خوبی جواب�های است ممͺن چند هر که است این رسید آن

استراتژی باشد. بهتر بسیار شده پیدا فعلͬ بهینه جواب از که شود پیدا بهینه�ای است ممͺن و نشود بررسͬ

ناحیه�های به جستجو انتقال با را مشͺل این مͬ�کند کوشش که است مͺانیسم ͷی ممنوع جستجوی در تنوع۴

دارد: وجود تنوع برای عمده روش دو کند. حل نگرفته قرار بررسͬ مورد یا و گرفته قرار بررسͬ مورد کمتر

کرده پیدا که بهینه�ای جواب از یا و گرفته�اند قرار استفاده مورد کمتر که نقاطͬ از را جستجو دوباره: شروع •

مͬ�دهد). قرار ممنوع لیست داخل در را دیͽر نقاط ) مͬ�کند شروع دوباره است،

دستور در ابتدا همان از را پراکندگͬ رعایت کار که جستجو فرآیند در مͺانیسمͬ دادن قرار جستجو: هدایت •

مͬ�دهد. قرار کار
٣Intensification
۴Diversification
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ممنوع جستجوی در حافظه�ها ٧.۵

مͬ�شود اطلاق حافظه از بخشͬ به معمول طور به ممنوع جستجوی رویͺرد در مدت۵ کوتاه حافظه�ی ساختار

جمله آن از است. نیاز مورد LS انجام برای یا و مͬ�شود برده کار به تقویت استراتژی پیاده�سازی برای یا که

برده کار به تکرار عدم برای که حافظه�ای عنوان به را، ممنوع لیست به یافته اختصاص حافظه�ی مͬ�توان

داد. قرار دسته این در مͬ�شود،

عبارت به مͬ�شود. پیاده�سازی جستجو روند به دادن هدفجهت با ممنوع جستجوی در مدت۶، بلند حافظه�ی

افزایش برای TS در که است لازم نکته این تذکر است. تنوع معیار پیاده�سازی برای حافظه این معمولا˟ بهتر،

است. متفاوت دیͽر مسئله�ی به مسئله ͷی از حل�ها راه معمولا˟ آن، هدایت و جستجو پراکندگͬ

روش با (MCLPDC) فاصله قیود پوششبا کمترین مͺانیابی مسئله حل ٨.۵
ممنوع جستجوی

مسئله میانه٧و −p مسئله است. رفته کار به موفقیت با مͺانیابی مسائل حل برای ممنوع جستجوی روش

حل خوبی به روش این با که هستند مͺانیابی مسائل از نمونه�هایی نامحدود ظرفیت با تسهیلات مͺانیابی

شده�اند.

شروع آغازین جواب عنوان به حریصانه الͽوریتم نهایی جواب از ،MCLPDC حل برای ممنوع جستجوی

با Y عضو ͷی تعویض را حرکت نیست. شدنͬ لزوماً که باشد آغازین جواب این Y کنید فرض مͬ�کند.

حرکت، این تعریف با است.) تسهیلات کاندیدای مͺان�های Mمجموعه کنید.( Mتعریف −Y عضو ͷی

رعایت را فاصله قیود که بود خواهد M مجموعه عضوی p مجموعه�های زیر تمام مجموعه جستجو، فضای

مͬ�گیرد: شͺل ممنوع لیست نوع ٢ و مͬ�کنند

اضافه مدتͬ تا و مͬ�گیرند قرار شده حذف مͺان�های آن در که شدن؛ اضافه برای ممنوع عناصر لیست ͬͺی

قرار شده اضافه مͺان�های آن در که شدن؛ حذف برای ممنوع عناصر لیست دیͽری مͬ�شود. ممنوع آنها شدن

۵Short Term Memory
۶Long Term Memory
٧p-median
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مͬ�شود. ممنوع آنها حذف مدتͬ تا و مͬ�گیرند

تابع برای را کاهش) (بیشترین بهبود بیشترین که حرکتͬ نیستند، ممنوع که حرکت�هایی میان از تکرار هر در

باشد) موضعͬ بهینه فعلͬ، (جواب نباشد هدف تابع کاهش امͺان اگر و مͬ�شود انتخاب دارد همراه به هدف

لیست در شده انتخاب حرکت مͬ�شود. انتخاب باشد، داشته هدف تابع در را افزایش کمترین که حرکتͬ

بود. خواهد بعدی تکرار آغازین جواب جواب، این و مͬ�گیرد قرار ممنوع

در که مͬ�کنیم انتخاب ثابت طول با مدور آرایه ͷی را ممنوع عناصر نگهداری برای استفاده مورد حافظه

تعداد تا جستجو انجام نیز را خاتمه شرط مͬ�شود. خارج آن از آرایه عنصر اولین لیست، شدن پر صورت

مͬ�کنیم. تعریف معین تکرار

نداشته وجود حرکتͬ هیچ امͺان ولͬ باشد شده داده حد از کمتر تکرارها تعداد اگر که باشید داشته توجه

بهینه جواب از بهتر جوابی تولید به منجر ممنوع، حرکت اینکه یا و باشند ممنوع حرکت�ها تمامͬ یعنͬ باشد،

مͬ�کنیم. لغو خاص موارد این در را حرکت�ها ممنوعیت لیست، از آزادسازی معیار طبق شود فعلͬ

لاگرانژ آزادسازی و حریصانه روشهای با ممنوع جستجوی روش مقایسه ٩.۵
MCLPDC مسئله حل در

حل در لاگرانژ آزادسازی و ممنوع جستجوی حریصانه، روشهای عملͺرد مشاهده برای [٢] هوآنگ و برمن

نمودند. حل روش ٣ این با نمونه عنوان به را ۵.۴ و ۴.۴ ،٢.۴ ،١.۴ جداول مسائل ،MCLPDC مسئله

برای تکرار تعداد و ٢٠ را ممنوع لیست طول ،۵٠ را ممنوع جستجوی برای تکرار تعداد آزمونشان، در آنها

متوالͬ تکرار ١٠ از بعد پایین کران هرگاه که فرضکردند همین�طور گرفتند، نظر در ١٠٠ را لاگرانژ آزادسازی

مͬ�دهد. نشان را آزمون این محاسباتͬ نتایج ١.۵ جدول شود. نصف α اسͺالر نیابد، افزایش

به�دست شدنͬ جواب لاگرانژ آزادسازی و ممنوع جستجوی حریصانه، ابتکاری روشهای از ͬͺی که هرگاه

تعیین زیر رابطه از روش ٣ این از آمده به�دست جواب بهترین و شدنͬ جواب این بین (فاصله) گپ مͬ�آورد،
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مͬ�شود؛

جواب (بهترین بر تقسیم نظر) مورد شدنͬ جواب - ابتکاری روش ٣ این جواب (بهترین = شدنͬ جواب گپ

ابتکاری) روش ٣ این

MCLPDC مسئله حل در لاگرانژ آزادسازی و حریصانه روشهای با ممنوع جستجوی روش مقایسه :١.۵ جدول
حریصانه ممنوع جستجوی لاگرانژ

n p s r موفق موارد گپ میانگین موفق موارد گپ میانگین موفق موارد گپ میانگین
١٠٠ ۵ ١٠ ١۵ ١٠ ٠ ١٠ ٠ ٨ ٠
١٠٠ ١٠ ١٠ ١۵ ١٠ ٠/٠٠١٨ ١٠ ٠ ٩ ٠/٠٠٢٠
٢٠٠ ۵ ١٠ ١۵ ١٠ ٠ ١٠ ٠ ١٠ ٠
٢٠٠ ١٠ ١٠ ١۵ ١٠ ٠/٠٠٢۴ ١٠ ٠ ۵ ٠/٠٠٩۴
٣٠٠ ۵ ١٠ ١۵ ١٠ ٠/٠٠۶٧ ١٠ ٠ ١٠ ٠/٠١٠٣
٣٠٠ ١٠ ١٠ ١۵ ١٠ ٠/٠١۶۶ ١٠ ٠ ٩ ٠/٠٠٢۶
۴٠٠ ۵ ١٠ ١۵ ١٠ ٠/٠٠٧۵ ١٠ ٠ ١٠ ٠/٠٠٧۵
۴٠٠ ١٠ ١٠ ١۵ ١٠ ٠/٠٠٢٢ ١٠ ٠ ٨ ٠/٠٠٩٨
۵٠٠ ۵ ١٠ ١۵ ١٠ ٠/٠٠٢٠ ١٠ ٠ ١٠ ٠
۵٠٠ ١٠ ١٠ ١۵ ١٠ ٠/٠١٣٧ ١٠ ٠/٠٠۴٠ ٩ ٠/٠١۵٢
١٠٠ ۵ ١۵ ٢۵ ١٠ ٠ ١٠ ٠ ٨ ٠
١٠٠ ١٠ ١۵ ٢۵ ١٠ ٠/٠١٢٨ ١٠ ٠/٠٠٠١ ۴ ٠/٠٠۵٢
٢٠٠ ۵ ١۵ ٢۵ ١٠ ٠/٠٧٧٨ ١٠ ٠ ٨ ٠/٠٣٩٠
٢٠٠ ١٠ ١۵ ٢۵ ١٠ ٠/٠٠٩۶ ١٠ ٠/٠٠١٨ ٢ ٠/٠٠٣۴
٣٠٠ ۵ ١۵ ٢۵ ١٠ ٠/٠٠٣٣ ١٠ ٠ ۵ ٠
٣٠٠ ١٠ ١۵ ٢۵ ١٠ ٠/٠٠٣۵ ١٠ ٠/٠٠٣۵ ٩ ٠/٠٠٣۵
۴٠٠ ۵ ١۵ ٢۵ ١٠ ٠ ١٠ ٠ ٧ ٠
۴٠٠ ١٠ ١۵ ٢۵ ١٠ ٠/٠٠٢٩ ١٠ ٠/٠٠٠٧ ١ ٠/٠١٢٧
۵٠٠ ۵ ١۵ ٢۵ ١٠ ٠/٠٠٢٠ ١٠ ٠ ٧ ٠
۵٠٠ ١٠ ١۵ ٢۵ ١٠ ٠/٠٠٠٨ ١٠ ٠/٠٠٨٠ ٢ ٠/٠۶۵۶

نظر در نمونه مسئله ١٠ ،(n, p, s, r) مقادیر از ترکیب هر برای شدیم، متذکر ٣.۴ بخش در که همان�طور

گپ میانگین نیز و است شده حاصل شدنͬ جواب که مسئله ١٠ این از موفق موارد تعداد است. شده گرفته

مͬ�بینیم. ١.۵ جدول در لاگرانژ آزادسازی و ممنوع جستجوی حریصانه، روشهای برای را شدنͬ جواب�های

،r = ٢۵ که زمانͬ جز به است خوب کل در روشحریصانه عملͺرد مͬ�شود، مشاهده جدول در که همان�طور

خیلͬ که است درصد ٧/٧٨ حالت این برای حریصانه روش گپ میانگین .n = ٢٠٠ و p = ۵ ، s = ١۵

حریصانه روش جواب که است نمونه مسئله ͷی وجود هم، آن علت مͬ�باشد. لاگرانژ آزادسازی گپ از بیشتر
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الͽوریتم نهایی جواب از ممنوع جستجوی روش چون است. بهینه جواب از بیشتر درصد ۴٨/۵ آن برای

بر دارد. حریصانه روش از بهتری عملͺرد که است واضح مͬ�کند، شروع آغازین جواب عنوان به حریصانه

آزادسازی از موفق�تر آورده، به�دست شدنͬ جواب که دفعاتͬ تعداد نظر از حریصانه روش ما، انتظار خلاف

آوردن به�دست در مواقع بیشتر در ،r = ٢۵ وقتͬ لاگرانژ آزادسازی روش جدول، طبق است. بوده لاگرانژ

به�دست شدنͬ جواب ͷی لاگرانژ آزادسازی هم و حریصانه هم که هرگاه ولͬ است. ناموفق شدنͬ جواب

است. بهتر جواب کدام بͽوییم که است سخت و بوده هم به ͷنزدی جواب�ها این مͬ�آورند،

مسئله حل برای ممنوع جستجوی روش که است این مͬ�شود، حاصل ١.۵ جدول از که مهمͬ نتیجه�ی

ویژه به است. بوده لاگرانژ آزادسازی و حریصانه روشهای از موفق�تر فاصله قیود با پوشش کمترین مͺانیابی

است. مناسب بسیار ممنوع جستجوی روش با مسئله حل بزرگ، شبͺه�های برای

نتایج نیز ،r ≥ ٢s که حالتͬ برای . r < ٢s آنها در که شده بررسͬ مسائلͬ تنها آزمون این در .١.٩.۵ تذکر

مͬ�باشد. r < ٢s حالت شبیه کاملا́ محاسباتͬ

ممنوع جستجوی کاربردهای ١٠.۵

به که دارد را مهندسͬ و تجاری کاربردی، علوم مسائل از زیادی تعداد حل قابلیت ممنوع جستجوی روش

مͬ�کنیم. بیان را آنها از برخͬ اختصار
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Abstract
In recent years, covering location studies are considered as one of the key elements for

success and survival of industrial and service centers. Therefore, objectives and solution tech-
niques recognition of covering location problems is very important. In this thesis, first we
present an introduction to location problems and covering concept and present a history of
covering location problems. Then we express the set covering location problem and the maxi-
mum covering location problem and present a number of heuristic methods for solving them.
After a discussion on maximum covering location problem, we introduce the maximum ex-
pected covering location model. As the third covering problem, we explain the minimum
covering location problem with distance constraints (MCLPDC) and present several formula-
tions for it. Then we compare the running time of these formulations with each other. Finally,
we introduce the tabu search heurist method and compare the performance of it for solving
MCLPDC with other heuristic methods that are proposed for solving this problem.
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