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چͺیده
معادلات در آن کاربرد و دیفرانسیلͬ ناورداهای از استفاده با تا است آن بر سعͬ رساله این در

کنیم. بیان دیفرانسیل معادلات جواب یافتن برای عمومͬ روشͬ دیفرانسیل،
تعریف را امتداد ابتدا دوم فصل در مͬ�کنیم. عنوان را نیاز مورد اولیه تعاریف و مفاهیم اول فصل در
این ادامه�ی در مͬ�دهیم، توضیح مثال ذکر با را عمل�گروه�ها و برداری میدان�های امتداد سپس نموده،
معادلات سوم، فصل در مͬ�آوریم. آنها محاسبه�ی روش و مثال ذکر با را دیفرانسیلͬ ناورداهای فصل،

مͬ�کنیم. ذکر آنها محاسبه�ی روش همراه به را تقارن گروه و دیفرانسیل
به تقارن گروه ناورداهای و دیفرانسیل معادلات دستͽاه تقارن گروه از استفاده با چهارم فصل در
فصل، ادامه�ی در مͬ�پردازیم. بالاتر و اول مرتبه�ی دیفرانسیل معادلات جواب یافتن و مرتبه کاهش

مͬ�کنیم. بیان پارامتری چند تقارن گروه�های از استفاده با را معادلات مرتبه�ی کاهش روش



ت



که کسانͬ همه�ی به تقدیم

بدانند. بیشتر خواهند مͬ



سپاس�گزاری...

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس
جناب و زیره احمد دکتر آقای جناب خود، راهنمای اساتید بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در
این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه حجازی، رضا سید دکتر آقای

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه
و مطالعه زحمت که حسن�آبادی حسن دکتر آقای جناب و دسترنج الهه دکتر خانم سرکار از هم�چنین

دارم. را امتنان کمال فرمودند، تقبل را رساله این داوری�

بادپیما زینب
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پیشنیازها و مقدمه



پیشنیازها٢ و مقدمه .١

مقدمه ١.١

اقتصاد، مهندسͬ، مثل امروزی کاربردی علوم اصلͬ زبان را دیفرانسیل معادلات مͬ�توان جدیت به شاید
یافتن مͬ�رسد، ذهن به که مساله�ای اولین دیفرانسیل معادله دستͽاه ͷی دیدن با همیشه نامید. ... و ͷفیزی
شده بیان مختلف معادلات برای گوناگونͬ روش�های دلیل همین به� است. سیستم آن جواب�های یا جواب
و لͬ گروه�های جت، فضاهای ͷکم به هندسͬ دیدگاهͬ با که است این بر سعͬ پایان�نامه این در است.

شود. بیان دیفرانسیل معادلات حل برای اساسͬ و کارآمد بسیار روش�هایͬ ناورداها
است معادلات از خاص دسته�ای حل مختص بیشتر موجود دیفرانسیل معادلات حل روش�های طرفͬ از
است بحث مورد پایان�نامه این در که روشͬ اما کرد. استفاده گروه آن خاص روش از باید گروه هر برای و

مͬ�باشد. غیرخطͬ یا خطͬ معمولͬ دیفرانسیل معادلات تمامͬ برای اجرا قابل و بوده کلͬ
مورد هم هنوز و است لͬ سوفوس ماریوس ١٩ قرن نامͬ ریاضیدان مرهون روش این ͷسیستماتی آغاز

است. ریاضیدانان توجه
نقطه�ای تبدیلات از یͷ-پارامتری لͬ گروه شده داده معمولͬ دیفرانسیل معادله�ی اگر داد نشان لͬ
کوادراتور، ͷی با کاهش�یافته دیفرانسیل معادله جواب�های این�رو از �یابد. کاهش مرتبه ͷی تا مͬ�تواند بپذیرد
شده داده معمولͬ دیفرانسیل معادله اگر مͬ�کند. فراهم را اصلͬ معمولͬ دیفرانسیل معادله جواب�های
تا r معادله مرتبه�ی سپس باشد حل�پذیر متناظر لͬ جبر و بپذیرد نقطه�ای تبدیلات از r-پارامتری لͬ گروه
به�وسیله یا دیفرانسیلͬ ناورداهای ساختن به�وسیله�ی معمولͬ دیفرانسیل معادله مرتبه�ی کاهش مͬ�یابد. کاهش
دیفرانسیل معادلات مرتبه�ی� کاهش بر علاوه تقارن گروه�های از هم�چنین مͬ�پذیرد. انجام استاندارد متغیرهای
جزئͬ یا معمولͬ دیفرانسیل معادلات جدید جواب�های یا و ناوردا جواب�های یافتن برای مͬ�توانیم معمولͬ

کنیم. استفاده شده داده جواب�های از استفاده با
مرتبه�ی معمولͬ دیفرانسیل معادلات سیستم مرتبه�ی کاهش برای حل�پذیر لͬ گروه�های از ،[۵] بیانچͬ،
معمولͬ دیفرانسیل معادله اگر مͬ�دهد نشان که کرد ارایه وجودی قضیه�ای ،[١٧] الور، کرد. استفاده اول
از استفاه با مͬ�تواند آن عمومͬ جواب�های بپذیرد تبدیلات از r-پارامتری حل�پذیر لͬ گروه n-ام مرتبه�ی
آید. بدست −n)-ام r) مرتبه�ی کاهش�یافته�ی معمولͬ دیفرانسیل معادله عمومͬ جواب�های از کوادراتورها
آن�ها عمل نحوه�ی و لͬ گروه�های ادامه در مͬ�کنیم، بیان را هندسه از اساسͬ مفاهیمͬ ابتدا رساله این در
را دیفرانسیلͬ ناورداهای و آورده را امتداد و جت فضای دوم، فصل در مͬ�دهیم. توضیح مثال با همراه را
ادامه در را بالاتر و یͷ-پارامتری گروه�های مورد در ناورداها محاسبه�ی ͬͽونͽچ مͬ�کنیم، تعریف ادامه در
دو فصل انتهای در را مختلف حالت�های در ناورداها تعداد تشخیص برای مطالبͬ هم�چنین و داده توضیح
هم�چنین و تقارن گروه محاسبه�ی روش و کرده تعریف را دیفرانسیل معادلات بعدی، فصل در داده�ایم. قرار
مورد در مطالبͬ نیز سوم فصل انتهای در آورده�ایم. را مطالبͬ مͬ�پذیرد معادله که تقارنͬ گروه بعد مورد در
فصل در و است شده گنجانده اویلر-لاگرانژ معادلات و تͺاملͬ معادلات زیرماکسیمال، تقارن گروه�های



هندسه٣ بنیادی مفاهیم .٢.١

ناورداهای محاسبه�ی و تقارن گروه مولدهای از استفاده با به�خصوص شده، عنوان مطالب از استفاده با آخر
مͬ�پردازیم. آن�ها جواب یافتن و معادلات مرتبه�ی کاهش به آن،

هندسه بنیادی مفاهیم ٢.١

آن�ها عمل نحوه�ی و عمل�گروه�ها جمله از بعدی فصل�های در نیاز مورد ابتدایͬ مفاهیم قسمت این در
مͬ�دهیم. توضیح مثالͬ با همراه را

برقرار زیر شرایط هر�گاه گوییم �بعدیn ͬͺتوپولوژی منیفلد ͷی �را M ͷتوپولوژی فضای .١.٢.١ تعریف
باشد:

U, V ⊂M باز زیر�مجموعه�های در بترتیبمشمول p, q ∈M نقطه�ی دو هر یعنͬ باشد، Mهاسدورف •
.U ∩ V = ∅ به�طوری�که باشند

باشد. داشته شمارا پایه�ی یعنͬ باشد، دوم نوع شمارای M •

با همیومورف ͬͽهمسای ͷی در مشمول آن نقطه هر یعنͬ باشد، n بعد از اقلیدسͬ موضعͬ Mبه�طور •
باشد. Rn از باز زیر�مجموعه�ی ͷی

همبند باز زیر�مجموعه�های Vα و M منیفلد زیرمجموعه�های از شمارا گردایه�ای {Uα}α مͬ�کنیم فرض
مختصاتͬ چارت را (Uα, φα) آنͽاه باشد همیومورفیسم φα : Uα → Vα و ∪αUα =M اگر باشند. Rn از

مͬ�نامیم. M منیفلد روی
نͽاشت باشند M منیفلد روی چارت دو (V, ψ) و (U,φ) اگر حال
ψ ◦ φ−١ : φ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ).

ψ ◦ φ−١ هرگاه مͬ�نامیم سازگار هموار به�طور را فوق چارت دو مͬ�نامیم. ψ به φ از گذر نͽاشت را
باشد. دیفیومورفیسم

هموار به�طور دو به دو A اعضای هرگاه Mمͬ�نامیم یͷاطلسروی را A = {(Uα, φα)}α مجموعه�ی
نباشد. دیͽری اطلس هیچ در مشمول هرگاه است ماکسیمال A اطلس باشند. سازگار

ͬͺتوپولوژی منیفلد هر است. هموار یͷاطلسماکسیمال ،M ͬͺتوپولوژی منیفلد روی هموار یͷساختار
مͬ�دهیم. نشان (M,A) با و مͬ�نامیم هموار منیفلد ͷی را A هموار ساختار ͷی به مجهز

. مͬ�باشد (Rn, I) مختصاتͬ چارت با n-بعدی هموار منیفلد ͷی Rn اقلیدسͬ فضای .٢.٢.١ مثال

m-بعدی منیفلد از مشتق�پذیر) (بͬ�نهایت هموار نͽاشتͬ F : M → N مͬ�کنیم فرض .٣.٢.١ تعریف
ماتریس رتبه�ی با برابر x = (x١, . . . , xm) ∈ M نقطه�ی در F رتبه�ی باشد. N n-بعدی منیفلد به M



پیشنیازها۴ و مقدمه .١

در y = F (x) که مͬ�باشد، x در n ×m مرتبه�ی از (∂F i/∂xj), i = ١, . . . , n, j = ١, . . . ,m ژاکوبین
دارای S ⊂ M زیرمجموعه�ی روی F نͽاشت مͬ�شود. بیان x ͬͽهمسای در مناسبͬ موضعͬ مختصات هر
باشد. (m یا n (حداکثر ممͺن مقدار بزرگترین با برابر F رتبه�ی x ∈ S هر برای اگر است ماکسیمال رتبه�ی

با N ⊂ M زیرمجموعه�ی M از زیرمنیفلد ͷی باشد. هموار منیفلدی M مͬ�کنیم فرض .۴.٢.١ تعریف
منیفلدی Ñ و است ماکسیمال رتبه�ی دارای همه�جا که است ϕ : Ñ → N ⊂M ͷبه�ی�ͷی و هموار نͽاشت

نمͬ�کند. تجاوز M بعد از و است برابر Ñ بعد با N بعد بویژه، مͬ�باشد. ϕ تصویر N = ϕ(Ñ) و دیͽر

گوییم هموار نͽاشتͬ را F : M → N نͽاشت باشند، هموار منیفلدهایͬ N و M اگر .۵.٢.١ تعریف
روی χ̃β : Ũβ → Ṽβ ⊂ Rn چارت هر Mو روی χα : Uα → Vα ⊂ Rm مختصاتͬ چارت هر برای هرگاه

باشد. هموار نͽاشتͬ χ̃β ◦ F ◦ χ−١
α : Rm → Rn مرکب نͽاشت ،N

هموار توابع برای Xکه : C∞(M) → R خطͬ عملͽر مͬ�گیریم. نظر در Mرا هموار منیفلد تعریف٢.١.۶.
X(fg)(x) = f(x)X(g)+g(x)X(f) اگر مͬ�نامیم x ∈M نقطه در مشتق ͷی را مͬ�شود Mتعریف روی

باشد.
مͬ�دهیم: قرار

TM |x = {X : است x ∈M نقطه در مشتق عملͽر X},

فضای سپس باشد m-بعدی ،M منیفلد اگر مͬ�نامیم. x ∈ M نقطه در M منیفلد مماسͬ فضای آن�را و
موضعͬ مختصات در TM |x برای پایه�ای {∂/∂x١, . . . , ∂/∂xm} و است m-بعدی نیز TM |x مماسͬ
M منیفلد مماسͬ کلاف را

⊔
x∈M TM |x = TM مجزای اجتمای هم�چنین مͬ�دهد. تشͺیل شده داده

است. (٢m)-بعدی و مͬ�پذیرد هموار منیفلدی ساختار مماسͬ کلاف هر مͬ�گوییم.

x از گذرنده هموار منحنͬ بر مماس به�وسیله�ی ،x ∈M نقطه�ی Mدر منیفلد بر مماس بردار تعریف٧.٢.١.
v|x = ϕ′(t) مشتق به�وسیله�ی x = ϕ(t) منحنͬ بر v|x مماس بردار موضعͬ، مختصات در مͬ�شود. تعریف
فضای هر مͬ�دهند. تشͺیل x Mدر بر مماس فضای مماسͬ، بردارهای چنین از گردایه�ای مشخصمͬ�شود.
منیفلد روی برداری کلافͬ هم با مماسͬ فضاهای Mاست. با یͺسان بعد از برداری فضایͬ ،TM |x مماس
مͬ�باشد x ∈ M نقطه�ی هر در v|x ∈ TM |x مماس بردار M روی v برداری میدان مͬ�دهند. تشͺیل M
میدان ،(x١, . . . , xm) موضعͬ مختصات در مͬ�کند. تغییر دیͽر نقطه�ی به نقطه�ای از هموار به�طور v|x که

فرم دارای x از ξi(x) هموار تابع هر برای برداری

v|x = ξ١
∂

∂x١
+ ξ٢

∂

∂x٢
+ · · ·+ ξm

∂

∂xm
,

مͬ�باشد.



هندسه۵ بنیادی مفاهیم .٢.١

باشد. آن�ها بین هموار نͽاشتͬ F : M → N و هموار منیفلدهایͬ N و M مͬ�کنیم فرض .٨.٢.١ تعریف
هر ازای به که مͬ�نامیم F دیفرانسیل نͽاشت را dF |x : TM |x → TN |x نͽاشت x ∈ M هر ازای به

ضابطه�ی با v|x ∈ TM |x و f ∈ C∞(N)

dF (v|x)f(y) = v(f ◦ F )(x), y = F (x),

موضعͬ مختصات در و M روی x = (x١, . . . , xm) موضعͬ مختصات در هم�چنین مͬ�شود. تعریف
داریم: N روی y = (y١, . . . , yn)

dF (v|x) = dF

(
m∑
i=١

ξi
∂

∂xi

)
=

n∑
j=١

(
m∑
i=١

ξi
∂F j

∂xi
(x)

)
∂

∂yj
=

n∑
j=١

v(F j(x))
∂

∂yj
.

مͬ�نامند. پیش�برنده نͽاشت آن�را و مͬ�دهند نشان نیز F∗ با را F دیفرانسیل نͽاشت

میدان ͷی نیز ،[v,w] آن�ها، لͬ کروشه�ی باشند، M روی برداری میدان دو w و v اگر .٩.٢.١ تعریف
مͬ�شود. تعریف زیر صورت به f :M → R هموار توابع همه�ی برای که است برداری

[v,w](f) = v(w(f))−w(v(f)). (١.١)

باشیم: داشته اگر موضعͬ، مختصات در هم�چنین

v =

m∑
i=١

ξi(x)
∂

∂xi
, w =

m∑
i=١

ηi(x)
∂

∂xi
,

داریم: سپس

[v,w] =

m∑
i=١

(v(ηi)−w(ξi))
∂

∂xi
=

m∑
i=١

m∑
j=١

(
ξj
∂ηi

∂xj
− ηj

∂ξi

∂xj

)
∂

∂xi
. (٢.١)

کروشه�ی سپس مͬ�گیریم، نظر در را c′ و c ثابت�های Mو روی u wو ،v برداری میدان�های .١٠.٢.١ گزاره
مͬ�کند، صدق زیر خواص در آن�ها لͬ

دوخطͬ •
[cv + c′v′,w] = c[v,w] + c′[v′,w],

[v, cw + c′w′] = c[v,w] + c′[v,w′].

پادمتقارن •
[v,w] = −[w,v].

ژاکوبͬ اتحاد •
[u, [v,w]] + [w, [u,v]] + [v, [w,u]] = ٠.
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است. روشن حͺم درستͬ (٢.١) و (١.١) رابطه�ی دو به توجه با برهان.

مͬ�کنند بازی دیفرانسیل هندسه ͬͺتوپولوژی فضاهای در اساسͬ نقشͬ دیفرانسیلͬ فرم�های .١١.٢.١ تعریف
مقدار حقیقͬ و خطͬ تابع مͬ�گیریم، نظر در را x ∈ M شده�ی داده نقطه�ی برداری�اند. میدان�های دوگان و
یͷ-فرم�ها فضای مͬ�کند. تعریف x در دیفرانسیلͬ �فرمͬͷی مماسͬ، فضای روی ω : TM |x → R

نشان T ∗M |x صورت به و مͬ�نامیم هم�مماسͬ فضای آن�را و است TM |x مماسͬ برداری فضای دوگان
مشابه که مͬ�دهند را T ∗M =

⊔
x∈M T ∗M |x هم�مماسͬ کلاف تشͺیل هم با هم�مماسͬ فضاهای مͬ�دهیم.

مقدار حقیقͬ تابع مͬ�دهد. M m-بعدی منیفلد روی (٢m)-بعدی برداری کلاف تشͺیل مماسͬ، کلاف

در است. یͷ-فرم ،df =
∑m

i=١
∂f

∂xi
dxi آن، دیفرانسیل مͬ�گیریم، نظر در را f : M → R هموار و

مختصاتͬ پایه�های دوگان که مختصاتͬ، توابع از dxi دیفرانسیل�های x = (x١, . . . , xm) موضعͬ مختصات
فراهم مختصاتͬ چارت از نقطه هر در هم�مماسͬ فضاهای برای پایه�ای مماسͬ�اند، فضای از ∂xj = ∂/∂xj

دارد، را زیر موضعͬ مختصات فرم عمومͬ حالت در یͷ-فرم هر پایه این برحسب مͬ�کنند.

ω =

m∑
i=١

hi(x)dx
i.

تعریف مماسͬ فضای روی متناوب خطͬ چند نͽاشت عنوان به بالاتر مراتب از دیفرانسیلͬ فرم�های
است، زیر k-خطͬ نͽاشت x ∈M نقطه�ی در Ω دیفرانسیلͬ �فرمk بنابراین مͬ�شوند.

Ω : TM |x × · · · × TM |x︸ ︷︷ ︸
kبار

→ R,

در k-فرم�ها همه�ی فضای مͬ�شود. گرفته نظر در صفر مرتبه�ی از فرمͬ عنوان به f مقدار حقیقͬ تابع
مختصات در بعلاوه مͬ�باشد.

(
m
k

)
بعد از برداری فضایͬ و مͬ�شود داده نمایش ΛkT ∗M |x به�وسیله�ی x

مͬ�دهیم، نمایش
∑

I αI(x)dx
I بصورت را k-فرم هر ،αI مقدار حقیقͬ و هموار تابع Mبرای روی موضعͬ

مͬ�باشد. I = (i١, . . . , ik) که

مماس بردارهای dF آن دیفرانسیل باشد، منیفلدها بین هموار نͽاشتͬ F :M → N اگر .١٢.٢.١ تعریف
دارد وجود F ∗ القایͬ خطͬ نͽاشت ترتیب همین به مͬ�کند. نͽاشت N روی مماس بردارهای به Mرا روی
M روی دیفرانسیلͬ k-فرم�های به را N روی دیفرانسیلͬ k-فرم�های و مͬ�شود نامیده F هم�دیفرانسیل که

مͬ�برد،
F ∗ : ΛkT ∗N |F (x) → ΛkT ∗M |x.

N روی موضعͬ مختصات y = (y١, . . . , yn) و M روی موضعͬ مختصات x = (x١, . . . , xm) اگر
سپس باشد،

F ∗(dyi) =
m∑
j=١

∂yi

∂xj
· dxj ,
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k-فرم ͷی برای کلͬ حالت در هم�چنین مͬ�برد. پایه یͷ-فرم�های روی F ∗ از را عملͬ ،y = F (x) که
داریم،

F ∗

(∑
I

αI(y)dy
I

)
=
∑
I,J

αI(F (x))
∂yI

∂xJ
dxJ ,

هم�دیفرانسیل نͽاشت مͬ�باشد. J = (j١, . . . , jk) و I = (i١, . . . , ik) ،∂yI/∂xJ = det(∂yik/∂xjν ) که
مͬ�نامند. نیز پس�کشنده نͽاشت را

شده تعریف دیفرانسیلͬ فرم یا برداری میدان σ Mو روی برداری میدان v مͬ�کنیم فرض .١٣.٢.١ تعریف
مͬ�باشد: زیر صورت به x ∈M در آن مقدار و v به نسبت σ لͬ مشتق باشد. M روی

v(σ)|x = lim
ε→٠

ϕ∗ε(σ|exp(εv)x)− σ|x
ε

=
d

dε

∣∣∣∣∣
ε=٠

ϕ∗ε(σ|exp(εv)x). (٣.١)

برداری، میدان�های برای

ϕ∗ε ≡ d exp(−εv) : TM |exp(εv)x → TM |x,

داریم: دیفرانسیلͬ فرم�های برای حالیͺه در است،

ϕ∗ε ≡ exp(−εv)∗ : ΛkT ∗M |exp(εv)x → ΛkT ∗M |x.

مͬ�باشد. σ خود با یͺسان نوع از شییͬ v(σ) که کنید توجه

همان v به نسبت w لͬ مشتق Mباشند. روی هموار برداری میدان�های w و v کنید .فرض .١۴.٢.١ گزاره
است: w و v لͬ کروشه�ی

v(w) = [v,w].

کنید. رجوع [١٧] به برهان.

لͬ گروه�های ١.٢.١

به�طوری�که است r-بعدی هموار منیفلدی ساختار Gبا گروه ͷی r-پارامتری، لͬ یͷگروه تعریف٢.١.١۵.
عمل�گروه

m : G×G→ G, m(g, h) = g · h, g, h ∈ G,

وارون و
i : G→ G, i(g) = g−١, g ∈ G,

باشند. منیفلدها بین هموار نͽاشت�هایͬ
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مͬ�کنیم. بیان لͬ گروه�های از مثال�هایͬ اینجا در .١۶.٢.١ مثال

برداری جمع آن�را عمل�گروه مͬ�گیریم، نظر در را است معلومͬ منیفلدی ساختار دارای که G = Rr •
(−x) جمعͬ عمل به نسبت برداری میدان ͷی معمولͬ وارون آن�را، وارون نͽاشت و (x, y) 7→ x+y

مͬ�باشد. r-پارامتری آبلͬ لͬ گروه Rr بنابراین هموارند بوضوح عمل�گروه دو این مͬ�گیریم. نظر در
مͬ�باشد.) جابجایͬ�پذیر بردارها جمع (عمل

دیͽر، عبارت به باشد. صفحه در دوران�ها گروه G = SO(٢) مͬ�کنیم فرض •

G =

{(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
: ٠ ≤ θ < ٢π

}
,

واحد دایره�ی با را G که کنید توجه است. دوران زاویه�ی θ آن در که

S١ = {(cos θ, sin θ) : ٠ ≤ θ < ٢π}, (۴.١)

جمع عمل با SO(٢) مͬ�رود. بͺار SO(٢) منیفلدی ساختار تعریف برای که مͬ�کنیم مشخص R٢ در
مͬ�باشد. یͷ-پارامتری آبلͬ گروه جمع، عمل به نسبت ماتریس�ها وارون و ماتریسͬ

عمل به نسبت آن�ها وارون و ماتریس�ها معمولͬ جمع عمل با زیر ماتریسͬ گروه�های کلͬ، به�طور •
ͷی ماتریسͬ ضرب به نسبت گروه�ها این هم�چنین مͬ�باشند. لͬ گروه�های از دیͽری مثال�های جمع،

عمومͬ خطͬ گروه هستند. لͬ گروه

GL(n) = {X : detX ̸= ٠},

ویژه�ی خطͬ گروه است. n٢-پارامتری لͬ گروه ͷی و وارون�پذیر n× n ماتریس�های همه�ی شامل

SL(n) = {X ∈ GL(n) : detX = ١},

گروه است. −n٢)-پارامتری ١) لͬ گروه ͷی و ͷی دترمینان با وارون�پذیر ماتریس�های همه�ی شامل
متعامد

O(n) = {X ∈ GL(n) : XTX = I},

ویژه�ی متعامد گروه و ١-پارامتری
٢n(n− ١) لͬ گروه

SO(n) = {X ∈ O(n) : detX = ١},

آفین گروه هم�چنین مͬ�باشد. ١-پارامتری
٢n(n− ١) لͬ گروه
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A(n) =

{(
A a

٠ ١

)
: A ∈ GL(n− ١) , a ∈ Rn−١

}
,

در مختلط صفحه�ی روی را ماتریسͬ گروه�های این همه�ی اگر است. n(n-پارامتری − ١) لͬ گروه
مͬ�شود. برابر دو آن�ها بعد بͽیریم نظر

راست از ضرب ،g ∈ G گروهͬ عنصر هر برای باشد. لͬ گروه ͷی G مͬ�کنیم فرض .١٧.٢.١ تعریف
دیفیومورفیسم مͬ�شود، تعریف Rg−١ = (Rg)

−١ معͺوس با Rg(h) = h · g به�وسیله�ی که Rg : G → G

باشیم: داشته G در h و g هر برای اگر مͬ�شود نامیده راست ناوردای G روی v برداری میدان ͷی است.
dRg(v|h) = v|Rg(h) = v|hg.

ناوردای برداری میدان�های همه�ی از برداری فضای ͷی G لͬ گروه از G راست لͬ جبر .١٨.٢.١ تعریف
مͬ�باشد. G روی راست

دوخطͬ عملͽر با G برداری فضای لͬ، جبر کلͬ، به�طور
[ , ] : G × G → G,

مͬ�کند. صدق �لͬ کروشه�ی خواص در و مͬ�شود نامیده لͬ کروشه�ی که است

مͬ�شوند. تعریف مشابه طریق به نیز چپ لͬ جبر و چپ ناوردای برداری میدان�های

M روی که تبدیلات از موضعͬ گروه ͷی باشد. هموار منیفلد ͷی M مͬ�کنیم فرض .١٩.٢.١ تعریف
است عمل�گروه تعریف حوزه�ی که U باز زیرمجموعه�ی ب) ،G لͬ گروه ͷی الف) به�وسیله�ی مͬ�کنند عمل
خاصیت�های دارای و مͬ�شود داده Ψ : U →M هموار نͽاشت ج) و {e}×M ⊂ U ⊂ G×M به�طوری�که

است: زیر

.Ψ(g,Ψ(h, x)) = Ψ(g ·h, x)سپس (g ·h, x) ∈ U هم�چنین و (g,Ψ(h, x)) ∈ U ،(h, x) ∈ U اگر •

.Ψ(e, x) = x ،x ∈M هر برای •

.Ψ(g−١,Ψ(g, x)) = x و (g−١,Ψ(g, x)) ∈ U سپس (g, x) ∈ U اگر •

تبدیلات گروه عمل نحوه�ی

را u = f(x) تابع مͬ�دهیم. توضیح را g ∈ G گروهͬ عنصر تحت u = f(x) تابع تبدیل نحوه�ی اینجا در
تابع تعریف حوزه Ω مͬ�گیریم، نظر در Γf = {(x, f(x)) : x ∈ Ω} ⊂ X × U ≃ Rp × Rq آن گراف با
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f تابع گراف اگر مͬ�باشد. X × U از معین p-بعدی زیرمنیفلد ͷی Γf که کنید توجه است. u = f(x)

است: زیر صورت به g به�وسیله�ی Γf تبدیل باشد، g تبدیلات گروه تعریف حوزه�ی از زیرمجموعه�ای
g · Γf = {(x̃, ũ) = g · (x, u) ; (x, u) ∈ Γf}.

عمل هموار به�طور G چون وجود، این با نیست. ũ = f̃(x̃) مثل دیͽری تابع گراف لزوما g · Γf مجموعه�ی
تعریف حوزه�ی کردن محدود و مناسب تعریف با مͬ�گذارند، تغییر بدون را Γf ،G همانͬ عناصر و مͬ�کند
مانند دیͽری تابع گراف g · Γf = Γf̃ مͬ�شویم مطمین همانͬ، عنصر ͬͽهمسای در g عناصر برای و (Ω) f

مͬ�نامیم. g به�وسیله�ی f تابع تبدیل را f̃ تابع و f̃ = g · f مͬ�نویسیم و است ũ = f̃(x̃)

مͬ�کنیم: فرض کلͬ حالت در
(x̃, ũ) = g · (x, u) = (Ξg(x, u), ϕg(x, u)),

مͬ�شود: داده زیر معادلات به�وسیله�ی g · f از Γf̃ = g · Γf گراف باشند. هموار توابعͬ Ξg و ϕg که

x̃ = Ξg(x, f(x)) = Ξg ◦ (I× f)(x),

ũ = ϕg(x, f(x)) = ϕg ◦ (I× f)(x), x ∈ Ω.

برای چون کنیم. حذف بالا معادلات دستͽاه از را x بایستͬ است. X روی همانͬ تابع I و x ∈ Ω اینجا در
ماتریس شود ͷنزدی همانͬ عنصر به کافͬ اندازه به g صورتیͺه در مͬ�دانیم و Ξg ◦ (I×f) = I داریم g = e

داریم، x برای موضعͬ به�طور معͺوس تابع قضیه�ی به�وسیله�ی اینرو از است، غیرتͺین Ξg ◦ (I× f) ژاکوبین

x = [Ξg ◦ (I× f)]−١(x̃).

است. محاسبه قابل ũ باشد پذیر وارون دوم عامل هرگاه لذا
ũ = g · f(x) = [ϕg ◦ (I× f)] ◦ [Ξg ◦ (I× f)]−١(x̃).

شود، تبدیل مستقل متغیر فقط است ممͺن موارد بعضͬ در
(x̃, ũ) = g · (x, u) = (Ξg(x), u),

کنیم، حذف را x مͬ�توانیم آسانͬ به مͬ�شود. تعریف Ξ−١
g = Ξg−١ با و است X از دیفیومورفیسم ͷی Ξg

x̃ = Ξg(x),

⇒ x = Ξ−١
g (x̃) = Ξg−١(x̃).

بنابراین
f̃(x̃) = ũ = u = f(x) = f(Ξg−١(x̃)).

مͬ�بریم. بͺار زیر مثال در را شده گفته مطالب حال
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G تبدیلات باشد. X × U ≃ R٢ روی دوران�ها عمل�گروه G = SO(٢) مͬ�کنیم فرض .٢٠.٢.١ مثال
مͬ�شوند: داده نمایش زیر به�صورت

(x̃, ũ) = θ · (x, u) = (x cos θ − u sin θ, x sin θ + u cos θ). (۵.١)

به�وسیله�ی f روی SO(٢) گروه است. Γf ⊂ X × U آن گراف که باشد، تابع ͷی u = f(x) کنید فرض
روی f(x) اگر اما بود. نخواهد دیͽری تابع گراف θ ·Γf آنͽاه باشد بزرگ θ اگر مͬ�کند. عمل آن گراف دوران
خوش�تعریف تابع گراف θ · Γf سپس نباشد بزرگ خیلͬ |θ| و باشد شده تعریف a ≤ x ≤ b متناهͬ بازه�ی

مͬ�باشد. Γf̃ = θ · Γf که بود خواهد ũ = f̃(x̃)

دوران بنابراین است. مستقیم خط ͷی f گراف مͬ�گیریم. نظر در را u = f(x) = ax + b خطͬ تابع
مͬ�یابیم. را (f̃ (یعنͬ θ تحت f تبدیل حال بود. خواهد دیͽر مستقیم خط ͷی θ زاویه با آن

(x̃, ũ) = θ · (x, ax+ b) = (x cos θ − (ax+ b) sin θ, x sin θ + (ax+ b) cos θ).

کنیم، حذف بالا معادلات جفت از را x بایستͬ ũ = f̃(x̃) کردن پیدا برای

x̃ = x cos θ − (ax+ b) sin θ

⇒ x =
x̃+ b sin θ

cos θ − a sin θ
.

داریم، cot θ ̸= aفرض با

ũ = f̃(x̃) = x sin θ + (ax+ b) cos θ

=
x̃+ b sin θ

cos θ − a sin θ
sin θ + (a

x̃+ b sin θ

cos θ − a sin θ
+ b) cos θ

...

=
sin θ + a cos θ

cos θ − a sin θ
x̃+

b

cos θ − a cos θ
.

شد. خطͬ تابعͬ دوباره θ تحت f تبدیل که مͬ�بینیم

منیفلد از مینیمال غیرتهͬ گروه-ناوردای زیرمجموعه�ی تبدیلاتموضعͬ، گروه از یͷمدار تعریف٢١.٢.١.
کند، صدق زیر شرایط در که است مدار صورتͬ در O ⊂M دیͽر، به�عبارت مͬ�باشد. M

است. g · x ∈ O سپس باشد، شده تعریف g · x و g ∈ G ،x ∈ O اگر •

مͬ�باشد. تهͬ Õ یا Õ = O یا سپس کند صدق قبل بخش در Õ و Õ ⊂ O اگر •

مͬ�کند. عمل M روی که باشد تبدیلات از موضعͬ گروه ͷی G مͬ�کنیم فرض .٢٢.٢.١ تعریف

بعد دارای M از زیرمنیفلدی عنوان به آن مدارهای همه اگر مͬ�کند عمل نیم��منظم به�طور G گروه •
باشند. یͺسان
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ͬͽهمسای x ∈M نقطه هر برای عمل، بودن نیم-منظم بر علاوه اگر مͬ�کند عمل منظم Gبه�طور گروه •
همبند زیرمجموعه�های به را U ،G از مدار هر به�طوری�که باشد داشته وجود x از U دلخواه ͷکوچ

کند. تقسیم مسیری

متفاوت عمل�های متفاوت گروهͬ عناصر اگر مͬ�کند عمل موثر به�طور G تبدیلات گروه .٢٣.٢.١ تعریف
.g = h اگر تنها و اگر g · x = h · x باشیم داشته x ∈M هر برای به�طوری�که باشند، داشته

مͬ�باشد G از بسته نرمال زیرگروه که ،GM = {g | g.x = x, ∀x ∈ M} سراسری ایزوتروپͬ زیرگروه
.GM = {e} اگر تنها و اگر مͬ�کند عمل موثر به�طور G که معنͬ این به مͬ�گیرد اندازه را G عمل بودن موثر
عمل G خود همانند M روی موثر به�طور که G

GM
خارج�قسمتͬ گروه با آن�را نͺند عمل موثر به�طور G اگر

(موضعا) به�طور عمل�گروه�ها همه�ی که کنیم تصور مͬ�توانیم کلͬ حالت در بنابراین مͬ�کنیم. جایͽزین مͬ�کند
سراسری ایزوتروپͬ زیرگروه اگر مͬ�کند عمل موثر موضعا به�طور G لͬ گروه مͬ�گوییم مͬ�کنند. عمل موثر

باشد. G از گسسته زیرگروهͬ GM

مͬ�باشد x = ϕ(ε) هموار پارامتری منحنͬ v برداری میدان ͷی از انتͽرال منحنͬ .٢۴.٢.١ تعریف
یعنͬ: باشد، برابر نقطه آن در v مقدار با منحنͬ نقطه هر بر مماس بردار به�طوری�که

ϕ̇(ε) = v|ϕ(ε), ∀ε ∈ R.

دیفرانسیل معادله سیستم از جوابͬ x = ϕ(ε) = (ϕ١(ε), . . . , ϕm(ε)) بایستͬ موضعͬ، مختصات در
معمولͬ

dxi

dε
= ξi(x), i = ١, . . . ,m, (۶.١)

مͬ�باشند. x در v ضرایب ها ξi(x) که باشد

Mمͬ�گذرد در x نقطه از که پارامتری ماکسیمال انتͽرال منحنͬ باشد، برداری میدانͬ v اگر تعریف٢.١.٢۵.
مͬ�نامیم. v به�وسیله شده تولید فلوی را Ψ و مͬ�دهیم نشان Ψ(ε, x) با را

از گذرنده انتͽرال منحنͬ روی نقطه�ای Ψ(ε, x) ،٠ شامل Ix بازه�ی در ε هر و x ∈M هر برای بنابراین
است: زیر خاصیت�های دارای ε, δ ∈ R هر برای برداری میدان فلوی بود. خواهد M در x

Ψ(δ,Ψ(ε, x)) = Ψ(δ + ε, x), x ∈M, (٧.١)

،

Ψ(٠, x) = x, (٨.١)
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و

d

dε
Ψ(ε, x) = v|Ψ(ε,x). (٩.١)

تولید فلوی که مͬ�بینیم موضعͬ تبدیلات گروه خاصیت با (٨.١) و (٧.١) خاصیت دو مقایسه�ی با
گروه اغلب و است یͺسان M منیفلد روی R لͬ گروه موضعͬ عمل�گروه با برداری میدان به�وسیله�ی شده
به�وسیله�ی این�رو از مͬ�شود نامیده بͬ�نهایتکوچͷعمل مولد ،v برداری میدان و تبدیلات از یͷ-پارامتری

داریم: موضعͬ مختصات در تیلور قضیه�ی

Ψ(ε, x) = x+ εξ(x) +O(ε٢),

روی که باشد تبدیلات از یͷ-پارامتری گروه Ψ(ε, x) اگر هستند. v ضرایب ξ = (ξ١, . . . , ξm) که
مͬ�آید. به�دست ε = ٠ دادن قرار با (٩.١) به�وسیله�ی آن ͷکوچ بͬ�نهایت مولد سپس مͬ�کنند عمل M

v|x =
d

dε

∣∣∣∣∣
ε=٠

Ψ(ε, x). (١٠.١)

وجود کوچͺشان بͬ�نهایت مولدهای و تبدیلات از موضعͬ یͷ-پارامتری گروه�های بین ͷبه�ی�ͷی تناظری
نمایͬ نͽاشت به�عنوان v برداری میدان به�وسیله�ی شده تولید یͷ-پارامتری گروه یا فلو محاسبه�ی اغلب دارد.

نمادگذاری بنابراین مͬ�شود، گرفته نظر در آن�ها

exp(εv)x ≡ Ψ(ε, x),

مͬ�بریم. به�کار v برداری میدان به�وسیله�ی شده تولید فلوی یا یͷ-پارامتری زیرگروه برای را

فلوها. و برداری میدان�های از مثال�هایͬ .٢۶.٢.١ مثال

فلوی بایستͬ چون مͬ�گیریم. نظر در v = ∂/∂x ≡ ∂x برداری میدان و x مختصات با را M = R •
باشد، ε = ٠ در x اولیه مقدار با ẋ = ١ از جوابͬ v به�وسیله��ی شده تولید یͷ-پارامتری) (عمل�گروه

: لذا

exp(εv)x = exp(ε∂x)x = x+ ε.

مͬ�شود. نامیده انتقالات عمل�گروه که

دیفرانسیل معادله از جوابͬ بایستͬ v = x∂x برداری میدان به�وسیله�ی شده تولید فلوی هم�چنین
بنابراین: باشد، ε = ٠ در x اولیه مقدار با ẋ = x معمولͬ

exp(εv)x = exp(εx∂x)x = eεx.

دارد. نام مقیاسͬ تبدیلات گروه که
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مͬ�گیریم، نظر در صفحه در را دوران�ها گروه •

Ψ(ε, (x, y)) = (x cos ε− y sin ε, x sin ε+ y cos ε).

داریم: (١٠.١) طبق که مͬ�باشد v = ξ(x, y)∂x+η(x, y)∂y برداری میدان آن ͷکوچ بͬ�نهایت مولد

ξ(x, y) =
dx

dε

∣∣∣∣∣
ε=٠

(x cos ε− y sin ε) = −y,

η(x, y) =
dx

dε

∣∣∣∣∣
ε=٠

(x sin ε+ y cos ε) = x.

سیستم جواب�های با بالا تبدیلات گروه است. v = −y∂x+x∂y آن، ͷکوچ بͬ�نهایت مولد بنابراین
معمولͬ دیفرانسیل معادلات

dx/dε = −y, dy/dε = x,

دارد. مطابقت

نباشد v تͺین نقطه� x٠ اگر باشد. M روی شده تعریف برداری میدان v مͬ�کنیم فرض .٢٧.٢.١ قضیه
دارد وجود x٠ ͬͽهمسای در y = (y١, . . . , ym) اصلاحͬ موضعͬ مختصات سپس ،v|x٠ ̸= ٠ به�طوری�که

مͬ�کند. تولید را exp(tv)y = (y١ + t, y٢, . . . , ym) انتقالͬ فلوی و ،v = ∂/∂y١ به�طوری�که

کنید. رجوع [١٠] به برهان.

زیرفضاهای بین ͷبه�ی�ͷی تناظری که مͬ�دهد نشان بعدی نتیجه�ی Gباشد. لͬ گروه لͬ جبر G کنید تصور
دارد. وجود G (همبند) یͷ-پارامتری زیرگروه�های و یͷ-بعدی

تولید فلوی باشد. G لͬ گروه روی راست ناوردای برداری میدان ͷی v ̸= ٠ مͬ�کنیم فرض .٢٨.٢.١ گزاره
تشͺیل و مͬ�شود تعریف ε ∈ R هر برای که gε = exp(εv)e یعنͬ همانͬ، عنصر طریق از v به�وسیله�ی شده

با را مͬ�دهد G از یͷ-پارامتری زیرگروه
gε+δ = gε · gδ, g٠ = e, g−١ε = g−ε,

از همبند یͷ-بعدی زیرگروه هر برعͺس است. ایزومورف SO(٢) دایره�ای گروه با یا R با که مͬ�دهند نشان
مͬ�شود. تولید بالا شیوه به راست ناوردای برداری میدان ͷی به�وسیله�ی G

کنید. رجوع [١٧] به برهان.

شده تولید یͷ-پارامتری زیرگروه در ε = ١ دادن قرار با exp : G → G نمایͬ نͽاشت .٢٩.٢.١ تعریف
مͬ�آید: به�دست v به�وسیله�ی

exp(v) ≡ exp(v)e.
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هر برای g · x = Ψ(g, x) با که باشد تبدیلات از موضعͬ گروهͬ G مͬ�کنیم فرض .٣٠.٢.١ تعریف
روی G از G لͬ جبر با متناظر ͷکوچ بͬ�نهایت عملͬ مͬ�کند. Mعمل منیفلد روی (g, x) ∈ U ⊂ G×M

عمل با آن فلوی و Mاست روی برداری میدان ͷی ψ(v) باشد v ∈ G اگر که معنͬ این به دارد. Mوجود
Ψx(g) = Ψ(g, x)فرض با و x ∈M هر برای است. Mمنطبق روی G از exp(εv) یͷ-پارامتری زیرگروه

داریم:

ψ(v)|x =
d

dε

∣∣∣∣∣
ε=٠

Ψ(exp(εv), x) = dΨx(v|e).

داریم: Ψx ◦Rg(h) = Ψg·x(h) چون Gx = {g ∈ G; (g, x) ∈ U} که g ∈ Gx برای بعلاوه
dΨx(v|g) = dΨg·x(v|e) = ψ(v)|g·x.

داریم: و مͬ�شود نامیده G گروه عمل از ͷکوچ بͬ�نهایت مولد v ∈ G برداری میدان

v|x =
d

dε

∣∣∣∣∣
ε=٠

exp(εv)x, v ∈ g.

خط روی برداری میدان�های از دیفیومورفیسم بعد متناهͬ لͬ جبر سه دقیقا کرد ثابت لͬ .٣١.٢.١ مثال
دارند: وجود M = R حقیقͬ

x 7→ x+ εانتقالات از یͷ-پارامتری گروه Mبه�عنوان روی R از عملͬ ،∂x به�وسیله شده تولید جبر •
مͬ�کند. تولید را

تولید را x 7→ λxتجانس گروه دوم برداری میدان ،x∂x و ∂x به�وسیله�ی شده تولید دو-بعدی لͬ جبر •
که کنید توجه مͬ�کند.

[∂x, x∂x] = ∂x.

به�وسیله�ی شده تولید ٢× ٢ ماتریسͬ لͬ جبر با لͬ جبر )این
٠ ١
٠ ٠

)
و

(
١ ٠
٠ ٠

)
(١١.١)

فرم از بالامثلثͬ ماتریس�های تمام از لͬ گروه ͷی برداری، میدان�های این است. )ایزومورف
α β

٠ ١

)
, α > ٠,

مͬ�باشد. x 7→ αx+ β ،R روی متناظر عمل مͬ�کنند. تولید

به�وسیله�ی تولیدشده سه-بعدی جبر •

v١ = ∂x, v٢ = x∂x, v٣ = x٢∂x,
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وارونه�سازی موضعͬ گروه سوم برداری میدان که

x 7→ x

١− εx
, |ε| < ١

x
.

است. برداری میدان�های همین از مضربͬ دوباره برداری میدان دو هر لͬ کروشه�ی که مͬ�کند. تولید را
پایه�های با را SL(٢) لͬ جبر سپس کنیم، جایͽزین −v٣ = −x٢∂x با را v٣ اگر

A١ =

(
٠ ١
٠ ٠

)
, A٢ =

( ١
٢ ٠
٠ −١

٢

)
, A٣ =

(
٠ ٠
١ ٠

)
,

بͬ�نهایت مولدهای با حقیقͬ خط روی SL(٢) ویژه�ی خطͬ گروه از موضعͬ عملͬ بنابراین مͬ�یابیم.
تصویری گروه عمل�گروه، این دارد. وجود −x٢∂x و x∂x ،∂x ͷکوچ

x 7→ αx+ β

γx+ δ
,

(
α β

γ δ

)
∈ SL(٢),

مͬ�باشد.

مختلط منیفلد روی موثر موضعا به�طور که باشد همبند بعد متناهͬ لͬ گروه G فرضمͬ�کنیم .٣٢.٢.١ قضیه
عمل�گروه�های از ͬͺی با Gهم�ارز موضعͬ، به�طور سپس مͬ�کند. عمل ثابت نقاط بدون یͷ-بعدی، حقیقͬ یا

مͬ�باشد: زیر

Action Group Generatores

:انتقالات x 7→ x+ β R ∂x

:آفین x 7→ αx+ β A(١) ∂x, x∂x

:تصویری x 7→ (αx+ β)/(γx+ δ) SL(٢) ∂x, x∂x, x
٢∂x

نقطه�ی G چون است. پیچیده�تر اندکͬ ولͬ مشابه حقیقͬ مورد مͬ�کنیم، اثبات را مختلط مورد تنها برهان.
نشوند. صفر نقطه ͷی در همزمان به�طور G لͬ جبر در برداری میدان�های که مͬ�شود باعث ندارد ثابتͬ
قضیه�ی مطابق .v١|x٠ ̸= ٠ که مͬ�کنیم انتخاب طوری را v١ ∈ G و مͬ�گیریم نظر در را x٠ ثابت نقطه�ی
هر مͬ�باشد. v١ = ∂x آن در که کنیم تعریف x٠ ͬͽهمسای در را x موضعͬ مختصات مͬ�توانیم ،(٢٧.٢.١)
F = {f(x)} مͬ�کنیم فرض مͬ�باشد، f(x) توابع برای vf = f(x)∂x فرم دارای G ͷکوچ بͬ�نهایت مولد
مولد ͷی بایستͬ [v١,vf ] = f ′(x)∂x چون باشد. توابع این به�وسیله�ی شده تولید متناهͬ-بعد برداری فضای
Fفضای که مͬ�کند دلالت همواری است. f ′ ∈ F سپس باشد f ∈ F هرگاه بنابراین باشد، ͷبͬ�نهایتکوچ

.f(x+ c) ∈ F سپس c ∈ R و f(x) ∈ F اگر بنابراین است: توابع از متناهͬ-بعد انتقالͬ ناوردای

باشند: M منیفلد روی هموار و مقدار حقیقͬ توابع ζ١(x), . . . , ζk(x) مͬ�کنیم فرض .٣٣.٢.١ تعریف
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حقیقͬ تابع ͷی و x از U ͬͽهمسای x ∈M هر برای اگر مͬ�شوند نامیده تابعͬ وابسته�ی ζ١, . . . , ζK •
داشته وجود است صفر مخالف Rk از باز زیرمجموعه�ی هر روی که F (z١, . . . , zk) هموار و مقدار

به�طوری�که: باشد
∀x ∈ U F (ζ١(x), . . . , ζk(x)) = ٠.

وابسته شوند تحدید U ⊂M باز زیرمجموعه�ی هر به اگر مͬ�شوند نامیده تابعͬ مستقل ζ١, . . . , ζK •
باشیم: داشته x ∈ U ⊂M هر برای اگر دیͽر به�عبارت نباشند. تابعͬ

F (ζ١(x), . . . , ζk(x)) = ٠,

F (z١, . . . , zk) ≡ ٠ است) U تصویر حاوی (که Rk از بازی زیرمجموعه�ی در z هر برای سپس
باشد.



٢ فصل

دیفرانسیلͬ ناورداهای



امتداد١٩ .١.٢

مͬ�آوریم. مثال با همراه را برداری میدان�های امتداد و عمل�گروه�ها امتداد امتداد، مفهوم ابتدا فصل این در
توضیح مثال از استفاده با آن�ها محاسبه�ی روش به�علاوه�ی را دیفرانسیلͬ ناورداهای و ناورداها ادامه در
عملͽرها از استفاده نحوه�ی و دیفرانسیلͬ ناورداهای تعداد مورد در فصل انتهای در هم�چنین مͬ�دهیم،

مͬ�کنیم. بیان را مطالبͬ

امتداد ١.٢

q-متغیر و مستقل p-متغیر از f : X ≃ Rp −→ U ≃ Rq هموار و مقدار حقیقͬ تابع .١.١.٢ تعریف
k-ام مرتبه متمایز جزئͬ مشتقات برای مختلف امͺان pk ≡

(
p+k−١

k

)
تعداد مͬ�گیریم، نظر در را وابسته

،J = (j١, · · · , jk) که uαJ = ∂Jf
α(x) مختصات با Uk ≡ Rqpk مͬ�دهیم قرار دارد. وجود f تابع از

شامل که U (n) = U × U١ × · · · × Un مͬ�دهیم قرار هم�چنین مͬ�باشد. α = ١, . . . , q و ١ ≤ jk ≤ p

q + qp١ + · · ·+ qpn = q
(
p+n
n

)
= qp(n) بعد از اقلیدسͬ فضای ͷی و n تا ٠ مرتبه از تابع مشتقات تمام

مͬ�نامیم. f �امn مرتبه امتداد را آن و مͬ�دهیم نشان u(n) = pr(n)f(x) با را U (n) عضو هر حال مͬ�باشد.

متغیرهای مشتقات و وابسته متغیرهای ، مستقل متغیرهای همه�ی شامل X×Uکه (n) فضای تعریف٢.١.٢.
مͬ�گوییم. X × U کامل فضای �امn مرتبه جت فضای را مͬ�باشد n-ام مرتبه تا وابسته

آن، n-ام مرتبه�ی امتداد آنͽاه مͬ�گیرد Mقرار ⊂ X ×U در آن گراف که باشد تابع ͷی u = f(x) اگر
قرار M (n) ≡ M × U١ × · · · × Un n-ام مرتبه جت فضای در آن گراف که است تابع ͷی ،pr(n)f(x)

مͬ�گیرد.

وابسته متغیر ١ و مستقل متغیر ٢ از هموار تابعͬ f : X ≃ R٢ −→ U ≃ R١ مͬ�کنیم فرض .٣.١.٢ مثال
امتداد آن�را و مͬ�دهیم نشان u(٢) = pr(٢)f(x, y) با را U (٢) عضو هر .u = f(x, y) مͬ�دهیم قرا باشد،

مͬ�باشد: زیر صورت به که مͬ�نامیم f تابع دوم مرتبه�ی

pr(٢)f(x, y) = (u;ux, uy;uxx, uxy, uyy)

=

(
f ;
∂f

∂x
,
∂f

∂y
;
∂٢f

∂x٢
,
∂٢f

∂x∂y
,
∂٢f

∂y٢

)
.

R٢×R کامل فضای دوم مرتبه�ی جت فضای را
{
(x, y;u;ux, uy;uxx, uxy, uyy)

}
≃ R٨ فضای هم�چنین

مͬ�گوئیم.

گروه عمل امتداد ١.١.٢

فضای از M ⊂ X × U باز زیرمجموعه روی که باشد تبدیلات از موضعͬ گروهͬ G مͬ�کنیم فرض
M (n) n-ام مرتبه�ی جت فضای روی G از القایͬ موضعͬ عمل مͬ�کند. عمل وابسته و مستقل متغیرهای
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به و مͬ�شود نامیده (M روی G n-ام مرتبه�ی امتداد صحیح�تر به�طور (یا G n-ام مرتبه امتداد که دارد وجود
تبدیلͬ تابع متناظر مشتقات به را u = f(x) تابع مشتقات امتداد این مͬ�شود. داده نمایش pr(n)G صورت

مͬ�کند. تبدیل ũ = f̃(x̃)

نظر در را SO(٢) دوران�های عمل�گروه X×Uو ≃ R٢ به�طوری�که p = q = ١ فرضمͬ�کنیم .۴.١.٢ مثال
مختصات با X × U (١) ≃ R٣ که مͬ�دانیم کنیم. محاسبه را pr(١)SO(٢) اول امتداد مͬ�خواهیم مͬ�گیریم.

کنیم: عمل مͬ�توانیم زیر طریق به ũx̃ محاسبه�ی برای (۵.١) به توجه با مͬ�باشد. (x, u, ux)

ũx̃ =
ũx
x̃x

=
(x sin θ + u cos θ)x
(x cos θ − u sin θ)x

=
sin θ + ux cos θ

cos θ − ux sin θ
.

از: عبارت�است X × U (١) در pr(١)SO(٢) شده�ی داده امتداد عمل بنابراین

pr(١)θ.(x, u, ux) =

(
x cos θ − u sin θ, x sin θ + u cos θ,

sin θ + ux cos θ

cos θ − ux sin θ

)
,

. |θ| < |arccotux| که

برداری میدان�های امتداد ٢.١.٢

استفاده قابل راحتͬ به که مͬ�شود، ارایه برداری میدان�های امتداد محاسبه�ی برای صریحͬ فرمول اینجا در
مͬ�رود. کار به بعدی فصل�های در تقارن گروه محاسبه�ی برای مثال به�طور و است.

مͬ�کنیم فرض .۵.١.٢ قضیه

v =

p∑
i=١

ξi(x, u)
∂

∂xi
+

q∑
α=١

ϕα(x, u)
∂

∂uα
, (١.٢)

برداری میدان v n-ام مرتبه امتداد باشد. M ⊂ X × U باز مجموعه زیر روی برداری میدانͬ

pr(n)v = v +

q∑
α=١

∑
J

ϕJα(x, u
(n))

∂

∂uαJ
, (٢.٢)

و ١ ≤ jk ≤ p ،J = (j١, . . . , jk) آن در که مͬ�باشد. M (n) ⊂ X × U (n) متناظر جت فضای روی
داریم: هم�چنین مͬ�باشد. ٠ ≤ k ≤ n

ϕJα(x, u
(n)) = DJ

(
ϕα −

p∑
i=١

ξiuαi

)
+

p∑
i=١

ξiuαJ,i, (٣.٢)

آن در که
uαi =

∂uα

∂xi
, uαJ,i =

∂uαJ
∂xi

,

DJ = Dj١Dj٢ · · ·Djk ,
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Di =
∂

∂xi
+

q∑
α=١

∑
J

uαJ,i
∂

∂uαJ
.

مͬ�باشد. i-ام مولفه�ی به نسبت کامل مشتق Di به�علاوه

فرض .n = ١ مͬ�دهیم قرار این�رو از مͬ�کنیم محاسبه اول مرتبه�ی مشتقات برای را فرمول ابتدا برهان.
�باشد: زیر صورت به آن تبدیلات فرمول و متناظر یͷ-پارامتری گروه gε = exp(εv) مͬ�کنیم

(x̃, ũ) = gε · (x, u) = (Ξε(x, u),Φε(x, u)).

کنید توجه

ξi(x, u) =
d

dε

∣∣∣∣∣
ε=٠

Ξi
ε(x, u), i = ١, · · · , p, (۴.٢)

ϕα(x, u) =
d

dε

∣∣∣∣∣
ε=٠

Φα
ε (x, u), α = ١, · · · , q, (۵.٢)

باشد تابع ͷی u = f(x) و (x, u(١)) ∈ M(١) مͬ�کنیم فرض مͬ�باشند. Φε و Ξε مولفه�های Φα
ε و Ξi

ε که
باشیم: داشته صریح به�طور یا u(١) = pr(١)f(x) به�طوری�که

u(α) = f (α)(x), u
(α)
i = ∂f (α)(x)/∂xi.

اگر (حداقل است خوش�تعریف gε گروهͬ عنصر به�وسیله�ی f تبدیل ،ͷکوچ کافͬ اندازه�ی به های ε برای
به�وسیله�ی و باشد) x از ͬͺکوچ مناسب ͬͽهمسای f تعریف حوزه�ی

ũ = f̃ε(x̃) = (gε · f)(x̃) = [Φε ◦ (I× f)] ◦ [Ξε ◦ (I× f)]−١(x̃),

سپس مͬ�باشد J f̃ε(x̃) = (∂f̃αε /∂x̃
i) ژاکوبین، ماتریس زنجیره�ای، قاعده�ی از استفاده با مͬ�شود. داده

J f̃ε(x̃) = J [Φε ◦ (I× f)](x) · {J [Ξε ◦ (I× f)](x)}−١, (۶.٢)

چون باشد) شده تعریف آن معͺوس درصورتیͺه )
x = [Ξε ◦ (I× f)]−١(x̃),

مͬ�شود. فراهم pr(١)gε اول امتداد برای واضحͬ فرمول بنابراین مͬ�باشد، J f̃ε(x̃) ماتریس ورودی�های
ε = ٠ گرفتن نظر در با ε به نسبت (۶.٢) از بایستͬ pr(١)v ͷکوچ بͬ�نهایت مولد کردن پیدا برای

سپس باشد ε توابع از وارون�پذیر مربعͬ ماتریس M(ε) اگر که بیاورید یاد به ابتدا بͽیریم. مشتق
d

dε
[M(ε)−١] = −M(ε)−١

dM(ε)

dε
M(ε)−١.

است، همانͬ تبدیلات با متناظر ε = ٠ چون که کنید توجه هم�چنین

Ξ٠(x, f(x)) = x, Φ٠(x, f(x)) = f(x), (٧.٢)
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باشد p× p همانͬ ماتریس I اگر به�طوری�که
J [Ξ٠ ◦ (I× f)](x) = I, J (Φ٠ ◦ (I× f)](x) = J f(x).

داریم لیب�نیز قاعده�ی از استفاده با ،ε = ٠ مͬ�دهیم قرار و مͬ�گیریم مشتق (۶.٢) از حال،

d

dε

∣∣∣∣∣
ε=٠

J f̃ε(x̃) =
d

dε

∣∣∣∣∣
ε=٠

J [Φε ◦ (I× f)](x)− J f(x) · d
dε

∣∣∣∣∣
ε=٠

J [Ξε ◦ (I× f)](x)

= J [ϕ ◦ (I× f)](x)− J f(x) · [ξ ◦ (I× f)](x).

کرده�ایم. استفاده (۴.٢) از و ستونͬ�اند بردارهای ϕ = (ϕ١, . . . , ϕq)
T و ξ = (ξ١, . . . , ξp)T دوم تساوی در

-(α, k) ورودی یعنͬ مͬ�دهد. را pr(١)v در ∂/∂uαk از ϕkα تابعͬ مضرب�های آخر فرمول ماتریس ورودی�های
ام،

ϕkα(x, pr
(١)f(x)) =

∂

∂xk
[ϕα(x, f(x))]−

p∑
i=١

∂fα

∂xi
· ∂

∂xk
[ξi(x, f(x))],

کامل مشتق تعریف به�وسیله�ی بنابراین مͬ�باشد.

ϕkα(x, u
(١)) = Dk[ϕα(x, u)]−

p∑
i=١

Dk[ξ
i(x, u)]uαi

= Dk

[
ϕα −

p∑
i=١

ξiuαi

]
+

p∑
i=١

ξiuαki, (٨.٢)

مͬ�کند. اثبات n = ١ در را (٣.٢) حالت این .uαki = ∂٢uα/∂xk∂xi که مͬ�باشد
است این توجه مورد موضوع مͬ�کنیم. استفاده استقرا از کنیم اثبات کلͬ حالت در را قضیه اینͺه برای
جت فضای از (M(n))(١) اول جت فضای زیرفضای به�عنوان مͬ�تواند M(n+١) +n)-ام ١) جت فضای که
مرتبه�ی مشتقات به�عنوان مͬ�تواند uαJ +n)-ام ١) مرتبه�ی مشتقات که دلیل این به شود. مشاهده (n)-ام
این در را مثالͬ شود) اثبات مͬ�تواند روش چندین شود.(به گرفته نظر در n-ام مرتبه�ی مشتقات از اول
دارد. را (x, y;u;ux, uy) مختصات M(١) اول جت فضای q = ١ و p = ٢ برای مͬ�کنیم. بررسͬ مورد
سپس ،uy = w و ux = v مͬ�دهیم قرار و مͬ�گیریم نظر در جدید وابسته�ی متغیرهای به�عنوان را (ux, uy)
،u وابسته�ی متغیر سه Ũ اما است دو-بعدی X هنوز مͬ�باشد، X × Ũ از بازی زیرمجموعه�ی تنها M(١)

با X × Ũ (١) از بازی زیرمجموعه�ی ،(M(١))(١) یعنͬ ،M(١) اول جت فضای بنابراین دارد. را w و v
،w = uy و v = ux دادیم قرار چون حال مͬ�باشد. (x, y;u; v, w;ux, uy, vx, vy, wx, wy) مختصات

روابط به�وسیله�ی که است زیرفضایͬ M(٢) ⊂ (M(١))(١)بنابراین
v = ux, w = uy, vy = wx,

مشتقات برابری و (M(١))(١) در uy و ux غیرضروری متغیرهای به�وسیله�ی و مͬ�شود تعریف X × Ũ (١) در
مͬ�شود. مشخص u از مختلط دوم مرتبه�ی جزئͬ
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برداری میدان به�عنوان را pr(n−١)v ما مͬ�آید؛ ادامه در pr(n−١)v از pr(n)v تعیین برای استقرا مراحل
(M(n−١))(١) به آن�را مͬ�توانیم اول مرتبه�ی امتداد فرمول به�وسیله�ی بنابراین و مͬ�گیریم نظر (١−n)Mدر روی
-n امتداد نتیجه در مͬ�کنیم محدود M(n) زیرفضای به را نتیجه برداری میدان�های سپس دهیم، امتداد
باشد، داشته وجود کردن محدود این امͺان که کنیم بررسͬ (بایستͬ شد. خواهد مشخص pr(n)v ام
به�وسیله�ی (M(n−١))(١) در جدید n-ام مرتبه�ی مختصات حال است.) مشخص فرمول به توجه با البته،
مطابق مͬ�شود. داده است، ١ ≤ α ≤ q و ١ ≤ k ≤ p ،J = (j١, . . . , jn−١) که uαJ,k = ∂uαJ/∂x

k

بصورت ،pr(n−١)v اول امتداد در ∂/∂uαJ,k ضرایب ،(٨.٢)

ϕJ,kα = Dkϕ
J
α −

p∑
i=١

Dkξ
i · uαJ,i, (٩.٢)

فراهم pr(n)v تابعͬ ضرایب برای مفیدی بازگشتͬ رابطه�ی (٩.٢) دید، خواهیم که طور (همان مͬ�باشد.
به�وسیله�ی مͬ�کند. حل را (٩.٢) بازگشتͬ رابطه�ی (٣.٢) فرمول که کنیم بررسͬ است کافͬ حال مͬ�کند.)

داریم، استقرا

ϕJ,kα = Dk

{
DJ

(
ϕα −

p∑
i=١

ξiuαi

)
+

p∑
i=١

ξiuαJ,i

}
−

p∑
i=١

Dkξ
i · uαJ,i

= DkDJ

(
ϕα −

p∑
i=١

ξiuαi

)
+

p∑
i=١

(Dkξ
i · uαJ,i + ξiuαJ,ik)−

p∑
i=١

Dkξ
i · uαJ,i

= DkDJ

(
ϕα −

p∑
i=١

ξiuαi

)
+

p∑
i=١

ξiuαJ,ik,

مͬ�شود. تͺمیل استقرا مراحل و مͬ�باشد (٣.٢) شͺل دارای ϕJ,kα بنابراین .uαJ,ik = ∂٢uαJ/∂x
i∂xk که

ͷکوچ بͬ�نهایت مولد با X × U ≃ R× R روی که را SO(٢) دوران گروه .۶.١.٢ مثال
v = −u ∂

∂x
+ x

∂

∂u
,

اول مرتبه�ی امتداد و ξ = −u ،ϕ = x اینجا در مͬ�گیریم. نظر در را مͬ�کند عمل

pr(١)v = v + ϕx
∂

∂ux
,

به�وسیله�ی
ϕx = Dx(ϕ− ξux) + ξuxx = Dx(x+ uux)− uuxx = ١+ u٢x,

مͬ�باشد: زیر صورت به pr(٢)v در ∂

∂uxx
از ϕxx تابعͬ مضرب هم�چنین مͬ�شود. داده

ϕxx = D٢
x(ϕ− ξux) + ξuxxx = D٢

x(x+ uux)− uuxxx = ٣uxuxx.
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داده زیر صورت به مͬ�کند عمل X ×U (٢) روی که pr(٢)SO(٢) دوم امتداد ͷکوچ بͬ�نهایت مولد بنابراین
مͬ�شود:

pr(٢)v = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
+ (١+ u٢x)

∂

∂ux
+ ٣uxuxx

∂

∂uxx
.

در (١.٢) همانند را v برداری میدان دارد. وجود برداری میدان�های امتداد محاسبه�ی برای نیز زیر روش
مͬ�دهیم: قرار و مͬ�گیریم نظر

Qα(x, u
(١)) = ϕα(x, u)−

p∑
i=١

ξi(x, u)uαi , α = ١, . . . , q; (١٠.٢)

این با مͬ�گیریم. نظر در v برداری میدان مشخصه�ی به�عنوان را Q(x, u(١)) = (Q١, . . . , Qq) q-تایͬ
مͬ�آید: در زیر شͺل به (٣.٢) تعریف،

ϕJα = DJQα +

p∑
i=١

ξiuαJ,i. (١١.٢)

داریم: آن کردن مرتب و (٢.٢) در آن کردن جایͽزین با

pr(n)v =

q∑
α=١

∑
J

DJQα
∂

∂uαJ
+

p∑
i=١

ξi

{
∂

∂xi
+

q∑
α=١

∑
J

uαJ,i
∂

∂uαJ

}
,

این�رو از مͬ�باشد، کامل مشتق کروشه، داخل عبارت

pr(n)v = pr(n)vQ +

p∑
i=١

ξiDi, (١٢.٢)

که

vQ =

q∑
α=١

Qα(x, u
(١))

∂

∂uα
, pr(n)vQ =

q∑
α=١

∑
J

DJQα
∂

∂uαJ
, (١٣.٢)

.٠ ≤ ♯J ≤ n و

ناورداها ٢.٢

کنیم. تعریف را M شده داده منیفلد از دلخواه زیرمجموعه�های تقارن گروه و ناوردایͬ اینجا در

مͬ�کند. عمل M منیفلد روی که باشد تبدیلات از موضعͬ گروهͬ G مͬ�کنیم فرض .١.٢.٢ تعریف
g ∈ G و x ∈ φ اگر هرگاه مͬ�نامیم φ از تقارن گروه ͷی را G و �ناورداG ،φ ⊂ M زیرمجموعه�ی

.g · x ∈ φسپس باشد، شده تعریف g · x به�طوری�که
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انتقالات از یͷ-پارامتری گروه ͷی Gc اگر .٢.٢.٢ مثال
(x, y) 7→ (x+ cε, y + ε), ε ∈ R,

مͬ خط�هایͬ چنین برای تقارن گروه ͷی Gc و Gc-ناوردا ، x = cy+ d خط�های سپس باشد، c ثابت برای
باشد.

مͬ�کنند. عمل M منیفلد روی که باشد تبدیلات از موضعͬ گروه ͷی G مͬ�کنیم فرض .٣.٢.٢ تعریف
g ∈ G هر و x ∈ M هر برای هرگاه مͬ�گوییم �ناورداG را مͬ�باشد منیفلد نیز N که F : M → N تابع

.F (g · x) = F (x) باشیم داشته باشد شده تعریف g · x به�طوری�که

ͷی F (x, y) = x− cy تابع مͬ�گیریم، نظر در را (٢.٢.٢) مثال صفحه�ی در انتقالات گروه .۴.٢.٢ مثال
Gc-ناورداست. تابع

تابع مͬ�کنند. عمل M منیفلد روی که باشد تبدیلات از موضعͬ گروه ͷی G مͬ�کنیم فرض .۵.٢.٢ گزاره
ͷکوچ بͬ�نهایت مولد هر برای اگر تنها و اگر مͬ�نامیم -ناوردا G را F : M → R هموار و مقدار حقیقͬ

باشیم: داشته G از v

v(F ) = ٠, ∀x ∈M. (١۴.٢)

،x ∈M اگر برهان.
d

dε
F (exp(εv)x) = v(F )[exp(εv)x],

اگر برعͺس مͬ�شود. اثبات (١۴.٢) ضرورت ε = ٠ دادن قرار با باشد. شده تعریف exp(εv)x هرگاه
سپس باشد، برقرار جا همه (١۴.٢)

d

dε
F (exp(εv)x) = ٠,

از exp(εv)x موضعͬ یͷ-پارامتری زیرگروه است، همبندی برای ثابتͬ F (exp(εv)x) چون
Gx = {g ∈ G : باشد شده تعریف g.x}

ͷکوچ بͬ�نهایت مولدهای نمایͬ توابع از متناهͬ ضرب به�عنوان مͬ�تواند Gx عنصر هر اما مͬ�کند. تعریف را
مͬ�باشد. F (g.x) = F (x) ،g ∈ Gx هر برای این�رو از شود، نوشته G از vi

اینجا، در کنیم. تعریف را تبدیلات گروه تحت موضعا-ناوردا زیرمجموعه�های یا توابع مفهوم است لازم
نظر در را هستند ͷنزدی همانͬ عنصر به کافͬ اندازه�ی به که تبدیلاتͬ گروه از دسته آن تحت ناوردایͬ تنها

مͬ�گیریم.
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مͬ�کند. عمل M منیفلد روی که باشد تبدیلات از موضعͬ گروه ͷی G مͬ�کنیم فرض .۶.٢.٢ تعریف
از G̃x ⊂ Gx ͬͽهمسای x ∈ φ هر برای اگر مͬ�شود نامیده موضعͬ �ناوردایG ،φ ⊂ M زیرمجموعه�ی

.g.x ∈ φ باشیم: داشته g ∈ G̃x هر برای به�طوری�که باشد داشته وجود G همانͬ عنصر
مͬ�شود نامیده موضعͬ �ناوردایG Mمͬ�باشد، از بازی زیرمجموعه�ی U که F : U → N هموار تابع
هر برای به�طوری�که باشد داشته وجود G در e همانͬ عنصر از G̃x ⊂ Gx ͬͽهمسای x ∈ U هر برای اگر

.F (g.x) = F (g) باشیم: داشته g ∈ G̃x

شده تعریف M از باز زیرمجموعه ͷی روی فقط اگر (حتͬ مͬ�شود نامیده سراسری G-ناوردای ،F
.F (g.x) = F (g) باشیم: داشته ،g.x ∈ U به�طوری�که g ∈ G و x ∈ U هر برای اگر باشد)

خط قطعه باشد. R٢ در (x, y) 7→ (x+ ε, y) افقͬ انتقالات گروه G مͬ�کنیم فرض .٧.٢.٢ مثال
{(x, y) : y = ١−,٠ < x < ١}.

ضابطه�ای دو تابع مشابه به�طور نیست. ناوردا -G اما است موضعͬ G-ناوردای

F (x, y) =

{
٠, y ≤ ٠ ∨ y > ٠ ∧ x > ٠,
e−١/y, y > ٠ ∧ x < ٠.

داریم: |ε| < |x| هر برای چون مͬ�باشد، U = R٢ \ {(٠, y) : y ⩾ ٠} روی موضعͬ G-ناوردای و هموار
نیست. سراسری -ناوردای G ،F که است واضح .F (x+ ε, y) = F (x, y)

v١, . . . ,vs ͷکوچ بͬ�نهایت مولدهای با M روی تبدیلات از همبند گروه G مͬ�کنیم فرض .٨.٢.٢ لم
مͬ�گیریم. نظر در برداری میدان�های این متناظر مشخصه�های را Q١, . . . , Qs ،(١٠.٢) به توجه با و باشد.

معادلات از اول مرتبه�ی سیستم در بایستͬ u = f(x) G-ناوردای تابع هر سپس

Qµ
α(x, u

(١)) = ٠, µ = ١, . . . , s, α = ١, . . . , q, (١۵.٢)

کند. صدق مͬ�شوند تعیین G مشخصه�های دادن قرار صفر به�وسیله�ی که

�کند. عمل s-بعدی مدارهای Mبا m-بعدی منیفلد روی نیم-��منظم به�طور G مͬ�کنیم فرض .٩.٢.٢ قضیه
همسایͽͬ�ای در ζ١(x), . . . , ζm−s(x) تابعͬ مستقل موضعͬ ناوردای (m− s) دقیقا سپس ،x٠ ∈M اگر
برای باشد شده تعریف x٠ از همسایͽͬ�ای در که عمل�گروه از دیͽر ناوردای هر به�علاوه دارند. وجود x٠ از

دارد: را زیر فرم F هموار تابع
ζ(x) = F (ζ١(x), . . . , ζm−s(x)).

هستند. ناوردا x٠ از همسایͽͬ�ای در سراسری به�طور ζ١, . . . , ζm−s ناورداهای سپس باشد منظم G عمل اگر

در y = ψ(x) تخت موضعͬ مختصات چارت مͬ�توانیم ،[١٧] ، فروبنیوس قضیه�ی از استفاده با برهان.
شده�اند تولید G ͷکوچ بͬ�نهایت مولدهای به�وسیله�ی که G برداری میدان�های سیستم برای x٠ �ͬͽهمسای
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جدید مختصات سپس باشند. {y١ = c١, . . . , y
m−s = cm−s} برشهای G مدارهای به�طوری�که بیابیم، را

هر به�علاوه ثابت�اند. برش هر روی و Gاند، موضعͬ ناورداهای y١ = ζ١(x), . . . , ym−s = ζm−s(x)

سرانجام، است. y١, . . . , ym−s از تابعͬ تنها بنابراین باشد، ثابت برشها این روی بایستͬ G از دیͽر نارودای
به آن�را مدار، هر که کنیم انتخاب طوری را تخت مختصاتͬ چارت مͬ�توانیم کند عمل منظم به�طور G اگر

مͬ�باشند. سراسری ناورداهای y١, . . . , ym−s مورد، این در کند. تقسیم برش ͷی از بیشتر

ناورداها ساختن برای روش�هایͬ

ͷکوچ بͬ�نهایت مولد با که باشد تبدیلات از یͷ-پارامتری گروه ͷی G مͬ�کنیم فرض

v = ξ١(x)
∂

∂x١
+ · · ·+ ξm(x)

∂

∂xm
.

معادله از جوابͬ G از ζ(x) موضعͬ ناوردای ͷی مͬ�کند، عمل M روی شده داده موضعͬ مختصات در
است: زیر خطͬ و همͽن اول، مرتبه جزئͬ دیفرانسیل

v(ζ) = ξ١(x)
∂ζ

∂x١
+ · · ·+ ξm(x)

∂ζ

∂xm
= ٠. (١۶.٢)

١−mجواب این�رو از دارد. وجود تابعͬ مستقل سپس١−mناوردای ،v|x٠ ̸= ٠ اگر (٩.٢.٢) قضیه�ی به بنا
از ͷکلاسی قضیه�ای دارد. وجود x٠ از همسایͽͬ�ای در (١۶.٢) جزیͬ دیفرانسیل معادله برای تابعͬ مستقل
زیر متناظر مشخصه�ی سیستم از گرفتن انتͽرال با مͬ�تواند آن�ها عمومͬ حل که مͬ�دهد نشان معادلاتͬ چنین

شود: پیدا معمولͬ دیفرانسیل معادلات از
dx١

ξ١(x)
=

dx٢

ξ٢(x)
= · · · = dxm

ξm(x)
.

دارند: را زیر فرم آن جواب�های که
ζ١(x١, x٢, . . . , xm) = c١ , . . . , ζm−١(x١, x٢, . . . , xm) = cm−١.

برای تابعͬ مستقل جواب�های ζ١, . . . , ζm−١ واقع در انتͽرال�گیری�اند، از حاصل ثابت�های c١, . . . , cm−١

پیچیده�تر کمͬ r > ١ که تبدیلات از r-پارامتری گروه از مستقل ناورداهای محاسبه�ی مͬ�باشند. (١۶.٢)
دهند تشͺیل G برای ͷکوچ بͬ�نهایت مولدهای از پایه�ای k = ١, . . . , r و vk =

∑
ξik(x)

∂

∂xi
اگر است.

محاسبه زیر همͽن و خطͬ اول، مرتبه�ی جزئͬ دیفرانسیل معادلات سیستم حل به�وسیله�ی ناورداها سپس
مͬ�شوند:

vk(ζ) =
m∑
i=١

ξik(x)
∂ζ

∂xi
= ٠, k = ١, . . . , r.

لذا باشد. v١, . . . ,vk برداری میدان�های همه�ی از مشترکͬ ناوردای بایستͬ ζ ناوردای هر دیͽر به�عبارت
v٢, . . . ,vr برداری میدان�های بعد مرحله�ی در .v١ مثلا مͬ�کنیم، محاسبه را برداری میدان ͷی ناوردای ابتدا
میدان r − ١ این مشترک ناوردای سپس و مͬ�کنیم بازنویسͬ مختصات به�عنوان v١ ناوردای از استفاده با را

مͬ�کنیم. بیان واضح�تر را مطلب مثال ͷی با حال مͬ�یابیم. را جدید برداری
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برداری میدان�های .١٠.٢.٢ مثال
v = −y ∂

∂x
+ x

∂

∂y
, w = ٢xz ∂

∂x
+ ٢yz ∂

∂y
+ (z٢ + ١− x٢ − y٢)

∂

∂z
.

روی و مͬ�کنند تولید R٣ روی تبدیلات از پارامتری دو آبلͬ گروه ͷی که مͬ�گیریم نظر در R٣ روی را
ζ(x, y, z) ناوردای مͬ�کنند. عمل منظم به�طور M = R٣\({x = y = ٠} ∪ {x٢ + y٢ = ١, z = ٠})
مشخصه�ی سیستم مͬ�یابیم. را v مستقل ناوردای ابتدا مͬ�باشد. v(ζ) = ٠ = w(ζ) معادله�ی دو از جوابͬ

ثابت�های برای ،z = c′ و x٢+y٢ = c تساوی�ها از گرفتن انتͽرال با مͬ�باشد. dx
−y

=
dy

x
=
dz

٠ ،v متناظر

.x٢ + y٢ = r٢ مͬ�دهیم قرار مͬ�باشند. v از مستقل ناورداهای انتͽرال�گیری�اند، از حاصل که c, c′ دلخواه
مͬ�کنیم. بیان دوباره z و r از استفاده با را w حال

x٢ + y٢ = r٢ ⇒ ٢x ∂
∂x

+ ٢y ∂
∂y

= ٢r ∂
∂r

⇒ w = ٢rz ∂
∂r

+ (z٢ + ١− r٢)
∂

∂z
.

دیفرانسیل معادله از جوابͬ باید بنابراین باشد v از z و r ناورداهای از تابعͬ بایستͬ ζ چون
w(ζ) = ٢rz ∂ζ

∂r
+ (z٢ + ١− r٢)

∂ζ

∂z
= ٠.

مͬ�باشد: زیر صورت به آن مشخصه�ی سیستم باشد.
dr

٢rz =
dz

z٢ + ١− r٢
.

معمولͬ، دیفرانسیل معادله این حل با

ζ =
z٢ + r٢ + ١

r
=
x٢ + y٢ + z٢ + ١√

x٢ + y٢
.

مͬ�باشد. گروه این مستقل ناوردای تنها

M ⊂ باز زیرمجموعه�ی روی که باشد تبدیلات از موضعͬ گروه ͷی G مͬ�کنیم فرض .١١.٢.٢ تعریف
،x به وابسته η : M (n) → R هموار تابع G از n-ام مرتبه دیفرانسیلͬ ناوردای ͷی مͬ�کند. عمل X × U

ناوردا ͷی η باشد شده تعریف pr(n)g · (x, u(n)) که g ∈ G هر برای به�طوری�که مͬ�باشد u مشتقات و u
است: pr(n)G شده�ی داده امتداد عمل�گروه از

η(pr(n)g · (x, u(n))) = η(x, u(n)), (x, u(n)) ∈M (n).

�مͬ�کنند عمل v = −u∂x+x∂u مولد X×Uبا = R٢ روی Gکه = SO(٢)دوران�های گروه .١٢.٢.٢ مثال
با pr(١)SO(٢) اول امتداد از معمولͬ ناوردای واقع در اول مرتبه�ی دیفرانسیلͬ ناوردای مͬ�گیریم. نظر در را

ͷکوچ بͬ�نهایت مولد
pr(١)v = −u ∂

∂x
+ x

∂

∂u
+ (١+ u٢x)

∂

∂ux
.
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داریم: دهیم، نشان (x, y, z) با را (x, u, ux) متغیرهای اگر مͬ�باشد.

w = pr(١)v = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
+ (١+ z٢)

∂

∂z
.

دو R٣ در نقطه هر از همسایͽͬ�ای در بنابراین نمͬ�شود صفر هرگز R٣ روی w برداری میدان که کنید توجه
این در مشخصه سیستم دارد. وجود w به�وسیله�ی شده تولید یͷ-پارامتری گروه از تابعͬ مستقل ناوردای

مͬ�باشد: زیر صورت به مورد
dx

−y
=
dy

x
=

dz

١+ z٢
.

مͬ�باشد. r =
√
x٢ + y٢ شعاع ناورداها از ͬͺی بنابراین شد، محاسبه (١٠.٢.٢) مثال در اول تساوی که

داریم: و مͬ�کنیم جایͽزین
√
r٢ − y٢ با را x دیͽر ناوردای کردن پیدا برای

dy√
r٢ − y٢

=
dz

١+ z٢
.

بنابراین مͬ�باشد. k دلخواه ثابت برای arcsin y
r
= arctan z + k آن جواب

arctan z − arcsin
y

r
= arctan z − arctan

y

x
.

مͬ�آید: بدست آن تانژانت گرفتن با ناوردا این از ساده�تری بیان مͬ�باشد. w برای دوم دیفرانسیلͬ ناوردای
اولیه متغیر تغییر به توجه با بنابراین ،xz − y

yz + x

xux − u

x+ uux
و

√
x٢ + u٢

مͬ�دهند. تشͺیل SO(٢) برای اول مرتبه�ی دیفرانسیلͬ ناورداهای از کاملͬ مجموعه�ی

عمل M ⊂ X × U ≃ R٢ منیفلد روی که باشد تبدیلات از گروه ͷی G مͬ�کنیم فرض .١٣.٢.٢ گزاره
باشند. G از n-ام مرتبه�ی دیفرانسیلͬ ناورداهای w = ζ(x, u(n)) و y = η(x, u(n)) که کنید تصور مͬ�کند.

مشتق سپس

dw

dy
=
dw/dx

dy/dx
≡ Dxζ

Dxη
, (١٧.٢)

مͬ�باشد. G برای +n)-ام ١) مرتبه�ی دیفرانسیلͬ ناوردای ͷی

v = ξ∂x + ϕ∂u و هموار تابعͬ ζ(x, u(n)) مͬ�کنیم فرض داریم. نیاز زیر فرمول به اثبات برای برهان.
سپس باشد. برداری میدان

pr(n+١)v(Dxζ) = Dx[pr
(n)v(ζ)]−Dxξ ·Dxζ. (١٨.٢)

که مͬ�بینیم امتداد برای (١٢.٢) فرمول از استفاده با

pr(n+١)v(Dxζ) = pr(n+١)vQ(Dxζ) + ξD٢
xζ,
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حالͬ�که در

Dx[pr
(n)v(ζ)] = Dx[pr

(n)vQ(ζ)] +Dx(ξDxζ).

مͬ�یابد، کاهش زیر ساده�تر فرمول به (١٨.٢) بنابراین

pr(n+١)vQ(Dxζ) = Dx[pr
(n)vQ(ζ)].

مͬ�باشد. کامل مشتقات و برداری میدان�های عمومͬ تبدیل قاعده�ی از ویژه موردی فرمول، این
از استفاده با باشد. G از ͷکوچ بͬ�نهایت مولدی v مͬ�کنیم فرض مͬ�دهیم، ادامه را (١٧.٢) اثبات

(١٨.٢)

pr(n+١)v

[
dw

dy

]
=

١
(Dxη)٢

{pr(n+١)v(Dxζ) ·Dxη −Dxζ · pr(n+١)v(Dxη)}

=
١

(Dxη)٢
{Dx[pr

(n)v(ζ)] ·Dxη −Dxξ ·Dxζ ·Dxη}

− ١
(Dxη)٢

{Dxζ ·Dx[pr
(n)v(η)] +Dxζ ·Dxξ ·Dxη}

= ٠,

عمل تحت ͷکوچ بͬ�نهایت ناوردای dw/dy بنابراین pr(n)v(ζ) = ٠ = pr(n)v(η)فرض به توجه با چون
ناورداست. (۵.٢.٢) گزاره�ی به توجه با لذا مͬ�باشد pr(n+١)G

Mعمل ⊂ X ×U ≃ R٢ روی که باشد تبدیلات از یͷ-پارامتری گروه G مͬ�کنیم فرض .١۴.٢.٢ گزاره
از تابعͬ مستقل ناورداهای از کاملͬ مجموعه�ی w = ζ(x, u, ux) و y = η(x, u) مͬ�کنیم فرض مͬ�کند.

مشتقات سپس باشند. pr(١)G اول امتداد

y, w, dw/dy, . . . , dn−١w/dyn−١ (١٩.٢)

مͬ�کنند. فراهم n ≥ ١ برای pr(n)G n-ام مرتبه�ی امتداد برای تابعͬ مستقل ناورداهای از کاملͬ مجموعه�ی

مشتقاتk-ام چون طرفͬ از کنیم. ثابت را (١٩.٢) استقلال کافیست (١٣.٢.٢) قضیه�ی به توجه با برهان.
توابع به تنها که y, w, · · · , dk−١/dyk−١ از لذا هستند، وابسته uk+١ = dk+١u/dxk+١ به تنها dkw/dyk

مستقل�اند. وابسته�اند، x, u, . . . , uk

وسیله�ی به اگر مͬ�شود نامیده برخوردی فرم Jn جت فضای روی θ دیفرانسیلͬ یͷ-فرم .١۵.٢.٢ تعریف
n-ام امتداد با هموار تابعͬ u = f(x) اگر دیͽر، عبارت به شود. صفر شده داده امتداد توابع همه�ی

.(f (n))∗θ = ٠ بایستͬ سپس باشد، f (n) : X → Jn
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مضرب�های با θ =
∑

J,α P
α
J θ

α
J خطͬ ترکیب به�عنوان مͬ�تواند Jn روی برخوردی فرم هر .١۶.٢.٢ قضیه

اساسͬ برخوردی فرم�های از ،Pα
J (x, u

(n)) هموار تابعͬ

θαJ = duαJ −
p∑

i=١
uαJ,idx

i, α = ١, . . . , q, ٠ ≤ ♯J < n.

دارای Jn روی برخوردی فرم�های اساسا کنید توجه مͬ�باشد. θαJ برخوردی فرم مرتبه ♯J (که شود. نوشته
مͬ�باشند.) n− ١ حداکثر مرتبه�ی

نامیده برخوردی ناوردای Jn روی ω دیفرانسیل فرم مͬ�گیریم. نظر در را Gتبدیلات گروه تعریف١٧.٢.٢.
باشیم: داشته ،θ = θg برخوردی فرم هر و g ∈ G هر برای اگر، تنها و اگر مͬ�شود

(g(n))∗ω = ω + θ.

به نسبت فرم لͬ مشتق که است این بودن برخوردی ناوردای بررسͬ برای ͷکوچ بͬ�نهایت ضابطه�ی
فرم�های .v(n)(ω) = ٠ باشد: صفر v(n) ∈ G(n) شده�ی داده امتداد ͷکوچ بͬ�نهایت مولدهای همه�ی
هر توجه�اند. مورد افقͬ برخوردی ناوردای فرم�های تنها بنابراین برخوردی�اند ناوردای بدیهͬ به��طور برخوردی

.(θ = ٠ (یعنͬ باشند صفر عمودی مماس جهت�های همه�ی اگر مͬ�شود نامیده افقͬ Jn روی یͷ-فرم

مͬ�شود. نامیده n مرتبه�ی از دیفرانسیلͬ تابع F : Jn → R هموار و مقدار حقیقͬ تابع .١٨.٢.٢ تعریف
بالاتر مرتبه�ی جت فضای روی دیفرانسیلͬ تابعͬ ،n مرتبه�ی از F (x, u(n)) دیفرانسیلͬ تابع هر کنید توجه
(x, u(n+k))مختصات از زیرمجموعه�ای به�عنوان را Jn از (x, u(n))مختصات فرضکه این با تعریفمͬ�کند

آن معمولͬ دیفرانسیل به�علاوه بͽیریم. نظر در Jn+k از

dF =

p∑
i=١

∂F

∂xi
dxi +

q∑
α=١

∑
♯I≤n

∂F

∂uαI
duαI ,

افقͬ یͷ-فرمͬ به را dF مͬ�توانیم هم�چنین مͬ�باشد، Jn+١ بالاتر مرتبه�ی جت فضای روی یͷ-فرمͬ
به�وسیله�ی و است F کامل دیفرانسیل افقͬ، مولفه�ی که کنیم. تجزیه برخوردی فرم ͷی به�علاوه�ی

DF =

p∑
i=١

DiFdx
i,

مرتبه�ی دیفرانسیلͬ ناوردای هر I(x, u(n)) اگر هم�چنین مͬ�باشد. xi به نسبت کامل مشتق Di و مͬ�شود داده
مͬ�باشد. Jn+١ روی برخوردی ناوردای یͷ-فرم ،DI =

∑
DjIdx

j آن، کامل دیفرانسیل باشد n-ام

فضای اگر مͬ�باشد n مرتبه�ی از برخوردی تبدیل Ψ : Jn → Jn موضعͬ دیفیومورفیسم .١٩.٢.٢ تعریف
فرمͬ نیز Ψ∗θ باشد Jn روی برخوردی فرمͬ θ اگر که معنͬ این به کند، حفظ را برخوردی فرم�های همه�ی

باشد. برخوردی

تبدیل امتداد برخوردی تبدیل هر ،q > ١ باشد، ͬͺی از بیشتر وابسته متغیرهای تعداد اگر .٢٠.٢.٢ قضیه
تبدیلات از که دارند وجود اولͬ مرتبه�ی برخوردی تبدیلات ،q = ١ اگر مͬ�باشد. Φ : M → M نقطه�ای
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مرتبه�ی برخوردی تبدیل n)-ام − ١) امتداد n-ام، مرتبه�ی برخوردی تبدیل هر اما نمͬ�آیند، بدست نقطه�ای
مͬ�باشد. Ψ : J١ → J١ اول

کنید. رجوع [۴] و [٣] به برهان.

از تابعͬ به�عنوان تنها اگر مͬ�شوند نامیده مستقل اکیدا Jn روی دیفرانسیلͬ ناورداهای از مجموعه�ای
اگر مستقل�اند اکیدا F١, . . . , Fk توابع به�عبارتͬ باشند. تابعͬ مستقل n-ام، مرتبه�ی مشتقͬ مختصات

به�وسیله�ی که آن�ها، n-ام مرتبه�ی دیفرانسیل�های

dnF =

q∑
α=١

∑
♯I=n

∂F

∂uαI
duαI ,

.dnF١ ∧ dnF٢ ∧ · · · ∧ dnFr ̸= ٠ باشند: خطͬ مستقل نقطه هر در مͬ�شوند داده
بفهمیم. آن�را امتداد هندسه�ی بایستͬ تبدیلات، گروه از دیفرانسیلͬ ناورداهای صحیح مطالعه�ی به�منظور
باشد G(n) شده�ی داده امتداد عمل مدار ماکسیمال بعد sn و تبدیلات از r-بعدی لͬ گروه G مͬ�کنیم فرض
،V (n) = {z ∈ J (n)|dimG(n)|z = sn} ⊂ Jn باز زیرمجموعه�ی روی (نیم)منظم به�طور G(n) به�طوری�که
خواهیم تصور حقیقت در مͬ�کند. عمل است، ماکسیمال بعد از مدارهای در مشمول نقاط همه�ی شامل که
نیم-منظم موارد در مناسب، تفسیری با نتایج، تمام اگرچه مͬ�کند، عمل V (n) روی منظم به�طور G(n) که کرد

( است. Jn در چͽال V (n) زیرمجموعه�ی سپس �کند عمل تحلیلͬ به�طور G (اگر است. برقرار نیز
سپس باشد. z ∈ V (n) برای H(n)

z = {g|g(n) · z = z} ایزوتروپͬ زیرگروه هر بعد hn مͬ�کنیم فرض
تعداد z ∈ V (n) نقطه�ی هر ͬͽهمسای در موضعͬ، به�طور مͬ�کند. صدق sn = r− hn رابطه�ی در مدار بعد

in = p+ q(n) − sn = p+ q(n) − r + hn,

مرتبه�ی از دیفرانسیلͬ ناوردای هر چون دارد. وجود n حداکثر مرتبه�ی از تابعͬ مستقل دیفرانسیلͬ ناوردای
کاهشͬ غیر دنباله�ی تشͺیل in اعداد مͬ�گیرند، قرار شمارش این در نیز n از کمتر

i٠ ≤ i١ ≤ i٢ ≤ · · · ,

تفاوت مͬ�دهند. را

jn = in − in−١ = qn − sn + sn−١ = qn + hn − hn−١, (٢٠.٢)

تبدیلات گروه�های برای .qn = qpn که مͬ�شمارد، را n-ام مرتبه�ی مستقل اکیدا دیفرانسیلͬ ناورداهای تعداد
مͬ�دهیم قرار نشدند تعریف j٠ و i٠ ،چون برخوردی تبدیلات گروه�های برای و j٠ = i٠ مͬ�دهیم قرار نقطه�ای
بنابراین کند تجاوز ،n مرتبه�ی از مستقل مشتقͬ مختصات تعداد ،qn از نمͬ�تواند jn که کنید توجه . j١ = i١

in−١ ≤ in ≤ in−١ + qn.
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از مداری πnk (O(n)) ⊂ Jk آن تصویر ،k < n هر برای سپس باشد، G(n) از مداری O(n) ⊂ Jn اگر
وسیله�ی به و است، n از غیرکاهشͬ تابعͬ G(n) از sn مدار ماکسیمال بعد بنابراین است. G(k) k-ام امتداد

مͬ�شود: کراندار r = dimG

s٠ ≤ s١ ≤ s٢ ≤ · · · ≤ r. (٢١.٢)

داریم: باشد، جت فضای بعد از بیشتر نمͬ�تواند مدار بعد چون طرفͬ از
sn−١ ≤ sn ≤ sn−١ + qn.

دارد وجود s صحیح عدد یعنͬ مͬ�شود، ثابت سرانجام مدار ماکسیمال بعد که مͬ�کند دلالت (٢١.٢) شرط
باشیم داشته n تعدادی برای اگر به�ویژه است. sm = s بزرگ کافͬ اندازه به m-های برای به�طوری�که
برای n مینیمال مرتبه�ی و مدار پایایͬ بعد را s ما .sm = r داریم m ≥ n همه�ی برای سپس ،sn = r

مͬ�نامیم. گروه پایایͬ مرتبه�ی را sn = s

مدار پایایͬ بعد با آن بعد اگر تنها و اگر مͬ�کند عمل موثر موضعا به�طور G تبدیل گروه .٢١.٢.٢ قضیه
sm = r = dimG باشیم: داشته بزرگ کافͬ اندازه�ی به m-های همه�ی برای به�طوری�که باشد، یͺسان

کنید. رجوع [٢٣] به برهان.

ناوردای هم�کنج ͷی باشد. مستقل متغیر p با فضایͬ روی تبدیلͬ گروه G مͬ�کنیم فرض .٢٢.٢.٢ تعریف
ω١, . . . , ωp n-ام مرتبه�ی مستقل برخوردی ناوردای افقͬ یͷ-فرم p = dimX از گردایه�ای دیفرانسیلͬ

شده�اند. تعریف Jn n-ام مرتبه�ی جت فضای روی موضعͬ به�طور که مͬ�باشد

بنویسیم: هم�کنج�ها برحسب آن�را کامل دیفرانسیل مͬ�توانیم ما باشد، دیفرانسیلͬ تابع هر F (x, u(m)) اگر

DF =

p∑
k=١

DkFω
k.

G-ناوردایند. دیفرانسیلͬ عملͽرهای ،Dk هم�کنج دیفرانسیلͬ عملͽرهای نتیجه در

ناوردای هم�کنج�های به وابسته هم�کنج دیفرانسیلͬ عملͽرهای D١, . . . ,Dp مͬ�کنیم فرض .٢٣.٢.٢ گزاره
ناوردای DkI سپس باشد، m مرتبه�ی از دیفرانسیلͬ ناوردای هر I(x, u(m)) اگر باشند. Jn روی برخوردی

مͬ�باشد. m+ ١ و n ماکسیمم حداکثر مرتبه�ی از دیفرانسیلͬ

کنید. رجوع [٢٠] به برهان.

Dk =
∑

iQ
i
k(x, u

(n))Di سپس ،ωi =
∑

k P
i
k(x, u

(n))dxk باشیم داشته اگر موضعͬ، مختصات در
تابعͬ مستقل دیفرانسیلͬ ناورداهای از ωi = DIi اگر به�ویژه، مͬ�باشد. Q = (Qi

j(x, u
(n))) = P−T که

مͬ�باشد. آن�ها ژاکوبین ماتریس P = (DjIi(x, u
(n)) سپس شوند، محاسبه I١, . . . , Ip
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شامل تنها دیفرانسیلͬ، ناوردای هم�کنج باشیم. داشته را x مستقل متغیر تنها یعنͬ ،p = ١ فرضمͬ�کنیم
وابسته�ی ناوردای دیفرانسیلͬ عملͽر مͬ�باشد. ω = P (x, u(n))dx صفر غیر برخوردی ناوردای یͷ-فرم
مͬ�کند. نͽاشت DJ = DxJ/Pͬدیفرانسیل ناوردای به را J دیفرانسیلͬ ناوردای هر D = (١/P )Dx

دیفرانسیلͬ عملͽر D = (DxI)
−١Dx باشد، ثابت) (غیر دیفرانسیلͬ ناوردای هر I(x, u(n)) اگر به�ویژه

جفت ͷی از شروع با بنابراین مͬ�کند. نͽاشت dJ/dI = DxJ/DxI به را J که مͬ�باشد، متناظر ناوردای
ناوردای افقͬ یͷ-فرم ،ͷی و دیفرانسیلͬ ناوردای ͷی تنها عمومͬ�تر، به�طور (یا دیفرانسیلͬ ناورداهای از
مͬ�سازیم. DkJ , k = ٠,١,٢, . . . بالاتر مراتب دیفرانسیلͬ ناورداهای از نامتناهͬ دنباله�ای ( برخوردی

مͬ�شود. تضمین زیر لم به�وسیله�ی نتیجه دیفرانسیلͬ ناورداهای تابعͬ استقلال

ناوردای یا I و هستند، اکید مستقل n-ام مرتبه�ی دیفرانسیلͬ ناورداهای J١, . . . , Jr کنید تصور .٢۴.٢.٢ لم
Jνها به نسبت که باشد n-ام مرتبه�ی دیفرانسیلͬ ناوردای یا باشد، n از کمتر اکیدا مرتبه�ی از دیفرانسیلͬ
سپس باشد. DI به وابسته ناوردای دیفرانسیلͬ عملͽر D = (DxI)

−١Dx کنیم فرض است. اکید مستقل
هستند. اکید مستقل +n)-ام ١) مرتبه�ی دیفرانسیلͬ ناورداهای DJ١, . . . ,DJr دیفرانسیلͬ توابع

کنید. رجوع [٢٠] به برهان.

تنها به هنوز مͬ�کنیم. عمل زیر به�صورت داریم وابسته متغیر q و مستقل متغیر ͷی تنها که مواردی در
ͷی از گرفتن کامل دیفرانسیل با آن�را مͬ�توانیم که ω = P (x, u(n))dx برخوردی ناوردای یͷ-فرم ،ͷی
سیستم ͷی داریم. نیاز J١, . . . , Jq دیͽر دیفرانسیلͬ ناوردای q و آوریم، بدست I دیفرانسیلͬ ناوردای
برای D = (١/P )Dx ناوردای دیفرانسیلͬ عملͽرهای متوالͬ بردن به�کار با دیفرانسیلͬ ناورداهای از کامل

مͬ�شود. ساخته Jν اساسͬ دیفرانسیلͬ ناورداهای

مستقل متغیر ͷی Mدارای فضای روی نقطه�ای یا برخوردی تبدیلات Gگروه که کنید تصور .٢۵.٢.٢ قضیه
I, J١, . . . , Jq اساسͬ مستقل دیفرانسیلͬ ناوردای q + ١ موضعͬ، به�طور سپس، باشد. وابسته متغیر q و
مشتقات و دیفرانسیلͬ ناورداهای این از تابعͬ به�عنوان مͬ�تواند دیفرانسیلͬ ناوردای هر به�طوری�که دارد، وجود
مͬ�باشد. I اول ناوردای به وابسته ناوردای دیفرانسیلͬ عملͽر D = (DxI)

−١Dx که شود، نوشته DmJν

کنید. رجوع [٢٠] به برهان.

مͬ�کند. حͺومت عمل�گروه پایایͬ مرتبه�ی بر که دارد مهمͬ نتایج (٢۴.٢.٢) لم

رابطه�ی در شده داده امتداد عمل�گروه مدارهای ماکسیمال بعد ،n ≥ ٠ برای که کنید تصور .٢۶.٢.٢ قضیه
مͬ�باشد. G پایایͬ مرتبه�ی nسپس کنند. صدق sn−١ < sn = sn+١ ≤ q(n)

کنید. رجوع [٢٠] به برهان.
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sk = sk+١ رابطه�ی در G شده�ی داده امتداد عمل�گروه مدار ماکسیمال بعد که کنید تصور .٢٧.٢.٢ قضیه
.sm = sn داریم: m ≥ n همه�ی برای سپس کند. صدق n > k برای sn = sn+١ و

کنید. رجوع [٢٠] به برهان.

برداری میدان�های به�وسیله�ی شده تولید r-بعدی گروه و x, u ∈ C ،r ≥ ٣ مͬ�کنیم فرض .٢٨.٢.٢ مثال
به�وسیله�ی مدار ماکسیمال بعد مͬ�گیریم. نظر در را ∂x, ∂u, x∂u, . . . , xr−٣∂u, x∂x + (r − ٢)u∂u

s٠ = ١, s١ = ٢, . . . , sr−٣ = sr−٢ = r − ١, sr−١ = sr = · · · = r.

مͬ�شود. پایا r− ١ مرتبه�ی در سرانجام و مͬ�شود، شبه�پایا r− ٣ مرتبه�ی در مدار بعد بنابراین، مͬ�شود. داده
شناخته مثال تنها مثال این دیͽر، طرف از بیفتد. اتفاق مͬ�تواند نیز بالا مراتب در شبه�پایایͬ که مͬ�بینیم به�ویژه

مͬ�افتد. اتفاق واقعا آن در مدار بعد شبه�پایایͬ که است شده�ای

که همانطور اساسͬ، دیفرانسیلͬ ناورداهای مرتبه�ی برای امͺان دو تنها اساسا قبل قضیه�ی دو به توجه با
عمل مستقل متغیر ͷی فقط با فضایͬ روی که تبدیلاتͬ گروه از مͬ�شود، توصیف (٢۵.٢.٢) قضیه�ی در
مرتبه�ی n و مͬ�کند، عمل موثر موضعا به�طور که باشد r-بعدی گروهͬ G مͬ�کنیم فرض دارد. وجود مͬ�کند

مͬ�افتد: اتفاق حالت دو سپس دهد نشان آن�را پایایͬ

دیفرانسیلͬ ناوردای q+١ مورد، دراین مͬ�باشد. n+١ حداکثر اساسͬ دیفرانسیلͬ ناورداهای مرتبه�ی •
مرتبه�ی از Jq و n+١ حداکثر مرتبه�ی از J١, . . . , Jq−١،n حداکثر مرتبه�ی از ،I شامل که دارد وجود

.dimG = r ≤ ١+ (n+ ١)q اینجا مͬ�باشد. n+ ١

دیفرانسیلͬ ناوردای q + ١ مورد این در مͬ�باشد. n + ٢ حداکثر دیفرانسیلͬ ناورداهای مرتبه�ی •
اتفاق زمانͬ مورد این مͬ�باشند. n + ٢ مرتبه�ی از Jq و ،n + ١ مرتبه�ی از همه I, J١, . . . , Jq−١

.r = ١+ (n+ ١)q باشیم: داشته G بعد برای که مͬ�افتد

از G r-بعدی موضعاموثر عمل�گروه از n پایایͬ مرتبه�ی داریم، مستقل متغیر ͷی تنها که زمانͬ نتیجه، در

، اساسͬ دیفرانسیلͬ ناورداهای تعداد kn مͬ�کنیم فرض مͬ�کند. پیروی r − ١
q

−١ ≤ n ≤ r−١ نامساوی

اکیدا نمͬ�شوند، بیان پایین�تر مراتب از دیفرانسیلͬ ناورداهای برحسب که دیفرانسیلͬ ناورداهای از دسته آن
.kn = jn − jn−١ داریم: �دهد، نشان را n مرتبه�ی از مستقل

مرتبه�ی از اساسͬ دیفرانسیلͬ ناورداهای از kn تعداد باشد. تبدیلͬ گروه G مͬ�کنیم فرض .٢٩.٢.٢ قضیه
مͬ�شود: داده زیر شͺل به G(n) ایزوتروپͬ زیرگروه از hn مینیمال بعد برحسب n

kn =

{
hn − ٢hn−١ + hn−٢ + ١, if k٠ = · · · = kn−٢ = ٠, kn−١ > ٠,
hn − ٢hn−١ + hn−٢, other wise.

(٢٢.٢)
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برای یعنͬ باشد، نشده تعریف G(n) عمل هرگاه به�شرطͬ�که است درست n ≥ ٠ همه�ی برای رابطه این
hn = و in = ٠ دهیم قرار باشد، n = ٠ هرگاه برخوردی تبدیلات گروه مورد در و n = −٢−,١

.r − ١− (n+ ١)q

تبدیلات (برای مͬ�کنیم. اثبات نقطه�ای تبدیلات گروه مورد در تنها را رابطه خلاصه�نویسͬ، به�منظور برهان.
ابتدا مͬ�شود.) اثبات مشابه به�طور و باشیم داشته وابسته متغیر ͷی که است برقرار حالتͬ در تنها برخوردی
مͬ�خواهیم: که همان�طور سپس in−٢ > ٠ اگر .jn = q+hn−hn−١ ،(٢٠.٢) مطابق .n ≥ ٢ کنید تصور

kn = jn − jn−١ = hn − ٢hn−١ + hn−٢.

ناورداهای از ͬͺی سپس ،kn−١ > ٠ و k٠ = · · · = kn−٢ = ٠ به�طوری�که in−١ ≥ ١ و in−٢ = ٠ اگر
این�رو از شود، استفاده ناوردا دیفرانسیلͬ عملͽرهای تعریف برای بایستͬ n)-ام − ١) مرتبه�ی دیفرانسیلͬ

بنابراین دارد. وجود مستقل n-ام مرتبه�ی دیفرانسیلͬ ناوردای in−١ − ١ تنها
kn = jn − in−١ + ١ = in − ٢in−١ + ١ = hn − ٢hn−١ + hn−٢ + ١.

سپس in−٢ = in−١ = ٠ اگر سرانجام،
hn−٢ = hn−١ = r , hn = r − in,

لذا
kn = in = in − ٢in−١ + in−٢ = hn − ٢hn−١ + hn−٢.

بنابراین j١ = q + h١ − h٠ سپس i٠ = ١+ q − r + h٠ ≥ ١ اگر .n = ١ کنید تصور حال
k١ = j١ − i٠ + ١ = h١ − ٢h٠ + r = h١ − ٢h٠ + h−١ + ١,

h٠ = r−q−سپس١ i٠ = ٠ اگر دیͽر، طرف از مͬ�شود. اثبات مورد این در (٢٢.٢) ،h−١ = r−١ چون
بنابراین

k١ = i١ + ١+ ٢q − r + h١ = h١ − ٢h٠ + r − ١ = h١ − ٢h٠ + h−١,

داریم: ،n = ٠ برای سرانجام مͬ�کند. تعیین را (٢٢.٢) مجددا
k٠ = i٠ = ١+ q − r + h٠ = h٠ − ٢h−١ + h−٢,

کامل نقطه�ای تبدیلات مورد در (٢٢.٢) اثبات بنابراین .h−٢ = q + r − ١ و h−١ = r − ١ چون
مͬ�شود.

M ≃ R٢ روی که باشد نقطه�ای تبدیلات از موثر موضعا r-بعدی لͬ گروه G فرضمͬ�کنیم .٣٠.٢.٢ قضیه
دارد. s < r مرتبه�های از را J(x, u(r)) و I(x, u(s)) اساسͬ دیفرانسیلͬ ناورداهای Gسپس مͬ�کند. عمل
عمل غیرمتعدی به�طور G یا که مواردی جز به مͬ�شود، پایا r−٢ مرتبه�ی در عمل�گروه و s = r−١ به�علاوه
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و ،s = r− ٢ مورد این در که باشد، شبه�پایا شده داده امتداد مدار بعد اینͺه یا ،s = ٠ مورد این در که کند،
ابعاد حقیقت، در مͬ�باشد. r − ١ پایایͬ مرتبه�ی مورد دو هر در مͬ�افتد، اتفاق r − ٣ مرتبه�ی در پایایͬ شبه
شده توصیف r-بعدی لͬ گروه عمل با متغیر، تغییر ͷی تحت گروه، عمل اگر تنها و اگر است پایا شبه مدار

باشد. هم�ارز (٢٨.٢.٢) مثال در

کنید. رجوع [١٢] به برهان.

تبدیلات از r-بعدی موثر موضعا گروه G ̸= {e} Mو ⊂ X×U ≃ C×C مͬ�کنیم فرض .٣١.٢.٢ قضیه
ناسازگار دو به دو امͺان سه از ͬͺی به�وسیله�ی شده داده امتداد مدارهای بعد سپس باشد. برخوردی یا نقطه�ای

مͬ�شود: داده زیر

.sm = r داریم: m ≥ r − ٢ برای حالیͺه در ،sk = k + ٢ داریم: k ≤ r − ٢ برای منظم، موارد •

.sm = r mداریم: ≥ r−١ برای حالیͺه در ،sk = k+١ داریم: k ≤ r−١ برای غیرمتعدی، موارد •

داریم: m ≥ r − ١ برای و sr−٢ = r − ١ ،sk = k + ١ داریم: k ≤ r − ٣ برای شبه�پایا، موارد •
k = α ٢)برای ·٧) مورد و بوده (٢٨.٢.٢) مثال عمل�گروه با هم�ارز ضرورتا G مورد این در .sm = r

مͬ�باشد. جدول در

مͬ�کنیم. بیان مستقل متغیر چند مورد در را نتایج این از تعمیمͬ حال

منحصربه�فردی به�طور مͬ�تواند r ∈ N عدد هر سپس باشد. دلخواه عددی p ≥ ١ فرضمͬ�کنیم .٣٢.٢.٢ لم
شود: نوشته زیر شͺل به

r =

(
k١ + p− ١

p

)
+

(
k٢ + p− ٢
p− ١

)
+ · · ·+

(
ks + p− s

p− s+ ١

)
,

١مͬ�دهد. ≤ s ≤ pفرض با مثبت عددهای از غیرافزایشͬ دنباله�ای تشͺیل k١ ≥ k٢ ≥ · · · ≥ ks ≥ ١ که

کنید. رجوع [١۴] به برهان.

این به را µp : N → N تابع .kp(r) = (k١, . . . , ks) مͬ�نویسیم: r ∈ N به وابسته صحیح دنباله�ی برای
ببرد µp(r) عدد به مͬ�شود، داده نمایش kp(r) = (k١, . . . , ks) دنباله�ی به�وسیله�ی که را، r عدد که صورت

مͬ�کنیم. تعریف کند، صدق kp(µp(r)) = (k١ + ١, k٢ + ١, . . . , ks + ١) رابطه�ی در و

فرض باشد. متغیر p از همͽن چندجمله�ای آل ایده I ⊂ R[x١, · · · , xp] مͬ�کنیم فرض .٣٣.٢.٢ قضیه
از چندجمله�ایهایͬ از I(n) = {P ∈ I|P (λx) = λnP (x)} مجموعه�ی بعد dn = dimI(n) مͬ�کنیم

.dn+١ ≥ µp(dn) سپس (.I = ⊕n≥٠I(n) که کنید (توجه باشد. I در n درجه�ی
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خارج s که ،r = spn + t مͬ�نویسیم r ∈ N برای و µnp,q : N → N مͬ�کنیم تعریف ،q ≥ ١ فرض با
.µnp,q(r) = spn+١ + µp(t) سپس مͬ�شود. تقسیم pn =

(
p+n−١

n

)
بر r و مͬ�باشد باقیمانده t و قسمت،

مͬ�باشد. µnp,q(qn) = qn+١ به�ویژه کنید توجه

وابسته متغیر q و مستقل متغیر p با فضایͬ روی که باشد تبدیلاتͬ گروه G مͬ�کنیم فرض .٣۴.٢.٢ قضیه
از که مͬ�دهند تشͺیل دیفرانسیلͬ عملͽرهای از کاملͬ مجموعه�ی D١, . . . ,Dp کنید تصور مͬ�کند. عمل
ناورداهای J١, . . . , Jr که کنید تصور مͬ�شوند. ناشͬ کمتر یا n مرتبه�ی از ناوردا دیفرانسیلͬ هم�کنج��های

شده�ی گرفته مشتق ناورداهای مجموعه�ی سپس باشند. مستقل اکیدا n-ام مرتبه�ی دیفرانسیلͬ
DiJν , i = ١, . . . , p, ν = ١, . . . , r,

تعداد اگر به�ویژه�، مͬ�باشند. مستقل اکیدا n)-ام + ١) مرتبه�ی دیفرانسیلͬ ناوردای µnp,q(r) حداقل شامل
ناورداهای سپسمجموعه�ی ،J١, . . . , Jqn باشد، ماکسیمال مستقل اکیدا مرتبه�یn-ام دیفرانسیلͬ ناورداهای

مشتقͬ
DiJν , i = ١, . . . , p, ν = ١, · · · , qn,

مͬ�باشد. مستقل اکیدا +n)-ام ١) مرتبه�ی دیفرانسیلͬ ناوردای qn+١ از کاملͬ مجموعه�ی حاوی

کنید. رجوع [٢٠] به برهان.

هم�کنج سپس باشد. عمل�گروه پایایͬ مرتبه�ی n و نقطه�ای یا برخوردی تبدیلات گروه G اگر .٣۵.٢.٢ قضیه
و ،D١, . . . ,Dp متناظر ناوردای دیفرانسیلͬ عملͽرهای با Jn+٢ روی ω١, . . . , ωp دیفرانسیلͬ ناوردای
ناوردای هر موضعا، به�طوری�که، دارند وجود n+ ٢ حداکثر مرتبه�ی از ،J١, . . . , Jm دیفرانسیلͬ ناورداهای

مشتقات و دیفرانسیلͬ ناورداهای این از تابعͬ به�عنوان مͬ�تواند دیفرانسیلͬ
Dj١ · · · DjκJν , κ ≥ ٠, ν = ١, . . . ,m,

شود. نوشته



٣ فصل

دیفرانسیل معادلات تقارن�های
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بحث دیفرانسیل معادلات تقارن گروه�های در لͬ تئوری کاربردهای و اساس مورد در فصل این در
تقارن گروه کردن مشخص برای و ارایه را تقارن گروه محاسبه�ی برای ͷکوچ بͬ�نهایت روش�های مͬ�کنیم.

مͬ�کنیم. استفاده شده داده دیفرانسیل معادلات

دیفرانسیل معادلات ١.٣

با وابسته متغیر q و مستقل متغیر p با n-ام مرتبه دیفرانسیل معادلات از ∆ دستͽاه ͷی .١.١.٣ تعریف
و u = (u١, . . . , uq) ،x = (x١, . . . , xp) شامل ∆ν(x, u

(n)) = ٠, ν = ١, . . . , ℓ معادلاتͬ دستͽاه
∆(x, u(n)) = (∆١(x, u

(n)), . . . ,∆ℓ(x, u
(n))) توابع مͬ�شود. داده n مرتبه تا x به نسبت u مشتقات

فضای به X × U (n) جت فضای از هموار نͽاشتͬ به�عنوان مͬ�تواند ∆ به�طوری�که مͬ�شوند فرض هموار
.∆ : X × U (n) → Rℓ شود، دیده ℓ-بعدی اقلیدسͬ

با را دستͽاه جواب مجموعه

S∆ = {(x, u(n)) | ∆ν(x, u
(n)) = ٠, ν = ١, · · · ,m}, (١.٣)

که است (x, u(n)) ∈ Jn نقاط تمام شامل و n-ام، مرتبه�ی جت فضای از زیرمجموعه�ای که مͬ�دهیم نشان
مͬ�کند. صدق دستͽاه در

باشد. دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی ∆ν(x, u
(n)) = ٠, ν = ٠, . . . , ℓ مͬ�کنیم فرض .٢.١.٣ تعریف

ℓ× (p+ qp(n)) ژاکوبین ماتریس اگر گوییم ماکسیمال رتبه�ی دارای آن�را

J∆(x, u(n)) =

(
∂∆ν

∂xi
,
∂∆ν

∂uαJ

)
,

.∆ν(x, u
(n)) = ٠ باشیم: داشته هرگاه باشد ℓ رتبه�ی از (x, u(n)) متغیرهای همه�ی به نسبت ∆ از

تقارن�ها ٢.٣

گروه ͷی ∆ برای تقارن یͷگروه باشد. دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی ∆ مͬ�کنیم فرض .١.٢.٣ تعریف
عمل دستͽاه وابسته و مستقل متغیرهای فضای Mاز باز زیرمجموعه�ی روی که است Gتبدیلات از موضعͬ
باشد، شده تعریف g · f ،g ∈ G هر برای و باشد ∆ از جواب ͷی u = f(x) هرگاه که شرایط این با مͬ�کند

باشد. دستͽاه از جواب ͷی نیز u = g · f(x) آنͽاه

عمل M m-بعدی منیفلد روی که باشد تبدیلات از همبند موضعͬ لͬ گروه G کنید تصور .٢.٢.٣ قضیه
جبری معادلات دستͽاه ͷی F :M → Rℓ, ℓ ≤ m کنید فرض مͬ�کند.

Fν(x) = ٠, ν = ١, . . . , ℓ,
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دارای دستͽاه جواب از x نقطه�ی در (∂Fν/∂x
k) ژاکوبین ماتریس که معنͬ این به باشد، ماکسیمال رتبه�ی با

G از v ͷکوچ بͬ�نهایت مولد هر برای اگر تنها و اگر است دستͽاه تقارن گروه G سپس باشد. ℓ رتبه�ی
باشیم: داشته

v[Fν(x)] = ٠, ν = ١, . . . , ℓ, (٢.٣)

.F (x) = ٠ هرگاه

کنید. رجوع [١٧] به برهان.

از n-ام مرتبه�ی دستͽاه ∆(x, u(n)) = ٠ و X × U از بازی زیرمجموعه�ی M کنیم فرض .٣.٢.٣ قضیه
G اگر است. �شده تعریف S∆ ⊂ M (n) متناظر جواب مجموعه�ی با M روی که باشد دیفرانسیل معادلات
معنͬ این به مͬ�گذارد ناوردا را S∆ آن امتداد و مͬ�کند Mعمل روی که باشد تبدیلات از موضعͬ گروه ͷی
Gسپس باشد، pr(n)g · (x, u(n)) ∈ S∆ تعریف صورت در g ∈ G هر برای و (x, u(n)) ∈ S∆ هرگاه که

مͬ�باشد. دیفرانسیل معادلات دستͽاه از تقارن گروه ͷی

کنید. رجوع [١٧] به برهان.

G گروه برای را مهمͬ و ͷکوچ بͬ�نهایت شرایط بلافاصله (٣.٢.٣) و (٢.٢.٣) قضیه�ی دو ترکیب با
مͬ�باشد. دیفرانسیل معادلات دستͽاه تقارن گروه G آن، وسیله�ی به که مͬ�یابیم

رتبه�ی با دیفرانسیل معادلات دستͽاه ͷی ∆ν(x, u
(n)) = ٠, ν = ٠, . . . , ℓ کنید فرض .۴.٢.٣ قضیه

مͬ�کند عمل M روی که باشد تبدیلات از موضعͬ گروه ͷی G اگر باشد. M ⊂ X × U روی ماکسیمال
باشیم: داشته G از v ͷکوچ بͬ�نهایت مولد هر برای و

pr(n)v[∆ν(x, u
(n))] = ٠, ν = ١, . . . , ℓ,

مͬ�باشد. دستͽاه این برای تقارن گروه ͷی G آنͽاه .∆(x, u(n)) = ٠ هرگاه

مͬ�شود. اثبات (٣.٢.٣) و (٢.٢.٣) قضیه�ی دو به توجه با برهان.

مجموعه�ی ،κ = in با I١, . . . , Iκ مͬ�کنیم فرض و باشد، تبدیلͬ گروه G مͬ�کنیم فرض .۵.٢.٣ قضیه
باشند. V (n) ⊂ J (n) باز زیرمجموعه�ی روی تابعͬ مستقل n-ام مرتبه�ی دیفرانسیلͬ ناورداهای از کاملͬ
زیرمجموعه�ی به هرگاه اگر، تنها و اگر مͬ�پذیرد تقارن گروه عنوان به را G دیفرانسیل، معادلات دستͽاه ͷی

نوشت: دیفرانسیلͬ ناورداهای برحسب آن�را بتوان شود، تحدید V (n)

∆ν(x, u
(n)) = Fν(I١(x, u

(n)), . . . , Iκ(x, u
(n))) = ٠, ν = ١, . . . , ℓ.
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توصیف دیفرانسیلͬ ناورداهای به�وسیله�ی که n مرتبه�ی از دیفرانسیل معالات از ناوردا دستͽاه�های تنها
مͬ�گیرند: قرار زیر تͺین زیرنمایش در نمͬ�شوند

Sn = Jn/V n = {z ∈ Jn| dimG(n)|z < sn},

n و کند عمل موثر موضعا به�طور G اگر به�ویژه، نیستند. ماکسیمال شده داده امتداد عمل مدارهای آن در که
بͬ�نهایت مولدهای آن روی که مͬ�باشد Jn از زیرمجموعه�ای تنها Sn سپس باشد، G پایایͬ مرتبه�ی حداقل
مͬ�تواند دیفرانسیل معادلات از G-ناوردا دستͽاه هر هستند. خطͬ وابسته�ی G شده�ی داده امتداد ͷکوچ
صفر به�وسیله�ی ( (موضعا مͬ�تواند و است V n از زیرمجموعه�ای که منظم، مولفه�ی ͷی الف) از اجتماعͬ به
تͺین، مولفه�ی ͷی ب) و ،(۵.٢.٣) قضیه�ی همانند شود، مشخص دیفرانسیلͬ ناورداهای دستͽاه قراردادن
مشخص ͷکوچ بͬ�نهایت مولدهای خطͬ ͬͽوابست به�وسیله�ی این�رو از و است Sn از زیرمجموعه�ای که

شود. تجزیه دیͽر ممͺن شرایط با مͬ�شود،
مͬ�کنیم فرض شود. مشخص� لͬ روشدترمینان از استفاده با مͬ�تواند تͺین زیرنمایش اسͺالر، موارد در

v(r−٢)
µ = ξµ

∂

∂x
+

r−٢∑
k=٠

φk
µ

∂

∂uk
, µ = ١, . . . , r,

قضیه�ی مطابق باشند. r-بعدی تبدیلͬ گروه از شده داده امتداد ͷکوچ بͬ�نهایت مولدهای ،uk = Dk
xu که

صفر به�وسیله�ی تͺین زیرنمایش اینرو از مͬ�باشد، r − ٢ پایایͬ مرتبه�ی استاندارد موارد در ،(٣١.٢.٢)
مͬ�شود: داده لͬ دترمینان قراردادن

det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ξ١ φ١ φ١١ . . . φr−١

١
ξ٢ φ٢ φ١٢ . . . φr−١

٢
... ... ... . . . ...
ξr φr φ١r . . . φr−١

r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ٠, (٣.٣)

تنها (٣.٣) معادله�ی مͬ�کند. تعریف x از تابعͬ به�عنوان u برای معمولͬ دیفرانسیل معادلات که
شبه�پایا)، یا (غیرمتعدی غیرعادی موارد در مͬ�باشد. r − ٢ حداکثر مرتبه�ی از G-ناوردا دیفرانسیل معادله
اینجا مͬ�شود. داده Jr−١ از زیرمجموعه�ای به�عنوان تͺین زیرنمایش است، r − ١ پایایͬ مرتبه�ی چون
به�وسیله�ی مͬ�توانند که خطͬ�اند، وابسته�ی v(r−١)

١ , · · · ,v(r−١)
r شده�ی داده امتداد ͷکوچ بͬ�نهایت مولدهای

مͬ�باشند r−١ مرتبه�ی تا ستون�ها اینͺه با شوند. بررسͬ (٣.٣) فرم دارای r× (r+١)ماتریس تشͺیل�دادن
دترمینان را کوچ�ͷشده ماکسیمال این ما مͬ�دهیم. انجام را r × r کوچͺتر ماتریس دترمینان محاسبه�ی ما

مͬ�نامیم. لͬ

مͬ�کند. Mعمل ⊂ X ×U ≃ C×C روی که باشد r-بعدی تبدیلات گروه G کنید تصور .۶.٢.٣ قضیه
صفر به�وسیله�ی یا اساسͬ دیفرانسیلͬ ناورداهای برحسب یا مͬ�تواند ناوردا دیفرانسیلͬ معادله�ی هر سپس

شود. نوشته وابسته لͬ دترمینان قراردادن



تقارن�ها۴٣ .٢.٣

مورد همان که مͬ�گیریم نظر در را ∂x, x∂x, ∂u, u∂u به�وسیله�ی شده تولید پارامتری چهار گروه .٧.٢.٣ مثال
صورت به برداری میدان�های این دوم امتدادهای است. جدول در k = ١ برای (٢ · ٩)

∂x , x∂x − ux∂ux − ٢uxx∂uxx , ∂u , u∂u + ux∂ux + uxx∂uxx ,

مͬ�باشد: مقابل صورت به آن لͬ دترمینان لذا و

det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
١ ٠ ٠ ٠
x ٠ −ux −٢uxx
٠ ١ ٠ ٠
٠ u ux uxx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −uxuxx. (۴.٣)

ناوردای دیفرانسیلͬ معادله�ی هر هستند. uxx = ٠ و ux = ٠ تͺین، ناوردای دیفرانسیلͬ معادلات بنابراین،
که ،DmI آن ناوردای مشتقات و I = uxuxxx/u

٢
xx اساسͬ دیفرانسیلͬ ناوردای برحسب مͬ�تواند دیͽر

uxuxxx = cu٢xx فرم از همه ناوردا سوم مرتبه�ی معادلات مثال، برای شود. نوشته ،D = (ux/uxx)Dx

هستند.
صفحه در نقطه�ای و برخوردی تبدیلات از لͬ گروه�های همه�ی برای لͬ دترمینان�های از کاملͬ لیست

است. شده حذف غیرضروری ثابت عامل هر جدول، این در بیابید. ۵ جدول در مͬ�توانید را مختلط

n ≥ ٢ مرتبه�ی از معمولͬ دیفرانسیل معادلات از نرمال دستͽاه ͷی نقطه�ای تبدیل تقارن گروه .٨.٢.٣ قضیه
n ≥ ٣ مرتبه�ی از نرمال معمولͬ دیفرانسیلͬ معادلات از برخوردی تبدیل تقارن گروه است. بعد متناهͬ

است. بعد متناهͬ

کنید. رجوع [۶] و [٧] ،[١٢] به برهان.

باشد. n-ام مرتبه�ی اسͺالر معمولͬ دیفرانسیل معادله�ی ∆(x, u(n)) = ٠ کنیم فرض .٩.٢.٣ قضیه

مͬ�پذیرد. نقطه�ای تبدیلات از هشت-پارامتری حداکثر تقارن گروه ͷی ∆ = ٠ سپس ،n = ٢ اگر •
با uxx = ٠ خطͬ معادله�ی هم�ارز ∆ = ٠ اگر تنها و اگر است هشت-بعدی تقارن گروه به�علاوه،

باشد. (١ · ٣) نوع از تقارن گروه

مͬ�پذیرد. نقطه�ای تبدیلات از +n)-پارامتری ۴) حداکثر تقارن گروه ͷی ∆ = سپس٠ ،n ≥ ٣ اگر •
با un = ٠ خطͬ معادله�ی هم�ارز ∆ = ٠ اگر تنها و اگر است n)-بعدی + ۴) تقارن گروه به�علاوه،

باشد. k = n برای (٢ · ١١) نوع از تقارن گروه

مͬ�پذیرد. برخوردی تبدیلات از ده-پارامتری حداکثر تقارن گروه ͷی ∆ = ٠ سپس ،n = ٣ اگر •
گروه با uxxx = ٠ خطͬ معادله�ی هم�ارز ∆ = ٠ اگر تنها و اگر است ده-بعدی تقارن گروه به�علاوه،

باشد. (۴ · ٣) نوع از تقارن
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مͬ�پذیرد. برخوردی تبدیلات از n)-پارامتری + ۴) حداکثر تقارن گروه ∆ = ٠ سپس ،n ≥ ۴ اگر •

باشد. un = ٠ خطͬ معادله�ی هم�ارز ∆ = ٠ اگر تنها و اگر است (n+۴)-بعدی تقارن گروه به�علاوه

کنید. رجوع [٧] و [١٢] به برهان.

و مͬ�کند عمل M ⊂ X × U روی که باشد تبدیلات از موضعͬ گروه G کنیم فرض .١٠.٢.٣ گزاره
از تابعͬ مستقل n-ام مرتبه�ی دیفرانسیلͬ ناورداهای از کاملͬ مجموعه�ی η١(x, u(n)), . . . , ηk(x, u(n))
اگر مͬ�پذیرد تقارن گروه عنوان به را G ،∆(x, u(n)) = ٠ n-ام مرتبه�ی دیفرانسیل معادله باشند. pr(n)G

هم�ارز معادله�ی اگر تنها و
∆̃(η١(x, u(n)), . . . , ηk(x, u(n))) = ٠,

باشد، تبدیلات از یͷ-پارامتری گروه G اگر به�ویژه باشد. داشته وجود G دیفرانسیلͬ ناورداهای تنها شامل
(١−n)-ام مرتبه�ی معادله�ی هم�ارز بپذیرد تقارن گروه به�عنوان را G که n-ام مرتبه�ی دیفرانسیل معادله�ی هر

مͬ�باشد: آن�هاست مشتقات و pr(١)G از y = η(x, u), w = ζ(x, u, ux) ناورداهای شامل که زیر

∆̃(y, w, dw/dy, . . . , dn−١w/dyn−١) = ٠. (۵.٣)

کنید. رجوع [١٧] به برهان.

گروه ͷی تحت که دیفرانسیل معادله مرتبه�ی دادن کاهش برای را دیͽری روش هم�چنین گزاره این
فصل در که مͬ�دهد نشان گروه دیفرانسیلͬ ناورداهای از استفاده با را ناوردایند تبدیلات از یͷ-پارامتری
تنها شامل (۵.٣) معادله�ی با بایستͬ ∆(x, u(n)) = ٠ دیفرانسیل معادله�ی یعنͬ مͬ�شود. داده شرح بعد
خودبه�خود بطور (۵.٣) اما باشد. هم�ارز G n-ام امتداد از y, w, dw/dy, . . . , dn−١w/dyn−١ ناورداهای
دوباره�ی بیان به�وسیله�ی تنها به�طوری�که است. y از تابعͬ عنوان به w برای −n)-ام ١) مرتبه�ی معادله ͷی
کاهش ͬͺی تا را آن مرتبه�ی خودکار به�طور ما ، شده داده دیفرانسیلͬ ناورداهای لیست برحسب اصلͬ معادله�ی
اصلͬ معادله�ی جواب مͬ�دانیم، را (۵.٣) یافته کاهش معادله�ی از w = h(y) جواب وقتͬ بعلاوه مͬ�دهیم.

ͬͺکم اول مرتبه�ی معادله�ی از گرفتن انتͽرال به�وسیله�ی

ζ(x, u, ux) = h[η(x, u)], (۶.٣)

به تنها (۶.٣) چون مͬ��شود. پیدا u و x اصلͬ متغیرهای برحسب w و y بیان جایͽذاری به�وسیله�ی و
اینرو از و دارد یͷ-پارامتری تقارن گروه عنوان به را G بوضوح است، وابسته pr(١)G از w و y ناورداهای

شود. گرفته انتͽرال شد خواهد بحث بعدا که اول مرتبه�ی معادلات روش به�وسیله�ی مͬ�تواند

دوم مرتبه�ی معادله�ی .١١.٢.٣ مثال

x٢uxx + xu٢x = uux. (٧.٣)
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(٧.٣) از گرفتن انتͽرال برای ناورداست. (x, u) 7→ (λx, λu) مقیاسͬ گروه تحت که مͬ�گیریم، نظر در را
داریم: مͬ�یابیم، را گروه عمل دوم امتداد ناورداهای مͬ�کنیم. استفاده دیفرانسیلͬ ناورداهای روش از

y =
u

x
, w = ux,

dw

dy
=

x٢uxx
xux − u

.

مͬ�باشد: w و y شامل جدید معادله�ی ،(٧.٣) در آن�ها جایͽذاری با
(w − y)

dw

dy
+ w٢ = yw.

،c ثابت برای دومͬ انتͽرال ،dw
dy

= −w یا w = y یا داریم؛ معادله این برای را جواب�ها از خانواده دو

که طور همان مͬ�یابیم، همͽن اول مرتبه� معادله�ی دو ما اصلͬ، متغیرهای به برگشتن با مͬ�باشد. w = ce−y

شد. ضمانت (۶.٣) فرم وسیله�ی به
du

dx
=
u

x
, یا du

dx
= ce−u/x.

ضمنͬ جواب�های دوم معادله�ی و u؛ = kx اولͬ ∫جواب
dy

ce−y − y
= log x+ k, (٨.٣)

مͬ�باشد. (٧.٣) عمومͬ جواب (٨.٣) دارد. را است y = u/x که

مͬ�کنیم. بیان واضح�تر مثال�هایͬ با را دیفرانسیل معادلات تقارن گروه محاسبه�ی فرآیند زیر، در
گفته مطالب به توجه با را است ۶-بعدی تقارنͬ گروه که چیلد شوارتز ͷمتری تقارن گروه زیر، مثال در
با را شوارتزچیلد ͷمتری ژئودزیͺهای مͬ�توانیم آمده بدست تقارن گروه مولدهای از استفاده با مͬ�یابیم، شده
[١١] ͷژئودزی معادلات محاسبه�ی روش مطالعه�ی برای �کنیم. طبقه�بندی وابسته گروه�های عمل محاسبه�ی

ببینید. را

دارد: را زیر فرم چیلد شوارتز ͷمتری فضا-زمان، مختصات در .١٢.٢.٣ مثال

ds٢ = −c٢
١− ٢GM

c٢r

dt٢ +
١− ٢GM

c٢r

−١

dr٢ + r٢dθ٢ + r٢ sin٢(θ)dϕ٢.

نور سرعت c و جهانͬ گرانش ثابت G سیاهچاله، جرم M قطبͬ، مختصات به مربوط ϕ و θ ،r آن در که
: داریم ،c = G =M = ١ مͬ�دهیم قرار شوارتزچیلد ͷمتری در محاسبات شدن ساده�تر برای مͬ�باشند.

ds٢ =

(
٢− r

r

)
dt٢ +

(
r

r − ٢

)
dr٢ + r٢dθ٢ + r٢ sin٢(θ)dϕ٢,
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از: عبارتند چیلد شوارتز ͷمتری ͷژئودزی معادلات

ẗ+
٢

r٢ − ٢r ṫṙ = ٠,

r̈ +
r − ٢
r٣

ṫ٢ − ١
r٢ − ٢r ṙ

٢ + (٢− r)θ̇٢ − (r − ٢) sin٢ θ(ϕ̇٢) = ٠,

θ̈ +
٢
r
ṙθ̇ − sin(θ) cos(θ)ϕ̇٢ = ٠,

ϕ̈+
٢
r
ṙϕ̇+ ٢ cot(θ)θ̇ϕ̇ = ٠.

مͬ�گیریم: نظر در زیر صورت به را فضا این روی v برداری میدان

v = ξ∂s + η١∂t + η٢∂r + η٣∂θ + η۴∂ϕ,

داریم: (۵.١.٢) به توجه با مͬ�باشند، (s, t, r, θ, ϕ) از توابعͬ ξ, ηi; i = ١,٢,٣,۴ که

pr(٢)v = ξ∂s + η١∂t + η٢∂r + η٣∂θ + η۴∂ϕ + ηs١∂ts + ηs٢∂rs

+ηs٣∂θs + ηs۴∂ϕs + ηss١ ∂tss + ηss٢ ∂rss + ηss٣ ∂θss + ηss۴ ∂ϕss .

: داریم دستͽاه این اول معادله�ی برای نمونه طور به مͬ�دهیم، اثر ͷژئودزی معادلات دستͽاه روی را pr(٢)v

ηss١ +
۴− ۴r

(r٢ − ٢r)٢ tsrsη٢ +
٢

r(r − ٢)rsη
s
١ +

٢
r(r − ٢) tsη

s
٢ = ٠,

مͬ�آیند: دست به زیر صورت به (۵.١.٢) به توجه با ηss١ و ηs١ توابع آن در که

ηs١ = Ds(η١ − ξts) + ξtss

= η١s + η١tts − ξ١sts − ξ١tt
٢
s − ξ١tss + ξtss

= η١s + (η١t − ξ١s)ts − ξ١tt
٢
s ,

ηss١ = D٢
s (η١ − ξts) + ξtsss

= η١ss + η١stts + η١tsts + η١ttt
٢
s + η١ttss − ξ١ssts − ξ١stt

٢
s − ξ١stss

−ξ١tst
٢
s − ξ١ttt

٣
s − ٢ξttstss − ξstss− ξttstss − ξtsss + ξtsss

= η١ss + (٢η١st − ξ١ss)ts + (η١t − ٢ξ١s)tss + (η١tt − ٢ξ١ts)t٢s − ξ١ttt
٣
s

−٣ξttstss.

مͬ�کنیم. عمل طریق همین به ،ξ, ηi ; i = ٢,٣,۴ توابع دوم مرتبه تا مشتقات و معادلات بقیه برای
آن حل با که مͬ�رسیم جدید دستͽاه ͷی به مͬ�کنیم، جایͽذاری معادله�ها در را آمده دست به توابع مشتقات
تقارن گروه ͷکوچ بͬ�نهایت مولد�های v برداری میدان در آن�ها جایͽذاری با و ξ, ηi ; i = ١,٢,٣,۴ توابع
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مͬ�گیریم) نظر در vi ͷکوچ بͬ�نهایت مولدهای را انتͽرال�گیری�اند از حاصل ثابت�های که ها ci (ضرایب
است: بعدی ۶ تقارن گروه ͷی که مͬ�آیند، بدست

v١ = s∂s, v٢ = ∂s, v٣ = ∂t,
v۴ = ∂ϕ, v۵ = sinϕ∂θ + cosϕ cot θ∂ϕ, v۶ = − cosϕ∂θ + sinϕ cot θ∂ϕ.

عمل�گروه مͬ�باشد. گروه از عضوی دوباره [vi,vj ] و مͬ�دهند لͬ جبر ͷی تشͺیل برداری میدان�های این
مͬ�باشند: زیر صورت به و مͬ�نامیم Gi را ها vi با متناظر ١-پارامتری

G١ : (eεs, t, r, θ, ϕ),

G٢ : (s+ ε, t, r, θ, ϕ),

G٣ : (s, t+ ε, r, θ, ϕ),

G۴ : (s, t, r, θ, ϕ+ ε),

G۵ : (s, t, r, sin(ϕ)ε+ θ, ϕ+
١
٢
ε(cos(−θ + ϕ) + cos(θ + ϕ))

sin θ
),

G۶ : (s, t, r,− cos(ϕ)ε+ θ, ϕ+
١
٢
ε(sin(−θ + ϕ) + sin(θ + ϕ))

sin θ
).

به را دستͽاه یا معادله ͷی جواب�های واقع در تقارن گروه مͬ�دانیم و است تقارن ͷی Gi گروه هر چون
(١٢.٢.٣) دستͽاه از جواب ͷی α(s) = (t(s), r(s), θ(s), ϕ(s)) اگر بنابراین مͬ�برد آن دیͽر جواب�های
شوارتزچیلد ͷمتری ژئودزی�ͷهای کلͬ فرم آنͽاه باشد شوارتزچیلد ͷمتری برای ͷژئودزی ͷی عبارتͬ به یا

مͬ�آیند. بدست (١۴.٣) به توجه با
و α(s) = (t(e−εs), r(e−εs), θ(e−εs), ϕ(e−εs)) جواب G١ یͷ-پارامتری گروه تحت مثال، بطور
دیͽری ژئودزی�ͷهای α(s) = (t(s)− ε, r(s), θ(s), ϕ(s)) جواب G٣ یͷ-پارامتری گروه تحت هم�چنین

مͬ�باشند. شوارتزچیلد ͷمتری برای
ژئودزی�ͷهای معادلاتژئودزیͷمͬ�توانیم دستͽاه تقارن بͬ�نهایتکوچͷگروه مولدهای یافتن با واقع در

کنیم. طبقه�بندی را شوارتزچیلد ͷمتری

گرمای معادله�ی .١٣.٢.٣ مثال
ut − uxx = ٠,

مͬ�کنیم فرض مͬ�گیریم. نظر در را

v = ξ(x, t, u)∂x + τ(x, t, u)∂t + ϕ(x, t, u)∂u,

بصورت آن دوم امتداد باشد. آن ͷکوچ بͬ�نهایت مولد

pr(٢)v = v + ϕx∂ux + ϕt∂ut + ϕxx∂uxx + ϕxt∂uxt + ϕtt∂utt ,
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بایستͬ ناوردایͬ ͷکوچ بͬ�نهایت ضابطه�ی طبق مͬ�باشد.

٠ = pr(٢)v(ut − uxx)|ut−uxx=٠ = (ϕt − ϕxx)|ut−uxx=٠, (٩.٣)

داریم: آن در که

ϕt = Dtϕ− uxDtξ − utDtτ

= ϕt − ξtux + (ϕu − τt)ut − ξuuxut − τuu
٢
t ,

ϕx = Dxϕ− uxDxξ − utDxτ

= ϕx + (ϕu − ξx)ux − τxut − ξuu
٢
x − τuuxut,

ϕxx = Dxϕ
x − uxxDxξ − uxtDxτ

= ϕxx + (٢ϕxu − ξxx)ux − τxxut + (ϕuu − ٢ξxu)u٢x − ٢τxuuxut

−ξuuu٣x − τuuu
٢
xut + (ϕu − ٢ξx)uxx − ٢τxuxt − ٣ξuuxuxx

−τuutuxx − ٢τuuxuxt.

بایستͬ ϕxx و ϕt برای شده محاسبه رابطه�ی و ،(٩.٣) طبق

٠ = ϕt − ξtux + (ϕu − τt)ut − ξuuxut − τuu
٢
t − ϕxx − (٢ϕxu − ξxx)ux

+τxxut − (ϕuu + ٢ξxu)u٢x + ٢τxuuxut + ξuuu
٣
x + τuuu

٢
xut

−(ϕu − ٢ξx)uxx + ٢τxuxt + ٣ξuuxuxx + τuutuxx + ٢τuuxuxt.

داریم: (ut = uxx (چون uxx با ut کردن جایͽزین با آن در که

٠ = ϕt − ξtux + (ϕu − τt)uxx − ξuuxuxx − τuu
٢
xx − ϕxx − (٢ϕxu − ξxx)ux

+τxxuxx − (ϕuu + ٢ξxu)u٢x + ٢τxuuxuxx + ξuuu
٣
x + τuuu

٢
xuxx

−(ϕu − ٢ξx)uxx + ٢τxuxt + ٣ξuuxuxx + τuu
٢
xx + ٢τuuxuxt.
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مͬ�دهیم، قرار برابر هم با را متشابه ی�ͷجمله�ایهای ضرایب آن در

uxuxt ٠ = ٢τu

uxt ٠ = ٢τx

u٢xx ٠ = τ − τ

u٢xuxx ٠ = τuu

uxuxx ٠ = −ξu + ٢τxu + ٣ξu

uxx ٠ = −τt + τxx + ٢ξx

u٣x ٠ = ξuu

u٢x ٠ = ٢ξxu − ϕuu

ux ٠ = ξxx − ξt − ٢ϕxu

١ ٠ = ϕt − ϕxx

داریم: قبلͬ جزئͬ دیفرانسیل معادلات خطͬ دستͽاه حل با

ξ = c١ + c۴x+ ٢c۵t+ ۴c۶xt,

τ = c٢ + ٢c۴t+ ۴c۶t٢,

ϕ = (c٣ − c۵x− ٢c۶t− c۶x
٢)u+ α(x, t),

مͬ�شود: تولید زیر برداری میدان�های به�وسیله�ی ͷکوچ بͬ�نهایت تقارن�های لͬ جبر .αt = αxx که

v١ = ∂x,

v٢ = ∂t,

v٣ = u∂u,

v۴ = x∂x + ٢t∂t,

v۵ = ٢t∂x − xu∂u,

v۶ = ۴tx∂x + ۴t٢∂t − (x٢ + ٢t)∂u,

vα = α(x, u)∂u.
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مͬ�کند، تولید تبدیلات از یͷ-پارامتری گروه ͷکوچ بͬ�نهایت مولد هر

G١ : (x+ ε, t, u),

G٢ : (x, t+ ε, u),

G٣ : (x, t, eε, u),

G۴ : (eεx, e٢εt, u),

G۵ : (x+ ٢εt, t, u · exp(−εx− ε٢t)),

G۶ : (
x

١− ۴εt ,
t

١− ۴εt , u
√
١− ۴εt exp

 −εx٢

١− ۴εt

),
Gα : (x, t, u+ εα(x, t)).

مͬ�باشد. آن از جدیدی جواب ũ(x̃, t̃) سپس باشد، گرما معادله�ی از جوابͬ u(x, t) مͬ�کنیم فرض حال
یͷ-پارامتری گروه

G۶ : (x̃, t̃, ũ) = (
x

١− ۴εt ,
t

١− ۴εt , u
√
١− ۴εt exp

 −εx٢

١− ۴εt

),
سپس مͬ�گیریم. نظر در را

ũ(x̃, t̃) = u(x, t)
√
١− ۴εt exp

 −εx٢

١− ۴εt



= u

 x̃

١+ ۴εt̃
,

t̃

١+ ۴εt̃

exp

 −εx̃٢

١+ ۴εt̃


√
١+ ۴εt̃

,

داریم: ،u =
√
ε/π مͬ�دهیم قرار مͬ�باشد. گرما معادله�ی از جوابͬ نیز

ũ(x̃, t̃) =

√
ε exp

 −εx̃٢

١+ ۴εt̃


√
π
√
١+ ۴εt̃

.

بنابراین مͬ�کنیم، جایͽزین (G٢ از استفاده (با −١/۴ε با را t̃

ũ(x̃, t̃) =
١√
۴πt̃

exp

−x̃٢
۴t̃

, t ≥ ٠,

مͬ�باشد. گرما معادله�ی اساسͬ جواب که
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مͬ�گیریم، نظر در بالاتر مرتبه�ی معادله�ی عنوان به را کورتج-دوریس معادله�ی .١۴.٢.٣ مثال

ut + uxxx + uux = ٠. (١٠.٣)

اگر تنها و اگر مͬ�کند تولید یͷ-پارامتری تقارن گروه v = ξ∂x + τ∂t + ϕ∂u برداری میدان

pr(٣)v(ut + uxxx + uux) = ٠

⇒ ϕt + ϕxxx + uϕx + uxϕ = ٠, (١١.٣)

فرمول به�وسیله�ی که مͬ�باشند v اول امتداد ضرایب ،ϕx و ϕt اینجا مͬ�کند. صدق (١٠.٣) در u که باشد
بصورت pr(٣)v در ∂/∂uxxx ضریب هم�چنین مͬ�شوند؛ مشخص (٩.٢) عمومͬ امتداد

ϕxxx = D٣
xϕ− uxD

٣
xξ − utD

٣
t τ − ٣uxxD٢

xξ − ٣uxtD٢
xτ − ٣uxxxDxξ − ٣uxxtDxτ.

تقارن گروه مشخصه�ی معادله�ی −uxxx − uux جای به ut دادن قرار و (١١.٣) در آن جایͽزین با که است
ظاهر که مشتقاتͬ مرتبه�ی روی تقارن، گروه محاسبه�ی و معادله این تحلیل منظور به مͬ�آوریم. بدست را
نشان u٢xx ضریب است. وابسته t به تنها τ اینرو از مͬ�باشد Dxτ = ٠ ،uxxt ضریب مͬ�کنیم. کار مͬ�شوند

uxx ضریب حال .ξ = ١
٣τtx+ σ(t) این�رو از مͬ�رسیم، τt = ٣ξx به uxxx ضریب از .ξu = ٠ که مͬ�دهد

است. t از تابعͬ تنها u ضریب و است خطͬ u به نسبت ϕ بنابراین ،ϕuu = ٠ = ϕxu که مͬ�کند مشخص
و مͬ�باشد ux شامل (١١.٣) در مانده عبارت

−ξt − u(ϕu − τt) + u(ϕu − ξx) + ϕ = ٠,

داریم: نمͬ�شوند، ظاهر آن�ها در u مشتقات که آن�هایͬ به توجه با و مͬ�دهد نتیجه را

ϕt + ϕxxx + uϕx = ٠,

مͬ�رسیم: زیر عمومͬ جواب�های به نهایت در

ξ = c١ + c٣t+ c۴x,

τ = c٢ + ٣c۴t,

ϕ = c٣ − ٢c۴u,

چهار به�وسیله�ی معادله تقارن جبر بنابراین انتͽرال�گیری�اند. از حاصل دلخواه ثابت�های c۴ و c٣ ،c٢ ،c١ که
برداری میدان

v١ = ∂x, فضا ,انتقال

v٢ = ∂t, زمان ,انتقال

v٣ = t∂x + ∂u, گالیله�ای ,جلوبرنده�ی

v۴ = x∂x + ٣t∂t − ٢u∂u, ,تجانس
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مͬ�شود. تولید
داریم: مͬ�نامیم، Gi را v به�وسیله�ی شده تولید یͷ-پارامتری گروه

G١ : (x+ ε, t, u),

G٢ : (x, t+ ε, u),

G٣ : (x+ εt, t, u+ ε),

G۴ : (eεx, e٣εt, e−٢εu).

جواب�های سپس باشد (١٠.٣) معادله�ی از جوابͬ u = f(x, t) اگر بنابراین است تقارن گروه Gi هر چون
مͬ�باشد. ε ∈ R آن�ها در که است زیر صورت به آن دیͽر

u(١) = f(x− ε, t),

u(٢) = f(x, t− ε),

u(٣) = f(x− εt, t) + ε,

u(۴) = e−٢εf(e−εx, e(−٣εt).

باشد ماکسیمال اینͺه بدون آن�ها بعد یعنͬ زیرماکسیمال، تقارن�های گروه با معمولͬ دیفرانسیل معادلات
زیرماکسیمال نقطه�ای تقارن گروه بعد دوم، مرتبه�ی موارد در توجه�اند. قابل هم است، بزرگ امͺان حد تا

زیرند: صورت به این�حالت در ناوردا معمولͬ دیفرانسیلͬ معادلات مͬ�باشد؛ ٣ حداکثر

uxx =
٣u٢x
٢u + cu٣, uxx = ۶uux − ۴u٣ + c(ux − u٣/٢(٢,

uxx = cu
(α−٢)/(α−٢)
x , uxx = ce−ux ,

α ̸= ٠, ١٢ ,١,٢ ،k = ١ با (٢ ·٧) ،(٢ ·٢) ،(٢ ·١) نوع از ترتیب به مربوطه تقارن گروه�های است؛ ثابت c که
معادلات دارد؛ ۶ بعد زیرماکسیمال نقطه�ای تقارن گروه n = ٣ برای مͬ�باشند. [٩] از k = ١ با (٢ · ٨) و

: از عبارتند ناوردا دیفرانسیلͬ

٢uxuxxx − ٣u٢xx = ٠, (١٢.٣)

نقطه�ای یا برخوردی تقارن گروه n = ۵ برای مͬ�باشد. (٢ · ۴) نوع از SL(٢)× SL(٢) آنها تقارن گروه که
از: عبارتند ناوردا دیفرانسیلͬ معادلات مͬ�باشد؛ ۶ بعد دارای

٩u٢xxuxxxxx − ۴۵uxxuxxxuxxxx + ۴٠u٣xxx = ٠, (١٣.٣)
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برشهای گرافهای ،(١٣.٣) از u = f(x) جواب�های است. (١ · ٣) نوع از SL(٣) آنها تقارن گروه که
معادلات مͬ�باشد؛ ١٠ بعد دارای زیرماکسیمال برخوردی تقارن گروه n = ٧ برای مخروطͬ�اند.

١٠u٣٣u٧ − ٧٠u٢٣u۴u۶ − ۴٩u٢٣u
٢
۵ + ٢٨٠u٣u٢۴u۵ − ١٧۵u۴۴ = ٠, (١۴.٣)

مͬ�پذیرند. برخوردی تقارن گروه عنوان به را (۴ · ٣) نوع از SO(۵) گروه که ناوردایند دیفرانسیلͬ معادلات
(که خطͬ معادله�ی با یا معادلات مͬ�باشد. n+ ٢ بعد دارای زیرماکسیمال تقارن گروه دیͽر، موارد تمام در

با یا نیستند)، un = ٠ با هم�ارز
٣uxxuxxxx − ۵u٢xxx = ٠, یا (n− ١)un−٢un − nu٢n−١,

هم�ارزند. مͬ�پذیرند، k = n− ٢ برای (٢ · ١١) یا (١ · ٢) ،(٢ · ۶) نوع از تقارن گروه به�ترتیب که

مستقل متغیرهای به�عنوان x = (x١, . . . , xp) مختصات با را X = Rp اقلیدسͬ فضای .١۵.٢.٣ تعریف
مͬ�کنیم فرض مͬ�گیریم. نظر در وابسته متغیرهای به�عنوان u = (u١, . . . , uq) مختصات با U = Rq و
مینیمم کردن پیدا شامل تغییراتͬ مسئله�ی ͷی باشد. ∂Ω هموار مرز با باز و همبند زیرمجموعه�ا�ی Ω ⊂ X

ͷتابع ماکزیمم یا

ϕ[u] =

∫
Ω
L(x, u(n))dx, (١۵.٣)

مسئله�ی لاگرانژی L(x, u(n)) انتͽرال زیر تابع مͬ�باشد. Ω روی شده تعریف u = f(x) تابع مورد در
مͬ�باشد. u مشتقات و u ،x از هموار تابعͬ که مͬ�شود نامیده ϕ تغییراتͬ

منحصربه�فرد q-تایͬ ،ϕ تغییراتͬ مشتق باشد. تغییراتͬ مسئله�ا�ی ϕ[u] مͬ�کنیم فرض .١۶.٢.٣ تعریف

δϕ[u] = (δ١ϕ[u], . . . , δqϕ[u]),

خاصیت با

d

dε

∣∣∣∣∣∣
ε=٠

ϕ[f + εη] =

∫
Ω
δϕ[f(x)] · η(x) dx,

در فشرده پایه�ی با هموار تابعͬ η(x) = (η١(x), . . . , ηq(x)) و Ω روی هموار تابعͬ u = f(x) که مͬ�باشد
هستند. uα به نسبت ϕ تغییراتͬ مشتق δαϕ = δϕ/δuα مولفه�های است. Ω

به�وسیله�ی α-ام اویلری عملͽر ،١ ≤ α ≤ q برای .١٧.٢.٣ تعریف

Eα =
∑
J

(−D)J
∂

∂uαJ
,

داده تابع هر برای Eα که کنید توجه مͬ�باشد. k ≥ ٠ و ١ ≤ jk ≤ p با J = (j١, . . . , jk) که مͬ�شود داده
مͬ�رود. به�کار آن مشتقات و u از L(x, u(n)) شده
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تغییراتͬ مشتق بنابراین

ϕ[u] =

∫
Ω
L(x, u(n))dx,

E(L) = (E١(L), . . . , Eq(L)) که بدستمͬ�آید δϕ[u] = E(L) لاگرانژی� برای اویلری عملͽر بردن به�کار با
مͬ�باشد.

سپس باشد ϕ[u] =
∫
Ω L(x, u

(n))dx تغییراتͬ مسئله�ی از هموار تابعͬ u = f(x) اگر .١٨.٢.٣ قضیه
باشد، آن اویلر-لاگرانژی معادلات از جوابͬ بایستͬ

Eν(L) = ٠, ν = ١, . . . , q.

تغییراتͬ تقارن گروه را مͬ�کند عمل M ⊂ Ω× U روی که تبدیلات از G موضعͬ گروه .١٩.٢.٣ تعریف
Ω٠ روی هموار تابعͬ u = f(x) و باشد Ω̄٠ ⊂ Ω با زیرحوزه�ای Ω٠ هرگاه اگر مͬ�نامیم، (١۵.٣) ͷتابع از
باشد، Ω̄٠ روی تابعͬ ũ = f̃(x̃) = g · f(x̃) به�طوری�که g ∈ G و مͬ�گیرد، قرار M در آن گراف که بوده

باشیم: داشته ∫سپس
Ω̄٠

L(x̃, pr(n)f̃(x̃)) dx̃ =

∫
Ω٠

L(x, pr(n)f(x)) dx.

تبدیلͬ گروه به وابسته ناوردای تغییراتͬ مسائل تمام مشخصکردن برای هم�چنین دیفرانسیلͬ ناورداهای
بیان را استاندارد تغییراتͬ تقارن تغییراتͬ، مسئله�ی تقارن به�وسیله�ی اینجا مͬ�روند. به�کار نیز شده داده

�است. شده عنوان [١٣] از زیر نتیجه�ی مͬ�کنیم.

برخوردی ناوردای افقͬ p-فرم که کنید تصور هم�چنین و بͽیرید نظر در را Gتبدیلات گروه .٢٠.٢.٣ قضیه
تغییراتͬ تقارن گروه عنوان به را G تغییراتͬ، مسئله�ی هر باشد. داشته وجود Jn روی Ω٠ = L٠(x, u(n))

G از دلخواهͬ دیفرانسیلͬ ناوردای I که باشد
∫
IΩ٠ =

∫
IL٠dx فرم دارای اگر تنها و اگر مͬ�پذیرد

مͬ�باشد.

تولید را Ω = w١ ∧ · · · ∧wp برخوردی ناوردای یpͷ-فرم w١, . . . , wp برخوردی ناوردای هم�کنج هر
فرم دارای G-ناوردا تغییراتͬ مسئله�ی هر بنابراین مͬ�کند.

L[u] =
∫
L(x, u(n))dx =

∫
F (I١(x, u

(n)), . . . , Ik(x, u
(n)))w١∧, . . . , wp, (١۶.٣)

عمومͬ�ترین اسͺالر، موارد در تابعͬ�اند. مستقل دیفرانسیلͬ ناورداهای از کاملͬ مجموعه�ی I١, · · · , Ik استکه
w = Ldx و دلخواه دیفرانسیلͬ ناوردای I که است

∫
IΩ =

∫
ILdx فرم دارای ناوردا تغییراتͬ مسئله�ی

از دلخواهͬ تابع I و قوس طول از G-ناوردا عنصری w = ds هندسͬ، بیان در ناورداست. یͷ-فرمͬ
است. قوس طول به نسبت آن مشتقات و خمیدگͬ



تقارن�ها۵۵ .٢.٣

L(x, u(n)) اسͺالر، موارد در مͬ�کند. را فراهم اسͺالر تغییری مسائل تقارن��های طبقه�بندی ۵ جدول
کند. صدق ∂٢L(∂un)٢ ̸= ٠ غیرمنحط شرایط در اگر مͬ�شود نامیده غیرتͺین n-ام مرتبه�ی لاگرانژی

لاگرانژی هر مͬ�پذیرد. ٣ حداکثر بعد از تقارنͬ گروه غیرتͺین، اول مرتبه�ی لاگرانژی هر .٢١.٢.٣ قضیه
مͬ�پذیرد. n+ ٣ حداکثر بعد از تقارنͬ گروه باشد n ≥ ٢ که غیرتͺین n-ام مرتبه�ی

ͬͺی از ثابتͬ مضرب با مختلط مقدار تبدیلات تحت ماکسیمال متقارن اول مرتبه�ی لاگرانژی�های همه�ی
هم�ارزند: زیر توابع از

uαx ,
√
ux − u٢, e−ux , (١٧.٣)

n ≥ ٢ برای مͬ�باشد. (٢ · ٨) و (٢ · ٢) ،k = ١ با (٢ · ٧) نوع از به�ترتیب آنها تقارن گروه که
از تقارن گروه دارای مͬ�شوند داده L = u

(٢/(n+١)
n به�وسیله�ی که ماکسیمال متقارن لاگرانژی�های خانواده�ی

داریم: غیرعادی ماکسیمال متقارن لاگرانژی پنج به�علاوه، مͬ�باشند. k = n با (٢ · ١٠) نوع

٣√uxx,
√
٢uxuxxx − ٣u٢xx

ux
, ٣√uxxx,

٣
√
٩u٢xxuxxxxx − ۴۵uxxuxxxuxxxx + ۴٠u٣xxx

uxx
,

۴
√
١٠u٣٣u٧ − ٧٠u٢٣u۴u۶ − ۴٩u٢٣u

٢
۵ + ٢٨٠u٣u٢۴u۵ − ١٧۵u۴۴

u٣
,

مͬ�باشد. (۴ · ٣) و (١ · ٣) ،(۴ · ١) ،(٢ · ۴) ،(١ · ١) موارد آن�ها تقارن گروه که
گروه G مͬ�کنیم فرض مͬ�کنیم. بیان تͺاملͬ معادلات تقارن طبقه��بندی در را اخیر کاربردهای سرانجام

اسͺالر تͺاملͬ معادله�ی و مͬ�کند عمل M ⊂ X × U روی که باشد تبدیلاتͬ

ut = K(x, u(n)), (١٨.٣)

وابسته u فاصله�ای مشتقات به تنها راست سمت و دیͽر مستقلͬ متغیر (زمان) t که مͬ�گیریم. نظر در را
G ،(١٨.٣) تͺاملͬ معادله�ی مͬ�دهیم. توسعه t ∈ C روی G بدیهͬ عمل Mبا ×C به را عمل�گروه است.

برخوردی فرم اگر تنها و اگر مͬ�پذیرد تقارن گروه عنوان به را

θ

k
=

١
K(x, u(n))

du−
p∑

i=١
uidx

i, (١٩.٣)

فراهم G-ناوردا تͺاملͬ معادلات تمام از را کاملͬ توصیف زیر نتایج باشد. Jn روی G-ناوردا یͷ-فرمͬ
. [٢٢] مͬ�کند،



دیفرانسیل۵۶ معادلات تقارن�های .٣

E(L) ̸= ٠ غیرصفر اویلر-لاگرانژی بیان با G-ناوردا لاگرانژی L(x, u(n)) کنید تصور .٢٢.٢.٣ قضیه
فرم دارای G-ناوردا تͺاملͬ معادله�ی هر سپس باشد.

ut =
L

E(L)
I, (٢٠.٣)

است. G از دلخواهͬ دیفرانسیلͬ ناوردای I که مͬ�باشد

و q را وابسته متغیرهای تعداد یابد، توسعه نیز وابسته متغیر چندین با حالتͬ به مͬ�تواند قضیه این
E = (Eα(Lβ)) اویلر-لاگرانژی ماتریس که خاصیت این با L١, · · · , Lq مجزای G-ناوردای لاگرانژی�های

فرم دارای G-ناوردا تͺاملͬ معادله�ی عمومͬ�ترین مͬ�گیریم. نظر در را باشد، وارون�پذیر

ut = L١E
−١I, (٢١.٣)

ناوردای برای Lβ = IβL١ هر که کنید (توجه است. دیفرانسیلͬ ناورداهای از ستونͬ برداری I که مͬ�باشد
I ناوردای بردار مناسب تغییر با دیͽر Lβ هر به�وسیله�ی مͬ�تواند (٢١.٣) در L١ به�طوری�که ،Iβ دیفرانسیلͬ

مͬ�باشد.) شود، جایͽزین
ثابت را I اگر وجود این با مͬ�کند؛ فراهم را ناوردا تͺاملͬ معادله�ی عمومͬ�ترین (٢٠.٣) تͺاملͬ معادله
برای نیز دیͽری روش دهد. نتیجه را تͺاملͬ�ای معادله�ی چنین بسادگͬ که ندارد ضرورتͬ بͽیریم نظر در

دارد. وجود ناوردا تͺاملͬ معادلات تعیین

از G-ناوردا یͷ-فرم ds = Ldx و SL(٣) تصویری گروه از زیرگروهͬ G کنید فرض .٢٣.٢.٣ قضیه
فرم دارای G-ناوردا تͺاملͬ معادله�ی هر سپس باشد. آن اساسͬ دیفرانسیلͬ ناوردای κ = I و پائین مرتبه�ی

ut =
uxx
L٢

J, (٢٢.٣)

آن قوسͬ طول مشتقات و κ از تابعͬ بنابراین و است G از دلخواهͬ دیفرانسیلͬ ناوردای J که مͬ�باشد
مͬ�باشد. dkκ/dsk



۴ فصل

گروه�ناوردا جواب�های و دیفرانسیل معادلات
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-ͷی تقارن گروه از استفاده با را بالاتر و اول مرتبه�ی معادلات مرتبه�ی کاهش شیوه�ی فصل این در
مͬ�کنیم. بیان قبل فصل�های در شده گفته مطالب و بالاتر و پارامتری

اول مرتبه�ی معادلات ١.۴

اول مرتبه�ی معمولͬ دیفرانسیل معادله با

du

dx
= F (x, u), (١.۴)

باشد، ناوردا تبدیلات از یͷ-پارامتری گروه ͷی تحت معادله این اگر که داد خواهیم نشان مͬ�کنیم. شروع
باشد تبدیلات از یͷ-پارامتری گروهͬ G مͬ�کنیم فرض بشود. حل کوادراتورها به�وسیله�ی مͬ�تواند سپس

و مͬ�کند عمل M ⊂ X × U ≃ R٢ باز زیرمجموعه�ی روی که
v = ξ(x, u)

∂

∂x
+ ϕ(x, u)

∂

∂u
,

اگر باشد. آن ͷکوچ بͬ�نهایت مولد
pr(١)v = ξ

∂

∂x
+ ϕ

∂

∂u
+ ϕx

∂

∂ux
,

داریم: آن در (۵.١.٢) طبق �باشد برداری میدان اول امتداد
ϕx = Dx(ϕ− ξux) + ξuxx = ϕx + (ϕu − ξx)ux − ξuu

٢
x.

زیر شͺل به مͬ�باشد (١.۴) معادله�ی برای تقارن گروه آن تحت G که ͬͺکوچ بͬ�نهایت شرایط بنابراین
است:

∂ϕ

∂x
+

∂ϕ
∂u

− ∂ξ

∂x

F − ∂ξ

∂u
F ٢ = ξ

∂F

∂x
+ ϕ

∂F

∂u
, (٢.۴)

معادلات از یͷ-پارامتری تقارنͬ گروه (٢.۴) جزیͬ دیفرانسیل معادله از ϕ(x, u) و ξ(x, u) جواب هر و
مͬ�کند. تولید ما معمولͬ دیفرانسیل

مͬ�توانیم ما بنابراین .v|(x٠,u٠) ̸= ٠ و باشد، تقارن گروه از ͷکوچ بͬ�نهایت مولد v کنید تصور
اصلاحͬ مختصات

y = η(x, u), w = ζ(x, u), (٣.۴)

v =
∂

∂w
انتقالͬ ساده شͺل برداری میدان ،(y, w)مختصات در کنیم. معرفͬ (x٠, u٠) از همسایͽͬ�ای در را

معادله�ی بمانند، ناوردا اینͺه برای جدید، مختصاتͬ سیستم در بنابراین دارد. pr(١)v = v اول امتداد با را
است. ارز هم زیر ابتدایͬ معادله�ی با H تابع برای (١.۴) به�طوری�که باشد w از مستقل بایستͬ دیفرانسیل

dw

dy
= H(y),



اول۵٩ مرتبه�ی معادلات .١.۴

مͬ�شود: حل c اختیاری ثابت برای انتͽرال�گیری به�وسیله�ی بدیهͬ به�طور معادله این
w =

∫
H(y)dy + c.

مͬ�یابیم. اصلͬ سیستم برای را u = f(x) جواب y و w جای�گذاری با

زیر خطͬ جزیͬ دیفرانسیل معادله��های در ζ و η و مͬ�شود تبدیل ∂

∂w
فرم به v برداری میدان طرفͬ از

مͬ�کنند: صدق

v(η) = ξ
∂η

∂x
+ ϕ

∂η

∂u
= ٠, (۴.۴)

v(ζ) = ξ
∂ζ

∂x
+ ϕ

∂ζ

∂u
= ١.

مͬ�توانیم بنابراین است. ناوردا v به�وسیله�ی شده تولید گروه تحت η(x, u) که مͬ�کند بیان اول معادله�ی
وابسته مشخصه�ی معمولͬ دیفرانسیل معادله حل به�وسیله�ی را η

dx

ξ(x, u)
=

du

ϕ(x, u)
. (۵.۴)

مͬ�گیرد: انجام زیر سیستم حل با v ͬͺکم متغیر از استفاده با (۴.۴) معادله�ی از ζ کردن پیدا اغلب کنیم. حل

dx

ξ(x, u)
=

du

ϕ(x, u)
=
dv

١ . (۶.۴)

همͽن معادله�ی .١.١.۴ مثال

du

dx
= F (

u

x
),

تجانس تبدیلات گروه معادله این مͬ�گیریم. نظر در را است وابسته x به u نسبت به تنها که

G : (x, u) 7→ (λx, λu), λ > ٠,

اول امتداد که مͬ�پذیرد. تقارن گروه به�عنوان را

pr(١)G : (x, u, ux) 7→ (λx, λu, ux),

ͷکوچ بͬ�نهایت مولد مͬ�گذارد. باقͬ ناوردا را معادله نیز

v = x
∂

∂x
+ u

∂

∂u
,

جدید مختصات مͬ�کنیم. استفاده ناوردایͬ ͷکوچ بͬ�نهایت شرایط از و pr(١)v = v که مͬ�گیریم نظر در را
به�وسیله�ی مͬ�کند صدق (۴.۴) در که w و y

y =
u

x
, w = logx,
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داریم: زنجیره�ای قاعده�ی از استفاده با مͬ�شود. داده
du

dx
=
du/dy

dx/dy
=
x(١+ ywy)

xwy
=

١+ ywy

wy
,

صورت به معادله نتیجه در
dw

dy
=

١
F (y)− y

,

صورت به آن جواب و مͬ�آید در
w =

∫
dy

F (y)− y
+ c,

مͬ�کند. بیان x از تابعͬ به�عنوان ضمنͬ به�طور را u ،w = logx و y =
u

x
به توجه با که مͬ�باشد،

اگر مثال برای
du

dx
=
u٢ + ٢ux

x٢
= (

u

x
)٢ + ٢u

x
,

داریم: w = logx و y =
u

x
مختصات در سپس ،F (y) = y٢ + ٢y آن در که

dw

dy
=

١
y٢ + y

,

آن جواب و
w = −log(١+ y−١) + c,

داریم: اصلͬ متغیرهای حسب بر که مͬ�باشد
logx = −log(١+

x

u
) + c.

شود: بیان x از تابعͬ عنوان به u برای ضمنͬ به�طور مͬ�تواند جواب

u =
x٢

c̃− x
,

مͬ�باشد. c̃ = ec آن در که

ͷکوچ بͬ�نهایت مولد با SO(٢) دوران گروه G کنیم فرض .٢.١.۴ مثال

Pr(١)v = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
+ (١+ u٢x)

∂

∂ux
.

فرم از معادله هر باشد،

du

dx
=
u+ xH(r)

x− uH(r)
, (٧.۴)

قطبͬ مختصات مͬ�پذیرد. تقارن گروه به�عنوان را SO(٢) است، شعاع از H(r)تابعͬ = H(
√
x٢ + u٢) که

از مͬ�گیریم نظر در را مͬ�کند صدق (۴.۴) در که u = r sin θ و x = r cos θ جدید مختصات با (r, θ)
به�علاوه ،v = ∂/∂θ مختصات این در این�رو

du

dx
=
du/dr

dx/dr
=

sin θ + rθr cos θ

cos θ − rθr sin θ
.



اول۶١ مرتبه�ی معادلات .١.۴

داریم: dθ/dr برای آن حل و (٧.۴) در آن جای�گذاری با
dθ

dr
=

١
r
H(r),

است: زیر صورت به آن عمومͬ جواب و
θ =

∫
H(r)

r
dr + c.

هستند ناوردا تبدیلات از یͷ-پارامتری گروه تحت که اول مرتبه�ی معادلات حل برای دیͽر روشͬ
مͬ�گیریم، نظر در کامل دیفرانسیل معادله�ی به�عنوان را (١.۴) معادله�ی است. انتͽرال�گیری عامل ساختن

P (x, u)dx+Q(x, u)du = ٠, (٨.۴)

شͺل به را جواب مورد این در و ،∂P/∂u = ∂Q/∂x که است دقیق صورتͬ در معادله .F = −P/Q که
فرض با T (x, u) = c ضمنͬ

∂T

∂x
= P,

∂T

∂u
= Q.

عامل یافتن دنبال بایستͬ نباشد دقیق (٨.۴) اگر کرده�ایم.) فرض ساده همبند را M (حوزه�ی مͬ�یابیم.
مͬ�شود. دقیق معادله�ا�ی به تبدیل معادله، در R عامل ضرب با به�طوری�که باشیم R(x, u) انتͽرال�گیری

ͷکوچ بͬ�نهایت مولد با یͷ-پارامتری تقارن گروه Pdx+Qdu = ٠ معادله�ی کنید تصور .٣.١.۴ قضیه
تابع سپس بپذیرد. v = ξ∂x + ϕ∂u

R(x, u) =
١

ξ(x, u)P (x, u) + ϕ(x, u)Q(x, u)
. (٩.۴)

مͬ�باشد. آن انتͽرال�گیری عامل

اگر مͬ�باشد (٨.۴) از تقارن ͷی v که مͬ�بینیم (٢.۴) ناوردایͬ ͷکوچ بͬ�نهایت ملاک از استفاده با برهان.
اگر تنها ξو ∂P

∂x
+ ϕ

∂P

∂u

Q−

ξ ∂Q
∂x

+ ϕ
∂Q

∂u

P +
∂ϕ

∂x
Q٢ −

∂ϕ
∂x

− ∂ξ

∂u

PQ− ∂ξ

∂u
P ٢ = ٠(١٠.۴)

باشیم: داشته بایستͬ باشد انتͽرال�گیری عامل R اینͺه برای
∂

∂u
(RP ) =

∂

∂x
(RQ).

داریم: R جای�گذاری با

R٢

ϕ
Q∂P

∂u
− P

∂Q

∂u

− ∂ξ

∂u
P ٢ − ∂ϕ

∂u
PQ


= R٢

ξ
P ∂Q

∂x
−Q

∂P

∂x

− ∂ξ

∂x
PQ− ∂ϕ

∂x
Q٢

.
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مͬ�شود. اثبات قضیه (١٠.۴) به توجه با

بالاتر مرتبه�ی معادلات ٢.۴

معادلات ادغام حقیقت در ناورداها از استفاده روش نیست، اجرا قابل خیلͬ انتͽرال�گیری عامل روش چه اگر
مͬ�کنیم فرض مͬ�دهد. توسعه را بالاتر مرتبه�ی دیفرانسیلͬ

∆(x, u(n)) = ∆(x, u, ux, . . . , un) = ٠, (١١.۴)

اساسͬ نتیجه�ی باشد. u وابسته�ی متغیر تنها شامل n-ام مرتبه�ی دیفرانسیل معادله ،un ≡ dnu/dxn که
مرتبه�ی توانیم مͬ دهیم، تشخیص را معادله این از پارامتری ͷی تقارن گروه ما اگر که است این اینجا در
w = ζ(x, u) و y = η(x, u) مختصات ابتدا منظور بدین دهیم. کاهش واحد ͷی اندازه�ی به را معادله
بͬ�نهایت مولد با انتقالات گروه به را گروه به�طوری�که مͬ�کنیم انتخاب شد بیان (۴.۴) در که همان�طور را
را x به نسبت u مشتقات مͬ�توانیم زنجیره�ای، قاعده�ی بردن به�کار با کند. تبدیل v = ∂/∂w ͷکوچ

کنیم، بیان δk معین تابع برای y به نسبت w مشتقات و w ،y برحسب

dku

dxk
= δk

y, w, dw
dy
,
dkw

dxk

, (١٢.۴)

هم�ارز n-ام مرتبه�ی معادله�ی معادله، در آن جای�گذاری با

∆̃(y, w(n)) = ∆̃(y, w,wy, . . . , wn) = ٠, (١٣.۴)

سیستم ناوردایGتبدیل گروه (١١.۴) اصلͬ سیستم در به�علاوه مͬ�یابیم. w و y حسبمختصاتجدید بر را
pr(n)v = v = ∂/∂w بدیهͬ امتداد ͷکوچ بͬ�نهایت مولد ،(y, w) مختصات حسب بر و مͬ�دهد انجام را

سپس ∆̃(y, w(n)) = ٠ باشیم داشته هرگاه ناوردایͬ ͷکوچ بͬ�نهایت ضابطه طبق دارد. را
pr(n)v(∆̃) = ∂∆̃/∂w = ٠,

است: w از مستقل که مͬ�یابیم را زیر هم�ارز معادله�ی بنابراین مͬ�باشد.

∆̂

y, dw
dy
, · · · , d

nw

dyn

 = ٠.

مرتبه�ی معادله�ی z = wy تنظیم با .∆̂(y, w(n)) = ٠ اگر تنها و اگر ∆̃(y, w(n)) = ٠ که معنͬ این به
داریم: z برای را زیر −n)-ام ١)

∆̂(y, z, . . . , dn−١z/dyn−١) = ∆̂(y, z(n−١)) = ٠, (١۴.۴)
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(١۴.۴) از جوابͬ z = h(y) اگر یعنͬ مͬ�کند. فراهم را اصلͬ معادله�ی عمومͬ جواب�های آن جواب�های که
و x برحسب y و w کردن جایͽزین با بنابراین است، (١٣.۴) از جوابͬ w =

∫
h(y)dy + c سپس باشد،

مͬ�رسیم. اصلͬ معادله�ی از جوابͬ به ضمنͬ به�طور ،u

را نمͬ�شود ظاهر آن در x که ∆(u, ux, uxx) = ٠ دوم مرتبه�ی معادله�ی ابتدایͬ، مثالͬ به�عنوان .١.٢.۴ مثال
ناورداست. ∂/∂xͷبͬ�نهایتکوچ مولد با xجهت تبدیلاتدر تحتگروه به�وضوح معادله مͬ�گیریم. نظر در
و مستقل متغیرهای نقش کافیست وابسته، متغیرهای انتقالات با متناظر برداری میدان به این تغییر �منظور به

داریم: سپس .w = x و y = u مͬ�دهیم قرار بنابراین کنیم، تعویض را وابسته
du

dx
=

١
wy
,

d٢u

dx٢
= −wyy

w٣
y

,

مͬ�آید: در زیر صورت به معادله به�طوری�که

∆

y, ١
wy
,−wyy

w٣
y

 = ٠,

است: z = wy برای اول مرتبه�ی معادله�ا�ی که
∆̂(y, z, zy) ≡ ∆(y, z−١,−z−٣zy) = ٠.

برای را −z−٣zy − ٢yz−١ = ٠ متناظر اول مرتبه�ی معادله�ی uxx − ٢uux = ٠ حل برای مثال، برای
مͬ�با�شد. z = (y٢ + c)−١ جواب دارای جداکردن به�وسیله�ی معادله داریم. z = dw/dy = (du/dx)−١

،c = c′
٢
> ٠ دهیم قرار اگر بنابراین

w =

∫
zdy =

١
c′
arctan

y

c′
+ c̃,

،u و x حسب بر یا
u = c′ tan(c′x+ d), d = −c̃c′,

مͬ�باشد.

همͽن دوم مرتبه�ی خطͬ معادله�ی .٢.٢.۴ مثال

uxx + p(x)ux + q(x)u = ٠. (١۵.۴)

بͬ�نهایت مولد با (x, u) 7→ (x, λu) مقیاسͬ تبدیلات گروه تحت به�وضوح معادله این مͬ�گیریم. نظر در را
زیر صورت به ( u ̸= ٠ (درصورتͬ�که v از مستقیم به�طور (y, w) مختصات ناورداست. v = u∂u ͷکوچ

مͬ�آیند: به�دست
dx

٠ =
du

u
⇒ dx = ٠ ⇒ x = c⇒ y = x,

dx

٠ =
du

u
=
dw

١ ⇒ log u = w + k ⇒ w = log u.
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داریم: و v = ∂w مͬ�دهیم قرار مختصات این در
u = ew, ux = wxe

w, uxx = (wxx + w٢
x)e

w,

است: w از مستقل که مͬ�آید در زیر شͺل به مختصات این در معادله
wxx + w٢

x + p(x)wx + q(x) = ٠,

به�دست اول مرتبه�ی ریͺاتͬ معادله�ی و خطͬ دوم مرتبه�ی معادله�ی بین تعریف خوش تبدیلͬ ما بنابراین
ریͺاتͬ معادله�ی به را (١۵.۴) معادله�ی z = wx = ux/u یعنͬ آوردیم؛
zx = −z٢ − p(x)z − q(x).

مͬ�دهد. تغییر

انتقالات گروه تحت ،ut − uxx = ٠ گرما، معادلات گروه-ناوردای جواب�های یافتن برای .٣.٢.۴ مثال

(x, t, u) 7→ (x+ cε, t+ ε, u), ε ∈ R,

به�وسیله�ی که

v = cv١ + v٢ = c∂x + ∂t,

ناوردای دو عمل این چون است، شده تولید

y = x− ct, v = u,

u = h(x− ct) یعنͬ v = h(y) فرم از جواب�هایͬ به�دنبال آن ناوردای جواب�های یافتن برای بایستͬ دارد را
مͬ�کنیم، بیان y به نسبت v مشتقات برحسب را گرما معادله�ی منظور بدین �باشیم.

ut = −cvy, ux = vy, uxx = vyy,

داریم: بنابراین

ut = uxx ⇒ −cvy = cvyy.

معادله�ی جواب

−cvy = vyy,

به�صورت

v(y) = ke−cy + l,
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بنابراین مͬ�باشد. ثابت�اند، l و k که

u(x, t) = ke−c(x−ct) + l,

گرماست. معادله�ی از جوابͬ

کورتج-دوریس معادله�ی تقارن گروه .۴.٢.۴ مثال

ut + uxxx + uux = ٠,

مͬ�کنیم. بررسͬ ویژه به�طور را گروه-ناوردا جواب�های اینجا شد. محاسبه (٩.٢) مثال در

انتقالات گروه مثال، این در متحرک: موجͬ جواب�های •

(x, t, u) 7→ (x+ cε, t+ ε, u), ε ∈ R,

گروه این سراسری ناورداهای مͬ�شوند. تولید c ثابت با ∂t + c∂x به�وسیله�ی

y = x− ct, v = u,

به�صورت کاهش�یافته� معادله�ی آن�ها برحسب و مͬ�باشند

vyyy + vvy − cvy = ٠,

داریم: آن از گرفتن انتͽرال ی�ͷبار با است.

vyy +
١
٢v

٢ − cv = k,

مͬ�دهیم: انجام vy ضرب از بعد را دوم انتͽرال و

١
٢v

٢
y = −١

۶v
٣ +

١
٢cv

٢ + kv + l, (١۶.۴)

،u = P(x− ct+ δ) بیضوی، توابع برحسب مͬ�تواند عمومͬ جواب دلخواه�اند. ثابت�های l و k که
میل مͬ�رود |x| → ∞ که همانطور کافͬ سرعت با u → ٠ اگر باشد. است، دلخواه فاز تغییر δ که
باشد، مثبت c موج سرعت درصورتͬ�که معادله، این مͬ�باشد. k = l = ٠ ،(١۶.۴) در سپس کند،

حقیقͬ جواب�های

v = ٣c sech١٢]٢
√
cy + δ],
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جواب�های بنابراین دارد. را

u(x, t) = ٣c sech١٢]٢
√
c(x− ct) + δ],

ساکن تͺین جواب�های ،c = ٠ اگر ) مͬ�کند. تولید کورتج-دوریس معادله�ی برای را
u = −١٢(x+ δ)−٢,

جواب�های باشیم، داشته نیاز u بودن کرانداردار به تنها اگر عمومͬ�، به�طور مͬ�آوریم.) بدست را
دوره�ای

u(x, t) = a cn٢[λ(x− ct) + δ] +m,

،a = r٣ − r٢ ،k =
√
(r٣ − r٢)/(r٣ − r١ پیمانه�ی از ژاکوبͬ بیضوی تابع cn که مͬ�یابیم، را

سمت مͺعبͬ چندجمله�ایهای ریشه�ی که مͬ�باشد r١ < r٢ < r٣ و ،m = r٢ ،λ =
√

(r٣/r١)/۶
هستند. (١۶.۴) راست

t∂x+∂u به�وسیله�ی شده تولید گالیله�ای جلوبرنده�ی یͷ-پارامتری گروه گالیله�ای: ناوردای جواب�های •
�داریم: مستقل�اند، ناورداهای v = tu− x و y = t ،t > ٠ برای مͬ�گیریم. نظر در را

u = y−١(x+ v), ux = y−١, uxxx = ٠, ut = y−٢(yvy − v − x),

است. پارامتری متغیر x که

عمومͬ جواب�های u = (x+δ)/t بنابراین است، dv/dy = ٠ ساده�ی صورت به کاهش�یافته معادله�ی
شبه�گالیله�ای ناوردایͬ با توجه مورد دیͽر جواب�های مͬ�باشد. δ دلخواه ثابت برای گالیله�ای ناوردای
سراسری ناورداهای a ̸= ٠ با t∂x+a∂t+∂u مولد مͬ�آید. بدست گروه این از زمان انتقال مولفه�ی با

y = x− ١
٢bt

٢, v = u− bt,

داریم: دارد. b = ١/a با را

u = v + bt, ux = vy, uxxx = vyyy, ut = −btvy + b,

صورت به کاهش�یافته معادله�ی به�طوری�که

vyyy + vvy + b = ٠,

دوم مرتبه�ی معادله�ی به انتͽرال�گیری، ͷی با مͬ�باشد.

vyy +
١
٢v

٢ + by + c = ٠,
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فرم دارای کورتج-دوریس معادله�ی متناظر جواب�های مͬ�رسیم.

u(x, t) = h(x− ١
٢bt

٢) + bt,

مͬ�باشند.

مͬ�کنیم مشاهده را مقیاسͬ تقارن�های گروه سرانجام مقیاسͬ: ناوردای جواب�های •

(x, t, u) 7→ (λx, λ٣t, λ−٢u).

به�صورت {t > ٠} نیم�صفحه�ی روی ناورداهای

y = t−١/٣x, v = t٢/٣u,

داریم: بنابراین و مͬ�باشند

ux = t−١vy, uxxx = t−۵/٣vyyy, ut = −١
٣ t

−۵/٣(yvy + ٢v),

صورت به کاهش�یافته معادله�ی به�طوری�که

vyyy + vvy −
١
٣yvy −

٢
٣v = ٠,

این با ندارد. وجود سوم مرتبه�ی معمولͬ دیفرانسیل معادله این حل برای مستقیمͬ روش هیچ است.
مͬ�دهیم: قرار کورتج-دوریس معادله�ی برای ،[١] به توجه با وجود،

v =
dw

dy
− ١
۶w

٢.

صورت به w برای معادله

٠ = wyyyy −
١
٣wwyyy −

١
٣ww

٢
y −

١
۶w

٢wyy +
١
١٨w

٣wy −
١
٣ywyy +

١
٩ywwy −

٢
٣wy +

١
٩w

٢

= (Dy −
١
٣w)(wyyy −

١
۶w

٢wy −
١
٣ywy −

١
٣w),

تغییریافته سوم مرتبه�ی معادله�ی جواب هر بنابراین مͬ�باشد.

wyyy −
١
۶w

٢wy −
١
٣ywy −

١
٣w = ٠,

مͬ�شود. بالا تبدیلات به�وسیله�ی کورتج-دوریس معادله�ی از مقیاسͬ ناوردای جواب�های به منجر
است. زیر صورت به ،k ثابت برای انتͽرال�گیری بار ͷی با بالا معادله�ی

wyy =
١
١٨w

٣ +
١
٣yw + k.

ببینید. معادله این بیشتر بررسͬ برای را [١]
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پارامتری چند تقارن گروه ٣.۴

مͬ�توانیم سپس باشد، ناوردا r-پارامتری گروه تحت ∆(x, u(n)) = ٠ معمولͬ دیفرانسیل معادله�ی اگر
M ⊂ X × U روی که G تبدیلات از r-پارامتری گروه دهیم. کاهش (n − r) تا را معادله مرتبه�ی
M (r) روی که pr(r)G r-ام مرتبه�ی امتداد که کنید تصور سادگͬ، برای مͬ�گیریم. نظر در را مͬ�کنند عمل
ناوردای دو دقیقا موضعͬ به�طور است r)-بعدی + ٢) ،M (r) چون دارد. r-بعدی مدارهای مͬ�کند عمل

دارد: وجود G از تابعͬ مستقل r-ام مرتبه�ی دیفرانسیلͬ

y = η(x, u(r)), w = ζ(x, u(r)). (١٧.۴)

ناوردای n−r+٢ ،pr(n)G بنابراین دارد. r-بعدی مدارهای نیز pr(r)G از بالاتری امتداد هر که کنید توجه
بͽیریم: نظر در زیر صورت به را آن�ها مͬ�توانیم (١٣.٢.٢) قضیه�ی به توجه با که دارد، مستقل دیفرانسیلͬ

y, w, dw/dy, . . . , dn−rw/dyn−r. (١٨.۴)

هم�ارز معادله�ی سپس باشد، G-ناوردا تقارن گروه تمام تحت ∆(x, u(n)) اگر

∆̃(y, w, dw/dy, . . . , dn−rw/dyn−r) = ٠, (١٩.۴)

از تابعͬ به�عنوان u برای n-ام مرتبه�ی سیستم مͬ�توانیم اینجا در دارد. وجود pr(n)G ناورداهای تنها شامل
دهیم. مرتبه کاهش y از تابعͬ به�عنوان w برای −n)-ام r) مرتبه�ی سیستم به را x

جواب از استفاده با اصلͬ سیستم از u = f(x) جواب تعیین روش که است این اینجا در اصلͬ مشͺل
و y ناورداهای برای (١٧.۴) از استفاده با نیست. واضح (١٩.۴) کاهش�یافته سیستم از w = h(y) عمومͬ

ͬͺکم r-ام مرتبه�ی معادله�ی بایستͬ w

ζ(x, u(r)) = h[η(x, u(r))], (٢٠.۴)

به�عنوان را G و مͬ�شود بیان دیفرانسیلͬ ناورداهای حسب بر ͬͺکم معادله�ی این کنیم. حل u تعیین برای را
اطمینانͬ هیچ یͷ-پارامتری، موقعیت�های با مقایسه در وجود این با مͬ�گذارد. باقͬ r-پارامتری تقارن گروه
آن به توجه با و بͽیریم، انتͽرال کوادراتورها به�وسیله�ی کامل به�طور (٢٠.۴) از بتوانیم حتما که ندارد وجود

کنیم. تعیین را اصلͬ معادله�ی جواب�های به�وضوح

روی که باشد تبدیلات از لͬ گروه از s-پارامتری نرمال زیرگروه H ⊂ G مͬ�کنیم فرض .١.٣.۴ قضیه
دارد. M (s) در s-بعدی مدارهای pr(s)H به�طوری�که مͬ�کند عمل M ⊂ X × U ≃ R٢ زیرمجموعه�ی
متناظر کاهش�یافته�ی معادله�ی با n-ام مرتبه�ی معمولͬ دیفرانسیل معادله ∆(x, u(n)) = ٠ کنیم فرض
گروه به�عنوان را H که باشد H از w = ζ(x, u(s)) و y = η(x, u(s)) ناورداهای برای ∆̃(y, w(n−s)) = ٠
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را G تمام ∆ و دارد وجود M̃ ⊂ Y ×W روی G/H قسمتͬ خارج گروه القایͬ عمل مͬ�پذیرد. تقارن
را G/H قسمتͬ خارج گروه H به�وسیله�ی کاهش�یافته معادله�ی اگر تنها و اگر مͬ�پذیرد تقارن گروه به�عنوان

بپذیرد. تقارن گروه به�عنوان

مرتبه دو تا کوادراتورها به�وسیله�ی را معادله مرتبه�ی مͬ�توانیم دو-پارامتری تقارن گروه مورد در به�ویژه
�دهیم. کاهش

گروه تحت که باشد n-ام مرتبه�ی معمولͬ دیفرانسیل معادله�ی ∆(x, u(n)) = ٠ کنیم فرض .٢.٣.۴ قضیه
وجود ∆̂(z, v(n−٢)) = ٠ (٢−n)-ام مرتبه�ی معادله�ی سپس ناورداست. Gتبدیلات از دو-پارامتری تقارن
بدست ∆̂ عمومͬ حل از کوادراتورها از جفت ͷی به�وسیله�ی ∆ عمومͬ جواب که خاصیت این با دارد

مͬ�آید.

کنید. رجوع [١٧] به برهان.

دوم مرتبه�ی دیفرانسیل معادله .٣.٣.۴ مثال

x٢uxx = H(xux − u), (٢١.۴)

دو-پارامتری تقارن گروه معادله این مͬ�گیریم. نظر در H تابع با را
(x, u) 7→ (λx, u+ εx), ε ∈ R, λ ∈ R+,

روال طبق .[v,w] = −v که کنید توجه مͬ�پذیرد. w = x∂x و v = x∂u ͷکوچ بͬ�نهایت مولدهای با را
برحسب (٢١.۴) که مͬ�باشند w = xux − u و x که کنیم مشخص را v ناورداهای ابتدا بایستͬ ͬͽهمیش

اول مرتبه�ی معادله�ی به آن�ها
x
dw

dx
= H(w),

مͬ�باشد: زیر حل دارای لذا و جدایͬ�پذیر معادله مͬ�یابد. مرتبه ∫کاهش
dw

H(w)
= log x+ c,

به�وسیله�ی که (x,w) 7→ (λx,w) کاهش�یافته�ی گروه تحت که مͬ�دهد انتقال ما به را حقیقت این و
مجددا مͬ�کنیم. بازنویسͬ w = h(x) فرم به را جواب مͬ�مانند. ناوردا مͬ�شود مشخص w̃ = x∂x

خطͬ معادله حل به�وسیله�ی
xux − u = h(x),

با مستقیم به�طور مͬ�تواند که مͬ�باشد، ١/x٢ معادله انتͽرال�گیری عامل مͬ�سازیم. را (٢١.۴) عمومͬ جواب
است: زیر صورت به عمومͬ جواب این�رو از شود، مشخص v به�وسیله�ی شده تولید تقارن گروه از استفاده

u = x(

∫
x−٢h(x)dx+ k).
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از زنجیری اگر مͬ�نامیم حل�پذیر را G سپس مͬ�گیریم. نظر در G لͬ جبر با را G r-پارامتری لͬ گروه
لͬ زیرگروه�های

{e} = G(٠) ⊂ G(١) ⊂ G(٢) ⊂ · · · ⊂ G(r−١) ⊂ G(r) = G,

نرمال زیرگروه G(k−١) و G از k-بعدی زیرگروه G(k) ،k = ١, . . . , r هر برای به�طوری�که باشد داشته وجود
زیرجبرهای از زنجیری معادل، به�طور باشد. G(k) از

{٠} = G(٠) ⊂ G(١) ⊂ G(٢) ⊂ · · · ⊂ G(r−١) ⊂ G(r) = G, (٢٢.۴)

باشد: G(k) از نرمالͬ زیرجبر G(k−١) و dimG(k) = k ،k هر برای به�طوری�که باشد داشته وجود
[G(k−١),G(k)] ⊂ G(k−١).

باشیم: داشته i < j هرگاه به�طوری�که مͬ�باشد G از {v١, . . . ,vr} پایه�ی وجود حل�پذیربودن، لازمه�ی

[vi,vj ] =

j−١∑
k=١

ckijvk هرگاه i < j.

است. حل�پذیر بدیهͬ به�طور است، صفر همیشه آن�ها لͬ کروشه�ی چون آبلͬ، لͬ جبر هر که کنید توجه
[v,w] = kv خاصیت با آن برای را {v,w} پایه�ی مͬ�توانیم زیرا است حل�پذیر نیز دو-بعدی لͬ جبر هر و

زنجیر که بͽیریم نظر در v به�وسیله�ی شده تولید یͷ-بعدی زیرجبر را G(١) مͬ�توانیم هم�چنین بیابیم،
{٠} = G(٠) ⊂ G(١) ⊂ G(٢) = G,

مͬ�باشد. SL(٢) سه-بعدی جبر حل�ناپذیر، لͬ جبر از ساده��ای مثال مͬ�کند. تولید را

n-ام مرتبه�ی معمولͬ دیفرانسیل معادله ∆(x, u(n)) = ٠ مͬ�کنیم فرض لͬ�بیانچͬ. .۴.٣.۴ قضیه
مدارهای ١ ≤ k ≤ r برای به�طوری�که بپذیرد G تقارن�های از حل�پذیر r-پارامتری گروه ∆ اگر باشد.
عمومͬ جواب از کوادراتورها به�وسیله�ی مͬ�تواند ∆ عمومͬ جواب سپس باشند، k بعد دارای pr(k)G(k)

-n حل�پذیر گروه ∆ اگر به�ویژه، آید. بدست ∆̃(y, w(n−r)) = ٠ n)-ام − r) مرتبه�ی دیفرانسیل معادله
محاسبه کوادراتورها تنها به�وسیله�ی ∆ عمومͬ جواب قبلͬ شرایط فرض با سپس بپذیرد تقارن�ها از پارامتری

مͬ�شود.

مرتبه�ی در مͬ�شود. ضمانت G حل�پذیری با (٢٢.۴) زیرجبرهای از زنجیری استقرا، از استفاده با برهان.
(n−k)-ام مرتبه�ی معادله�ی به آن مرتبه�ی کاهش برای G(k) k-بعدی زیرجبرهای تحت ∆ ناوردایͬ از k-ام

∆̃(k)(y, w(n−k)) = ٠,

مستقل دیفرانسیلͬ ناورداهای از کاملͬ مجموعه�ی y, w, dw/dy, . . . dn−kw/dyn−k که مͬ�کنیم استفاده
از کاملͬ مجموعه�ی w = ζ(x, u(k)) و y = η(x, u(k)) به�ویژه مͬ�باشد. pr(n)G(k) n-ام امتداد از تابعͬ
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جواب�های از را u = f(x) عمومͬ جواب�های مͬ�توانیم هم�چنین مͬ�باشند. G(k) k-ام امتداد ناورداهای
بسازیم. کوادراتورها از دنباله ͷی به�وسیله�ی ∆̃(k) از w = h(y) عمومͬ

نظر در را نمͬ�گیرد قرار G(k) در که Gk+١ از vk+١ مولد مͬ�کنیم، بررسͬ را k)-ام + ١) مورد حال
داریم: pr(k)vk+١ برای مͬ�باشد، G(k+١) از نرمالͬ زیرجبر G(k) چون مͬ�گیریم.

pr(k)vk+١ = pr(k−٢)vk+١ + α(y, w)
∂

∂y
+ ψ(y, w)

∂

∂w

≡ pr(k−٢)vk+١ + ṽk+١,

کردن کامل برای w و y به و است وابسته x, u, . . . , uk−٢ ناوردای غیر مختصات به pr(k−٢)vk+١ که
داریم. نیاز M (k) روی مختصاتͬ سیستم

معادله�ی اگر تنها و اگر ناورداست G(k+١) تمام ∆تحت اصلͬ معادله�ی که مͬ�کند بیان (١.٣.۴) قضیه�ی
کاهش فرآیند که مͬ�دهد اجازه ما به و باشد ناوردا ṽk+١ کاهش�یافته�ی برداری میدان تحت ∆̃(k) کاهش�یافته�ی

مͬ�کنیم فرض �دهیم. انجام ṽk+١ برداری میدان از استفاده با را ∆̃(k) مرتبه

ŷ = η(y, w), ŵ = ζ̂(y, w,wy),

سپس باشند. pr(١)ṽk+١ اول امتداد مستقل ناورداهای
ŷ, ŵ, dŵ/dŷ, . . . , dn−k−١ŵ/dŷ(n−k−١),

∆̃(k) چون مͬ�دهند. تشͺیل pr(n−k)ṽk+١ n)-ام − k) مرتبه�ی امتداد ناورداهای از کاملͬ مجموعه�ی
هم�ارز معادله مͬ�کند، مشخص را گروه این ناوردای جواب مجموعه

∆̃(k+١)(ŷ, ŵ(n−k−١)) = ٠,

برای ،ŵ = ĥ(ŷ) ،∆̃(k) جواب�های ساختن برای به�علاوه، است. وابسته pr(n−k)ṽk+١ ناورداهای به تنها
اول مرتبه�ی معادله�ی حل به تنها ∆̂(k+١)

ζ̂(y, w,wy) = ĥ[η̂(y, w)],

کوادراتورها به�وسیله�ی این�رو از و ناورداست ṽk+١ به�وسیله�ی شده تولید یͷ-پارامتری تحتگروه که داریم نیاز
مͬ�شود. اثبات قضیه و تͺمیل استقرا گام�های سرانجام، مͬ�شود. گرفته انتͽرال

مͬ�کنیم فرض .۵.٣.۴ قضیه

duν

dx
= Fν(x, u), ν = ١, . . . , q, (٢٣.۴)
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باشد. سیستم تقارن�های از یͷ-پارامتری گروه G و معمولͬ دیفرانسیل معادله�ی q از اول مرتبه�ی سیستم
مͬ�شود: تبدیل زیر شͺل به سیستم آن تحت که دارد وجود (y, w) = ψ(x, u) متغیر تغییر سپس

dwν

dy
= Hν(y, w

١, · · · , wq−١), ν = ١, . . . , q. (٢۴.۴)

کوادراتورها به�وسیله�ی w١, . . . , wq−١ برای معمولͬ دیفرانسیل معادله q − ١ با سیستمͬ به سیستم بنابراین
داریم: و مͬ�یابد مرتبه کاهش

wq(y) =

∫
Hq(y, w

١(y), · · · , wq−١(y))dy + c. (٢۵.۴)

کنید. رجوع [١٧] به برهان.

معادله�ی دو از مستقل سیستم .۶.٣.۴ مثال
du

dx
= F (u, v),

dv

dx
= H(u, v),

با مͬ�توانیم به�طوری�که مͬ�کند، تولید یͷ-پارامتری تقارن گروه v = ∂/∂x به�وضوح مͬ�گیریم. نظر در را
z = x و w = v ،y = u جدید مختصات دهیم. کاهش اول مرتبه�ی معادله�ی ͷی به آن�را کوادراتور ͷی

سپس مͬ�گیریم. نظر در y از تابعͬ به�عنوان را z و w ما که مͬ�باشند
du

dx
=

١
dz/dy

,
dv

dx
=
dw/dy

dz/dy
,

داریم: را زیر هم�ارز سیستم و
dw

dy
=
H(y, w)

F (y, w)
,

dz

dy
=

١
F (y, w)

.

کوادراتورها به�وسیله�ی z = z(y) متناظر مقدار و مͬ�ماند w = w(y) برای اول مرتبه�ی معادله�ی ͷی بنابراین
مͬ�شود: مشخص

z =

∫ ١
F (y, w)

dy + c.

معادله�ی تنها که مͬ�بینیم برگردیم v و u ،x اصلͬ متغیرهای به اگر
dv

du
=
H(u, v)

F (u, v)
,

به کوادراتورها به�وسیله�ی و داریم را

x =

∫
du

F (u, v(u))
+ c.

مͬ�رسیم.

گروه با اول مرتبه�ی معمولͬ دیفرانسیل معادله q از سیستمͬ du/dx = F (x, u) کنید تصور .٧.٣.۴ قضیه
سپسجواب�های باشد. مͬ�کند، عمل r-بعدی مدارهای با منظم به�طور که تقارن�ها، r-پارامتریGاز حل�پذیر
q−r از dw/dy = H(y, w) کاهش�یافته�ی سیستم جواب�های از کوادراتورها به�وسیله�ی مͬ�تواند u = f(x)
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باشد ناوردا q-پارامتری حل�پذیر گروه تحت اصلͬ سیستم اگر به�ویژه، آید. بدست اول مرتبه�ی معادله�ی
آید. بدست کوادراتورها به�وسیله�ی تنها مͬ�تواند آن عمومͬ جواب�های

خطͬ بعدی دو سیستم هر .٨.٣.۴ مثال
ut = α(t)u+ β(t)v,

vt = γ(t)u+ δ(t)v,

مقیاسͬ تبدیلات از یͷ-پارامتری گروه تحت
(t, u, v) 7→ (t, λu, λv),

اول مرتبه�ی معادله�ی ͷی تنها به مͬ�تواند این�رو از ناورداست، v = u∂u + v∂v ͷکوچ بͬ�نهایت مولد با
را v = ∂w مستقیما که z = v/u و w = log u مͬ�دهیم قرار یابد. کاهش (۵.٣.۴) قضیه�ی روش به�وسیله�

داریم: را زیر تبدیلͬ سیستم جدید، متغیرهای به توجه با مͬ�گیریم. نتیجه
wt = α(t) + β(t)z,

zt = γ(t) + (δ(t)− α(t))z − β(t)z٢,

کوادراتورها به�وسیله�ی را ( v و u این�رو از (و w مͬ�توانیم کنیم، حل z برای را ریͺاتͬ معادله�ی اگر به�طوری�که
بیابیم.

معادله وابسته�ی و مستقل متغیرهای بایستͬ دیفرانسیل معادله� هر حل برای شده، گفته مطالب به توجه با
محاسبه معادله مرتبه�ی تا آن�را امتداد و بیابیم را برداری میدان کلͬ شͺل آن�ها به توجه با و کنیم مشخص را
حل با مͬ�آوریم. بدست� را تقارن گروه مشخصه�ی معادله�ی آن نتیجه�ی در که دهیم، اثر معادله روی و کنیم
مولدهای برداری، میدان در آن�ها جای�گذاری با که مͬ�رسیم برداری میدان تابعͬ ضرایب به حاصل معادله�ی
ͬͺی ناورداهای یا استاندارد متغیرهای تغییر بایستͬ حال مͬ�یابیم. را معادله تقارن گروه ͷکوچ بͬ�نهایت
مͬ�یابد کاهش حاصل معادله�ی مرتبه�ی کنیم جای�گذاری معادله در و بیابیم را ͷکوچ بͬ�نهایت مولدهای از
آن جواب که مͬ�رسیم معادله�ای به نهایت در کنیم. تͺرار را مراحل این مجددا مͬ�توانیم نیاز صورت در که
در برسیم. اصلͬ معادله�ی جواب به تا مͬ�کنیم اعمال را نیاز مورد متغیر تغییر مͬ�شود. محاسبه راحتͬ به
محاسبه متغیرهای تغییر جای�گذاری با که مͬ�کنیم عمل طریق به�همین نیز دیفرانسیل معادلات دستͽاه مورد
دوباره معادلات بقیه�ی حل برای که مͬ�آید بدست معادله�ها از ͬͺی جواب تقارن، گروه مولدهای تحت شده

مͬ�کنیم. طͬ را مسیر همین
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١ جدول
C٢ در برداری میدان�های از اولیه لͬ جبرهای

مولدها بعد ساختار

٢ جدول
C٢ در برداری میدان�های از متعددی و غیراولیه لͬ جبرهای

مولدها بعد ساختار

با همͽن خطͬ معمولͬ دیفرانسیل معادله�ی در η١(x), . . . , ηk(x) توابع (٢ · ۶) و (٢ · ۵) مورد در
مͬ�کنند. صدق D[u] = ٠ k-ام مرتبه�ی ثابت ضرایب

را u و k = ٠ دهیم قرار (٢ · ١٠) مورد در اگر که کنید توجه .k ≥ ١ داریم: (٢ · ٢)-(١١ · ۵) مورد در
مورد به k = ٠ دهیم قرار (٢ · ١١) مورد در اگر مشابه به�طور مͬ�رسیم. (٢ · ١) مورد به کنیم جایͽزین u٢ با
مورد هم�ارزند. (٢ · ۵) نوع از {∂x, ex∂u} لͬ جبر با k = ٠ برای (٢ · ٨) و (٢ · ٧) موارد مͬ�رسیم. (٢ · ٣)

است. هم�ارز (٢ · ۶) نوع از {∂x, ∂u, u∂u} لͬ جبر با k = ٠ برای (٢ · ٩)



آ�.٧۶

٣ جدول
C٢ در برداری میدان�های از غیرمتعددی لͬ جبرهای

مولدها بعد ساختار

۴ جدول
C٢ در برخوردی تبدیلات لͬ جبرهای
مولدها بعد ساختار



٧٧

۵ جدول
C٢ در تبدیلات گروه دیفرانسیلͬ ناورداهای

اساسͬ دیفرانسیلͬ ناوردا(های) ناوردا یͷ-فرم لͬ دترمینان

خطͬ معمولͬ دیفرانسیلͬ عملͽر D و مͬ�دهد نشان را η١(x), . . . , ηk(x) از رانسͺین دترمینان W (x)

داریم: بعلاوه مͬ�شود. تولید η١(x), . . . , ηk(x) بوسیله�ی آن هسته�ی که مͬ�باشد k-ام مرتبه�ی
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Abstract

This thesis try that expresses a public method for finding the solution of differential equation
by using differential invariants and their usage in differential equation. Chapter 1, explain
concepts and basic definitions that are needed.

In chapter 2, at first define prolongation afterwards describe the prolongation of vector fields
and group action with examples of them. Other section of this chapter including differential
invariants with examples and the calculation method of them. As well as in chapter 3 placed
differential equation and symmetry group along the method of calculating them.

In chapter 4, differential equation system and symmetry group invariants are calculating by
using symmetry group. In addition, reduce the order and finding the solution of differential
equation order 1 and upper by integrate. At the end of chapter equation order reduction
method by using Multi – parametric symmetry group are explained.
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