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چندجمله�ای، حلقه�ی یافته�، تقلیل حلقه�ی ،IFP-شبه حلقه�یNI،حلقه�ی ،IFPحلقه�ی کلیدی: واژگان
رادیͺال ، اول رادیͺال ،ͬͺلویتس رادیͺال ، ٢-اولیه (موضعا) حلقه��ی پوچتوان، ماتریسͬ،ایده�آل حلقه�ی

پوچ

چͺیده
ناصفراند پوچتوان ایده�آل�های شامل که ایده�آل�هایی و IFP حلقه�های بیان به ابتدا پایان�نامه این در

مͬ�کنیم. بررسͬ منظم نیومن فون حلقه�های روی را شرایطͬ همچنین مͬ�پردازیم.
بالا ماتریس�های حلقه�ی با مینیمال ناجابجایی ٢-اولیه (موضعا) حلقه�ی هر که مͬ�دهیم نشان سپس
٢-اولیه موضعا ٢-اولیه، حلقه�ی هر مͬ�دهیم نشان همچنین است. یͺریخت GF (٢) روی ٢×٢ مثلثͬ
لزوما پوچ، حلقه�ی هر نیست. برقرار گزاره�ها این عکس اما است NI ٢-اولیه، موضعا حلقه�ی هر و

باشد. ͬͺلویتس رادیͺال ،R حلقه�ی اگر تنها و اگر است برقرار گزاره این اما نیست ٢-اولیه
را آنها از کلاس�هایی همچنین و مͬ�کنیم مشاهده را IFP شبه- و IFP حلقه�های از ساختاری آخر در
میان روابط و هستند هم از متمایز NI ویژگͬ و IFP شبه- ویژگͬ مͬ�دهیم نشان مͬ�دهیم. گسترش

است. بررسͬ قابل آنها به مربوط شرایط و آنها



ৎقدمଘماෙय़భباৣم
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೯دایا...١
نخورم حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بی�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به

دوست تو که آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و

مͬ�داری.

تو پای به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

امید برق که توست رهایی امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها

مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در

پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم

دریاب. دریاب، کرده�ام

از من، نگاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانگیختن

آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

فداکاری بی�پاداش، کار بی�سلاح، جهاد بی�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به

گستاخͬ بی�نمود، خوبی بی�ریا، ایمان بی�نان، خدمت بی�نام، عظمت بی�عوام، مذهب بی�دنیا، دین سͺوت، در

بداند، دوست بی�آنکه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایی بی�هوس، عشق بی�غرور، قناعت بی�خامͬ،

کن. روزی

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بی�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

هاشمͬ، ابراهیم دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه

سازی آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که زیره احمد دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این

ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه همچنین

خانم عزیزم اتاقͬ�های هم همچنین و جانم از عزیزتر خواهران از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم

خانم و فرامرزی سعیده خانم خوبم دوستان و صفری فائضه خانم و حسینͬ آسیه خانم ، رستمͬ معصومه

وجودشان، امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به کیان سمیه خانم و توشمالانͬ زیبا خانم و رضایی هاجر

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که

ૡં༙ه࠙سࢁඟی
۱۳۹۱
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مطالب ١فهرست

کلیت که است IFP شبه- و IFP حلقه�های عنوان با مقاله�ای از چهارم و دوم فصل نامه پایان این در

است. گرفته بر در را نامه پایان این اصلͬ

گرفته است، ͬͺلویتس رادیͺال حلقه�ی از آن عناصر که حلقه�ای عنوان با مقاله�ای از نیز آن سوم فصل

است. شده



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم

٢



تعاریف و نیازها پیش ١.١

حلقه�ی شود. گفته آن خلاف اینکه مͽر است یͺدار و پذیر شرکت حلقه�ی نمایانگر R نامه پایان این در

Xمجموعه�ی که Rنمایشمͬ�دهیم [[X]] Rو [X] با بترتیب رویRرا توانͬ سری�های حلقه�ی و چندجمله�ای

به بترتیب R [[X]] و R [X] آنگاه ،X = {x} اگر است. R حلقه�ی روی ناپذیر تعویض متغیرهای از ناتهͬ

نمایش a٠ +

n∑
j=١

ajX
Ij صورت به R[X] در چندجمله�ای هر بود. خواهد R [[{x}]] و R [{x}] صورت

را R حلقه�ی روی n × n �ماتریسͬ حلقه�ی است. X عناصر از متناهͬ ضرب حاصل XIj که مͬ�شود داده

صفر بقیه و ͷی آن -ام (i, j) درایه�ی که است n × n ماتریس بیانگر Eij و مͬ�دهیم نمایش Matn(R) با

و UTMn(R) با ترتیب به را R حلقه�ی روی n × n مثلثͬ پایین و مثلثͬ بالا ماتریس�های حلقه�ی هستند.

مͬ�دهیم. نمایش LTMn(R)

داشته وجود m مانند مثبتͬ صحیح عدد هرگاه مͬ�نامیم پوچتوان١ را R حلقه�ی از a عنصر .١.١.١ تعریف

.am = ٠ که باشد

وجود n مانند مثبتͬ صحیح عدد هرگاه مͬ�نامیم پوچتوان را R حلقه�ی از S زیرمجموعه�ی .٢.١.١ تعریف

.Sn = ٠ که باشد داشته

باشد. پوچتوان I عناصر تمام هرگاه مͬ�نامیم پوچ٢ را R حلقه�ی از I ایده�آل .٣.١.١ تعریف

باشد. پوچتوان آن عناصر تمام هرگاه مͬ�نامیم پوچ را R حلقه�ی .۴.١.١ تعریف

به را R حلقه�ی در پوچتوان عناصر تمام مجموعه�ی و پوچ) ایده�آل�های تمام (مجموع پوچ٣ رادیͺال

مͬ�دهیم. نمایش N(R) و N∗(R) با ترتیب

اگر ،AB ایده�آل� دو هر برای و R ̸= P هرگاه مͬ�نامیم اول۴ را R حلقه�ی از P ایده�آل .۵.١.١ تعریف

.B ⊆ P یا A ⊆ P آنگاه ،AB ⊆ P
١Nilpotent
٢Nil
٣Nil radical
۴Prime



مقدماتͬ مفاهیم .١۴

مͬ�دهیم. نمایش Spec(R) با را R حلقه اول ایده�آل�های تمام مجموعه

N∗(R) با را آن و مͬ�نامیم R ۵ اول رادیͺال را R حلقه�ی اول ایده�آل�های همه�ی اشتراک .۶.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش

تمام مجموعه مینیمال عضو ͷی هرگاه مͬ�نامیم ۶ میمنیمال را R حلقه از P اول ایده�آل .٧.١.١ تعریف

باشد. R اول ایده�آل�های

N∗(R) = ٠ هرگاه مͬ�نامیم ٧ اول نیم را R حلقه�ی .٨.١.١ تعریف

متناهͬ زیرمجموعه�ی هر برای هرگاه مͬ�نامیم پوچتوان٨ موضعا را S ⊆ R زیرمجموعه�ی .٩.١.١ تعریف

مجموعه�ی از عنصر n هر حاصلضرب که باشد موجود چنان n صحیح عدد {s١, s٢, ..., sm} ⊆ S

همانͬ عنصر فاقد زیرحلقه هر اگر است پوچتوان موضعا S دیͽر عبارت به باشد. صفر {s١, s٢, ..., sm}

باشد. پوچتوان S عناصر از متناهͬ تعداد توسط شده تولید

را آن و مͬ�نامیم ٩ͬͺلویتس رادیͺال را R حلقه�ی پوچتوان موضعا ایده�آل�های همه مجموع .١٠.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش L− rad(R) با

داریم: همواره

.N∗(R) ⊆ L− rad(R) ⊆ N∗(R) ⊆ N(R)

مͬ�دهیم. نمایش lR(−) و rR(−) با ترتیب به را R حلقه�ی در چپ پوچساز و راست پوچساز

.(lR(a) = ٠) rR(a) = ٠ هرگاه مͬ�نامیم (چپ) راست منظم١٠ را a ∈ R .١١.١.١ تعریف

۵Prime radical
۶Minimal
٧Semiprime
٨Nilpotent locally
٩Levitzki radical
١٠Regular



تعاریف و نیازها پیش .١.١۵

در منظم عناصر همه� مجموعه�ی باشد. چپ منظم هم و راست منظم هم هرگاه مͬ�نامیم منظم را a ∈ R

مͬ�دهیم. نمایش C(٠) با را R حلقه

.(lR(a) ̸= ٠) rR(a) ̸= ٠ هرگاه مͬ�نامیم (راست) چپ صفر١١ علیه مقسوم را a ∈ R .١٢.١.١ تعریف

باشد. راست منظم نه و چپ منظم نه هرگاه مͬ�نامیم صفر علیه مقسوم را a ∈ R

باشند. منظم آن ناصفر عناصر هرگاه مͬ�نامیم دامنه١٢ را R حلقه�ی .١٣.١.١ تعریف

به یا باشد نداشته ناصفری پوچتوان عنصر هیچ هرگاه مͬ�نامیم �یافته١٣ تقلیل را R حلقه� .١۴.١.١ تعریف

.N(R) = ٠ دیͽر عبارت

است. یافته تقلیل� حلقه� ͷی دامنه، تعداد هر مستقیم حاصلضرب مثال عنوان به

.N∗(R) = N(R) هرگاه مͬ�نامیم ٢�اولیه١۴ را R حلقه� .١۵.١.١ تعریف

است. ٢-اولیه یافته، تقلیل حلقه�ی هر مثال عنوان به

٢-اولیه ،R از متناهͬ تولید با حلقه� زیر هر هرگاه مͬ�نامیم ٢�اولیه١۵ موضعا را R حلقه� .١۶.١.١ تعریف

باشد.

.N∗(R) = N(R) هرگاه مͬ�نامیم NI را R حلقه�ی .١٧.١.١ تعریف

است. NI یافته، تقلیل حلقه�ی هر که است واضح

باشد. یافته تقلیل R/N∗(R) اگروتنهااگر است NI ،R حلقه�ی .١٨.١.١ گزاره

R/N(R) لذا است پوچتوان عناصر تمام مجموعه N(R) چون .N∗(R) = N(R) کنیم فرض برهان.

است. یافته تقلیل نیز R/N∗(R) لذا است. یافته تقلیل

١١Zero-divisor
١٢Domain
١٣Reduced
١۴2-primal
١۵Locally 2-prime



مقدماتͬ مفاهیم .١۶

پس است. N∗(R) در R پوچتوان عناصر تمام لذا باشد یافته تقلیل R/N∗(R) کنیم فرض بعکس،

است. NI ،R حلقه� و N(R) ⊆ N∗(R)

باشد. دامنه ͷی R/P هرگاه مͬ�نامیم ١۶ اول کاملا را R حلقه�ی از P اول ایده�آل .١٩.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش β٢(R) با را R در اول کاملا ایده�آل�های همه اشتراک

هرگاه: مͬ�نامیم ١٧ ضربی منوئید را R حلقه از S مجموعه زیر .٢٠.١.١ تعریف

.١R ∈ S .١

.xy ∈ S ،x, y ∈ S هر برای .٢

.(xy)z = x(yz) ،x, y, z ∈ S هر برای .٣

١۶Completely prime
١٧Multiplicative monoid



٢ فصل

نیومن فون حلقه�های و IFP�شبه حلقه�های
منظم

٧



مͬ�پردازیم. ناصفراند پوچتوان ایده�آل�های شامل که ایده�آل�هایی و IFP حلقه�های بیان به فصل این در

مͬ�کنیم. بررسͬ ١ منظم نیومن فون حلقه�های روی را شرایطͬ همچنین

IFP�شبه حلقه�های ١.٢

ab ∈ I ،a, b ∈ R هر برای هرگاه دارد IFP خاصیت ،R حلقه�ی از I راست(چپ) ایده�آل .١.١.٢ تعریف

.aRb ⊆ I که دهد نتیجه

باشد. IFP ،R حلقه�ی صفر ایده�آل هرگاه مͬ�نامیم IFP را R حلقه�ی .٢.١.٢ تعریف

است. IFP آنگاه باشد، یافته تقلیل R حلقه�ی اگر .٣.١.٢ گزاره

تقلیل R حلقه�ی چون .(ba)٢ = ٠ نتیجه در b(ab)a = ٠ پس ،ab = ٠ و a, b ∈ R کنیم فرض برهان.

داریم: r ∈ R هر برای حال .ba = ٠ لذا است یافته

(arb)٢ = (arb)(arb) = ar(ba)rb = ar(٠)rb = ٠.

است. IFP ،R حلقه�ی بنابراین ،aRb = ٠ نتیجه در .arb = ٠ ،r ∈ R هر برای پس

باشد. مرکزی آن خودتوان عنصر هر هرگاه مͬ�نامیم آبلͬ را R حلقه�ی .۴.١.٢ تعریف

است. آبلͬ آنگاه باشد، IFP ،R حلقه�ی اگر .۵.١.٢ گزاره

،R حلقه��ی چون .e(١− e) = ٠ = (١− e)e نتیجه در باشد، R در خودتوانͬ عنصر e کنیم فرض برهان.

.eR(١− e) = ٠ = (١− e)Reپس است IFP

e مͬ�دهد نشان که re = ere = er نتیجه در .er(١ − e) = ٠ = (١ − e)re ،r ∈ R هر برای لذا و

است. آبلͬ R حلقه�ی بنابراین است. مرکزی

١Von Neumann regular
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صورت: این در باشد. حلقه� ͷی R کنیم فرض .۶.١.٢ لم

هر برای اگروتنهااگر باشد R از ایده�آلͬ rR(S) ،S ⊆ R هر برای اگروتنهااگر است IFP ،R حلقه�ی .١

باشد. R از ایده�آلͬ lR(S) ،S ⊆ R

است. NI آنگاه باشد، IFP ،R حلقه�ی اگر .٢

است. پوچ
n∑

j=٠
RajR آنگاه ،a٠ +

n∑
j=١

ajX
Ij ∈ N(R [X]) و باشد NI ،R حلقه�ی اگر .٣

و است پوچتوان
n∑

j=٠
RajR صورت این در باشد. IFP ،R حلقه�ی که کنیم فرض .۴

n∑
j=١

ajX
Ij ∈ N(R [X]).

است. R از ایده�آلͬ rR(S) مͬ�دهیم نشان .١ برهان.

فرض حال .a+b ∈ rR(S) نتیجه در S(a+b) = Sa+Sb = ٠+٠ = ٠ آنگاه ،a, b ∈ rR(S) اگر

ar ∈ rR(S) لذا Sa.r = ٠.r = ٠ ، r ∈ R پس Sa = ٠ چون .a ∈ rR(S) و r ∈ R مͬ�کنیم

،r ∈ R هر برای پس .sRa = ٠ لذا است IFP ،R چون .sa = ٠ ،s ∈ S هر برای همچنین و

است. R از ایده�آلͬ rR(S) بنابراین .ra ∈ rR(S)

است. R حلقه�ی از ایده�آلͬ نیز lR(S) داد نشان مͬ�توان مشابه طور به

rR(a) چون .b ∈ rR(a) نتیجه در ab = ٠ و a, b ∈ R کنیم فرض .S = {a} کنیم فرض بعکس�،

.aRb = پس٠ arb = ٠ ،r ∈ R هر برای لذا .rb ∈ rR(a) ،r ∈ R هر برای پس است ایده�آل ͷی

است. IFP ،R حلقه�ی بنابراین

.N∗(R) ⊆ N∗(R) ⊆ N(R) داریم: همواره R ی حلقه هر برای .٢

عدد لذا ٠ ̸= a ∈ N(R) کنیم فرض خلف برهان به .N(R) ⊆ N∗(R) دهیم نشان کافیست

مانند اولͬ ایده�آل پس ،a /∈ N∗(R) =
∩

P∈Spec(R) P و an = ٠ که هست n مانند مثبتͬ صحیح
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و a /∈ P از .ax١a /∈ P که دارد وجود x١ ∈ R نتیجه در .aRa * P لذا a /∈ P که دارد وجود P

از .(ax١a)x٢a /∈ P که دارد وجود x٢ ∈ Rپس ،(ax١a)Ra * P که مͬ�شود نتیجه ax١a /∈ P

که دارد وجود x٣ ∈ R پس ،(ax١ax٢a)Ra * P که مͬ�شود نتیجه (ax١a)x٢a /∈ P و a /∈ P

که طوری به کرد پیدا R در را ها xi مانند عناصری مͬ�توان روند این ادامه�ی با .(ax١ax٢a)x٣a /∈ P

.aR...aRa = ٠ پس an = ٠ و است IFP ،R حلقه�ی چون .b = ax١ax٢ax٣a...xn−١a /∈ P

،b ∈ P بنابراین ax١ax٢ax٣a...xn−١a = ٠ که دارد وجود x١, x٢, x٣, ..., xn−١ ∈ R نتیجه در

نشان که N∗(R) = N∗(R) = N(R) نتیجه در و N(R) ⊆ N∗(R) پس است. تناقض ͷی که

است. NI ،R حلقه�ی مͬ�دهد

تقلیل R/N∗(R) صورت این در .a٠ +
n∑

j=١
ajX

Ij ∈ N(R [X]) و N∗(R) = N(R) کنیم فرض .٣

.N(R[X]) ⊆ N∗(R)[X] مͬ�گیریم: نتیجه R[X]
N∗(R)[X]

∼= R
N∗(R) [X] یͺریختͬ از است. یافته

است. پوچ نیز
n∑

j=٠
RajRپس است پوچ ایده��آل ͷی N∗(R) چون .aj ∈ N∗(R) ،j هر برای پس

قسمت به بنا صورت این در .a٠ +

n∑
j=١

ajX
Ij ∈ N(R [X]) و باشد IFP ،R حلقه�ی کنیم فرض .۴

چون .akjj = ٠ که هست kj مانند مثبتͬ صحیح عدد پس هستند. N(R) در ها aj همه�ی ٣ و ٢

.R (ajRaj ...ajRaj)R = ٠ نتیجه در .ajRaj ...ajRaj = پس٠ است IFP ،R

.(RajR)kj = پس٠ (RajR) (RajR) ... (RajR) = ٠ لذا

که است
٢k٠+k١∑
i=١

bi١bi٢ ...bk٠+k١ فرم به (Ra٠R+Ra١R)
k٠+k١ از عنصر هر

bij ∈

{
m∑
t=٠

rta٠st ,
m∑
t=٠

r′ta١s
′
t | rt, st, r′t, s′t ∈ R , m > ٠

}
.

که دفعاتͬ تعداد باشد.
٢k٠+k١∑
i=١

bi١bi٢ ...bk٠+k١ از نوعͬ جمله�ی ͷی (bi١bi٢ ...bk٠+k١) کنیم فرض

جمله�ی این در a١ که دفعاتͬ تعداد یا نیست k٠ از کمتر است شده ظاهر نوعͬ جمله�ی این در a٠
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مͬ�گیریم نتیجه ak١١ = ٠ و ak٠٠ = ٠ از حالت دو هر در نیست. k١ از کمتر است شده ظاهر نوعͬ

داریم: k =

n∑
j=٠

kj گرفتن نظر در با پس است. صفر شده انتخاب نوعͬ جمله�ی که

است. پوچتوان ایده�آلͬ
m∑

j=٠
RajRپس

 m∑
j=٠

RajR

k

= ٠

مͬ�کنیم. ملاحظه زیر در را ضعیف�تری شرط ۶.١.٢ لم از ۴ قسمت به توجه با

R حلقه�ی روی
n∑

i=٠
aix

i ناصفر چندجمله�ای هرگاه مͬ�نامیم ٢IFP�شبه را R حلقه�ی .٧.١.٢ تعریف

باشد. ناصفر پوچتوان ایده�آل ͷی شامل
m∑
i=٠

RaiR و باشد پوچتوان

مͬ�بینیم زیر در که همانطور مͬ�شود. IFP ویژگͬ به ͷنزدی ۶.١.٢ لم از ۴ قسمت به بنا فوق تعریف

IFP شبه- ،IFP حلقه�ی هر ۶.١.٢ لم از ۴ قسمت به بنا است. NI ویژگͬ از متمایز IFP شبه- ویژگͬ

است.

معادلند: زیر گزاره�های R حلقه�ی برای .٨.١.٢ قضیه

است. IFP شبه- ،R حلقه�ی .١

است. R از ناصفر پوچتوان ایده�آل ͷی شامل RaR ،٠ ̸= a ∈ N(R) هر برای .٢

از ناصفر پوچتوان ایده�آل ͷی شامل
n∑

j=٠
RajR آنگاه باشد، پوچتوان ٠ ̸=

n∑
j=٠

ajX
Ij ∈ R[X] اگر .٣

است. R

خوش مجموعه�ی ͷی A که X = {xα;α ∈ A} کنیم فرض کنیم. اثبات را (٣ ← ٢) کافیست برهان.

ناتهͬ و متناهͬ زیرمجموعه هر برای و مͬ�گیریم نظر در مثبت صحیح اعداد مجموعه�ی را N است. ترتیب

صورت به را XI جمله�ای تک ،A×N از I = {(α١,m١), (α٢,m٢), ..., (αr,mr)}

٢Near-IFP
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با را XI درجه�ی .X∅ = ١R و (α١ < α٢ < ... < αr) که مͬ�کنیم تعریف XI = xm١
α١ x

m٢
α٢ ...x

mr
αr

.|I| = r و deg(I) = m١ +m٢ + ...+mr که مͬ�دهیم نمایش |I| با را I عناصر تعداد و deg(I)

و I = {(α١,m١), (α٢,m٢), ..., (αr,mr)} ناتهͬ و متناهͬ زیرمجموعه�ی دو برای

.I < J مͬ�گوییم باشد برقرار زیر شرط چهار از ͬͺی اگر ،J = {(β١, n١), (β٢, n٢), ..., (βs, ns)}

.deg(I) < deg(J) .١

.|I| < |J | و deg(I) = deg(J) .٢

،i ≤ k هر برای که طوری به دارد وجود k مانند مثبتͬ صحیح عدد و |I| = |J | و deg(I) = deg(J) .٣

.αk+١ < βk+١ و mi = ni ،αi = βi

،i ≤ k هر برای که طوری به دارد وجود k مانند مثبتͬ صحیح عدد و |I| = |J | و deg(I) = deg(J) .۴

.mk+١ > nk+١ که αk+١ < βk+١ و mi = ni ،αi = βi

که است متناهͬ زیرمجموعه�ی I + J مجموعه�ی A×N از J و I متناهͬ مجموعه�ی زیر هر برای

داشته A × N از K و J, I ناتهͬ و متناهͬ زیرمجموعه�ی برای که است واضح .XI+J = XIXJ

باشیم:

.I < J آنگاه ،J < K و I < J اگر .١

.٢I = I + I < I + J خاص حالت در و I +K < J +K آنگاه ،I < J اگر .٢

از اینکه بدون .Ij < Ij+١ ،j ≥ ١ هر برای که ٠ ̸= f(x) = a٠ +

n∑
j=٠

ajX
Ij ∈ N(R[X]) کنیم فرض

در که روابطͬ به توجه با صورت این در .a١ ̸= ٠ مͬ�دهیم قرار a٠ = ٠ که وقتͬ شود کاسته قضیه کلیت

ایده�آل ٢ قسمت به بنا پس .٠ ̸= a١ ∈ N(R) ،a٠ = ٠ وقتͬ و ٠ ̸= a٠ ∈ N(R) شد اشاره آن به بالا

است. کامل اثبات و دارد وجود
n∑

k=٠
RakR در مشمول R از

١∑
k=٠

RakR مانند ناصفری پوچتوان
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.R = UTM٢(S) و باشد یافته تقلیل حلقه�ی ͷی S کنیم فرض .٩.١.٢ مثال

چون .N∗(R)٢ = ٠ و است NI ،R بنابراین .N∗(R) =

(
٠ S
٠ ٠

)
= N(R) که است واضح

است. IFP شبه- R بنابراین .(RaR)٢ = ٠ اما مͬ�گیریم نظر در را ٠ ̸= a٠ ∈ N(R) پس ،N(R) ̸= ٠

نیست. IFP پس نیست آبلͬ R چون طرفͬ از

از زوج هر و ≤ رابطه با مرتبی جزئا مجموعه ͷی I هرگاه مͬ�نامیم مستقیم را I مجموعه .١٠.١.٢ تعریف

باشد. بالا کران ͷی دارای آن عناصر

با همراه ℓ کتگوری در {Ai : i ∈ I} اشیا مجموعه هرگاه مͬ�نامیم مستقیم سیستم ͷی را (Ai, φ
j
i )

باشد. زیر شرط دو دارای i ≤ j که φj
i : Ai −→ Ai نگاشت

.φk
j ◦ φ

j
i = φk

i ،i ≤ j ≤ k که وقتͬ .١

.φi
i = ١Ai ،i هر برای .٢

برای µi : Ai −→ lim−→Ai همریختͬ هرگاه مͬ�نامیم (Ai, φ
j
i ) مستقیم سیستم مستقیم، حد را lim−→Ai

هر برای gi : Ai −→ A همریختͬ�های از خانواده هر همچنین کند. صدق µi = µj ◦ φj
i در i ≤ j هر

به دارد وجود g : lim−→Ai −→ A بفرد منحصر نگاشت صورت این در کند. صدق gi = gj ◦ φj
i در i ≤ j

.g ◦ µi = gi ،i هر برای که طوری

است. NI ،NI حلقه�های مستقیم سیستم مستقیم حد .١١.١.٢ لم

برای و σij = σji که طوری به باشد (Ri, σij) مستقیم سیستم مستقیم حد R =
∪
Ri کنیم فرض برهان.

هر برای کنیم فرض است. R حلقه�ی از ایده�آلͬ N(R) مͬ�دهیم نشان هستند. NI حلقه�هایی ها Ri ،i هر

هر برای چون .y ∈ Rj و x ∈ Ri که دارد وجود یی i, j یا x, y ∈ Ri که دارد وجود یی i ،x, y ∈ N(R)

باشد. y شامل هم و x شامل هم که دارد وجود یی Ri حالت دو هر در پس .x, y ∈ Ri لذا Rj ⊆ Ri ،j ≤ i

i ،x ∈ N(R) هر برای و a ∈ R هر برای .x+ y ∈ N(R) نتیجه در x+ y ∈ N(Ri) ⊆ N(R) بنابراین
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نتیجه در ax, xa ∈ N(Ri) ⊆ N(R) لذا است NI ،Ri چون ،x ∈ N(Ri) و a ∈ Ri که دارد وجود یی

است. NI ،R حلقه�ی بنابراین .ax, xa ∈ N(R)

دنباله هر برای هرگاه مͬ�نامیم R حلقه در قوی پوچتوان عنصر را a .١٢.١.٢ تعریف

که طوری به �باشد داشته وجود n ∈ N عدد ،ai+١ ∈ aiRai و a٠ = a آن در که ..., ai, ..., a١, a٠

.an = ٠

است. برابر R حلقه�ی قوی پوچتوان عناصر مجموعه�ی با N∗(R) .١٣.١.٢ گزاره

لذا a٠ = a /∈ P که دارد وجود P مانند اولͬ ایده�آل نتیجه در a /∈ N∗(R) =
∩
P کنیم فرض برهان.

٠ ̸= an+١ ∈ anRan روند این ادامه�ی با .٠ ̸= a١ /∈ P که دارد وجود a١ ∈ a٠Ra٠ پس a٠Ra٠ * P

و an ̸= ٠ بنابراین و an /∈ P ،n مانند طبیعͬ عدد هر برای لذا ٠ ̸= an+١ /∈ P که طوری به دارد وجود

نیست. قوی پوچتوان a لذا

S = {a٠, a١, a٢, ...} ناصفر نامتناهͬ دنباله�ی صورت این در نباشد، قوی پوچتوان a فرضکنیم بعکس،

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را X مجموعه�ی .an+١ ∈ anRan که طوری به دارد وجود

X = { q ER ; q ∩ S = ∅ }

زنجیری کنیم فرض .X ̸= ∅ و ٠R ∈ X درنتیجه ٠R
∩
S = ∅ و است R حلقه�ی از ایده�آلͬ ٠R

نشان .J =
∪
Ii مͬ�دهیم قرار باشد. I١ ⊆ I٢ ⊆ I٣ ⊆ ... صورت به X در R حلقه�ی ایده�آل�های از

دارد وجود a ∈ J
∩
S آنگاه ،J

∩
S ̸= ∅ اگر است. شده انتخاب زنجیر برای بالا کران ͷی J مͬ�دهیم

دارد. Ii ∈ X با تناقض که Ii
∩
S ̸= ∅ نتیجه در a ∈ Ii که دارد وجود Ii لذا a ∈ S و a ∈ J =

∪
Ii پس

دارای حداقل X زورن لم به بنا است. شده انتخاب زنجیر برای بالا کران ͷی J ∈ X و J
∩
S = ∅ پس

است. P مانند ماکزیمال عضو ͷی
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A * P که طوری به باشند R از ایده�آل�هایی B و A فرضکنیم است. اول ایده�آلͬ P مͬ�دهیم نشان حال

.(B + P )
∩
S ̸= ∅ و (A+ P )

∩
S ̸= ∅ ،X در P بودن ماکزیمال به توجه با .B * P و

،ai ∈ A+P نتیجه در aj ∈ (B+P )
∩
S و ai ∈ (A+P )

∩
S که طوری به دارد وجود i, j بنابراین

آنگاه بͽیریم، نظر در را k = max {i, j} اگر aj ∈ S ،aj ∈ B + P و ai ∈ S

ak+١ ∈ akRak ⊂ (A+ P )(B + P ) ⊂ AB + P

طوری به دارد وجود rk ∈ R .a = a٠ /∈ P که است اول ایده�آلͬ P پس AB * P بنابراین ak+١ /∈ P اما

که

نتیجه در ،a = a٠ /∈ P پس (a٠r٠a٠)(r١a١r٢a٢...rk−١ak−١ak) /∈ P لذا ،ak+١ = akrkak /∈ P

.a /∈ N∗(R) بنابراین .a /∈
∩
P = N∗(R)

حلقه�ی روی ٢n×٢n مثلثͬ بالا ماتریس�های حلقه�ی باشد. یافته تقلیل حلقه�ا�ی T کنیم فرض .١۴.١.٢ لم

ضابطه�ی با را σ : Rn −→ Rn+١ نگاشت است. مثبت صحیح عدد ͷی n که مͬ�دهیم نمایش Rn با را T

به ) گرفت نظر در Rn+١ از زیرحلقه�ای عنوان به مͬ�توان را Rn مͬ�کنیم. تعریف A 7−→
(
A ٠
٠ A

)
(Rn, σij) مستقیم سیستم مستقیم، حد R = ∪Ri همچنین ،( A = σ(A) ،A ∈ Rn برای دیͽر عبارت

است. اول نیم R حلقه�ی صورت این در .σij = σji که طوری به است

صفر A قطر لذا است، یافته تقلیل T چون باشد. پوچتوان ٠ ̸= A = (ast) ∈ Rn کنیم فرض برهان.

k = n, n+١, n+٢, ... برای Rk+١ در A از ام (i+٢k, j+٢k)− درایه�ی و i < j که داریم توجه است.

فرض است. صفر درایه�ها بقیه�ی و ͷی آن ام (u, v)− درایه�ی که است ماتریسͬ برابر euv است. a برابر

i آنگاه ،A١ = (bst) اگر .B٠ = ej(i+٢n) ∈ Rn+١ که A١ = A٠B٠A٠ ∈ A٠RA٠ و A٠ = A کنیم

و است ناصفر درایه�ی ͷی شامل ام i سطر که طوری به است A١ از ستون و سطر کوچͺترین j + ٢n و

ام (i+ ٢n+١, j + ٢n + ٢n+١)− درایه�ی بنابراین .bi(j+٢n) = a٢ ام i سطر در واقع در .bi(j+٢n) ̸= ٠
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است. a٢ نیز Rn+٢ در A١ از

،A٢ = (cst) اگر .B١ = e(j+٢n)(i+٢n+١) ∈ Rn+٢ که A٢ = A١B١A١ ∈ A١RA١ کنیم فرض

درایه�ی ͷی ام i سطر که طوری به است A٢ از ستون و سطر کوچͺترین j + ٢n + ٢n+١ و i آنگاه

درایه�ی بنابراین است. bi(j+٢n+٢n+١) = a٢·٢ ام i سطر در واقع در .bi(j+٢n+٢n+١) ̸= ٠ و دارد ناصفر

است. a٢·٢ نیز Rn+٣ در A٢ از ام (i+ ٢n+٢, j + ٢n + ٢n+١ + ٢n+٢)−

هر برای Ak از ام (i, j+٢n+٢n+١+ ...+٢n+(k−١))− درایه�ی که دهیم نشان مͬ�توانیم استقرا به بنا

مͬ�توانیم استقرا به بنابراین .Ak ̸= ٠ نتیجه در ،a٢k ̸= ٠ همچنین و است یافته تقلیل T اما است؛ a٢k ،k

A ترتیب این به .Ak+١ ∈ AkRAk که آوریم دست به را با است ناصفر آن جمله هر که (Ak)
∞
k=٠ دنباله�ی

است. اول نیم R حلقه�ی مͬ�دهد نشان که N∗(R) = ٠ لذا نیست، قوی پوچتوان

حلقه�ی ١١.١.٢ لم به بنا صورت این در باشند ١۴.١.٢ لم حلقه�های همان R و T فرضکنیم .١۵.١.٢ مثال

لذا است اول نیم R چون اما است R از نامتناهͬ زیرمجموعه�ی ͷی N(R) که داریم توجه است. NI ،R

است. IFP شبه- R بنابراین است. ناصفر پوچتوان ایده�آل ͷی شامل RaR ،٠ ̸= a ∈ N(R) هر برای

به صحیح اعداد حلقه�ی S = Z۴ فرضکنیم نیست. NI که دارد وجود IFP شبه- حلقه�ای .١۶.١.٢ مثال

٠ ̸= کنیم فرض .(Matn(٢Z۴))٢ = ٠ که داریم توجه .R =Matn(S) ،n ≥ ٢ برای و باشد ۴ پیمانه�ی

،A ∈ Matn(٢Z۴) اگر پس است. R حلقه�ی از ناصفر سره ایده�آل تنها Matn(٢Z۴) چون ،A ∈ N(R)

شامل باید RAR بنابراین .RAR = R آنگاه ،A ∈ R\Matn(٢Z۴) اگر .RAR = Matn(٢Z۴) آنگاه

است. IFP شبه- R نتیجه در و باشد Matn(٢Z۴)

است. ایده�آل ͷی N(R) �دهیم نشان کافیست منظور این برای است. NI ،R حلقه�ی مͬ�دهیم نشان حال

مͬ�دهیم: قرار مͬ�گیریم. نظر در N(R) در را E٢١ =

(
٠ ٠
١ ٠

)
و E١٢ =

(
٠ ١
٠ ٠

)
N(R) لذا نیست پوچتوان B و B٢ =

(
١ ٠
٠ ١

)
̸= ٠ چون .E١٢ + E٢١ =

(
٠ ١
١ ٠

)
= B
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نیست. NI ،R حلقه�ی بنابراین نیست. ایده�آل

است. یافته تقلیل باشد، اول نیم که IFP شبه- حلقه�ی هر که مͬ�بینیم زیر قضیه�ی در

معادلند: زیر گزاره�های صورت این در باشد. اول نیم ،R حلقه�ی کنیم فرض .١٧.١.٢ قضیه

است. IFP شبه- ،R حلقه�ی .١

است. IFP ،R حلقه�ی .٢

است. یافته تقلیل R حلقه�ی .٣

.an = ٠ ،a ∈ N(R) برای و باشد IFP شبه- R کنیم فرض دهیم. نشان را (٣ ← ١) کافیست برهان.

است I مانند R از ناصفر پوچتوان ایده�آل ͷی شامل RaRپس است IFP شبه- R چون آنگاه ،a ̸= ٠ اگر

است. تناقض ͷی که I = پس٠ ندارد ناصفر پوچتوان ایده�آل لذا است، اول نیم R اما

است. یافته تقلیل R حلقه�ی بنابراین

n پوچتوان٣ͬ اندیس دارای x گوییم باشد R حلقه در پوچتوان عنصر ͷی x کنیم فرض .١٨.١.٢ تعریف

.xn = ٠ که باشد مثبتͬ صحیح عدد کوچͺترین n هرگاه است

عناصر همه پوچتوانͬ اندیس�های سوپریمم با برابر R حلقه از I پوچتوان زیرمجموعه�ی پوچتوانͬ اندیس

مͬ�نامیم. متناهͬ پوچتوانͬ اندیس از را I آنگاه باشد، متناهͬ سوپریممͬ چنین اگر است. I در پوچتوان

باشد. داشته متناهͬ پوچتوانͬ اندیس N(R) هرگاه دارد متناهͬ پوچتوانͬ اندیس R حلقه�ی گوییم

،x, y ∈ R هر برای آنگاه باشد، n از کمتر آن پوچتوانͬ اندیس و پوچ حلقه�ا�ی R اگر .١٩.١.٢ لم

.xn−١yxn−١ = ٠

از .xn = ٠ که هست یی n لذا است متناهͬ پوچتوانͬ اندیس از R چون .x, y ∈ R کنیم فرض برهان.

داریم:
(
xn−١y + x

)n
= ٠

٣Index of nilpotentcy
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xn−١yxn−١ +
(
xn−١y

)٢
xn−٢ + ...+

(
xn−١y

)n−٢
x٢ +

(
xn−١y

)n−١
x = ٠.

نتیجه در

xn−١yxn−١
(
١+ yxn−٢ + yxn−١yxn−٣ + ...+ yxn−١yxn−١y...yx٢ + yxn−١yxn−١y...yx

)
= ٠.

که دارد وجود n ∈ N لذا است پوچ حلقه�ای R چون z ∈ R که xn−١yxn−١ (١+ z) = ٠ پس

.zn = ٠

داریم: باشد فرد n اگر

١+ zn = (١+ z)
(
١− z + z٢ − z٣ + ...+ zn−١

)
= ١.

داریم: باشد زوج n اگر و

١+ zn+١ = (١+ z)
(
١− z + z٢ − z٣ + ...+ zn

)
= ١.

.xn−١yxn−١ = ٠ مͬ�دهد: نشان که است وارون دارای ١+ z حالت دو هر در بنابراین

گزاره�های صورت این در باشد. متناهͬ پوچتوانͬ اندیس از و اول نیم R حلقه�ی کنیم فرض .٢٠.١.٢ گزاره

معادلند: زیر

است. IFP شبه- ،R حلقه�ی .١

است. IFP ،R حلقه�ی .٢

است. یافته تقلیل ،R حلقه�ی .٣

است. NI ،R حلقه�ی .۴

،R کنیم فرض کنیم. اثبات را ٣← ۴ کافیست است. NI یافته، تقلیل حلقه�ی هر که است واضح برهان.

پوچ ایده�آل ͷی RaR صورت این در ،٠ ̸= a ∈ N(R) = N∗(R) کنیم فرض خلف) (برهان باشد. NI
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متناهͬ پوچتوانͬ اندیس از نیز RaRپس است متناهͬ پوچتوانͬ اندیس از Rفرض به بنا است. R از ناصفر

.xn−١(RaR)xn−١ = ٠ نتیجه در xn−١yxn−١ = ٠ ،x, y ∈ RaR هر برای ١٩.١.٢ لم به توجه با است.

.an = ٠ که n ∈ N لذا مͬ�گیریم، نظر در را a ∈ N(R)

آنگاه ،an−١ ̸= ٠ اگر

[
(RaR) an−١ (RaR)

]٢
= (RaR) an−١ (RaR) (RaR) an−١ (RaR)

⊆ (RaR) an−١ (RaR) an−١ (RaR) = ٠.

ͷی شامل RaR بنابراین .(RaR) an−١ (RaR) ⊆ RaR که
[
(RaR) an−١ (RaR)

]٢
= ٠ نتیجه در

است. ناصفر پوچتوان ایده�آل

.an−٢ ̸= ٠ یا an−٢ = ٠ آنگاه ،an−١ = ٠ اگر

است. ناصفر پوچتوان ایده�آل ͷی شامل RaR فوق روابط به بنا آنگاه ،an−٢ ̸= ٠ اگر

.an−٣ ̸= ٠ یا an−٣ = ٠ آنگاه ،an−٢ = ٠ اگر

است. ناصفر پوچتوان ایده�آل ͷی شامل RaR فوق روابط به بنا هم باز آنگاه ،an−٣ ̸= ٠ اگر

حتما RaR ایده�آل مرتبه، کاهش و روند این ادامه�ی با .an−۴ ̸= ٠ یا an−۴ = ٠ آنگاه ،an−٣ = ٠ اگر

ناصفری پوچتوان ایده�آل لذا و است اول نیم R حلقه�ی اما است. J مانند ناصفر پوچتوان ایده�آل ͷی شامل

یافته تقلیل R حلقه�ی مͬ�دهد نشان که N(R) = ٠ نتیجه در است. تناقض ͷی که J = ٠ بنابراین ندارد،

است.

نیم حلقه این ) است الزامͬ ٢٠.١.٢ گزاره����ی در متناهͬ پوچتوانͬ اندیس شرط ١۵.١.٢ مثال به توجه با

همین در اول نیم شرط ١۶.١.٢ مثال به توجه با همچنین .( نیست متناهͬ پوچتوانͬ اندیس از اما است اول

نیست). اول نیم اما است متناهͬ پوچتوانͬ اندیس از حلقه این ) است الزامͬ گزاره
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منظم نیومن فون حلقه�های ٢.٢

داشته وجود x ∈ R عنصر ،a ∈ R هر برای� هرگاه مͬ�نامیم منظم نیومن فون را R حلقه�ی .١.٢.٢ تعریف

.a = axa که طوری به باشد

دو ایده�آلͬ R راست(چپ) ایده�آل هر هرگاه مͬ�نامیم راست(چپ) ۴ زوج را R حلقه�ی .٢.٢.٢ تعریف

باشد. طرفه

است. IFP چپ) (زوج راست زوج حلقه�ی هر ۶.١.٢ لم به بنا

.e١+e٢+ ...+en = ١ که باشند R حلقه�ی در متعامد خودتوان�هایی en, ..., e٢, e١ فرضکنیم .٣.٢.٢ لم

داشته وجود y ∈ ejRei عنصر x ∈ eiRej هر برای اگر تنها و اگر است منظم نیومن فون R صورت این در

.xyx = x که باشد

صورت این در مͬ�گیریم نظر در x ∈ eiRej باشد. منظم نیومن فون R حلقه�ی مͬ�کنیم فرض ابتدا برهان.

که دارد وجود y ∈ R

xyx = (eirej)y(eirej) = (eirej)(ejyei)(eirej) = x(ejyei)x = x.

به .xyx = x که طوری به باشد داشته وجود y ∈ ejRei عنصر x ∈ eiRej هر برای کنیم فرض ؛ بعکس

در را x ∈ R عنصر .n = ٢ کنیم فرض است، بدیهͬ n = ١ برای مͬ�کنیم. ثابت را حͺم n روی استقرا

که طوری به دارند وجود z ∈ e٢Re٢ و y ∈ e١Re١ عناصر .e١xe٢ = ٠ که طوری به مͬ�گیریم نظر

(e٢xe٢)z(e٢xe٢) = e٢xe٢ و (e١xe١)y(e١xe١) = e١xe١

صورت این در

x = (e١ + e٢)x(e١ + e٢) = e١xe١ + e٢xe١ + e٢xe٢

۴Duo
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و

x(y + z)x = (e١xe١ + e٢xe١ + e٢xe٢)(y + z)(e١xe١ + e٢xe١ + e٢xe٢)

= e١xe١ye١xe١ + e٢xe١ye١xe١ + e٢xe٢ze٢xe١ + e٢xe٢ze٢xe٢

= e١xe١ + e٢xe٢ + e٢x(y + z)xe١.

مͬ�دهیم: قرار

x′ = x− x(y + z)x

= e١xe١ + e٢xe١ + e٢xe٢ − e١xe١ − e٢xe٢ − e٢x(y + z)xe١

= e٢xe١ − e٢x(y + z)xe١ ∈ e٢Re١.

.x′wx′ = x′ که طوری به دارد وجود w ∈ e١Re٢ صورت این در

لذا x′wx′ = x′ = x− x(y + z)x بنابراین

x = x(y + z)x+ x′wx′ = x(y + z)x+ (x− x(y + z)x)w(x− x(y + z)x).

که x = x [(y + z) + (١− (y + z)x)w(١− x(y + z))]x نتیجه در

.xvx = xپس .v = (y + z) + (١− (y + z)x)w(١− x(y + z)) ∈ R

که مͬ�کنیم انتخاب طوری را y ∈ e٢Re١ عنصر و مͬ�گیریم نظر در را x ∈ R دلخواه عنصر

بنابراین .e١xyxe٢ = e١xe٢ که مͬ�کنیم مشاهده y ∈ e٢Re١ چون .(e١xe٢)y(e١xe٢) = e١xe٢

که طوری به دارد وجود z ∈ R عنصر بالا توضیحات به بنا .e١(x− xyx)e٢ = ٠

(x− xyx)z(x− xyx) = x− xyx.

بنابراین

x = xzx− xzxyx− xyxzx+ xyxzxyx+ xyx

= x(z − zxy − yxz + yxzxy + y)x
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است. منظم نیومن فون R نتیجه در .x = xwx و w = z − zxy − yxz + yxzxy + y که

باشد. برقرار متعامد خودتوان n− ١ هر برای قضیه و n > ٢ مͬ�کنیم فرض حال

n−١ برای حͺم چون مͬ�گیریم. نظر در را g = e١+ e٣+ ...+ en و f = e٢+ e٣+ ...+ en عناصر

هستند. منظم نیومن فون gRg و fRf لذا است برقرار

.(xe٢yx−x)e٢ = ٠ بنابراین ،(xe٢)y(xe٢) = xe٢ که y ∈ e٢Re١ دارد وجود x ∈ e١Rf هر برای

لذا y = e٢re١ که دارد وجود r ∈ Rپس y ∈ e٢Re١ چون

xe٢yx = xe٢(e٢re١)x = x(e٢re١)x = xyx.

.xyx− x ∈ gRg لذا و ،(xyx− x)e٢ = ٠ نتیجه در

که دارد وجود z ∈ gRg لذا است منظم نیومن فون gRg چون و e١(xyx− x)e٢ = ٠ همچنین

(x− xyx)z(x− xyx) = x− xyx.

نتیجه در

x = (x− xyx)z(x− xyx) + xyx = x [(١− yx)z(١− xy) + y]x

.x(fwe١)x = x که طوری به fwe١ ∈ fRe١ بنابراین .w = (١− yx)z(١− xy) + y ∈ R که

n = ٢ بردن کار به با .xtx = x که طوری به t ∈ e١Rf دارد وجود x ∈ fRe١ هر برای مشابه طور به

است. منظم نیومن فون R که مͬ�شود نتیجه f و e١ متعامد خودتوان�های برای

است. منظم نیومن فون نیز Matn(R) آنگاه باشد، منظم نیومن فون حلقه�ی R اگر .۴.٢.٢ گزاره

داریم: همواره برهان.

EijMatn(R)Ejj = REij
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وجود B ∈ REji آنگاه ،A ∈ REij اگر ،١ ≤ i, j ≤ n هر برای دهیم نشان کافیست ٣.٢.٢ لم به بنا

که y ∈ R دارد وجود پس است منظم نیومن فون R چون .A = xEij کنیم فرض .A = ABA که دارد

نتیجه در x = xyx

(xEij)(yEji)(xEij) = (xyEii)(xEij) = (xyxEij) = xEij .

معادلند: زیر گزاره�های صورت این در باشد. منظم نیومن فون R حلقه�ی کنیم فرض .۵.٢.٢ گزاره

است. راست(چپ) زوج ،R حلقه�ی .١

است. یافته تقلیل ،R حلقه�ی .٢

است. آبلͬ ،R حلقه�ی .٣

است. IFP ،R حلقه�ی .۴

است. IFP شبه- ،R حلقه�ی .۵

است. NI ،R حلقه�ی .۶

۵ و ۴،٢ گزاره�های ،١۵.١.٢ قضیه�ی به بنا لذا است اول نیم منظم، نیومن فون حلقه�ی هر چون برهان.

معادلند.

است. NI یافته، تقلیل حلقه�ی هر که است واضح (۶← ٢)

لذا است منظم نیومن فون R حلقه�ی چون .٠ ̸= a ∈ N(R) �کنیم فرض خلف) (برهان (٢← ۶)

a = aba = (aba) ba = (aba) b (aba) = ... نتیجه در .a = aba که طوری به دارد وجود b ∈ R

که دارد وجود n مانند مثبتͬ صحیح عدد نتیجه در .ab ∈ N(R) بنابراین است. R از ایده�آلͬ N(R) اما
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باطل فرضخلف پس دارد، aانتخاب با تناقض که ٠ ̸= a = aba = ... = (ab)n a = پس٠ (ab)n = ٠

است. یافته تقلیل ،R حلقه�ی و است

نتیجه در مͬ�گیریم نظر در را R از (١ − e)Re ایده�آل باشد. خودتوان e عنصر کنیم فرض (٣← ٢)

داریم: r ∈ R هر برای

((١− e) re)٢ = (re− ere)٢ = (re− ere) (re− ere) = rere− re٢re− erere+ ere٢re = ٠.

ایده�آل ͷی eR پس .(١− e)Re = ٠ نتیجه در .(١− e) re = ٠ پس است یافته تقلیل R حلقه�ی چون

که طوری به است R از چپ ایده�آل ͷی نیز eR (١− e) صورت این در است، R از چپ

ایده�آل هیچ پس است، اول نیم لذا است منظم نیومن فون ،R فرضحلقه�ی به بنا .(eR (١− e))٢ = ٠

.er = ere ،r ∈ R هر برای بنابراین .eR = eReپس eR (١− e) = ٠ نتیجه در ندارد. ناصفری پوچتوان

است. آبلͬ R مͬ�دهد نشان که است مرکزی عنصری e لذا er = re ،r ∈ R هر برای نتیجه در

که طوری به b ∈ R دارد وجود a ∈ R هر برای پس است، منظم نیومن فون R � حلقه�ی (٢← ٣)

عنصر هر لذا است آبلͬ R حلقه�ی چون است. خودتوان ab بنابراین ab = (aba)b = (ab)٢ لذا a = aba

داریم: حال .a٢ = ٠ که طوری به مͬ�گیریم نظر در a ∈ N(R) است. مرکزی آن خودتوان

a = aba = a(ab) = a٢b = ٠ · b = ٠

است. یافته تقلیل R حلقه�ی بنابراین .a = ٠ نتیجه در

e ∈ R که است چپ ایده�آلͬ eR راست ایده�آل پس باشد راست زوج R حلقه�ی کنیم فرض (٣← ١)

نتیجه: در مͬ�گیریم نظر در را (١− e)Re ایده�آل .Re ⊆ eRپس است، خودتوان

((١− e)Re)٢ = (Re− eRe)٢

= (Re− eRe) (Re− eRe)

= ReRe− eReRe−Re٢Re+ eRe٢Re = ٠.
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پس ندارد ناصفری پوچتوان ایده�آل هیچ لذا است. اول نیم منظم، نیومن فون حلقه�ی هر چون

ایده�آل حال .re = ere بنابراین ،(١− e) re = ٠ ،r ∈ R هر برای نتیجه در (١− e)Re = ٠.

صورت این در مͬ�گیریم. نظر در را eR (١− e)

(eR (١− e))٢ = (eR− eRe) (eR− eRe)

= eReR− eReRe− eRe٢R+ eRe٢Re = ٠.

پس ندارد ناصفری پوچتوان ایده�آل هیچ لذا است. اول نیم منظم، نیومن فون حلقه�ی هر چون

هر برای بنابراین .er = ere لذا ،er (١− e) = ٠ ،r ∈ R هر برای نتیجه در .eR (١− e) = ٠

است. آبلͬ R حلقه�ی مͬ�دهد نشان که است مرکزی عنصری eپس er = re ،r ∈ R

�شود. تولید e مرکزی خودتوان عنصر توسط R از eR مانند اصلͬ راست ایده�آل هر فرضکنیم (١← ٣)

داریم: er, es ∈ eR هر برای لذا است، چپ ایده�آلͬ eR مͬ�دهیم نشان

er + es = e(r + s) ∈ eR.

داریم: er ∈ eR و s ∈ R هر برای لذا است آبلͬ R حلقه�ی چون

s(er) = (se)r = (es)r = e(sr) ∈ eR.

باشد داشته وجود x ∈ R عنصر a ∈ R هر برای هرگاه مͬ�نامیم قوی۵ منظم را R حلقه�ی .۶.٢.٢ تعریف

.a = a٢x که

و آبلͬ R اگر تنها و اگر است قوی منظم R صورت این در باشد. حلقه� ͷی R کنیم فرض .٧.٢.٢ گزاره

باشد. منظم نیومن فون

۵Strongly regular
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دارد وجود y ∈ R عنصر x ∈ R هر برای پس باشد. منظم نیومن فون و آبلͬ R حلقه�ی کنیم فرض برهان.

بنابراین .(xy)r = r(xy) داریم: r ∈ R هر برای نتیجه در ،xy = (xy)٢ لذا .x = xyx که طوری به

است. قوی منظم R حلقه�ی نتیجه در ،x = (xy)x = x(xy) = x٢y

منظم R حلقه�ی چون .x٢ = ٠ و x ∈ R کنیم فرض باشد. قوی منظم R حلقه�ی کنیم فرض بعکس،

بنابراین .x = ٠ نتیجه در .x = x٢ · a = ٠ · a = ٠ که طوری به دارد وجود a ∈ R لذا است قوی

حلقه�ی حال باشد. R در اول ایده�آل ͷی P کنیم فرض است. اول نیم لذا و است یافته تقلیل R حلقه�ی

.xRy ̸= ٠ پس است اول حلقه�ی R چون آنگاه ،x ̸= ٠ ̸= y ∈ R اگر مͬ�گیریم. نظر در را R = R/P

دارد وجود xry ∈ R هر برای لذا است قوی منظم R چون .xry ̸= ٠ که طوری به دارد وجود r ∈ R لذا

بنابراین .yx ̸= ٠ لذا و ٠ ̸= (xry)٢ نتیجه در .٠ ̸= (xry) = (xry)٢ s که طوری به ٠ ̸= s ∈ R

دارد وجود t ∈ R/P مͬ�گیریم. نظر در را ٠ ̸= s ∈ R/P دلخواه عنصر است. دامنه ͷی R/P حلقه�ی

یا st − ١ = ٠ پس s ̸= ٠ و است دامنه R/P چون .s
(
st− ١

)
= ٠ نتیجه در .s٢t = s که طوری به

به دارد وجود y ∈ R عنصر .x ∈ R کنیم فرض حال است. تقسیم حلقه�ی ͷی R/P بنابراین .st = ١

y+P ∈ R/P عنصر x+P ∈ R/P برای پس است، قوی منظم R/P حلقه�ی چون .x٢y = x که طوری

حلقه�ی R/P طرفͬ از .x٢y = x نتیجه در ،(x+ P )٢ (y + P ) = (x+ P ) که طوری به دارد وجود

یا xyx = x پس .xy = ١ داریم: x٢y = x از لذا است پذیر وارون آن عنصر هر پس است، تقسیم

پس .xyx − x ∈ P لذا و (xyx) + P = x + P نتیجه در ،(x+ P ) (y + P ) (x+ P ) = x + P

مͬ�دهد نشان که xyx = x و N∗(R) = ٠ لذا است اول نیم R حلقه�ی چون .xyx− x ∈
∩
P = N∗(R)

آبلͬ R حلقه�ی قبل قضیه�ی به بنا پس است، یافته تقلیل R حلقه�ی چون است. منظم نیومن فون R حلقه�ی

است.

باشد. منظم نیومن فون و IFP شبه- اگر تنها و اگر است قوی منظم R حلقه�ی .٨.٢.٢ نتیجه
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مͬ�شود. نتیجه ۵.٢.٢ گزاره�ی و ٧.٢.٢ گزاره�ی از برهان.

.A ∼= A⊕B که باشد مدولͬ تنها B = ٠ هرگاه مͬ�نامیم متناهͬ دد-کیند را A مدول .٩.٢.٢ تعریف

xy = ١ ،x, y ∈ EndR(A) هر برای اگر تنها و اگر است متناهͬ دد-کیند AیRͷ-مدول .١٠.٢.٢ گزاره

.yx = ١ دهد نتیجه

y : A −→ B یͺریختͬ .C ̸= ٠ و A ∼= B که A = B ⊕ C آنگاه نباشد، متناهͬ دد-کیند A اگر برهان.

تحدید y−١ : B −→ A به را x .xC = ٠ که طوری به x ∈ EndR(A) کنیم فرض مͬ�گیریم. نظر در را

.yx ̸= ١ اما xy = ١ صورت این در مͬ�کنیم.

،yxy = y و است خودتوان yx چون .yx ̸= ١ اما xy = ١ و x, y ∈ EndR(A) کنیم فرض بعکس،

دد-کیند A مͬ�دهد نشان که (١− yx)A ̸= ٠ و yA ∼= A مͬ�کنیم مشاهده .A = yA⊕ (١− yx)A لذا

نیست. متناهͬ

.ba = ١ آنگاه ،ab = ١ و a, b ∈ R هرگاه مͬ�نامیم متناهͬ دد-کیند را R حلقه�ی .١١.٢.٢ تعریف

است. متناهͬ دد-کیند جابجایی، حلقه�ی هر مثال برای

متناهͬ دد-کیند مدول ͷی RR اگر تنها و اگر است متناهͬ دد-کیند R حلقه�ی ١٠.٢.٢ گزاره�ی به بنا

باشد.

نامتناهͬ مجموعه�ی ͷی شامل EndR(A) آنگاه نباشد، متناهͬ دد-کیند مدول ͷی A اگر .١٢.٢.٢ گزاره

برای و eijejn = ein ،i, j, n هر برای که است ( i, j = ١,٢,٣, ... (برای eij یͺه�ی ماتریس�های از

به دو که است {e١١, e٢٢, ...} از نامتناهͬ دنباله�ی ͷی شامل EndR(A) نتیجه در .eijekn = ٠ ،j ̸= n

ناصفراند. متعامد خودتوان�های دو
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xy = ١ ،i, j = ١,٢,٣, ... هر برای که طوری به باشند داشته وجود x, y ∈ EndR(A) فرضکنیم برهان.

مͬ�دهیم: قرار .yx ̸= ١ و

eij = yi−١xj−١ − yixj .

داریم: j ≤ k هرگاه

eijy
k = yi−١xj−١yk − yixjyk = yi−١xj−١yj−١yk−j+١ − yixjyjyk−j

= yi−١yk−j+١ − yiyk−j = ٠.

داریم: j ≤ k − ١ هرگاه بنابراین

eijekn = eijy
k−١xn−١ − eijykxn = ٠.

چون

eijy
k−١xn−١ = (yi−١xj−١ − yixj)yk−١xn−١ = yi−١xj−١yj−١yk−jxn−١ − yixjyjyk−j−١xn−١

= yk−j+i−١xn−١ − yk−j+i−١xn−١ = ٠.

از همچنین

eij(y
j−١xn−١) = (yi−١xj−١ − yixj)(yj−١xn−١) = yi−١xj−١yj−١xn−١ − yixxj−١yj−١xn−١

= yi−١xn−١ − yixn

و

eij(y
jxn) = (yi−١xj−١−yixj)(yjxn) = yi−١xj−١yj−١yxn−yixjyjxn = yixn−yixn = ٠

داشت: خواهیم

eijejn = eijy
j−١xn−١ − eijyjxn = yj−١xn−١ − yixn = ein.



منظم نیومن فون حلقه�های .٢.٢٢٩

چون

xkekn = xkyk−١xn−١ − xkykxn = xxk−١yk−١xn−١ − xn = xn − xn = ٠.

eijekn = yi−١xj−١ekn − آنگاه ،j ≥ k + ١ اگر بنابراین .xjekn = ٠ داریم: j ≥ k هر برای لذا

است. یͺه ماتریس eij ترتیب بدین .yixjekn = ٠

است. متناهͬ دد-کیند NI حلقه�ی هر .١٣.٢.٢ لم

نباشد، متناهͬ دد-کیند R حلقه�ی �کنیم فرض خلف) (برهان باشد. NI ،R حلقه�ی کنیم فرض برهان.

صورت به یͺه ماتریس�های از نامتناهͬ مجموعه�ی ͷی شامل R ،١٢.٢.٢ گزاره�ی به بنا صورت این در

است. {e١١, e١٢, ..., e٢١, e٢٢, ...}

.e١١ = e١٢e٢١ ∈ N(R) ،e١٢, e٢١ ∈ N(R) برای پس است، R حلقه�ی در ایده�آل ͷی N(R) چون

است. متناهͬ دد-کیند ،R حلقه�ی و باطل خلف فرض لذا نیست. پوچتوان عنصری e١١ اما

است. متناهͬ دد-کیند آبلͬ، حلقه�ی هر .١۴.٢.٢ لم

لذا است خودتوان عنصری ba پس .(ba)٢ = ba نتیجه در .ab = ١ و a, b ∈ R کنیم فرض برهان.

لذا است آبلͬ R حلقه�ی چون .ba = ba · ١ = ba(ab) بنابراین .(ba)r = r(ba) ،r ∈ R هر برای

دد-کیند R حلقه�ی مͬ�دهد نشان که .ba = ١ پس ba = ba(ab) = a(ba)b = (ab)(ab) = ١ · ١ = ١

است. متناهͬ

دد-کیند IFP شبه- حلقه�ی هر که گفت مͬ�توان آیا ۵.٢.٢ گزاره�ی و ١۴.٢.٢ و ١٣.٢.٢ لم�های از

است. منفͬ جواب زیر مثال به توجه با است؟ متناهͬ
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قرار .dimF (V ) = ℵ٠ و باشد F روی برداری فضای ͷی V و میدان ͷی F که کنیم فرض .١۵.٢.٢ مثال

مͬ�گیریم. نظر در S در را b ∈
∑∞

j=١E(j+١)j و a ∈
∑∞

i=١Ei(i+١) عناصر .S = HomF (V, V ) مͬ�دهیم

حلقه�ی صورت این در .R = UTMn(S) و n ≥ ٢ کنیم فرض حال .ba ̸= ١ اما ab = ١ صورت این در

است R در (bE)(aE) ̸= E و (aE)(bE) = E اما است IFP شبه- ،١ قسمت ٢٠.٢.٢ قضیه�ی به بنا R

نیست. متناهͬ دد-کیند R بنابراین است. R در همانͬ ماتریس E که

مͬ�کنیم: تعریف .n ≥ ٢ و باشد آبلͬ حلقه�ی ͷی S کنیم فرض .١۶.٢.٢ گزاره

Rn =




a a١٢ a١٣ . . . a١n
٠ a a٢٣ . . . a٢n
٠ ٠ a . . . a٣n
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ . . . a

 | a, aij ∈ S


همچنین و f٢ = f ∈ S که است


f ٠ ٠ . . . ٠
٠ f ٠ . . . ٠
٠ ٠ f . . . ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ . . . f

 فرم به Rn در خودتوان هر صورت این در

است. آبلͬ Rn

.n = ٢ کنیم فرض مͬ�کنیم. ثابت را حͺم n روی استقرا به برهان.

در .
(
c d
٠ c

)(
c d
٠ c

)
=

(
c d
٠ c

)
لذا باشد خودتوان ͷی

(
c d
٠ c

)
∈ R٢ کنیم فرض

cd+ cdc = cdپس است خودتوان c چون .c(cd)+ c(dc) = cd نتیجه در .cd+ dc = d و c٢ = c نتیجه

از حال است. مرکزی cپس است آبلͬ حلقه�ای S چون است. c, d ∈ S اما cdc = ٠ لذا

٠ = cdc = c(dc) = (dc)c = dc٢ = dc

و

٠ = cdc = (cd)c = c(cd) = c٢d = cd

که است
(
f ٠
٠ f

)
∈ R٢ فرم به R٢ در خودتوان هر بنابراین .d = ٠ داریم: cd+ dc = d از همچنین و

کنیم فرض باشد. برقرار (n− ١)× (n− ١) ماتریس�های برای حͺم کنیم فرض .f٢ = f ∈ S
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A =


a a١٢ a١٣ . . . a١n
٠ a a٢٣ . . . a٢n
٠ ٠ a . . . a٣n
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ . . . a


ماتریس دو کنیم فرض .aij = ٠ ،i, j هر برای مͬ�دهیم نشان باشد. Rn در خودتوانͬ

a a١٢ a١٣ . . . a١(n−١)
٠ a a٢٣ . . . a٢(n−١)
٠ ٠ a . . . a٣(n−١)
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ . . . a

 و


a a٢٣ a٢۴ . . . a٢n
٠ a a٣۴ . . . a٣n
٠ ٠ a . . . a۴n
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ . . . a


باشند. خودتوان Rn−١ در

A =



a ٠ ٠ . . . ٠ a١n
٠ a ٠ . . . ٠ ٠
٠ ٠ a . . . ٠ ٠
... ... ... . . . ... ...
٠ ٠ ٠ . . . a ٠
٠ ٠ ٠ . . . ٠ a


و a٢ = a فرضاستقرا به توجه با و هستند صفر آنها در aij بنابراین

اما aa١na = ٠ لذا aa١n + aa١na = aa١n پس است خودتوان a چون .aa١n + a١na = a١n که است

از حال است. مرکزی aپس است آبلͬ حلقه�ای S چون .a, a١n ∈ S

٠ = aa١na = (aa١n)a = a(aa١n) = a٢a١n = aa١n

و

٠ = aa١na = a(a١na) = (a١na)a = a١na٢ = a١na

.a١n = ٠ داریم: aa١n + a١na = a١n از همچنین و

چون همچنین .a٢ = a ∈ S که است


a ٠ ٠ . . . ٠
٠ a ٠ . . . ٠
٠ ٠ a . . . ٠
... ... ... . . . ...
٠ ٠ ٠ . . . a

 فرم به Rn در خودتوان هر بنابراین

است. آبلͬ نیز Rn حلقه�ی پس است آبلͬ S حلقه�ی



منظم نیومن فون حلقه�های و IFP-شبه حلقه�های .٢٣٢

b ∈ R و n مانند مثبتͬ صحیح عدد a ∈ R هر برای هرگاه مͬ�نامیم -منظم π را R حلقه�ی .١٧.٢.٢ تعریف

.an = anban که طوری به باشد داشته وجود

مͬ�شود استنباط طور این ۵.٢.٢ گزاره�ی از است. -منظم π منظم، نیومن فون حلقه�ی هر که است واضح

زیر مثال به بنا که صورتͬ در است. IFP شبه- آنگاه باشد، اول نیم و آبلͬ و -منظم π ،R حلقه�ی اگر که

نیست. طور این

مͬ�دهیم: قرار باشد. تقسیم حلقه�ی ͷی S کنیم فرض .١٨.٢.٢ مثال

Dn = {M ∈ UTM٢n(S) | باشد برابر M ماتریس اصلͬ قطر روی درایه�های }

Dn صورت این در مͬ�گیریم. نظر در A 7−→
(
A ٠
٠ A

)
ضابطه�ی با را σ : Dn −→ Dn+١ نگاشت

مجموعه�ی ( A = σ(A) ،A ∈ Dn برای (یعنͬ گرفت نظر در Dn+١ از زیرحلقه�ای عنوان به توان مͬ را

١۴.١.٢ لم به بنا .σij = σj−i که طوری به است (Dn, σij) مستقیم سیستم مستقیم، حد R =

∞∪
n=١

Dn

فرم به Dn در خودتوان هر که طوری به است آبلͬ Dn ١۶.٢.٢ گزاره�ی به بنا و است اول نیم R حلقه�ی

در دلخواه ماتریسͬ A کنیم فرض است. آبلͬ R بنابراین .f٢ = f ∈ S و است


f ٠ . . . ٠
٠ f . . . ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ . . . f


وارون A اگر و ٠ = An = AnBAn که دارد وجود B ∈ Dn عنصر آنگاه باشد، پوچتوان A اگر باشد. Dn

تقلیل R چون اما است -منظم π نیز R بنابراین است. -منظم π ،Dn لذا .A = AA−١A آنگاه باشد، پذیر

نیست IFP شبه- R حلقه�ی ١٧.١.٢ قضیه�ی به بنا نیست، یافته

UTMn(S)حلقه�های ،n ≥ ٢ هر برای صورت این در باشد. یͷحلقه S فرضکنیم .١ .١٩.٢.٢ گزاره

هستند. IFP شبه- LTMn(S) و

IFP Matn(S)شبه- حلقه�ی ،n ≥ ٢ هر برای صورت این در باشد. اول نیم حلقه�ای S کنیم فرض .٢

نیست.



منظم نیومن فون حلقه�های .٢.٢٣٣

S\I در عنصر هر که طوری به باشد I مانند ناصفر پوچتوان ایده�آل ͷی شامل S حلقه�ی کنیم فرض .٣

است. IFP شبه- Matn(S) ،n هر برای صورت این در است پذیر وارون

در .aij ̸= ٠ که ٠ ̸= A = (aij) ∈ R و R = UTMn(S) ،n ≥ ٢ برای کنیم فرض .١ برهان.

RAR در مشمول که است R از ناصفری پوچتوان ایده�آل RE١sAEtnR = SastSE١n صورت این

هستند. صفر آن درایه�های بقیه�ی و ͷی آن ام n ستون و ام t سطر که است ماتریسͬ Etn و است

است. IFP شبه- R بنابراین

است. IFP شبه- نیز LTMn(S) حلقه�ی ،n ≥ ٢ هر برای که مͬ�شود اثبات مشابه طور به

تقلیل R حلقه�ی لذا N(R) ̸= ٠ ،n ≥ ٢ برای چون مͬ�گیریم. نظر در را R = Matn(S) حلقه�ی .٢

قضیه�ی به بنا لذا است، اول نیم S روی n× n ماتریس�های حلقه�ی که این به توجه با و نیست یافته

نیست. IFP شبه- R حلقه�ی ١۶.١.٢

I چون آنگاه باشد، I در aij هر اگر .٠ ̸= A = (aij) ∈ N(R) و R = Matn(S) کنیم فرض .٣

اگر صورت این غیر در است. IFP شبه- ،R بنابراین است. پوچتوان نیز RARپس است پوچتوان

Aماتریس گرفتن نظر در با و است پذیر وارون S\I در عنصر هر چون آنگاه نباشد، I در ها aij از ͬͺی

E١٢, E٢١, E١١ ∈ R همچنین و نیستند پذیر وارون آن درایه�های بقیه�ی و a١١ ∈ S\I درایه�ی فقط که

داشت: خواهیم

E١١Aa
−١
١١E١١ =

(
١ ٠
٠ ٠

)(
a١١ a١٢
a٢١ a٢٢

)
a−١١١

(
١ ٠
٠ ٠

)
=

(
١ ٠
٠ ٠

)

و

E٢١Aa
−١
١١E١٢ =

(
٠ ٠
١ ٠

)(
a١١ a١٢
a٢١ a٢٢

)
a−١١١

(
٠ ١
٠ ٠

)
=

(
٠ ٠
٠ ١

)

نتیجه: در



منظم نیومن فون حلقه�های و IFP-شبه حلقه�های .٢٣۴

E١١Aa
−١
١١E١١ + E٢١Aa

−١
١١E١٢ =

(
١ ٠
٠ ١

)
∈ RAR

نشان که است RMatn(I)R مانند ناصفری پوچتوان ایده�����آل شامل RAR لذا .R = RAR بنابراین

است. IFP شبه- ،R مͬ�دهد

ایده�آل شامل Z۴ صورت این در ببریم. کار به را ،٣ قسمت ١٩.٢.٢ گزاره�ی ،١۶.١.٢ مثال در توانیم مͬ

بنابراین است. Z۴ در پذیر وارون عناصر زیرمجموعه�ی Z۴\٢Z۴ که طوری به است ٢Z۴ ناصفر پوچتوان

است. IFP شبه- ،٣ قسمت ١٩.٢.٢ گزاره�ی به بنا Matn(Z۴)



٣ فصل

٢�اولیه موضعا و ٢�اولیه حلقه�های

٣۵



اما است NI ٢-اولیه، موضعا حلقه هر و ٢-اولیه موضعا ٢-اولیه، حلقه هر مͬ�دهیم نشان فصل این در

ماتریس�های حلقه با مینیمال ناجابجایی ٢-اولیه موضعا حلقه هر یͺریختͬ نیست. برقرار گزاره�ها این عکس

٢-اولیه موضعا حلقه�های ویژگͬ چند همچنین مͬ�کنیم. بیان را ٢ مرتبه از گالوا میدان روی ٢×٢ مثلثͬ بالا

m و ضربی منوئیدهای بین روابط حلقه بودن ٢-اولیه فرض با آخر در مͬ�کنیم. بیان مثال چند به توجه با را

مͬ�کنیم. بررسͬ را -سیستم

٢�اولیه حلقه�های ١.٣

دهیم: مͬ قرار باشد. R حلقه�ی از اول ایده�آلͬ P کنیم فرض .١.١.٣ قرارداد

O(P ) = {a ∈ R | aRb = ٠ , ∃ b ∈ R\P}

Op = {a ∈ R | ab = ٠ , ∃ b ∈ R\P}

مͬ�دهیم: قرار همچنین

N(P ) = {a ∈ R | aRb ⊆ N∗(R) , ∃b ∈ R \ P}

Np = {a ∈ R | ab ∈ N∗(R) , ∃b ∈ R \ P}

و هستند Np و Op در مشمول ترتیب به R از ایده�آل�هایی N(P ) و O(P ) که است واضح

O(P ) = Op آنگاه: باشد یافته تقلیل R حلقه�ی اگر همچنین .N(P )
∪
O(P ) ⊆ P

r ∈ R عنصر a, b ∈ S هر برای هرگاه مͬ�گوییم -سیستم m را R حلقه�ی از S زیرمجموعه .٢.١.٣ تعریف

.arb ∈ S که طوری به باشد داشته وجود

: صورت این در باشد. R از اولͬ ایده�آل P و یافته تقلیل R حلقه کنیم فرض .٣.١.٣ قضیه

O(P ) =
∩
{Q ∈ Spec(R) | O(P ) ⊆ Q} =

∩
{Q ∈ Spec(R) | Q ⊆ P}

پس ،O(P ) ⊆ O(Q) ⊆ Q آنگاه ،Q ⊆ P اگر برهان.



٢-اولیه حلقه�های .١.٣٣٧

O(P ) ⊆
∩
{Q ∈ Spec(R) | O(P ) ⊆ Q} ⊆

∩
{Q ∈ Spec(R) | Q ⊆ P}

مجموعه�ی a /∈ Q که مͬ�یابیم چنان را P مشمول Q اول ایده�آل a /∈ O(P ) کنیم فرض بعکس،

فرض است. -سیستم m ͷی L = R\P همچنین ٠ /∈ S و است ضربی بسته S = {١, a, a٢, ...}

ها ti تمام و xi ∈ L که باشد at٠x١at١ ...xnatn فرم به R حلقه�ی ناصفر عناصر تمام مجموعه�ی T کنیم

.M = S
∪
T مͬ�دهیم: قرار .L ⊆ T که است واضح هستند. مثبت صحیح اعداد

.xay ∈M آنگاه ،x, y ∈M اگر مͬ�دهیم نشان

.xay ∈ S آنگاه ،x, y ∈ S اگر

.y = at٠x١at١ ...xnatn و x = as آنگاه .y ∈ T و ،x ∈ S اگر

مͬ�گیریم: نتیجه ،xi ∈ L که این از .xay ∈ T آنگاه ،xay ̸= ٠ اگر

mچون = ١+s+ t٠+ ...+ tn مͬ�دهیم: قرار .w = x١z١...xn−١zn−١xn ∈ L ،zi ∈ R برخͬ برای

که a ∈ Op = O(P ) نتیجه در .aw = ٠ لذا و (aw)m = ٠ آنگاه ،xay = ٠ اگر پس است یافته تقلیل R

است. تناقض ͷی

m ͷی M بنابراین .xay ∈ T و xay ̸= ٠ داد: نشان مͬ�توان استدلالͬ چنین با آنگاه ،x, y ∈ T اگر

.Q ⊆ P و a /∈ Q نتیجه در دارد. وجود M از مجزا Q اول ایده�آل پس .٠ /∈M که است -سیستم

صورت این در .N∗(R) = N(R) و باشد R حلقه�ی از اول ایده�آلͬ P کنیم فرض .۴.١.٣ نتیجه

N(P ) =
∩
{Q ∈ Spec(R)|N(P ) ⊆ Q} =

∩
{Q ∈ Spec(R)|Q ⊆ P}.

است. بدیهͬ برهان.

معادلند: زیر گزاره�های صورت این در باشد. R ٢-اولیه حلقه�ی از اول ایده�آلͬ P کنیم فرض .۵.١.٣ نتیجه

است. مینیمال اول ،P .١



٢-اولیه موضعا و ٢-اولیه حلقه�های .٣٣٨

.N(P ) = P .٢

است. پوچتوان ab که دارد وجود b ∈ R \ P آنگاه ،a ∈ P هرگاه .٣

مͬ�آید. دست به قبل نتیجه�ی از (٢↔ ١) برهان.

،ab بنابراین abab ∈ aRb ⊆ N∗(R) که دارد وجود b ∈ R \P آنگاه ،a ∈ P = N(P ) اگر (٣← ٢)

است. پوچتوان

چون و ab ∈ N∗(R) که طوری به دارد وجود b ∈ R \ P عنصر .a ∈ P کنیم فرض (٢ ← ٣)

.N(P ) = P و a ∈ N(P ) بنابراین .aRb ⊆ N∗(R) رو این از است، یافته تقلیل R/N∗(R)

هرگاه مͬ�نامیم {Ri : i ∈ I} ازحلقه�های خانواده�ای زیرمستقیم حاصلضرب را R حلقه� .۶.١.٣ تعریف

�باشد. داشته وجود φ : R −→
∏
Ri همومورفیسم .١

کانونͬ تصویر نگاشت ،πj :
∏
Ri −→ Rj که باشد پوشا πj ◦ φ : R −→ Rj ،i ∈ I هر برای .٢

است.

معادلند: R حلقه� روی زیر گزاره�های .٧.١.٣ لم

است. ٢-اولیه ،R .١

است. اول کاملا ،R مینیمال اول ایده�آل هر .٢

است. ٢-اولیه ،R از باشد) همانͬ بدون است (ممͺن زیرحلقه هر .٣

است. ٢-اولیه ،R از باشد) همانͬ بدون است (ممͺن سره زیرحلقه هر و N(R) = N∗(R) .۴

است. ٢-اولیه ،R از همانͬ) بدون ای حلقه زیر (بعنوان سره ایده�آل هر و N(R) = N∗(R) .۵

هاست. دامنه از زیرمستقیمͬ حاصلضرب ،R/N∗(R) .۶



٢-اولیه حلقه�های .١.٣٣٩

است. �یافته تقلیل ،R/N∗(R) .٧

است. بدیهͬ (١← ٢) برهان.

عنصر قبل نتیجه�ی بنابر .ab ∈ P و باشد R حلقه�ی از مینیمال اول ایده�آل ͷی P کنیم فرض (٢← ١)

چون و bzc /∈ P که دارد وجود z ∈ R آنگاه ،b /∈ P اگر .abc ∈ N∗(R) که دارد وجود c ∈ R\P

.a ∈ N(P ) = P بنابراین aRbzc ⊆ N∗(R) رو این از است، یافته تقلیل R/N∗(R)

خلف) (برهان .N(R) = N∗(R) و باشد ٢-اولیه ،R حلقه از سره ایده�آل هر که کنیم فرض (١← ۵)

دنباله�ی لذا نیست قوی پوچتوان aصورت این در .a /∈ N∗(R) که باشد داشته وجود a ∈ N(R) فرضکنیم

ناایستای

a٠ = a , a١ = a٠r٠a٠ , a٢ = a١r١a١ , ... , ai+١ = airiai , ... ,

توسط شده تولید ایده�آلͬ I کنیم فرض هستند. R در r٠, r١, r٢, ..., ri, ... که دارد وجود

a٠ , a١ , r٠a٠r١a٠r٠ , r٢a٢r٣a٢r٢ , ... , r٢ja٢jr٢j+١a٢jr٢j , ...

روابط از باشد.

a٢ = a١r١a١ = a٠(r٠a٠r١a٠r٠)a٠,

a۴ = a٣r٣a٣ = a٢(r٢a٢r٣a٢r٢)a٢,

...

a٢j = a٢j−١r٢j−١a٢j−١ = a٢j−٢(r٢j−٢a٢j−٢r٢j−١a٢j−٢r٢j−٢)a٢j−٢,

...

هستند. I در مشمول a٠, a١, a٢, a۴, ..., a٢j , ... عناصر که مͬ�گیریم نتیجه

.I ⊆ N(R) داریم: N(R) = N∗(R) شرط به توجه با



٢-اولیه موضعا و ٢-اولیه حلقه�های .٣۴٠

دنباله�ی است. ٢-اولیه ،I لذا است ٢-اولیه ،R حلقه از سره ایده�آل هر اینکه به توجه با

b٠ = a , b١ = b٠(r٠a٠r١a٠r٠)b٠ = a٢ , b٢ = b١(r٢a٢r٣a٢r٢)b١ = a۴ , ... ,

bj+١ = bj(r٢ja٢jr٢j+١a٢jr٢j)bj = a٢(j+١) , ...

است. تناقض ͷی که نیست ٢-اولیه I لذا است ناایستا I در فوق دنباله�ی چون نظرمͬ�گیریم. در را

.N∗(R) = N(R) بنابرین

است. واضح (٧← ١)

.N(S) ⊆ N∗(S) �دهیم نشان کافیست باشد. R زیرحلقه�ی S کنیم فرض (٣← ١)

و نیست نیز R در قوی پوچتوان a لذا نیست. S در قوی پوچتوان� a پس a /∈ N∗(S) که کنیم فرض

.N(S) ⊆ N∗(S) در�نتیجه .a /∈ N(S) بنابراین ،a /∈ N(R) لذا .a /∈ N∗(R) = N(R)

برقراراست. رابطه ١٢.١.٣ قضیه بنابه (۴← ٣)

با φ : R −→
∏
R/Pi نگاشت باشد. اول کاملا ،R در مینیمال اول ایده�آل هر کنیم فرض (۶ ← ٢)

نگاشت پس است، مینیمال اول ایده�آل ͷی Pi ،i هر برای که مͬ�گیریم نظر در را r 7−→ {r + Pi}i∈I ضابطه

است ͷبه�ی�ͷی همومورفیسم ͷی r+N∗(R) 7−→ {r + Pi}i∈I ضابطه�ی با φ : R/N∗(R) −→
∏
R/Pi

،i ∈ I هر برای که طوری به است. کانونͬ تصویر نگاشت πi :
∏
R/Pi −→ R/Pi ،i ∈ I هر برای که

است. پوشا r +N∗(R) 7−→ r + Pi باضابطه�ی πi ◦ φ : R/N∗(R) −→ R/Pi نگاشت

r 7−→ {r + Pi}i∈I ضابطه�ی با همومورفیسم ͷی φ : R −→
∏
R/Pi نگاشت کنیم فرض (٧← ۶)

و است دامنه ͷی R/Pi و R در مینیمال اول ایده�آل� ͷی Pi ،i ∈ I هر برای که طوری به باشد

حاصلضرب طرفͬ از .R/N∗(R) ∼= Imφ یͺریختͬ اول قضیه به بنا .kerφ =
∩
Pi = N∗(R)

است. یافته تقلیل� حلقه�ای R/N∗(R) بنابراین است. یافته تقلیل� حلقه�ای دامنه، تعداد هر مستقیم

معادلند: زیر گزاره�های .٨.١.٣ لم



٢-اولیه حلقه�های .١.٣۴١

است. ٢-اولیه ،R حلقه .١

.N∗(R) = β٢(R) .٢

است. اول کاملا ،R از مینیمال اول ایده�آل هر .٣

است. برقرار ٧.١.٣ لم به بنا برهان.

روی n×n مثلثͬ بالا ماتریس�های حلقه�ی صورت این در باشد. ٢-اولیه ،R حلقه�ی کنیم فرض .٩.١.٣ لم

است. ٢-اولیه نیز R حلقه�ی

ایده�آل�های از برخͬ مͬ�دهیم. نمایش T با را R حلقه�ی روی n× n مثلثͬ بالا ماتریس�های حلقه�ی برهان.

فرم به را T حلقه�ی اول

(Akp) =




a١١ a١٢ . . . a١n
٠ a٢٢ . . . a٢n
... ... . . . ...
٠ ٠ . . . ann


n×n

| ∃k, akk ∈ P ∈ Spec(R), ∀k, p , akp ∈ R


Bij = R ،i ̸= j برای که است (Bij) فرم به N∗(T ) که مͬ�بینیم ایده�آل�ها این فرم از مͬ�گیریم. نظر در

بنابراین N∗(R) = β٢(R) ،٨.١.٣ لم به بنا لذا است ٢-اولیه ،R چون .Bii = N∗(R) آنگاه ،i = j برای و

است. ٢-اولیه ،T حلقه و N∗(T ) = β٢(T )

حلقه�ی از زیرحلقه هر ،٧.١.٣ لم به بنا است. ٢-اولیه موضعا ٢-اولیه، حلقه� هر که است واضح

نیست. برقرار زیر مثال به بنا گزاره این عکس اما است ٢-اولیه ٢-اولیه،

حلقه�ی روی ٢n×٢n مثلثͬ بالا ماتریس�های حلقه�ی باشد. ٢-اولیه حلقه�ای ،T کنیم فرض .١٠.١.٣ مثال

است. مثبت صحیح عدد ͷی n که مͬ�دهیم نمایش Rn با را T
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به مͬ�توان را Rn مͬ�کنیم. تعریف A 7−→
(
A ٠
٠ A

)
ضابطه�ی با را σ : Rn −→ Rn+١ نگاشت

مستقیم حد R کنیم فرض ( A = σ(A) ،A ∈ Rn برای (یعنͬ گرفت نظر در Rn+١ از زیر�حلقه�ای عنوان

نیست. ٢-اولیه اما است ٢-اولیه موضعا Rصورت این در ،σij = σj−i که باشد (Rn, σij) مستقیم سیستم

،m ≥ ١ برخͬ برای که مͬ�گیریم نظر در را R از S متناهͬ حلقه زیر .R =

∞∪
n=١

Rn مͬ�دهیم قرار برهان.

،S توسط شده تولید حلقه زیر ٧.١.٣ لم به بنا است. ٢-اولیه ،Rm ،٩.١.٣ لم به بنا است. S ⊆ Rm

نیست. ٢-اولیه ،R ،١۴.١.٢ لم به بنا اما است ٢-اولیه موضعا R نتیجه در است. ٢-اولیه

واضح بسازیم. را نیست ٢-اولیه که ٢-اولیه موضعا حلقه ͷی توانیم مͬ فوق مثال ͷکم به همواره،

وجود اولͬ نیم و ٢-اولیه موضعا حلقه�های اما است. یافته تقلیل ٢-اولیه، و اول نیم حلقه�ی هر که است

نیستند. یافته تقلیل که دارند

باشد، یافته تقلیل T اگر باشند. ١٠.١.٣ مثال حلقه�های همان R و T حلقه��های کنیم فرض .١١.١.٣ نتیجه

نیست. ٢-اولیه اما است ٢-اولیه موضعا و اول نیم R آنگاه

٢-اولیه اما است ٢-اولیه موضعا R فوق مثال به بنا پس است. ٢-اولیه یافته، تقلیل حلقه�ی هر چون برهان.

است. اول نیم R حلقه�ی ١۴.١.٢ لم به بنا و نیست

است. NI ٢-اولیه، موضعا حلقه�ی� هر .١٢.١.٣ قضیه

مͬ�گیریم. نظر در را a, b ∈ N(R) و r, s ∈ R عناصر باشد. ٢-اولیه موضعا حلقه�ای R کنیم فرض برهان.

،S لذا است ٢-اولیه موضعا ،R چون مͬ�نامیم. S را مͬ�شود تولید a, b, r, s توسط که R از زیرحلقه�ای

NI حلقه�ای ،R نتیجه در .a − b, ras ∈ N(R) همچنین a؛ − b, ras ∈ N(S) بنابراین است. ٢-اولیه

است.



٢-اولیه حلقه�های .١.٣۴٣

چندجمله�ای�های حلقه�ی R = A [x;σ] و A حلقه�ی روی خودریختͬ ͷی σ کنیم فرض .١٣.١.٣ تعریف

طور به ضرب و جمع هستند. A از ضرایبی با چندجمله�ای�هایی حلقه این (عناصر باشد. A روی اریب

( xa = σ(a)x ،a ∈ A هر برای که طوری به مͬ�شوند تعریف طبیعͬ

داشته وجود n مانند مثبتͬ صحیح عدد ،m ∈ N هر برای هرگاه مͬ�نامیم -پوچتوان σ را r ∈ R عنصر

که طوری به باشد

rσm(r)σ٢m(r)...σm(n−١)(r) = ٠.

طبیعͬ اعداد تمام مشترک مضرب کوچͺترین هرگاه مͬ�نامیم متناهͬ اندیس از -پوچتوان σ را r ∈ R عنصر

باشد. داشته وجود مͬ�کنند صدق فوق شرط در که m

است. A از خودریختͬ ͷی σ و جابجایی حلقه ͷی A کنیم فرض ( ٣-١ قضیه�ی [٢٣] ) .١۴.١.٣ قضیه

راست ایده�آل ͷی sxR آنگاه ،x ∈ R و باشد متناهͬ اندیس از ناصفر پوچتوان −σ عنصر ͷی r ∈ R اگر

است. R از پوچتوان موضعا

نیست. برقرار زیر مثال به بنا ١٢.١.٣ قضیه عکس

متغیرهای {ti | i ∈ Z} کنیم فرض باشد. صحیح اعداد حلقه Z و میدان ͷی k فرض�کنیم .١۵.١.٣ مثال

مͬ�دهیم: قرار باشد. k روی جابجایی

A = k

[
{ti}i∈Z

]
I

−k ،σ و اریب چندجمله�ای�های حلقه ،R = A[x;σ] ،I = {tn١tn٢tn٣ | n٣ − n٢ = n٢ − n١ > ٠} که

.σ(ti) = ti+١ ، i ∈ Z هر برای که است A از خودریختͬ

است. NI ،R حلقه�ی که مͬ�دهیم نشان ابتدا

باشد داشته وجود n ≥ ٣ کنیم فرض باشد. متناهͬ اندیس از -پوچتوان σ ،s ∈ A عنصر کنیم فرض

m ∈ N هر برای که طوری به

sσm(s)σ٢m(s)...σ(n−١)m(s) = ٠.
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موضعا sxR اصلͬ راست ایده��آل ١۴.١.٣ قضیه بنا�به پس است خودریختͬ ͷی σ و جابجایی A چون

لذا tiσ(ti)σ٢(ti) = titi+١ti+٢ = پس٠ ti+٢ − ti+١ = ti+١ − ti چون i ∈ Z هر برای است. پوچتوان

مͬ�گیریم. نظر در m =
∑
i∈Z

tiA ⊂ A ایده�آل است. متناهͬ اندیس از پوچتوان ti عنصر

ψ و f =

n∑
i=١

aiti که مͬ�گیریم نظر در (f + I) +m 7−→ ai ضابطه�ی با را ψ : A/m −→ k نگاشت

است. یͺریختͬ ͷی

.B = mx.R =
∑

i∈Z tixR مͬ�دهیم قرار

است. ͬͺلویتس رادیͺال در مشمول بنابراین است. پوچتوان موضعا B ⊂ R وضوح به

یͺریختͬ از اگر

R/B ∼= A⊕ kx⊕ kx٢ ⊕ kx٣ ⊕ ... (١.٣)

صورت به را (١.٣) رابطه�ی راست سمت در ضرب مͬ�توان آنگاه کنیم، استفاده

(
s, c١x, c٢x

٢, ...
)(

s
′
, d١x, d٢x

٢, ...
)

=
(
ss

′
,
[
ψ(s)d١ + c١ψ(s

′
)
]
x,

[
ψ(s)d٢ + c١d١ + c٢ψ(s

′
)
]
x٢, ...

)
(٢.٣)

گرفت. نظر در ci, di ∈ K و s, s′ ∈ A هر برای

صورت به ضرب (١.٣) رابطه�ی چپ سمت در

(
s٠ + s١x+ s٢x

٢ + ...+B
)(

s
′
٠ + s

′

١x+ s
′

٢x
٢ + ...+B

)
= s٠s

′
٠ +

[
s٠s

′

١ + s١σ(s
′

١)
]
x+

[
s٠s

′

٢ + s١σ(s
′

١) + s٢σ
٢(s

′
٠)
]
x٢ + ...+B (٣.٣)

.si, s
′
i ∈ A که است

صورت به s٠s
′

١ ∈ A جمله�ی

s٠s
′

١ = a٠ + a١t١ + a٢t٢ + ...+ I. (۴.٣)
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ψ(s)d١ جمله از s٠s
′

١ بجای مͬ�توان (۴.٣) رابطه در بنابراین هستند. k عضو آن ثابت جملات که است

نمود. استفاده است k از عضوی نیز این که

رابطه�ی از است. یافته تقلیل نیز A که داد نشان مͬ�توان همچنین است، یافته تقلیل k که است واضح

است. یافته تقلیل R/B که مͬ�شود نتیجه (٢.٣) و (١.٣)

لذا است B ایده�آل در مشمول R حلقه�ی پوچتوان عنصر هر بنابراین

N∗(R) = (٠) $ B = L− rad(R) = N∗(R) = N(R)

نیست. ٢-اولیه موضعا R مͬ�دهیم نشان حال نیست. ٢-اولیه و است NI ،R حلقه�ی بنابراین

چون مͬ�گیریم. نظر در را مͬ�شود تولید t١t٢x و x توسط که R از S زیرحلقه

(t١t٢x) (t١t٢x) = t١t٢t٢t٣x
٢ = t١t٢t٣t٢x

٢ = ٠

داریم: را زیر محاسبات σ تعریف به بنا .t١t٢x ∈ N(S) بنابراین

f١ = (t١t٢x)x
١+١ (t١t٢x) = t١t٢t۴t۵x

۴ (a١ = ۴)

f٢ =
(
t١t٢t۴t۵x

۴
)
x۴+١

(
t١t٢t۴t۵x

۴
)

= t١t٢t۴t۵t١٠t١١t١٣t١۴x
١٣ (a٢ = ١٣)

f٣ = (t١t٢t۴t۵t١٠t١١t١٣t١۴x
١٣)x١+١٣(t١t٢t۴t۵t١٠t١١t١٣t١۴x

١٣)

= t١t٢t۴t۵t١٠t١١t١٣t١۴t٢٨t٢٩t٣١t٣٢t٣٧t٣٨t۴٠t۴١x
۴٠ (a٣ = ۴٠)

. . . . . .

fn =
(
t١t٢...tan−١tan−١+١x

an−١
)
xan−١+١ (t١t٢...tan−١tan−١+١x

an−١
)

= (t١t٢...tantan+١x
an)

fn+١ = (t١t٢...tantan+١x
an)xan+١ (t١t٢...tantan+١x

an)

= t١t٢...tan+١tan+١+١x
an+١ ,
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.an+١ = ٣an + ١ ،n = ٠,١,٢, ... برای و a٠ = ١ که

tjtj+١tj+٣tj+۴ فرم به دسته هر هاستو ti از چهارتایی دسته ،٢k−حاصلضرب١ fk چندجمله�ای ضریبهر

است ti١ti٢ti٣ شامل آن ضرایب آنگاه باشد، صفر f٢ اگر است. ناصفر f١ لذا است) ناصفر است.(بنابراین

.i٣ − i٢ = i٢ − i١ شرط با

داریم: حالت دو بنابراین

.ti١ , ti٢ ∈ {t١, t٢, t۴, t۵} , ti٣ ∈ {t١٠, t١١, t١٣, t١۴} .١

.ti١ ∈ {t١, t٢, t۴, t۵} , ti٢ , ti٣ ∈ {t١٠, t١١, t١٣, t١۴} .٢

i٢ − i١ ≤ ۴, i٣ − i٢ ≥ ۵ که: مͬ�گیریم نتیجه ١ حالت از

است. ناصفر f٢ لذا i٢ − i١ ≥ ۵, i٣ − i٢ ≤ ۴ که: مͬ�گیریم نتیجه ٢ حالت از و

هاست. ti چهارتایی دسته ،٢k−١ حاصلضرب بصورت fk ضریب که چون

،ti١ ...timxak (im = ak + ١) برای نمونه عنوان به

fk+١ = (ti١ ...timx
ak)xak+١ (ti١ ...timx

ak) = (ti١ ...tim) (tj١ ...tjm)x
ak+١

.jm = ak+١ + ١ و j١ = ٢im که

.γ − β = β − α که است tαtβtγ شامل آن ضریب آنگاه باشد، صفر fk+١ اگر

داریم: حالت دو بنابراین

.tα, tβ ∈ {ti١ ...tim} , tγ ∈ {tj١ ...tjm} .١

.tα ∈ {ti١ ...tim} , tβtγ ∈ {tj١ ...tjm} .٢

β − α ≤ im − ١ , γ − β ≥ im که: مͬ�گیریم نتیجه ١ حالت از

است. ناصفر fk+١ لذا β − α ≥ im , γ − β ≤ im − ١ که: مͬ�گیریم نتیجه ٢ حالت از و

.fk+١ ∈ fkSfk و است ناصفر آن جمله هر (fk)
∞
k=٠ دنباله�ی نتیجه در
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نیست. ٢-اولیه ،S مͬ�دهد نشان که t١t٢x /∈ N∗(S) لذا نیست؛ قوی پوچتوان S در t١t٢x بنابراین

نیست. ٢-اولیه موضعا ،R نتیجه در

،R حلقه�ی صورت این در باشد. متناهͬ پوچتوانͬ اندیس از R حلقه�ی کنیم فرض .١ .١۶.١.٣ گزاره

باشد. ٢-اولیه ،R حلقه�ی اگر تنها و اگر باشد ٢-اولیه موضعا ،R حلقه�ی اگر تنها و اگر است NI

این در باشد. ٢-اولیه ،R حلقه�ی از ( همانͬ بدون زیرحلقه�ای بعنوان ) سره ایده�آل هر کنیم فرض .٢

باشد. ٢-اولیه ،R اگر تنها و اگر باشد ٢-اولیه موضعا R اگر تنها و اگر است NI ،R صورت

و باشد NI ،R حلقه�ی کنیم فرض است. ٢-اولیه ،NI حلقه�ی هر دهیم نشان کافیست .١ برهان.

حلقه�ای R/N(R) چون .ak = ٠ که هست k مانند مثبتͬ صحیح عدد لذا .a ∈ N∗(R) = N(R)

است متناهͬ پوچتوانͬ اندیس از R اینکه به توجه با .aR ⊆ N(R) = N∗(R)پس است یافته تقلیل

باشد. اول ایده�آل ͷی P کنیم فرض است. ناصفر پوچتوان ایده�آل ͷی شامل aR یا aR = ٠ بنابراین

آنگاه ،aR = ٠ اگر

aR = ٠ ∈ P ⇒ aR ⊆ P

⇒ aR ⊆
∩
P = N∗(R)⇒ a ∈ N∗(R).

آنگاه باشد، ناصفر پوچتوان ایده�آل ͷی شامل aR ⊆ P اگر

(
(aR)xn−١ (aR)

)٢
= ٠ ∈ P.

لذا است اول ایده�آلͬ P چون

(aR)xn−١ (aR) ⊆ P ⇒ aR ⊆ P یا xn−١ (aR) ⊆ P

.a ∈ N∗(R) و aR ⊆ N∗(R) آنگاه ،aR ⊆ P اگر
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قرار را (aR)n−١ ،xn−١ جای به کافیست است. دلخواه x ∈ aR چون آنگاه ،xn−١ (aR) ⊆ P اگر

صورت این در که دهیم

(aR)n−١ (aR) = (aR)n ⊆ P.

پس است دلخواهͬ اول ایده�آل P چون

(aR) ⊆ P ⇒ aR ⊆
∩
P = N∗(R) ⇒ a ∈ N∗(R).

،R حلقه�ی و N(R) = N∗(R) نتیجه در .N(R) ⊆ N∗(R) و است a ∈ N∗(R) حالت دو هر در

است. ٢-اولیه

در همچنین باشد، NI ،R حلقه�ی کنیم فرض است. ٢-اولیه ،NI حلقه�ی هر دهیم نشان کافیست .٢

حلقه ،٧.١.٣ لم به بنا لذا است ٢-اولیه ( همانͬ بدون حلقه�ای زیر عنوان به ) سره ایده�آل هر R حلقه

است. ٢-اولیه ،R

،n < ٣ اگر است. اول عدد ͷی p که باشد pn مرتبه�ی با متناهͬ حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .١٧.١.٣ گزاره

است. جابجایی R آنگاه

داریم: را زیر حالت دو پس n = ٢ کنیم فرض است. بدیهͬ n = ١ برای برهان.

،R بنابراین است دوری R جمعͬ گروه صورت این در باشد. p٢ ،R مشخصه�ی کنیم اول،فرض حالت

است. جابجایی

تولید عنصر دو توسط R جمعͬ گروه صورت این در باشد. p ،R مشخصه�ی کنیم فرض دوم، حالت

دو هر H و (e) که R = (e)⊕H لذا مͬ�کنیم انتخاب جمعͬ گروه مولدهای از ͬͺی عنوان به را e مͬ�شود.

است. جابجایی نیز R حلقه�ی بنابراین هستند. جابجایی دو هر پس هستند. p مرتبه�ی از
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مͺعب از فارغ m اگر باشد. e خنثͬ عنصر با m مرتبه از متناهͬ حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .١٨.١.٣ لم

است. جابجایی حلقه ͷی R آنگاه باشد،

Ri ایده�آل هر که R = R١⊕R٢⊕ ...⊕Rk مͬ�دانیم [١٨] به بنا .m = pn١١ p
n٢
٢ ...p

nk
k کنیم فرض برهان.

از است. جابجایی ها Ri از ͷی هر ١٧.١.٣ گزاره به بنا پس دارد، خنثͬ عنصر ͷی و است pni
i مرتبه�ی از

است. جابجایی حلقه�ی ͷی R که مͬ�شود نتیجه ایده�آل�ها مجموع

است. اول عدد ͷی p آن در که است q = pr مرتبه�ی از گالوا میدان بیانگر F = GF (q) .١٩.١.٣ تعریف

اگر است. p پیمانه�ی به صحیح اعداد با یͺریخت که است F از زیرمیدانͬ F٠ = {٠,١, ..., p− ١}{
١, a, a٢, ..., ar−١

}
آنگاه باشد، F در f(x) از ریشه ͷی a و باشد F٠ روی r درجه از ناپذیر تحویل f(x)

مͬ�دهد. تشͺیل F٠ روی F میدان برای پایه�ای

جمعͬ: گروه .١

x+ ...+ x = (١+ ...+ ١)x = ٠x = ٠ است. مقدماتͬ آبلͬ -گروه pͷی GF (q) جمعͬ گروه

p مرتبه از دوری گروه r مستقیم مجموع GF (q) بنابراین دارد. وجود مجموع این در جمله p که

است.

ضربی: گروه .٢

که طوری به دارد وجود g مانند ریشه�ای است. q−١ مرتبه�ی از و دوری GF (q)−{٠} ضربی گروه

داریم: بنابراین ٠ ≤ i ≤ q − ٢ که نوشت gi بفرد منحصر صورت به مͬ�توان را F ناصفر عنصر هر

gq−١ = g٠ = ١

که باشد p٣ ،R مرتبه�ی اگر باشد. خنثͬ عنصر با متناهͬ ناجابجایی حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .٢٠.١.٣ لم

است. یͺریخت GF (p) میدان روی ٢×٢ مثلثͬ بالا ماتریس�های حلقه�ی با R آنگاه است، اول عدد ͷی p
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p٣ یا p٢ یا p یا ١ باید R مشخصه�ی بنابراین باشد. R در ضرب عمل خنثͬ عنصر e کنیم فرض برهان.

لذا است یͺریخت Zp٣ با که است p٣ مرتبه�ی از دوری گروهͬ R باشد،آنگاه p٣ ،R مشخصه�ی اگر باشد.

فرض است. p٢ یا p ،R مشخصه�ی بنابراین است. تناقض در قضیه فرض با و است جابجایی R حلقه�ی

مولد دو از ͬͺی e که دارد (p٢, p) ساختار R جمعͬ گروه صورت این در باشد. p٢ ،R مشخصه�ی کنیم

جابجایی دو هر پس هستند. p و p٢ مرتبه�ی از بترتیب H و (e) که R = (e)⊕H لذا است، جمعͬ گروه

گروه و p باید R مشخصه�ی نتیجه در است. تناقض ͷی و است جابجایی نیز R حلقه�ی بنابراین هستند،

رادیͺال ͷی R که کنیم توجه است. بعدی ٣ -جبر GF (p) ͷی R لذا و دارد (p, p, p) ساختار آن جمعͬ

R حلقه�ی ،[١٨] ودربرن-آرتین قضیه�ی به بنا آنگاه ،J = (٠) اگر چون دارد. p مرتبه�ی از J مانند ناصفری

pn مرتبه�ی از n× n ماتریسͬ حلقه�های تنها و است یͺریخت n× n ماتریسͬ حلقه�های مستقیم مجموع با

است. فرض با متناقض که باشد جابجایی باید R بنابراین هستند. متناهͬ میدان�های n ≤ ٣ که

جابجایی J پس است، پوچتوان ٢-بعدی -جبر GF (p) ͷی J چون آنگاه باشد، p٢ مرتبه�ی از J اگر

چون .k ∈ GF (p) که است ke+ J دسته هم به متعلق R عنصر هر بنابراین .R/J ∼= GF (p) لذا و است

است. تناقض ͷی که است جابجایی R نتیجه در مͬ�شوند جابجا هم با J عناصر و است مرکزی R در e

داریم: است، p ،J مرتبه�ی بنابراین

J = {ku | k ∈ GF (p)}

عنصر ͷی و است p٢ مرتبه�ی از R/J چون مͬ�کنیم. بررسͬ را R/J حال ،J٢ = (٠) که مͬ�کنیم مشاهده

است. p مرتبه�ی از میدان دو مستقیم حاصلجمع یا است p٢ مرتبه�ی از میدانͬ یا R/J پس دارد، خنثͬ

است. R در ماکزیمال ایده�آل ͷی J صورت این در باشد. p٢ مرتبه�ی از میدانͬ R/J کنیم فرض

غیریͺه به را غیریͺه عنصر هر و یͺه عنصر ͷی به را یͺه عنصر هر θ : R −→ R/J طبیعͬ همومورفیسم

برای حال است. یͺه R/J در نیز θ(g) لذا باشد R در یͺه عنصر ͷی g کنیم فرض مͬ�کند. تصویر

است، p ،GF (p) متناهͬ میدان مرتبه�ی .gu = ku که ٠ ̸= k ∈ GF (p) دارد وجود ٠ ̸= u ∈ J
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،GF (p) در لذا مͬ�دهند گروه ͷی تشͺیل ضرب عمل با متناهͬ میدان هر ناصفر عناصر مͬ�دانیم همچنین

تناقض که [θ(g)]p−١ = θ(e) اما gp−١ − e ∈ J پس است، ماکزیمال J چون .gp−١u = u و kp−١ = ١

به مͬ�گیریم نظر در را f ∈ R خودتوان عنصر .R/J ∼= GF (p) ⊕ GF (p) بنابراین دارد. g انتخاب با

و dimfR = ٢ لذا است، ٣ برابر GF (p) روی R بعد که مͬ�دانیم .R = fR + (e − f)R که طوری

.dim(e− f)R = ٢ و dimfR = ١ یا dim(e− f)R = ١

صورت: این در dimfR = ٢ کنیم فرض

(e− f)R = {k(e− f) | k ∈ GF (p)}

مͬ�شود نتیجه است ناجابجایی R حلقه�ی اینکه از .J ⊂ fR لذا نیست پوچتوان dim(e− f)R = ١ چون

،f٢ = f داریم: u ∈ J هر برای و r ∈ R هر برای بنابراین .fu = u و uf = ٠ ،u ∈ J هر برای که

و f →
(
١ ٠
٠ ٠

)
و e →

(
١ ٠
٠ ١

)
تناظرات اگر حال .er = re = r و u٢ = ٠ ،uf = ٠

از درایه�هایی با ٢×٢ مثلثͬ بالا ماتریس�های حلقه�ی و R بین یͺریختͬ آنگاه بسازیم، را u→
(
٠ ١
٠ ٠

)
مͬ�کنیم. مشاهده را GF (p)

ماتریس�های حلقه�ی با R آنگاه باشد، مینیمال ناجابجایی ٢-اولیه موضعا حلقه ͷی R اگر .٢١.١.٣ قضیه

است. یͺریخت GF (٢) روی ٢× ٢ مثلثͬ بالا

به بنا آنگاه باشد، مͺعب از فارغ m اگر باشد. m مرتبه از متناهͬ ناجابجایی حلقه R کنیم فرض برهان.

اما باشد مͺعب ͷی شامل باید آن مرتبه�ی تجزیه�ی بنابراین است. جابجایی حلقه�ی ͷی R ،١٨.١.٣ لم

بالا ماتریس�های حلقه�ی با R ،٢٠.١.٣ گزاره�ی به بنا آنگاه است، اول عددی p که باشد p٣ ،R مرتبه�ی اگر

با R آنگاه باشد، مینیمال ناجابجایی حلقه�ی ͷی R اگر بنابراین است. یͺریخت GF (p) روی ٢×٢ مثلثͬ

(موضعا) ٩.١.٣ لم به بنا حلقه این اما است یͺریخت GF (٢) روی ٢× ٢ مثلثͬ بالا ماتریس�های حلقه�ی

است. ٢-اولیه
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آن های توسیع برخͬ و ٢�اولیه موضعا حلقه�های ویژگͬ�های ٢.٣

موضعا پوچ، حلقه�ی هر آیا که مͬ�آید پیش سوال این حال است، NI پوچ، حلقه�ی هر که است واضح

است. منفͬ جواب زیر مثال به توجه با است؟ ٢-اولیه

چندجمله�ای که طوری به دارد Kوجود روی R مانند پوچͬ Kجبر مانند شمارا میدان هر برای .١.٢.٣ قضیه

نیست. پوچ جابجایی متغیر دو با R روی R[X,Y ] جبری

.[٢۵] به شود رجوع برهان.

شده تولید -جبر Q ،A = Q[x, y, z] کنیم فرض باشد. گویا اعداد میدان Q کنیم فرض .٢.٢.٣ مثال

لذا و شماراست A وضوح به است. صفر شان ثابت جمله که باشد x, y, z ناجابجایی متغیرهای توسط

.A = {f١, f٢, ...}

که: طوری به دارد وجود m١,m٢, ... طبیعͬ اعداد فوق قضیه برهان به توجه با

.m١ > ١٠٨ , mi+١ > mi٢i+١٠١ ،i ≥ ١ هر برای .١

mi | mi+١ ،i هر برای .٢

.mi > ٣٢deg(fi) (deg (fi))٢ ۴٠٢ ،i ≥ ١ هر برای .٣

R آنگاه ،R =
A

I
و �مͬ�شود تولید

{
f
١٠mi+١
i | i = ١,٢, ...

}
توسط که باشد A از ایده�آلͬ I اگر

مͬ�دهیم. نمایش f علامت با را f + I مانند R از عنصر هر است. پوچ

.S =
T + I

I
آنگاه مͬ�شود، تولید {x, y, z} توسط که باشد R از زیرحلقه�ای S اگر

.S =
{
٠, fj١ , fj٢ , ...

}
،js < jt ،s < t برای نمونه عنوان به

مͬ�گیریم. نظر در را a٠ = fj١fj٢fj١ , a١ = a٠fj٣a٠ , ... , an = an−١fjn+٢an−١ , ... دنباله�ی

داریم: ها mi روی ٣ و ١ �های ویژگͬ به توجه با n = ٠,١,٢, ... برای را زیر محاسبات
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deg(a٠) = ٢deg(fj١) + deg(fj٢) < mj١ + deg(fj٢)

< mj١ +mj٢ < ٢mj٢ < mj٣

a٠ ̸= ٠ لذا

deg(a١) = ٢deg(a٠) + deg(fj٣)

< ٢mj٣ + deg(fj٣) < ٣mj٣ < mj۴

a١ ̸= ٠ لذا

. . . . . .

deg(an) = ٢deg(an−١) + deg(fjn+٢)

< ٢mjn+٢ + deg(fjn+٢) < ٣mjn+٢ < mjn+٣

.an ̸= ٠ لذا

نیست. ٢-اولیه موضعا ،R مͬ�دهد نشان که نیست ٢-اولیه ،S و ناایستاست (an) بنابراین

باشد. پوچتوان موضعا آن ایده�آل هر هرگاه مͬ�نامیم ͬͺلویتس رادیͺال را R حلقه�ی .٣.٢.٣ تعریف

اگر تنها و اگر است ٢-اولیه موضعا ،R صورت این در باشد. پوچ ای حلقه ،R کنیم فرض .۴.٢.٣ گزاره

باشد. ͬͺلویتس رادیͺال ،R

داریم: R از S مانند شده تولید متناهیا زیرحلقه�ی هر برای باشد. ٢-اولیه موضعا ،R کنیم فرض برهان.

N∗(S) = N(S)
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.N∗(S) = N(S) = S بنابراین ،S = N(S) پس است پوچ حلقه�ای نیز S لذا است پوچ حلقه�ای R چون

داریم: همواره طرفͬ از

N∗(S) ⊆ L− rad(S) ⊆ N∗(S) ⊆ N(S)

است. پوچتوان S پس است شده تولید متناهیا S چون اینرو از .L− rad(S) = N(S) = S بنابراین

.R = L− rad(R) بنابراین

،S مانند شده تولید متناهیا زیرحلقه هر صورت این در باشد. ͬͺلویتس رادیͺال R کنیم فرض بعکس؛

.S = N(S)پس است پوچ حلقه�ای نیز S لذا است پوچ حلقه�ای R چون ،S ⊆ N∗(S)پس است. پوچتوان

موضعا ،R حلقه بنابراین است. ٢-اولیه ،S لذا N(S) = N∗(S) نتیجه در .N(S) ⊆ N∗(S) بنابراین

است. ٢-اولیه

باشد. نداشته ناصفر پوچ ایده�آل هیچ هرگاه مͬ�نامیم پوچ اول نیم را R حلقه .۵.٢.٣ تعریف

است. اول نیم پوچ، اول نیم حلقه هر که است واضح

باشد. پوچ اول نیم R/P و اول ایده�آلͬ P هرگاه مͬ�نامیم اول قویا را R حلقه از P ایده�آل .۶.٢.٣ تعریف

است. اول قویا ماکزیمال، ایده�آل هر جابجایی حلقه�ی مثال،در برای

صورت: این در باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٧.٢.٣ گزاره

N∗(R) =
∩
{P | است. مینیمال اول قویا ایده�آل P }

=
∩
{P | است. اول قویا ایده�آل P }

لذا و N∗(R) ⊆ P پس ،N∗(R/P ) = ٠ چون باشد. اول قویا ایده�آلͬ P کنیم فرض برهان.

N∗(R) ⊆
∩
{P | است. اول قویا ایده�آل P }
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است. پوچ
∩
{P | است. اول قویا ایده�آل P } دهیم نشان کافیست بعکس،

مجموعه�ی تناقضمͬ�گردیم. پی در و نباشد پوچتوان a ∈
∩
{P | است. اول قویا ایده�آل P } فرضکنیم

X = {A | A
∩
S = ∅ , A▹ R} مجموعه�ی زورن لم به بنا و است -سیستم m ͷی S = {an|n ≥ ٠}

قویا P مͬ�کنیم ادعا است. اول داد نشان مͬ�توان که دارد P مانند ماکسیمال عضوی شمول رابطه�ی به نسبت

صحیح عدد لذا و B
∩
S ̸= ∅ آنگاه باشد، R/P حلقه�ی از ناصفر پوچتوان ایده�آل ͷی B/P اگر است. اول

که ank ∈ P که دارد وجود k مثبت صحیح عدد است پوچ B/P چون .an ∈ B که دارد وجود n مثبت

لذا و است پوچ
∩
{P | است. اول قویا ایده�آل P } بنابراین است. تناقض ͷی

.N∗(R) =
∩
{P | است. اول قویا ایده�آل P }

رو این از است، مینیمال اول قویا ایده�آل ͷی شامل اول قویا ایده�آل هر چون

.N∗(R) =
∩
{P | است. مینیمال اول قویا ایده�آل P }

دو هر I و R/I اگر صورت این باشد.در آن از ایده�آلͬ I و حلقه ͷی R کنیم فرض .١ .٨.٢.٣ لم

است. ٢-اولیه نیز R آنگاه باشند، ٢-اولیه

آنگاه باشند، NI دو هر I و R/I اگر صورت این در باشد. آن از ایده�آلͬ I و حلقه ͷی R کنیم فرض .٢

است. NI نیز R

است. بسته مستقیم مجموع�های و زیرحلقه�ها تحت ٢-اولیه موضعا حلقه�های کلاس .٣

که دارد وجود x ∈ N(R) صورت این در نباشد. ٢-اولیه ،R �کنیم فرض خلف) (برهان .١ برهان.

لذا است ٢-اولیه ،R/I چون .x /∈ P که دارد وجود P مانند اولͬ ایده�آل پس .x /∈ N∗(R)

xk ∈ I یا (x+ I)k = I که هست یی k ،x+ I ∈ N(R/I) هر برای پس .N∗(R/I) = N(R/I)



٢-اولیه موضعا و ٢-اولیه حلقه�های .٣۵۶

،b ∈ I هر برای صورت این در .xn = ٠ کنیم فرض .I * P پس x /∈ P طرفͬ از .x ∈ I نتیجه در

.(bxn−١)٢ ∈ N(I) همچنین .xn−١bxn−١ ∈ N(I) لذا (xn−١bxn−١)٢ = ٠

پس ،bx ∈ N(I) روند این ادامه با .bxn−١ ∈ N(I) بنابراین

N(I) = N∗(I) ⊆ N∗(R) ⊆ P و Ix ⊂ N(I)

،R و باطل خلف فرض لذا است تناقض ͷی که (x) ⊆ P یا I ⊆ P پس I(x) ⊆ P نتیجه در

است. ٢-اولیه

.N(I) = N∗(I) پس است NI ،I چون .N(R) ⊆ N∗(R) که �دهیم نشان کافیست .٢

mکوچͺترین فرضکنیم .xk = ٠ که هست k مانند مثبتͬ صحیح پسعدد .x ∈ N(R) فرضکنیم

نتیجه در .xm−١Ixm−١ ⊆ N(I) آنگاه ،m > ١ اگر .Ixm ⊆ N(I) که باشد k از نابیشتر عدد

برای و m = ١ بنابراین دارد. mانتخاب با تناقض که Ixm−١ ⊆ N(I) لذا و
(
Ixm−٢(١ ⊆ N(I)

داریم: R در Q مانند مینیمال اول قویا ایده�آل هر

Ix ⊆ N(I) = N∗(I) ⊆ N∗(R) ⊆ Q

NI حلقه�ای R/I چون و I ⊆ Q آنگاه ،x /∈ Q اگر .I ⊆ Q یا x ∈ Qپس است اول ایده�آل Q اما

که x ∈ Q لذا و x + I ∈ N(R/I) ⊆ Q/I بنابراین .N(R/I) = N∗(R/I) ⊆ Q/I پس است

مینیمال اول قویا ایده�آل Q چون .x ∈ Q باید و است باطل خلف فرض بنابراین است. تناقض ͷی

.N(R) ⊆ N∗(R) بنابراین .x ∈ N∗(R) پس بود R از دلخواه

از مستقیمͬ مجموع را R باشد. ٢-اولیه موضعا حلقه�های از ناتهͬ خانواده�ای {Rj}j∈J کنیم فرض .٣

مͬ�گیریم. نظر در ها Ri

هر برای صورت این در .aij ∈ Rj ،i = ١,٢, ..., n برای که طوری به xi = (aij) ∈ R کنیم فرض

است ٢-اولیه موضعا Rj چون است. متناهͬ Rj از Aj = {aij | i = ١,٢, ...} زیرمجموعه هر ،j
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در ها Sj مستقیم مجموع را S است. ٢-اولیه مͬ�شود، تولید Aj توسط که Rj از Sj زیرحلقه پس

در .bn = ٠ که طوری به دارد وجود n ∈ N آنگاه ،b ∈ N(S) = N(
⊕
Sj) اگر مͬ�گیریم. نظر

پس N(Sj) = N∗(Sj) چون است. b از مؤلفه -امین j ،bj که (bj)
n = ٠ ،j ∈ J هر برای نتیجه

مͬ�گیریم نظر در b را آنها مجموع هستند. ناصفر ها bj از متناهͬ تعداد تنها طرفͬ از و bj ∈ N∗(Sj)

داریم: N∗(
⊕
Sj) =

⊕
N∗(Sj) چون است. واقع

⊕
(Sj)j∈J در که

b =
⊕

bj ∈
⊕

N∗(Sj) = N∗(
⊕

Sj) = N∗(S) ⇒ b ∈ N∗(S)

است. ٢-اولیه موضعا ،R نتیجه در است. ٢-اولیه ،S مͬ�دهد نشان که N(S) ⊆
⊕
N∗(S) بنابراین

برقرار نیز ٢-اولیه موضعا حلقه�های برای (١و٢) فوق لم شرایط آیا که مͬ�شود مطرح سوال این حال

است. منفͬ جواب زیر مثال به توجه با است؟

و است NI ،R حلقه�ی صورت این در باشد. ١۴.١.٣ مثال حلقه همان R کنیم فرض .٩.٢.٣ مثال

صورت این در مͬ�گیریم. نظر در را I =
∑
i∈Z

tixR مجموعه .
∑
i∈Z

tixR = L − rad(R) = N∗(R)

همچنین و تقلیل�یافته حلقه�ای R/I که طوری به است برقرار R/I ∼= A ⊕ kx ⊕ kx٢ ⊕ ... یͺریختͬ

موضعا I که مͬ�کند ایجاب دادیم، توضیح ١۴.١.٣ مثال در که همانطور اما است. ٢-اولیه (موضعا)

موضعا R حلقه�ی ،١۴.١.٣ مثال به بنا وجود این با است. ٢-اولیه موضعا I همچنین باشد، پوچتوان

نیست. ٢-اولیه

باشد. مثبت تواند مͬ I برای قویتری شرط تحت جواب اما

٢-اولیه موضعا R/I اگر صورت این در باشد. R از ایده�آلͬ I و حلقه ͷی R کنیم فرض .١٠.٢.٣ قضیه

است. ٢-اولیه موضعا R آنگاه باشد، ٢-اولیه ،I و

متناهͬ زیرمجموعه کنیم فرض خلف) (برهان .r = r + I و r ∈ R کنیم فرض برهان.
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٢-اولیه ،X توسط شده تولید ،S زیرحلقه که طوری به باشد داشته وجود R از X = {x١, x٢, ..., xn}

که طوری به هست a ∈ N(S)\N∗(S) بنابراین نباشد.

a٠ = a , a١ = a٠r٠a٠ , a٢ = a١r١a١ , ... , ai+١ = airiai

زیرحلقه�ی لذا است، ٢-اولیه موضعا R/I چون هستند. S در مشمول r٠, r١, ..., ri, ... و ناپایاست دنباله�ای

توجه با R آنکه حال .aj = ٠ که هست یی j بنابراین است. ٢-اولیه ،{x١, x٢, ..., xn, } توسط شده تولید

که مͬ�شود موجب k ≥ j هر برای که است پوچتوان ai هر همچنین است. NI ،٢ قسمت ٨.٢.٣ لم به

عناصر n = ٠,١,٢, ... برای .ak ∈ N(I)

b٠ = aj

b١ = aj+٢ = aj+١rj+١aj+١

= aj
(
rjajrj+١ajrj

)
aj = b٠

(
rjajrj+١ajrj

)
b٠

b٢ = aj+۴ = aj+٣rj+٣aj+٣

= aj+٢
(
rj+٢aj+٢rj+٣aj+٢rj+٢

)
aj+٢

= b١
(
rj+٢aj+٢rj+٣aj+٢rj+٢

)
b١

. . . . . .

bn = aj+٢n = aj+٢n−١rj+٢n−١aj+٢n−١

= aj+٢(n−١)
(
rj+٢(n−١)aj+٢(n−١)rj+٢n−١aj+٢(n−١)rj+٢(n−١)

)
aj+٢(n−١)

= bn−١
(
rj+٢(n−١)aj+٢(n−١)rj+٢n−١aj+٢(n−١)rj+٢(n−١)

)
bn−١

لذا است ٢-اولیه حلقه�ای I چون .rkakrk+١akrk ∈ I ،k ≥ j برای که داریم توجه مͬ�گیریم. نظر در را

است. تناقض ͷی که aj+٢m = ٠ لذا و ،bm = ٠ که دارد وجود m ∈ N پس ایستاست. (bn) دنباله

است. ٢-اولیه موضعا ،R بنابراین
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روی n × n مثلثͬ بالا های ماتریس حلقه�ی اگر تنها و اگر است ٢-اولیه موضعا R حلقه .١١.٢.٣ نتیجه

باشد. ٢-اولیه موضعا ،R حلقه

کنیم: باشد.فرض R حلقه�ی روی n× n مثلثͬ بالا های ماتریس حلقه�ی ،U کنیم فرض برهان.

I = {(aij) ∈ U | aii = ٠, i = ١,٢, ..., n}

همچنین است. همانͬ بدون و ٢-اولیه حلقه�ای I لذا است پوچتوان I چون

U/I ∼=


R ٠ ... ٠
٠ R ... ٠
... ... . . . ...
٠ ٠ ... R

 ∼= R⊕R⊕ ...⊕R

حلقه ،٢ قسمت ٨.٢.٣ لم به بنا است ٢-اولیه موضعا R چون و است R از کپی n مستقیم مجموع U/I لذا

است. ٢-اولیه موضعا نیز U ،١٠.٢.٣ قضیه به توجه با بنابراین است. ٢-اولیه موضعا نیز U/I

صورت: این در باشد. R از سره�ای ایده�آلͬ P و حلقه ͷی R کنیم فرض .١٢.٢.٣ لم

باشد. -سیستم m ͷی ،R\٠ در R\P اگر تنها و اگر است اول ایده�آل ͷی P .١

باشد. ماکزیمال -سیستم m ͷی ،R\٠ در R\P اگر تنها و اگر است مینیمال اول ایده�آل ͷی P .٢

اگر است R از مینیمال اول ایده�آل ͷی P آنگاه ،P = R\X و باشد -سیستم mͷی R\٠ در X اگر .٣

باشد. ماکزیمال -سیستم m ͷی ،R\٠ در X اگر تنها و

نباشد -سیستم m ،R\P �کنیم فرض خلف) (برهان باشد. اول ایده�آل ͷی P کنیم فرض .١ برهان.

،r ∈ R هر برای بنابراین .arb /∈ R\P ،r ∈ R هر برای که دارند وجود a, b ∈ R\P عناصر یعنͬ

است. تناقض ͷی که b ∈ P یا a ∈ P لذا است، اول ایده�آل P چون .arb ∈ P
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ͷی X ،١ قسمت به بنا باشد، R در مینیمال اول ایده�آل P کنیم فرض .X = R\P مͬ�دهیم: قرار .٢

ماکزیمالͬ ایده�آل را Q باشد. X شامل -سیستم m ͷی Y ⊆ R\٠ کنیم فرض است. -سیستم m

اما است. Q ⊆ P شرط با R در اولͬ ایده�آل Q نتیجه در مͬ�گیریم نظر در Q
∩
Y = ∅ ویژگͬ با

ماکزیمال -سیستم m ͷی X بنابراین .X = Y لذا و P = Q که مͬ�شود سبب و است مینیمال P

است.

ایده�آل P ،١ قسمت به بنا نتیجه در باشد. R\٠ در ماکزیمال -سیستم mͷی X کنیم فرض بعکس،

دارد وجود R در P ′ اول ایده�آل لذا نباشد مینیمال P �کنیم فرض خلف) (برهان است. R در اولͬ

با تناقض که X $ U طرفͬ از است. -سیستم m ͷی U = R\P ′ ،�١ قسمت به بنا .P ′ $ P که

است. R در مینیمال اول ایده�آل ͷی P بنابراین دارد. X بودن ماکزیمال

شرط با باشد، R در ماکزیمالͬ ایده�آل Q و R\٠ در ماکزیمالͬ -سیستم m ،X �کنیم فرض ابتدا .٣

R در مینیمالͬ اول ایده�آل Q′ کنیم فرض است. R در اول ایده�آل ͷی Q نتیجه در .Q
∩
X = ∅

.Q′ ⊆ Q که باشد

ͷی X اما است. X شامل ماکزیمال -سیستم mͷی Y ،٢ قسمت به بنا .Y = R\Q′ مͬ�دهیم قرار

٢ قسمت از نیز رابطه عکس .Q′ = Q = P لذا و X = Y نتیجه در است ماکزیمال -سیستم m

مͬ�شود. نتیجه

باشد. ٢-اولیه حلقه�ای R کنیم فرض .١٣.٢.٣ قضیه

مینیمال اول ایده�آل ͷی P صورت این در .X = R\P و باشد R در سره�ای ایده�آل P کنیم فرض .١

m ͷی X اگر تنها و اگر باشد R\٠ در ماکزیمال ضربی منوئید ͷی X اگر تنها و اگر است R در

باشد. R\٠ در ماکزیمال -سیستم

اول ایده�آل ͷی P صورت این در .P = R\X و باشد R\٠ در� -سیستم m ͷی X کنیم فرض .٢



آن های توسیع برخͬ و ٢-اولیه موضعا حلقه�های ویژگͬ�های .٢.٣۶١

X اگر تنها و اگر باشد R\٠ در ماکزیمال ضربی منوئید ͷی X اگر تنها و اگر است R در مینیمال

باشد. R\٠ در ماکزیمال -سیستم m ͷی

ͷی تحدید نتیجه S از مینیمال اول ایده�آل هر صورت این در باشد. R از زیرحلقه�ای S کنیم فرض .٣

است. R از مینیمال اول ایده�آل

،۶.١.٣ لم به بنا است ٢-اولیه ،R چون باشد. R در مینیمال اول ایده�آل ͷی P کنیم فرض .١ برهان.

بنابراین است. دامنه ،R/P

x, y ∈ X ⇒ x, y /∈ P ⇒ x+ P ̸= P و y + P ̸= P

⇒ xy + P ̸= P ⇒ xy ∈ X

ماکزیمال Xیmͷ-سیستم ،٢ قسمت ١٢.٢.٣ لم به بنا اما است. R\٠ در ضربی منوئید ͷیX لذا

است. R\٠ در ماکزیمال ضربی منوئید ͷی X لذا است R\٠ در

ͷی P لذا P
∩
X = ∅ چون باشد. R\٠ در ماکزیمال ضربی منوئید ͷی X کنیم فرض بعکس،

اول ایده�آل ͷی شامل P لذا نباشد مینیمال P �کنیم فرض خلف) (برهان است. R در اول ایده�آل

R\٠ در ماکزیمال ضربی منوئید ͷی W = R\P ′ فوق، استدلال به بنا است. P ′ مانند مینیمال

R در مینیمال اول ایده�آل ͷی P بنابراین دارد. X بودن ماکزیمال با تناقض که X $ W اما است.

است.

ایده�آل ͷی P ،٢ قسمت ١٢.٢.٣ لم به بنا باشد. R\٠ در ماکزیمال -سیستم m ͷی X کنیم فرض .٢

در ماکزیمال ضربی منوئید ͷی X ،٣ قسمت ١٢.٢.٣ لم به بنا همچنین و است R در مینیمال اول

است. R\٠

ماکزیمال ایده�آل ͷیQ فرضکنیم ٠\Rباشد. در ماکزیمال ضربی منوئید ͷیX فرضکنیم بعکس،

قویا ایده�آل را Q′ حال است. R در اول ایده�آل ͷی Q وضوح به باشد، Q
∩
X = ∅ شرط با R در
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صورت این در .Y = R\Q′ مͬ�دهیم قرار مͬ�گیریم. نظر در Q′ ⊆ Q شرط با R در مینیمال اول

ضربی منوئید ͷی Y بنابراین است. اول کاملا Q′ ،۶.١.٣ لم به بنا است، ٢-اولیه ،R چون .X ⊆ Y

.Q′ = Q = P و X = Y پس است، R\٠ در ماکزیمال ضربی منوئید ͷی X اما است R\٠ در

است. ٢-اولیه نیز S ،۶.١.٣ لم به بنا است ٢-اولیه ،R چون باشد. R از زیرحلقه�ای S کنیم فرض .٣

،۶.١.٣ لم به بنا .Y = S\Q مͬ�دهیم: قرار باشد. S در مینیمال اول ایده�آل ͷی Q کنیم فرض

ضربی منوئید ͷی X کنیم فرض است. S\٠ در ضربی منوئید ͷی Y بنابراین است. دامنه ͷی S/Q

ایده�آل ͷی P = R\X ،٢ قسمت به توجه با صورت این در .Y ⊆ X که باشد R\٠ در ماکزیمال

مͬ�گیریم نظر در aSb ⊆ P
∩
S ،a, b ∈ S برای .P

∩
S ⊆ Q که طوری به است R در مینیمال اول

است. دامنه ͷی R/P ،۶.١.٣ لم به بنا پس است، R در مینیمال اول ایده�آل P چون .a /∈ P
∩
S که

ͷی P
∩
S که دادیم نشان .b ∈ P

∩
S بنابراین .b ∈ P پس a /∈ P چون و ab ∈ P

∩
S بنابراین

.P
∩
S = Q لذا بود مینیمال S در Q اول ایده�آل اما است S در اول ایده�آل



۴ فصل

IFP�شبه حلقه�های از مثال�هایی و ساختار

۶٣



از کلاس�هایی همچنین و مͬ�کنیم مشاهده را IFP شبه- و IFP حلقه�های از ساختاری فصل این در

بین روابط و هستند هم از متمایز NI ویژگͬ و IFP شبه- ویژگͬ مͬ�دهیم نشان مͬ�دهیم. گستزش را آنها

است. بررسͬ قابل آنها به مربوط شرایط و آنها

IFP�شبه حلقه�های ساختار ١.۴

منفͬ جواب زیر مثال به توجه با است؟ IFP نیز R [X] حلقه�ی آیا باشد. IFP حلقه�ی ͷی R کنیم فرض

است.

،A = Z٢ [a٠, a١, a٢, b٠, b١, b٢, c] و باشد ٢ پیمانه�ی به صحیح اعداد میدان Z٢ فرضکنیم .١.١.۴ مثال

A ثابت جمله�ی و است a٠, a١, a٢, b٠, b١, b٢, c ناپذیر تعویض متغیرهای توسط شده تولید آزاد -جبر Z٢

عناصر توسط که Z٢ +A حلقه�ی از ایده�آلͬ نیست. یͺدار A که داریم توجه است. صفر

a٠b٠, a٠b١ + a١b٠, a٠b٢ + a١b١ + a٢b٠, a١b٢ + a٢b١, a٢b٢, a٠rb٠, a٢rb٢,

(a٠ + a١ + a٢)r(b٠ + b١ + b٢), r١r٢r٣r۴

که مͬ�کنیم ملاحظه .R = Z٢+A
I کنیم فرض مͬ�دهیم. نمایش I با را مͬ�شود تولید r١, r٢, r٣, r۴ ∈ A

اما (a٠ + a١x+ a٢x٢)(b٠ + b١x+ b٢x٢) ∈ I [x] که داریم توجه و R [x] = (Z٢+A)[x]
I[x]

نیست. IFP ،R [X] بنابراین .(a٠ + a١x+ a٢x٢)c(b٠ + b١x+ b٢x٢) /∈ I [x]

است. IFP ،R مͬ�دهیم نشان

توجه باشد. Z٢ روی n درجه�ی از ها جمله�ای تک خطͬ ترکیبات همه�ی مجموعه�ی Hn کنیم فرض

است. همͽن I ایده�آل و است متناهͬ Hn ،n هر برای که داریم

.f١r١g١ ∈ I ،r١ ∈ Z٢ +A هر برای آنگاه ،f١, g١ ∈ H١ و f١g١ ∈ I اگر :١ ادعای

مͬ�افتد. اتفاق زیر حالت�های تنها I تعریف به توجه با حل:

(f١ = a٠ + a١ + a٢, g١ = b٠ + b١ + b٢) ،(f١ = a٢, g١ = b٢) ،(f١ = a٠, g١ = b٠)
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مͬ�آید. بدست نظر مورد نتیجه�ی سادگͬ به حالات از کدام هر در که

.frg ∈ I ،r ∈ A هر برای آنگاه ،fg ∈ I و f, g ∈ A اگر :٢ ادعای

که r = r١ + r٢ + r٣ + r۴ و g = g١ + g٢ + g٣ + g۴ ،f = f١ + f٢ + f٣ + f۴ کنیم فرض حل:

،i ≥ ۴ هر برای چون .f۴, g۴, r۴ ∈ I همچنین و f٣, g٣, r٣ ∈ H٣ ،f٢, g٢, r٢ ∈ H٢ ،f١, g١, r١ ∈ H١

نتیجه fg ∈ I از است همͽن I چون .h ∈ I آن در که frg = f١r١g١ + h صورت این در .Hi ⊆ I

.frg ∈ I نتیجه در f١r١g١ ∈ I که است واضح ١ ادعای به توجه با .f١g١ ∈ I که مͬ�گیریم

.yrz ∈ I ،r ∈ Z٢ +A هر برای آنگاه ،y, z ∈ Z٢ +A و yz ∈ I اگر مͬ�دهیم نشان حال

پس .z = β + z′ و y = α + y′ که y′, z′ ∈ A و α, β ∈ Z٢ عناصر برخͬ برای کنیم فرض

.β = ٠ یا α = ٠ نتیجه در yz = αβ + αz′ + y′β + y′z′ ∈ I

.y′β + y′z′ ∈ I صورت این در α = ٠ کنیم فرض

هر برای ٢ ادعای به توجه با .y′z′ ∈ I و y′ ∈ I پس β ∈ Z٢ و است همͽن I چون آنگاه ،β ̸= ٠ اگر

.yrz = y′rβ + y′rz′ ∈ I ،r ∈ Z٢ +A

.yrz = y′rz′ ∈ I ،r ∈ Z٢ +A هر برای ٢ ادعای به توجه با .y′z′ ∈ I آنگاه ،β = ٠ اگر

است. IFP ،R حلقه�ی بنابراین مͬ�آوریم. بدست را αz′+y′z′ ∈ I مشابه طور به نیز β = حالت٠ در

است. ٢-اولیه نیز R [X] حلقه�ی آنگاه باشد، ٢-اولیه ،R حلقه�ی اگر .٢.١.۴ لم

R [X] در اول کاملا ایده�آلͬ نیز P [X] آنگاه باشد، R در اول کاملا ایده�آل P اگر مͬ�دهیم نشان ابتدا برهان.

نتیجه در نباشد اول کاملا P [X] �کنیم فرض خلف) (برهان است.

f(x) = a٠ + a١x+ ...+ akx
k ∈ R [X]

باشد اندیسͬ کوچͺترین m کنیم فرض .f(x) /∈ P [X] اما (f(x))٢ ∈ P [X] که طوری به دارد وجود

برای a٢m−jaj جمله�ی هر آنگاه ،aj = ٠ ،j > k برای اگر .a٠, ..., am−١ ∈ P و am /∈ P که

که am ∈ P همچنین و a٢m ∈ P بنابراین است. P در نیز
∑
a٢m−jaj و است P در j = ٠,١, ...,٢m
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مͬ�دهیم: قرار است. R [X] در اول کاملا ایده�آل ͷی P [X] و باطل خلف فرض پس است، تناقض ͷی

β٢(R) [X] =
∩
{P (x) | است R در اول کاملا ایده�آل ͷی P }

.β٢(R [X]) ⊆ β٢(R) [X] که است واضح

.N∗(R) [X] = N∗(R [X]) و β٢(R) [X] = N∗(R) [X] پس است ٢-اولیه ،R چون

حلقه�ی مͬ�دهد نشان که β٢(R [X]) = N∗(R [X]) بنابراین .β٢(R [X]) ⊆ N∗(R [X]) نتیجه در

است. ٢-اولیه ،R [X]

حلقه�ی اما نیست IFP لزوما IFP حلقه�ی روی چندجمله�ای حلقه�ی که دادیم نشان ١.١.۴ مثال در

باشد. IFP شبه- مͬ�تواند IFP حلقه�ی روی چندجمله�ای

باشد، پوچتوان
n∑

i=٠
fiy

i ∈ R [X] [y] اگر صورت این در باشد. IFP ،R حلقه�ی فرضکنیم .٣.١.۴ گزاره

است. IFP شبه- ،R [X] همچنین .fi ∈ R [X] که است پوچتوان نیز
n∑

i=٠
R [X] fiR [X] آنگاه

در R [X] [y] در پوچتوان عنصری را ٠ ̸= g(y) =
n∑

i=٠
fiy

i باشد. IFP ،R حلقه�ی کنیم فرض برهان.

که داریم توجه fi = a(i)٠ +
mi∑
j=١

a(i)jX(i)Ij ∈ R [X] ،i = ١,٢, ..., n برای که طوری به مͬ�گیریم نظر

در .fi ∈ R [X٠] ،i هر برای که طوری به دارد وجود X از X٠ = {x١, x٢, ..., xn} متناهͬ زیرمجموعه�ی

پس است IFP ،R چون است. پوچتوان R [x١, x٢, ..., xn] در g(y) = g(x١, x٢, ..., xn, y) صورت این

داریم:

N∗(R) = N∗(R) = N(R) (١.۴)

داریم: (١.۴) رابطه�ی به توجه با همچنین و است ٢-اولیه ،R [X] ،٢.١.۴ لم به توجه با

N∗(R [x]) = N(R [x]) = N∗(R [x])
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داشت: خواهیم نتیجه در .N∗ (A [x]) = N∗ (A) [x] داریم: همواره A حلقه�ی هر برای

N(R) [X] = N∗(R) [X] = N∗ (R [X]) = N∗ (R [X]) = N (R [X]) (٢.۴)

ضریب هر که مͬ�گیریم نتیجه g(x١, ..., xn, y) ∈ N(R [x١, ..., xn, y]) همچنین و (٢.۴) رابطه�ی به توجه با

در
n∑

i=٠

mi∑
j=٠

Ra(i)jR ایده�آل ۴ قسمت ۵.١.٢ لم به بنا نتیجه در است. پوچتوان R [x١, x٢, ..., xn] در fi

بنابراین است. پوچتوان R

n∑
i=٠

R [X] fiR [X] ⊆
n∑

i=٠
R [X]

k(i)٠ + mi∑
j=٠

k(i)jX(i)Ij

R [X]

اما k(i)j = Ra(i)jR که

n∑
i=٠

R [X]

k(i)٠ + mi∑
j=٠

k(i)jX(i)Ij

R [X]

IFP شبه- ،R [X] مͬ�دهد نشان که است پوچتوان نیز
n∑

i=٠
R [X] fiR [X] ایده�آل نتیجه در است پوچتوان

است.

UTM٢(GF (٢)) با کاردینال) (کوچͺترین مینیمال ناجابجایی IFP شبه- حلقه�ی هر .١ .۴.١.۴ گزاره

است. یͺریخت

است. بسته مستقیم حاصلضرب و مستقیم مجموع تحت IFP شبه- حلقه�های کلاس .٢

است) اول عددی p ) باشد p٣ مرتبه�ی از R متناهͬ ناجابجایی حلقه�ی اگر ١٩.١.٣ لم به بنا .١ برهان.

مرتبه�ی از R متناهͬ حلقه�ی ١٧.١.٣ لم به بنا حال است. یͺریخت UTM٢(GF (p)) با آنگاه

با مینیمال ناجابجایی حلقه�ی هر بنابراین باشد. مͺعب از فارغ m که وقتͬ است جابجایی m

شبه- UTM٢(GF (٢)) ،١ قسمت ١٩.٢.٢ گزاره��ی به بنا اما است یͺریخت UTM٢(GF (٢))

یͺریخت UTM٢(GF (٢)) با مینیمال ناجابجایی IFP شبه- حلقه�ی هر نتیجه در است. IFP

است.
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.R =
⊕

i∈I Ri مͬ�دهیم قرار و باشد IFP شبه- Ri حلقه�ی i ∈ I برای کنیم فرض .٢

.aij ̸= ٠ که طوری به دارد وجود j = ١,٢, ..., n مͬ�گیریم. نظر در را ٠ ̸= (ai) ∈ N(R) عنصر

Rij در Nij مانند ناصفر پوچتوان ایده�آل ͷی شامل RijaijRij پس است، IFP شبه- Ri هر چون

ͷی N که است واضح .Ni = ٠ ،i ̸= ij برای که طوری به N =
⊕

i∈I Ni مͬ�دهیم قرار است.

است. R(ai)R در مشمول و R از پوچتوان ایده�آل

نظر در را ها ai از متناهͬ تعداد مͬ�توانیم .٠ ̸= (ai) ∈ N(R) و R =
∏

i∈I Ri �کنیم فرض حال

RijaijRij پس است، IFP شبه- Ri هر چون .aij ̸= ٠ ،j = ١,٢, ..., n برای که طوری به بͽیریم

که طوری به N =
∏

i∈I Ni مͬ�دهیم قرار است. Rij در Nij مانند ناصفر پوچتوان ایده�آل ͷی شامل

در مشمول و R از پوچتوان ایده�آل ͷی N که است واضح صورت این در .Ni = ٠ ،i ̸= ij برای

است. R(ai)R

آیا مستقیم حاصلضرب�های و مستقیم مجموع�های بین روابط و ٢ قسمت ۴.١.۴ گزاره�ی به توجه با

منفͬ جواب زیر مثال به توجه با است؟ بسته زیرحلقه�ها تحت IFP شبه- حلقه�های کلاس گفت مͬ�توان

است.

بنا صورت این در .T = Matn(S) و n ≥ ٢ و باشد اول نیم حلقه�ی ͷی S که کنیم فرض .۵.١.۴ مثال

این در .R = UTMn(T ) و n ≥ ٢ �کنیم فرض حال نیست. IFP شبه- T ،٢ قسمت ١٩.٢.٢ گزاره�ی به

نیست. IFP شبه- ،R از T زیرحلقه�ی اما است IFP شبه- R ،١ قسمت ١٩.٢.٢ گزاره�ی به بنا صورت

حلقه�ای R/I که طوری به دارد وجود R از I مانند ایده�آلͬ باشد. حلقه� ͷی R کنیم فرض .۶.١.۴ گزاره

است. IFP شبه- R آنگاه باشد، پوچتوان ایده�آلͬ I اگر است. IFP شبه-

پوچتوان نیز RaR لذا است پوچتوان I چون آنگاه ،a ∈ I اگر .٠ ̸= a ∈ N(R) کنیم فرض برهان.

ایده�آل ͷی شامل RaR لذا است IFP شبه- R چون .R = R/I مͬ�دهیم قرار a /∈ I کنیم فرض است.
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.(J/I)k = ٠R/I که طوری به هست k مانند مثبتͬ صحیح عدد پس است. R در J/I مانند ناصفر پوچتوان

پس .In = ٠ که طوری به هست n مانند مثبتͬ صحیح عدد لذا است، پوچتوان I چون اما Jk ⊆ I بنابراین

مͬ�گیریم. نظر در را ٠ ̸= b ∈ J عنصر است. R حلقه�ی در پوچتوان ایده�آلͬ J مͬ�دهد نشان که Jkn = ٠

RcR پس است، پوچتوان J چون ٠ ̸= c ∈ J بنابراین .c − b ∈ I که دارد وجود ٠ ̸= c ∈ RaR عنصر

است. IFP شبه- R است.بنابراین RaR در مشمول که است پوچتوان ایده�آل ͷی نیز

ویژگͬ آنگاه بͽیریم، نظر در را I پوچͬ تر ضعیف شرط I پوچتوانͬ شرط جای به اگر ۶.١.۴ گزاره�ی در

بود. نخواهد برقرار زیر مثال به توجه با R حلقه�ی برای IFP شبه-

مͬ�دهیم: قرار مͬ�گیریم. نظر در ١۵.١.٢ مثال حلقه�ی همان را R حلقه�ی .٧.١.۴ مثال

I = {M ∈ R | هستند صفر M ماتریس اصلͬ قطر روی درایه�های }

حلقه�ی ١٧.١.٢ قضیه�ی به بنا و است یافته تقلیل R/I که طوری به است R از پوچͬ ایده�آل I صورت این در

نیست. IFP شبه- R حلقه�ی اما است IFP شبه- R/I
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موریتا سیستم ٢.۴

و باشند دومدول AUB و BVA که کنیم فرض مͬ�گیریم. نظر در را B و A حلقه�های .١.٢.۴ تعریف

ضابطه با بترتیب ψ : V ⊗A U −→ B و θ : U ⊗B V −→ A (دوخطͬ) دومدولͬ همومورفیسم�های

کنند: صدق زیر شرایط در و باشند v ⊗A u 7−→ vu و u⊗B v 7−→ uv

و θ(u+ u′ ⊗B v) = θ(u⊗B v) + θ(u′ ⊗B v) ،u, u′ ∈ U هر برای .١

.ψ(v ⊗A u+ u′) = ψ(v ⊗A u) + ψ(v ⊗A u
′)

و θ(u⊗B v + v′) = θ(u⊗B v) + θ(u⊗B v
′) ،v, v′ ∈ V هر برای .٢

.ψ(v + v′ ⊗A u) = ψ(v ⊗A u) + ψ(v′ ⊗A u)

،a ∈ A هر برای و θ(ub ⊗B v) = θ(u ⊗B bv) ،b ∈ B هر برای و v ∈ V ،u ∈ U هر برای .٣

.ψ(va⊗A u) = ψ(v ⊗A au)

ψ و θ که مͬ�گیریم نظر در ماتریس�ها معمولͬ ضرب و جمع با را T =

(
A U
V B

)
ماتریسͬ حلقه�ی

کنند، ایجاد T در را پذیری شرکت شرط ψ و θ اگر مͬ�کنند. صدق ماتریس�ها معمولͬ ضرب تعریف در

مͬ�نامیم. موریتا سیستم حلقه�ی را T و موریتا سیستم ͷی را (A,B, θ, ψ, U, V ) آنگاه

باشند. صفر ψ و θ هرگاه مͬ�نامیم صفر دوخطͬ�های را ψ و θ

مͬ�گیریم. نظر در صفر دوخطͬ�های با (A,B,U, V, θ, ψ) موریتای سیستم حلقه�ی را T .٢.٢.۴ گزاره

است. IFP شبه- نیز T آنگاه باشند، IFP شبه- B و A اگر .١

باشند. NI ،B و A اگر تنها و اگر است NI ،T .٢

.I =

(
٠ U
V ٠

)
کنیم فرض .١ برهان.

چون است. صفر دوخطͬ�های با T از پوچتوانͬ ایده�آل I صورت این در
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T/I ∼=
(
A ٠
٠ B

)
∼= A⊕B

است. IFP شبه- T حلقه�ی ،٢ قسمت ۴.١.۴ و ۶.١.۴ گزاره�ی به بنا پس

است، T از پوچتوان ایده�آل ͷی
(
٠ U
V ٠

)
و هستند صفر دوخطͬ�های ψ و θ چون فرض به بنا .٢

پس

N(T ) =

(
N(A) U
V N(B)

)

و A از ایده�آل�هایی ترتیب به N(B) و N(A) اگر تنها و اگر است T از ایده�آلͬ N(T ) داریم: توجه

باشند. B

داریم: را زیر یͺریختͬ ٢ قسمت ٢.٢.۴ گزاره�ی در

T/N(T ) ∼=
(
A/N(A) ٠

٠ B/N(B)

)
∼= A/N(A)⊕B/N(B)

و U = S و n = ٢ که وقتͬ ١ قسمت ١٩.٢.٢ گزاره�ی اثبات در را ١ قسمت ٢.٢.۴ گزاره�ی مͬ�توانیم

داریم: را زیر مثال منظور این برای نیست. برقرار ١ قسمت ٢.٢.۴ قضیه�ی عکس اما ببریم. کار به V = ٠

و است ۶ پیمانه�ی به صحیح اعداد حلقه�ی Z۶ که A = B = mat٢(Z۶) کنیم فرض .٣.٢.۴ مثال

.ψ(V ⊗A U) = V U و θ(U ⊗B V ) = UV مͬ�کنیم: تعریف .V = mat٢(٣Z۶) و U = mat٢(٢Z۶)

(A,B,U, V, θ, ψ)موریتای سیستم حلقه�ی T که فرضکنیم هستند. دوخطͬ�هایصفر ψ و θصورت این در

مͬ�دهیم قرار باشد.

٠ ̸= a =

(
x α
β y

)
∈ N(T )

ایده�آل ͷی TaT همچنین و β ̸= ٠ یا α ̸= ٠ آنگاه ،x = ٠ = y اگر .x, y ∈ N(A) صورت این در

مͬ�گیریم. نظر در را x ̸= ٠ است. T از ناصفر پوچتوان
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و است ناصفر پوچتوان ایده�آل ͷی شامل TaT آنگاه ،x ∈ A\V اگر

Ta

 ٠
(
٢ ٠
٠ ٢

)
٠ ٠

T =

(
٠ A(٢x)B
٠ ٠

)
=

(
٠ U
٠ ٠

)

و است ناصفر پوچتوان ایده�آل ͷی شامل TaT آنگاه ،x ∈ A\U اگر

T

 ٠ ٠(
٣ ٠
٠ ٣

)
٠

 aT =

(
٠ ٠

B(٣x)A ٠

)
=

(
٠ ٠
V ٠

)

لذا است اول نیم Z۶ چون اما است. ناصفر پوچتوان ایده�آل ͷی شامل TaT نیز y ̸= ٠ برای مشابه طور به

هستند. IFP شبه- هردو B و A ،٢ قسمت ١٩.٢.٢ گزاره�ی به بنا

صورت این در باشد. یافته تقلیل حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .۴.٢.۴ لم

S =


 a b c

٠ a d
٠ ٠ a

 | a, b, c, d ∈ R


است. IFP حلقه�ای

تعریف زیر صورت به را ضرب و جمع

 a١ b١ c١
٠ a١ d١
٠ ٠ a١

 و

 a٢ b٢ c٢
٠ a٢ d٢
٠ ٠ a٢

 ∈ S برای برهان.

مͬ�کنیم:

(a١, b١, c١, d١) + (a٢, b٢, c٢, d٢) = (a١ + a٢, b١ + b٢, c١ + c٢, d١ + d٢)

و

(a١, b١, c١, d١)(a٢, b٢, c٢, d٢) = (a١a٢, a١b٢ + b١a٢, a١c٢ + b١d٢ + c١a٢, a١d٢ + d١a٢).

داریم: را زیر روابط صورت این در (a١, b١, c١, d١)(a٢, b٢, c٢, d٢) = ٠ کنیم فرض

a١a٢ = ٠ .١

a١b٢ + b١a٢ = ٠ .٢

a١c٢ + b١d٢ + c١a٢ = ٠ .٣
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a١d٢ + d١a٢ = ٠ .۴

.a١Ra٢ = ٠ داریم: ١ رابطه�ی در لذا است IFP یافته، تقلیل حلقه�ی هر و است یافته Rتقلیل حلقه�ی چون

.٠ = a١b٢a٢+ b١a٢a٢ = ٠+ b١a٢a٢ آنگاه �کنیم، ضرب ٢ رابطه�ی در راست سمت از را a٢ عنصر اگر

R حلقه�ی چون .(b١a٢)٢ = ٠ یا (b١a٢)b١a٢ = ٠ نتیجه در (b١a٢)Ra٢ = ٠ لذا b١a٢a٢ = ٠ پس

.a١Rb٢ = پس٠ a١b٢ = ٠ داریم: ٢ رابطه�ی از و b١Ra٢ = ٠ بنابراین .b١a٢ = استپس٠ یافته تقلیل

.a١Rd٢ = ٠ و d١Ra٢ = ٠ مͬ�گیریم: نتیجه ۴ رابطه�ی از مشابه طور به

پس a١c٢a٢+b١d٢a٢+c١a٢a٢ = ٠ آنگاه �کنیم، ضرب ٣ رابطه�ی در راست سمت از را a٢ عنصر اگر

تقلیل R حلقه�ی چون (c١a٢)٢ = ٠ یا (c١a٢)c١a٢ = ٠ نتیجه در (c١a٢)Ra٢ = ٠ لذا .c١a٢a٢ = ٠

٠ = a١c٢+b١d٢+c١a٢ = a١c٢+b١d٠+٢ همچنین ،c١Ra٢ = ٠ بنابراین .c١a٢ = استپس٠ یافته

نتیجه در

a١c٢ + b١d٢ = ٠ (٣.۴)

(a١c٢)a١ + (b١d٢)a١ = ٠ آنگاه �کنیم، ضرب (٣.۴) رابطه�ی در راست سمت از را a١ عنصر اگر

یافته تقلیل R حلقه�ی چون .(d٢a١)٢ = ٠ یا d٢(a١d٢)a١ = ٠ لذا a١d٢ = ٠ چون .a١c٢a١ = پس٠

.a١Rc٢ = ٠ بنابراین .a١c٢ = ٠ لذا (a١c٢)٢ = ٠ یا (a١c٢a١)c٢ = ٠ همچنین d٢a١ = پس٠ است

داریم: ٣ رابطه�ی از استفاده با حال

٠ = a١c٢ + b١d٢ + c١a٢ = ٠+ b١d٢ + ٠

داریم: r, s, t, u ∈ R هر برای فوق نتایج به توجه با .b١Rd٢ = پس٠ ،b١d٢ = ٠ لذا و

(a١, b١, c١, d١)(r, s, t, u)(a٢, b٢, c٢, d٢) = (a١ra٢ , a١rb٢ + a١sa٢ + b١ra٢ ,

a١rc٢ + a١sd٢ + b١rd٢ + a١ta٢ + b١ua٢ + c١ra٢ , a١rd٢ + a١ua٢ + d١ra٢)

داریم: ،

 r s t
٠ r u
٠ ٠ r

 ∈ S هر برای بنابراین
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 a١ b١ c١
٠ a١ d١
٠ ٠ a١

 r s t
٠ r u
٠ ٠ r

 a٢ b٢ c٢
٠ a٢ d٢
٠ ٠ a٢

 = ٠

است. IFP ،S حلقه�ی نتیجه در

که مͬ�گیریم نظر در R حلقه�ی از هایی ایده�آل را J و I باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .۵.٢.۴ قضیه

.IJ = ٠ = JI

S =


 a b c

e a d
f g a

 | a ∈ R, b, c, d ∈ I, e, f, g ∈ J
 آنگاه باشد، یافته تقلیل R حلقه�ی اگر

است. IFP حلقه�ی ͷی

برای .S =


 a b c

e a d
f g a

 | a ∈ R, b, c, d ∈ I, e, f, g ∈ J
 مͬ�دهیم: قرار برهان.

A =

 a١ b١ c١
e١ a١ d١
f١ g١ a١

 , B =

 a٢ b٢ c٢
e٢ a٢ d٢
f٢ g٢ a١


داریم: زیر صورت به را ضرب و جمع S در

(a١; b١, c١, d١; e١, f١, g١) + (a٢; b٢, c٢, d٢; e٢, f٢, g٢) =

(a١ + a٢; b١ + b٢, c١ + c٢, d١ + d٢; e١ + e٢, f١ + f٢, g١ + g٢)

و

(a١; b١, c١, d١; e١, f١, g١)(a٢; b٢, c٢, d٢; e٢, f٢, g٢) = (a١a٢; a١b٢ + b١a٢,

a١c٢ + b١d٢ + c١a٢, a١d٢ + d١a٢; e١a٢ + a١e٢, f١a٢ + g١e٢ + a١f٢, g١a٢ + a١g٢)

نتیجه: در .AB = ٠ �کنیم فرض

(a١; b١, c١, d١; e١, f١, g١)(a٢; b٢, c٢, d٢; e٢, f٢, g٢) = ٠

داریم: را زیر روابط همچنین و

a١a٢ = ٠
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a١b٢ + b١a٢ = ٠ , a١c٢ + b١d٢ + c١a٢ = ٠ , a١d٢ + d١a٢ = ٠

e١a٢ + a١e٢ = ٠ , f١a٢ + g١e٢ + a١f٢ = ٠ , g١a٢ + a١g٢ = ٠

لم به بنا همچنین ،a١Ra٢ = ٠ پس a١a٢ = ٠ بنابراین است. IFP یافته، تقلیل حلقه�ی هر که مͬ�دانیم

داریم: ۴.٢.۴

a١b٢ = b١a٢ = a١c٢ = b١d٢ = c١a٢ = a١d٢ = d١a٢ = ٠

لذا

a١Rb٢ = b١Ra٢ = a١Rc٢ = b١Rd٢ = c١Ra٢ = a١Rd٢ = d١Ra٢ = ٠

داریم: نیز اصلͬ قطر بالای عناصر برای مشابه طور به

e١a٢ = a١e٢ = f١a٢ = g١e٢ = a١f٢ = g١a٢ = a١g٢ = ٠

لذا

e١Ra٢ = a١Re٢ = f١Ra٢ = g١Re٢ = a١Rf٢ = g١Ra٢ = a١Rg٢ = ٠

،(r; s, t, u;x, y, z) ∈ S هر برای که مͬ�شود نتیجه مستقیم طور به پس

(a١; b١, c١, d١; e١, f١, g١)(r; s, t, u;x, y, z)(a٢; b٢, c٢, d٢; e٢, f٢, g٢) = (a١ra٢; a١rb٢+a١sa٢+

b١ra٢, a١rc٢ + a١sd٢ + b١rd٢ + a١ta٢ + b١ua٢ + c١ra٢, a١rd٢ + a١ua٢ + d١a٢) = ٠

داریم: ،

 r s t
x r u
y z r

 ∈ S هر برای بنابراین

 a١ b١ c١
e١ a١ d١
f١ g١ a١

 r s t
x r u
y z r

 a٢ b٢ c٢
e٢ a٢ d٢
f٢ g٢ a٢

 = ٠.

است. IFP ،S حلقه�ی نتیجه در
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.J = ٠⊕D٢ و I = D٠⊕١ ،R = D١⊕D٢ مͬ�دهیم قرار باشد. دامنه ͷیDi ،i هر برای فرضکنیم

.IJ = ٠ = JI صورت این در

،


 a b c

e a d
f g a

 | a ∈ R, b, c, d ∈ I, e, f, g ∈ J
 حلقه�ی ۵.٢.۴ قضیه�ی به توجه با بنابراین

است. IFP

مͬ�کنیم: تعریف

Dn(R) = {M ∈ UTMn(R) | برابراند هم با M ماتریس اصلͬ قطر روی درایه�های }

باشد. R حلقه�ی روی ٣× ٣ مثلثͬ بالا ماتریس�های حلقه�ی S و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض .۶.٢.۴ لم

است. یافته تقلیل حلقه�ی ͷی R آنگاه باشد، IFP ،S اگر صورت این در

عناصر .a٢ = ٠ که دارد وجود ٠ ̸= a ∈ R لذا نباشد یافته تقلیل R �کنیم فرض خلف) (برهان برهان.

A =

 a a −١
٠ a −١
٠ ٠ a

 , B =

 a ٠ a
٠ a ١
٠ ٠ a


اما AB = ٠ صورت این در مͬ�گیریم. نظر در S در را a a −١

٠ a −١
٠ ٠ a

 ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 a ٠ a
٠ a ١
٠ ٠ a

 =

 ٠ ٠ a
٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠

 ̸= ٠

است. یافته تقلیل R بنابراین دارد. S بودن IFP با تناقض که

ایده�آل�های .R = D٢(S)⊕ S ⊕ S مͬ�دهیم قرار باشد. جابجایی دامنه�ی ͷی S کنیم فرض .٧.٢.۴ مثال

مͬ�دهیم: قرار IJ = ٠ = JI که است واضح مͬ�گیریم. نظر در R از را J = ٠⊕٠⊕S و I = ٠⊕S⊕٠

T =


 a b c

e a d
f g a

 | a ∈ R , b, c, d ∈ I , e, f, g ∈ J


کنیم فرض

B =

 a٢ b٢ c٢
e٢ a٢ d٢
f٢ g٢ a٢

 و A =

 a١ b١ c١
e١ a١ d١
f١ g١ a١
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دست به نتایج همان بنابراین .a١Ra٢ = ٠ لذا و است IFP ،Rپس است جابجایی R چون .AB = ٠ و

که صورتͬ در است. IFP ،T نتیجه در .ATB = پس٠ داشت، خواهیم را ۵.٢.۴ قضیه�ی اثبات در آمده

نیست. یافته تقلیل R حلقه�ی

و باشد حلقه ͷی S � کنیم فرض .٨.٢.۴ مثال

D۴(S) =




a a١٢ a١٣ a١۴
٠ a a٢٣ a٢۴
٠ ٠ a a٣۴
٠ ٠ ٠ a

 | a, aij ∈ S


که کنیم توجه
٠ ١ −١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠




٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠

 = ٠.

داریم: اما
٠ ١ −١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠




٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠




٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠

 =


٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

 ̸= ٠

نیست. IFP ،Dn(S) ،n ≥ ۵ برای مشابه طور به و نیست IFP ،D۴(S) بنابراین

n ≥ ۴ برای اما است. IFP ،D٣(R) حلقه�ی آنگاه باشد، یافته تقلیل R حلقه�ی اگر ۴.٢.۴ لم به بنا

مͬ�بینیم. زیر در را متفاوتͬ وضعیت IFP شبه- حالت برای نیست. IFP ،Dn(R) فوق مثال به بنا

IFP شبه- حلقه�ای Dn(S) ،n ≥ ٢ برای صورت این در باشد حلقه ͷی S کنیم فرض .٩.٢.۴ قضیه

است.

روی عناصر وقتͬ .ast ̸= ٠ که ٠ ̸= A = (aij) ∈ R و R = Dn(S) ،n ≥ ٢ برای کنیم فرض برهان.

R در را RAE١nR = Sa١١SE١n(⊆ RAR) ناصفر پوچتوان ایده�آل باشند، ناصفر Aماتریس اصلͬ قطر

ایده�آل ͷی RAR صورت این در مͬ�گیریم. نظر در صفر را Aماتریس اصلͬ قطر روی عناصر حال داریم.

است. IFP شبه- R بنابراین است. R از ناصفری پوچتوان
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راست اور شرط Xدر گوییم باشد. R حلقه�ی از ضربی بسته Xزیرمجموعه�ای فرضکنیم تعریف۴.١٠.٢.

که طوری به باشد داشته وجود ،y ∈ X ،s ∈ R عناصر ،x ∈ X ،r ∈ R هر برای هرگاه مͬ�کند، صدق

مͬ�نامیم. راست اور مجموعه�ی را مͬ�کند صدق راست اور شرط در که ضربی�ای بسته مجموعه�ی .ry = xs

مͬ�شود. تعریف مشابه طور به چپ اور مجموعه�ی و چپ اور شرط

حلقه�ی Q گوییم باشد، R حلقه� منظم عناصر از ضربی بسته زیرمجموعه�ی X کنیم فرض .١١.٢.۴ تعریف

هرگاه: است X مجموعه�ی به نسبت R راست کسر�های

،R ⊆ Q .١

باشد، پذیر وارون Q در X از عنصر هر .٢

a ∈ R ،x ∈ X که طوری به نوشت ax−١ فرم به بتوان را Q از عنصر هر .٣

باشد، جابجایی R حلقه�ی اگر مͬ�شود. Xتعریف مجموعه�ی به نسبت Rچپ کسرهای حلقه�ی متناظرا

مͬ�کنیم. خودداری راست و چپ پسوندهای نوشتن از آنگاه

حلقه�ی صورت این در .R = K[x;α] و باشد K حلقه�ی از خودریختͬ ͷی α کنیم فرض مثال، برای

نسبت Rچپ کسرهای حلقه�ی و راست کسرهای حلقه�ی ,K[xهمان x−١;α] لوران اریب چندجمله�ای�های

است. {١, x, x٢, ...} ضربی بسته مجموعه�ی به

حلقه�ی را R منظم عناصر تمام مجموعه�ی به نسبت R حلقه راست کسرهای حلقه�ی .١٢.٢.۴ تعریف

ͷکلاسی چپ کسرهای حلقه�ی مͬ�دهیم. نمایش Q(R) علامت با و مͬ�نامیم R ͷکلاسی راست کسرهای

اگر تنها و اگر دارد وجود R حلقه ͷکلاسی (راست) چپ کسرهای حلقه�ی بنابراین مͬ�شود. تعریف متناظرا

باشد. (راست) چپ اور مجموعه�ی ͷی R حلقه�ی منظم عناصر تمام مجموعه�ی

باشد، داشته وجود R حلقه�ی ͷکلاسی راست کسرهای حلقه�ی و ͷکلاسی چپ کسرهای حلقه�ی اگر

برابراند. آنگاه
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صحیح دامنه�ی کسرهای میدان و دارد وجود جابجایی حلقه�ی هر ͷکلاسی کسرهای حلقه�ی مثال، برای

است. آن ͷکلاسی کسرهای حلقه�ی همان

ناپذیر تعویض متغیرهای با شده تولید آزاد -جبر F نمایانگر R = F < x, y > و میدان F کنیم فرض

از ،(xy−١ = b−١a)y−١x = ab−١ که طوری به ندارد وجود a, b ∈ R عناصر x, y برای چون باشد. x, y

ندارد. وجود R ͷکلاسی راست کسرهای حلقه�ی رو این

A.C.C شرط در و باشد داشته متناهͬ بعد RR هرگاه مͬ�نامیم راست گلدی را R حلقه�ی .١٣.٢.۴ تعریف

مͬ�شود. تعریف متناظرا چپ گلدی حلقه�ی کند. صدق راست پوچسازهای روی

مͬ�نامیم. گلدی را آن باشد چپ گلدی هم و راست گلدی هم حلقه�ای اگر

است. راست اور اول، نیم و راست گلدی حلقه�ی هر .١۴.٢.۴ گزاره

وجود A از C و B ناصفر زیرمدول�های هرگاه است، تجزیه قابل غیر A مدول مͬ�گوییم .١۵.٢.۴ تعریف

که باشند نداشته

B ⊕ C = A.

E(A) از Ei تجزیه قابل غیر زیرمدول�های هرگاه دارد، متناهͬ بعد A مدول مͬ�گوییم .١۶.٢.۴ تعریف

که طوری به باشد داشته وجود

E(A) = E١ ⊕ ...⊕En.

نابدیهͬ آن ناصفر زیرمدول دو هر اشتراک هرگاه مͬ�نامیم، یͺنواخت را A ناصفر مدول .١٧.٢.۴ تعریف

است. اساسͬ A از ناصفر زیرمدول هر یعنͬ؛ باشد.

یعنͬ؛ باشد راست اور آن ناصفر عناصر مجموعه�ی هرگاه مͬ�نامیم راست اور را R دامنه�ی .١٨.٢.۴ تعریف

.xr = ys ̸= ٠ که باشند داشته وجود r, s ∈ R عناصر x, y ∈ R ناصفر عنصر دو هر برای

مͬ�شود. تعریف متناظرا چپ اور دامنه�ی

است. چپ اور هم و راست اور دامنه هم صحیح اعداد حلقه�ی مثال، برای



IFP-شبه حلقه�های از مثال�هایی و ساختار .۴٨٠

معادلند: زیر گزاره�های صورت این در باشد. دامنه ͷی R کنیم فرض .١٩.٢.۴ لم

است. راست اور ،R .١

است. یͺنواخت ،RR .٢

دارد. متناهͬ بعد ،RR .٣

اشتراک R از ناصفر اصلͬ راست ایده�آل دو هر اگر تنها و اگر است راست اور R دامنه (١ ↔ ٢) برهان.

باشد. داشته نابدیهͬ

است. بدیهͬ (٣← ٢)

که دارند وجود R از I١, J١ ناصفر راست ایده�آل�های نباشد، یͺنواخت RR کنیم فرض (٢ ← ٣)

ناصفر راست ایده�آل دو ولذا x١R ∼= Rپس است دامنه R چون ٠ ̸= x١ ∈ J١ کنیم فرض .I١ ∩ J١ = ٠

از I١, J١, I٢, J٢, ... راست ایده�آل�های روند این ادامه با .I٢ ∩ J٢ = ٠ که دارند وجود x١R از I٢, J٢

خانواده�ی نتیجه در .In+١ + Jn+١ ≤ Jn ،In ∩ Jn = ٠ ،n هر برای که مͬ�آیند دست به قسمͬ به R

است. یͺنواخت RR بنابراین است. تناقض در ٣ با که است مستقل I١, I٢, I٣, ...

است. راست اور راست، نوتری دامنه هر .٢٠.٢.۴ نتیجه

باشد. R ͷکلاسی راست کسرهای حلقه�ی Q و راست اور حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .٢١.٢.۴ قضیه

.a١a٢...an = ٠ آنگاه ،a١b−١١ a٢b
−١
٢ ...anb

−١
n = ٠ اگر باشد. IFP حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .١

ایده�آل ͷی شامل Qab−١Q آنگاه ،٠ ̸= ab−١ ∈ N(Q) اگر باشد. IFP حلقه�ی ͷی R کنیم فرض .٢

است. R از ناصفر پوچتوان

محاسبات لذا است، راست اور ،R حلقه�ی چون .a١b−١١ a٢b
−١
٢ ...aib

−١
i = ٠ کنیم فرض .١ برهان.

داریم: را زیر



موریتا سیستم .٢.۴٨١

.a٢d١ = b١c١ که دارد وجود d١ ∈ C(٠) و c١ ∈ R

.a٣d٢ = (b٢d١)c٢ که دارد وجود d٢ ∈ C(٠) و c٢ ∈ R

.andn−١ = (bn−١dn−٢)cn−١ که دارد وجود dn−١ ∈ C(٠) و cn−١ ∈ R استقرایی صورت به

نتیجه در

٠ = a١b
−١
١ a٢b

−١
٢ ...anb

−١
n = a١c١c٢...cn−١d

−١
n−١b

−١
n .

پس است، IFP ،R حلقه�ی اما a١c١c٢...cn−١ = ٠ بنابراین

٠ = a١c١c٢...cn−١ = a١(b١c١)c٢...cn−١

= a١(a٢d١)c٢...cn−١ = a١a٢(b٢d١)c٢...cn−١

= a١a٢(a٣d٢)c٣...cn−١ = ...

= a١a٢...an−١(bn−١dn−٢)cn−١ = a١a٢...an−١andn−١.

.a١a٢...an−١an = ٠ لذا است منظم dn−١ چون

قسمت به بنا صورت این در .(ab−١)n = ٠ که هست یی n لذا ،٠ ̸= ab−١ ∈ N(Q) کنیم فرض .٢

که طوری به است پوچتوان RaR ،۴ قسمت ۵.١.٢ لم به بنا است، IFP ،R چون .an = ٠ ،١

RaR ⊆ QaQ = Qab−١bQ ⊆ Qab−١Q.
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