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චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور به را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

جعفر دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در
مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه فتحعلͬ،

نمͬ�رسید. انجام به
و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که موسوی رضا سید آقای جناب از
را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایͬ مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی آماده در

دارم.
از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه همواره، و
سرشار عاطفه پاس به عزیزم برادران از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم ستایش خدا،

بودند. من پشتیبان بهترین که وجودشان، امیدبخش گرمای و

زيانلو سميه
١٣٩١ آذر
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چͺیده

در زیادی کاربردهای و است عملیات در تحقیق در مسائل مهمترین جزء مͺانیابͬ مسائل

و آتش�نشانͬ ایستͽاه�های مͺانیابͬ به مͬ�توان آن�ها کاربردهای مهمترین از دارند. امروز دنیای

مراکز مترو، و اتوبوس ایستͽاه�های کالا، توزیع مراکز بیمارستان�ها، اورژانس، مراکز پلیس،

اشاره ... و هسته�ای نیروگاه�های زباله، دفع مراکز پستͬ، مراکز کامپیوتری، شبͺه�های اداری،

کرد.

در هستند. p−مرکز و p−میانه مسأله�های مͺانیابͬ، تئوری در مهم مسأله�های از نمونه دو

ما هدف و دارند وجود شبͺه در قبل از سرويس�دهنده�ها از تعدادی شرطͬ، مͺانیابͬ مسائل

توصیف به پایان�نامه این در است. شبͺه در جدید سرويس�دهنده�های از تعدادی مͺان تعیین

روی شرطͬ p−ماکسین مسأله�ی برای و پرداخته آن�ها حل روش�های و مسائل این تشریح و

مͬ�دهیم. ارائه حل روش دو شبͺه�ها
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پیش�گفتار

با کار این که است شبͺه روی سرویس�دهنده�ها بهینه�ی مͺان تعیین هدف مͺانیابͬ، مسائل در
شده، مطرح الͽوریتم�های میان در مͬ�گیرد. صورت مسائل این حل برای الͽوریتم�هایͬ ارائه�ی
مهم مسأله�ی دو باشد. اجرا قابل کمتری هزینه�ی با و کمتر زمان در که است سودمند الͽوریتمͬ
مسائل این حل برای الͽوریتم�هایͬ و ابتͺاری روش�های هستند. مرکز و میانه مسائل مͺانیابͬ،
روش�های است رفته کار به p−میانه مسأله�ی برای که ابتͺاری روش�های جمله از است. شده ارائه

است. تابو جستجوی و ͷژنتی الͽوریتم
مͺانیابͬ بر تاریخچه�ای و شبͺه روی مرکز و میانه مسائل معرفͬ به پایان�نامه، این اول فصل در

مͬ�پردازیم. است؛ شده انجام زمینه این در که کارهایͬ و
سرویس�دهنده�ها و تقاضا نقاط گرفتن قرار نحوه�ی به توجه با را مͺانیابͬ مسائل دوم، فصل در
آن�ها با متناظر شرطͬ مسائل انواع و مͬ�کنیم تقسیم گروه هشت به شبͺه یال�های یا رئوس روی

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را
تعدادی که گونه�ای به مͬ�پردازیم شبͺه روی سرویس�دهنده p مͺان تعیین به سوم، فصل در
سرویس�دهنده�ها گرفتن قرار نحوه�ی به توجه با دارند. قرار شبͺه روی قبل از سرویس�دهنده�ها از
دو و مͬ�دهیم قرار بررسͬ مورد شرطͬ مرکز و شرطͬ میانه�ی نوع دو در را مسأله شبͺه، روی
توضیح آن�ها حل برای را [٣] درزنر و برمن ،[۵] سیمچͬ و برمن توسط شده پیشنهاد الͽوریتم

مͬ�پردازیم. الͽوریتم دو مقایسه�ی به و مͬ�دهیم
برای شبͺه، روی جدید سرویس�دهنده�ی ایجاد که مͬ�کنیم بررسͬ را حالتͬ چهارم، فصل در
این در است. نظر مورد نقاط بعضͬ از سرویس�دهنده بودن دور و است ناخوشایند مشتری�ها
بهینه�ی مͺان تعیین برای مͬ�گیرد. قرار بررسͬ مورد شبͺه روی شرطͬ ماکسین مسأله�ی حالت
داده�ایم تعمیم را [٣] درزنر و برمن ،[۵] سیمچͬ و برمن الͽوریتم�های شبͺه روی سرویس�دهنده�ها
نیروگاه�های مͺان تعیین به مͬ�توان مسأله این کاربردهای از مͬ�پردازیم. الͽوریتم دو مقایسه�ی به و

کرد. اشاره ... و زباله انبارهای و نظامͬ انبارهای هسته�ای،
به مͬ�پردازیم؛ صفحه روی سرویس�دهنده�ها از تعدادی بهینه�ی مͺان تعیین به پنجم، فصل در

ح



خ جداول لیست

مسأله�ی حل به همچنین دارند. قرار صفحه روی قبل از سرویس�دهنده�ها از تعدادی که گونه�ای
مͬ�پردازیم. صفحه روی (١,١)−میانه و ٢-میانه



١ فصل

مͺانيابͬ

و کرده معرفͬ را آن کاربردهای و مͺانیابͬ مسائل تاریخͬ زمینه�ی و چارچوب ابتدا فصل این در
مͬ�پردازیم. مرکز) مسأله�ی و میانه (مسأله�ی مͺانیابͬ مهم مسأله�ی دو معرفͬ به سپس

مقدمه ١.١

مختلف علوم و رشته�ها در زیادی کاربرد امروزه که است مهمͬ مسائل جمله از مͺانیابͬ مسأله�ی
مسأله�ی پیدایش است. رسیده چاپ به زمینه این در فراوانͬ مقالات اخیر دهه�های در و دارد،
کرد: مطرح را زیر مسأله�ی فرما١ که زمانͬ مͬ�دهند، نسبت میلادی هفدهم قرن به را مͺانیابͬ
مجموع که بیابید گونه�ای به را چهارم نقطه�ی است، شده داده صفحه در نقطه سه کنید فرض
توریچل٢ͬ توسط ایتالیا در ١۶۴٠ سال در مسأله این شود. مینیمم شده داده نقطه�ی سه تا فاصله�ها

مͬ�نامند. توریچلͬ نقطه�ی را نقطه این دلیل همین به شد، حل
مسأله�ی او .[٧٨] شد پایه�ریزی وبر٣ توسط ١٩٠٩ سال در مدرن مͺانیابͬ علم در مطالعات
ممͺن مقدار کمترین مشتری چند تا آن فاصله�ی مجموع که را سرویس�دهنده ͷی مͺان کردن پیدا
سال در مͺانیابͬ مسائل روی بر جدی تحقیقات داد. قرار بررسͬ مورد و نموده معرفͬ را باشد
مرحله�ی وارد مسائل این روی مطالعه بعد به زمان آن از و شد، شروع [۴٠] حͺیمͬ توسط ١٩۶۴
گشت�های بهینه�ی مͺان یافتن منظور به را شبͺه روی بر مͺانیابͬ مسأله�ی حͺیمͬ شد. جدیدی
مسأله�ی هدف، به رسیدن برای او داد. قرار استفاده مورد شهری مناطق و بزرگراهها در پلیس

١Fermat
٢Torricelli
٣Weber

١



٢ مͺانيابͬ .١ فصل

از بیشتر سرویس�دهنده�ها تعداد اگر که کرد فرض او کرد، مطرح کلͬ�تر حالت در را مͺانیابͬ
را فاصله کمترین که مͬ�کنند انتخاب را کسͬ سرویس�دهنده�ها بین از مشتری�ها آنͽاه باشد ͬͺی

باشند. داشته او با
طبقه�بندی اولین کرده�اند، طبقه�بندی را مͺانیابͬ مسائل مختلف مدل�های افراد از بعضͬ
طبقه�بندی�های همچنین شد. ارائه [۴۵] میرچندان۵ͬ و هندلر۴ توسط مͺانیابͬ مختلف مدل�های
و میرچندانͬ ،[۴۶] همͺاران و هانس٨ ،[۵١] پروزن٧ و کراروپ۶ توسط زمینه این در دیͽری
اسͺاتلا١٣ و اسͺاپارا١٢ ،[۶۶] دسͺین١١ و أون١٠ ،[٣۴] همͺاران و فرانسیس ،[۶٢] فرانسیس٩
مختلف مقاله�های از لیستͬ [۴٣] هال١۶ است. شده انجام [٢٨] هاماخر١۵ و درزنر١۴ و [٧١]

است. کرده جمع�آوری اینترنتͬ سایت ͷی در را مͺانیابͬ مسائل مورد در
مͺان�های تعیین برای نقاط از انتخابیͷمجموعه ͬͽونͽچ به شبͺه�ها، روی مͺانیابͬ مسائل
و مختلف معیارهای زدن تخمین با مسائل این در ما حقیقت، در مͬ�پردازند. شبͺه در مشخصͬ
بنابراین مͬ�کنیم. برآورده بهینه بطور را مشتری�ها نیاز قیدها، از مشخصͬ مجموعه�ی از استفاده با
نقاطͬ نشان�دهنده�ی شبͺه رأس�های مͬ�شوند، مدل گراف یا شبͺه روی که مͺانیابͬ مسائل در
مͬ�گوییم. تقاضا نقاط رأس�ها این به که هستند، سرویسͬ متقاضͬ آن استفاده�کنندگان که هستند
هم به را شهرها که جاده�هائͬ مثال (برای هستند رأس�ها بین ارتباط وجود نشان�دهنده�ی یال�ها

مͬ�کنند). وصل
نقاط تعدادی که وقتͬ اول، حالت شویم. مواجه مͬ�توانیم، حالت دو با مͺانیابͬ مسائل در
باشد؛ نداشته وجود شبͺه در قبل از سرويس�دهنده�ای هیچ و (رئوس) دارد وجود شبͺه در تقاضا
تقاضا نقاط به خدمت�رسانͬ منظور به شبͺه، در سرويس�دهنده�ها از تعدادی مͺان تعیین هدف و
و است؛ آتش�نشانͬ مراکز بدون مسͺونͬ، خانه�های شامل منطقه ͷی کنیم فرض مثلا است.
به است، شهر سطح در آتش�نشانͬ) (مراکز سرويس�دهنده�ها از تعدادی مͺان تعیین ما هدف

۴Handler
۵Mirchandani
۶Krarup
٧Pruzan
٨Hansen
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٣ مͺانيابͬ .١ فصل

تقاضا نقاط تمام به را خدمت�رسانͬ بهترین بتوانند که باشند مͺان�هایͬ در مراکز این که طوری
مͬ�یابد؛ نمود غیرشرطͬ مͺانیابͬ مسأله�ی مفهوم حالت، این در باشند. داشته مسͺونͬ) (مناطق
تعیین ما، هدف و ندارد وجود شبͺه در قبل از سرويس�دهنده�ای هیچ که است این ما منظور و
از تعدادی دوم، حالت در است. شبͺه در جدید سرويس�دهنده�های از تعدادی بهینه�ی مͺان
در قبل از سرويس�دهنده�ها از تعدادی همچنین و (رئوس) دارند وجود شبͺه در تقاضا نقاط
شبͺه در قبل از که را سرويس�دهنده�هايͬ پایان�نامه، این در بعد به این (از موجودند. شبͺه
شبͺه در است قرار که را سرويس�دهنده�هايͬ و مͬ�نامیم؛ موجود سرويس�دهنده�های دارند، وجود
مͺان تعیین ما، هدف حالت این در مͬ�نامیم). جدید سرويس�دهنده�های شوند، مͺان تعیین
مͺان�های در سرويس�دهنده�ها این که طوری به است شبͺه در جدید سرويس�دهنده�های از تعدادی
نقطه�ی هر حالت این در بخشند. تسهیل را تقاضاها به خدمت�رسانͬ که شوند واقع بهینه�ای
است شده مͺان تعیین شبͺه در که سرويس�دهنده�ای نزدیͺترین از را خدماتش مͬ�تواند تقاضا،
مسأله�ی دوم، حالت در کند. دریافت موجود) سرويس�دهنده�ی چه و جدید سرويس�دهنده�ی (چه
بیمارستان تعدادی شهر سطح در که فرضکنیم مثلا مͬ�نامیم. شرطͬ مͺانیابͬ مسأله�ی را مͺانیابͬ
در بیماران به خدمت�رسانͬ برای جدید بیمارستان تعدادی که است این ما هدف و دارد، وجود
که باشد طوری شهر سطح در جدید بیمارستان�های بهینه�ی مͺان باید کنیم. دایر شهر سطح
مسأله�ی هر در بنابراین شود. تسهیل مسͺونͬ) (مناطق تقاضا نقاط تمام به خدمت�رسانͬ امͺان
ما هدف و باشند، شده مͺان تعیین شبͺه در قبل از سرويس�دهنده�ها از تعدادی اگر مͺانیابͬ،
با ،(ͬͽبهین معیارهای به توجه (با باشد جدید سرويس�دهنده�های از تعدادی بهینه�ی مͺان تعیین
مسائل مهم مفاهیم آینده بخش�های در داشت. خواهیم کار و سر شرطͬ مͺانیابͬ مسأله�ی مفهوم

مͬ�دهیم. شرح را شبͺه روی شرطͬ مͺانیابͬ مهم مدل�های و مͺانیابͬ

شبͺه�ها روی مͺانیابͬ مسائل ٢.١

هدف مسأله دو هر در هستند. مرکز و میانه مسأله�های شبͺه�ها، روی مͺانیابͬ مسائل از نمونه دو
تا (سرویس�دهنده�ها) نقاط این وزنͬ فاصله�ی طوریͺه به است، N شبͺه�ی از نقاطͬ کردن پیدا

شود. بهینه (مشتری�ها) تقاضا نقاط

p−میانه مسأله�ی ١.٢.١

زمینه�های در زیادی کاربردهای استو مͺانیابͬ تئوری در مسائل مهمترین از ͬͺی مسأله�یp−میانه
توزیع مراکز کامپیوتری، ارتباطͬ شبͺه�های مراکز مͺانیابͬ به مͬ�توان جمله آن از که دارد، مختلف

کرد. اشاره پستͬ مراکز و اتوبوس ایستͽاه�های نظامͬ، مراکز اداری، مراکز کالا،
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کمترین نقطه، این تا تقاضا نقاط سایر وزندار فواصل مجموع که است شبͺه از نقطه�ای میانه،
حالت این در که باشند شبͺه از نقطه�ای هر مͬ�توانند میانه�ها p−میانه، مسأله�ی در باشد. مقدار
رأس�ها روی تنها میانه، نقاط کردن پیدا هدف، اگر اما گویند. مطلق p−میانه�ی مسأله�ی را مسأله

مͬ�نامند. رأسͬ p−میانه�ی مسأله�ی را مسأله باشد،
Xشامل = {x١, x٢, ..., xp} مجموعه�ی کردن پیدا هدف شبͺه�ها روی p−میانه مسأله�ی در
وزن دارای vi رأس هر اگر طوری�که به است، N = (V,E) شبͺه�ی روی سرویس�دهنده p مͺان
به شود. مینیمم N شبͺه روی رئوس تمام تا مجموعه این وزنͬ فاصله�های مجموع باشد، wi

یعنͬ بود، خواهد فاصله�ها وزنͬ مجموع کردن کمینه هدف حالت این در عبارتͬ

minf(x) =
∑
vi∈N

wid(X, vi)

سرویس�دهنده نزدیͺترین تا v فاصله�ی صورت به X مجموعه�ی از v ∈ V رأس هر فاصله�ی
یعنͬ مͬ�شود، تعریف X در

d(X, v) = minxi∈Xd(xi, v)

مͬ�باشد. شبͺه روی vj و vi رأس دو بین مسیر کوتاهترین فاصله�ی d(vi, vj) و
ولͬ شد، منتشر ١٩۵٠ دهه در شبͺه�ها روی مͺانیابͬ زمینه�ی در اندکͬ مقاله�های چند هر
در [۴٠،۴١] حͺیم١٧ͬ شد. پرداخته جدی طور به مسائل این به به�بعد ١٩۶٠ دهه�ی اواسط از
روی وسیله p موقعیت وزنͬ فاصله�ی مینیمم درباره�ی مقدماتͬ نتایج ١٩۶۴ − ۶۵ سال�های
ارائه مسائل این برای حلͬ راه نتوانست او اگرچه آورد، بدست تقاضا نقطه�ی n شامل شبͺه�ای
ͷی که دارد وجود رأس n از رأس p از متشͺل مجموعه ͷی حداقل که کرد ثابت ولͬ دهد
ͬͽبهین «خاصیت یا حͺیمͬ» «قضیه�ی به نتیجه این است. p−میانه مسأله�ی برای بهینه جواب
داد، انجام شبͺه�ها روی مͺانیابͬ مسائل حل در حͺیمͬ قضیه�ی که ͬͺکم است. معروف رأسͬ»
مجموعه قضیه این ͷکم به عبارتͬ به است خطͬ برنامه�ریزی مسائل در ١٨دانتزی کار شبیه

مͬ�کند. پیدا کاهش متناهͬ مجموعه ͷی به نامتناهͬ مجموعه ͷی از بهینه، جواب�های
از استفاده با شبͺه�ها روی ١-میانه مسأله�ی که داد نشان ١٩٧١ سال در [٣٩] گلدمن١٩
ͬͺی وزن هنͽامͬ�که داد نشان او همچنین مͬ�باشد. o(n٣) زمانͬ پیچیدگͬ دارای شمارشͬ روش
است. رأس همان ١-میانه بهینه جواب باشد، بیشتر سیستم کل وزن نصف از تقاضا رأس�های از

١٧Hakimi
١٨Dantzig
١٩Goldman
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پیچیدگͬ دارای درخت روی ١-میانه مسأله�ی وزنͬ) اکثریت (خاصیت قضیه این از استفاده با
است. L١ نرم با بعدی دو فضای در میانه برای ͬͽبهین شرایط مشابه نتیجه این است. o(n) زمانͬ

آنͽاه باشد، دارا را زیر خاصیت T١ زیردرخت و باشد درخت ͷی T اگر .[٣٩] .١.٢.١ قضیه
دارد. وجود T١ در مسأله برای بهینه جواب ͷی

W (T١) ≥
١
٢W (T )

مͬ�شوند: تعریف زیر صورت به W (T١) و W (T ) که

W (T ) =
∑

{i:vi∈T}

wi , W (T١) =
∑

{i:vi∈T١}

wi

زیر صورت به درخت�ها روی ١-میانه مسأله�ی برای الͽوریتمͬ فوق، قضیه�ی از استفاده با
است. شده ارائه

وزنͬ: اکثریت الͽوریتم
است. بهينه جواب رأس همان كنيد، توقف است رأس يك تنها شامل T اگر (١

در است. مسأله جواب v آنͽاه W (v) ≥ W (T )
٢ اگر v مانند انتهائͬ رأس هر ازای به (٢

برويد. ٣ گام به صورت غيراين
(u, v) كمان و v رأس و كرده اضافه u به را v وزن باشد؛ v مجاور رأس u كنيد فرض (٣

برويد. ١ گام به و كنيد حذف را
کلͬ حالت در p−میانه که کردند ثابت ١٩٧٩ سال در [۵٠] حͺیمͬ و کریو٢٠

بهینه جواب آوردن دست به برای حͺیمͬ، قضیه�ی به توجه با حال این با است. سخت −NP
اسوین٢١ و ریول نتیجه این از استفاده با کنیم. تحقیق شبͺه رأس�های مجموعه روی است کافͬ
ارائه ͷی و صفر خطͬ برنامه�ریزی با را p−میانه مسأله�ی فرمولبندی اولین ١٩٧٠ سال در [۶٩]

دادند.

٢٠Kariv
٢١Revelle & Swain
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است. زیر صورت به p−میانه مسأله�ی برای ͷی و صفر خطͬ برنامه�ریزی مدل ͷی

minz =

n∑
i=١

n∑
j=١

wi.dij .xij

s.t.

n∑
j=١

xij = ١ i = ١, ..., n (a)

xij ≤ yj i = ١, ..., n j = ١, ..., n (b)
n∑

j=١
yj = p (c)

xij = ٠ ∨ ١ i = ١, ..., n j = ١, ..., n (d)

yj = ٠ ∨ ١ j = ١, ..., n (e)

(١.١)

مͬ�شوند تعریف زیر صورت به yj و xij متغیرهای فوق فرمول در

xij =

{
١ شود داده اختصاص j سرويس�دهنده به i رأس اگر
٠ صورت غيراين در

yj =

{
١ شود انتخاب سرويس�دهنده مͺان بعنوان j رأس اگر
٠ صورت غيراين در

ͷی به تنها باید رأس هر که هستند مسأله این بیانͽر (a) قیدهای مجموعه (١.١) مدل در
به مͬ�توان تنها را رأس�ها که مͬ�دهند نشان (b) قیدهای مجموعه یابد. اختصاص سرویس�دهنده
ازای به یعنͬ باشد، شده گرفته نظر در سرویس�دهنده ͷی مͺان به�عنوان که داد اختصاص رئوسͬ
جایͽزین

∑n
i=١ xij ≤ Myj قیدهای با مͬ�توان را (b) قیدهای مجموعه باشد. yj = ١ رأس آن

است مطلب این نشان�دهنده�ی (c) محدودیت است. n− p+ ١ از بزرگتر عدد ͷی M که کرد
مسأله�ی برروی شده اعمال دقیق الͽوریتم�های جمله از است. نیاز مورد سرویس�دهنده p که
و ١٩٩٣ سال در لاگرانژ آزادسازی روش از استفاده با [٣۵] گالوا٢٢ روش به مͬ�توان p−میانه

٢٢Galvao
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استفاده با ١٩٧٨ سال در [٣٢] ارلنͺاتر٢٣ همچنین کرد. اشاره اسوین و ریول خطͬ برنامه�ریزی
موضوع بهتر درک برای داد. ارائه p−میانه مسأله�ی برای الͽوریتمͬ دوگان، کاهشͬ ͷنیͺت از
گرفته کار به p−میانه مسأله�ی برای که ابتͺاری روش�های کنید. مراجعه [١۶] در دسͺین به
به جواب که نمͬ�کنند تضمین روش�ها این هستند. خطا و آزمون پایه�ی بر روش�هائͬ مͬ�شود،
در بهینه جواب به ͷنزدی جواب ͷی که مͬ�روند کار به زمانͬ و باشد بهینه جواب ͷی آمده، دست
فراابتͺاری روش�های و ͷکلاسی ابتͺاری روش�های گروه دو به روش�ها این باشیم. داشته اختیار
ابتͺاری روش�های و محلͬ جستجوی ریاضͬ، برنامه�ریزی گروه سه به اول گروه مͬ�شود. تقسیم
٢۴ هامبورگر و کوهن را p−میانه مسأله�ی برای ابتͺاری روش�های اولین مͬ�شود. تقسیم سازنده
اولیه روش�های دیͽر از دادند. ارائه بهبود�بخشنده و آزمند روش�های بر مبتنͬ الͽوریتمͬ در [۵٢]
توسط رأس�ها جانشینͬ روش و ١٩۶۴ سال در [۵٧] مارانزانا٢۵ ͬͽهمسای جستجوی مͬ�توان
برای گراف تئوری بر مبتنͬ دیͽری روش�های کرد. اشاره ١٩۶٨ سال در [٧۶] بارت٢۶ و تیتز
زمانͬ پیچیدگͬ با دقیق الͽوریتم به مͬ�توان که است شده ارائه درخت روی p−میانه مسأله�ی حل
[٧۴] تمیر٢٧ که کرد؛ اشاره [۵٠] حͺیمͬ و کریو توسط درخت روی p−میانه برای O(p٢n٢)

بخشید. بهبود O(pn٢) زمانͬ پیچیدگͬ با الͽوریتمͬ به آن�را

p−مرکز مسأله�ی ٢.٢.١

طوری�که به مͬ�پردازد، شبͺه روی (مرکزها) سرویس�دهنده p مͺان تعیین به p−مرکز مسأله�ی
و (کریو شود مینیمم سرویس�دهنده نزدیͺترین تا تقاضا) (نقاط مشتری هر فاصله�ی ماکزیمم
Xp = {x١, x٢, ..., xp} کنید فرض .( [١۶] دسͺین ،[۴۵] میرچندانͬ و هندلر ،[۵٠] حͺیمͬ
فاصله�ی باشد. یال�ها) یا رأس�ها (روی G شبͺه از سرویس�دهنده p مͺان شامل مجموعه ͷی

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را Xp مجموعه�ی و شبͺه رأس هر بین

d(v,Xp) = min١≤i≤p{d(v, xi)} (٢.١)

کنید فرض مͬ�باشد. شبͺه روی xi و v نقطه�ی دو بین مسیر کوتاهترین فاصله�ی d(v, xi) که

F (Xp) = maxv∈V {w(v) · d(v,Xp)} (٣.١)

٢٣Erlenkotter
٢۴Kuhen & Hamburger
٢۵Maranzana
٢۶Teitz & Bart
٢٧Tamir
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که باشد گونه�ای به X∗
p ∈ G کنید فرض حال

F (X∗
p ) = minXp∈G{F (Xp)} (۴.١)

برای مطلق p−شعاع ͷی F (X∗
p ) و G برای مطلق p−مرکز ͷی X∗

p (۴.١) به توجه با بنابراین
فقط (٢.١) در Xp مجموعه�ی اگر مͬ�شود. داده نشان rp(G) با معمولا و مͬ�شود، نامیده G
رأسͬ p−شعاع ͷی F (X∗

p ) و G برای رأسͬ p−مرکز ͷی X∗
p آنͽاه باشد، G رأس�های شامل

مͬ�شود. نامیده G برای
مͬ�توان مسأله، کلیت دادن دست از بدون باشد، c وزن دارای شبͺه رأس�های همه�ی اگر
فرض باید همچنین مͬ�گیریم. نظر در وزن بدون را شبͺه صورت این در و c = ١ که کرد فرض
اگر و ؛ rp(G) = ٠ و X∗

p = V آنͽاه ، p = n اگر صورت درغیراین زیرا ،p < n که کرد
فراوانͬ کاربردهای p−مرکز مسأله�ی .[۵٠] ندارد ریاضͬ مفهوم و است بͬ�معنͬ مسأله ،p > n

و آتش�نشانͬ ایستͽاه�های انبارها، صنعتͬ، تأسیسات محل تعیین به مͬ�توان مثال برای که دارد
کرد. اشاره فروش مراکز و مدارس بیمارستان�ها، پلیس،

موقعیتسرویس�دهنده�ها آوردن دست به هدف اگر شبͺه روی مͺانیابͬ مسأله�ی در تعریف٢.٢.١.
موقعیت آوردن دست به هدف اگر و مͬ�نامند؛ رأسͬ ميانه�ی را مسأله باشد، شبͺه رأس�های روی
.([۵٨] (منیͺا٢٨ مͬ�نامند مطلق ميانه�ی را مسأله باشد رأس�ها و یال�ها امتداد در سرویس�دهنده�ها
است زیر صورت به رأسͬ حالت در p−مرکز مسأله�ی ͷی و صفر خطͬ برنامه�ریزی مدل

min (maxi,jwi.dij .xij)

s.t.

n∑
j=١

xij = ١ i = ١, ..., n (a)

n∑
i=١

xij ≤ n.yj j = ١, ..., n (b)

n∑
j=١

yj = p (c)

xij , yj ∈ {٠,١} i = ١, ..., n j = ١, ..., n (d)

(۵.١)

سرویس�دهنده ͷی به تنها باید رأس هر که مͬ�دهند نشان (a) قیدهای مجموعه (۵.١) مدل در
اختصاص رأسͬ به مͬ�توان تنها را رأس هر که مͬ�دهند نشان (b) قیدهای مجموعه اختصاصیابد.

٢٨Minieka



٩ مͺانيابͬ .١ فصل

مͬ�دهد، نشان (c) محدودیت باشد. شده گرفته نظر در سرویس�دهنده ͷی مͺان عنوان به که داد
شده ارائه p−مرکز مسأله�ی حل برای مختلفͬ الͽوریتم�های است. نیاز مورد سرویس�دهنده p که
در گراف�ها برای مسأله این که دادند نشان [٣۶] جانسن٢٩ و گری کلͬ حالت در ولͬ است،
مسأله�ی که کردند، ثابت ١٩٧٩ سال در نیز [۵٠] حͺیمͬ و کریو است. NP−سخت کلͬ حالت
پیچیدگͬ با الͽوریتمͬ و است؛ NP−سخت ،١ < p < n هر برای رأسͬ) و (مطلق p−مرکز
زمانͬ پیچیدگͬ با الͽوریتمͬ و وزن�دار گراف�های برای O([n٢p−١mp/(p − ١)!] log n) زمانͬ
برای همچنین آن�ها دادند. ارائه وزن بدون رأس�های با گراف�هائͬ برای O(n٢p−١mp/(p−١)!)
زمانͬ پیچیدگͬ با الͽوریتم�هایͬ ترتیب به وزن بدون و وزن�دار شبͺه�های روی ١-مرکز کردن پیدا
زمانͬ پیچیدگͬ با الͽوریتم�هایͬ و کلͬ، گراف�های برای O(mn + n٢ log n) و O(mn log n)

همچنین .[۵٠] دادند ارائه وزن بدون و وزن�دار درخت�های برای ترتیب به O(n) و O(n log n)

.[۵٠] دادند ارائه درخت روی p−مرکز کردن پیدا O(n٢برای log n) زمانͬ پیچیدگͬ با الͽوریتمͬ
برای مطلق p−مرکز کردن پیدا برای و دهند توسعه را خود نتایج شدند موفق سال همان در آن�ها
زمانͬ پیچیدگͬ با الͽوریتمͬ و ،O(n logp−٢ n) زمانͬ پیچیدگͬ با الͽوریتمͬ ٢ < p < n هر
تمیر .[۵٠] دهند ارائه ١ < p < n هر برای رأسͬ p−مرکز کردن پیدا برای O(n logp−٢ n)

در ترتیب به وزن بدون و وزن�دار گراف�های برای را X∗
p توانست، الͽوریتمͬ ارائه�ی با [٧٣] در

زیادی ابتͺاری روش�های آورد. دست به O(np−١mp log٣ n) و O(npmp log٢ n) زمان�های
پلͽرین٣٠ توسط شده پیشنهاد روش�های به مͬ�توان که شده پیشنهاد p−مرکز مسأله�ی حل برای

کرد. اشاره [١١] تمیر و چندرساکرن٣١ ،[٢٢] درزنر ،[۶٧]

٢٩Garey and Johnson
٣٠Pelegrin
٣١Chandrasekaran



٢ فصل

شبͺه روی شرطͬ مͺانيابͬ مسائل

مقدمه ١.٢

مͺانیابͬ مسائل بخش، این در کرد. طبقه�بندی مͬ�توان، مختلف جهات از را مͺانیابͬ مسائل
رئوس یا یال�ها روی تقاضا) (نقاط مشتریان و سرویس�دهنده�ها گرفتن قرار نحوه�ی به توجه با
و شوند واقع رئوس روی بر تقاضا نقاط گراف، ͷی در اگر مͬ�شوند. تقسیم گروه هشت به
مͺانیابͬ مسأله�ی شوند؛ انتخاب سرویس�دهنده�ها مͺان عنوان به بتوانند رأس�ها روی نقاط فقط
و شوند واقع رئوس روی بر تقاضا نقاط گراف، ͷی در اگر و است میانه و مرکز مسائل با متناظر
مسأله�ی شوند؛ انتخاب سرویس�دهنده�ها مͺان عنوان به بتوانند رئوس مانند هم یال�ها روی نقاط
به را مͺانیابͬ مسائل از نوع چهار بنابراین است. مطلق میانه�ی و مطلق مرکز با متناظر مͺانیابͬ

مͬ�کنیم. تعریف مطلق میانه�ی و مطلق مرکز میانه، مرکز، صورت
شوند. واقع مͬ�توانند؛ رئوس روی بر فقط تقاضا نقاط بالا، مͺانیابͬ مسائل از نوع چهار در
مͺانیابͬ�ها، از نوع چهار متناظراً شوند؛ واقع بتوانند هم یال�ها رئوسروی بر علاوه تقاضا نقاط اگر
به بتوانند رأس�ها روی نقاط فقط گراف، ͷی در اگر بنابراین مͬ�شوند. نامیده کلͬ مͺانیابͬ�های
بتوانند هم یال�ها روی رئوس بر علاوه تقاضا نقاط و شوند انتخاب سرویس�دهنده�ها مͺان عنوان
نقاط گراف، ͷی در اگر و است کلͬ میانه�ی و کلͬ مرکز با متناظر مͺانیابͬ مسأله�ی شوند؛ واقع
مشتریان و شوند انتخاب سرویس�دهنده�ها مͺان عنوان به بتوانند رئوس مانند هم یال�ها روی
مرکز با متناظر مͺانیابͬ مسأله�ی شوند؛ واقع بتوانند هم یال�ها روی رئوس بر علاوه تقاضا) (نقاط
گراف روی قبل از سرويس�دهنده�ها از تعدادی هنͽامͬ�كه است. کلͬ مطلق میانه�ی و کلͬ مطلق
يا رأس�ها روی سرويس�دهنده�ها و تقاضا نقاط گرفتن قرار نحوه�ی به توجه (با باشند داشته قرار

مͬ�ناميم. شرطͬ بالا مͺانيابͬ مسائل با متناظر را مͺانيابͬ مسائل يال�ها)

١٠
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را آن�ها با متناظر شرطͬ مͺانيابͬ مسائل و مͺانيابͬ مسأله�ی نوع هشت فصل، اين در لذا
مͬ�دهيم. توضيح

نمادگذاری ٢.٢

مͬ�کنیم. استفاده مسائل توصیف برای زیر، علامت�های و نشانه�ها از پایان�نامه این در
یال�های و x١, ..., xn با را G گراف رأس�های باشد. بحث مورد گراف G که کنیم فرض
متصل yi یال و مͬ�باشد yi یال طول نشان�دهنده�ی di مͬ�دهیم. نشان y١, ..., yp با را گراف
f عدد كردن ضرب با yi يال روی نقطه يك . j < k طوری�که به است، xk و xj رئوس به
xj رأس از مسير كوتاهترين طول نشان�دهنده�ی djk مͬ�شود. مشخص di در (٠ ≤ f ≤ ١)
عنصر امين (j, k) كه است n × n ماتريس نشان�دهنده�ی D مͬ�باشد. G گراف در xk رأس به
در djk محاسبه�ی برای روش�هايͬ مͬ�شود. ناميده G گراف فاصله�ی ماتريس و مͬ�باشد djk آن
از z١, z٢, ..., zq موجود سرویس�دهنده�ی q که کنیم فرض است. شده ارائه [۶٨], [۶٠], [١۴]

باشند. شده مͺان تعیین q = ١,٢, ... هر برای رئوس، یا نقاط از ͷی هر در گراف در قبل
به zm موجود سرویس�دهنده�ی از مسیر کوتاهترین طول نشان�دهنده�ی dcmt که کنیم فرض
ماتریس از مستقیماً مͬ�تواند فاصله این آنͽاه باشد؛ G گراف از رأس ͷی zm اگر باشد. xt رأس
بنابراین است. yi = (xj , xk) یال روی نقطه ͷی ، zm صورت غیراین در شود. محاسبه D

مͬ�شود محاسبه زیر صورت به dcmt عنصر

dcmt = min(fdi + djt, (١ − f)di + dkt) (١.٢)

صورت به که مͬ�باشد، xt رأس به سرویس�دهنده�ها مجموعه�ی از فاصله کوتاهترین �اندازه�ی dct و
مͬ�شود محاسبه زیر

dct = min(dc١t, d
c
٢t, ..., d

c
qt) (٢.٢)

و xt رأس تا سرویس�دهنده�ها مجموعه�ی از فاصله کوتاهترین اندازه�ی بين مقدار كمترين d∗st و
يعنͬ: باشد، xt رأس به xs رأس از فاصله كوتاهترين اندازه�ی

d∗st = min(dst, d
c
t) (٣.٢)

d∗st فاصله�ی باشد. d∗st آن عنصر امین (s, t) که است n × n ماتریس يك D∗ که کنیم فرض
توجه با دارد. نام شرطͬ فاصله�ی ماتریس D∗ و مͬ�شود؛ نامیده xt به xs از شرطͬ فاصله�ی ،
اندازه�ی d′

si كنيد فرض همچنين . dst ≥ d∗st داریم: بوضوح ، d∗st و dst عنصر دو تعریف به
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اتفاق yi یال از نقاطͬ روی ماکسیمم که باشد yi = (xj , xk) یال به xs رأس از فاصله ماکسیمم
داریم: بنابراین مͬ�افتد.

d
′
si =

١
٢(dsj + di + dsk) (۴.٢)

آن عنصر امین (s, i) که است n × p ماتریس ͷی D′ مͬ�شود. نامیده رأس-یال فاصله�ی d′
si و

مͬ�شود. نامیده رأس-یال فاصله�ی ماتریس و است، d′
si

باشد yi = (xj , xk) یال به zt سرویس�دهنده�ی از فاصله ماکسیمم اندازه�ی d′c
ti که فرضکنیم

فاصله�ی مͬ�شود. نامیده نقطه-یال فاصله�ی d′c
ti و است؛ yl = (xm, xn) یال روی نقطه�ای zt که

مͬ�شود: محاسبه زیر صورت به نقطه-یال

d
′c
ti = min


fdl + d

′
mi, (١ − f)dl + d

′
ni

١
٢(di + dl + dmj + dnk)
١
٢(di + dl + dmk + dnj)

(۵.٢)

از فاصله ماكسيمم از است عبارت و مͬ�شود نامیده شرطͬ رأس-یال فاصله�ی ͷی d′∗
si فاصله�ی

مͬ�شود: محاسبه زیر صورت به كه yi؛ يال به xs رأس از يا سرويس�دهنده هر

d
′∗
si = min(d

′
si, d

′c
١i, d

′c
٢i, ..., d

′c
qi) (۶.٢)

آن عنصر امين (s, i) كه است؛ شرطͬ رأس-یال فواصل از n × p ماتریس نشان�دهنده�ی D′∗ و
است. d′∗

si

داریم: بوضوح
d
′
si ≥ d

′∗
si

شبͺه روی شرطͬ مͺانيابͬ مسائل ٣.٢

آن�ها مͺان یافتن برای را الͽوریتم�هایͬ و کرده؛ توصیف را مͺانیابͬ مسائل انواع بخش، این در
مͬ�دهیم. ارائه شبͺه روی
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شرطͬ مركز ١.٣.٢

فاصله�ی ماكسيمم طوری�كه به است؛ N شبͺه�ی از نقطه�ای كردن پيدا هدف مركز، مسأله�ی در
مسأله�ی هدف تابع باشد. ممͺن مقدار كمترين تقاضا نقاط تا (سرويس�دهنده) نقطه اين وزنͬ
تقاضا نقاط و سرويس�دهنده�ها شرطͬ مركز و مركز مسائل در شد. داده نشان ١ فصل در مركز
قبل از سرويس�دهنده�ها از تعدادی شرطͬ، مركز مسأله�ی در مͬ�شوند. واقع شبͺه رئوس روی
شبͺه رئوس روی جديد سرويس�دهنده�های مͺان تعيين هدف، و هستند واقع شبͺه رئوس روی
تا موجود) و جديد (سرويس�دهنده�های نقاط اين وزنͬ فاصله�ی ماكسيمم كه گونه�ای به است؛

شود. مينيمم تقاضا نقاط
كه باشد سرويس�دهنده�ای q مͺان شامل مجموعه يك Zq = {z١, z٢, ..., zq} كنيد فرض
مͺان شامل مجموعه يك Xp = {x١, ..., xp} و شده�اند مͺان تعيين شبͺه رئوس روی قبل از
تعريف زير صورت به را d(v,Xp) فاصله�ی باشد. رأس�ها) (روی N شبͺه از سرويس�دهنده p

مͬ�كنيم:

d(v,Xp) = min١≤i≤p{d(v, xi)} (٧.٢)

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را شرطͬ p−مركز مسأله�ی هدف تابع

G١(Xp) = maxv∈V {min{w(v).d(v,Xp), w(v).d(v, Zq)}} (٨.٢)

باشیم: داشته X∗
p ∈ N ازای به اگر بنابراین

G١(X
∗
p ) = minXp∈N{G١(Xp)} (٩.٢)

مͬ�شود. ناميده N برای شرطͬ p−مركز يك X∗
p آنͽاه

دیͽر، رئوس به آن از فاصله ماکسیمم که است رأسͬ گراف ͷی مرکز غيرشرطͬ، حالت در
در سطری با متناظر گراف مرکز که مͬ�دهد نشان [۴٠] در حͺیمͬ باشد. ممͺن مقدار کوچͺترین
مرکز مشابه طور به باشد. ممͺن مقدار کوچͺترین سطر، آن عنصر ماکسیمم که است D ماتریس
باشد. مقدار کوچͺترین آن، عنصر ماکسیمم که است D∗ ماتریس در سطری با متناظر شرطͬ

یافت مͬ�شود، پیدا غیرشرطͬ مرکز ͷی که روشͬ همان از استفاده با گراف ͷی شرطͬ مرکز
مͬ�شود. D ماتریس جایͽزین D∗ ماتریس که تفاوت این با مͬ�شود؛

شرطͬ ميانه�ی ٢.٣.٢

مͬ�شوند. واقع رئوسشبͺه روی تقاضا نقاط و سرويس�دهنده�ها شرطͬ، ميانه�ی و ميانه مسأله�ی در
فاصله�های مجموع طوری�كه به است؛ N شبͺه�ی از نقطه�ای كردن پيدا هدف، ميانه مسأله�ی در
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مسأله�ی هدف تابع باشد. ممͺن مقدار كمترين تقاضا نقاط تا (سرويس�دهنده) نقطه اين وزنͬ
شد. داده نشان ١ فصل در ميانه

هستند؛ واقع شبͺه رئوس روی قبل از سرويس�دهنده�ها از تعدادی شرطͬ، ميانه�ی مسأله�ی در
مجموع كه گونه�ای به است شبͺه رئوس روی جديد سرويس�دهنده�های مͺان تعيين هدف، و
سرويس�دهنده�ی يا (سرويس�دهنده�یجديد سرويس�دهنده نزديͺترين تا تقاضا نقاط وزنͬ فاصله�های
صورت به شرطͬ p−ميانه�ی مسأله�ی هدف تابع ،(٧.٢) فرمول به توجه با شود. مينيمم موجود)

مͬ�شود: تعريف زير

F١(Xp) =
∑
v∈V

w(v).min{d(v,Xp), d(v, Zq)} (١٠.٢)

باشیم: داشته X∗
p ∈ N ازای به اگر بنابراین

F١(X
∗
p ) = minXp∈N{F١(Xp)} (١١.٢)

مͬ�شود. ناميده N برای شرطͬ p−ميانه�ی يك X∗
p آنͽاه

باشد. مقدار کمترین دیͽر، رئوس به رأس این از کلͬ فاصله�ی که است رأسͬ گراف، میانه�ی
طور به دارد. را مجموع کمترین که D ماتریس از سطری با متناظر است، رأسͬ میانه بنابراين
دارد. را مجموع کمترین که D∗ ماتریس در سطری با متناظر است رأسͬ شرطͬ، میانه�ی مشابه
مͬ�شود، پیدا غیرشرطͬ میانه�ی که روشͬ همان از استفاده با مͬ�تواند شرطͬ میانه�ی بنابراین

شود. D ماتریس جایͽزین باید D∗ ماتریس که تفاوت این با �شود؛ یافت

شرطͬ کلͬ مرکز و کلͬ مرکز ٣.٣.٢

تقاضا نقاط و هستند واقع رئوس روی سرويس�دهنده�ها شرطͬ، كلͬ مركز و كلͬ مركز مسأله�ی در
رأسͬ كردن پيدا هدف كلͬ مركز مسأله�ی در باشند. واقع يال از نقطه�ای هر روی مͬ�توانند
در نقطه هر تا (سرويس�دهنده) رأس اين فاصله�ی ماكسيمم كه گونه�ای به است N شبͺه�ی از
رئوس روی سرويس�دهنده p مͺان تعيين به كلͬ p−مركز مسأله�ی باشد. مقدار كمترين شبͺه،
شبͺه در نقطه�ای هر تا سرويس�دهنده نزديͺترين فاصله�ی ماكسيمم كه گونه�ای به مͬ�پردازد؛ شبͺه

شود. مقدار كمترين
N شبͺه�ی از سرويس�دهنده p مͺان شامل مجموعه Xpيك = {x١, x٢, ..., xp} فرضكنيد
تعريف زير صورت به را Xp مجموعه�ی و (yi) شبͺه يال هر بين فاصله�ی باشد. رأس�ها) (روی

مͬ�كنيم:

∀i = ١, ..., q d(yi, Xp) = min١≤s≤p{d
′
si} (١٢.٢)
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كنيد: فرض حال است. شده تعريف ٢.٢ بخش در d′
si كه

G(Xp) = max١≤i≤q{d(yi, Xp)} (١٣.٢)

باشیم: داشته X∗
p ∈ N ازای به اگر

G(X∗
p ) = minXp∈N{G(Xp)} (١۴.٢)

مͬ�شود. ناميده N برای كلͬ مركز −p يك X∗
p آنͽاه

روی قبل از سرويس�دهنده تعدادی كه است اين بر فرض شرطͬ، كلͬ مركز مسأله�ی در
است؛ شبͺه رئوس روی جديد سرويس�دهنده�های مͺان تعيين هدف، و هستند واقع شبͺه رئوس
در نقطه هر به موجود) يا (جديد سرويس�دهنده نزديͺترين فاصله�ی ماكسيمم كه گونه�ای به
m مͺان شامل مجموعه يك Zm = {z١, z٢, ..., zm} كنيد فرض شود. مقدار كمترين شبͺه،
Xpيك = {x١, ..., xp} و شده�اند مͺان تعيين رئوسشبͺه روی قبل از كه باشد سرويس�دهنده�ای
مسأله�ی حل از هدف باشد؛ رأس�ها) (روی N شبͺه�ی از سرويس�دهنده p مͺان شامل مجموعه
گونه�ای به است شبͺه رئوس روی x١, x٢, ..., xp نقاط بهينه�ی مͺان تعيين شرطͬ، كلͬ p−مركز
را d٢(yi, Zm) و d١(yi, Xp) فاصله�ی دو آورد. دست به را بهينه�اش مقدار مسأله، هدف تابع كه

مͬ�كنيم: تعريف زير صورت به

∀i = ١, ..., q d١(yi, Xp) = min١≤s≤p{d
′
si} (١۵.٢)

∀i = ١, ..., q d٢(yi, Zm) = min١≤s≤m{d′
si} (١۶.٢)

مͬ�كنيم: تعريف زير صورت به را G٢(Xp) تابع

G٢(Xp) = max١≤i≤q{min{d١(yi, Xp), d٢(yi, Zm)}} (١٧.٢)

باشیم: داشته X∗
p ∈ N ازای به اگر بنابراين

G٢(X
∗
p ) = minXp∈N{G٢(Xp)} (١٨.٢)

مͬ�شود. ناميده N برای شرطͬ كلͬ p−مركز يك X∗
p آنͽاه،

کمترین آن، عنصر ماکسیمم که است D′ ماتريس از رأسͬ با متناظر گراف ͷی کلͬ مرکز
که تͺنی�ͷهایͬ همان بردن کار به با کلͬ مرکز كه است داده نشان [۶٠] در منيͺا باشد. مقدار
جایͽزین D

′ رأس-یال ماتریس این�جا در که تفاوت این با مͬ�شود؛ یافت مͬ�کنند، پیدا را مرکز
مͬ�شود. D ماتریس
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کمترین آن، عنصر ماکسیمم که است D′∗ ماتریس در سطری با متناظر شرطͬ، کلͬ مرکز
این با مͬ�آید؛ دست به قبلͬ روش�های همان بردن کار به با شرطͬ کلͬ مرکز لذا باشد. مقدار
فقط و نمͬ�کند؛ تغییر حل روش یعنͬ مͬ�شود. استفاده D′∗ ماتریس از این�جا در که تفاوت

مͬ�کند. تغییر رفته، کار به ماتریس

شرطͬ کلͬ میانه�ی و کلͬ میانه�ی ۴.٣.٢

و مͬ�شوند واقع شبͺه رئوس روی سرويس�دهنده�ها شرطͬ، كلͬ ميانه�ی و كلͬ ميانه�ی مسأله�ی در
كردن پيدا كلͬ، ميانه�ی مسأله�ی در هدف شوند. واقع يال از نقطه هر روی مͬ�توانند تقاضا نقاط
رأس(سرويس�دهنده) اين فاصله�ی ماكسيمم كلͬ، مجموع �كه گونه�ای به Nاست شبͺه�ی از رأسͬ
تعيين به كلͬ p−ميانه�ی مسأله�ی شود. مقدار كمترين شبͺه در يال هر بر واقع نقطه�ای هر تا
فاصله�ی ماكسيمم كلͬ مجموع �كه گونه�ای به مͬ�پردازد؛ شبͺه رئوس روی سرويس�دهنده p مͺان
به توجه با شود. مقدار كمترين شبͺه، در يال هر بر واقع نقطه هر تا سرويس�دهنده نزديͺترين

مͬ�كنيم: تعريف زير صورت به را F (Xp) تابع ،(١٢.٢) فرمول

F (Xp) =

q∑
i=١

d(yi, Xp) (١٩.٢)

باشیم: داشته X∗
p ∈ N ازای به اگر

F (X∗
p ) = minXp∈N{F (Xp)} (٢٠.٢)

مͬ�شود. ناميده كلͬ p−ميانه�ی يك X∗
p مجموعه�ی آنͽاه

روی قبل از سرويس�دهنده، تعدادی كه است اين بر فرض شرطͬ، كلͬ ميانه�ی مسأله�ی در
است؛ شبͺه رئوس روی جديد سرويس�دهنده�های مͺان تعيين هدف، و هستند واقع شبͺه رئوس
هر تا موجود) يا (جديد سرويس�دهنده نزديͺترين فاصله�ی ماكسيمم كلͬ مجموع �كه گونه�ای به
و (١۵.٢) در فاصله تعريف به توجه با شود. مقدار كمترين شبͺه، در يال هر بر واقع نقطه

مͬ�كنيم: تعريف زير صورت به را F٢(Xp) تابع (١۶.٢)

F٢(Xp) =

q∑
i=١

{min{d١(yi, Xp), d٢(yi, Zm)}} (٢١.٢)

باشیم: داشته X∗
p ∈ N ازای به اگر

F٢(X
∗
p ) = minXp∈N{F٢(Xp)} (٢٢.٢)
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مͬ�شود. ناميده شرطͬ كلͬ p−ميانه�ی يك X∗
p مجموعه�ی آنͽاه

از سطری با متناظر است رأسͬ گراف، يك كلͬ ميانه�ی كه است داده نشان [۶٠] در منيͺا
را میانه که روش�هایͬ از استفاده با کلͬ میانه�ی بنابراین دارد. را مجموع كمترين كه D

′ ماتريس
ماتریس جایͽزین D

′ رأس-یال ماتریس این�جا در که تفاوت این با مͬ�شود؛ یافت مͬ�کند، پیدا
مͬ�شود. D

لذا دارد. را مجموع کمترین که است D′∗ ماتریس در سطری با متناظر شرطͬ، کلͬ میانه�ی
این�جا در که تفاوت این با مͬ�آید؛ بدست قبلͬ روش�های همان بردن کار به با شرطͬ کلͬ میانه�ی
تغییر رفته، کار به ماتریس فقط نمͬ�کند؛ تغییر �حل راه یعنͬ مͬ�شود. استفاده D′∗ ماتریس از

مͬ�کند.

شرطͬ مطلق مرکز و مطلق مرکز ۵.٣.٢

يال از نقطه�ای هر روی مͬ�توانند سرويس�دهنده�ها شرطͬ، مطلق مركز و مطلق مركز مسأله�ی در
شبͺه رأس يك vi كه كنيد فرض مͬ�شوند. واقع شبͺه رئوس روی تقاضا نقاط و بͽيرند قرار
نقطه�ای x و مͬ�گيريم؛ درنظر را رأس n با شبͺه�ای باشد. تقاضا نقطه�ی اين وزن wi و باشد
تعريف x و vi بين فاصله كوتاهترين صورت به را d(vi, x) فاصله�ی باشد. شبͺه روی دلخواه

باشيم: داشته هرگاه مͬ�شود ناميده مطلق مركز يك شبͺه روی x∗ نقطه�ی مͬ�كنيم.

∀x max١≤i≤n{wi.d(x
∗, vi)} ≤ max١≤i≤n{wi.d(x, vi)} (٢٣.٢)

نقطه، آن از رأس دورترین به فاصله که شبͺه روی نقطه�ای هر از است عبارت مطلق مرکز بنابراین
p مͺان شامل مجموعه يك Xp = {x١, x٢, ..., xp} كنيد فرض باشد. ممͺن مقدار کمترین
تعريف زير صورت به را d(vi, Xp) فاصله�ی باشد. N شبͺه�ی از نقطه�ای هر روی سرويس�دهنده،

مͬ�كنيم:

∀i = ١, ..., n d(vi, Xp) = min{d(vi, x١), d(vi, x٢), ..., d(vi, xp)} (٢۴.٢)

باشيم: داشته شبͺه روی Xp هر برای اگر

max١≤i≤n{wi.d(vi, X
∗
p )} ≤ max١≤i≤n{wi.d(vi, Xp)} (٢۵.٢)

مͬ�شود. ناميده مطلق p−مركز يك X∗
p مجموعه�ی آنͽاه

موجود mسرويس�دهنده�ی مͺان شامل مجموعه يك Zm = {z١, z٢, ..., zm} كه فرضكنيد
Xp = {x١, x٢, ..., xp} و شده�اند واقع شبͺه از نقطه�ای هر روی قبل از كه باشد شبͺه در
داريم: را زير مسأله�ی ،(٢۴.٢) فرمول به توجه با باشد. جديد سرويس�دهنده�های از مجموعه�ای
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باشيم: داشته شبͺه روی Xp هر برای اگر

G٣(X
∗
p ) = max١≤i≤n{wi.min{d(vi, X∗

p ), d(vi, Zm)}}

≤ max١≤i≤n{wi.min{d(vi, Xp), d(vi, Zm)}}

(٢۶.٢)

مͬ�شود. ناميده شرطͬ مطلق p−مركز يك X∗
p آنͽاه

(یال x ∈ (p, q) هر برای اگر است محلͬ مرکز ͷی ، (p, q) یال روی xl نقطه�ی تعریف١.٣.٢.
باشیم: داشته مͬ�باشد) q و p رأس�های شامل (p, q)

max١≤i≤n{d(xl, vi)} ≤ max١≤i≤n{d(x, vi)}

مطلق مرکز یافتن برای الͽوریتمͬ

محلͬ، مراکز این میان از سپس و مͬ�کنیم پیدا را محلͬ مرکز یال، هر برای ابتدا الͽوریتم، این در
غیرجهت�دار گراف ͷی مطلق مرکز یافتن برای موردنظر الͽوریتم بنابراین مͬ�یابیم. را مطلق مرکز

مͬ�شود: توصیف زیر صورت به G
کنید. پیدا را l از xl محلͬ مرکز ، G گراف از l یال هر برای :(١) گام

انتخاب ,i≤n{d(xl≥max١را vi)} مقدار کمترین ، xl محلͬ مراکز همه�ی میان در :(٢) گام
است. G گراف از x∗ مطلق مرکز واقع در محلͬ مرکز این کنید.

نمودار رسم به توجه با شرطͬ مطلق مرکز و مطلق مرکز یافتن

رأس ͷی به yi یال روی نقاط فاصله�ی مͬ�گیریم. نظر در را di طول با yi = (xj , xk) یال
زاویه) (ضریب شیب دارای که است f از خطͬ قطعه به قطعه تابع ͷی فرم به ، xt مثلا́ مشخص،

باشد. داشته قرار yi یال روی zm سرویس�دهنده�ی که کنیم فرض است. ±di
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..
xj

.
zm

.
xk

.

xt

.
di

.
fdi

.
di − fdi

(١) شͺل

مͬ�شود: محاسبه زیر صورت به xt رأس به zm سرویس�دهنده�ی از مسیر کوتاهترین اندازه�ی

dcmt = min(fdi + djt, (١ − f)di + dkt)

قطعه به قطعه تابع این که کنیم فرض مͬ�گیریم. نظر در f از تابعͬ صورت به را تابع این
بالایͬ پوش در افقͬ، محور روی f∗ مقدار باشد. شده رسم رأس هر برای (نقطه-رأس) خطͬ
مطلق مرکز برای yi یال روی کاندیدا بهترین است مینیمم مقدارش که توابع از مجموعه این از

كنيد. مراجعه [۴١] و [۴٠] و [٣٧] به مͬ�توانيد زمينه، اين در بيشتر اطلاعات برای است.

..

f

.
١

.
f٠

.
٠

.

dkt

.

djt

(٢) شͺل
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که فاصله تابع باشند؛ شده مͺان تعیین گراف در قبل از سرویس�دهنده�ها از بعضͬ �که هنͽامͬ
نقاط از xt رأس به فاصله کمترین این�جا در شود. اصلاح باید است شده داده نشان (٢) شͺل در
دادن دست از بدون مͬ�شود. گرفته نظر در z١, ..., zq سرویس�دهنده�های از همچنین و yi یال
بنابراین باشد. xt رأس به سرویس�دهنده نزدیͺترین z١ سرویس�دهنده�ی که کنیم فرض کلیت،
همیشه چون باشد dc١t از بزرگتر مقدار ͷی نمͬ�تواند هرگز ،(٢) شͺل در نقطه-رأس فاصله�ی تابع
قرار آن به که سرویس�دهنده�ای نزدیͺترین از را خدماتش (xt رأس اين�جا (در تقاضا نقطه�ی ͷی

مͬ�آید: دست به زیر در شده داده نشان صورت به شͺل لذا مͬ�آورد. دست به دارد؛

..

f

.
١

.
٠

.

dkt

.

djt

.

dc١t

(٣) شͺل

نقطه-رأس فاصله�ی تابع به توجه با مͬ�گیریم. نظر در yi یال روی را B و A نقطه�ی دو
داریم: بالا شͺل و شرطͬ

d(xt, z١) > d(xt, xj)

d(xt, A) ≥ d(xt, z١)

d(xt, B) ≥ d(xt, z١)

d(xt, z١) > d(xt, xk)

تعیین را مطلق مرکز و محلͬ مراکز مͺان ،(۴) شͺل در شده رسم شبͺه�ی در .٢.٣.٢ مثال
مͬ�كنيم:
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..

A

.

B

.

D

.

C

.

E

.

۴

.

٢

. ١. ٢.

١

(۴) شͺل

مͬ�دهیم: تشͺیل زیر شͺل به را شبͺه رئوس تا (A,B) یال روی نقطه هر فاصله�ی توابع

d(x,A) = x

d(x,B) = ۴ − x

d(x,D) =

{
١ + x ٠ ≤ x ≤ ٣٫ ۵
٨ − x ٣٫ ۵ ≤ x ≤ ۴

d(x,C) =

{
٣ + x ٠ ≤ x ≤ ١٫ ۵
۶ − x ١٫ ۵ ≤ x ≤ ۴

d(x,E) =

{
٢ + x ٠ ≤ x ≤ ٣٫ ۵
٩ − x ٣٫ ۵ ≤ x ≤ ۴

.x ∈ [٠,۴] فوق توابع در .((۵) (شͺل مͬ�کنیم رسم [٠,۴] بازه�ی روی را بالا توابع نمودار
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..
۴

.
٣.۵

.
١.۵

.
٠.۵

.

١

.

٢

.

٣

.

۴

.

۴.۵

.

۵.۵

(۵) شͺل

نشان�دهنده�ی عمودی محور و است (A,B) یال طول نشان�دهنده�ی افقͬ محور بالا، نمودار در
است. شبͺه رئوس تا (A,B) یال روی نقطه هر فاصله�ی

است. d(x,C) و d(x,B) تابع دو تلاقͬ محل محلͬ، مرکز

۴ − x = ٣ + x ⇒ x =
١
٢

را محلͬ مركز اين مͬ�گيرد؛ قرار A رأس از ١
٢ فاصله�ی به و (A,B) یال روی محلͬ مرکز بنابراین

مͬ�دهيم. نشان x(A,B) نماد با
مͬ�دهیم: تشͺیل زیر شͺل به را شبͺه رئوس تا (A,D) یال روی نقطه هر فاصله�ی توابع

d(x,A) = x

d(x,D) = ١ − x

d(x,E) = ٢ − x

d(x,B) =

{
۴ + x ٠ ≤ x ≤ ٠٫ ۵
۵ − x ٠٫ ۵ ≤ x ≤ ١

d(x,C) = ٣ − x

.x ∈ [٠,١] فوق توابع در .((۶) (شͺل مͬ�کنيم رسم [٠,١] بازه�ی روی را بالا توابع نمودار
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..
١

.
٠.۵

.
٠

.

١

.

٢

.

٣

.

۴

.

۴.۵

(۶) شͺل

نشان�دهنده�ی عمودی محور و است (A,D) یال طول نشان�دهنده�ی افقͬ محور بالا، نمودار در
است. شبͺه رئوس تا (A,D) یال روی نقطه هر فاصله�ی

مͬ�شود. واقع D و A رئوس روی ، (A,D) یال در محلͬ مرکز بنابراین
مͬ�دهیم: تشͺیل زیر شͺل به را شبͺه رئوس تا (B,C) یال روی نقطه هر فاصله�ی توابع

d(x,B) = x

d(x,C) = ٢ − x

d(x,A) =

{
۴ + x ٠ ≤ x ≤ ٠٫ ۵
۵ − x ٠٫ ۵ ≤ x ≤ ٢

d(x,D) = ۴ − x

d(x,E) = ۵ − x

. x ∈ [٠,٢] فوق توابع در .((٧) (شͺل مͬ�کنیم رسم [٠,٢] بازه�ی روی را بالا توابع نمودار
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..
٢

.
٠.۵

.
٠

.

١

.

٢

.

٣

.

۴

.

۴.۵

.

۵

(٧) شͺل

نشان�دهنده�ی عمودی محور و است (B,C) یال طول نشان�دهنده�ی افقͬ محور بالا، نمودار در
است. شبͺه رئوس تا (B,C) یال روی نقطه هر فاصله�ی

مͬ�شود. واقع C رأس روی (B,C) یال در محلͬ مرکز بنابراین
مͬ�دهیم: تشͺیل زیر شͺل به را شبͺه رئوس تا (D,C) یال روی نقطه هر فاصله�ی توابع

d(x,D) = x

d(x,C) = ٢ − x

d(x,A) = ١ + x

d(x,E) = ١ + x

d(x,B) = ۴ − x

. x ∈ [٠,٢] فوق توابع در .((٨) (شͺل مͬ�کنیم رسم [٠,٢] بازه�ی روی را بالا توابع نمودار
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..
٢

.
١.۵

.
٠

.

١

.

٢

.

٣

.

۴

(٨) شͺل

نشان�دهنده�ی عمودی محور و است (D,C) یال طول نشان�دهنده�ی افقͬ محور بالا، نمودار در
است. شبͺه رئوس تا (D,C) یال روی نقطه هر فاصله�ی

است. d(x,B) و ( d(x,E) ) یا d(x,A) تابع دو تلاقͬ محل محلͬ، مرکز

١ + x = ۴ − x ⇒ x =
٣
٢

محلͬ مركز اين مͬ�شود؛ واقع D رأس از ٣
٢ فاصله�ی به و (D,C) یال روی محلͬ مرکز بنابراین

مͬ�دهيم. نشان x(D,C) نماد با را
مͬ�دهیم: تشͺیل زیر شͺل به را شبͺه رئوس تا (D,E) یال روی نقطه هر فاصله�ی توابع

d(x,D) = x

d(x,E) = ١ − x

d(x,C) = ٢ + x

d(x,A) = ١ + x

d(x,B) = ۴ + x

.x ∈ [٠,١] فوق توابع در .((٩) (شͺل مͬ�کنیم رسم [٠,١] بازه�ی روی را بالا توابع نمودار
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..
١

.
٠.۵

.
٠

.

١

.

٢

.

٣

.

۴

.

۵

(٩) شͺل

نشان�دهنده�ی عمودی محور و است (D,E) یال طول نشان�دهنده�ی افقͬ محور بالا، نمودار در
است. شبͺه رئوس تا (D,E) یال روی نقطه هر فاصله�ی

مͬ�شود. واقع D رأس در (D,E) یال روی محلͬ مرکز بنابراین
مͬ�آوريم؛ دست به را شبͺه رئوس تا محلͬ مركز هر فاصله�ی مطلق، مركز آوردن دست به براي
مركزی مقادير، اين بين از سپس مͬ�كنيم محاسبه را رأس دورترين تا فاصله محلͬ، مركز هر برای و

بود. خواهد مطلق مركز داراست را مقدار كمترين كه
شبͺه: رئوس تا x١

l = A فاصله�ی
d(x١

l , A) = ٠

d(x١
l , B) = ۴

d(x١
l , D) = ١

d(x١
l , C) = ٣

d(x١
l , E) = ٢

پس
maxi(d(x

١
l , vi)) = ۴

شبͺه: رئوس تا x٢
l = D فاصله�ی

d(x٢
l , A) = ١



٢٧ شبͺه روی شرطͬ مͺانيابͬ مسائل .٢ فصل

d(x٢
l , D) = ٠

d(x٢
l , C) = ٢

d(x٢
l , B) = ۴

d(x٢
l , E) = ١

پس
maxi(d(x

٢
l , vi)) = ۴

شبͺه: رئوس تا x٣
l = C فاصله�ی

d(x٣
l , E) = ٣

d(x٣
l , C) = ٠

d(x٣
l , B) = ٢

d(x٣
l , A) = ٣

d(x٣
l , D) = ٢

پس
maxi(d(x

٣
l , vi)) = ٣

شبͺه: رئوس تا x۴
l = x(A,B) فاصله�ی

d(x۴
l , A) =

١
٢

d(x۴
l , B) =

٧
٢

d(x۴
l , D) =

٣
٢

d(x۴
l , C) =

٧
٢

d(x۴
l , E) =

۵
٢

پس
maxi(d(x

۴
l , vi)) =

٧
٢
شبͺه: رئوس تا x۵

l = x(D,C) فاصله�ی
d(x۵

l , B) =
۵
٢



٢٨ شبͺه روی شرطͬ مͺانيابͬ مسائل .٢ فصل

d(x۵
l , D) =

٣
٢

d(x۵
l , C) =

١
٢

d(x۵
l , E) =

۵
٢

d(x۵
l , A) =

۵
٢

پس
maxi(d(x

۵
l , vi)) =

۵
٢

از ٣
٢ فاصله�ی به و (D,C) يال (روی x∗ = x۵

l نقطه�ی در فوق شبͺه�ی در مطلق مركز بنابراين
دارد. قرار minimaxjd(x

j
l , vi) =

۵
٢ هدف تابع مقدار با (D رأس

شرطͬ مطلق میانه�ی و مطلق میانه�ی ۶.٣.٢

از نقطه�ای هر روی مͬ�توانند سرويس�دهنده�ها شرطͬ، مطلق ميانه�ی و مطلق ميانه�ی مسأله�ی در
wi رأس، يك vi كه كنيد فرض مͬ�شوند. واقع شبͺه رئوس روی تقاضا نقاط و بͽيرند قرار يال
كوتاهترين صورت به را d(vi, x) فاصله�ی باشد. شبͺه روی نقطه�ای x و تقاضا نقطه�ی اين وزن
هرگاه مͬ�شود ناميده مطلق ميانه�ی يك شبͺه روی x∗ نقطه�ی مͬ�كنيم. تعريف vi و x بين فاصله

باشيم: داشته

∀x ∈ N

n∑
i=١

wi.d(x
∗, vi) ≤

n∑
i=١

wi.d(x, vi) (٢٧.٢)

N شبͺه�ی از جديد سرويس�دهنده�ی p مͺان شامل مجموعه Xpيك = {x١, ..., xp} فرضكنيد
تعريف به توجه با شوند. واقع شبͺه از نقطه�ای هر روی مͬ�توانند x١, ..., xp �كه طوری به باشد؛

مͬ�كنيم: تعريف زير صورت به را مطلق p−ميانه�ی مسأله�ی ،(٢۴.٢) فرمول در فاصله

∀Xp ∈ N
n∑

i=١
wi.d(vi, X

∗
p ) ≤

n∑
i=١

wi.d(vi, Xp) (٢٨.٢)

نقطه�ای از است عبارت مطلق میانه�ی بنابراین مͬ�شود. ناميده مطلق ∗Xيكp−ميانه�ی
p مجموعه�ی

نشان [۴١] در حͺیمͬ باشد. مقدار کمترین شبͺه، رئوس همه�ی تا آن کلͬ فاصله�ی که شبͺه از
دارد. وجود است؛ مطلق میانه�ی که رأس ͷی همیشه گراف، ͷی در که است داده



٢٩ شبͺه روی شرطͬ مͺانيابͬ مسائل .٢ فصل

موجود سرويس�دهنده�ی m مͺان شامل مجموعه يك Zm = {z١, z٢, ..., zm} كنيد فرض
فرمول در فاصله تعريف به توجه با شده�اند. مͺان تعيين شبͺه در قبل از كه باشد؛ شبͺه در

مͬ�شود. بيان زير صورت به شرطͬ مطلق p−ميانه�ی مسأله�ی ،(٢۴.٢)
باشيم: داشته شبͺه روی Xp هر برای اگر

F٣(X
∗
p ) =

n∑
i=١

wi.min{d(vi, X∗
p ), d(vi, Zm)}

≤
n∑

i=١
wi.min{d(vi, Xp), d(vi, Zm)}

(٢٩.٢)

مͬ�شود. ناميده شرطͬ مطلق p−ميانه�ی يك X∗
p مجموعه�ی آنͽاه

در که باشند سرویس�دهنده�ها از مجموعه�ای z١, z٢, ..., zq که کنیم فرض .[۶١] .٣.٣.٢ قضیه
دارد. وجود است؛ شرطͬ مطلق میانه�ی ͷی که رأسͬ همیشه شده�اند. مͺان تعیین گراف

تقاضا نقطه�ی هر کلͬ فواصل مجموع که است گراف روی نقطه�ای شرطͬ، مطلق میانه�ی برهان.
، yi یال از نقطه هر برای باشد. مقدار کمترین موجود یا جدید سرویس�دهنده�ی نزدیͺترین تا
شده محاسبه f برحسب که است (٣) شͺل در شده داده نشان نوع از نقطه-رأس فاصله�ی توابع
f از مقعر تابع ͷی f از مقعر توابع مجموع است. f از مقعر تابع ͷی توابع، این از ͷی هر است.
مقعر، تابع ͷی که است واضح است. f از مقعر تابع ͷی کلͬ، فاصله�ی مجموع بنابراین است.
مͬ�آورد. دست به انتهایͬ) نقطه�ی اکسترمم، (نقطه�ی رأسͬ نقطه�ی ͷی در را مینیمم�اش مقدار
یا f = ٠ مقادیر از ͬͺی ازای به ،yi یال روی شرطͬ مطلق میانه�ی برای کاندیدا بهترین بنابراین
رئوس فقط بنابراین است. برقرار یال هر برای موارد این مͬ�افتد. اتفاق رأس ͷی در یعنͬ f = ١

مͬ�شوند. گرفته نظر در شرطͬ مطلق میانه�ی برای کاندیداهایͬ بعنوان

شرطͬ کلͬ مطلق مرکز و کلͬ مطلق مرکز ٧.٣.٢

مͬ�توانند تقاضا نقاط و سرويس�دهنده�ها شرطͬ، كلͬ مطلق مركز و كلͬ مطلق مركز مسأله�ی در
مقدار كمترين آن، از نقطه دورترين كه شبͺه روی نقطه�ای بͽيرند. قرار يال از نقطه�ای هر روی
كنيد فرض مͬ�گيريم. درنظر را يال q با شبͺه�ای مͬ�شود. ناميده كلͬ مطلق مركز باشد؛ داشته را
xt نقطه�ی فاصله�ی ماكسيمم صورت به d′c(xt, yi) فاصله�ی باشد. N شبͺه�ی روی نقطه�ای xt
مͬ�شود ناميده كلͬ مطلق مركز يك شبͺه، روی x∗t نقطه�ی مͬ�شود. تعريف yi يال روی نقاط تا



٣٠ شبͺه روی شرطͬ مͺانيابͬ مسائل .٢ فصل

باشيم: داشته هرگاه

∀xt ∈ N max١≤i≤q{d
′c(x∗t , yi)} ≤ max١≤i≤q{d

′c(xt, yi)} (٣٠.٢)

�كه هنͽامͬ مͬ�شود. محاسبه (۵.٢) فرمول از استفاده با d′c(xt, yi) مقدار بالا، نامعادله�ی در
مͬ�آيد. دست به (٣) شͺل در تابعͬ فرم همان شود؛ رسم f از تابع يك عنوان به (۵.٢) معادله�ی
تعيين با مشابه ،yi يال روی كلͬ مطلق مركز برای كانديدا بهترين مͺان تعيين مسأله�ی بنابراين
يك از بالايͬ پوش از مينيمم نقطه�ی يك يافتن مسأله�ی يعنͬ است؛ شرطͬ مطلق مركز يك مͺان
مجموعه اكنون كه تفاوت اين با است. شده داده نشان (٣) شͺل در كه توابع، از مجموعه
هر برای تابع يك شرطͬ) مطلق (مركز قبلͬ مورد در ولͬ يال، هر برای تابع يك از شده تشͺيل
باشند؛ داشته وجود شبͺه روی قبل از سرويس�دهنده�ها از تعدادی �كه وقتͬ داشت. وجود رأس
مركز يك مͺان تعيين مͬ�گيرد. قرار بررسͬ مورد شرطͬ كلͬ مطلق مركز يك مͺان تعيين مسأله�ی
از مينيمم نقطه�ی يك بايد و هست كلͬ مطلق مركز يك مͺان تعيين مشابه شرطͬ، كلͬ مطلق
اين با آوريم؛ دست به را (٣) شͺل در شده، داده نشان نوع از توابع از مجموعه يك بالايͬ پوش

مͬ�شوند. محاسبه (۶.٢) معادله�ی از استفاده با فاصله�ها كه تفاوت
در موجود سرويس�دهنده�ی m مͺان شامل مجموعه يك Ztm = {zt١, ..., ztm} كنيد فرض
شده واقع شبͺه از نقطه�ای هر روی مͬ�توانند zt١, zt٢, ..., ztm �كه طوری به باشد. N شبͺه�ی
شبͺه در جديد سرويس�دهنده�ی p مͺان شامل مجموعه Xtpيك = {xt١, xt٢, ..., xtp} و باشند،

مͬ�كنيم: تعريف شوند. واقع شبͺه از نقطه�ای هر روی مͬ�توانند xt١, xt٢, ..., xtp كه باشد

∀i = ١, ..., q d
′c(Xtp, yi) = min{d′c(xt١, yi), d

′c(xt٢, yi), ..., d
′c(xtp, yi)}

(٣١.٢)

باشيم: داشته هرگاه مͬ�شود ناميده كلͬ مطلق p−مركز يك X∗
tp مجموعه�ی

∀Xtp ∈ N max١≤i≤q{d
′c(X∗

tp, yi)} ≤ max١≤i≤q{d
′c(Xtp, yi)} (٣٢.٢)

مͬ�شود. بيان زير صورت به شرطͬ كلͬ مطلق p−مركز مسأله�ی
باشيم: داشته شبͺه روی Xtp هر برای اگر

G۴(X
∗
p ) = max١≤i≤q{min{d′c(X∗

tp, yi), d
′c(Ztm, yi)}}

≤ max١≤i≤q{min{d′c(Xtp, yi), d
′c(Ztm, yi)}}

(٣٣.٢)

مͬ�شود. ناميده شرطͬ كلͬ مطلق p−مركز يك X∗
tp مجموعه�ی آنͽاه
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شرطͬ کلͬ مطلق میانه�ی و کلͬ مطلق میانه�ی ٨.٣.٢

را مقدار كمترين يال، هر تا نقطه اين فاصله�های مجموع كه است نقطه�ای كلͬ، مطلق ميانه�ی
xt ∈ N هر ازای به هرگاه مͬ�شود ناميده كلͬ مطلق ميانه�ی يك x∗t نقطه�ی بنابراين باشد. داشته

باشيم: داشته

q∑
i=١

d
′c(x∗t , yi) ≤

q∑
i=١

d
′c(xt, yi) (٣۴.٢)

داشته شبͺه روی Xtp هر برای اگر مͬ�شود ناميده كلͬ مطلق p−ميانه�ی يك X∗
tp مجموعه�ی

باشيم:

q∑
i=١

d
′c(X∗

tp, yi) ≤
q∑

i=١
d
′c(Xtp, yi) (٣۵.٢)

ميانه�ی مسأله�ی باشند؛ شده مͺان تعيين شبͺه روی قبل از سرويس�دهنده�ها از تعدادی كه وقتͬ
ناميده شرطͬ كلͬ مطلق p−ميانه�ی يك X∗

tp مجموعه�ی لذا مͬ�شود. مطرح شرطͬ كلͬ مطلق
باشيم: داشته Xtp ∈ N هر ازای به هرگاه مͬ�شود

F۴(X
∗
p ) =

q∑
i=١

min{d′c(X∗
tp, yi), d

′c(Ztm, yi)} ≤
q∑

i=١
min{d′c(Xtp, yi), d

′c(Ztm, yi)}

(٣۶.٢)

شود؛ گرفته نظر در هم يال�ها داخلͬ نقاط بايد رئوس بر علاوه كلͬ، مطلق ميانه�ی كردن پيدا برای
جز به است مقعر تابع يك yl يال روی نقطه دورترين تا yi يال روی نقطه −f فاصله اينͺه دليل به
ندارد وجود تضمينͬ هيچ نباشد مقعر نقطه-يال فاصله�ی تابع اين �كه وقتͬ . i = l �كه هنͽامͬ
مينيمم�اش مقدار كه فرضكرد نمͬ�توان بنابراين باشد. مقعر نقطه-يال فاصله�ی توابع مجموع كه

شبͺه). رئوس (يعنͬ است يك يا صفر f �كه بیاید دست به هنͽامͬ
در هم يال�ها داخلͬ نقاط بايد رئوس بر علاوه نيز شرطͬ، كلͬ مطلق ميانه�ی كردن پيدا برای

شوند. گرفته نظر

بͽيريد: نظر در را زير گراف .۴.٣.٢ مثال

..
a

.
b

(١٠) شͺل
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يك مͬ�دهيم. نشان y٢ با را پائينͬ يال و y١ با را بالائͬ يال دارند. واحد ١ طول يال�ها دو هر كه
وسط) نقطه�ی (يعنͬ f = ١

٢ نقطه�ی در مͬ�دهيم؛ نشان z١ با را آن كه موجود سرويس�دهنده�ی
روی مͬ�دهيم نشان x١ با كه را شرطͬ كلͬ مطلق ميانه�ی است. شده مͺان تعيين پائينͬ يال از

مͬ�كنيم. مͺان تعيين گراف
۵
۴ يال، دو به كلͬ فاصله�ی شود؛ انتخاب شرطͬ كلͬ مطلق ميانه�ی يك عنوان به a رأس اگر

است. ٣
۴ با برابر y١ یال تا a رأس فاصله�ی ماکسیمم بود. خواهد واحد

min{d′c(a, y١), d
′c(z١, y١)}+min{d′c(a, y٢), d

′c(z١, y٢)}

= min{٣
۴ ,١}+min{١

٢ ,
١
٢} =

۵
۴

۵
۴ يال، دو به كلͬ فاصله�ی شود؛ انتخاب شرطͬ كلͬ مطلق ميانه�ی يك عنوان به b رأس اگر

است. ١
٢ با برابر y٢ يال به b رأس از فاصله ماكسيمم بود. خواهد واحد

min{d′c(b, y١), d
′c(z١, y١)}+min{d′c(b, y٢), d

′c(z١, y٢)}

= min{٣
۴ ,١}+min{١

٢ ,
١
٢} =

۵
۴

شود. گرفته نظر در شرطͬ كلͬ مطلق ميانه�ی عنوان به بالائͬ يال در x١ = ١
٢ نقطه�ی اگر

داريم:

min{d′c(x١, y١), d
′c(z١, y١)}+min{d′c(x١, y٢), d

′c(z١, y٢)}

= min{١
٢ ,

١
٢}+min{١

٢ ,
١
٢} = ١

داريم: x ∈ N هر ازای به چون بنابراين

٢∑
i=١

min{d′c(x١, yi), d
′c(z١, yi)} ≤

٢∑
i=١

min{d′c(x, yi), d
′c(z١, yi)}

مͬ�شود. انتخاب شرطͬ كلͬ مطلق ميانه�ی عنوان به بالائͬ يال روی x١ = ١
٢ نقطه�ی لذا
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شرطͬ p−سرويس�دهنده�ی مͺانيابͬ

شبͺه�ها روی شرطͬ p−میانه�ی مͺانیابͬ مسأله�ی ١.٣

شبͺه ͷی کنید فرض مͬ�کنیم. بررسͬ شبͺه�ها روی را شرطͬ p−میانه�ی مسأله�ی بخش، این در
مسأله�ی در است. wi نامنفͬ وزن دارای آن vi رأس هر که باشد؛ شده داده G = (V,E) مانند
به است سرویس�دهنده عنوان به شبͺه رأس p شامل مجموعه ͷی کردن پیدا هدف p−میانه�
در شود. مقدار کمترین مجموعه، این تا نقاط سایر وزندار فاصله�ی مینیمم مجموع که گونه�ای
و است موجود قبل از سرویس�دهنده تعدادی که است این بر فرض شرطͬ p−میانه�ی مسأله�ی
بررسͬ را شرطͬ p−میانه�ی مسأله�ی [۵] همͺاران و برمن١ شود. اضافه آنها به دیͽر تای p باید

کرده�اند.
[٣]برای درزنر و برمن و [۵] سیمچ٢ͬ و برمن توسط شده ارائه الͽوریتم�های بخش، این در
دو حل زمان جمله (از آنها نتایج و مͬ�گیرند، قرار بررسͬ مورد شرطͬ p−میانه�ی مسأله�ی حل
پیدا در الͽوریتم دو مقایسه�ی به همچنین مͬ�گردد. مقایسه هم با بهینه) نقاط کردن پیدا در روش
شبͺه روی سرويس�دهنده�ها بهینه�ی مͺان تعیین برای مͬ�پردازیم. شبͺه روی بهینه نقاط کردن
برمن توسط شده ارائه الͽوريتم دو حل زمان ،[٢] بسل٣ͬ مͬ�شود. ارائه کمتر زمان با �حل راه ͷی
به زمينه، اين در بيشتر اطلاعات برای كرد؛ مقايسه هم با را [٣] درزنر و برمن ،[۵] سيمچͬ و
ͷی در انبار p محل تعیین شرطͬ، p−میانه�ی مسأله�ی کاربردهای جمله از كنيد. مراجعه [٢]

باشند. داشته وجود منطقه در قبل از انبارها، از تعدادی که گونه�ای به است منطقه
١Berman
٢Simchi-Levi
٣Beasley

٣٣
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نیاز مورد اولیه�ی مفاهیم تعریف ١.١.٣

wi نامنفͬ وزن دارای آن vi رأس هر که باشد؛ شده داده G = (V,E) مانند شبͺه ͷی فرضکنید
dxy است. یال�ها مجموعه�ی E و |V | = n که است (رئوس) تقاضا نقاط مجموعه��ی V است.
سرویس�دهنده�هایͬ شامل |Q| = q که Q مجموعه�ی و x, y ∈ G هر بین فاصله�ی کوتاهترین
مͬ�شوند. واقع شبͺه رئوس روی جديد، سرويس�دهنده�های دارند. وجود شبͺه در قبل از که است

است: زیر تابع کردن مینیمم هدف شرطͬ، p−میانه�ی مسأله�ی در

f(X) =

n∑
i=١

wimin {d(vi, xj)١≤j≤p, d(vi, yj)١≤j≤q} (١.٣)

مͺان yj و مͬ�باشد؛ j = ١, ..., p آن در كه است ام j جديد سرويس�دهنده�ی مͺان xj كه
نماد ،(١.٣) فرمول در مͬ�باشد. j = ١, ..., q آن در كه است ام j موجود سرويس�دهنده�ی
d(vi, yj)١≤j≤q نماد استو سرويس�دهنده�یجديد p تا ام iرأس فاصله�ی كوتاهترين d(vi, xj)١≤j≤p

است. موجود سرويس�دهنده�ی q تا ام i رأس فاصله�ی كوتاهترين ،
برمن ،[۵] سیمچͬ و برمن توسط شرطͬ p−میانه�ی مسأله�ی حل برای که الͽوریتمͬ دو در
روی موجود و جدید سرویس�دهنده�های مͺان که است این بر فرض است؛ شده ارائه [٣] درزنر و

مͬ�گیرند. قرار شبͺه رئوس

سیمچͬ و برمن توسط شده پیشنهاد الͽوریتم ٢.١.٣

شرطͬ p−میانه�ی مسأله�ی حل برای را [۵] سیمچͬ و برمن توسط شده پیشنهاد الͽوریتم ابتدا در
بهینه�ی مͺان تعیین برای فاصله ماتریس از الͽوریتم، این در مͬ�دهیم. توضیح شبͺه، روی
ماتریس ͷی D که کنیم فرض است. شده استفاده شبͺه رئوس روی جدید سرویس�دهنده�های
ماتریس ستون�های و است (رئوس) تقاضا نقاط با متناظر D ماتریس سطرهای که باشد فاصله
آنها در مͬ�توانند بالقوه مͺان�های عنوان به جدید سرویس�دهنده�های که است رئوسͬ با متناظر D
روی قبل از سرویس�دهنده�ای هیچ که است شبͺه از رئوسͬ شامل بالقوه (مͺان�های شوند واقع
D ماتریس ستون�های غیرشرطͬ، p−میانه�ی مͺانیابͬ مسأله�ی برای باشد). نداشته وجود آنها

است. (رئوس) تقاضا نقاط مجموعه�ی با متناظر
این که است. D ماتریس در جدید ستون ͷی ایجاد ،[۵] سیمچͬ و برمن الͽوریتم ایده�ی
شبͺه در قبل از که (سرویس�دهنده�هایͬ است موجود سرویس�دهنده�های همه�ی معرف ستون،
وسیله�ی به تقاضا، نقطه�ی هر اینͺه به توجه با مͬ�دهیم. نشان a٠ با را جدید ستون دارند). وجود
ستون و تقاضا نقطه�ی هر بین فاصله�ی لذا مͬ�شود؛ سرویس�دهͬ آن به سرویس�دهنده نزدیͺترین
افزودن با بنابراین است. موجود سرویس�دهنده�های به تقاضا نقطه�ی آن فاصله�ی مینیمم جدید،
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است فرضͬ تقاضای نقطه�ی ͷی معرف که جدید سطری داریم نیاز ، D ماتریس به جدید ستون
حاصل ماتریس است. دلخواه مثبت وزن با v٠ فرضͬ تقاضای نقطه�ی کنیم. اضافه D ماتریس به

مͬ�دهیم. نشان D̂ با مͬ�آید دست به D ماتریس به جدید ستون و سطر کردن اضافه با که را
مͬ�شوند: محاسبه زیر صورت به D̂ ماتریس درایه�های

داریم: a٠ ستون و ام i (رأس) تقاضا�ی نقطه�ی هر برای

d(i, a٠) = min
k∈Q

{dik} (٢.٣)

. i = ١, ..., n که
مͬ�دهيم: قرار a٠ ستون و v٠ سطر برای و

d(v٠, a٠) = ٠

مͬ�دهيم: قرار v٠ سطر و ام j (ستون) بالقوه مͺان هر برای و

d(v٠, j) = M (٣.٣)

است. بزرگ عدد ͷی M که
مͺان a٠ چون است؛ a٠ به مربوط ستون�ها از ͬͺي ،D̂ فاصله�ی كوتاهترين ماتريس در

داشتند. وجود شبͺه روی قبل از که است، سرویس�دهنده�هايͬ
(١+p)−میانه�ی مسأله�ی حل به تبدیل شرطͬ p−میانه�ی مسأله�ی حل الͽوریتم، این در

مͬ�شود. غیرشرطͬ
غیرشرطͬ (١+p)−میانه�ی مسأله�ی باید جدید، سرویس�دهنده�های بهینه�ی مͺان یافتن برای لذا
کنیم پیدا گونه�ای به شبͺه رئوس روی را سرویس�دهنده (p+١) مͺان داریم قصد یعنͬ شود. حل

شود. مینیمم غیرشرطͬ (١+p)−میانه�ی هدف تابع که
مͬ�دهیم. تشͺیل غیرشرطͬ (١+p)−میانه�ی مسأله�ی برایحل را فاصله ماتریسکوتاهترین لذا
،(p+١) با ماتریسمتناظر ستون هر و شبͺه�اند (رئوس) تقاضا�ی نقاط با متناظر ماتریس، سطرهای
مͺان�ها از ͬͺی) شوند واقع آنها در مͬ�توانند، جدید سرویس�دهنده�های که است بالقوه�ای مͺان
نشان kj با را ام j ستون در بالقوه مͺان�های مجموعه�ی که کنیم فرض است). a٠ ستون، هر در
سرویس�دهنده�ای هیچ که است شبͺه از رئوسͬ شامل ام، j ستون در kj مجموعه�ی بنابراین دهیم.

مͬ�کنیم: محاسبه زیر صورت به را فوق ماتریس درایه�های باشند. نشده واقع آنها روی قبل از

min{d(vi, kj), d(vi, a٠)} (۴.٣)

موجود سرویس�دهنده�های تا ام i (رأس) تقاضا�ی نقطه�ی فاصله�ی کمترین d(vi, a٠) آن در که
بالقوه�ی مͺان�های تا ام i (رأس) تقاضا�ی نقطه�ی فاصله�ی کمترین d(vi, kj) و است شبͺه در

است. ام j ستون
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سرویس�دهنده�های که هستند رئوسͬ با متناظر آن سطرهای که ماتریس از درایه�هایͬ بنابراین
زمان در بهینه�سازی و محاسباتͬ عملیات کاهش برای لذا مͬ�شود. صفر واقع�اند آن روی موجود
را رئوسͬ با متناظر سطرهای صورت�که این به بخشید. بهبود را D̂ ماتریس مͬ�توان مسأله، حل
شامل که را رئوسͬ با متناظر ستون�های همچنین و واقع�اند آن در موجود سرویس�دهنده�های که

مͬ�کنیم. حذف است، موجود سرویس�دهنده�های

درزنر و برمن توسط شده پیشنهاد الͽوریتم ٣.١.٣

p−میانه�ی مسأله�ی حل برای را [٣] درزنر و برمن توسط شده پیشنهاد الͽوریتم بخش این در
مͺان تعیین برای فاصله ماتریس از نیز الͽوریتم این در مͬ�دهیم. توضیح شبͺه، روی شرطͬ

است. شده استفاده شبͺه رئوس روی جدید سرویس�دهنده�های بهینه�ی
(رئوس) تقاضا نقاط با متناظر D ماتریس سطرهای باشد. فاصله ماتریس ͷی D فرضکنیم
عنوان به جدید سرویس�دهنده�های که است رئوسͬ با متناظر D ماتریس ستون�های و است

شوند. واقع آنها در مͬ�توانند بالقوه مͺان�های
مفهوم این به است؛ D ماتریس از ستون�هایͬ و سطرها حذف درزنر، و برمن الͽوریتم ایده�ی

مͬ�آید: دست به زیر صورت به شده اصلاح فاصله�ی کوتاهترین ماتریس که
سرویس�دهنده�های که (رئوسͬ) تقاضایͬ نقاط ،[٣] درزنر و برمن توسط شده پیشنهاد ایده�ی در
حذف است، موجود سرویس�دهنده�های همه�ی معرف که ستونͬ و واقع�اند آن�ها در موجود
و برمن توسط شده ارائه ایده�ی از آسانتر درزنر و برمن توسط شده ارائه ایده�ی واقع در مͬ�شوند.
سرویس�دهنده�ی ͷی برای جدید ستون ͷی ایجاد جای به الͽوریتم این در است. [۵] سیمچͬ
را شده اصلاح فاصله�ی کوتاهترین ماتریس مͬ�کنیم. اصلاح را D فاصله�ی ماتریس فقط فرضͬ،

مͬ�شوند: محاسبه زیر صورت به ˆ̂
D ماتریس درایه�های مͬ�دهیم. نشان ˆ̂

D با الͽوریتم این در

ˆ̂
Dij = min{dij ,min

k∈Q
{dik}} (۵.٣)

∀i ∈ V, j ∈ V

است، ام j بالقوه) (مͺان ستون به ام i (رأس) تقاضای نقطه�ی از فاصله کوتاهترین dij که
دارند. وجود شبͺه در قبل از که است سرویس�دهنده�هایͬ شامل Q مجموعه�ی و

با الͽوریتم این در باشد. متقارن D ماتریس �که زمانͬ حتͬ نیست؛ متقارن لزوماً ˆ̂
D ماتریس

مسأله�ی حل به تبدیل شرطͬ p−میانه�ی مسأله�ی حل ، ˆ̂
D فاصله�ی کوتاهترین ماتریس از استفاده

مͬ�شود. غیرشرطͬ p−میانه�ی
که yi /∈ V �که وقتͬ شرطͬ p−میانه�ی مسأله�ی برای ، ˆ̂

D فاصله�ی ماتریسکوتاهترین اندازه�ی
ماتریس اندازه�ی و است n×n با برابر است) ام i موجود سرویس�دهنده�ی مͺان yi) i = ١, ..., q
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برابر i = ١, ..., q که yi ∈ V �که وقتͬ شرطͬ p−میانه�ی مسأله�ی برای ، ˆ̂
D فاصله�ی کوتاهترین

است. (n− q)× (n− q) با

بͽیرید: نظر در را زیر شبͺه�ی .١.١.٣ مثال

..

١

.

٢

.

۵

.

٣

.

۴

.

٢

.

١

.

۴

.٣ . ٢. ٣.

١

.

٣

.

۴

.

٢

.

١

(١١) شͺل

آنها روی مجاور، رأس دو بین فاصله�ی و رئوس وزن که است تقاضا نقطه�ی ۵ با شبͺه�ای
٢ رأس�های در شبͺه در موجود (سرویس�دهنده�های Q = {٢,٣} کنید فرض است. شده نوشته

است. شرطͬ ١-میانه�ی مسأله�ی حل هدف، شده�اند). واقع ٣ و

فرمول: از استفاده با شرطͬ ١-میانه�ی مسأله�ی هدف تابع مقدار (١)

f(x) =

۵∑
i=١

wimin {d(vi, xj)١≤j≤١, d(vi, yj)١≤j≤٢}

مͬ�کنیم. حل را مسأله و y٢ = ٣ و y١ = ٢ مͬ�دهیم قرار
داریم: x١ = v١ گره برای

d(v١, y٢) = ٣ ، d(v١, y١) = ٢ ، d(v١, x١) = ٠
d(v٢, y٢) = ۵ ، d(v٢, y١) = ٠ ، d(v٢, x١) = ٢
d(v٣, y٢) = ٠ ، d(v٣, y١) = ۵ ، d(v٣, x١) = ٣
d(v۴, y٢) = ۴ ، d(v۴, y١) = ٣ ، d(v۴, x١) = ۵
d(v۵, y٢) = ۶ ، d(v۵, y١) = ١ ، d(v۵, x١) = ٣

شود: واقع x١ = v١ گره روی جدید سرویس�دهنده�ی وقتͬ هدف، تابع مقدار
f(١) = w١ min{d(v١, x١), d(v١, y١), d(v١, y٢)}

+w٢ min{d(v٢, x١), d(v٢, y١), d(v٢, y٢)}

+w٣ min{d(v٣, x١), d(v٣, y١), d(v٣, y٢)}
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+w۴ min{d(v۴, x١), d(v۴, y١), d(v۴, y٢)}

+w۵ min{d(v۵, x١), d(v۵, y١), d(v۵, y٢)}

= ١ × ٠ + ٣ × ٠ + ٢ × ٠ + ١ × ٣ + ۴ × ١ = ٧

داریم: x۴ = v۴ گره برای
d(v١, y٢) = ٣ ، d(v١, y١) = ٢ ، d(v١, x۴) = ۵
d(v٢, y٢) = ۵ ، d(v٢, y١) = ٠ ، d(v٢, x۴) = ٣
d(v٣, y٢) = ٠ ، d(v٣, y١) = ۵ ، d(v٣, x۴) = ۴
d(v۴, y٢) = ۴ ، d(v۴, y١) = ٣ ، d(v۴, x۴) = ٠
d(v۵, y٢) = ۶ ، d(v۵, y١) = ١ ، d(v۵, x۴) = ٢

شود: واقع x۴ = v۴ گره روی جدید سرویس�دهنده�ی وقتͬ هدف، تابع مقدار
f(۴) = w١ min{d(v١, x۴), d(v١, y١), d(v١, y٢)}

+w٢ min{d(v٢, x۴), d(v٢, y١), d(v٢, y٢)}

+w٣ min{d(v٣, x۴), d(v٣, y١), d(v٣, y٢)}

+w۴ min{d(v۴, x۴), d(v۴, y١), d(v۴, y٢)}

+w۵ min{d(v۵, x۴), d(v۵, y١), d(v۵, y٢)}

= ١ × ٢ + ٣ × ٠ + ٢ × ٠ + ١ × ٠ + ۴ × ١ = ۶

داریم: x۵ = v۵ گره برای
d(v١, y٢) = ٣ ، d(v١, y١) = ٢ ، d(v١, x۵) = ٣
d(v٢, y٢) = ۵ ، d(v٢, y١) = ٠ ، d(v٢, x۵) = ١
d(v٣, y٢) = ٠ ، d(v٣, y١) = ۵ ، d(v٣, x۵) = ۶
d(v۴, y٢) = ۴ ، d(v۴, y١) = ٣ ، d(v۴, x۵) = ٢
d(v۵, y٢) = ۶ ، d(v۵, y١) = ١ ، d(v۵, x۵) = ٠

شود: واقع x۵ = v۵ گره روی جدید سرويس�دهنده�ی وقتͬ هدف، تابع مقدار
f(۵) = w١ min{d(v١, x۵), d(v١, y١), d(v١, y٢)}

+w٢ min{d(v٢, x۵), d(v٢, y١), d(v٢, y٢)}

+w٣ min{d(v٣, x۵), d(v٣, y١), d(v٣, y٢)}

+w۴ min{d(v۴, x۵), d(v۴, y١), d(v۴, y٢)}
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+w۵ min{d(v۵, x۵), d(v۵, y١), d(v۵, y٢)}

= ١ × ٢ + ٣ × ٠ + ٢ × ٠ + ١ × ٢ + ۴ × ٠ = ۴

هدف تابع مقدار که کنیم انتخاب گره�ای روی را جدید سرویس�دهنده�ی مͺان داشتیم، قصد
کنیم. انتخاب باید که است بهینه�ای مͺان ،۴ هدف تابع مقدار با ۵ گره لذا کند؛ مینیمم را
و است ۵ گره جدید سرویس�دهنده�ی دادن قرار برای بهینه مͺان فرمول، از استفاده با بنابراین

مͬ�شوند. واقع ۵ و ٣ و ٢ گره�های در سرویس�دهنده�ها

سیمچͬ: و برمن الͽوریتم از استفاده با شرطͬ ١-میانه�ی مسأله�ی هدف تابع مقدار (٢)

مͬ�کنیم. ایجاد را D̂ فاصله�ی کوتاهترین ماتریس ابتدا، در

تقاضا نقاط بالقوه های مͺان
١ ۴ ۵ a٠

١ ٠ ۵ ٣ ٢
۴ ۵ ٠ ٢ ٣
۵ ٣ ٢ ٠ ١
V٠ M M M ٠

D̂ فاصله�ی كوتاهترين ماتريس :(١) جدول

است. موجود سرویس�دهنده Q معرف ، a٠ ستون
٢-میانه�ی مسأله�ی حل به تبدیل شرطͬ ١-میانه�ی مسأله�ی حل الͽوریتم، این از استفاده با
(رأس�ها) گره�ها روی را جدید سرویس�دهنده�ی ٢ مͺان داریم، قصد بنابراین مͬ�شود. غیرشرطͬ
و باشد نداشته قرار شبͺه رأس�های روی قبل از سرویس�دهنده�ای هیچ که گونه�ای به کنیم؛ پیدا

شود. مینیمم غیرشرطͬ ٢-میانه�ی هدف تابع
مͬ�کنیم. ایجاد زیر شͺل به را فاصله کوتاهترین ماتریس اکنون
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تقاضا نقاط بالقوه های مͺان
١, a٠ ٢, a٠ ٣, a٠ ۴, a٠ ۵, a٠

١ ٠ ٢ ٢ ٢ ٢
۴ ٣ ٣ ٣ ٠ ٢
۵ ١ ١ ١ ١ ٠
V٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

فاصله كوتاهترين ماتريس :(٢) جدول

غیرشرطͬ ٢-میانه�ی مسأله�ی هدف تابع مقدار بالا، فاصله�ی کوتاهترین ماتریس به توجه با
مͬ�کنیم. محاسبه را

مقدار باشند. شده واقع {١, a٠} مͺان�های در سرویس�دهنده�ها که کنیم فرض اول: حالت
مͬ�کنیم. محاسبه را غیرشرطͬ ٢-میانه�ی مسأله�ی هدف تابع

d(v٠, a٠) = ٠ ، d(v٠,١) = M

d(١, a٠) = min{d(١,٢), d(١,٣)}
d(۴, a٠) = min{d(۴,٢), d(۴,٣)}
d(۵, a٠) = min{d(۵,٢), d(۵,٣)}

هدف: تابع مقدار
w١ min{d(١,١), d(١, a٠)}+ w۴ min{d(۴,١), d(۴, a٠)}

+w۵ min{d(۵,١), d(۵, a٠)}+ w(v٠)min{d(v٠,١), d(v٠, a٠)}

= ١ × ٠ + ١ × ٣ + ۴ × ١ + w(v٠)× ٠

= ٧

تابع مقدار باشند. شده واقع {٢, a٠} مͺان�های در سرویس�دهنده�ها که کنیم فرض دوم: حالت
مͬ�کنیم. محاسبه را غیرشرطͬ ٢-میانه�ی مسأله�ی هدف

d(v٠, a٠) = ٠ ، d(v٠,٢) = M

هدف: تابع مقدار
w١ min{d(١,٢), d(١, a٠)}+ w۴ min{d(۴,٢), d(۴, a٠)}

+w۵ min{d(۵,٢), d(۵, a٠)}+ w(v٠)min{d(v٠,٢), d(v٠, a٠)}

= ١ × ٢ + ١ × ٣ + ۴ × ١ + w(v٠)× ٠

= ٩
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تابع مقدار باشند. شده واقع {٣, a٠} مͺان�های در سرویس�دهنده�ها که کنیم فرض سوم: حالت
مͬ�کنیم. محاسبه را غیرشرطͬ ٢-میانه�ی مسأله�ی هدف

d(v٠, a٠) = ٠ ، d(v٠,٣) = M

هدف: تابع مقدار

w١ min{d(١,٣), d(١, a٠)}+ w۴ min{d(۴,٣), d(۴, a٠)}

+w۵ min{d(۵,٣), d(۵, a٠)}+ w(v٠)min{d(v٠,٣), d(v٠, a٠)}

= ١ × ٢ + ١ × ٣ + ۴ × ١ + w(v٠)× ٠

= ٩

مقدار باشند. شده واقع {۴, a٠} مͺان�های در سرویس�دهنده�ها که کنیم فرض چهارم: حالت
مͬ�کنیم. محاسبه را غیرشرطͬ ٢-میانه�ی مسأله�ی هدف تابع

d(v٠, a٠) = ٠ ، d(v٠,۴) = M

هدف: تابع مقدار

w١ min{d(١,۴), d(١, a٠)}+ w۴ min{d(۴,۴), d(۴, a٠)}

+w۵ min{d(۵,۴), d(۵, a٠)}+ w(v٠)min{d(v٠,۴), d(v٠, a٠)}

= ١ × ٢ + ١ × ٠ + ۴ × ١ + w(v٠)× ٠

= ۶

تابع مقدار باشند. شده واقع {۵, a٠} مͺان�های در سرویس�دهنده�ها که کنیم فرض پنجم: حالت
مͬ�کنیم. محاسبه را غیرشرطͬ ٢-میانه�ی مسأله�ی هدف

d(v٠, a٠) = ٠ ، d(v٠,۵) = M

هدف: تابع مقدار
w١ min{d(١,۵), d(١, a٠)}+ w۴ min{d(۴,۵), d(۴, a٠)}

+w۵ min{d(۵,۵), d(۵, a٠)}+ w(v٠)min{d(v٠,۵), d(v٠, a٠)}

= ١ × ٢ + ١ × ٢ + ۴ × ٠ + w(v٠)× ٠

= ۴

انتخابمͬ�شوند. {۵, a٠} (رأس�های) گره�های روی جدید سرویس�دهنده�های برای بهینه مͺان لذا
مͬ�گیرند. قرار ۵ و ٣ و ٢ رأس�های روی سرویس�دهنده�ها بنابراین
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درزنر: و برمن الͽوریتم از استفاده با شرطͬ ١-میانه�ی مسأله�ی هدف تابع مقدار (٣)

مͬ�دهیم. تشͺیل را ˆ̂
D فاصله�ی کوتاهترین ماتریس ابتدا در

تقاضا نقاط بالقوه های مͺان
١ ۴ ۵

١ ٠ ٢ ٢
۴ ٣ ٠ ٢
۵ ١ ١ ٠

ˆ̂
D فاصله�ی كوتاهترين ماتريس :(٣) جدول

سرویس�دهنده�های به مربوط که ٣ و ٢ (رأس�های) گره�های ، ˆ̂
D فاصله�ی ماتریسکوتاهترین در

حل به تبدیل شرطͬ ١-میانه�ی مسأله�ی حل الͽوریتم، این در مͬ�شوند. حذف شبͺه�اند؛ در موجود
(رأسͬ) گره�ای روی جدید سرویس�دهنده�ی بهینه�ی مͺان مͬ�شود. غیرشرطͬ ١-میانه�ی مسأله�ی
به توجه با اکنون کند. مینیمم را غیرشرطͬ ١-میانه�ی مسأله�ی هدف تابع که شد خواهد انتخاب

مͬ�پردازیم. هدف تابع مقدار محاسبه�ی به ، ˆ̂D فاصله�ی کوتاهترین ماتریس
انتخاب ،١ (رأس) گره�ی روی را جدید سرویس�دهنده�ی مͺان که کنیم فرض اول: حالت

داریم: بنابراین �کنیم.
d(١,٣) = ٣ ، d(١,٢) = ٢ ، d(١,١) = ٠
d(۴,٣) = ۴ ، d(۴,٢) = ٣ ، d(۴,١) = ۵
d(۵,٣) = ۶ ، d(۵,٢) = ١ ، d(۵,١) = ٣

�کنیم: انتخاب ١ گره�ی روی را جدید سرویس�دهنده�ی مͺان که حالتͬ در هدف، تابع مقدار
w١ min{d(١,١), d(١,٢), d(١,٣)}+ w۴ min{d(۴,١), d(۴,٢), d(۴,٣)}

+w۵ min{d(۵,١), d(۵,٢), d(۵,٣)}

= ١ × ٠ + ١ × ٣ + ۴ × ١

= ٧

�کنیم. انتخاب ، ۴ (رأس) گره�ی روی را جدید سرویس�دهنده�ی مͺان که کنیم فرض دوم: حالت
داریم: بنابراین

d(١,٣) = ٣ ، d(١,٢) = ٢ ، d(١,۴) = ۵
d(۴,٣) = ۴ ، d(۴,٢) = ٣ ، d(۴,۴) = ٠
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d(۵,٣) = ۶ ، d(۵,٢) = ١ ، d(۵,۴) = ٢
�کنیم: انتخاب ۴ گره�ی روی را جدید سرویس�دهنده�ی مͺان که حالتͬ در هدف، تابع مقدار

w١ min{d(١,۴), d(١,٢), d(١,٣)}+ w۴ min{d(۴,۴), d(۴,٢), d(۴,٣)}

+w۵ min{d(۵,۴), d(۵,٢), d(۵,٣)}

= ١ × ٢ + ١ × ٠ + ۴ × ١

= ۶

�کنیم. انتخاب ، ۵ (رأس) گره�ی روی را جدید سرویس�دهنده�ی مͺان که کنیم فرض سوم: حالت
داریم: بنابراین

d(١,٣) = ٣ ، d(١,٢) = ٢ ، d(١,۵) = ٣
d(۴,٣) = ۴ ، d(۴,٢) = ٣ ، d(۴,۵) = ٢
d(۵,٣) = ۶ ، d(۵,٢) = ١ ، d(۵,۵) = ٠

�کنیم: انتخاب ۵ گره�ی روی را جدید سرویس�دهنده�ی مͺان که حالتͬ در هدف، تابع مقدار
w١ min{d(١,۵), d(١,٢), d(١,٣)}+ w۴ min{d(۴,۵), d(۴,٢), d(۴,٣)}

+w۵ min{d(۵,۵), d(۵,٢), d(۵,٣)}

= ١ × ٢ + ١ × ٢ + ۴ × ٠

= ۴

را هدف تابع مقدار که مͬ�کنیم انتخاب (رأسͬ) گره�ای روی را جدید سرویس�دهنده�ی مͺان
سرویس�دهنده�ی که است بهینه�ای مͺان ، ۴ هدف تابع مقدار با ، ۵ گره�ی لذا مͬ�کند. مینیمم

مͬ�گیرد. قرار آن روی جدید
بهینه�یسرویس�دهنده�ها مͺان و است؛ روشیͺسان ٣ هر در جوابمسأله شد، ملاحظه که همانطور

مͬ�گیرد. قرار ۵ و ٣ و ٢ گره�های روی

محاسباتͬ نتايج ۴.١.٣

حل به تبدیل شرطͬ p−میانه�ی مسأله�ی حل سيمچͬ، و برمن توسط شده پیشنهاد الͽوریتم در
و برمن توسط شده پیشنهاد الͽوریتم در �که حالͬ در شد. غیرشرطͬ (١+p)−میانه�ی مسأله�ی

شد. غیرشرطͬ p−میانه�ی مسأله�ی حل به تبدیل شرطͬ p−میانه�ی مسأله�ی حل درزنر،
بهینه�ی مͺان یافتن در فوق، الͽوریتم دو از استفاده با شرطͬ p−میانه�ی مسأله�ی جواب
تعداد ،[۵] سيمچͬ و برمن توسط شده پیشنهاد الͽوریتم در است. یͺسان سرویس�دهنده�ها
حل، زمان لذا است؛ بیشتر [٣] درزنر و برمن توسط شده پیشنهاد الͽوریتم به نسبت محاسبات
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[۵] سيمچͬ و برمن توسط شده پیشنهاد الͽوریتم با سرویس�دهنده�ها بهینه�ی مͺان یافتن برای
است. طولانͬ�تر

بهینه�یسرویس�دهنده�های مͺان تعیین برای درزنر، و برمن توسط شده پیشنهاد الͽوریتم بنابراین
درزنر و برمن توسط شده پیشنهاد الͽوریتم از استفاده با و است کاراتر شبͺه رأس�های روی جدید
نیاز کمتری زمان به شبͺه رأس�های روی جدید سرویس�دهنده�های بهینه�ی مͺان تعیین برای ،[٣]

داریم.

شبͺه روی شرطͬ p−مرکز مͺانیابͬ مسأله�ی ٢.٣

مانند یͷشبͺه فرضکنید مͬ�کنیم. بررسͬ شبͺه�ها روی را شرطͬ p−مرکز مسأله�ی بخش، این در
p−مرکز مسأله�ی در است. wi نامنفͬ وزن دارای آن vi رأس هر که باشد؛ شده داده G = (V,E)

که گونه�ای به است سرویس�دهنده عنوان به محلͬ مرکز p شامل مجموعه ͷی کردن پیدا هدف
p−مرکز مسأله�ی در شود. مقدار کمترین مجموعه، این تا تقاضا نقاط وزندار فاصله�ی ماکسیمم
به دیͽر تای p باید و است موجود قبل از سرویس�دهنده تعدادی که است این بر فرض شرطͬ

شود. اضافه آنها
برای [٣] درزنر و برمن ،[۵] سیمچͬ و برمن توسط شده ارائه الͽوریتم�های بخش، این در
روش دو حل زمان جمله (از آنها نتایج و مͬ�گیرند؛ قرار بررسͬ مورد شرطͬ p−مرکز مسأله�ی حل
کردن پیدا در الͽوریتم دو مقایسه�ی به همچنین مͬ�گردد. مقایسه هم با بهینه) نقاط کردن پیدا در

مͬ�پردازیم. شبͺه روی بهینه نقاط

نیاز مورد اولیه�ی مفاهیم تعریف ١.٢.٣

نامنفͬ وزن دارای آن vi رأس هر که باشد؛ شده داده G = (V,E) مانند شبͺه ͷی کنید فرض
از مجموعه�ای E و است |V | = n که است (رئوس) تقاضا نقاط از مجموعه�ای V است. wi

|Q| = q که Q مجموعه�ی و است؛ x, y ∈ G هر بین فاصله�ی کوتاهترین dxy است. یال�ها
شرطͬ، p−مرکز مسأله�ی در دارند. وجود شبͺه در قبل از که است سرویس�دهنده�هایͬ شامل

است: زیر تابع کردن مینیمم هدف

G(X) = wimax {d(vi, xj)١≤j≤p, d(vi, yj)١≤j≤q} (۶.٣)

.i = ١, ..., n هر برای
yj و مͬ�باشد؛ j = ١, ..., p آن در که است ام j جدید سرویس�دهنده�ی مͺان xj که
،(۶.٣) فرمول در مͬ�باشد. j = ١, ..., q آن در که است ام j موجود سرویس�دهنده�ی مͺان
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نماد و است جدید سرویس�دهنده�ی p تا ام i رأس فاصله�ی کوتاهترین d(vi, xj)١≤j≤p نماد
است. موجود سرویس�دهنده�ی q تا ام i رأس فاصله�ی کوتاهترین ، d(vi, yj)١≤j≤q

وجود شبͺه در قبل از که است سرویس�دهنده�ای مفهوم به موجود، سرویس�دهنده�ی واژه�ی
بهینه�ی مͺان داریم قصد ما که است سرویس�دهنده�ای مفهوم به جدید، سرویس�دهنده�ی و دارد؛
و برمن توسط که الͽوریتمͬ دو با شرطͬ p−مرکز مسأله�ی حل در کنیم. پیدا شبͺه در را آن
سرویس�دهنده�ی p مͺان که است این بر فرض است؛ شده ارائه [٣] درزنر و برمن ،[۵] سیمچͬ
در قبل از که سرویس�دهنده�هایͬ مͺان که ندارد لزومͬ و مͬ�گیرند قرار محلͬ مراکز روی جدید
قبل از که سرویس�دهنده�هایͬ باشند. داشته قرار شبͺه در محلͬ مراکز روی دارند، وجود شبͺه
شرطͬ، p−مرکز مسأله�ی در باشند. شده واقع شبͺه از نقطه�ای هر در مͬ�توانند شبͺه�اند، روی
را محلͬ مراکز مجموعه�ی مͬ�شوند. واقع محلͬ مراکز روی جدید و موجود سرویس�دهنده�های

مͬ�دهیم. نشان C با

سیمچͬ و برمن توسط شده پیشنهاد الͽوریتم ٢.٢.٣

شرطͬ p−مرکز مسأله�ی حل برای را [۵] سیمچͬ و برمن توسط شده پیشنهاد الͽوریتم ابتدا در
بهینه�ی مͺان تعیین برای فاصله ماتریس از الͽوریتم، این در مͬ�دهیم. توضیح شبͺه، روی

است. شده استفاده شبͺه در محلͬ مراکز روی جدید سرویس�دهنده�های
(رأس�ها) تقاضا نقاط با ماتریسDمتناظر سطرهای باشد. فاصله ماتریس ͷیD فرضکنیم
به جدید سرویس�دهنده�های که هستند شبͺه در محلͬ مراکز با متناظر D ماتریس ستون�های و

شوند. واقع آنها در مͬ�توانند بالقوه مͺان�های عنوان
ستون، این که است D ماتریس در جدید ستون ͷی ایجاد سیمچͬ، و برمن الͽوریتم ایده�ی
وجود شبͺه در قبل از که (سرویس�دهنده�هایͬ است موجود سرویس�دهنده�های همه�ی معرف
نشان D̂ با الͽوریتم این در را فاصله ماتریس و مͬ�دهیم، نشان a٠ با را جدید ستون دارند).
کمترین d(i, j) آن در که کرده�ایم محاسبه d(i, j) صورت به را ماتریس درایه�های مͬ�دهیم.
(مͺان ام j جدید سرویس�دهنده�ی مͺان به ام i (رأس) تقاضای نقطه�ی از که است فاصله�ای
max{d(i, k)}k∈Q صورت به را ماتریس درایه�های ،a٠ ستون برای دارد. وجود ام) j بالقوه�ی
شبͺه در قبل از که است سرویس�دهنده�هایͬ شامل Q مجموعه�ی آن در که کرده�ایم محاسبه
به ام i (رأس) تقاضای نقطه�ی از که است فاصله�ای کمترین نشان�دهنده�ی d(i, k) دارند. وجود
روی محلͬ مراکز نشان�دهنده�ی C کنید فرض دارد. وجود ام k موجود سرویس�دهنده�ی مͺان
�که وقتͬ D̂ ماتریس اندازه�ی است. شبͺه در موجود ام i سرویس�دهنده� مͺان yi و است شبͺه
اندازه�ی . n× (|C|) با است برابر شرطͬ p−مرکز مسأله�ی برای ،i = ١, ..., q ازای به yi /∈ C

با است برابر شرطͬ p−مرکز مسأله�ی برای ،i = ١, ..., q ازای به yi ∈ C �که وقتͬ D̂ ماتریس



۴۶ شرطͬ P−سرويس�دهنده�ی مͺانيابͬ .٣ فصل

.(n− q)× (|C| − q)

غیرشرطͬ (١+p)−مرکز مسأله�ی حل به تبدیل شرطͬ p−مرکز مسأله�ی حل الͽوریتم، این در
مͬ�شود.

درزنر و برمن توسط شده پیشنهاد الͽوریتم ٣.٢.٣

شده ارائه شبͺه روی شرطͬ p−مرکز مسأله�ی حل برای [٣] درزنر و برمن توسط دوم، الͽوریتم
کرده�ایم. اصلاح Dرا ماتریسفاصله�ی شرطͬ، p−مرکز مسأله�ی حل برای الͽوریتم این در است.
ماتریس ستون�های و هستند (رئوس) تقاضا نقاط با متناظر ماتریس سطرهای که صورت این به
آنها در بالقوه مͺان عنوان به مͬ�توانند جدید سرویس�دهنده�های که هستند محلͬ مراکز با متناظر
درایه�های که داده�ایم، نشان D̃ با را شده اصلاح فاصله�ی ماتریس الͽوریتم این در شوند. واقع

است: شده محاسبه زیر صورت به D̃ ماتریس

D̃ij = max{d̃ij ,max{d̃ik}k∈Q} (٧.٣)

است ام j ستون به ام i تقاضای نقطه�ی از فاصله کوتاهترین نشان�دهنده�ی d̃ij ،(٧.٣) فرمول در
سرویس�دهنده�ی مͺان به ام i تقاضای نقطه�ی از که است فاصله�ای کمترین نشان�دهنده�ی d̃ik و

دارد. وجود ام k موجود
برابر شرطͬ p−مرکز مسأله�ی برای i = ١, ..., q ازای به yi /∈ C �که وقتͬ D̃ ماتریس اندازه�ی
ازای به yi ∈ C که وقتͬ شرطͬ p−مرکز مسأله�ی برای D̃ ماتریس اندازه�ی .n × |C| با است

. (n− q)× (|C| − q) با است برابر i = ١, ..., q
غیرشرطͬ p−مرکز مسأله�ی حل به تبدیل شرطͬ p−مرکز مسأله�ی حل الͽوریتم، این در

مͬ�شود.

بͽیرید: نظر در را زیر شبͺه�ی .١.٢.٣ مثال
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(١٢) شͺل

آنها روی مجاور، رأس دو بین فاصله�ی و رئوس وزن که است تقاضا نقطه�ی ۵ با شبͺه�ای
محلͬ مراکز در شبͺه در موجود (سرویس�دهنده�های Q = {١

٢ ,۴} کنید فرض است. شده نوشته
شده�اند: واقع زیر مͺان�های در گراف در محلͬ مراکز شده�اند). واقع {١

٢ ,۴}

C = {١
٢ ,١, ٣

٢ ,۴,۵}
٣
٢ محلͬ مركز و است واقع ١ تقاضای نقطه�ی از ٠٫ ۵ فاصله�ی به و (١,٢) يال روی ١

٢ محلͬ مركز
١-مرکز مسأله�ی حل هدف، دارد. قرار ۵ تقاضای نقطه�ی از ١٫ ۵ فاصله�ی به و (۵,۴) يال روی

است. شرطͬ

فرمول: از استفاده با شرطͬ ١-مرکز مسأله�ی هدف تابع مقدار (١)

f(x) = wimax{d(vi, xj)١≤j≤١, d(vi, yj)١≤j≤٢}

مͬ�کنیم. حل را مسأله و y٢ = ۴ و y١ = ١
٢ مͬ�دهیم قرار

شود: واقع ١ محلͬ مرکز روی جدید سرویس�دهنده�ی وقتͬ هدف، تابع مقدار
داریم: (١ تقاضای (نقطه�ی i = ١ ازای به

d(v١, x١) = d(١,١) = ٠ ، d(v١, y١) = d(١, ١
٢) =

١
٢

d(v١, y٢) = d(١,۴) = ٣
داریم: بنابراین

f(١) = w١ max{d(v١, xj)١≤j≤١, d(v١, yj)١≤j≤٢

= ۵ ×max{d(v١, x١), d(v١, y١), d(v١, y٢)}



۴٨ شرطͬ P−سرويس�دهنده�ی مͺانيابͬ .٣ فصل

= ۵ ×max{٠, ١
٢ ,٣}

= ١۵

داریم: (٢ تقاضای (نقطه�ی i = ٢ ازای به
d(v٢, x١) = d(٢,١) = ۴ ، d(v٢, y١) = d(٢, ١

٢) =
٧
٢

d(v٢, y٢) = d(٢,۴) = ٢
داریم: بنابراین

f(١) = w٢ max{d(v٢, xj)١≤j≤١, d(v٢, yj)١≤j≤٢

= ۴ ×max{d(v٢, x١), d(v٢, y١), d(v٢, y٢)}

= ۴ ×max{۴, ٧
٢ ,٢}

= ١۶

داریم: (٣ تقاضای (نقطه�ی i = ٣ ازای به
d(v٣, x١) = d(٣,١) = ٢ ، d(v٣, y١) = d(٣, ١

٢) =
۵
٢

� d(v٣, y٢) = d(٣,۴) = ٣
داریم: بنابراین

f(١) = w٣ max{d(v٣, x١), d(v٣, y١), d(v٣, y٢)}

= ٣ ×max{٢, ۵
٢ ,٣}

= ٩

داریم: (۴ تقاضای (نقطه�ی i = ۴ ازای به
d(v۴, x١) = d(۴,١) = ٣ ، d(v۴, y١) = d(۴, ١

٢) =
٧
٢

d(v۴, y٢) = d(۴,۴) = ٠
داریم: بنابراین

f(١) = w۴ max{d(v۴, x١), d(v۴, y١), d(v۴, y٢)}

= ٢ ×max{٣, ٧
٢ ,٠}

= ٧

داریم: (۵ تقاضای (نقطه�ی i = ۵ ازای به
d(v۵, x١) = d(۵,١) = ١ ، d(v۵, y١) = d(۵, ١

٢) =
٣
٢

d(v۵, y٢) = d(۵,۴) = ٢



۴٩ شرطͬ P−سرويس�دهنده�ی مͺانيابͬ .٣ فصل

داریم: بنابراین
f(١) = w۵ max{d(v۵, xj)١≤j≤١, d(v۵, yj)١≤j≤٢}

= w۵ ×max{d(v۵, x١), d(v۵, y١), d(v۵, y٢)}

= ۶ ×max{١, ٣
٢ ,٢}

= ١٢

شود: واقع ٣
٢ محلͬ مرکز روی جدید سرویس�دهنده�ی وقتͬ هدف، تابع مقدار

داریم: (١ تقاضای (نقطه�ی i = ١ ازای به
d(v١, x١) = d(١, ٣

٢) =
۵
٢ ، d(v١, y١) = d(١, ١

٢) =
١
٢

d(v١, y٢) = d(١,۴) = ٣
داریم: بنابراین

f(
٣
٢) = w١ max{d(v١, xj)١≤j≤١, d(v١, yj)١≤j≤٢}

= w١ ×max{d(v١, x١), d(v١, y١), d(v١, y٢)}

= ۵ ×max{۵
٢ ,

١
٢ ,٣}

= ١۵

داریم: (٢ تقاضای (نقطه�ی i = ٢ ازای به
d(v٢, x١) = d(٢, ٣

٢) =
۵
٢ ، d(v٢, y١) = d(٢, ١

٢) =
٧
٢

d(v٢, y٢) = d(٢,۴) = ٢
داریم: بنابراین

f(
٣
٢) = w٢ max{d(v٢, xj)١≤j≤١, d(v٢, yj)١≤j≤٢}

w٢ ×max{d(v٢, x١), d(v٢, y١), d(v٢, y٢)}

= ۴ ×max{۵
٢ ,

٧
٢ ,٢}

= ١۴

داریم: (٣ تقاضای (نقطه�ی i = ٣ ازای به
d(v٣, x١) = d(٣, ٣

٢) =
۵
٢ ، d(v٣, y١) = d(٣, ١

٢) =
۵
٢

d(v٣, y٢) = d(٣,۴) = ٣
داریم: بنابراین

f(
٣
٢) = w٣ max{d(v٣, xj)١≤j≤١, d(v٣, yj)١≤j≤٢}



۵٠ شرطͬ P−سرويس�دهنده�ی مͺانيابͬ .٣ فصل

= w٣ ×max{d(v٣, x١), d(v٣, y١), d(v٣, y٢)}

= ٣ ×max{۵
٢ ,

۵
٢ ,٣}

= ٩

داریم: (۴ تقاضای (نقطه�ی i = ۴ ازای به
d(v۴, x١) = d(۴, ٣

٢) =
١
٢ ، d(v۴, y١) = d(۴, ١

٢) =
٧
٢

d(v۴, y٢) = d(۴,۴) = ٠
داریم: بنابراین

f(
٣
٢) = w۴ max{d(v۴, xj)١≤j≤١, d(v۴, yj)١≤j≤٢}

= w۴ ×max{d(v۴, x١), d(v۴, y١), d(v۴, y٢)}

= ٢ ×max{١
٢ ,

٧
٢ ,٠}

= ٧

داریم: (۵ تقاضای (نقطه�ی i = ۵ ازای به
d(v۵, x١) = d(۵, ٣

٢) =
٣
٢ ، d(v۵, y١) = d(۵, ١

٢) =
٣
٢

d(v۵, y٢) = d(۵,۴) = ٢
داریم: بنابراین

f(
٣
٢) = w۵ max{d(v۵, xj)١≤j≤١, d(v۵, yj)١≤j≤٢}

= w۵ ×max{d(v۵, x١), d(v۵, y١), d(v۵, y٢)}

= ۶ ×max{٣
٢ ,

٣
٢ ,٢}

= ١٢

شود: واقع ۵ محلͬ مرکز روی جدید سرویس�دهنده�ی وقتͬ هدف، تابع مقدار
داریم: (١ تقاضای (نقطه�ی i = ١ ازای به

d(v١, x١) = d(١,۵) = ١ ، d(v١, y١) = d(١, ١
٢) =

١
٢

d(v١, y٢) = d(١,۴) = ٣
داریم: بنابراین

f(۵) = w١ max{d(v١, xj)١≤j≤١, d(v١, yj)١≤j≤٢}

= w١ ×max{d(v١, x١), d(v١, y١), d(v١, y٢)}



۵١ شرطͬ P−سرويس�دهنده�ی مͺانيابͬ .٣ فصل

= ۵ ×max{١, ١
٢ ,٣}

= ١۵

داریم: (٢ تقاضای (نقطه�ی i = ٢ ازای به
d(v٢, x١) = d(٢,۵) = ۴ ، d(v٢, y١) = d(٢, ١

٢) =
٧
٢

d(v٢, y٢) = d(٢,۴) = ٢
داریم: بنابراین

f(۵) = w٢ max{d(v٢, xj)١≤j≤١, d(v٢, yj)١≤j≤٢}

= w٢ ×max{d(v٢, x١), d(v٢, y١), d(v٢, y٢)}

= ۴ ×max{۴, ٧
٢ ,٢}

= ١۶

داریم: (٣ تقاضای (نقطه�ی i = ٣ ازای به
d(v٣, x١) = d(٣,۵) = ١ ، d(v٣, y١) = d(٣, ١

٢) =
۵
٢

d(v٣, y٢) = d(٣,۴) = ٣
داریم: بنابراین

f(۵) = w٣ max{d(v٣, xj)١≤j≤١, d(v٣, yj)١≤j≤٢}

= w٣ ×max{d(v٣, x١), d(v٣, y١), d(v٣, y٢)}

= ٣ ×max{١, ۵
٢ ,٣}

= ٩

داریم: (۴ تقاضای (نقطه�ی i = ۴ ازای به
d(v۴, x١) = d(۴,۵) = ٢ ، d(v۴, y١) = d(۴, ١

٢) =
٧
٢

d(v۴, y٢) = d(۴,۴) = ٠
داریم: بنابراین

f(۵) = w۴ max{d(v۴, xj)١≤j≤١, d(v۴, yj)١≤j≤٢}

= w۴ ×max{d(v۴, x١), d(v۴, y١), d(v۴, y٢)}

= ٢ ×max{٢, ٧
٢ ,٠}

= ٧
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داریم: (۵ تقاضای (نقطه�ی i = ۵ ازای به
d(v۵, x١) = d(۵,۵) = ٠ ، d(v۵, y١) = d(۵, ١

٢) =
٣
٢

d(v۵, y٢) = d(۵,۴) = ٢
داریم: بنابراین

f(۵) = w۵ max{d(v۵, xj)١≤j≤١, d(v۵, yj)١≤j≤٢}

= w۵ ×max{d(v۵, x١), d(v۵, y١), d(v۵, y٢)}

= ۶ ×max{٠, ٣
٢ ,٢}

= ١٢

ماکسیمم شود؛ واقع ١ محلͬ مرکز روی جدید سرویس�دهنده�ی �که وقتͬ شد، ملاحظه که همانطور
دست به ٢ تقاضای نقطه�ی ازای به سرویس�دهنده�ها، مجموعه�ی تا تقاضا نقاط وزندار فاصله�ی
روی جدید سرویس�دهنده�ی وقتͬ�که است. ١۶ با برابر حالت این در هدف تابع مقدار که مͬ�آید
سرویس�دهنده�ها، مجموعه�ی تا تقاضا نقاط وزندار فاصله�ی ماکسیمم شود؛ واقع ٣

٢ محلͬ مرکز
است. ١۵ با برابر حالت این در هدف تابع مقدار که مͬ�آید دست به ١ تقاضای نقطه�ی ازای به
نقاط وزندار فاصله�ی ماکسیمم شود؛ واقع ۵ محلͬ مرکز روی جدید سرویس�دهنده�ی �که وقتͬ و
تابع مقدار که مͬ�آید دست به ٢ تقاضای نقطه�ی ازای به سرویس�دهنده�ها، مجموعه�ی تا تقاضا

است. ١۶ با برابر حالت این در هدف
برای بهینه مͺان لذا است. هدف تابع کردن مینیمم شرطͬ، p−مرکز مسأله�ی در هدف

مͬ�شود. واقع ٣
٢ محلͬ مرکز روی جدید سرويس�دهنده��ی

اول: الͽوریتم با شرطͬ ١-مرکز مسأله�ی حل (٢)

حال مͬ�شود. غیرشرطͬ ٢-مرکز مسأله�ی حل به تبدیل شرطͬ ١-مرکز مسأله�ی حل روش، این در
مͬ�کنیم. حل زیر صورت به را غیرشرطͬ ٢-مرکز مسأله�ی
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تقاضا نقاط بالقوه های مͺان
١ ١٫ ۵ ۵ a٠

١ ٠ ٢٫ ۵ ١ ٣
٢ ۴ ٢٫ ۵ ۴ ٣٫ ۵
٣ ٢ ٢٫ ۵ ١ ٣
۴ ٣ ٠٫ ۵ ٢ ٣٫ ۵
۵ ١ ١٫ ۵ ٠ ٢

(۴) جدول

مͬ�شوند: محاسبه زیر صورت به a٠ ستون در ماتریس عناصر (۴) جدول در که
D̂ij = max{{d(i, k)}k∈Q}

محاسبه�ی .a٠ = {١
٢ ,۴} بنابراین واقع�اند، شبͺه در قبل از که است سرویس�دهنده��هایͬ مͺان a٠ و

غیرشرطͬ ٢-مرکز مسأله�ی به تبدیل مسأله حالتͬ�که در و (۴) جدول از استفاده با هدف تابع
مͬ�شود:

تقاضا نقاط بالقوه های مͺان
١, a٠ ١٫ ۵, a٠ ۵, a٠

١ ٣ ٣ ٣
٢ ۴ ٣٫ ۵ ۴
٣ ٣ ٣ ٣
۴ ٣٫ ۵ ٣٫ ۵ ٣٫ ۵
۵ ٢ ٢ ٢

(۵) جدول

مͬ�شوند: محاسبه زیر صورت به ماتریس درایه�های (۵) جدول در
Dij = max{d(i, j),max{d(i, k)}k∈Q}

شوند: واقع a٠ و ١ مͺان�های در سرویس�دهنده�ها �که وقتͬ هدف تابع مقدار
w١ × ٣ = ۵ × ٣ = ١۵

w٢ × ۴ = ۴ × ۴ = ١۶
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w٣ × ٣ = ٣ × ٣ = ٩

w۴ × ٧
٢ = ٢ × ٧

٢ = ٧

w۵ × ٢ = ۶ × ٢ = ١٢

شوند: واقع a٠ و ٣
٢ مͺان�های در سرویس�دهنده�ها �که وقتͬ هدف تابع مقدار

w١ × ٣ = ۵ × ٣ = ١۵

w٢ × ٧
٢ = ۴ × ٧

٢ = ١۴

w٣ × ٣ = ٣ × ٣ = ٩

w۴ × ٧
٢ = ٢ × ٧

٢ = ٧

w۵ × ٢ = ۶ × ٢ = ١٢

شوند: واقع a٠ و ۵ مͺان�های در سرویس�دهنده�ها �که وقتͬ هدف تابع مقدار
w١ × ٣ = ۵ × ٣ = ١۵

w٢ × ۴ = ۴ × ۴ = ١۶

w٣ × ٣ = ٣ × ٣ = ٩

w۴ × ٧
٢ = ٢ × ٧

٢ = ٧

w۵ × ٢ = ۶ × ٢ = ١٢

{٣
٢ ,۴, ١

٢} یا {٣
٢ , a٠} محلͬ مراکز در جدید سرویس�دهنده�های برای بهینه مͺان حالت، این در

مͬ�گیرند. قرار

دوم: الͽوریتم با شرطͬ ١-مرکز مسأله�ی حل (٣)

مͬ�گیریم. نظر در را زیر ماتریس



۵۵ شرطͬ P−سرويس�دهنده�ی مͺانيابͬ .٣ فصل

تقاضا نقاط بالقوه های مͺان
١ ١٫ ۵ ۵

١ ٣ ٣ ٣
٢ ۴ ٣٫ ۵ ۴
٣ ٣ ٣ ٣
۴ ٣٫ ۵ ٣٫ ۵ ٣٫ ۵
۵ ٢ ٢ ٢

(۶) جدول

مͬ�شوند: محاسبه زیر صورت به (۶) جدول در ماتریس درایه�های
D̃ij = max{d̃ij ,max{d̃ik}k∈Q}

مͬ�شود. غیرشرطͬ ١-مرکز مسأله�ی حل به تبدیل شرطͬ ١-مرکز مسأله�ی حل بالا، شیوه�ی با
: D̃ فاصله�ی ماتریس از استفاده با هدف، تابع محاسبه�ی

مͬ�گیرد: قرار ١ محلͬ مرکز روی جدید سرویس�دهنده�ی وقتͬ
w١ × ٣ = ۵ × ٣ = ١۵

w٢ × ۴ = ۴ × ۴ = ١۶

w٣ × ٣ = ٣ × ٣ = ٩

w۴ × ٧
٢ = ٢ × ٧

٢ = ٧

w۵ × ٢ = ۶ × ٢ = ١٢

مͬ�گیرد: قرار ٣
٢ محلͬ مرکز روی جدید سرویس�دهنده�ی وقتͬ

w١ × ٣ = ۵ × ٣ = ١۵

w٢ × ٧
٢ = ۴ × ٧

٢ = ١۴

w٣ × ٣ = ٣ × ٣ = ٩

w۴ × ٧
٢ = ٢ × ٧

٢ = ٧

w۵ × ٢ = ۶ × ٢ = ١٢

مͬ�گیرد: قرار ۵ محلͬ مرکز روی جدید سرویس�دهنده�ی وقتͬ
w١ × ٣ = ۵ × ٣ = ١۵



۵۶ شرطͬ P−سرويس�دهنده�ی مͺانيابͬ .٣ فصل

w٢ × ۴ = ۴ × ۴ = ١۶

w٣ × ٣ = ٣ × ٣ = ٩

w۴ × ٧
٢ = ٢ × ٧

٢ = ٧

w۵ × ٢ = ۶ × ٢ = ١٢

هدف تابع مقدار ماکسیمم که مͬ�کنیم انتخاب محلͬ مرکز روی را جدید سرویس�دهنده�ی مͺان
بهینه�ای مͺان ،١۵ هدف تابع مقدار ماکسیمم با ، ٣

٢ محلͬ مرکز لذا شود. مینیمم آن، ازای به
مͬ�گیرد. قرار آن روی جدید سرویس�دهنده�ی که است

بهینه�یسرویس�دهنده�ها مͺان استو روشیͺسان ٣ هر در جوابمسأله شد، ملاحظه که همانطور
مͬ�گیرد. قرار ٣

٢ و ۴ و ١
٢ محلͬ مراکز روی

محاسباتͬ نتایج ۴.٢.٣

سیمچͬ و برمن توسط شده پیشنهاد الͽوریتم در مͬ�پردازیم. فوق الͽوریتم دو مقایسه�ی به حال
حالͬ در شد. غیرشرطͬ (١+p)−مرکز مسأله�ی حل به تبدیل شرطͬ p−مرکز مسأله�ی حل ،[۵]
حل به تبدیل شرطͬ p−مرکز مسأله�ی حل ،[٣] درزنر و برمن توسط شده پیشنهاد الͽوریتم در �که

شد. غیرشرطͬ p−مرکز مسأله�ی
بهینه�ی مͺان یافتن در فوق، الͽوریتم دو از استفاده با شرطͬ p−مرکز مسأله�ی جواب
محاسبات تعداد سیمچͬ، و برمن توسط شده پیشنهاد الͽوریتم در است. یͺسان سرویس�دهنده�ها
مͺان یافتن برای حل، زمان لذا است. بیشتر درزنر و برمن توسط شده پیشنهاد الͽوریتم به نسبت

است. طولانͬ�تر سیمچͬ و برمن توسط شده پیشنهاد الͽوریتم با سرویس�دهنده�ها بهینه�ی
بهینه�یسرویس�دهنده�های مͺان تعیین برای درزنر، و برمن توسط شده پیشنهاد الͽوریتم بنابراین
درزنر، و برمن توسط شده پیشنهاد الͽوریتم از استفاده با و است؛ کاراتر شبͺه رئوس روی جدید

داریم. نیاز شبͺه رئوس روی جدید سرویس�دهنده�های بهینه�ی مͺان تعیین برای کمتری زمان



۴ فصل

شرطͬ p−ماكسين مͺانيابͬ مسأله�ی
شبͺه روی

مقدمه ١.۴

شبͺه ͷی کنید فرض مͬ�کنیم. بررسͬ شبͺه�ها روی را شرطͬ p−ماکسین مسأله�ی بخش، این در
مسأله�ی در است. wi مثبت وزن دارای آن vi رأس هر که باشد؛ شده داده G = (V,E) مانند
گونه�ای به است سرویس�دهنده عنوان به رأس p شامل مجموعه ͷی کردن پیدا هدف p−ماکسین
مسأله�ی در شود. مقدار بیشترین مجموعه، این تا نقاط سایر وزندار فاصله�ی ماکسیمم مجموع که
p باید و است موجود قبل از سرویس�دهنده تعدادی که است این بر فرض شرطͬ p−ماکسین

شود. اضافه آنها به دیͽر تای
تعميم از استفاده (با شرطͬ p−ماکسین مسأله�ی حل برای جدید الͽوریتم دو بخش، این در
جمله (از آنها نتایج و مͬ�شود؛ ارائه ([۵] سیمچͬ و برمن و [٣] درزنر و برمن الͽوریتم�های
این کاربردهای جمله از مͬ�گردد. مقایسه هم با بهینه) نقاط کردن پیدا در روش دو حل زمان
ضایعات باشد. زباله ضایعات بهینه�ی مͺان تعیین برای زمان کردن کمینه در مͬ�تواند تحقیق،
حال عین در و باشند داشته مسͺونͬ) (مناطق تقاضا نقاط به نسبت را فاصله دورترین باید زباله
زیادی اهمیت از مسائل حل زمان کنند. خدمت�رسانͬ تقاضاها به بتوانند که باشند مͺانͬ در
و وقت در بهینه�سازی عمل باشد، کمتر مسأله ͷی حل زمان هرچه است بدیهͬ است. برخوردار
بهینه�ی مͺان تعیین در کمتر، زمان با �حلͬ راه ارائه�ی هدف تحقیق این در مͬ�گیرد. صورت زمان
در قبل از سرویس�دهنده�ها از تعدادی که است براین فرض و است سرویس�دهنده�ها از تعدادی
wi وزن دارای آن vi رأس هر که G = (V,E) مانند شبͺه ͷی کنید فرض باشند. موجود شبͺه

۵٧
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شبͺه رأس p شامل مجموعه ͷی کردن پیدا هدف p−میانه، مسأله�ی در باشد. شده داده است،
مجموعه این تا نقاط سایر وزندار فاصله�ی مجموع که گونه�ای به است، سرویس�دهنده عنوان به
این در کرده�اند. بررسͬ را شرطͬ p−میانه�ی مسأله�ی [۵] همͺاران و برمن شود. مقدار کمترین
تای p باید و است موجود قبل از شبͺه، روی سرویس�دهنده تعدادی که است این بر فرض مسأله

شود. اضافه آنها به دیͽر
این در است. گرفته قرار بررسͬ مورد [٩] همͺاران و بورکارد١ توسط p−ماکسین مسأله�ی
است گونه�ای به سرویس�دهنده عنوان به شبͺه رأس p شامل مجموعه ͷی کردن پیدا هدف، مسأله

شود. مقدار بیشترین مجموعه این تا نقاط سایر وزندار فاصله�ی ماکسیمم مجموع که
مسأله�ی برای را [۵] سیمچͬ و برمن و [٣] درزنر و برمن الͽوریتم�های تحقیق، این در
شبͺه روی بهینه نقاط کردن پیدا در الͽوریتم دو مقایسه�ی به و داده�ایم تعمیم شرطͬ p−ماکسین
ارائه را کمتر زمان با �حل راه شبͺه، روی سرویس�دهنده�ها بهینه�ی مͺان تعیین برای پرداخته�ایم.
صرفه�جویͬ باعث سرویس�دهنده�ها) بهینه�ی مͺان کردن پیدا (در کمتر زمان با حل راه مͬ�دهیم.
بهینه�سازی مفهوم عمل در و است برخوردار زیادی اهمیت از بنابراین مͬ�شود؛ هزینه و زمان در
این باشد زیاد سرویس�دهنده�ها تعداد و تقاضا نقاط تعداد که وقتͬ بخصوص مͬ�دهد. توسعه را

مͬ�یابند. بیشتری نمود مفاهیم

نیاز مورد اولیه�ی مفاهیم تعریف ١.١.۴

wi مثبت وزن دارای آن vi رأس هر که باشد؛ شده داده G = (V,E) مانند شبͺه ͷی کنید فرض
یال�ها از مجموعه�ای E و است |V | = n که است (رئوس) تقاضا نقاط از مجموعه�ای V است.
شامل |Q| = q که Q مجموعه�ی و است، x, y ∈ G هر بین فاصله�ی کوتاهترین dxy است.
شرطͬ، p−ماکسین مسأله�ی در هدف دارند. وجود شبͺه در قبل از که است سرویس�دهنده�هایͬ

است: زیر تابع کردن ماکسیمم

f(x) =
n∑

i=١
wimax {d(vi, xj)١≤j≤p, d(vi, yj)١≤j≤q} (١.۴)

مͺان yj و مͬ�باشد j = ١, ..., p آن در که است ام j جدید سرویس�دهنده�ی مͺان xj که
مͬ�باشد. j = ١, ..., q آن در که است ام j موجود سرویس�دهنده�ی

که است این بر فرض مͬ�دهیم؛ ارائه که الͽوریتمͬ دو با شرطͬ p−ماکسین مسأله�ی حل در
مͬ�گیرند. قرار شبͺه رئوس روی موجود و جدید سرویس�دهنده�ها�ی مͺان

١Burkard
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پيشنهادی حل راه و مسأله طرح ٢.۴

رئوسشبͺه روی جدید سرویس�دهنده�ی p مͺان کردن پیدا شرطͬ، p−ماکسین مسأله�ی در هدف
بیشترین سرویس�دهندگان، تا نقاط سایر وزندار فاصله�ی ماکسیمم مجموع که گونه�ای به است؛
را جدید سرویس�دهنده�ی p شامل مجموعه ͷی بهینه�ی مͺان داریم، قصد بنابراین شود. مقدار
مسأله�ی غیرشرطͬ، حالت به شرطͬ مسأله�ی تبدیل با تحقیق، این در کنیم. پیدا شبͺه رئوس روی

مͬ�کنیم. حل را شرطͬ p−ماکسین
روی جدید سرویس�دهنده�های بهینه�ی مͺان تعیین برای فاصله ماتریس از تحقيق، اين در
جدید سرویس�دهنده�های بهینه�ی مͺان تعیین برای الͽوریتم دو و کرده�ایم استفاده شبͺه رئوس
به تبدیل را شرطͬ p−ماکسین مسأله�ی حل اول، الͽوریتم در داده�ایم. ارائه شبͺه رئوس روی
p−ماکسین مسأله�ی حل دوم، الͽوریتم در و کرده�ایم؛ غیرشرطͬ (١+p)−ماکسین مسأله�ی حل
(از الͽوریتم دو مقایسه�ی به و کرده�ایم غیرشرطͬ p−ماکسین مسأله�ی حل به تبدیل را شرطͬ
و شرطͬ p−ماکسین مسأله�ی حل الͽوریتم�های معرفͬ به اکنون پرداخته�ایم. حل) زمان لحاظ

مͬ�پردازیم. مثال ͷی توضیح

اول الͽوريتم ١.٢.۴

p−میانه�ی مسأله�ی حل برای [۵] سیمچͬ و برمن توسط كه است روشͬ از استفاده اول الͽوریتم
این در داده�ایم. تعمیم شرطͬ p−ماکسین مسأله�ی حل برای را آن ما، و است شده ارائه شرطͬ
سطرهای که کرده�ایم، استفاده فاصله ماتریس از شرطͬ p−ماکسین مسأله�ی حل برای الͽوریتم
که است رئوسͬ با متناظر ماتریس ستون�های و است (رئوس) تقاضا نقاط با متناظر ماتریس
بالقوه (مͺان�های شوند واقع آن�ها در مͬ�توانند بالقوه مͺان�های عنوان به جدید سرویس�دهنده�های
باشد). نداشته وجود آن�ها روی قبل از سرویس�دهنده�ای هیچ که هستند شبͺه از رئوسͬ شامل

از که است سرویس�دهنده�ای q ارائه�دهنده�ی که جدید ستون ͷی ایجاد با الͽوریتم این در
مͬ�دهیم. نشان a٠ با را جدید ستون کرده�ایم. ایجاد را فاصله ماتریس دارند، وجود شبͺه در قبل
dij صورت به را ماتریس درایه�های مͬ�دهیم. نشان D با الͽوریتم این در را فاصله ماتریس
مͺان به ام i (رأس) تقاضای نقطه�ی از که است فاصله�ای کمترین dij آن در که کرده�ایم محاسبه
ماتریس درایه�های ،a٠ ستون برای و دارد؛ وجود ام) j بالقوه�ی (مͺان ام j جدید سرویس�دهنده�ی
سرویس�دهنده�هایͬ شامل Q مجموعه�ی آن در که کرده�ایم محاسبه max{dik}k∈Q صورت به را
نقطه�ی از که است فاصله�ای کمترین نشان�دهنده�ی dik و دارند وجود شبͺه در قبل از که است

دارد. وجود ام k موجود سرویس�دهنده�ی مͺان به ام i (رأس) تقاضای
در ام i موجود سرویس�دهنده�ی مͺان yi و است شبͺه رئوس نشان�دهنده�ی N کنید فرض



۶٠ شبͺه روی شرطͬ P−ماكسين مͺانيابͬ مسأله�ی .۴ فصل

p−ماكسين مسأله�ی برای ،i = ١, ..., q ازای به yi /∈ N �كه ماتريسDوقتͬ اندازه�ی باشد. شبͺه
،i = ١, ..., q ازای به yi ∈ N �كه وقتͬ D ماتريس اندازه�ی و ؛ n× (n+١) با است برابر شرطͬ

. n× (n− q + ١) با است برابر شرطͬ p−ماكسين مسأله�ی برای
(١+p)−ماکسین مسأله�ی حل به تبدیل شرطͬ p−ماکسین مسأله�ی حل الͽوریتم، این در

مͬ�شود. غیرشرطͬ

دوم الͽوريتم ٢.٢.۴

و است شده ارائه [٣] درزنر و برمن توسط كه است الͽوريتمͬ از استفاده دوم، الͽوریتم
حل برای الͽوریتم این در داده�ایم. تعمیم شرطͬ p−ماکسین مسأله�ی حل برای را آن ما،
سطرهای که صورت این به کرده�ایم. اصلاح را D فاصله�ی ماتریس شرطͬ، p−ماکسین مسأله�ی
که است رئوسͬ با متناظر ماتریس ستون�های و هستند (رئوس) تقاضا نقاط با متناظر ماتریس
ماتریس حالت این در شوند. واقع آن�ها در بالقوه مͺان عنوان به مͬ�توانند جدید سرویس�دهنده�های
شده محاسبه زیر صورت به D̃ ماتریس درایه�های که داده�ایم. نشان D̃ با را شده اصلاح فاصله�ی

است:

D̃ij = max{d̃ij ,max{d̃ik}k∈Q} (٢.۴)

شرطͬ p−ماکسین مسأله�ی برای i = ١, ..., q ازای به yi /∈ N �که وقتͬ D̃ ماتریس اندازه�ی
مسأله�ی برای i = ١, ..., q ازای به yi ∈ N �که وقتͬ D̃ ماتریس اندازه�ی و n × n با است برابر

. n× (n− q) با است برابر شرطͬ p−ماکسین
غیرشرطͬ p−ماکسین مسأله�ی حل به تبدیل شرطͬ p−ماکسین مسأله�ی حل الͽوریتم این در

مͬ�شود.

بͽیرید: نظر در را زیر شبͺه�ی .١.٢.۴ مثال
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۶١ شبͺه روی شرطͬ P−ماكسين مͺانيابͬ مسأله�ی .۴ فصل

آن�ها روی مجاور، رأس دو بین فاصله�ی و رئوس وزن که است تقاضا نقطه�ی ۵ با شبͺه�ای
٢ گره�های در شبͺه در موجود (سرویس�دهنده�های Q = {٢,٣} کنید فرض است. شده نوشته

است. شرطͬ ١-ماکسین مسأله�ی حل هدف، شده�اند). واقع ٣ و

فرمول: از استفاده با شرطͬ ١-ماکسین مسأله�ی هدف تابع مقدار (١)

f(x) =
۵∑

i=١
wimax {d(vi, xj)١≤j≤١, d(vi, yj)١≤j≤٢} (٣.۴)

مͬ�کنیم. حل را مسأله و y٢ = ٣ و y١ = ٢ مͬ�دهیم قرار
شود: واقع ١ گره�ی روی جدید سرویس�دهنده�ی وقتͬ

f(١) = ١ × ٣ + ٣ × ۵ + ٢ × ۵ + ١ × ۵ + ۴ × ۶ = ۵٧

شود: واقع ۴ گره�ی روی جدید سرویس�دهنده�ی وقتͬ

f(۴) = ١ × ۵ + ٣ × ۵ + ٢ × ۵ + ١ × ۴ + ۴ × ۶ = ۵٨

شود: واقع ۵ گره�ی روی جدید سرویس�دهنده�ی وقتͬ

f(۵) = ١ × ٣ + ٣ × ۵ + ٢ × ۶ + ١ × ۴ + ۴ × ۶ = ۵٨

یا ۴ گره�ی جدید سرویس�دهنده�ی دادن قرار برای بهینه مͺان فرمول، از استفاده با بنابراین
واقع ۵ و ٣ و ٢ گره�های یا ۴ و ٣ و ٢ گره�های در سرویس�دهنده�ها نتیجه در است. ۵ گره�ی

مͬ�شوند.

اول: الͽوریتم با شرطͬ ١-ماکسین مسأله�ی حل (٢)

مͬ�شود. غیرشرطͬ ٢-ماکسین مسأله�ی حل به تبدیل شرطͬ ١-ماکسین مسأله�ی روشحل این در
مͬ�کنیم. حل زیر صورت به را غیرشرطͬ ٢-ماکسین مسأله�ی حال



۶٢ شبͺه روی شرطͬ P−ماكسين مͺانيابͬ مسأله�ی .۴ فصل

تقاضا نقاط بالقوه مͺان�های
١ ۴ ۵ a٠

١ ٠ ۵ ٣ max{d١٢, d١٣} = ٣
۴ ۵ ٠ ٢ max{d۴٢, d۴٣} = ۴
۵ ٣ ٢ ٠ max{d۵٢, d۵٣} = ۶
٢ ٢ ٣ ١ max{d٢٢, d٢٣} = ۵
٣ ٣ ۴ ۶ max{d٣٢, d٣٣} = ۵

(٧) جدول

ستون�ها مابقͬ در و max{dik}k∈Q صورت به a٠ ستون در ماتریس عناصر (٧) جدول در
شده�اند. محاسبه d(i, j) صورت به

مسأله�ی به تبدیل مسأله که حالتͬ در و (٨) جدول از استفاده با هدف تابع محاسبه�ی
مͬ�شود: غیرشرطͬ ٢-ماکسین

تقاضا نقاط بالقوه مͺان�های
١, a٠ ٢, a٠ ٣, a٠ ۴, a٠ ۵, a٠

١ ٣ ٣ ٣ ۵ ٣
۴ ۵ ۴ ۴ ۴ ۴
۵ ۶ ۶ ۶ ۶ ۶
٢ ۵ ۵ ۵ ۵ ۵
٣ ۵ ۵ ۵ ۵ ۶

(٨) جدول

مͬ�گیرند: قرار a٠ و ١ مͺان�های در سرویس�دهنده�ها �که وقتͬ هدف تابع مقدار
١ × ٣ + ٣ × ۵ + ٢ × ۵ + ١ × ۵ + ۴ × ۶ = ۵٧

مͬ�گیرند: قرار a٠ و ٢ مͺان�های در سرویس�دهنده�ها �که وقتͬ هدف تابع مقدار
١ × ٣ + ٣ × ۵ + ٢ × ۵ + ١ × ۴ + ۴ × ۶ = ۵۶

مͬ�گیرند: قرار a٠ و ٣ مͺان�های در سرویس�دهنده�ها �که وقتͬ هدف تابع مقدار
١ × ٣ + ٣ × ۵ + ٢ × ۵ + ١ × ۴ + ۴ × ۶ = ۵۶



۶٣ شبͺه روی شرطͬ P−ماكسين مͺانيابͬ مسأله�ی .۴ فصل

مͬ�گیرند: قرار a٠ و ۴ مͺان�های در سرویس�دهنده�ها �که وقتͬ هدف تابع مقدار
١ × ۵ + ٣ × ۵ + ٢ × ۵ + ١ × ۴ + ۴ × ۶ = ۵٨

مͬ�گیرند: قرار a٠ و ۵ مͺان�های در سرویس�دهنده�ها �که وقتͬ هدف تابع مقدار
١ × ٣ + ٣ × ۵ + ٢ × ۶ + ١ × ۴ + ۴ × ۶ = ۵٨

یا a٠ و ۴ گره�های در سرویس�دهنده�ها بهینه�ی مͺان غیرشرطͬ، ٢-ماکسین مسأله�ی در لذا
یا ، ٣ و ٢ و ۴ گره�های در سرویس�دهنده�ها دیͽر بیانͬ به مͬ�شوند. واقع a٠ و ۵ گره�های

مͬ�شوند. واقع ٣ و ٢ و ۵ گره�های

دوم: الͽوریتم با شرطͬ ١-ماکسین مسأله�ی حل (٣)

مͬ�گیریم. نظر در را زیر ماتریس

تقاضا نقاط بالقوه مͺان�های
١ ۴ ۵

١ ٣ ۵ ٣
۴ ۵ ۴ ۴
۵ ۶ ۶ ۶
٢ ۵ ۵ ۵
٣ ۵ ۵ ۶

(٩) جدول

مͬ�شوند: محاسبه زیر صورت به (٩) جدول در ماتریس عناصر
D̃ij = max{dij ,max{dik}k∈Q}

مͬ�شود. غیرشرطͬ ١-ماکسین مسأله�ی به تبدیل شرطͬ ١-ماکسین مسأله�ی بالا شیوه�ی با
: D̃ فاصله�ی ماتریس از استفاده با هدف، تابع محاسبه�ی
مͬ�گیرد: قرار ١ گره�ی روی جدید سرویس�دهنده�ی وقتͬ

١ × ٣ + ٣ × ۵ + ٢ × ۵ + ١ × ۵ + ۴ × ۶ = ۵٧

مͬ�گیرد: قرار ۴ گره�ی روی جدید سرویس�دهنده�ی وقتͬ
١ × ۵ + ٣ × ۵ + ٢ × ۵ + ١ × ۴ + ۴ × ۶ = ۵٨

مͬ�گیرد: قرار ۵ گره�ی روی جدید سرویس�دهنده�ی وقتͬ
١ × ٣ + ٣ × ۵ + ٢ × ۶ + ١ × ۴ + ۴ × ۶ = ۵٨



۶۴ شبͺه روی شرطͬ P−ماكسين مͺانيابͬ مسأله�ی .۴ فصل

قرار ۵ گره�ی یا ۴ گره�ی روی جدید سرویس�دهنده�ی برای بهینه مͺان نیز الͽوریتم این با بنابراین
در واقع�اند). a٠ = {٢,٣} گره�های در موجود سرویس�دهنده�های این�که به توجه (با مͬ�گیرد
واقع ۵ و ٣ و ٢ گره�های یا ، ۴ و ٣ و ٢ گره�های روی سرویس�دهنده�ها بهینه�ی مͺان نتیجه

مͬ�شود.

محاسباتͬ نتايج ٣.٢.۴

شرطͬ p−ماکسین مسأله�ی حل اول، الͽوریتم در مͬ�پردازیم. فوق الͽوریتم دو مقایسه�ی به حال
مسأله�ی حل دوم، الͽوریتم در �که حالͬ در شد. غیرشرطͬ (١+p)−ماکسین مسأله�ی حل به تبدیل

شد. غیرشرطͬ p−ماکسین مسأله�ی حل به تبدیل شرطͬ p−ماکسین
بهینه�ی مͺان یافتن در فوق، الͽوریتم دو از استفاده با شرطͬ p−ماکسین مسأله�ی جواب

است. یͺسان سرویس�دهنده�ها
برای حل زمان لذا و است بیشتر دوم الͽوریتم به نسبت محاسبات تعداد اول، الͽوریتم در

است. طولانͬ�تر اول الͽوریتم با سرویس�دهنده�ها بهینه�ی مͺان یافتن
شبͺه رئوس روی جدید سرویس�دهنده�های بهینه�ی مͺان تعیین برای دوم، الͽوریتم بنابراین
بهینه�یسرویس�دهنده�های مͺان تعیین برای کمتری زمان دوم، الͽوریتم از استفاده با و است؛ کاراتر

داده�ایم.� انجام زمان در را بهینه�سازی عمل نتیجه در داریم. نیاز شبͺه رئوس روی جدید



۵ فصل

صفحه روی شرطͬ ميانه�ی مسأله�ی

مقدمه ١.۵

مͬ�پردازيم. صفحه روی شرطͬ ميانه�ی و ميانه مسأله�ی بررسͬ به فصل، اين در
سرويس�دهنده�ی p مͺان تعيين هدف، و دارند وجود صفحه روی قبل از سرويس�دهنده q وقتͯ�كه
با را مسأله شود؛ بهينه شرطͬ ميانه�ی مسأله�ی هدف تابع طوری�كه به است صفحه روی جديد
صفحه روی سرويس�دهنده p مͺان تعيين به كه مسأله�ای و مͬ�دهيم نمايش ميانه −(p , q) نماد
p−ميانه نماد با را باشد نداشته وجود صفحه روی قبل از سرويس�دهنده�ای طوری�كه مͬ�پردازد،

مͬ�دهيم. نمايش
بيان را آن�ها حل روش�های و صفحه روی ٢−ميانه و (١,١)−ميانه مسأله�ی فصل، اين در
٢−ميانه مسأله�ی حل با مشابه رویصفحه اقليدسͬ فواصل با مسأله�ی(١,١)−ميانه حل مͬ�كنيم.
مͬ�دهيم قرار بررسͬ مورد را صفحه روی ٢−ميانه مسأله�ی ابتدا بنابراين .[٢٣] است صفحه روی
p)−ميانه , q) مسأله�ی .[٣٠] مͬ�پردازيم صفحه روی (١,١)−ميانه مسأله�ی توضيح به سپس و

مͬ�كنيم: تعريف زير صورت به را
شده�اند؛ واقع (i = ١, ..., n هر (برای xi مͺان�های در كه داريم تقاضا نقطه�ی n كنيد فرض
نقاط به كه موجود سرويس�دهنده�ی q است. wi مثبت وزن دارای تقاضا نقطه�ی هر �گونه�ای�كه به
داريم قصد شده�اند. واقع (i = ١, ..., q هر (برای yi مͺان�های در مͬ�كنند سرويس�رسانͬ تقاضا
آن�ها در جديد، سرويس�دهنده�های كه مͺان�هايͬ كنيم. مͺان تعيين را جديد سرويس�دهنده�ی p

مͬ�دهيم. نشان (i = ١, ..., p هر (برای zi نماد با را مͬ�شوند واقع
به است؛ جديد سرويس�دهنده�ی p بهينه�ی مͺان تعيين p)−ميانه، , q) مسأله�ی حل از هدف

۶۵



۶۶ صفحه روی شرطͬ ميانه�ی مسأله�ی .۵ فصل

شود. مينيمم F (Z) تابع مقدار گونه�ای�كه

F (Z) =
n∑

i=١
wi.[min{min١≤j≤q{d(xi, yj)},min١≤j≤p{d(xi, zj)}}] (١.۵)

است. مشخص تقاضا نقطه�ی n و موجود سرويس�دهنده�ی q مͺان p)−ميانه، , q) مسأله�ی در
بنابراين است. مشخص i هر ازای ,j≤q{d(xi≥min١به yj)} مقدار ،(١.۵) معادله�ی در بنابراين
صورت به i = ١, ..., n هر ازای به را Di ثابت عدد لذا است. yj و q از مستقل ،(١.۵) معادله�ی

مͬ�كنيم. (١.۵) معادله�ی وارد زير

Di = min١≤j≤q{d(xi, yj)} (٢.۵)

مͬ�كنيم: بازنويسͬ زير صورت به را (١.۵) معادله�ی لذا

F (Z) =

n∑
i=١

wi.[min{Di,min١≤j≤p{d(xi, zj)}}] (٣.۵)

نيست. محدب p ≥ ١ برای p)−ميانه , q) مسأله�ی هدف تابع

وايزفيلد الͽوريتم ٢.۵

مͬ�دهيم. توضيح صفحه روی ١−ميانه مسأله�ی حل برای را [٧٩] وايزفيلد الͽوريتم بخش، اين در
وجود صفحه، روی (i = ١, ..., n هر (برای Xi = (xi, yi) مانند تقاضايͬ نقاط كه كنيد فرض
اقليدسͬ فاصله�ی باشد. صفحه روی جديد سرويس�دهنده�ی مͺان X = (x, y) و باشند داشته

مͬ�شود: تعريف زير صورت به Xi = (xi, yi) و X = (x, y) نقاط بين

d(X,Xi) = di(X) = [(x− xi)
٢ + (y − yi)

٢]
١
٢ (۴.۵)

بͽيريد: نظر در زير صورت به را صفحه روی ١−ميانه مسأله�ی هدف تابع

minf(X) = min

n∑
i=١

wi.d(X,Xi) = min

n∑
i=١

wi.[(x− xi)
٢ + (y − yi)

٢]
١
٢ (۵.۵)

جواب به اوليه، نقطه�ی يك از شروع با و مͬ�كند عمل ثابت نقطه�ی روش براساس الͽوريتم، اين
صفر با برابر و مͬ�گيريم؛ مشتق y و x به نسبت f(X) تابع از ابتدا بنابراين است. همͽرا مسأله

مͬ�دهيم. قرار



۶٧ صفحه روی شرطͬ ميانه�ی مسأله�ی .۵ فصل

∂f

∂x
=

n∑
i=١

(x− xi).wi

[(x− xi)٢ + (y − yi)٢]
١
٢
= ٠

n∑
i=١

x.wi

[(x− xi)٢ + (y − yi)٢]
١
٢
=

n∑
i=١

xi.wi

[(x− xi)٢ + (y − yi)٢]
١
٢

x =

∑n
i=١(

xi.wi

[(x−xi)٢+(y−yi)٢]
١
٢
)∑n

i=١(
wi

[(x−xi)٢+(y−yi)٢]
١
٢
)

و

∂f

∂y
=

n∑
i=١

(y − yi).wi

[(x− xi)٢ + (y − yi)٢]
١
٢
= ٠

n∑
i=١

y.wi

[(x− xi)٢ + (y − yi)٢]
١
٢
=

n∑
i=١

yi.wi

[(x− xi)٢ + (y − yi)٢]
١
٢

y =

∑n
i=١(

yi.wi

[(x−xi)٢+(y−yi)٢]
١
٢
)∑n

i=١(
wi

[(x−xi)٢+(y−yi)٢]
١
٢
)

مͬ�آيد: دست به زير صورت به وايزفيلد الͽوريتم لذا

x(k+١) =

∑n
i=١(

xi.wi

[(xk−xi)٢+(yk−yi)٢+ε]
١
٢
)∑n

i=١(
wi

[(xk−xi)٢+(yk−yi)٢+ε]
١
٢
)

(۶.۵)

k = ٠,١, ...

و

y(k+١) =

∑n
i=١(

yi.wi

[(xk−xi)٢+(yk−yi)٢+ε]
١
٢
)∑n

i=١(
wi

[(xk−xi)٢+(yk−yi)٢+ε]
١
٢
)

(٧.۵)

k = ٠,١, ...

است ممͺن اوليه نقطه�ی اينͺه دليل به مͬ�كنيم. مسأله حل به شروع اوليه، نقطه�ی يك از شروع با
كسر، مخرج تا مͬ�كنيم؛ اضافه را εمثبت مقدار كسر، مخرج در باشد برابر تقاضا نقاط از ͬͺي با

نشود. صفر
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صفحه روی ٢−ميانه مسأله�ی ٣.۵

هر ازای (به Xi = (xi, yi) نقاط در صفحه، در متمايز تقاضای نقطه�ی n كه كنيد فرض
باشند. صفحه در جديد سرويس�دهنده�ی دو مͺان Y و X و باشند داشته وجود (i = ١, ..., n
همه�ی مجموعه�ی و N؛ = {١,٢, ..., n} مͬ�دهيم نشان N با را تقاضا نقاط تمام مجموعه�ی
زيرمجموعه دو به N از افرازی مͬ�دهیم. نمایش α با را زيرمجموعه دو به N از ممͺن افرازهای

داريم: و داده نشان {N١, N٢} با را

N١ ∩N٢ = ∅

و
N١ ∪N٢ = N

مͬ�كنيم: تعريف I ⊆ N برای

P (I,X) =
∑
i∈I

fi(X) (٨.۵)

كه

fi(X) = wi.di(X) = wi.d(X,Xi)

فرض با حال

P (N,X) = P (X) (٩.۵)

دهيم: نشان زير صورت به مͬ�توانيم را ١−ميانه مسأله�ی

minP (X) = min
n∑

i=١
fi(X) (١٠.۵)

تقسيم N٢ و N١ افراز دو به را تقاضا نقاط مجموعه�ی صفحه، روی ٢−ميانه مسأله�ی حل برای
مͬ�كنيم. N٢حل N١و افرازهای از يك هر در وايزفيلد، الͽوريتم با را ١−ميانه مسأله�ی و مͬ�كنيم
آن، ازای به هدف تابع مقدار كه مͬ�شود انتخاب ٢−ميانه مسأله�ی جواب عنوان به N از افرازی

شود. مقدار كمترين
صفحه روی ١−ميانه مسأله�ی دو حل به تبديل صفحه، روی ٢−ميانه مسأله�ی حل بنابراين

مͬ�كنيم: بررسͬ را زير مسأله�ی لذا مͬ�شود.

min{N١,N٢}∈α{min{P (N١, X)}+min{P (N٢, Y )}} (١١.۵)
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= min{N١,N٢}∈α{min
∑

i∈N١
fi(X)+min

∑
i∈N٢

fi(Y )}

= min{N١,N٢}∈α{min
∑
i∈N١

wi.di(X) +min
∑
i∈N٢

wi.di(Y )}

را fi مقدار كه مͬ�آورد دست به جديد سرويس�دهنده�ای از را خدماتش i تقاضای نقطه�ی
مͬ�كند. كمتر

تك-سرويس�دهنده مسأله�ی هدف تابع برای بهينه مقدار ، n ≥ ٢ �كه هنͽامͬ .[٢٣] .١.٣.۵ لم
است. متناظر دو-سرويس�دهنده�ی مسأله�ی برای هدف تابع بهينه�ی مقدار از بزرگتر

تمايز تقاضا نقاط از {Xi|i ∈ I} متناظر زيرمجموعه�ی و N از I زيرمجموعه�ی بين ادامه، در
نمͬ�شويم. قائل

N∗
٢ ∗Nو

١ �كه طوری به دارد؛ (N∗
١, N

∗
٢) بهينه�ی افراز يك ،(١١.۵) مسأله�ی .[٢٣] .٢.٣.۵ قضیه

شده�اند. جدا هم از خطوطͬ وسيله�ی به كاملا

گرفته نظر در مبدأ عنوان به كه مͬ�شود گفته نقطه�ای به محوری نقطه�ی .[٢٣] .٣.٣.۵ تعریف
زاويه�ای و گرفته نظر در را مͬ�گذرد تقاضا نقاط از يك هر به نقطه، اين از كه خطوطͬ ما و مͬ�شود

مͬ�آوريم. دست به را مͬ�شود ايجاد ها x محور مثبت جهت با خطوط اين از يك هر از كه

نقطه�ی عنوان به را تقاضا نقطه�ی n از كدام هر ،(N∗
١, N

∗
٢) بهينه�ی افراز آوردن دست به برای

مسأله�ی و مͬ�آوريم دست به را محوری نقطه�ی آن با متناظر افرازهای و مͬ�گيريم نظر در محوری
آن ازای به كه است بهينه افرازی افرازها، تمام بين در مͬ�كنيم. حل افراز هر برای را ١−ميانه

شود. مقدار كمترين ١−ميانه) (مسأله�ی هدف تابع دو مقدار مينيمم مجموع
،٠ ≤ Θ١, ...,Θk−١,Θk+١, ...,Θn ≤ ٢π زوايای باشد. محوری نقطه�ی xk كه فرضكنيد
x محور مثبت جهت با تقاضا، نقاط از كدام هر به xk از گذرنده �خط نيم كه هستند زاویه�هایͬ

مͬ�كنيم. مرتب غيركاهشͬ صورت به را آن�ها مͬ�سازند؛ ها
جهت با كه است xk از گذرنده �خط نيم تعميم كه باشد كامل خط L(Θ) كه كنيد فرض

مͬ�سازد. ٠ ≤ Θ < π زاويه�ی ها x محور مثبت
كه است xi مانند تقاضايͬ نقاط همه�ی علاوه�ی به xk تقاضای نقطه�ی شامل ،N١(Θ) افراز

مͬ�كنيم: تعريف زير صورت به را N٢(Θ) افراز و Θ ≤ Θi ≤ Θ+ π

N٢(Θ) = N −N١(Θ)
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محوری، نقطه�ی با خاص افرازهای دقيقا {(N١(Θ), N٢(Θ))|٠ ≤ Θ < π} متناهͬ مجموعه�ی
مͬ�آوريم: دست به زير صورت به را Θ زاويه�ی است. xk

Θ∗
١ = min{Θi|Θi > Θ} (١٢.۵)

Θ∗
٢ = min{Θi|Θi > Θ+ π} (١٣.۵)

Θ = min{Θ∗
١,Θ

∗
٢ − π} (١۴.۵)

دست به را N(٠)٢ و N(٠)١ افرازهای و مͬ�گيريم درنظر صفر با برابر را Θ مقدار اول، گام در
مͬ�آوريم. دست به باشد؛ Θ < π زاويه�ی كه زمانͬ تا را N٢(Θ) و N١(Θ) افرازهای مͬ�آوريم.

آن در كه بͽيريد، نظر در را N = {١,٢, ...,٩} تقاضای نقاط مجموعه�ی .۴.٣.۵ مثال
Θ١ = ٣٠,Θ٢ = ۶٠,Θ٣ = ١٢٠,Θ۴ = ١۵٠

,Θ۵ = ٢١٠,Θ۶ = ٢۴٠,Θ٧ = ٣٠٠,Θ٨ = ٣٣٠

با ام، i تقاضای نقطه�ی به ٩ تقاضای نقطه�ی از گذرنده �خط نيم كه است زاويه�ای Θi است.
زير صورت به ٩ محوری نقطه�ی با را N٢ و N١ افرازهای مͬ�سازد. ها x محور مثبت جهت

مͬ�دهيم. تشͺيل

..

٩

.

١

.

٢

.

٣

.

۴

. ٨.

٧

.

۶

.۵

(١۴) شͺل

اول گام

Θ∗
١ = min{Θi|Θi > Θ}
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Θ∗
١ = min{٣٠,۶٠,١٢٠, ...,٣٣٠} = ٣٠

Θ∗
٢ = min{Θi|Θi > π} = min{٢١٠,٢۴٠, ...,٣٣٠} = ٢١٠

Θ = min{٣٠,٢١٠ − ١٨٠} = ٣٠

دوم گام

Θ∗
١ = min{Θi|Θi > ٣٠} = min{۶٠, ...,٣٣٠} = ۶٠

Θ∗
٢ = min{Θi|Θi > ٣٠ + ١٨٠ = ٢١٠} = ٢۴٠

Θ = min{۶٠,٢۴٠ − ١٨٠} = ۶٠

سوم گام

Θ∗
١ = min{Θi|Θi > ۶٠} = ١٢٠

Θ∗
٢ = min{Θi|Θi > ۶٠ + ١٨٠ = ٢۴٠} = ٣٠٠

Θ = min{١٢٠,١٢٠} = ١٢٠

چهارم گام

Θ∗
١ = min{Θi|Θi > ١٢٠} = min{١۵٠,٢١٠,٢۴٠,٣٠٠,٣٣٠} = ١۵٠

Θ∗
٢ = min{Θi|Θi > ١٢٠ + ١٨٠ = min{٣٣٠} = ٣٣٠

Θ = min{١۵٠,٣٣٠ − ١٨٠} = ١۵٠

مͬ�دهيم: تشͺيل زير صورت به را N٢ و N١ افرازهای مجموعه�ی بنابراين
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{(N١(Θ), N٢(Θ))|٠ ≤ Θ < π}

= {(N(٠)١, N(٠)٢), (N(٣٠)١, N(٣٠)٢), (N١(۶٠), N٢(۶٠))

, (N(١٢٠)١, N(١٢٠)٢), (N١(١۵٠), N٢(١۵٠))}

x محور با كه است تقاضايͬ نقاط تمام علاوه�ی به ٩ تقاضای نقطه�ی شامل N(٠)١ افراز
مͬ�سازند. ٠ ≤ Θi ≤ π زاويه�ی ها،

N(٠)١ = {١,٢,٣,۴,٩}

و

N(٠)٢ = {١,٢,٣,۴,۵,۶,٧,٨,٩} − {١,٢,٣,۴,٩} = {۵,۶,٧,٨}

x محور با كه است تقاضايͬ نقاط تمام علاوه�ی به ٩ تقاضای نقطه�ی شامل N(٣٠)١ افراز
مͬ�سازند. ٣٠ ≤ Θi ≤ ٢١٠ زاويه�ی ها،

N(٣٠)١ = {١,٢,٣,۴,۵,٩}

N(٣٠)٢ = N −N(٣٠)١ = {۶,٧,٨}

x محور با كه است تقاضايͬ نقاط تمام علاوه�ی به ٩ تقاضای نقطه�ی شامل N١(۶٠) افراز
مͬ�سازند. ۶٠ ≤ Θi ≤ ٢۴٠ زاويه�ی ها،

N١(۶٠) = {٢,٣,۴,۵,۶,٩}

N٢(۶٠) = N −N١(۶٠) = {١,٧,٨}

محور با كه است تقاضايͬ نقاط تمام علاوه�ی به ٩ تقاضای نقطه�ی شامل N(١٢٠)١ افراز
مͬ�سازند. ١٢٠ ≤ Θi ≤ ٣٠٠ زاويه�ی ها، x

N(١٢٠)١ = {٣,۴,۵,۶,٧,٩}



٧٣ صفحه روی شرطͬ ميانه�ی مسأله�ی .۵ فصل

N(١٢٠)٢ = N −N(١٢٠)١ = {١,٢,٨}

محور با كه است تقاضايͬ نقاط تمام علاوه�ی به ٩ تقاضای نقطه�ی شامل N١(١۵٠) افراز
مͬ�سازند. ١۵٠ ≤ Θi ≤ ٣٣٠ زاويه�ی ها، x

N١(١۵٠) = {۴,۵,۶,٧,٨,٩}

N٢(١۵٠) = N −N١(١۵٠) = {١,٢,٣}

صفحه روی (١,١)−ميانه مسأله�ی ۴.۵

در است. صفحه روی ٢−ميانه مسأله�ی حل با مشابه صفحه، روی (١,١)−ميانه مسأله�ی حل
تعيين صفحه روی قبل از موجود سرويس�دهنده�ی يك صفحه، روی (١,١)−ميانه مسأله�ی
يك بهينه�ی مͺان تعيين هدف، مͬ�كند. سرويس�رسانͬ تقاضا، نقاط به و است شده مͺان
شود. مينيمم شرطͬ ١−ميانه�ی هدف تابع �كه طوری است؛ صفحه روی جديد سرويس�دهنده�ی
مͬ�كنيم. تقسيم افراز دو به را تقاضا نقاط جديد، سرويس�دهنده�ی بهينه�ی مͺان كردن پيدا برای

مͬ�گيريم. نظر در محوری نقطه�ی عنوان به را تقاضا نقاط از ͬͺي
گفته ٢−ميانه مسأله�ی برای آنچه مانند را {(N١(Θ), N٢(Θ))|٠ ≤ Θ < π} مجموعه�ی
شده واقع افرازها از ͬͺي در قطعا موجود سرويس�دهنده�ی مرحله، هر در مͬ�آوريم. دست به شد؛
سرويس�رسانͬ موجود، سرويس�دهنده�ی وسيله�ی به هستند؛ افراز اين در كه تقاضايͬ نقاط است.
كردن پيدا برای مͬ�كنيم. حل وايزفيلد الͽوريتم با را ١−ميانه مسأله�ی بعدی، افراز در مͬ�شوند.
مربوط افرازهای و مͬ�گيريم نظر در محوری نقطه�ی عنوان به را تقاضا نقاط همه�ی بهينه، جواب
دو مينيمم مجموع آن، ازای به كه است جوابͬ با برابر بهينه جواب مͬ�آوريم. دست به را آن�ها به
روی (١,١)−ميانه مسأله�ی حل برای بنابراين شود. مقدار كمترين ١−ميانه مسأله�ی هدف تابع

داريم. ١−ميانه مسأله�ی يك حل به نياز فقط تقاضا نقاط افراز از استفاده با صفحه،

p)−میانه , q) مسأله�ی حل برای ابتͺاری الͽوریتم ۵.۵

مساوی (كه موجود سرويس�دهنده�ی تا تقاضا نقطه�ی فاصله�ی نزديͺترين تقاضا، نقطه�ی هر برای
مͬ�آوريم. دست به را است) Di با



٧۴ صفحه روی شرطͬ ميانه�ی مسأله�ی .۵ فصل

جديد سرويس�دهنده�های به كه گروهͬ مͬ�كنيم. افراز گروه دو به را تقاضا نقاط مجموعه�ی
مسأله�ی حل با الͽوريتم نزديͺترند. موجود سرويس�دهنده�های به كه گروهͬ و هستند نزديͺتر
موجود سرويس�دهنده�های به كه را تقاضايͬ نقاط همه�ی تͺرار، هر در مͬ�شود. شروع p−ميانه
حل تقاضا نقاط �مانده�ی باقͬ روی را p−ميانه مسأله�ی و مͬ�كنیم حذف مسأله از نزديͺترند؛
ادامه روند مͬ�گردد. هدف تابع آوردن دست به برای محاسبات، كاهش سبب امر اين مͬ�کنیم.

نيايد. وجود به هدف تابع مقدار در كاهشͬ هيچ اينͺه تا مͬ�يابد

p)−ميانه , q) مسأله�ی برای ابتͺاری �حل راه :١ الͽوريتم

كنيد. محاسبه را Di ،i = ١, ..., n هر برای (١

Di = min١≤j≤q{d(xi, yj)}

راه عنوان به را آمده دست به جواب و كنيد حل تقاضا نقاط همه�ی روی را p−ميانه مسأله�ی
بͽيريد. نظر در k = ٠ را تͺرار شمارنده�ی و بͽيريد؛ نظر در z(٠) يعنͬ آغازين �حل

هدف تابع مقدار و كنيد پيدا را I(k) = {i|min١≤j≤p{d(z
(k)
j , xi)} < Di} مجموعه�ی (٢

كنيد: محاسبه زير صورت به را F (k) = F (z(k))

F (z) =

n∑
i=١

wi.[min{min١≤j≤q{d(xi, yj)},min١≤j≤p{d(xi, zj)}}]

همͽرا معيار برای خطا مقدار يك بردن كار به (يا F (k) = F (k−١) اگر k؛ > ٠ برای (٣
كنيد. توقف ابتͺاری �حل راه عنوان به z(k) مقدار با بودن)

و كنيد حل I(k) در تقاضا نقاط مجموعه�ی روی را p−ميانه مسأله�ی صورت؛ درغيراين (۴
دهيد. نشان z(k+١) با را آمده دست به جواب

برويد. ٢ گام به و k = k + ١ دهید قرار (۵

حل ابتͺاری الͽوريتم از استفاده با را (١,١)−ميانه مسأله�ی ،(١۵) شͺل در .١.۵.۵ مثال
نقاط وزن است. شده واقع ١ تقاضای نقطه�ی روی موجود سرويس�دهنده�ی مͺان مͬ�كنيم.

است. شده گرفته نظر در ١ با برابر تقاضا
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..

١

.

٢

. ٣

(١۵) شͺل

مختصات با ٢ تقاضای نقطه و X١ = (x١, y١) = (١,٢) مختصات با ١ (گره) تقاضای نقطه
نظر در X٣ = (x٣, y٣) = (١,٠) مختصات با ٣ تقاضای نقطه و X٢ = (x٢, y٢) = (٠,١)

است. شده گرفته
حل:

D١ = {d(١,١)} = [(x١ − x١)
٢ + (y١ − y١)

٢]
١
٢ = ٠

D٢ = {d(٢,١)} = [(x٢ − x١)
٢ + (y٢ − y١)

٢]
١
٢ = ١٫ ۴

D٣ = {d(٣,١)} = [(x٣ − x١)
٢ + (y٣ − y١)

٢]
١
٢ = ٢

صفحه: روی ١-میانه مسأله�ی حل
خطا مقدار مͬ�کنیم؛ حل را صفحه روی ١-میانه مسأله�ی وایزفیلد، الͽوریتم از استفاده با
بدست مقادیر مͬ�گیریم. نظر در ٠٫ ٠١ با برابر را ثابت) نقطه روش (در بودن همͽرا معیار برای

مͬ�باشند. زیر جدول صورت به ها yk و ها xk برای آمده



٧۶ صفحه روی شرطͬ ميانه�ی مسأله�ی .۵ فصل

..

٠
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١
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٢
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k

.

xk

.

yk

.

٣

.

۴

.
۵

.
۶

.

٠.۵

.

٠.۵٩

.

٠.۵۵

.

٠.۵١

.

٠.۴٨

.
٠.۴۶

.
٠.۴٨

.

٠.۵

.

٠.٧٧

.

٠.٨٩

.

٠.٩۵

.

٠.٩٨

.
٠.٩٩

.
١

(١٠) جدول

داریم: اینͺه به توجه با
|x۶ − x۵| < ٠٫ ٠١

و
|y۶ − y۵| < ٠٫ ٠١

مͬ�کنیم. توقف لذا
مͬ�شود. انتخاب z(٠) = (٠٫ ۴٨,١) صورت به اولیه جواب بنابراین

مͬ�کنند. صدق d(z(٠), Xi) < Di معادله�ی در ٣ و ٢ تقاضای نقاط فقط اینͺه به توجه با
داریم: بنابراین

I(٠) = {i|min{d(z(٠), Xi) < Di} = {٢,٣}

مͬ�کنیم: محاسبه زیر صورت به را F (٠) مقدار
F (٠) = F (z(٠)) =

١ ×min{d(X١, X١), d(X١, z
(٠))}+ ١ ×min{d(X٢, X١), d(X٢, z

(٠))}

+١ ×min{d(X٣, X١), d(X٣, z
(٠))}
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= ١ × ٠ + ١ × ١٫ ۴ + ١ × ١٫ ١٣ = ٢٫ ۵٣

برابر را حل شروع نقطه�ی مͬ�کنیم. حل ٣ و ٢ تقاضای نقاط با را صفحه روی ١-میانه مسأله�ی
برابر وایزفیلد الͽوریتم از استفاده با مسأله جواب مͬ�گیریم. نظر در (x٠, y٠) = (٠٫ ۵,٠٫ ۵) با

مͬ�آید. دست به z(١) = (٠٫ ۵,٠٫ ۵) با

z(١) = (٠٫ ۵,٠٫ ۵)

I(١) = min{i|min{d(z(١), Xi) < Di}

d(z(١), X١) < D١

d(z(١), X٢) < D٢

d(z(١), X٣) < D٣

داريم: بنابراين مͬ�کنند. صدق بالا نامعادله�ی در ٣ و ٢ تقاضای نقاط

I(١) = {٢,٣}

F (١) = F (z(١)) =

١ ×min{d(X١, X١), d(X١, z
(١))}+ ١ ×min{d(X٢, X١), d(X٢, z

(١))}

+١ ×min{d(X٣, X١), d(X٣, z
(١))}

= ١ × ٠ + ١ × ٠٫ ٧١ + ١ × ٠٫ ٧١ = ١٫ ۴٢

مͬ�كنيم. حل I(١) در تقاضا نقاط مجموعه�ی روی را ١-ميانه مسأله�ی لذا F (١) ̸= F (٠) چون
مͬ�آید. دست به z(٢) = (٠٫ ۵,٠٫ ۵) با برابر وایزفیلد الͽوریتم از استفاده با مسأله جواب
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I(٢) = {i|min{d(z(٢), Xi) < Di}

d(z(٢), X١) < D١

d(z(٢), X٢) < D٢

d(z(٢), X٣) < D٣

داريم: بنابراين مͬ�كنند. صدق بالا نامساوی در ٣ و ٢ تقاضای نقاط فقط

I(٢) = {٢,٣}

F (٢) = F (z(٢)) =

١ ×min{d(X١, X١), d(X١, z
(٢))}+ ١ ×min{d(X٢, X١), d(X٢, z

(٢))}

+١ ×min{d(X٣, X١), d(X٣, z
(٢))}

= ١ × ٠ + ١ × ٠٫ ٧١ + ١ × ٠٫ ٧١ = ١٫ ۴٢

مͬ�شود انتخاب بهينه جواب عنوان به z(٢) = (٠٫ ۵,٠٫ ۵) نقطه�ی لذا ، F (٢) = F (١) چون
مͬ�شود. واقع نقطه این روی جديد سرويس�دهنده�ی و

پيشنهادها و نتيجه�گيری ۶.۵

راه مͬ�توان ولͬ دارد. وجود شبͺه�ها روی شرطͬ مͺانیابͬ مسائل حل برای مختلفͬ روش�های
و زمان در بهینه�سازی مفهوم و شوند هزینه و زمان در �جویͬ صرفه باعث که داد ارائه �حل�هایͬ
... و بیمارستان�ها پلیس، آتش�نشانͬ، اورژانس، مراکز مͺان تعیین مثال، برای یابد. توسعه هزینه
به �دسترسͬ قابل که گونه�ای به بͽیرند؛ قرار نقاط کدام در مراکز این اینͺه شهر. ͷی داخل در
و مفاهیم این تمام کنند. وارد تقاضا نقاط به را صدمه کمترین عین�حال در و باشند مسͺونͬ مناطق
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سرویس�دهنده�ها بهینه�ی مͺان تعیین برای الͽوریتم�هایͬ طرح با هزینه، و زمان در بهینه�سازی عمل
با و کمتر زمان در که است سودمند الͽوریتمͬ شده؛ مطرح الͽوریتم�های میان در مͬ�یابد. نمود

باشد. اجرا قابل کمتری هزینه�ی
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