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چکیده
در می�پردازیم. هار موجک از استفاده با �زمانی تاخیر بهینه کنترل مسائل از رده�اي عددي حل به پایان�نامه این در
دوم فصل در می�پردازیم. نیاز مورد تعاریف و هار موجک بهینه، کنترل مساله معرفی و مقدمه به اول فصل در ابتدا
بدون مساله یک به پاده تقریب از استفاده با که می�گیریم نظر در را بولزا نوع از تاخیري بهینه کنترل مساله یک
عددي نتایج فصل پایان در و می�پردازیم. آن عددي حل به هار موجک �روش با سپس می�شود. تبدیل زمانی تاخیر
آن است. نامتناهی افق تاخیري بهینه کنترل مساله شامل سوم فصل کرد. خواهیم بررسی مساله چهار براي را
افق مساله یک به را مساله متغیر تغییر از استفاده با و می�کنیم خارج تاخیر حالت از پاده تقریب از استفاده با را
فصل پایان در و می�پردازیم آمده بدست مساله عددي حل به هار موجک روش با ادامه در می�کنیم. تبدیل متناهی
کنترل و برونی اختلال با بهینه کنترل مساله چهارم فصل در می�دهیم. نشان مساله دو حل با را عددي نتایج سوم
انتها در و می�کنیم خارج تاخیر حالت از را مساله آرتستاین تبدیل از استفاده با سپس می�کنیم معرفی را تاخیري
شده داده نشان فصل پایان در مثال یک حل با عددي نتایج می�پردازیم. آن عددي حل به هار موجک از استفاده با
تاخیري بهینه کنترل مساله یک بصورت را بیماري�زا عوامل به بدن ایمنی سیستم واکنش پنجم فصل در است.
حل هار موجک عددي روش با و تبدیل تاخیر بدون مساله به را مساله دوم فصل مسائل مشابه می�گیریم. نظر در

است. شده رسم 7.12 متلب افزار نرم از استفاده با پایان�نامه سرتاسر در نمودارها می�کنیم.

�نامتناهی، �افق مسائل �زمانی، �تاخیر �بهینه �کنترل مسائل پاده، تقریب �گویا، �هار توابع �هار، موجک کلیدي: واژه�هاي
ایمنی سیستم بهینه کنترل مساله برونی، اختلال با غیرخطی بهینه کنترل مساله کالوکیشن، نقاط �آرتستاین، تبدیل

بدن.
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2 اولیه مفاهیم و مقدمه .1 فصل

کنترل نظریه بر مقدمه�اي 1.1

یا معادلات شکل به می�توان را سیستم�ها از بسیاري دینامیکی رفتار که است شده داده نشان کنترل نظریه در

یک براي ریاضی مدل یک ساختن البته نمود. بیان دیفرانسیل1 معادلات شکل به بخصوص و ریاضی نامعادلات

خواهیم فرض ما است. برخوردار زیادي اهمیت از خود جاي در مبحث این باشد پیچیده بسیار است ممکن سیستم

کرده تهیه می�کند مشخص را بررسی مورد سیستم دینامیکی خواص که را سیستم ریاضی معادلات کسی که کرد

به مربوط ریاضی معادلات چنانکه شوند انتخاب مناسب کنترل�ها است لازم سیستم یک کنترل براي پس �باشد.

پیچیده عموما غیرخطی دیفرانسیل معادلات بخصوص معادلات جواب�هاي محاسبه البته شوند. برآورده سیستم آن

معادله دهیم. قرار بررسی مورد را راکت سوخت مصرف مینیمم�کردن مساله می�خواهیم ما مثال به�عنوان است.

از: است عبارت راکت حرکت بر حاکم

m
dV

dt
= mF + Fext,

خارجی نیروهاي Fextو می�شود تولید راکت بوسیله که پرتاب نیروي F آن، سرعت V راکت، جرم m آن در که

:[2] داریم همچنین شود. می وارد راکت به محیط از که

|F | = c

m
β,

بین (زاویه پرتاب واقعی زاویه2 φ اگر است. سوخت مصرف نرخ β = −dm
dt

و اگزوز نسبی سرعت c آن در که

از: عبارتند حرکت معادلات آنگاه باشد، افق) و راکت محور
dv١

dt
=
cβ

m
cosφ,

dv٢

dt
=
cβ

m
sinφ−mg,

است عبارت سوخت مینیمم مصرف مساله است. شده اختیار Fext = [٠,−mg]T و V = [v١, v٢]
T آن در که

سوخت مقدار که قسمی به برساند y موردنظر ارتفاع به اولیه نقطه از را راکت که φ و β هاي کنترل انتخاب از
1Differential Equations
2Angle



3 اولیه مفاهیم و مقدمه .1 فصل

از: است عبارت شده مصرف سوخت شود. مینیمم مصرفی

I =

∫ T

٠
β dt

است. y به رسیدن زمان T آن در که

هار موجک بر مقدمه�اي 2.1

است. متداول پونتریاگین4 و تغییرات3 حساب روش�هاي از استفاده با بهینه کنترل مسائل حل کلاسیک روش در

براي متفاوتی جایگزین محاسباتی روش�هاي منظور همین به هستند. مشکلاتی و محدودیت�ها داراي روش�ها این

قرار بررسی مورد نامه پایان این در است قرار که روشی است. علمی مقالات و کتابها در بهینه کنترل مسائل حل

است. هار موجک روش گیرد،

موجک نوع این می�شود. شناخته موجک نوع اولین و ساده�ترین به�عنوان که است توابع از خاصی سري �هار موجک

را خود مقادیر که هستند متعامد7 مجموعه�اي هار6 توابع شد. پیشنهاد هار5 آلفرد توسط 1910 سال در بار اولین

ناپیوستگی نقاط در و ناپیوسته�اند هار توابع می�کنند. اختیار i = ٠,١, . . . , {٠,
√

٢i,−
√

٢i} مجموعه�ي از

غیرممکن دیفرانسیل معادلات حل براي موجک این مستقیم کاربرد که می�شود باعث موضوع این ناپذیرند. مشتق

موجود مشتق درجه بالاترین روش این در است. انتگرال�گیري روش از استفاده مشکل این بر غلبه راه یک شود.

یک به دیفرانسیل معادله یک تبدیل اساس بر روش این اصلی ایده می�شود. داده بسط هار سري توسط معادله در

زیر این در توابع و می�شود تقسیم یکسان طول با بازه�هایی زیر به زمانی بازه روش این در است. جبري8 معادله

دقت به رسیدن براي می�شود گفته کالوکیشن10 نقاط بازه�ها زیر این میانی نقاط به می�شوند. زده تقریب بازه�ها9

می�یابند. افزایش تصاعدي بصورت نقاط این یابد. افزایش نقاط این تعداد باید بیشتر
3Variational Calculus
4Pontryagin
5Alfred Haar
6Haar Functions
7Orthogonal Set
8Algebraic Equations
9Subintervals
10Collocation
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بهینه کنترل مساله کلی شکل 3.1

عددي روش از استفاده با بعدي فصول در که می�کنیم معرفی بهینه11 کنترل مساله یک از کلی شکل اینجا در

می�پردازیم. آن حل به هار موجک

بصورت را xحالت بردار اکنون �شود، مشخص x١, x٢, . . . , xn حالت متغیر nتوسط دینامیکی سیستم فرضکنید

می�گیریم: نظر در زیر

x =


x١
x٢
.
.
.
xn

 .
گرفت. نظر در حالت12 فضاي بنام بعدي n مختصات محورهاي به�عنوان توان می را x مولفه�هاي

می�گیریم: نظر در زیر بصورت u١, u٢, . . . , umکنترل متغیر m از برداري به�عنوان را u کنترل بردار

u =


u١
u٢
.
.
.
um

 .
می�کند: صدق زیر بصورت اول13 مرتبه دیفرانسیل معادلات دستگاه یک در (x, u)T کنید }فرض

ẋ = g(t, x, u) ta ≤ t ≤ tb,

x(ta) = xa x(tb) = xb,
(1.1)

که (x, u)T کردن پیدا از است عبارت بهینه کنترل مساله است. نهایی حالت x(tb) و اولیه حالت x(ta)آن در که

کند: مینیمم یا ماکزیمم را زیر تابعی و کرده صدق (1.1) در

I =

∫ tb

ta

f٠(t, x(t), u(t)) dt.

هستند. u و x ،tاز پیوسته توابعی ،(i = ١,٢, . . . , n) giو f٠ اینجا در

می�پردازیم. است شده استفاده آن از نامه پایان این در که مباحثی و تعاریف بیان به خلاصه بطور اینجا در
11Optimal Control Problem
12State Space
13First-Order Differential Equations
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نامیم) دوتایی عمل یک را آن (که نگاشت15 یک با همراه Gاعضاي از است مجموعه�اي گروه14 .1.3.1 تعریف

بطوریکه: ∗ : G×G→ G

عضو را عضو این e ∗ g = g ∗ e = g باشیم داشته g ∈ G تمام براي که باشد موجود چنان e ∈ G عضو .1

گوییم. G گروه خنثی16

h عضو .h ∗ g = g ∗ h = e بطوریکه باشد موجود h ∈ G بفرد17 منحصر عضو ،g ∈ G عضو هر براي .2

می�دهیم. نشان g−با١ را آن و نامیده g وارون را

باشد. شرکت�پذیر ∗ یعنی ،g ∗ (h ∗ j) = (g ∗ h) ∗ j باشیم داشته G در j و h ،g کلیه براي .3

g∗h = h∗g باشیم داشته g, h ∈ G کلیه براي اگر به�علاوه می�دهیم. نشان (G, ∗) با را گروه اینصورت در

گوییم. (تعویض�پذیر) جابجایی گروه یک را G آنگاه

که . : F ×F → F و + : F ×F → F عمل دو با همراه F اعضاي از است مجموعه�اي میدان .2.3.1 تعریف

(F − {٠}, .) و بوده ٠ همانی عضو با جابجایی گروهی (F,+) بطوریکه می�شوند نامیده ضرب و جمع به�ترتیب

میدانی چنین می�نامیم. واحد را آن و داده نشان ١ با را (F − {٠}, .) همانی18 عضو باشد جابجایی گروهی نیز

می�دهیم. نشان (F,+, .) بصورت را

V مانند مجموعه�اي می�شود) نامیده اسکالر� آن اعضاي (که F میدان روي برداري19 فضاي یک .3.3.1 تعریف

بطوریکه: می�نامیم بردار20 را آن اعضاي که است
14Group
15Mapping
16Neutral Element
17Unique Element
18Identity Element
19Vector Space
20Vector
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همانی عضو باشد. جابجایی گروهی (V,+) و نامیده جمع �را آن که + : V × V → V مانند نگاشتی .1

می�شود نامیده اسکالر21 ضرب که را F × V → V نگاشت همچنین می�دهیم. نشان ٠̄ با را گروه این

براي می�دهیم. نشان fV بصورت V ∈ V و f ∈ F هر براي را V و F اسکالر ضرب می�کنیم. تعریف

است: زیر خواص داراي اسکالر ضرب U ,V ∈ V و a, b ∈ F کلیه

برداري)، جمع روي اسکالر ضرب (توزیع a(U + V) = aU + aV .2

اسکالر)، جمع روي برداري ضرب (توزیع (a+ b)V = aV + bV .3

اسکالر)، ضرب (شرکت�پذیري a(bV) = (a.b)V .4

،١V = V .5

.٠V = ٠̄ . 6

می�دهیم. نشان (V, F ) با را برداري فضاي چنین

هیلبرت) شبه فضاي یا (و داخلی23 ضرب فضاي یک را مختلط22 اعداد میدان روي V برداري فضاي تعریف4.3.1.

،a ∈ Cو U ,V ,W ∈ V هر براي که باشد داشته وجود >چنان ., . >: V × V → C چون تابعی هرگاه نامیم

،V = ٠ اگر وتنها اگر < V ,V >= و٠ < U ,V >≥ ٠ . 1

،< U ,V +W >=< U ,V > + < U ,W > .2

،< aU ,V >= a < U ,V > .3

است. مختلط اعداد در مزدوج عمل بالایی خط که ،< U ,V >= < V ,U > .4
21Scalar Multiplication
22Complex Number
23Inner Product Space
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گوییم. داخلی ضرب یک را < ., . > تابع

N ،ϵ > ٠ هر براي هرگاه می�شود نامیده کشی24 (V,C) داخلی ضرب فضاي در (Vj)j∈N دنباله .5.3.1 تعریف

.d(Vm,Vn) ≤ ϵ باشیم داشته ،m,n ≥ Nهر براي که شود یافت چنان N در اي

باشد. همگرا25 آن در کشی دنباله هر هرگاه گوییم کامل را داخلی ضرب فضاي یک .6.3.1 تعریف

گوییم. هیلبرت26 فضاي یک را کامل داخلی ضرب فضاي یک .7.3.1 تعریف

می�کنیم: تعریف زیر رابصورت [a, b] بازه براي L٢[a, b] فضاي .8.3.1 تعریف

L٢([a, b]) = {f :

∫
[a,b]

|f |٢ <∞}.

را F تابع باشد. حقیقی27 متغیر یک s و شده تعریف ٠ ⩽ t < ∞ براي f تابع کنید فرض .9.3.1 تعریف

می�کنیم: تعریف زیر بصورت

F (s) =

∫ ∞

٠
e−stf(t) dt.

حد آن�ها ازاي به که sهایی یعنی همگراست، فوق انتگرال آن�ها ازاي به که است sهایی مجموعه F تعریف حوزه

است: موجود زیر

limb→∞

∫ b

٠
e−stf(t) dt.

پس: می�دهیم، نشان L{f(t)} با �را آن و می�نامیم f(t) تابع لاپلاس28 راتبدیل F (s) تابع

L{f(t)} = F (s) =

∫ ∞

٠
e−stf(t) dt.

24Cauchy
25Convergent
26Hilbert Space
27Real Variable
28Laplace Transformation
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f(t) تابع طرفه29 دو لاپلاس تبدیل را F (s) آنگاه باشد −∞ ⩽ t < ∞ بالا تعریف در اگر .10.3.1 تعریف

می�دهیم: نشان زیر بصورت را آن و می�نامیم

B{f(t)} = F (s) =

∫ ∞

−∞
e−stf(t) dt.

یک از است عبارت X روي مجموعه�ها از جبر یک باشد، مجموعه یک X ̸= ϕ می�کنیم فرض .11.3.1 تعریف

کند: صدق زیر شرط دو در بطوریکه X مجموعه�هاي زیر از A غیر�تهی خانواده

.∪n
k=١Ek ∈ A آنگاه E١, . . . , En ∈ A اگر . 1

.Ec ∈ A آنگاه E ∈ Aاگر . 2

هر براي Ek ∈ A اگر یعنی باشد. بسته شمارش�پذیر اجتماع تحت هرگاه گوییم، σ-جبر را X روي جبر یک

.∪∞
k=١Ek ∈ A آنگاه ،k ∈ N

روي اندازه یک را [٠,∞) بتوي A از µ مجموعه�اي تابع باشد، σ-جبر یک A ⊆ X کنید فرض .12.3.1 تعریف

هرگاه: می�نامیم A σ-جبر

.µ(ϕ) = ٠ . 1

.µ(∪∞
k=١Ek) =

∑∞
k=١ µ(Ek) داریم: .k ̸= l وقتی Ek ∩ El = ϕ و k ∈ N, Ek ∈ A کنیم فرض .2

نامیم. E مجموعه� اندازه را µ(E)

فضاي یک را (X,A) باشد. (X,A) بر اندازه یک µ و X مجموعه روي σ-جبر یک A اگر .13.3.1 تعریف

می�نامیم. پذیر30 اندازه

باشد. E ⊆ ∪∞
α=١Gα و X باز مجموعه�هاي زیر از خانواده یک {Gα}∞α=١ می�کنیم فرض .14.3.1 تعریف

می�نامیم. X متریک فضاي در E مجموعه باز پوشش یک را {Gα}∞α=١
29Two-sided Laplace
30Measurable Space
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E باز پوشش هر اگر می�گوییم فشرده مجموعه یک را X متریک فضاي از E مجموعه زیر یک .15.3.1 تعریف

�باشد. داشته متناهی باز پوشش زیر یک

را f تابع باشند. اندازه�پذیر فضا�هاي (Y,N) و (X,M) تابع، یک f : X → Y می�کنیم فرض .16.3.1 تعریف

باشیم: داشته E ∈ N هر براي اگر گوییم اندازه�پذیر31

f−١(E) ∈M.

دنباله یک اگر می�گوییم لبگ32 انتگرال یک را است شده تعریف R روي که f اندازه�پذیر تابع یک .17.3.1 تعریف

کند: صدق زیر شرط دو در بطوریکه باشد داشته وجود (fn) توابع از

.
∑∞

n=١
∫
| fn |<∞ .1

.f(x) =
∑∞

n=١ fn(x) ∀x ∈ R s.t.
∑∞

n=١ | fn |<∞ .2

بصورت f انتگرال آنگاه

∫
f =

∞∑
n=١

∫
fn,

می�شود. تعریف

اگر می�شود گفته موضعی33 انتگرال�پذیر است، شده تعریف R روي که f تابع یک .18.3.1 تعریف

∫ b

a

f,

باشد. موجود −∞ < a < b <∞ هر براي
31Measurable
32Lebesgue Integral
33Locally Integrable
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زیر بصورت E مشخصه34 تابع ،E ⊆ X و باشد اندازه�پذیر فضاي یک (X,A) می�کنیم فرض .19.3.1 تعریف

می�شود: تعریف

χE =

{
٠, x /∈ E,
١, x ∈ E.

باشد. موضعی انتگرال�پذیر تابع یک χS مشخصه تابع اگر می�شود گفته اندازه�پذیر S مجموعه یک .20.3.1 تعریف

آنگاه باشد انتگرال�پذیر تابع یک χS مشخصه تابع اگر باشد، اندازه�پذیر مجموعه یک S کنید فرض .21.3.1 تعریف

می�شود: تعریف زیر بصورت µ(S)

µ(S) =

∫
χS,

آنگاه: نباشد انتگرال�پذیر χS اگر

µ(S) = ∞.

داشته اگر گوییم. متعامد35 [a, b] فاصله در را {u٠(x), u١(x), u٢(x), . . .} توابع مجموعه .22.3.1 تعریف

باشیم:

∫ b

a

um(x)un(x) dt

{
= ٠, m ̸= n,
> ٠, m = n.

سیستم پذیري کنترل محک 1.3.1

می�گیریم: نظر در را زیر حالت معادله با سیستمی

ẋ = Ax+ bu,

y = cx,

34Characteristic Function
35Orthogonal
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پذیري36 کنترل براي کافی و لازم شرط است. سطري بردار c و n × ١ بردار b ،n × n ماتریس A آن در که

:[2] که است این سیستم

r(Q = [b | Ab | · · · | An−١b]) = n.

می�نامیم. سیستم کنترل�پذیري ماتریس را Qماتریس .23.3.1 تعریف

هرگاه: گوییم مثبت37 نیمه�معین را n مرتبه�ي از ،A = (aij) حقیقی مربعی ماتریس .24.3.1 تعریف

باشد، متقارن38 . 1

.∀x ∈ Rn, xTAx ⩾ ٠ .2

تاخیري دیفرانسیل معادلات 2.3.1

عقب شناسه با دیفرانسیل معادله یک یا تاخیري، دیفرانسیل معادله یک که دیفرانسیل معادله از خاص نوع یک

شکل این داراي اختلاط مسائل و جمعیت مدل�هاي می�شود. مطرح عددي مسائل برخی در شود، می نامیده افتاده

کنید: فرض مثال براي دارد. بستگی قبلی مقادیر در x تابع به ẋ(t) مقدار آن�ها در که هستند، خاص

ẋ(t) = f(x(t− ١)).

براي بود. خواهیم ẋ(t) محاسبه�ي به قادر دیفرانسیل معادله از استفاده با بشناسیم، t − ١ در را x مقدار اگر

بنابراین داشت. خواهیم نیاز t = −١ در شروع با x(t) مقدار به ،t = در٠ شروع با دیفرانسیل معادله انتگرال�گیري

خاص مساله یک از مثال یک باشند. فراهم ما براي اولیه مقادیر به�عنوان باید [−١,٠] بازه�ي روي بر x(t) مقادیر

است: زیر مساله نوع این از تعریف خوش و
{
ẋ(t) = x(t− ١), t ≥ ٠,
x(t) = t٢, − ١ ≤ t ≤ ٠.

36Controllability
37 Semi-positive Definite Matrix
38Symmetric
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آنگاه باشد محدود [٠,١] بازه به tاگر می�دهد. ارائه x(t) براي را موردنیاز اولیه مقادیر مساله این معادله دومین

بنابراین: بود. خواهد [−١,٠] در t− ١

{
ẋ(t) = x(t− ١) = (t− ٢(١, ٠ ≤ t ≤ ١,
x(٠) = ٠.

بدست زیر بصورت انتگرال�گیري مناسب ثابت مقدار یک نمودن فراهم و انتگرال���گیري با راحتی به معادله این جواب

می�آید:

x(t) =
١
٣
(t− ٣(١ +

١
٣
, ٠ ≤ t ≤ ١,

ازاي به بنابراین شود. اختیار می�تواند گام اولین مانند دیگري گام باشد، پیوسته [١,٢] بعدي بازه در جواب اگر

داریم: [١,٢] در واقع tهاي
{
ẋ(t) = x(t− ١) = ١

٣(t− ٣(٢ + ١
٣ , ١ ≤ t ≤ ٢,

x(١) = ١
٣ .

از است عبارت معادله این جواب

x(t) =
١

١٢
(t− ٢)۴ +

١
٣
t− ١

١٢
, ١ ≤ t ≤ ٢.

.[3] یابد ادامه راست به نامتناهی طور به مشابه محاسبات با می�تواند جواب

پاده تقریب 3.3.1

درجه از بترتیب Qm(x), Pn(x) چند�جمله�اي دو قسمت خارج از [a, b] فاصله روي f(x) تابع براي گویا تقریب

آید: می بدست زیر بصورت m و n

RL(x) = Rm,n(x) =
Pn(x)

Qm(x)
=
a٠ + a١x+ a٢x

٢ + · · ·+ anx
n

b٠ + b١x+ b٢x٢ + · · ·+ bmxm
.

براي کنیم. می تعریف L = m + n یعنی Qm(x), Pn(x) چندجمله�اي�هاي درجه مجموع با را تقریب درجه

براي مختلفی هاي روش آورد. بدست را b٠, b١, . . . , bm و a٠, a١, . . . , an پارامتر L + باید٢ Rm,n محاسبه
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براي تقریب این در شد. ارائه پاده توسط که است روشی روش�ها، این از یکی که دارد وجود آن�ها محاسبه

می�کنیم. فرض یک برابر را b٠ ابتدا پارامتر، L+ محاسبه٢

می�شود. استفاده f(x) تابع مک�لورن بسط از bj(j = ١, . . .m) , ai(i = ٠,١, . . . , n) محاسبه براي

یعنی:

f(x) = c٠ + c١x+ c٢x
٢ + . . . =

∞∑
j=٠

cjx
j.

باشد: برقرار زیر رابطه بطوریکه

f (z)(٠) = R
(z)
L (٠), z = ٠,١, . . . , L. (2.1)

می�کنیم: محاسبه زیر بصورت را f(x)−RL(x) محاسبه خطاي }و
Z(x) = f(x)−RL(x) = f(x)Qm(x)− Pn(x),

(
∑∞

j=٠ cjx
j)(

∑m
j=٠ bjx

j)−
∑n

j=٠ ajx
j =

∑∞
j=L+١ djx

j.
(3.1)

با جملات ضرایب دادن قرار متحد با است. L + ١ ،Z(x) چند�جمله�اي درجه کمترین (2.1) رابطه به توجه با

می�آید: بدست زیر معادله L+ ١ (3.1) رابطه طرفین در L+ ١ از کمتر درجه

c٠ − a٠ = ٠,
b١c٠ − c١ − a١ = ٠,
b٢c٠ + b١c١ + c٢ − a٢ = ٠,
b٣c٠ + b٢c١ + b١c٢ + c٣ − a٣ = ٠,
...
bnc٠ + bn−١c١ + . . .+ cn − an = ٠,

(4.1)

و
bmcn−m+١ + bm−١cn−m+٢ + . . .+ b١cn + cn+١ = ٠,
bmcn−m+٢ + bm−١cn−m+٣ + . . .+ b١cn+١ + cn+٢ = ٠,
...
bmcn + bm−١cn+١ + . . .+ b١cn+m−١ + cn+m = ٠.

(5.1)

را a٠, . . . , an ،(5.1) رابطه در جایگذاري با سپس کرده محاسبه را b١, . . . , bm پارامتر�هاي (4.1) معادله از ابتدا

.[1] می�آوریم بدست
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هار موجک توابع 4.1

می�کنیم: تعریف زیر بصورت را هار توابع .1.4.1 تعریف

H(٠, t) = ١, ٠ ⩽ t < ١,

H(١, t) =
{

١, ٠ ⩽ t < ١
٢ ,

−١, ١
٢ ⩽ t < ١,

H(٢, t) =


√

٢, ٠ ⩽ t < ١
۴ ,

−
√

٢, ١
۴ ⩽ t < ١

٢ ,
٠, ١

٢ ⩽ t < ١,

H(٣, t) =


٠, ٠ ⩽ t < ١

٢ ,√
٢, ١

٢ ⩽ t < ٣
۴ ,

−
√

٢, ٣
۴ ⩽ t < ١.

داریم: کلی بطور

H(٢p + n− ١, t) =


√

٢p J١ ≤ t ≤ J ١
٢
,

−
√

٢p J ١
٢
≤ x ≤ J٠,

٠ صورت این غیر در .

آن در که

Ju =
n− u

٢p , u = ٠, ١
٢
,١,

p = ٠,١,٢,٣, . . . , n = ١,٢,٣, . . . ,٢p.

را آن�ها و دارند را اصلی هار توابع ویژگی تمام گویا41 هار توابع .[4] کردند گویا را هار توابع ریس40 و لینچ39

می�کنیم. حل توابع این از استفاده با را بهینه کنترل مسائل نامه پایان این در می�دهیم. نمایش RH با

بصورت بازه�ي(٠,١] روي و می�کنند اختیار مجموعه�ي{١,٠−,١} از را خود مقادیر گویا هار توابع تعریف2.4.1.

:[5] می�شوند تعریف زیر

RH(r, t) =


١, J١ ⩽ t < J ١

٢
,

−١, J ١
٢
⩽ t < J٠,

٠, صورت این غیر در.
39Lynch
40Reis
41Rationalized Haar Functions
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r = ٠,١,٢, ...,٧ براي RH(r, t) نمودار :1.1 شکل

آن در که

Ju =
j − u

٢i , u = ٠, ١
٢
,١,

است: زیر بصورت j, i پارامترهاي و rمقدار و

r = ٢i + j − ١, i = ٠,١,٢,٣, . . . , j = ١,٢,٣, . . . ,٢i.

می�شود: تعریف زیر بصورت i = j = ٠ براي RH(٠, t)

RH(٠, t) = ١, ٠ ⩽ t < ١.

.[6] است شده رسم شکل1.1 در r = ٠,١,٢, ...,٧ براي گویا هار توابع نمودار
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گویا هار توابع تعامد ویژگی 1.4.1

است[5]: زیر بصورت تعامدشان ویژگی و هستند کامل متعامد مجموعه�اي گویا هار توابع مجموعه�ي

∫ ١

٠
RH(r, t)RH(ν, t) dt =

{
٢−i, r = ν,
٠, r ̸= ν,

آن در که

ν = ٢n +m− ١, n = ٠,١,٢,٣, . . . , m = ١,٢,٣, . . . ,٢n.

هار توابع با توابع تقریب 2.4.1

بنابراین است، L[٠,١]٢ هیلبرت فضاي در کامل متعامد مجموعه�اي گویا هار توابع مجموعه شد اشاره که همانطور

:[5] زد تقریب زیر صورت به توابع این با می���توان را فضا این در F(t)مانند پیوسته تابع هر

F(t) =
∞∑
r=٠

arRH(r, t). (6.1)

می�آید: بدست زیر بصورت ar باشد معلوم F(t) تابع اگر

ar = ٢i

∫ ١

٠
F(t)RH(r, t)dt, r = ٠,١,٢, . . . ,

،i = j = ٠ براي و r = ٢i + j − ١, i = ٠,١,٢,٣, . . . , j = ١,٢,٣, . . . ,٢i آن در که

می�کنیم فرض متناهی سري یک به سري این تبدیل براي است. نامتناهی (6.1) رابطه�ي سري است. r = ٠

داریم: نتیجه در می�شود، محدود اولش جمله�ي K به سري جملات بنابراین باشد، i = ٠,١,٢, . . . , α

F(t) ≃
K−١∑
r=٠

arRH(r, t) = ATϕ(t), (7.1)

آن در که

K = ٢α+١, α = ٠,١,٢,٣, . . . .

می�دهیم: نمایش زیر بصورت را آن�ها و می�نامیم گویا هار توابع بردار را Φ(t) و گویا هار توابع ضرایب بردار را A

A = [a٠, a١, . . . , aK−١]
T ,
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Φ(t) = [ϕ٠(t), ϕ١(t), . . . , ϕK−١(t)]
T ,

آن در که

ϕr(t) = RH(r, t), r = ٠,١,٢, . . . , K − ١.

:[7] دهیم می نمایش زیر بصورت را آن�ها و می�نامیم کالوکیشن نقاط را موجک بازه زیر هر بین در موجود نقاط

tl =
l − ٠٫ ۵
K

, l = ١,٢, . . . , K.

بردار می�توان می�شود. گسسته�سازي مساوي فاصله�هاي با هایی بازه زیر به تابع کالوکیشن نقاط این انتخاب با

هار، ماتریس به�عنوان Φ̂K×Kمی�کنیم فرض کرد. مشخص نقاط این در را ϕr(t), r = ٠,١,٢, . . . , K − ١

داریم: بنابراین باشد. کالوکیشن نقاط در ϕr(t), r = ٠,١,٢, . . . , K − ١ بردارهاي از ترکیبی

Φ̂K×K = [Φ(t١),Φ(t٢), . . . ,Φ(tK)]. (8.1)

:[8] است زیر بصورت اول موجک هشت هار ماتریس مثال به�عنوان

Φ̂٨×٨ =


ϕ٠
ϕ١
...
ϕ٧

 =



١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١
١ ١ ١ ١ −١ −١ −١ −١
١ ١ −١ −١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ −١ −١
١ −١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ −١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ −١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ −١


. (9.1)

داریم: (8.1) و (7.1) روابط از استفاده با

[F(t١),F(t٢), . . . ,F(tK)] = AT Φ̂K×K . (10.1)

می�رسیم: زیر رابطه� به (10.1) رابطه�ي از

AT = [F(t١),F(t٢), . . . ,F(tK)]Φ̂
−١
K×K .

آن در که

Φ̂−١
K×K = (

١
K

)Φ̂T
K×Kdiag(١,١,٢,٢,٢٢, . . . ,٢٢︸ ︷︷ ︸

٢٢

,٢٣, . . . ,٢٣︸ ︷︷ ︸
٢٣

, . . . ,
K

٢
, . . . ,

K

٢︸ ︷︷ ︸
K
٢

). (11.1)
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می�شود: زده تقریب زیر بصورت کالوکیشن نقاط در F(t) تابع بنابراین

F(tl) ≈ AT
١×KΦ̂K×K , l = ١,٢, . . . , K

گیري انتگرال ماتریسعملگر 3.4.1

اجتناب آن�ها از انتگرال�گیري یا مشتق�گیر�ي که داریم کار و سر روابطی با بهینه کنترل مسائل حل در همیشه

پذیر امکان پله�اي موج�هاي از مشتق�گیري زده�ایم تقریب هار موجک با را توابع که سیستم�هایی براي است، ناپذیر

:[8] می�آیند بدست زیر رابطه�ي از و می�دهد نتیجه خطی توابعی آن�ها از انتگرال�گیري حالیکه در ∫نیست t

٠
Φ(t′) dt′ ≃ P Φ(t). (12.1)

:[8] می�آید بدست زیر رابطه�ي از و است انتگرال�گیري42 عملگر ماتریس ،PK×K ماتریس

PK×K =
١

٢K

[
٢KPK

٢ ×K
٢

−Φ̂K
٢ ×K

٢

Φ̂−١
K
٢ ×K

٢
٠

]
. (13.1)

می�آیند. بدست (11.1) و (9.1) از ترتیب به Φ̂−١
K
٢ ×K

٢
و Φ̂K

٢ ×K
٢
همچنین .P١×١ = [١

٢ ] ،Φ̂١×١ = [١] بطوریکه

است: زیر بصورت P٨×٨ هشت مرتبه انتگرال�گیري عملگر ماتریس مثال عنوان به

P٨×٨ =
١

۶۴



٣٢ −١۶ −٨ −٨ −۴ −۴ −۴ −۴
١۶ ٠ −٨ ٨ −۴ −۴ ۴ ۴
۴ ۴ ٠ ٠ −۴ ۴ ٠ ٠
۴ −۴ ٠ ٠ ٠ ٠ −۴ ۴
١ ١ ٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ١ −٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ −١ ٠ ٢ ٠ ٠ ٠ ٠
١ −١ ٠ −٢ ٠ ٠ ٠ ٠


. (14.1)

:[9] می�دهیم نمایش زیر بصورت است، شده رسم 2.1 شکل در که را ϕr(t), r = ٠,١, . . . ,٧ از انتگرال�گیري

∫ t

٠
ϕ٠(t

′) dt′ = t, ٠ ⩽ t < ١ ≃ ١
١۶

[
١ ٣ ۵ ٧ ٩ ١١ ١٣ ١۵

]
, (15.1)

∫ t

٠
ϕ١(t

′) dt′ =

{
t, ٠ ⩽ t < ١

٢ ,
١ − t, ١

٢ ⩽ t < ١, ≃ ١
١۶

[
١ ٣ ۵ ٧ ٧ ۵ ٣ ١

]
, (16.1)

42Operational Integration Matrix
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r = ٠,١, . . . ,٧ براي ϕr(t) انتگرال توابع نمودار :2.1 شکل

∫ t

٠
ϕ٢(t

′) dt′ =

{
t, ٠ ⩽ t < ١

۴ ,
١
٢ − t, ١

۴ ⩽ t < ١
٢ ,

≃ ١
١۶

[
١ ٣ ٣ ١ ٠ ٠ ٠ ٠

]
, (17.1)

∫ t

٠
ϕ٣(t

′) dt′ =

{
t− ١

٢ ,
١
٢ ⩽ t < ٣

۴ ,
١ − t, ٣

۴ ⩽ t < ١, ≃ ١
١۶

[
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٣ ٣ ١

]
, (18.1)

∫ t

٠
ϕ۴(t

′) dt′ =

{
t, ٠ ⩽ t < ١

٨ ,
١
۴ − t, ١

٨ ⩽ t < ١
۴ ,

≃ ١
١۶

[
١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

]
, (19.1)

∫ t

٠
ϕ۵(t

′) dt′ =

{
t− ١

۴ ,
١
۴ ⩽ t < ٣

٨ ,
١
٢ − t, ٣

٨ ⩽ t < ١
٢ ,

≃ ١
١۶

[
٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠

]
, (20.1)

∫ t

٠
ϕ۶(t

′) dt′ =

{
t− ١

٢ ,
١
٢ ⩽ t < ۵

٨ ,
٣
۴ − t, ۵

٨ ⩽ t < ٣
۴ ,

≃ ١
١۶

[
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠

]
, (21.1)

∫ t

٠
ϕ٧(t

′) dt′ =

{
t− ٣

۴ ,
٣
۴ ⩽ t < ٧

٨ ,
١ − t, ٧

٨ ⩽ t < ١, ≃ ١
١۶

[
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١

]
. (22.1)
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داریم: (22.1)-(15.1) روابط ادغام با

∫ t

٠
Φ̂٨×٨(t

′) dt′ ≃ ١
١۶



١ ٣ ۵ ٧ ٩ ١١ ١٣ ١۵
١ ٣ ۵ ٧ ٧ ۵ ٣ ١
١ ٣ ٣ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٣ ٣ ١
١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١


. (23.1)

است. (14.1) ماتریس همان که می�آید بدست P٨×٨ ماتریس (23.1) و (12.1) ،(9.1) روابط به توجه با اکنون
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تاخیري بهینه کنترل مسائل عددي حل
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مقدمه 1.2

بدون مساله یک به را زمانی2 تاخیر بهینه کنترل مساله اول1 مرتبه پاده تقریب از استفاده با ابتدا در فصل، این در

مجهول4 پارامترهاي از استفاده با باشد نهایی3 نامساوي قیدهاي داراي مساله این اگر سپس می�کنیم. تبدیل تاخیر

جواب دادیم توضیح اول فصل در که هار موجک تقریبی روش از استفاده با و می�شوند، تبدیل مساوي قیدهاي به

می�کنیم. مقایسه دقیق جواب با و آوریم می� بدست را مساله عددي

مساله معرفی 2.2

مانند سیستم�ها از بسیاري همچنین می�شود. مطرح مهندسی5 سیستم�هاي در اغلب [16]-[10] زمانی تاخیر

مسائل می�شوند. مدل�بندي تاخیري دیفرانسیل معادلات با صنعتی7 شیمیایی راکتور�هاي و فیزیکی6 سیستم�هاي

است. کرده جذب خود به را محققان از بسیاري علاقه غیرخطی و خطی هاي سیستم زمانی تاخیر بهینه کنترل

می�گیریم: نظر در را زیر تاخیري بهینه کنترل مساله

minu,π J = η(xf , π) +

∫ tf

٠
L(x(t), x(t− σ), u(t), π, t) dt (1.2)

subject to

ẋ(t) = f(x(t), x(t− σ), u(t), π, t), (2.2)

x(t) = ξ(t), − σ ⩽ t ⩽ ٠, (3.2)

η(xf , π) ⩾ ٠, (4.2)
1First-order Páde Approximation
2Time-delayed optimal control problem
3Terminal Conditions
4Valentine-type Unknown Parameters
5 Engineering Systems
6Physical Systems
7Industrial Chemical Reactors
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η ∈ Rn هستند. مجهول پارامتر�هاي و کنترل حالت، بردار ترتیب به π ∈ Rn و u ∈ Rm ،x ∈ Rn آن در �که

متغیر شرط ،t �متغیر به نسبت مشتق به�ترتیب σ و ( )f ،(.) اینجا در و می�دهد نشان را نهایی8 نامساوي قیود

مسائلی به را بحث�مان سادگی براي است. حالت به�متغیر مربوط زمانی تاخیر و tf نهایی زمان در زمان به وابسته

هستند. زمانی تاخیر یک تنها داراي که می�کنیم محدود

تاخیر بدون مساله به تاخیري مساله تبدیل 3.2

از را مساله باید ابتدا کنیم، حل هار موجک عددي روش از استفاده با را تاخیري بهینه کنترل مسائل این�که براي

که می�کنیم فرض شد، بیان اول فصل در که لاپلاس تبدیل و پاده تقریب از استفاده با کنیم. خارج تاخیر حالت

باشد: x(t) از دو�طرفه لاپلاس تبدیل یک X(s)

x(t) ⇔ X(s) ≜
∫ +∞

−∞
e−stx(t) dt,

نشان�دهنده “⇔” و است s حقیقی قسمت Re(s) شود، می تعریف α < Re(s) < β روي X(s) آن در �که

،t ⩽ ٠ براي که می�شود استفاده دلیل این به طرفه دو لاپلاس تبدیل از است. طرفه دو لاپلاس تبدیل یک

داریم: است. x(t) = ξ(t) ̸= ٠

x(t) ⇔ X(s),

است: زیر بصورت ẋ(t) و x(t− σ) از طرفه دو لاپلاس تبدیل بنابراین

x(t− σ) ⇔ e−σsX(s), α < Re(s) < β, (5.2)

ẋ(t) ⇔ sX(s), α١ < Re(s) < β١. (6.2)
8Terminal Inequality Constraint
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می�کنیم: تعریف (4.2)-(1.2) روابط در زمانی تاخیر داراي حالت متغیر�هاي حذف براي

y(t) ≜ x(t− σ), (7.2)

y(t) ⇔ Y (s). (8.2)

داریم: (8.2) و (7.2) ،(5.2) روابط ادغام از

Y (s) = e−σsX(s). (9.2)

داریم: f(σs) = e−σs این�که فرض با و (m = n = ١) اول مرتبه پاده تقریب از استفاده با

e−(σs) = ١ − (σs) +
(σs)٢

٢!
− (σs)٣

٣!
+ . . . =

a٠ + a١(σs)

١ + b١(σs)
. (10.2)

داریم: (5.1) و (4.1) روابط از استفاده }با
١ − a٠ = ٠,
b١ − ١ − a١ = ٠,

(11.2)

و

−b١ +
١
٢
= ٠. (12.2)

داریم: بنابراین می�آید. بدست a٠, a١, b١ مقادیر (12.2) و (11.2) روابط از استفاده با

Y (s) =
١ − σs

٢
١ + σs

٢
X(s), (13.2)

Y (s) =
٢
σ
− s

٢
σ
+ s

X(s), (14.2)

(
٢
σ
+ s)Y (s) = (

٢
σ
− s)X(s). (15.2)

می�رسیم: زیر رابطه به بگیریم معکوس9 لاپلاس تبدیل (15.2) طرفین از اگر

ẏ(t) =
٢
σ
[x(t)− y(t)]− ẋ(t), (16.2)

9Inverse Laplace
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داریم: (2.2) از استفاده با

ẏ(t) =
٢
σ
[x(t)− y(t)]− f(x(t), y(t), u(t), π, t). (17.2)

تبدیل زیر بهینه کنترل مساله به تقریبی بطور تاخیري بهینه کنترل مساله (17.2) و (16.2) از استفاده با بنابراین

می�شود:

minu,π J = η(xf , π) +

∫ tf

٠
L(x(t), y(t), u(t), π, t) dt (18.2)

subject to

ẋ(t) = f(x(t), y(t), u(t), π, t), (19.2)

ẏ(t) =
٢
σ
[x(t)− y(t)]− f(x(t), y(t), u(t), π, t), (20.2)

نهایی: و اولیه10 شرایط با

x(٠) = ξ(٠), y(٠) = ξ(−σ), (21.2)

η(xf , π) ⩾ ٠. (22.2)

σ
٢ به را σ تاخیر زمان اینجا در ما می�کنیم. تقسیم کوچکتر بخش�هاي به را زمانی تاخیر تقریب، شدن بهتر براي

می�کنیم: تعریف بنابراین می�کنیم. تقسیم

y(t) ≜ x(t− σ

٢
),

z(t) ≜ y(t− σ

٢
) = x(t− σ).

داریم: اول مرتبه پاده تقریب از استفاده با دوباره

Y (s) =
١ − σs

۴
١ + σs

۴
X(s), (23.2)

Z(s) =
١ − σs

۴
١ + σs

۴
Y (s). (24.2)

10Initial condition
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داریم: بنابراین می�گیریم. معکوس لاپلاس تبدیل بالا رابطه دو از

ẏ(t) =
۴
σ
[x(t)− y(t)]− f(x(t), z(t), u(t), π, t),

ż(t) =
۴
σ
[y(t)− z(t)]− ẏ(t) =

۴
σ
[٢y(t)− z(t)− x(t)]

+ f(x(t), z(t), u(t), π, t).

می�شود: تبدیل زیر بهینه کنترل مساله به (22.2)-(18.2) بهینه کنترل مساله نتیجه در

minu,π J = η(xf , π) +

∫ tf

٠
L(x(t), z(t), u(t), π, t) dt

subject to

ẋ(t) = f(x(t), z(t), u(t), π, t),

ẏ(t) =
۴
σ
[x(t)− y(t)]− f(x(t), z(t), u(t), π, t),

ż(t) =
۴
σ
[٢y(t)− z(t)− x(t)] + f(x(t), z(t), u(t), π, t),

نهایی و اولیه شرایط با

x(٠) = ξ(٠), y(٠) = ξ(−σ
٢
), z(٠) = ξ(−σ),

η(xf , π) ⩾ ٠.

مساوي قیود به مساله نامساوي قیود تبدیل 4.2

بطوریکه: باشد کراندار η(xf , π) نهایی قید بردار از مولفه k اگر کراندار قیود با بهینه کنترل مسائل در

ηimin ⩽ ηi ⩽ ηimax, i = ١, . . . , k. (25.2)
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پارامتر k از استفاده با هستند، آن پایین و بالا کران به�ترتیب ηimin، ηimax و نهایی ازقید مولفه iامین ،ηi آن در که

می�شوند: تبدیل زیر مساوي قیود به (23.2) نامساوي قیود ،(i = ١, . . . , k) براي pi مجهول

(ηimax − ηi)(ηi − ηimin)− p٢
i = ٠.

کنترل مساله یک به تبدیل قابل حالت، تابع در تاخیر با بهینه کنترل مساله یک که است واضح بالا، تحلیل�هاي از

موجک روش و کرده بیان را غیرخطی بهینه کنترل مساله یک از کلی فرم ما بعد قسمت در است. تاخیر بدون بهینه

کرد. خواهیم بیان آن حل براي را هار

بهینه کنترل مسائل فرمول�بندي 5.2

داریم: را زیر غیر�خطی کنترلی سیستم

Ẋ(t) = G(t,X(t), U(t)), t ∈ [t٠, tf ], (26.2)

S(t,X(t), U(t)) ⩽ ٠, t ∈ [t٠, tf ], (27.2)

t بعدي، q بردار S پیوسته، دیفرانسیلی توابع بعدي n بردار یک G حالت، متغیر بعدي n بردار X �بطوریکه

و X(٠) = X٠ معلوم مرزي و اولیه شرایط داراي حالت�ها است. کنترل متغیر بعدي m بردار U و زمان متغیر

این�جا در است. نهایی زمان tf و اولیه زمان t٠ است. توابع از بعدي p بردار ϑ بطوریکه هستند. ϑ(tf , Xf ) = ٠

زیر بصورت مینیمم�سازي نوع از هدف تابع داراي که مسائلی د�هیم، می قرار بررسی مورد را [17] بولزا11 مسائل ما

هستند:

J = Ψ(tf , Xf ) +

∫ tf

t٠

H(t,X(t), U(t)) dt. (28.2)

Xو حالت زمان، از اسکالر ,H(t,Xتابع U) Xfو نهایی حالت متغیر و tf نهایی زمان از اسکالر تابع Ψ آن در که

t = [(tf−t٠)τ+t٠]بازه�ي تبدیل از تعریفمی�شوند، بازه��ي[٠,١] روي گویا هار توابع که آن�جا از Uاست. کنترل
11Bolza Problems
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این از استفاده با کنیم. تبدیل [٠,١] بازه به را [t٠, tf ] بازه تا می�کنیم استفاده t ∈ [t٠, tf ], τ ∈ [٠,١] با

تبدیل زیر بهینه�سازي مساله به (28.2) هدف تابع با (27.2)-(26.2) غیرخطی سیستم بهینه کنترل مسائل تبدیل،

می�شود:

minimize J = ψ(tf , x(١)) + (tf − t٠)

∫ ١

٠
h(τ, tf , x(τ), u(τ)) dτ (29.2)

subject to

ẋ(τ) = (tf − t٠)g(τ, tf , x(τ), u(τ)), τ ∈ [٠,١], (30.2)

s(τ, tf , x(τ), u(τ)) ⩽ ٠, τ ∈ [٠,١], (31.2)

x(٠) = x٠. (32.2)

مستقیم کالوکیشن 6.2
� هار گسسته�سازي روش 1.6.2

خواهیم توضیح را آن با متناظر انتگرال�گیري عملگر ماتریس و هار موجک با توابع تقریب چگونگی بخش این در

متغیر�هاي پیوسته� جواب بنابراین کنیم. استفاده بهینه کنترل مسائل حل در روش این از که داریم انتظار ما داد.

بازه�ي روش این در استاندارد بازه�ي دهیم. می نمایش هار توابع مجموع بصورت را مساله یک براي کنترل و حالت

است: زیر بصورت کالوکیشن نقاط مجموعه� با ،[٠,١)

τl =
l − ٠٫ ۵
K

, l = ١,٢, . . . , K. (33.2)

فواصل با کالوکیشن نقاط می�یابد. افزایش نیز کالوکیشن نقاط تعداد توان افزایش با و است دو از توانی بصورت K

موجک با را u(τ) کنترل متغیر� و ẋ(τ) حالت متغیر�هاي مشتق قراردارند. [٠,١) زمانی بازه�ي روي ١
K

مساوي



29 تاخیري بهینه کنترل مسائل عددي حل .2 فصل

می�زنیم: تقریب زیر بصورت کالوکیشن نقطه�ي K با هار

ẋ(τ) ≈ CT
x Φ(τ), (34.2)

u(τ) ≈ CT
u Φ(τ), (35.2)

آن در که

CT
x = [Cx١, Cx٢, . . . , CxK ], CT

u = [Cu١, Cu٢, . . . , CuK ].

می�شود: بیان زیر بصورت حالت متغیر در(13.1) شده تعریف P عملگرانتگرال�گیري ماتریس از استفاده با

x(τ) =

∫ τ

٠
ẋ(τ ′) dτ ′ + x٠ =

∫ τ

٠
CT

x Φ(τ
′) dτ ′ + x٠ = CT

x P Φ(τ) + x٠.

Φ̂K×K هار ماتریس ،(33.2) کالوکیشن نقطه K در Φ(t) ماتریس توسیع با شد بیان 1 فصل در که همان��طور

می�شود: نتیجه

ẋ(τl) = CT
x Φ(τl), u(τl) = CT

u Φ(τl), x(τl) = CT
x P Φ(τl) + x٠, l = ١, . . . , K. (36.2)

ستونی بردار در ضرایب بردار ضرب از استفاده با کالوکیشن نقاط در را متغیرها توانیم می بالا توضیح از استفاده با

بزنیم. تقریب هار ماتریس در آن متناظر

غیر�خطی برنامه�ریزي 2.6.2

غیر�خطی برنامه�ریزي متغیر�هاي می�کنیم، استفاده بهینه کنترل مسائل در هار کالوکیشن روش از هنگامی�که

زیر بصورت نهایی و اولیه زمان و کنترل متغیر و حالت متغیر مشتق مجهول ضرایب بردار شامل مجموعه�اي

است:

x = [Cx١, Cx٢, ..., CxK , Cu١, Cu٢, ..., CuK , t٠, tf ].

است: زیر بصورت (29.2) رابطه بهینه کنترل مساله هدف تابع بنابراین

J = ψ(tf , x(τK)) + (tf − t٠)

∫ ١

٠
h
(
τ, tf , (C

T
x PΦ(τ) + x٠), C

T
u Φ(τ)

)
dτ ,
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بنویسیم: زیر بصورت را مساله هدف تابع می�توانیم هستند ثابت مقادیر داراي بازه زیر هر در هار توابع آن�جا�که از

J = ψ(tf , x(τK)) +
tf − t٠
K

K∑
l=١

h
(
τl, tf , (C

T
x PΦ(τl) + x٠), C

T
u Φ(τl)

)
,

می�شود. نوشته زیر بصورت (31.2) قید� و

s(τl, tf , (C
T
x PΦ(τl) + x٠), C

T
u Φ(τl)) ⩽ ٠.

داریم: کنیم جایگزین (36.2) در هار موجک بسط با را (30.2) رابطه در x(τ) و u(τ) ، ẋ(τ)اگر

CT
x Φ(τl) = (tf − t٠)g(τl, tf , (C

T
x PΦ(τl) + x٠), C

T
u Φ(τl)).

می را آن�ها به مربوط حالت متغیر�هاي بنابراین نیستند tf و t٠ نهایی و اولیه زمان شامل کالوکیشن نقاط مجموعه

:[7] نوشت زیر بصورت توان

x٠ = x(τ١)−
ẋ(τ١)

٢K
, x١ = x(τK) +

ẋ(τK)

٢K
. (37.2)

11 لینگو نرم��افزار از استفاده با که می�شود تبدیل غیر�خطی بهینه�سازي مساله به بهینه کنترل مساله روش این با

است. حل قابل 12

عددي هاي مثال 7.2

می�شود. داده نشان مثال چهار بررسی با اول فصل در شده ارائه هار موجک روش کارایی

مستلزم که است تاخیري میراي با هارمونیک نوسانگر یک از بهینه کنترل مساله به مربوط مثال این .1.7.2 مثال

هزینه تابع

minimize J = ۵x٢
١f +

١
٢

∫ ٢

٠
u٢(t) dt (38.2)

تاخیري دیفرانسیل معادلات دستگاه قیود }تحت
ẋ١(t) = x٢(t), ٠ ⩽ t ⩽ ٢,
ẋ٢(t) = −x١(t)− x٢(t− ١) + u(t), ٠ ⩽ t ⩽ ٢,

(39.2)

12Lingo 11 software
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است: زیر اولیه شرایط و

x(٠)١ = ١٠, x٢(t) = ٠, − ١ ⩽ t ⩽ ٠. (40.2)

:[18] است زیر بصورت شده ارائه مساله براي تحلیلی جواب

u(t) =

{
δ sin(٢ − t) + ( δ١)(٢ − t) sin(t− ١), ٠ ⩽ t ⩽ ١,
δ sin(٢ − t), ١ ⩽ t ⩽ ٢,

که است x٢ حالت متغیر به مربوط تاخیر زمان بینیم می (39.2) در همان�طورکه است. δ ≈ ٢٫ ۵۵٩٩ آن در که

داریم: 3.2 بخش در شده توصیف روش از استفاده با است. ١ برابر آن مقدار اینجا }در
x٣(t) ≜ x٢(t− ١

٢),

x۴(t) ≜ x٣(t− ١
٢) = x٢(t− ١).

می�شوند: تبدیل هستند زمانی تاخیر فاقد که زیر معادلات به تاخیري دیفرانسیل معادلات بنابراین
ẋ١(t) = x٢(t),

ẋ٢(t) = −x١(t)− x۴(t) + u(t),

ẋ٣(t) = x١(t) + ۴x٢(t)− ۴x٣(t) + x۴(t)− u(t),

ẋ۴(t) = −x١(t)− ۴x٢(t) + ٨x٣(t)− ۵x۴(t) + u(t).

(41.2)

اولیه شرایط با

x(٠)١ = ١٠, x(٠)٢ = ٠, x(٠)٣ = ٠, x۴(٠) = ٠. (42.2)

K = ١۶ براي هار موجک تقریبی روش از استفاده با را (41.2) قیود تحت (38.2) هدف تابع با مینیمم�سازي مساله

است. ٣٫ ٣٩٩١ برابر [19] در شده داده مقدار و است ٣٫ ٢۵۶۶١٣ برابر J براي آمده بدست مقدار می�کنیم حل

[18] در شده داده دقیق مقادیر با و است شده رسم 3.2-1.2 شکل�ها�ي در آن متناظر مسیرهاي و بهینه کنترل

می�کنیم: اضافه زیر بصورت (40.2)-(38.2) مساله به را زیر نهایی نامساوي قیود حال است. شده مقایسه

x١f ⩾ ٢, x٢f ⩽ −۵.

p٢ و p١ مجهول پارامتر�هاي از دادیم توضیح 4.2 بخش در که همان�طور مساوي قیود به قیود این تبدیل براي

زیر تساوي قیود به نامساوي قیود بنابراین می�شوند. تعیین بهینه بطور پارامتر�ها این مقادیر و می�کنیم استفاده
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1.7.2 مثال براي u(t) کنترل نمودار :1.2 شکل

می�شوند: تبدیل

x١f − ٢ − p٢
١ = ٠, (43.2)

x٢f + ۵ + p٢
٢ = ٠. (44.2)

اولیه شرایط و (44.2) ،(43.2) ،(41.2) شده داده قیود تحت (38.2) هدف تابع براي آمده بدست بهینه مقدار

بدست ٣١٫ ٢٧۵٩ برابر هار موجک روش به مساله حل با که است شده داده ٣١٫ ٣٠٣ برابر [20] در (42.2)

دور است. شده رسم 3.2-1.2 شکل�هاي در به�ترتیب x۴ و x٣ ،x٢ ،x١ جدید مسیر�هاي و u بهینه کنترل می�آید.

می�آید. بدست −۵ و ٢ به�ترتیب x٢ و x١ براي نهایی مقدار که نیست انتظار از

بگیرید: نظر در را زیر مساله .2.7.2 مثال

minimize J =
١
٢
x٢

١f +
١
٢

∫ ٢

٠
[x٢

١(t) + u٢(t)] dt

subject to

ẋ١(t) = x١(t) sin(x١(t)) + x١(t− ١) + u(t), ٠ ⩽ t ⩽ ٢,
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1.7.2 مثال براي x٢(t) و x١(t) مسیر�هاي نمودار :2.2 شکل
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1.7.2 مثال براي x۴(t) و x٣(t) مسیر�هاي نمودار :3.2 شکل
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اولیه شرط با

x١(t) = ١٠, − ١ ⩽ t ⩽ ٠.

می�کنیم: تعریف 1.7.2 مثال مانند مساله این در σ = ١ تاخیر زمان حذف }براي
x٢(t) ≜ x١(t− ١

٢),

x٣(t) ≜ x٢(t− ١
٢) = x١(t− ١).

شود: می تبدیل زیر قیود به مساله قید 3.2 بخش در شده گفته روش از استفاده با بنابراین
ẋ١(t) = x١(t) sin(x١(t)) + x٣(t) + u(t),

ẋ٢(t) = ۴x١(t)− ۴x٢(t)− x٣(t)− x١(t) sin(x١(t))− u(t),

ẋ٣(t) = −۴x١(t) + ٨x٢(t)− ٣x٣(t) + x١(t) sin(x١(t)) + u(t),

(45.2)

اولیه شرایط با

x(٠)١ = ١٠, x(٠)٢ = ١٠, x(٠)٣ = ١٠. (46.2)

به متغیر دو کلی بطور و اولیه شرایط به شرط دو و مساله قیود به قید دو روش این در که می�کنید ملاحظه

K = ٨ براي هدف تابع بهینه مقدار هار موجک روش به مساله عددي حل با می�شود. افزوده حالت متغیر�هاي

است. شده داده ١۶٢٫ ١٠۴ و ١۶٢٫ ٠١٩ به�ترتیب [22] و [21] در J مقدار و می�آید بدست ١۶١٫ ٨٨ برابر

است. شده رسم 4.2 شکل در t ∈ [٠,٢] براي x١(t) و u(t) بهینه نمودار

می�کنیم: اضافه مساله به را زیر نهایی نامساوي قید

x١f ⩾ ١٠٫ ۵. (47.2)

تبدیل زیر مساوي قید به (47.2) نامساوي قید p١ پارامتر معرفی و 4.2 بخش در شده توصیف روش از استفاده با

می�شود.

x١f − ١٠٫ ۵ − p٢
١ = ٠. (48.2)

برابر [20] در شده داده Jمقدار می�شود. تعیین بهینه بطور p١ پارامتر دادیم توضیح 1.7.2 مثال در که همان�طور

از استفاده با (46.2) اولیه شرایط و (48.2) نهایی شرایط و (45.2) قیود تحت را مساله این ما است ١۶۵٫ ٠٠٩
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1.7.2 مثال براي x١(t) مسیر و u(t) کنترل نمودار :4.2 شکل

بهینه کنترل همچنین است. ١۶۵٫ برابر٠٢٣٢ J تقریبی مقدار می�کنیم حل K = ٨ براي هار موجک روش

است. شده رسم 4.2 شکل در x١(t) جدید مسیر و u(t)

می�گیریم: نظر در زیر بصورت را σ = ١ تاخیر زمان با مینیمم�سازي تاخیري بهینه کنترل مساله .3.7.2 مثال

minimize J =
١
٢
{[x(٢)١]٢ + [x(٢)٢]٢}+

١
٢

∫ ٢

٠
[u(t)]٢ dt (49.2)

subject to

{
ẋ١(t) = x٢(t), ٠ ⩽ t ⩽ ٢,
ẋ٢(t) = −x٢(t)− x١(t− ١) + u(t), ٠ ⩽ t ⩽ ٢,

(50.2)
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اولیه شرایط با

x١(t) = ١, x(٠)٢ = ٠, − ١ ≤ t ≤ ٠.

:[18] است زیر بصورت مساله این براي دقیق جواب

u(t) =

{
(µ− δ)et−٢ + [٢µ− ٣δ − (µ− δ)t]et−١ + δ(t+ ٢)− µ, ٠ ⩽ t ⩽ ١,
(µ− δ)et−٢ + δ, ١ ⩽ t ⩽ ٢,

است. ٠٫ ١٩٧۴٧٨ برابر J بهینه مقدار همچنین است. µ ≈ ٠٫ ۵٢٢۶١٩۴ , δ ≈ −٠٫ ٠٢۵٩٢۵۶ آن در که

زمان این حذف براي است x١ حالت متغیر به مربوط تاخیر زمان می�کنیم ملاحظه مساله این قیود در همان�طور�که

می�کنیم: تعریف }تاخیر
x٣(t) ≜ x١(t− ١

٢),

x۴(t) ≜ x٣(t− ١
٢) = x١(t− ١).

(51.2)

(قیودمساله) تاخیري دیفرانسیل معادلات دستگاه (51.2) روابط و 3.2 بخش در شده گفته روش از استفاده با

می�شود: تبدیل زیر تاخیر بدون دیفرانسیل معادلات دستگاه به (50.2)
ẋ١(t) = x٢(t),

ẋ٢(t) = −x٢(t)− x۴(t) + u(t),

ẋ٣(t) = ۴x١(t)− x٢(t)− ۴x٣(t),

ẋ۴(t) = −۴x١(t) + x٢(t) + ٨x٣(t)− ۴x۴(t),

(52.2)

اولیه شرایط با

x(٠)١ = ١, x(٠)٢ = ٠, x(٠)٣ = ١, x۴(٠) = ١. (53.2)

اولیه شرایط و (52.2) خطی قیود تحت (49.2) دوم درجه هدف تابع با زمانی تاخیر بدون بهینه کنترل مساله

و ٠٫ برابر١٩٧۶ بترتیب K = ٨,١۶ براي J بهینه مقدار می�کنیم. حل هار موجک عددي روش به را (53.2)

نمودار و x۴(t) و x٣(t), x٢(t), x١(t) متناظر مسیرهاي و u(t) بهینه کنترل نمودار می�آید. بدست ٠٫ ١٩۶٧

است. شده رسم 7.2-5.2 شکل�هاي در بترتیب آن�ها متناظر دقیق



38 تاخیري بهینه کنترل مسائل عددي حل .2 فصل

0 0.5 1 1.5 2
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

t

u
(t

)

 

 

u(.) exact
K=8
K=16

3.7.2 مثال براي u(t) کنترل نمودار :5.2 شکل
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3.7.2 مثال براي x٢(t) و x١(t) مسیر�هاي نمودار :6.2 شکل
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1.7.2 مثال براي x۴(t) و x٣(t) مسیر�هاي نمودار :7.2 شکل
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تاخیري دیفرانسیل معادلات دستگاه بصورت قیودي تحت مینیمم�سازي بهینه کنترل مساله .4.7.2 }مثال
ẋ١(t) = x١(t− ١) + u(t), ٠ ⩽ t ⩽ ٢,
x١(t) = ١, − ١ ⩽ t ⩽ ٠,

(54.2)

می�گیریم. نظر در را زیر هدف تابع و

minimize J =
١
٢
[١٠۵x٢

(٢)١ +
∫ ٢

٠
u٢(t) dt]. (55.2)

توصیف روش از استفاده با تاخیر زمان این حذف براي است حالت متغیر به مربوط σ = ١ تاخیر زمان آن در که

می�رسیم: زیر �روابط به 3.2 بخش در }شده
x٢(t) ≜ x١(t− ١

٢),

x٣(t) ≜ x٢(t− ١
٢) = x١(t− ١).

:[23] است زیر بصورت مساله این دقیق جواب

u(t) =

{
−٢٫ ١ + ١٫ ٠۵t, ٠ ⩽ t ⩽ ١,
−١٫ ٠۵, ١ ⩽ t ⩽ ٢.

شوند: می تبدیل زیر دستگاه به تاخیري دینامیکی معادلات
ẋ١(t) = x٣(t) + u(t),

ẋ٢(t) = ۴x١(t)− ۴x٢(t)− x٣(t)− u(t),

ẋ٣(t) = −٣x٣(t) + ٨x٢(t)− ۴x١(t) + u(t),

(56.2)

است: زیر بصورت مساله این اولیه شرایط

x(٠)١ = ١, x(٠)٢ = ١, x(٠)٣ = ١. (57.2)

شرایط و (56.2) قیود تحت را (55.2) هدف تابع بطوریکه u(t) بهینه کنترل آوردن بدست مساله این حل از هدف

بدست ١٫ ٨۴٧٣٠ ،J مینیمم Kمقدار = ١۶ براي هار موجک روش با عددي حل با کند. مینیمم (57.2) اولیه

بترتیب متناظرشان دقیق جواب نمودار و هار موجک روش با بدست�آمده مسیر�هاي و بهینه کنترل نمودار می�آید.

است. شده رسم 9.2 و 8.2 شکل�هاي در
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4.7.2 مثال براي x١(t) مسیر و u(t) کنترل نمودار :8.2 شکل
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1.7.2 مثال براي x۴(t) و x٣(t) مسیر�هاي نمودار :9.2 شکل
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مقدمه 1.3

بررسی مورد 2را تاخیري دیفرانسیل معادلات شکل به قیودي با نامتناهی1 افق بهینه کنترل مسائل فصل این در

سپس و می�کنیم تبدیل تاخیر بدون مساله یک به اول مرتبه پاده تقریب از بااستفاده را مساله ابتدا می�دهیم. قرار

تبدیل متناهی4 افق مساله یک به را مساله [٠,١) به [٠,∞) بازه تبدیل و مناسب3 متغیر تغییر یک از استفاده با

� می�آوریم. بدست را مساله عددي جواب هار موجک تقریبی روش از استفاده با انتها در و می�کنیم

مساله معرفی 2.3

مطالعه مورد بزرگ خیلی بازه�هاي و نامتناهی بازه�هاي روي بهینه کنترل مسائل جواب ساختار و وجود اخیرا

،[42]-[39] و [38] اقتصادي5 رشد مدل�هاي ،[37 ،36] مهندسی در مسائل این .[38]-[24] است گرفته قرار

کنترل مساله می�شوند. استفاده [47]-[45] مواد ترمودینامیکی7 نظریه و [44 ،43] جامد6 حالت فیزیک مدل�هاي

می�گیریم: نظر در را زیر بصورت تاخیري نامتناهی افق بهینه

minimize J =

∫ ∞

٠
g(t, x(t), x(t− σ), u(t)) dt (1.3)

subject to

ẋ(t) = f(t, x(t), x(t− σ), u(t)), (2.3)

x(t) = ξ(t), − σ ⩽ t ⩽ ٠, (3.3)

limt→∞x(t) = x١, (4.3)
1Infinite-Horizon Optimal Control Problems
2Time-delayed Diffrential Equations
3Variation of Variable
4Finite-Horizon Problem
5Models of Economic Growth
6Models of Solid-state Physics
7Theory of Thermodynamical



45 نامتناهی افق تاخیري بهینه کنترل مسائل عددي حل .3 فصل

u(t) = (u١(t), . . . , um(t)) ∈ U ⊆ و x(t) = (x١(t), . . . , xn(t)) ∈ Q ⊆ Rn ،t هر ازاي به آن در که

(
.
) هستند. Rm و Rn در فشرده و ناتهی مجموعه یک U و Q و هستند کنترل و حالت متغیر�هاي بترتیب Rm

است. x حالت متغیر به مربوط زمانی تاخیر σ و t متغیر به نسبت مشتق دهنده نشان

تاخیر بدون مساله یک به تاخیري مساله تبدیل 3.3

تبدیل تاخیر بدون مساله یک به را مساله کنیم تبدیل متناهی افق مساله به را (4.3)-(1.3) مساله این�که از قبل

می�کنیم: تعریف را زیر رابطه زمانی تاخیر داراي حالت متغیر� حذف براي قبل فصل مانند می�کنیم.

y(t) ≜ x(t− σ),

داریم: (2.3) و (16.2)-(7.2) روابط به توجه با است. فشرده و ناتهی مجموعه�اي B و y ∈ B ⊆ Rn آن در که

ẏ(t) =
٢
σ
[x(t)− y(t)]− ẋ(t) =

٢
σ
[x(t)− y(t)]− f(t, x(t), y(t), u(t)).

شود: می تبدیل زیر مساله به (4.3)-(1.3) نامتناهی افق تاخیري بهینه کنترل مساله نتیجه در

minimize J =

∫ ∞

٠
g(t, x(t), y(t), u(t)) dt

subject to

ẋ(t) = f(t, x(t), y(t), u(t)), (5.3)

ẏ(t) =
٢
σ
[x(t)− y(t)]− f(t, x(t), y(t), u(t)), (6.3)

اولیه شرایط با

x(٠) = ξ(٠), y(٠) = ξ(−σ), (7.3)

نهایی شرایط و

limt→∞x(t) = x١, limt→∞y(t) = y١. (8.3)
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تعریف و کنیم می تقسیم σ
٢ به را σ زمانی تاخیر شد بیان دوم فصل در که همان�طور تقریب شدن بهتر براي

می�کنیم:

y(t) ≜ x(t− σ

٢
), (9.3)

z(t) ≜ y(t− σ

٢
) = x(t− σ). (10.3)

داریم: (24.2) و (23.2) روابط از استفاده با است. فشرده و ناتهی مجموعه�اي D و z ∈ D ⊆ Rn آن در که

ẏ(t) =
۴
σ
[x(t)− y(t)]− f(t, x(t), z(t), u(t)), (11.3)

ż(t) =
۴
σ
[٢y(t)− z(t)− x(t)] + f(t, x(t), z(t), u(t)).

می�شود: تبدیل زیر مساله به (4.3)-(1.3) بهینه کنترل مساله بنابراین

minimize J =

∫ ∞

٠
g(t, x(t), z(t), u(t)) dt (12.3)

subject to

ẋ(t) = f(t, x(t), z(t), u(t)), (13.3)

ẏ(t) =
۴
σ
[x(t)− y(t)]− f(t, x(t), z(t), u(t)), (14.3)

ż(t) =
۴
σ
[٢y(t)− z(t)− x(t)] + f(t, x(t), z(t), u(t)), (15.3)

اولیه شرایط با

x(٠) = ξ(٠), y(٠) = ξ(−σ
٢
), z(٠) = ξ(−σ), (16.3)

نهایی شرایط و

limt→∞x(t) = x١, limt→∞y(t) = y١, limt→∞z(t) = z١. (17.3)
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g : [٠,∞)×Rn×Rn×U → R اسکالر تابع و f : [٠,∞)×Rn×Rn×U → Rn برداري تابع �کنیم فرض

سیستم� براي شدنی کنترل�هاي از رده�اي پذیرند. مشتق t در پیوسته بطور که باشند لبگ پذیر انتگرال توابع

(15.3)-(13.3) سیستم شدنی مسیر هستند. u : [٠,∞) → U لبگ پذیر اندازه توابع مجموعه (15.3)-(13.3)

روي که است (15.3)-(13.3) دیفرانسیل معادلات از (x, y, z) بصورت جوابی است، u شدنی کنترل با متناظر که

مجموعه از را خود مقادیر و می�کند صدق (17.3) و (16.3) نهایی و اولیه شرایط در و می�شود تعریف [٠,∞) بازه

انتگرال و دارد وجود (x, y, z) شدنی مسیر u شدنی کنترل هر با متناظر می�کنیم فرض می�گیرد. Q×B ×D

مساله از بهینه جواب یک (x̄(.), ȳ(.), z̄(.), ū(.)) شدنی چهارتایی یک همگراست. مطلق بطور (12.3) رابطه در

کند: صدق زیر نامساوي در (x(.), y(.), z(.), u(.)) شدنی چهارتایی هر براي اگر است (17.3)-(12.3)∫ ∞

٠
g(t, x(t), z(t), u(t)) dt ≥

∫ ∞

٠
g(t, x̄(t), z̄(t), ū(t)) dt.

متناهی افق مساله به نامتناهی افق مساله تبدیل 4.3

هار توابع دادیم توضیح اول فصل در که همان�طور و کنیم حل هار موجک عددي روش با را مساله می�خواهیم چون

می�کنیم استفاده زیر متغیر تغییر از [٠,١) به [٠,∞) بازه تبدیل براي بنابراین می�شوند، تعریف [٠,١) بازه روي

:[48]

t = tan(
π

٢
τ), t ∈ [٠,∞), τ ∈ [٠,١). (18.3)

شود: می تبدیل زیر متناهی افق مساله به (17.3)-(12.3) نامتناهی افق بهینه کنترل مساله بنابراین

minimize J =

∫
[٠,١)

π

٢
g
(
tan(

π

٢
τ), x

(
tan(

π

٢
τ)
)
, z
(
tan(

π

٢
τ)
)
, u
(
tan(

π

٢
τ)
))

sec٢(
π

٢
τ) dτ (19.3)

subject to
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ẋ
(
tan(

π

٢
τ)
)
= f

(
tan(

π

٢
τ), x

(
tan(

π

٢
τ)
)
, z
(
tan(

π

٢
τ)
)
, u
(
tan(

π

٢
τ)
))
, τ ∈ [٠,١),

(20.3)

ẏ
(
tan(

π

٢
τ)
)
=

۴
σ
[x
(
tan(

π

٢
τ)
)
− y

(
tan(

π

٢
τ)
)
]−

f
(
tan(

π

٢
τ), x

(
tan(

π

٢
τ)
)
, z
(
tan(

π

٢
τ)
)
, u
(
tan(

π

٢
τ)
))
, τ ∈ [٠,١),

(21.3)

ż
(
tan(

π

٢
τ)
)
=

۴
σ
[٢y

(
tan(

π

٢
τ)
)
− z

(
tan(

π

٢
τ)
)
− x

(
tan(

π

٢
τ)
)
]+

f
(
tan(

π

٢
τ), x

(
tan(

π

٢
τ)
)
, z
(
tan(

π

٢
τ)
)
, u
(
tan(

π

٢
τ)
))
, τ ∈ [٠,١),

(22.3)

x(٠) = x٠ = ξ(٠), y(٠) = y٠ = ξ(−σ
٢
), z(٠) = z٠ = ξ(−σ), (23.3)

limτ−→١−x
(
tan(

π

٢
τ)
)
= x١, τ ∈ [٠,١), (24.3)

limτ−→١−y
(
tan(

π

٢
τ)
)
= y١, τ ∈ [٠,١), (25.3)

limτ−→١−z
(
tan(

π

٢
τ)
)
= z١, τ ∈ [٠,١), (26.3)

آن در که

(
x
(
tan(

π

٢
τ)
)
, y
(
tan(

π

٢
τ)
)
, z
(
tan(

π

٢
τ)
)
, u
(
tan(

π

٢
τ)
))

∈ Q×B ×D × U, τ ∈ [٠,١).

می�کنیم: فرض
X (τ) = x

(
tan(π٢τ)

)
,

Y(τ) = y
(
tan(π٢τ)

)
,

Z(τ) = z
(
tan(π٢τ)

)
,

U(τ) = u
(
tan(π٢τ)

)
.

(27.3)

:[49] می�شود تبدیل زیر مساله به (26.3)-(19.3) بهینه کنترل مساله (27.3) روابط از استفاده با بنابراین

minimize J =

∫
[٠,١)

π

٢
g
(
tan(

π

٢
τ),X (τ),Z(τ),U(τ)

)
sec٢(

π

٢
τ) dτ (28.3)

subject to
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Ẋ (τ) =
π

٢

(
f
(
tan(

π

٢
τ),X (τ),Z(τ),U(τ)

))
sec٢(

π

٢
τ), τ ∈ [٠,١), (29.3)

Ẏ(τ) =
π

٢

(۴
σ
[X (τ)− Y(τ)]−

f
(
tan(

π

٢
τ),X (τ),Z(τ),U(τ)

))
sec٢(

π

٢
τ), τ ∈ [٠,١), (30.3)

Ż(τ) =
π

٢

(۴
σ
[٢Y(τ)−Z(τ)−X (τ)]+

f
(
tan(

π

٢
τ),X (τ),Z(τ),U(τ)

))
sec٢(

π

٢
τ), τ ∈ [٠,١), (31.3)

X (٠) = X ٠ = x٠, Y(٠) = Y٠ = y٠, Z(٠) = Z٠ = z٠,

limτ−→١−X (τ) = X ١ = x١, τ ∈ [٠,١),

limτ−→١−Y(τ) = Y١ = y١, τ ∈ [٠,١),

limτ−→١−Z(τ) = Z١ = z١, τ ∈ [٠,١),

آن در که

(
X (τ),Y(τ),Z(τ),U(τ)

)
∈ Q×B ×D × U, τ ∈ [٠,١).

بهینه کنترل درمسائل توابع تقریب براي هار روشگسسته�سازي 5.3
غیر�خطی

بصورت است حالت و کنترل متغیر�هاي شامل که مساله پیوسته جواب قبل فصل مانند مسائل عددي حل براي

داده نمایش می�کنند صدق دیفرانسیل معادلات در که آن انتگرال�گیري عملگر ماتریس و هار سري از جملاتی

می�دهیم: نمایش τl با را آن�ها که کالوکیشن نقاط با است [٠,١) بازه آن در استاندارد بازه می�شوند.

τl =
l − ٠٫ ۵
K

, l = ١,٢, . . . , K,

نقاط همچنین است. ٢ از توانی بصورت و می�شود استفاده گسسته�سازي در که است نقاطی تعداد K بطوریکه

و Ż(τ), Ẏ(τ), Ẋ (τ) حالت متغیر�هاي مشتق دارند. قرار ١
K
مساوي زمانی فاصله با [٠,١) بازه روي کالوکیشن
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می�شوند: زده تقریب زیر بصورت کالوکیشن نقطه با v(τ) کنترل متغیر
Ẋ (τ) ≈ CT

XΦ(τ),

Ẏ(τ) ≈ CT
YΦ(τ),

Ż(τ) ≈ CT
ZΦ(τ),

v(τ) ≈ CT
v Φ(τ).

}بطوریکه
CT

X = [CX١, CX٢, . . . , CXK ], CT
Y = [CY١, CY٢, . . . , CYK ],

CT
Z = [CZ١, CZ٢, . . . , CZK ], CT

v = [Cv١, Cv٢, . . . , CvK ].

Z(τ) و Y(τ) ،X (τ)حالت متغیر�هاي ،(13.1) در شده تعریف P انتگرال�گیري عملگر ماتریس از استفاده با

می�شوند: بیان زیر بصورت
X (τ) =

∫ τ

٠ Ẋ (τ ′)dτ ′ + X٠ =
∫ τ

٠ C
T
XΦ(τ

′)dτ ′ + X٠ = CT
XP Φ(τ) + X٠,

Y(τ) =
∫ τ

٠ Ẏ(τ ′)dτ ′ + Y٠ =
∫ τ

٠ C
T
YΦ(τ

′)dτ ′ + Y٠ = CT
YP Φ(τ) + Y٠,

Z(τ) =
∫ τ

٠ Ż(τ ′)dτ ′ + Z٠ =
∫ τ

٠ C
T
ZΦ(τ

′)dτ ′ + Z٠ = CT
ZP Φ(τ) + Z٠.

(32.3)

داریم: بنابراین

Ẋ (τl) ≈ CT
XΦ(τl),

Ẏ(τl) ≈ CT
YΦ(τl),

Ż(τl) ≈ CT
ZΦ(τl),

v(τl) ≈ CT
v Φ(τl),

X (τl) = CT
XP Φ(τl) + X٠,

Y(τl) = CT
YP Φ(τl) + Y٠,

Z(τl) = CT
ZP Φ(τl) + Z٠.

(33.3)

ضرایب بردار ضرب از استفاده با کالوکیشن نقطه هر در را متغیر�ها می�توان شد، بیان بالا در که توضیحاتی به توجه با

بزنیم. تقریب هار ماتریس در آن با متناظر ستون و

غیر�خطی برنامه�ریزي 6.3

شامل که را غیر�خطی برنامه�ریزي متغیر�هاي می�کنیم استفاده بهینه کنترل مسائل در کالوکیشن روش از هنگامی�که

می�دهیم: نمایش زیر بصورت را است کنترل متغیر و حالت متغیر�هاي مشتق مجهول ضرایب بردار

x = [CX١, CX٢, ..., CXK , CY١, CY٢, ..., CYK , CZ١, CZ٢, ..., CZK , Cv١, Cv٢, ..., CvK ]. (34.3)



51 نامتناهی افق تاخیري بهینه کنترل مسائل عددي حل .3 فصل

می�شود: جایگزین زیر هدف تابع با (28.3) رابطه هدف تابع

J =

∫
[٠,١)

π

٢
g
(
tan(

π

٢
τ), (CT

XPΦ(τ) + X٠), (C
T
ZPΦ(τ) + Z٠), C

T
v Φ(τ)

)
sec٢(

π

٢
τ) dτ .

بنویسیم: زیر بصورت می�توانیم را هدف تابع بنابراین هستند ثابت مقادیر داراي بازه زیر هر در هار توابع چون

J =
π

٢K

K∑
l=١

g
(
tan(

π

٢
τl), (C

T
XPΦ(τl) + X٠), (C

T
ZPΦ(τl) + Z٠), C

T
v Φ(τl)

)
sec٢(

π

٢
τl).

داریم: (33.3) رابطه در شده داده مقادیر با (31.3)-(29.3) روابط در Z و X ،Y ،v ،Ż ،Ẋ ،Ẏ جایگزینی با

CT
XΦ(τl) =

π

٢

(
f
(
tan(

π

٢
τl), (C

T
XPΦ(τl) + X٠), (C

T
ZPΦ(τl) + Z٠), C

T
v Φ(τl)

))
sec٢(

π

٢
τl), (35.3)

CT
YΦ(τl) =

π

٢

(۴
σ

[
(CT

XPΦ(τl) + X٠)− (CT
YPΦ(τl) + Y٠)

]
−

f
(
tan(

π

٢
τl), (C

T
XPΦ(τl) + X٠), (C

T
ZPΦ(τl) + Z٠), C

T
v Φ(τl)

))
sec٢(

π

٢
τl), (36.3)

CT
ZΦ(τl) =

π

٢

(۴
σ
[٢(CT

YPΦ(τl) + Y٠)− (CT
XPΦ(τl) + X٠)− (CT

ZPΦ(τl) + Z٠)]+

f
(
tan(

π

٢
τl), (C

T
XPΦ(τl) + X٠), (C

T
ZPΦ(τl) + Z٠), C

T
v Φ(τl)

))
sec٢(

π

٢
τl), (37.3)

اولیه زمان در حالت متغیر�هاي �می�شوند. تبدیل غیرخطی برنامه�ریزي مساله یک قید�هاي به مساله قید�هاي بنابراین

می�شوند: زده تقریب زیر بصورت نهایی و
X٠ = X (τ١)− Ẋ (τ١)

٢K , X١ = X (τK) +
Ẋ (τK)

٢K ,

Y٠ = Y(τ١)− Ẏ(τ١)
٢K , Y١ = Y(τK) +

Ẏ(τK)
٢K ,

Z٠ = Z(τ١)− Ż(τ١)
٢K , Z١ = Z(τK) +

Ż(τK)
٢K .
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از استفاده با که می�شود تبدیل غیر�خطی برنامه�ریزي مساله یک به نامتناهی افق بهینه کنترل مساله روش، این با

است. حل قابل ١١ لینگو نرم�افزار

عددي هاي مثال 7.3

شده داده نشان عددي مثال دو با نامتناهی افق تاخیري بهینه کنترل مسائل حل براي هار موجک کارایی این��جا در

است.

می�گیریم: نظر در را زیر نامتناهی افق تاخیري بهینه کنترل مساله .1.7.3 مثال

minimize J =

∫ ∞

٠
{x١(t)

٢ + x٢(t)
٢ + u(t)٢} dt (38.3)

subject to

{
ẋ١(t) = x١(t)− u(t),

ẋ٢(t) = −١٫ ۵x٢(t) + ٠٫ ۵x١(t− ١) + ٢u(t),
(39.3)

بطوریکه:

x١(t) = e(t+١), x٢(t) = ٠, t ∈ [−١,٠],

limt→∞x١(t) = x١
١ = limt→∞x٢(t) = x١

٢ = ٠.

این حذف براي است. x١ حالت متغیر به مربوط تاخیر زمان می�کنیم ملاحظه مساله این قیود در �که همان�طور

می�کنیم: تعریف تاخیر
{
x٣(t) ≜ x١(t− ١

٢),

x۴(t) ≜ x٣(t− ١
٢) = x١(t− ١).

(40.3)

زیر دستگاه به (39.3) تاخیري دیفرانسیل معادلات دستگاه بالا روابط و 3.3 بخش در شده گفته روش از استفاده با
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می�شود: تبدیل
ẋ١(t) = x١(t)− u(t),

ẋ٢(t) = −١٫ ۵x٢(t) + ٠٫ ۵x۴(t) + ٢u(t),
ẋ٣(t) = ٣x١(t)− ۴x٣(t) + u(t),

ẋ۴(t) = −٣x١(t) + ٨x٣(t)− ۴x۴(t)− u(t).

(41.3)

اولیه شرایط با

x(٠)١ = e, x(٠)٢ = ٠, x(٠)٣ = e
١
٢ , x۴(٠) = ١, (42.3)

نهایی شرایط و

limt→∞x١(t) = x١
١ = limt→∞x٢(t) = x١

٢ = limt→∞x٣(t) = x١
٣ = limt→∞x۴(t) = x١

۴ = ٠.

(43.3)

مساله به (18.3) متغیر تغییر از استفاده با (38.3) هدف تابع با (43.3)-(41.3) نامتناهی افق بهینه کنترل مساله

می�شود: تبدیل زیر

minimize J =

∫
[٠,١)

π

٢
(y٢

١(τ) + y٢
٢(τ) + υ٢(τ)) sec٢(

π

٢
τ) dτ (44.3)

subject to


ẏ١(τ) =

π
٢ (y١(τ)− υ(τ)) sec٢(π٢τ),

ẏ٢(τ) =
π
٢ (−١٫ ۵y٢(τ) + ٠٫ ۵y۴(τ) + ٢υ(τ)) sec٢(π٢τ),

ẏ٣(τ) =
π
٢ (٣y١(τ)− ۴y٣(τ) + υ(τ)) sec٢(π٢τ),

ẏ۴(τ) =
π
٢ (−٣y١(τ) + ٨y٣(τ)− ۴y۴(τ)− υ(τ)) sec٢(π٢τ),

(45.3)

اولیه شرایط با

y(٠)١ = e, y(٠)٢ = ٠, y(٠)٣ = e
١
٢ , y۴(٠) = ١, (46.3)

نهایی شرایط و

limτ→١−y١(τ) = y١
١ = limτ→١−y٢(τ) = y١

٢ =

limτ→١−y٣(τ) = y١
٣ = limτ→١−y۴(τ) = y١

۴ = ٠. (47.3)
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1.7.3 مثال براي v(τ) کنترل نمودار :1.3 شکل

براي J بهینه مقدار می�کنیم. حل هار موجک عددي روش با را (47.3)-(44.3) متناهی افق بهینه کنترل مساله

مسیرهاي و v(τ) بهینه کنترل نمودار می�آید. بدست ٣۵٫ ٢٢٣٢۵ و ٣۵٫ برابر٢٢١۴٧ به�ترتیب K = ٨,١۶

است. شده رسم 3.3-1.3 شکل�هاي در y۴(τ) و y٣(τ) ،y٢(τ) ،y١(τ)متناظر

دیفرانسیل معادلات دستگاه بصورت قیودي تحت نامتناهی افق مینیمم�سازي بهینه کنترل مساله .2.7.3 مثال

تاخیري

ẋ(t) =

[
١ ٠
٠ −١٫ ۵

]
x(t) +

[
٠ ٠
١ ٠٫ ۵

]
x(t− ١) +

[
−١

٢٫ ٢۵

]
u(t), (48.3)

می�گیریم: نظر در را زیر هدف تابع و

minimize J =

∫ ∞

٠
{x١(t)

٢ + x٢(t)
٢ + u(t)٢} dt (49.3)

بطوریکه
[
x١(t)
x٢(t)

]
=

[
et+١

٠

]
, − ١ ⩽ t ⩽ ٠,

limt→∞x١(t) = x١
١ = limt→∞x٢(t) = x١

٢ = ٠.
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1.7.3 مثال براي y٢(τ) و y١(τ) مسیر�هاي نمودار :2.3 شکل
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1.7.3 مثال براي y۴(τ) و y٣(τ) مسیر�هاي نمودار :3.3 شکل
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داریم: 3.3 بخش در شده گفته روش از استفاده با است. xو٢ x١ حالت متغیر به مربوط σ = ١ تاخیر زمان
x٣(t) ≜ x١(t− ١

٢),

x۴(t) ≜ x٣(t− ١
٢) = x١(t− ١),

x۵(t) ≜ x٢(t− ١
٢),

x۶(t) ≜ x۵(t− ١
٢) = x٢(t− ١).

می�شود: تبدیل زیر دستگاه به (48.3) تاخیري دیفرانسیل معادلات دستگاه بنابراین

ẋ١(t) = x١(t)− u(t),

ẋ٢(t) = −١٫ ۵x٢(t) + x۴(t) + ٠٫ ۵x۶(t) + ٢٫ ٢۵u(t),
ẋ٣(t) = ٣x١(t)− ۴x٣(t) + u(t),

ẋ۴(t) = −٣x١(t) + ٨x٣(t)− ۴x۴(t)− u(t),

ẋ۵(t) = ۵٫ ۵x٢(t)− x۴(t)− ۴x۵(t)− ٠٫ ۵x۶(t)− ٢٫ ٢۵u(t),
ẋ۶(t) = ٨x۵(t)− ٣٫ ۵x۶(t)− ۵٫ ۵x٢(t) + x۴(t) + ٢٫ ٢۵u(t),

(50.3)

اولیه شرایط با

x(٠)١ = e, x(٠)٢ = ٠, x(٠)٣ = e
١
٢ , x۴(٠) = ١, x۵(٠) = ٠, x۶(٠) = ٠, (51.3)

نهایی شرایط و

limt→∞x١(t) = x١
١ = limt→∞x٢(t) = x١

٢ = limt→∞x٣(t) = x١
٣ = limt→∞x۴(t) = x١

۴ =

limt→∞x۵(t) = x١
۵ = limt→∞x۶(t) = x١

۶ = ٠. (52.3)

می�شود: تبدیل زیر مساله به (52.3)-(49.3) نامتناهی افق بهینه کنترل مساله (18.3) متغیر تغییر از استفاده با

minimize J =

∫
[٠,١)

π

٢
(y٢

١(τ) + y٢
٢(τ) + υ٢(τ)) sec٢(

π

٢
τ) dτ (53.3)

subject to



ẏ١(τ) =
π
٢ (y١(τ)− υ(τ)) sec٢(π٢τ),

ẏ٢(τ) =
π
٢ (−١٫ ۵y٢(τ) + y۴(τ) + ٠٫ ۵y۶(τ) + ٢٫ ٢۵υ(τ)) sec٢(π٢τ),

ẏ٣(τ) =
π
٢ (٣y١(τ)− ۴y٣(τ) + υ(τ)) sec٢(π٢τ),

ẏ۴(τ) =
π
٢ (٨y٣(τ)− ۴y۴(τ)− ٣y١(τ)− υ(τ)) sec٢(π٢τ),

ẏ۵(τ) =
π
٢ (۵٫ ۵y٢(τ)− y۴(τ)− ۴y۵(τ)− ٠٫ ۵y۶(τ)− ٢٫ ٢۵υ(τ)) sec٢(π٢τ),

ẏ۶(τ) =
π
٢ (٨y۵(τ)− ٣٫ ۵y۶(τ)− ۵٫ ۵y٢(τ) + y۴(τ) + ٢٫ ٢۵υ(τ)) sec٢(π٢τ),

(54.3)
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2.7.3 مثال براي v(τ) کنترل نمودار :4.3 شکل

اولیه شرایط با

y(٠)١ = e, y(٠)٢ = ٠, y(٠)٣ = e
١
٢ , y۴(٠) = ١, y۵(٠) = ٠, y۶(٠) = ٠, (55.3)

نهایی شرایط و

limτ→١−y١(τ) = y١
١ = limτ→١−y٢(τ) = y١

٢ = limτ→١−y٣(τ) = y١
٣ = limτ→١−y۴(τ) = y١

۴ =

limτ→١−y۵(τ) = y١
۵ = limτ→١−y۶(τ) = y١

۶ = ٠. (56.3)

براي J بهینه مقدار می�کنیم. حل هار موجک عددي روش با را (56.3)-(53.3) متناهی افق بهینه کنترل مساله

مسیرهاي و v(τ) بهینه کنترل نمودار می�آید. بدست ۴٩٫ ۶١٠٠٩ و ۴٩٫ برابر۶٠٠٣٣ به�ترتیب K = ٨,١۶

است. شده رسم 7.3-4.3 شکل�هاي در y۶(τ) و y۵(τ) ،y۴(τ) ،y٣(τ) ،y٢(τ) ،y١(τ) متناظر
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2.7.3 مثال براي y٢(τ) و y١(τ) مسیر�هاي نمودار :5.3 شکل
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2.7.3 مثال براي y۴(τ) و y٣(τ) مسیر�هاي نمودار :6.3 شکل



61 نامتناهی افق تاخیري بهینه کنترل مسائل عددي حل .3 فصل

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−2

0

2

4

6

τ

y 5
(τ

)

 

 
 K=8
K=16

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−2

0

2

4

6

τ

y 6
(τ

)

 

 
 K=8
K=16

2.7.3 مثال براي y۶(τ) و y۵(τ) مسیر�هاي نمودار :7.3 شکل



4 فصل
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مقدمه 1.4

مسائلی حل به فصل این در بود. حالت متغیر به مربوط تاخیر زمان که پرداختیم مسائلی حل به قبل فصل دو در

هدف تابع و هستند برونی1 اختلال داراي مسائل این است، u(t) کنترل متغیر به مربوط تاخیر زمان که می�پردازیم

بدون سیستم یک به را تاخیري4 غیرخطی سیستم آرتستاین3 تبدیل از استفاده با ابتدا است. دوم2 درجه از آن

می�پردازیم. آن عددي حل به هار موجک روش از استفاده با انتها در می�کنیم. تبدیل تاخیر5

مساله معرفی 2.4

فرایند�هاي مشبک6، کنترلی سیستم�هاي مانند شدنی کنترل سیستم�هاي در غیرخطی مبحث و زمانی تاخیر

مورد جدي بطور غیرخطی زمانی تاخیر بهینه کنترل مسائل هستند. رایج گرما8 تبادل سیستم�هاي و شیمیایی7

است آمده بدست زیادي نتایج حالت در تاخیر و کنترل در تاخیر با بهینه کنترل مسائل براي و گرفتند قرار بررسی

:[53] می�گیریم نظر در را زیر بصورت غیرخطی سیستم .[52]-[50]
{
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t− σ) +Dv(t) + f(x), t > ٠,
x(٠) = x٠, u(t) = ٠, − σ ⩽ t < ٠.

(1.4)

زمان σ > ٠ و حالت اولیه بردار x٠ هستند. کنترل و حالت متغیر�هاي �بترتیب u ∈ Rr, x ∈ Rn � آن در که

ثابت ماتریس�هاي D و B,A غیرخطی عبارت f(x) است. معلوم مقدارش که است کنترل متغیر به مربوط تاخیر

است: 9زیر برونی سیستم �بصورت برونی اختلال کنترل�پذیرند. (A,B) همچنین هستند. مناسب بعد�هاي }با
ẇ(t) = Gw(t),

v(t) = Fw(t),
(2.4)

1External disturbances
2Quadratic
3Artstein transformation
4Nonlinear Time-delay System
5Non-delay
6Networked Control Systems
7Chemical Processes
8Heat Exchange Systems.
9Exo-system
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و دوم درجه از مساله این هدف تابع هستند. مناسب بعد�هاي از ثابت ماتریس�هاي F و G ،w(t) ∈ Rr بطوریکه

است: زیر بصورت

minimize J =
١
٢
[
xT (tf )Qfx(tf ) +

∫ tf

t٠

[xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)] dt
]
, (3.4)

مثبت نیمه�معین و ثابت R ∈ Rr×r و Qf , Q ∈ Rn×n ماتریس�هاي است. معلوم tf نهایی زمان آن در که

هستند.

تاخیر بدون مساله یک به تاخیري مساله تبدیل 3.4

می�کنیم: تعریف تاخیر بدون سیستم یک به (1.4) تاخیري بهینه کنترل سیستم تبدیل براي

z(t) = x(t) +

∫ t

t−σ

eA(t−h)B١u(h) dh (4.4)

آن در که

B١ = e−AσB, (5.4)

داریم: k(x) =
∫ n(x)

s(x)
k(t, x) dt براي

k̇(x) = ṅ(x)k(n(x), x)− ṡ(x)k(s(x), x) +

∫ n(x)

s(x)

kx(t, x) dt, (6.4)

می�دهد. نشان را x متغیر به نسبت مشتق (.) که

می�شود: تبدیل زیر سیستم به (1.4) سیستم (6.4) و (4.4) از استفاده }با
ż(t) = Az(t) + B١u(t) +Dv(t) + f(x),

z(٠) = z٠ = x٠.

می�شود: تبدیل زیر مساله به (3.4)-(1.4) بهینه کنترل مساله بنابراین

minimize J =
١
٢
[
zT (tf )Qfz(tf ) +

∫ tf

t٠

[zT (t)Qz(t) + uT (t)Ru(t)] dt
]

(7.4)

subject to
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ż(t) = Az(t) +B١u(t) +Dv(t) + f(x), (8.4)

ẇ(t) = Gw(t),

v(t) = Fw(t),

اولیه شرط با

z(٠) = z٠.

� هار گسسته�سازي روش 1.3.4

انتگرال�گیري عملگر ماتریس و هار موجک با توابع تقریب چگونگی سوم و دوم فصل مسائل مانند بخش این در

برونی سیستم متغیرهاي و u(τ) کنترل متغیر� و ż(τ) حالت متغیر� مشتق داد. خواهیم توضیح را آن با متناظر

می�زنیم: تقریب زیر بصورت کالوکیشن نقطه K با هار موجک با را (2.4)
ż(τ) ≈ CT

z Φ(τ),

u(τ) ≈ CT
u Φ(τ),

ẇ(τ) ≈ CT
wΦ(τ),

v(τ) ≈ CT
v Φ(τ),

آن در که
CT

z = [Cz١, Cz٢, . . . , CzK ],

CT
w = [Cw١, Cw٢, . . . , CwK ],

CT
u = [Cu١, Cu٢, . . . , CuK ],

CT
v = [Cv١, Cv٢, . . . , CvK ].

می�شود: بیان زیر بصورت w(τ) و حالت متغیر در(13.1) شده تعریف P انتگرال�گیري عملگر ماتریس از استفاده با

z(τ) =

∫ τ

٠
ż(τ ′)dτ ′ + z٠ =

∫ τ

٠
CT

z Φ(τ
′)dτ ′ + z٠ = CT

z P Φ(τ) + z٠,

w(τ) =

∫ τ

٠
ẇ(τ ′)dτ ′ + w٠ =

∫ τ

٠
CT

wΦ(τ
′)dτ ′ + w٠ = CT

wP Φ(τ) + w٠,
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داریم: بنابراین

ż(τl) = CT
z Φ(τl),

u(τl) = CT
u Φ(τl),

z(τl) = CT
z P Φ(τl) + z٠,

ẇ(τl) = CT
wΦ(τl),

v(τl) = CT
v Φ(τl),

w(τl) = CT
wP Φ(τl) + w٠,

از استفاده با کالوکیشن نقاط در را متغیرها می�توانیم بالا توضیح از استفاده با است. l = ١,٢, . . . , K آن در که

بزنیم. تقریب هار ماتریس در آن متناظر ستونی بردار در ضرایب بردار ضرب

غیر�خطی برنامه�ریزي 2.3.4

غیر�خطی ریزي برنامه متغیر�هاي می�کنیم، استفاده بهینه کنترل مسائل در هار کالوکیشن روش از هنگامی�که

برونی �سیستم به مربوط متغیر�هاي و متغیر�کنترل حالت، متغیر�هاي مشتق مجهول ضرایب بردار شامل مجموعه��ي

است؛

x = [Cz١, Cz٢, ..., CzK , Cw١, Cw٢, ..., CwK , Cu١, Cu٢, ..., CuK , Cv١, Cv٢, ..., CvK ].

است: زیر بصورت (7.4) هدف تابع بنابراین

minimize J =
١
٢
[zT (τK)Qfz(τK) + (tf − t٠)

∫ ١

٠
[(CT

z PΦ(τ) + z٠)
TQ(CT

z PΦ(τ) + z٠)+

(CT
u Φ(τ))

TR(CT
u Φ(τ))] dτ ],

بنویسیم: زیر بصورت را مساله هدف تابع می�توانیم هستند ثابت مقادیر داراي بازه زیر هر در هار توابع آن�جا�که از

minimize J =
١
٢
[
zT (τK)Qfz(τK) +

tf − t٠
K

K∑
l=١

[(CT
z Φ(τl) + z٠)

TQ(CT
z PΦ(τl) + z٠)+

(CT
u Φ(τl))

TR(CT
u Φ(τl))]

]
,
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می�شود: نوشته زیر بصورت (8.4) قید و

CT
z Φ(τl) = A(CT

z P Φ(τl) + z٠) + B١(C
T
u Φ(τl)) +D(CT

v Φ(τl)) + f((CT
z PΦ(τl) + z٠)

− σ

K

K∑
l=١

eA(−στl+σ)B١C
T
u Φ(τl)),

می�شود: نوشته زیر بصورت برونی }سیستم�
CT

wΦ(τl) = G(CT
wP Φ(τl) + w٠),

CT
v Φ(τl) = F (CT

wP Φ(τl) + w٠),

به مربوط w(t) و حالت متغیرهاي بنابراین نیستند، tf و t٠ نهایی و اولیه زمان شامل کالوکیشن نقاط مجموعه

نوشت: زیر بصورت می�توان را آن�ها

z٠ = z(τ١)−
ż(τ١)

٢K
, z١ = z(τK) +

ż(τK)

٢K
,

w٠ = w(τ١)−
ẇ(τ١)

٢K
, w١ = w(τK) +

ẇ(τK)

٢K
.

11 لینگو نرم��افزار از استفاده با که می�شود، تبدیل غیر�خطی بهینه��سازي مساله به بهینه کنترل مساله روش این در

است. حل قابل

عددي مثال 4.4

با تاخیري بهینه کنترل و برونی اختلال با خطی غیر بهینه کنترل مسائل حل براي هار موجک کارایی این��جا در

است. شده داده نشان عددي مثال یک

در را زیر مقادیر با (3.4) هدف تابع و (2.4) برونی اختلال با (1.4) تاخیري غیر�خطی سیستم�هاي .1.4.4 مثال

:[53] می�گیریم نظر

A =

[
٠ ٣
−١ −٢

]
, B =

[
٠
١

]
, D =

[
١
٠

]
, f(x) =

[
x١x٢
x٢

١ − x٢
٢

]
,

[
x(٠)١
x(٠)٢

]
=

[
٠
٠

]
,

F =
[

١ ٠
]
, w(٠) =

[
١
٠

]
, Q =

[
١ ٠
٠ ١

]
, Qf =

[
٠ ٠
٠ ٠

]
, G =

[
−٠٫ ۴ ٠٫ ۵
−٠٫ ١ ٠

]
,

R = ١.
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داریم: را زیر بهینه کنترل مساله بنابراین است. ٠٫ ١ و ٢٠ ، ٠ برابر به�ترتیب تاخیر و نهایی اولیه، زمان

minimize J =
١
٢

∫ ٢٠

٠
{x٢

١(t) + x٢
٢(t) + u٢(t)} dt

subject to

ẋ١(t) = ٣x٢(t) + v(t) + x١(t)x٢(t),

ẋ٢(t) = −x١(t)− ٢x٢(t) + u(t− ٠٫ ١) + x٢
١(t)− x٢

٢(t),

ẇ١(t) = −٠٫ ۴w١(t) + ٠٫ ۵w٢(t),

ẇ٢(t) = −٠٫ ١w١(t),

v(t) = w١(t),

اولیه شرایط با

x(٠)١ = ٠, x(٠)٢ = ٠, w(٠)١ = ١, w(٠)٢ = ٠.

داریم: بنابراین می�آید. بدست B١ ماتریس (5.4) از استفاده با

B١ =

[
٠٫ ٧۴٨٨
١٫ ٢٢١۴

]
.

داریم: (4.4) آرتستاین تبدیل از استفاده با

minimize J =
١
٢

∫ ٢٠

٠
{z٢

١(t) + z٢
٢(t) + u٢(t)} dt (9.4)

subject to

ż(t) =

[
٠ ٣
−١ −٢

]
z(t) +

[
٠٫ ٧۴٨٨
١٫ ٢٢١۴

]
u(t) +

[
١
٠

]
v(t) + f

(
z(t)−

∫ t

t−٠٫١
e

 ٠ ٣
−١ −٢

(t−h) [ ٠٫ ٧۴٨٨
١٫ ٢٢١۴

]
u(h) dh

)
(10.4)

ẇ(t) =

[
−٠٫ ۴ ٠٫ ۵
−٠٫ ١ ٠

]
w(t), (11.4)

v(t) =
[

١ ٠
]
w(t), (12.4)
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اولیه شرایط با

z(٠)١ = ٠, z(٠)٢ = ٠, w(٠)١ = ١, w(٠)٢ = ٠. (13.4)

(13.4) اولیه شرایط و غیرخطی قیود تحت (9.4) دوم درجه هدف تابع با زمانی تاخیر بدون بهینه کنترل مساله حالا

می�آید. بدست ٠٫ برابر١١٧۵٠۴٢ K = ١۶ براي J بهینه مقدار می�کنیم. حل هار موجک عددي روش با را

است. شده رسم 2.4- 1.4 شکل�هاي در x٢(t) و x١(t)متناظر مسیرهاي و u(t) بهینه کنترل نمودار

0 5 10 15 20
−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

t

u
(t

)

0 5 10 15 20
−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

t

x 1
(t

)

1.4.4 مثال براي x١(t) مسیر و u(t) کنترل نمودار :1.4 شکل
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0 5 10 15 20
−0.15

−0.1

−0.05

0

0.05

t

x 2
(t

)

1.4.4 مثال براي x٢(t) مسیر نمودار :2.4 شکل
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مقدمه 1.5

مدل�بندي حالت متغیر چندین با تاخیري بهینه کنترل مساله یک بصورت بیماري�زا1 عامل روند ابتدا فصل این در

معمولی دیفرانسیل معادلات شامل و می�کند توصیف را بدن2 طبیعی ایمنی واکنش سیستم این همچنین می�شود.

استفاده با است. معینی مقدار داراي بیماري هر براي و ثابت تاخیر بطوریکه است. تاخیري دیفرانسیل معادلات و

موجک تقریبی روش از استفاده با انتها در و می�کنیم تبدیل تاخیر بدون مساله یک به را مساله پاده تقریب روش از

می�پردازیم. آن حل به هار

مساله معرفی 2.5

می�کند. پلاسمایی3 سلول�هاي تولید به شروع شود، تهدید بیماري�زا عامل یک توسط ایمنی سیستم هنگامی�که

است. مورد�نیاز ببرد، بین از را بیماري�زا عامل می�توانند که بیماري هر خاص پادتن4هاي تولید براي سلول�ها این

تاخیري و معمولی دیفرانسیل معادلات شامل که تاخیري بهینه کنترل مساله یک بصورت می�توانیم را مبحث این

توسط ایمنی سیستم که هنگامی که می�گیرد قرار توجه مورد علت این به σ تاخیر زمان کنیم. مدل�بندي است

پادتن تولید که را پلاسمایی سلول�هاي از دسته�اي تا است نیاز σ زمان به می�گیرد قرار حمله مورد زا بیماري عامل

سیستم باشد کم عفونت زمان در ویروس غلظت اگر است. وابسته بیماري به σ تاخیر زمان این شود. ایجاد می�کنند

نیاز مورد دارو به است زیاد ویروس غلظت که زمانی در است. خودش ترمیم و ویروس بردن بین از به قادر ایمنی

بهینه کنترل مساله حل با بهینه داروي انتخاب کند. جلوگیري بیمار مرگ از و کند پشتیبانی را درمان روند تا است

:[55 ،54] است زیر بصورت بدن طبیعی ایمنی سیستم مدل می�گیرد. صورت
ẋ١(t) = (α١١ − α١٢x٣(t))x١(t) + β١u١(t),

ẋ٢(t) = A(x۴(t))α٢١x١(t− σ)x٣(t− σ)− α٢٢(x٢(t)− x̂٢) + β٢u٢(t),

ẋ٣(t) = α٣١x٢(t)− (α٣٢ + α٣٣x١(t))x٣(t) + β٣u٣(t),

ẋ۴(t) = α۴١x١(t)− α۴٢x۴ + β۴u۴(t),

(1.5)

1Pathogen,
2Innate Immune Response
3 Plasma Cells
4Antibody
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می�شوند: تعریف زیر بصورت حالت متغیر�هاي آن در که

x١(t) بیماري�زا: عامل غلظت
x٢(t) پلاسمایی: �سلول�هاي غلظت
x٣(t) بیماري: هر خاص پادتن�هاي غلظت

x۴(t) : �آسیب�دیده عضو سلامتی میزان
{
x۴ = ٠, است سالم کامل به�طور عضو
x۴ = ١, است مرده کامل به�طور عضو

داریم: همچنین است. تعادل حالت در پلاسمایی سلول�هاي غلظت نشان�دهنده x̂٢

A(x۴(t)) = −١
٢
tanh(۶x۴(t)− ٢٫ ۵) + ٠٫ ۵,

می�شوند: تعریف زیر بصورت اولیه شرایط و

x(t٠) = x٠,x(t) = ٠̄, − σ ⩽ t < ٠. (2.5)

پیدا ما هدف هستند. معلوم و ثابت β۴, β٣, β٢, β١, α۴٢, α۴١, α٣٣, α٣٢, α٣١, α٢٢, α٢١, α١٢, α١١ مقادیر و

کند: مینیمم را زیر دوم درجه هدف تابع بطوریکه است ui, i = ١, . . . ,۴ بهینه کنترل�هاي� کردن

F (x, u) = p١x١(T )
٢ + p۴x۴(T )

٢

+

∫ T

٠
{q١x١(t)

٢ + q۴x۴(t)
٢ + r١u١(t)

٢ + r٢u٢(t)
٢ + r٣u٣(t)

٢ + r۴u۴(t)
٢} dt

(3.5)

آن در که
u١(t) بیماري�زا: عامل کشنده
u٢(t) پلاسما: سلول�هاي تقویت
u٣(t) پادتن: تقویت
u۴(t) : �عضو شفادهنده عامل

u ⩾ ٠̄ مساله این در هستند. معلوم مقادیر داراي p١, p۴, q١, q۴, ri, i = ١, . . . ,۴ وزن�هاي و T نهایی زمان

است زمانی ،x۴ براي مقدار حداکثر زیرا ،x۴ ⩽ ١ و باشند صفر از کمتر نمی�توانند غلظت�ها زیرا ،x ⩾ ٠̄ است.

است. رفته بین از کامل بطور عضو که
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تاخیر بدون مساله یک به تاخیري مساله تبدیل 3.5

می�کنیم: تعریف را زیر روابط دوم فصل مسائل مانند زمانی تاخیر داراي حالت متغیر حذف }براي
y١(t) ≜ x١(t− σ),

y٢(t) ≜ x٣(t− σ),

داریم: (16.2)-(7.2) روابط به توجه با و

ẏ١(t) =
٢
σ
[x١(t)− y١(t)]− ẋ١(t),

ẏ٢(t) =
٢
σ
[x٣(t)− y٢(t)]− ẋ٣(t).

می�شود: تبدیل زیر مساله به (2.5) اولیه شرایط و (3.5) هدف تابع با (1.5) بهینه کنترل مساله بنابراین

minimize F (x, u) = p١x١(T )
٢ + p۴x۴(T )

٢

+

∫ T

٠
q١x١(t)

٢ + q۴x۴(t)
٢ + r١u١(t)

٢ + r٢u٢(t)
٢ + r٣u٣(t)

٢ + r۴u۴(t)
٢ dt

subject to

ẋ١(t) = (α١١ − α١٢x٣(t))x١(t) + β١u١(t),

ẋ٢(t) = A(x۴)α٢١y١(t)y٢(t)− α٢٢(x٢(t)− x̂٢) + β٢u٢(t),

ẋ٣(t) = α٣١x٢(t)− (α٣٢ + α٣٣x١(t))x٣(t) + β٣u٣(t),

ẋ۴(t) = α۴١x١(t)− α۴٢x۴(t) + β۴u۴(t),

ẏ١(t) =
٢
σ
[x١(t)− y١(t)]−

(
(α١١ − α١٢x٣(t))x١(t) + β١u١(t)

)
,

ẏ٢(t) =
٢
σ
[x٣(t)− y٢(t)]−

(
α٣١x٢(t)− (α٣٢ + α٣٣x١(t))x٣(t) + β٣u٣(t)

)
,

x(t) ⩾ ٠̄, ,u(t) ⩾ ٠̄, y(t) ⩾ ٠̄, x۴(t) ⩽ ١.

اولیه شرایط با

x(٠) = x٠, y(٠) = ٠̄.
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می�کنیم: تعریف و می�کنیم� تقسیم σ
٢ رابه σ زمانی تاخیر شد بیان دوم فصل در که همان�طور بهتر تقریب براي

y١(t) ≜ x١(t−
σ

٢
),

y٢(t) ≜ x٣(t−
σ

٢
),

z١(t) ≜ y١(t−
σ

٢
) = x١(t− σ),

z٢(t) ≜ y٢(t−
σ

٢
) = x٣(t− σ).

داریم: (24.2)-(23.2) روابط از استفاده با

ẏ١(t) =
۴
σ
[x١(t)− y١(t)]− ẋ١(t),

ẏ٢(t) =
۴
σ
[x٣(t)− y٢(t)]− ẋ٣(t),

ż١(t) =
۴
σ
[٢y١(t)− z١(t)− x١(t)] + ẋ١(t),

ż٢(t) =
۴
σ
[٢y٢(t)− z٢(t)− x٣(t)] + ẋ٣(t).

می�شود: تبدیل زیر مساله به (2.5) اولیه شرایط و (3.5) هدف تابع با (1.5) قیود تحت بهینه کنترل مساله بنابراین

minimize F (x, u) = p١x١(T )
٢ + p۴x۴(T )

٢

+

∫ T

٠
q١x١(t)

٢ + q۴x۴(t)
٢ + r١u١(t)

٢ + r٢u٢(t)
٢ + r٣u٣(t)

٢ + r۴u۴(t)
٢ dt

subject to
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

ẋ١(t) = (α١١ − α١٢x٣(t))x١(t) + β١u١(t),

ẋ٢(t) = A(x۴)α٢١z١(t)z٢(t)− α٢٢(x٢(t)− x̂٢) + β٢u٢(t),

ẋ٣(t) = α٣١x٢(t)− (α٣٢ + α٣٣x١(t))x٣(t) + β٣u٣(t),

ẋ۴(t) = α۴١x١(t)− α۴٢x۴(t) + β۴u۴(t),

ẏ١(t) =
۴
σ
[x١(t)− y١(t)]−

(
(α١١ − α١٢x٣(t))x١(t) + β١u١(t)

)
,

ẏ٢(t) =
۴
σ
[x٣(t)− y٢(t)]−

(
α٣١x٢(t)− (α٣٢ + α٣٣x١(t))x٣(t) + β٣u٣(t)

)
,

ż١(t) =
۴
σ
[٢y١(t)− x١(t)− z١(t)] +

(
(α١١ − α١٢x٣(t))x١(t) + β١u١(t)

)
,

ż٢(t) =
۴
σ
[٢y٢(t)− x٣(t)− z٢(t)] +

(
α٣١x٢(t)− (α٣٢ + α٣٣x١(t))x٣(t) + β٣u٣(t)

)
,

x(t) ⩾ ٠̄, ,u(t) ⩾ ٠̄, y(t) ⩾ ٠̄, z(t) ⩾ ٠̄, x۴(t) ⩽ ١.
(4.5)

اولیه شرایط با

x(٠) = x٠, y(٠) = ٠̄, z(٠) = ٠̄. (5.5)

کالوکیشن نقاط در را کنترل و حالت متغیر�هاي مشتق دوم فصل مسائل مانند هار موجک با توابع تقریب براي

بدست را حالت متغیر�هاي در(13.1) شده تعریف P انتگرال�گیري ماتریسعملگر از استفاده با سپس می�زنیم تقریب

نهایی و اولیه زمان در حالت متغیر�هاي براي همچنین می�کنیم. جایگزین هدف تابع و مساله قیود در و می�آوریم

که شود می تبدیل غیر�خطی برنامه�ریزي مساله به بهینه کنترل مساله بنابراین می�کنیم. استفاده (37.2) روابط از

است. حل قابل ١١ لینگو نرم�افزار از استفاده با

عددي مثال 4.5

نشان عددي مثال یک با بدن ایمنی سیستم تاخیري بهینه کنترل مسائل حل براي هار موجک کارایی این��جا در

است. شده داده

:[55] که می�گیریم نظر در حالتی براي را مساله .1.4.5 مثال

p١ = ١, p۴ = ١, q١ = ١, q۴ = ١, ri = ١, i = ١,٢,٣,۴,
α١١ = ١, α١٢ = ١, α٢١ = ٣, α٢٢ = −١,
α٣٢ = ١٫ ۵, α٣٣ = ٠٫ ۵, α۴١ = ١, α۴٢ = ١,
β١ = ١, β٢ = ١, β٣ = ١, β۴ = −١,
T = ١٠, σ = ٢٫ ۵, x̂٢ = ٢,
x(٠)١ = ٣, x(٠)٢ = ٢, x(٠)٣ = ١٫ ٣, x۴(٠) = ٠, x١(t) = ٠, x٣(t) = ٠, − ٢٫ ۵ ⩽ t < ٠.
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داراي حالت متغیر حذف براي کنیم. می جایگذاري (3.5) هدف تابع و (1.5) دستگاه در را بالا در شده داده مقادیر

داریم: بنابراین کنیم. می استفاده 3.3 بخش در شده گفته روش از تاخیر

minimize F (x, u) = x٢(١٠)١ + x۴(١٠)٢+∫ ١٠

٠
{x١(t)

٢ + x۴(t)
٢ + u١(t)

٢ + u٢(t)
٢ + u٣(t)

٢ + u۴(t)
٢} dt (6.5)

subject to

ẋ١(t) = (١ − x٣(t))x١(t)− u١(t),

ẋ٢(t) = ٣
(
− ١

٢ tanh(۶x۴(t)− ٢٫ ۵) + ٠٫ ۵
)
x۶(t)x٨(t)− x٢(t) + u٢(t) + ٢,

ẋ٣(t) = x٢(t)− ١٫ ۵x٣(t) + ٠٫ ۵x١(t)x٣(t) + u٣(t),

ẋ۴(t) = x١(t)− x۴(t)− u۴(t),

ẋ۵(t) =
۴

٢٫۵ [x١(t)− x۵(t)]−
(
(١ − x٣(t))x١(t)− u١(t)

)
,

ẋ۶(t) =
۴

٢٫۵ [٢x۵(t)− x۶(t)− x١(t)] +
(
(١ − x٣(t))x١(t)− u١(t)

)
,

ẋ٧(t) =
۴

٢٫۵ [x٣(t)− x٧(t)]−
(
x٢(t)− ١٫ ۵x٣(t) + ٠٫ ۵x١(t)x٣(t) + u٣(t)

)
,

ẋ٨(t) =
۴

٢٫۵ [٢x٧(t)− x٣(t)− x٨(t)] +
(
x٢(t)− ١٫ ۵x٣(t) + ٠٫ ۵x١(t)x٣(t) + u٣(t)

)
,

x(t) ⩾ ٠̄, ,u(t) ⩾ ٠̄, x۴(t) ⩽ ١.
(7.5)

اولیه: شرایط با

x(٠)١ = ٣, x(٠)٢ = ٢, x(٠)٣ = ١٫ ٣, x۴(٠) = ٠, x۵(٠) = ٠,

x۶(٠) = ٠, x(٠)٧ = ٠, x(٠)٨ = ٠. (8.5)

اولیه شرایط و (7.5) غیرخطی قیود تحت (6.5) دوم درجه هدف تابع با زمانی تاخیر بدون بهینه کنترل مساله

می�آید. بدست ٩٫ ٣٩٧٧۶٨ برابر K = ٨ براي F بهینه مقدار می�کنیم. حل هار موجک عددي روش با را (8.5)

در بترتیب x۴(t) و x٣(t) ،x٢(t) ،x١(t) متناظر مسیرهاي و u۴(t) ،u٣(t) ،u٢(t) ،u١(t) بهینه کنترل نمودار

کنترل�ها همه t = ۵ زمان در می�کنیم ملاحظه نمودارها در که همان�طور است. شده رسم 4.5-1.5 شکل�هاي

موجک روش با σ = ٠ تاخیر زمان با را مساله این می�رسند. خود اولیه مقادیر به متناظر مسیر�هاي و صفر به

همچنین می�آید. بدست ٨٫ ٩٩۴٧۶٨ برابر K = ٨ براي F بهینه مقدار می�کنیم. حل K = ٨ براي هار
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1.4.5 مثال براي u٢(t)و u١(t) کنترل�هاي نمودار :1.5 شکل

بترتیب x۴(t) و x٣(t) ،x٢(t) ،x١(t) متناظر مسیرهاي و u۴(t) ،u٣(t) ،u٢(t) ،u١(t) بهینه کنترل نمودار

سلول�هاي غلظت قبل حالت مانند که می�بینیم x٣(t), x٢(t) نمودار در است. شده رسم 4.5-1.5 شکل�هاي در

ایمنی سیستم عملکرد براي تاخیر زمان بنابراین نمی�یابد، افزایش بیماري هر خاص پادتن�هاي غلظت و پلاسمایی

کرد. چشم�پوشی آن از نباید و است لازم بدن
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آتی کار�هاي براي پیشنهاداتی و نتایج

الگوریتم و تاخیري سیستم�هاي نامتناهی افق بهینه کنترل مسائل تاخیري، سیستم�هاي بهینه کنترل مسائل

مساله به آرتستاین تبدیل و پاده تقریب از استفاده با مسائل نوع این می�شوند. حل تقریبی بطور تابع بهینه�سازي

است [٠,١) بازه به تبدیل قابل مناسب متغیر تغییر از استفاده با زمانی بازه� می�شوند. تبدیل تاخیر بدون متناظر

می�شوند. حل تقریبی بطور هار موجک از استفاده با انتها در �و

هار: موجک روش مزایاي

محاسبات براي ماتریس�ها این از هار موجک روش در و دارند زیادي صفر درایه�هاي آن معکوس و هار ماتریس� •

دارد. ساده�اي محاسباتی ساختار هار موجک تقریبی روش بنابراین می�شود. استفاده

یکسان طول با زیربازه�هایی به را [٠,١) بازه بطوریکه دارد، بهینه کنترل مسائل در خوبی بسیار حقیقی کاربرد •

کاهش محاسبات پیچیدگی روش این در بنابراین می�زند. تقریب زیر�بازه هر در ثابت بطور را توابع و می�کند تقسیم

می�یابد.

می�شود. نزدیک مساله دقیق جواب به تقریبی جواب و می�یابد افزایش همگرایی سرعت کالوکیشن نقاط افزایش با •

دیفرانسیل معادلات شامل تاخیري سیستم�هاي بهینه کنترل مسائل حل در را روش این می�توان آتی کار�هاي براي

داد. پیشنهاد چندگانه تاخیري سیستم�هاي بهینه کنترل مسائل و جزئی مشتقات با
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Abstract

In this thesis, we solve a class of time-delayed optimal control problems using Haar

wavelets. In the first chapter, we introduce general optimal control problems, Haar

wavelets and express the needed definitions and theorems. In the second chapter, we

study Bolza optimal control problems with time-delayed. The problem is first trans-

formed, using a Pade approximation, to one without a time-delayed argument. Then

we approximate it using Haar wavelets. Numerical results are also given for four test

examples. The third chapter consists of infinite-horizon time-delayed optimal control

problem. The problem is first transformed, using a Pade approximation, to one with-

out a time-delayed argument. Then by a suitable change of variable, we transformed

the obtained non-delay optimal control problem to a finite-horizon optimal control

problem. We solve it numerically using Haar wavelets. In fourth chapter, we express

nonlinear optimal control problems with external disturbances and control delay. Us-

ing Artstein transformation, the problem is translated into simple nonlinear problem

without delay. Then it is approximated by Haar wavelet. Numerical results are also

given for one test examples to demonstrate the applicability and the efficiency of the

method. In the fifth chapter, we consider the immune Response as an optimal control

problem with time-delays. Similar to the second chapter, the problem is transformed

into non-delay problem. Then it is approximated using Haar wavelet. In this thesis

all graphs are plotted by matlab software.

Keywords: Haar wavelets, Rationalized Haar functions, Páde approximation,

Time-delayed optimal control problems, Infinite-horizon problems, Artstein transfor-

mation, Collocation points, Nonlinear optimal control problem with external distur-

bances, Immune Response.
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