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تقدیم

که: فرشتگانی مهربان به تقدیم
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چکیده
و ریمانی ساختارهاي درباره مقدماتی ابتدا کنیم. می بررسی را همگن منیفلدهاي روي ناوردا فینسلري مترهاي نامه، پایان این در
شرایط و دهیم می ارائه همگن هاي منیفلد روي ناوردا فینسلري مترهاي از توصیفی سپس و کرده بیان متقارن و همگن فینسلري
لازم شرایط خاص حالت در و آوریم می دست به بپذیرد را متري چنین که باشد داشته باید همگن منیفلد یک که کافی و لازم
مورد یک صورت به نهایت در کنیم. می بررسی را بپذیرد ناوردا دوسو فینسلري متر تا باشد داشته باید لی گروه یک که کافی و
هایی مثال و آورده بدست را باشد داشته باید ریمانی غیر فینسلري متر یک پذیرفتن براي همگن منیفلد یک که شرایطی خاص

کنیم. می بیان مورد این در را

لی گروه لی، جبر همگن، فضاي مینکوفسکی، نرم فینسلري، متر کلیدي: واژه�هاي
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پیشگفتار

زیاد بسیار کاربرد به نظر که موجودند نیز دیگري مترهاي بردار یک طول محاسبه براي ریمانی و اقلیدسی هاي متر بر علاوه

متر مترها این از یکی اند. گرفته قرار محض و کاربردي دانان ریاضی از بسیاري توجه مورد فیزیک، و مهندسی فنی علوم در آنها

برد. نام ریمانی متر تعمیم ترین طبیعی عنوان به آن از توان می که است فینسلري

متري مفهوم که داشت عقیده او آنجائیکه از ولی گردید، آغاز 1854 سال در 1 ریمان بی اف جی توسط ابتدا فینسلري متر مطالعه

ادامه خود مطالعات به است تر مناسب 2 گاوس کارهاي ادامه و هندسی مفاهیم مطالعه براي شد معروف ریمان نام به بعدها که

از گرفت. قرار مطالعه مورد دیگران توسط بعدها داشت موثري نقش فیزیکی هاي پدیده تعابیر در تابع این اینکه به نظر اما نداد.

و 4 کاراتئودوري کنستانتین خودش استاد از آمده بدست نتایج از استفاده با 1918 سال در که بود 3 فینسلر پل افراد این جمله

نماید. ارائه متر این از مدونی تعریف توانست اولر قضیه

ریمان تابع از که حالی عین در که نمود ارائه TM مماس کلاف روي F (x, y) مانند تابع یک براي شرایطی حقیقت در او

صورت به داخلی ضرب یک x ∈ M نقطه هر در تابع این که کرد ثابت وي داشت. نیز را آن اصلی خواص بود تر جامع

اقلیدس و افلاطون از پس هندسه شکوفایی دوران که گفت توان می لذا کند. می تعریف TxM روي F ٢ = gij(x, y)y
iyj

پذیرفت. صورت ... و ریمان گاوس، آلمانی دانشمندان توسط اسکندریه در

فینسلري متر گرفتن نظر در با بینیم، می [3] در که همانطور مثال براي دارد. فیزیک در مهمی نقش فینسلري فضاهاي مطالعه

میانگین یک در اپتیک، در نمونه عنوان به داشت. خواهد نیز مهمی فیزیکی تعابیر هندسی تعبیر بر علاوه
∫
F (x, y) ، F (x, y)

، x از آمده بیرون جهتی صورت به y گرفتن نظر در با ، x نقطه هر در است. آن حرکت جهت به وابسته نور سرعت ناهمسانگرد،

زمانی کل نمایانگر
∫ a

b
F (x, y) و برود y فلش سر سمت به فلش جهت در تا دارد لازم نور که است زمانی نمایانگر F (x, y)

کند. طی را میانه این در شده داده ناحیه تا گیرد می نور که است

1Georg Friedrich Berhnard Riemann
2Carl Friedrich Gouss
3Paul Finsler
4Constantin Caratheodory



خواص باره در 5 نومیزو تحقیقات است. هندسه در مهمی مسئله تحویلی فضاهاي بر ناوردا ساختارهاي مطالعه دیگر طرف از

و ژئودزیک براي فرمولی و نمود محاسبه را مترها نوع این التصاق او آورد. بدست جالبی و مهم نتایج G
H

بر ناوردا ریمانی مترهاي

شد. خاص هاي ویژگی با ریمانی منیفلدهاي از مهمی خیلی هاي مثال آمدن بوجود باعث تحقیقات این آورد. بدست آنها انحناي

می اهمیت حائز بسیار تحویلی همگن منیفلدهاي خاص طور به و همگن منیفلدهاي روي ناوردا فینسلري مترهاي مطالعه بنابراین

باشد.

مترهاي از توصیفی ابتدا سوم بخش در اول، بخش دو در ریمانی و فینسلري هندسه از مقدماتی ارائه از پس ما نامه پایان این در

ناوردا فینسلري متر یک که، میدهیم نشان مینکوفسکی لی جفت تعریف با و آوریم می همگن منیفلدهاي روي ناوردا فینسلري

فرمولی چهارم بخش در است. درست باشد همبند H اگر نیز برعکسش و کند، می ایجاد را مینکوفسکی لی جفت یک G
H

روي

همراه به و آوریم می بدست خاص، حالتی در همگن منیفلدهاي روي ناوردا فینسلري مترهاي پرچمی انحناي و ژئودزیک براي

که شرایطی آخر در و پردازیم می لی هاي گروه روي ناوردا دوسو فینسلري مترهاي بررسی به مینکوفسکی لی جبر مفهوم معرفی

بیان مورد این در را هایی مثال و آورده بدست را باشیم داشته G
H

روي ناوردا ریمانی غیر مترفینسلري یک که باشد موجود باید

کنیم. می

5Katsumi Numizu
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1 فصل

ریمانی هندسه مقدمات و پژوهش پیشینه

مقدمه 1.1

هندسه نام به مطالبی تعمیم واقع در گردید معروف ریمانی هندسه بنام و ساخت مطرح بار اولین براي ریمان که اي هندسه

خانواده روي داخلی ضرب یک ها رویه دیفرانسیل هندسه در بود. گرفته قرار مطالعه مورد گاوس توسط که هاست رویه دیفرانسیل

این آورد. بدست را R٣ در رویه بر مماس بردارهاي طول توان می ضرب این توسط که گردد می تعریف رویه بر مماس بردارهاي

دهند. می نمایش < ., . > توسط معمولا را داخلی ضرب

را رویه هر روي در γ(t) منحنی یک قوس طول جمله از رویه هندسی خواص کلیه که است آن ضرب این توجه جالب خواص از

آورد. بدست آن از استفاده با توان می نیز

L =
∫ b

a
< γ′(t), γ′(t) >

١
٢ dt

تعریف موجبات گردیده، 1 ریمان متر و ریمان انتگرال تعریف به منجر بعدها که بود ضرب این تعمیم ریمان کار اولین حقیقت در

خاصی شکل توسط فضا هندسه تعریف یعنی کار این مشابه نیز فیزیک در نمود. فراهم اقلیدسی هندسه از پس را ریمانی هندسه

است. نظري فیزیک کارهاي اساس که گیرد می صورت آن زیر عبارت و بالا انتگرال از

صورت به dz و dy و dx صورت به هایی مولفه با ، R٣ در کوچک نهایت بی بردار یک طول مربع فیثاقورث قضیه طبق

آید: می دست به زیر انتگرال با C(t) = (x(t), y(t), z(t)) پارامتري خم طول این بنابر بود. خواهد dx٢ + dy٢ + dz٢

1Riemannian metric

1



ریمانی هندسه مقدمات و پژوهش پیشینه .1 2فصل

∫
dc =

∫
(x′٢ + y′٢ + z′٢)

١
٢dt

سه از استفاده با بعدي سه فضاي در هندسی اعداد و ها حساب نمایش براي دستگاه یک کروي مختصات دستگاه .1.1.1 تعریف

( r یا ρ ) ثابت مبدا یک از نقطه یک شعاعی فاصله است: مختصه

( θ ) ها z محور مثبت قسمت از الراس سمت زاویه

( ϕ ) ها x محور مثبت قسمت از گرایی زاویه

برد: کروي مختصات به توان می زیر روابط با را دکارتی مختصات

x = ρSinϕCosθ

y = ρSinϕSinθ

z = ρCosϕ

صورت: به پارامتري کروي مختصات در که R٣ در واحد کره در خم یک براي حال

C(t) = (Sinθ(t)Cosϕ(t), Sinθ(t)Sinϕ(t), Cosθ(t))

با: است برابر خم طول

(θ′٢ + Sin٢θϕ′٢)
١
٢dt

به مشتق که دید خواهیم بگیریم، نظر در (θ, ϕ) چارت با منیفلدي صورت به بلکه بعدي 3 فضاي صورت به نه را کره اگر حال

شود: می بیان زیر صورت

ds٢ = dθ٢ + Sin٢θdϕ٢

. [13] است ریمانی متر همان عبارتی به یا کره یک روي خم طول محاسبه براي روشی این



همگن ریمانی ساختارهاي .2.13

همگن ریمانی ساختارهاي 2.1

هر در Mبطوریکه روي
(٢
٠

)
نوع از g تانسور یک از Mعبارتست پذیر دیفرانسیل منیفلد روي ریمان متر یک .1.2.1 تعریف

gp(X,X) > ٠ ∀X ̸= ٠ ) معین مثبت و ( gp(X,Y ) = gp(Y,X) ∀X,Y ∈ TpM ) Mمتقارن از p نقطه

)باشد.

داخلی ضرب این کند. می تعریف TpM روي داخلی ضرب Mیک نقطه هر در تانسور این که نمود بررسی توان می راحتی به

، M منیفلد از p نقطه همسایگی در چارتی (x, u) اگر دهیم. می نمایش gp(x, y) تانسور یا < X, Y >p توسط را

داریم: باشد، TpM روي p همسایگی در اي پایه ∂

∂xi
و آن به وابسته موضعی مختصات x(p) = (x١, x٢, ..., xn)

X =
∑n

i=١X
i ∂

∂xi
(p) , Y =

∑n
i=١ Y

i ∂

∂xi
(p)

شود: می نوشته زیر صورت به ریمان تانسور موضعی مختصات در آنگاه

gp(X,Y ) =
∑n

i,j=١ gij(p)dx
i ⊗ dxj(X, Y )

gij(x
١, ..., xn) آن در که نوشت g =

∑n
i,j=١ gij(p)dx

idxj صورت به توان می را فوق رابطه است، متقارن g چون

شوند: می تعریف زیر صورت به که هستند p ∈M نقطه همسایگی در (x, u) چارت روي توابعی

gij(p) = g(
∂

∂xi
(p),

∂

∂xj
(p)) =<

∂

∂xi
(p),

∂

∂xj
(p) >

کنند. می صدق gij = gji رابطه در و

. [23] دهیم می نمایش (M, g) توسط نامیده، ریمانی منیفلد یک را g ریمانی متر با Mهمراه پذیر دیفرانسیل منیفلد

ریمانی مترهاي از هایی تعمیم

نقش که را روش سه اینجا در دارد. وجود هموار منیفلدهاي روي مماس بردارهاي از استفاده با طول گیري اندازه براي هایی روش



ریمانی هندسه مقدمات و پژوهش پیشینه .1 4فصل

هر که 4 فینسلري مترهاي و 3 ریمانی زیر- مترهاي ، 2 ریمانی شبه مترهاي کنیم، می بیان کنند می بازي ریاضیات در را مهمی

. [23] ندارند را ریمانی مترهاي شرایط از یکی آنها از کدام

میدان عبارتی به آید. می بدست باشد مثبت معین باید متر این اینکه از کردن نظر صرف با ریمانی شبه متر .2.2.1 تعریف

که: است
(٢
٠

)
نوع از تانسوري

g(X,Y ) = g(Y,X) , ∀p ∈M , ∀X, Y ∈ TpM

X ∈ TpM , ∀Y ∈ TpM , g(X,Y ) = ٠ ⇐⇒ X = ٠

(E١, ..., En) پایه توان می اشمیت گرام الگوریتم از توسیعی وسیله به باشد p ∈M و است ریمانی شبه یکمتر g فرضاینکه با

: طوریکه به ساخت TpM براي

g = −(φ١)٢ − ...− (φr)٢ + (φr+١)٢ + ...+ (φn)٢ , ١ ≤ r ≤ n

است. معین منفی g که باشد می TpM از فضایی زیر بعد ماکسیمم با برابر و نامیم می g شاخص را r آن در که

مثال یک باشند. می یک شاخص با ریمانی شبه متر که کرد اشاره 5 لورنتز مترهاي به توان می ریمانی شبه مترهاي مهمترین از

است. (ξ١, ..., ξn, T ) موضعی مختصات در Rn+١ mروي متر یک که است مینکوفسکی متر لورنتز، مترهاي از مهم

m = (dξ١)٢ + ...+ (dξn)٢ − (dT )٢

ریمانی زیر- ساختار یک شود. می برداشته شود تعریف مماس فضاي کل روي متر اینکه الزام ریمانی زیر- متر در .3.2.1 تعریف

زیر- منیفلد است. D بر ریمانی متر یک g و توزیع یک D آن در که است (D, g) ،جفت M بعدي −n هموار منیفلد بر

است. (D, g) ریمانی زیر- ساختار یک همراه Mبه هموار منیفلد یک (M,D, g) ریمانی

2Pseudo-Riemannian metric
3Sub-Riemannian metric
4Finsler metric
5Lorentz metric
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برداري میدان یک با هموار منیفلد یک آن در که است گرفته نشات کنترل تئوري از ریمانی زیر- مترهاي پیدایش انگیزه

اغلب که مطلوب شرایط با جواب منحنی آوردن بدست هدف و داریم اختیار در شوند می نامیده کنترل که پارامترهایی به وابسته

باشد. می است، قوس طول عنصر با تابعی سازي مینیمم

کنیم. می بررسی کامل طور به بعدي فصل در را فینسلري مترهاي

توسط p نقطه مختصات اگر گیریم. می نظر در مماس فضاي براي را ∂

∂xi
پایه و اقلیدسی مختصات با Rn فضاي .4.2.1 مثال

داریم: شود، داده (x١, ..., xn)

gij(p) =<
∂

∂xi
(p),

∂

∂xj
(p) >= δij

حاصل ریمان متر

g =
∑n

i,j=١ δijdx
idxj = (dx١)٢ + ...+ (dxn)٢

نامند. می اقلیدسی متریک یا اقلیدسی فضاي کانونی متریک طبیعی، متریک را

نوشت: زیر صورت به توان می را Y و X بردار دو بین داخلی ضرب یا g(X,Y ) ریمانی متریک آنگاه ، X, Y ∈ TpM اگر

< X, Y > = <

n∑
i=١

X i ∂

∂xi
,

n∑
j=١

Y j ∂

∂xj
>

=
n∑

i,j=١

X iY j <
∂

∂xi
,
∂

∂xj
>

g(X, Y ) =< X, Y >=
∑n

i,j=١ gijX
iY j

شود. می تبدیل Rn در عادي داخلی ضرب به فوق ضرب ، gij = δij اقلیدسی فضاي خاص حالت در

داریم: استاندارد چارت در اقلیدسی متر روي موضعی طور به محاسبات انجام با .5.2.1 مثال
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∂

∂r
(r, θ) = (Cosθ, Sinθ) ,

∂

∂θ
(r, θ) = (−rSinθ, rCosθ)

بنابراین:

g(
∂

∂r
,
∂

∂r
) = ١ , g(

∂

∂θ
,
∂

∂θ
) = r٢ , g(

∂

∂r
,
∂

∂θ
) = ٠

آن: در که

g = dr٢ + r٢dθ٢

. [13] است ریمانی ساختار داراي

f (یعنی دیفئومورفیسم یک f : M −→ M̄ و بوده ریمانی منیفلد دو (M̄, ḡ) و (M, g) کنیم فرض .6.2.1 تعریف

معادل: عبارت به یا ، g = f ∗ḡ اگر گوئیم 6 ایزومتري یک را f نگاشت باشد. آنها پذیر)بین دیفرانسیل f−١ و f و دوسویی

gp(X, Y ) = ḡf(p)((f∗)pX, (f∗)pY ) , ∀p ∈M , ∀X,Y ∈ TpM

هستند. ایزومتر هم با M̄ Mو منیفلد دو گوئیم صورت این در

که طوري به باشد موجود p شامل u همسایگی یک اگر گوئیم موضعی ایزومتري یک p نقطه در را f نگاشت

f : u −→ f(u) ⊂ M̄

طور به M̄ و M گوئیم می باشد، موجود موضعی ایزومتري یک ، M از p نقطه هر ازاء به اگر باشد. ایزومتري یا متري هم

هستند. ایزومتریک موضعی طور به یا متر هم موضعی طو به پا، طول موضعی

نمود. تعریف ریمانی متر یک توان می شمارا) پایه با و M(هاسدروف پذیر دیفرانسیل منیفلد هر روي .7.2.1 قضیه

M روي ریمانی متر یک تشکیل موضعی، چارتهاي توسط القایی متریک که نمائیم فراهم شرایطی خواهیم می حقیقت در اثبات.

بدهد.
6Isometry
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وابسته واحد افراز (vβ, φβ)β⊂B کنیم، می فرض گرفته، نظر در را (uα, xα)α⊂A موضعی چارتهاي Mتوسط از پوشش یک

یا کانونی متر است Rn از بازي که xβ(vβ) روي دارد. وجود واحد افراز شماراست پایه داراي M چون باشد. پوشش این به

نمایش gβ با آنرا نموده القا vβ به ریمانی متر یک xβ چارت این برگردان نگاشت توسط گرفته نظر در >را ., . > اسکالر ضرب

معادل: عبارت به یا gβ = x∗β < ., . > داریم القایی متریک تعریف بر بنا دهیم. می

gβ(X,Y )p =< (xβ)∗X, (xβ)∗Y >x(p)

است کافی اینکار براي کنیم. می Mتعریف روي سراسري ریمانی متر یک موضعی ریمانی متر این و واحد افراز از استفاده با حال

کنیم: فرض

gp(X, Y ) =
∑

β∈B φβgβ(X, Y )p , ∀p ∈M, ∀X, Y ∈ TpM

کند. می Mتعریف روي ریمانی متر یک gp ،p ∈M نقطه هر در که نمود بررسی توان می راحتی به

نگاشت هرگاه نامیم می 7 لی گروه را G باشد، گروهی ساختار با هموار منیفلد یک G کنید فرض .8.2.1 تعریف

G×G −→ G

(g, h) 7−→ gh−١

باشد. هموار

هرگاه: گوئیم متعددي Mرا مجموعه روي G گروه عمل .9.2.1 تعریف

∀p, q ∈M ∃g ∈ G s.t gp = q

همگن منیفلد یا همگن فضاي −G را G لی گروه توسط شده تولید متعددي عمل همراه Mبه هموار منیفلد .10.2.1 تعریف

گوئیم.

7Lie group
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متعددي طور Mبه روي آن هاي ایزومتري گروه که است (M, g) ریمانی منیفلد یک همگن ریمانی فضاي یک .11.2.1 تعریف

. [13] کند می عمل

. [13] است لی گروه یک ریمانی، منیفلد یک هاي ایزومتري گروه .12.2.1 قضیه

می 8 لی براکت را زیر خواص با [, ] : V × V −→ V تابع: باشد، F میدان روي برداري فضاي یک V اگر .13.2.1 تعریف

نامیم:

خطی: دو

[ax+ by, z] = a [x, z] + b [y, z] , [z, ax+ by] = a [z, x] + b [z, y] , ∀a, b ∈ F, x, y, z ∈ V

تقارنی: پاد

[x, x] = ٠ , ∀x ∈ V

ژاکوبی: اتحاد

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = ٠ , ∀x, y, z ∈ V

نامیم. می 9 لی جبر یک را (V, [, ])

است. G از بسته گروه زیر Hیک و لی گروه یک G آن در که باشد، همگن فضاي Mیک =
G

H
کنید فرض .14.2.1 تعریف

کند: می Mعمل روي متعددي طور به کلی حالت در G

G×M −→M

f × f ′H 7−→ ff ′H

8Lie bracket
9Lie algebra
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اي بسته گروه زیر N کند، می Mعمل بر همانی انتقال صورت به که باشد G از عناصري شامل N مجموعه کنید فرض

است. هایی گروه زیر چنین بزرگترین N حقیقت در گیرد. می Hقرار در که بود خواهد G از

. [17] باشد همانی عنصر شامل فقط N اگر گوئیم موثر Mرا بر G عمل

یک V روي G از (π, V ) 10 نمایش باشد، لی گروه یک G و البعد متناهی برداري فضاي یک V کنید فرض .15.2.1 تعریف

است: زیر صورت به لی هاي گروه همومورفیسم

π : G −→ GL(V )

ترکیبی نگاشت g ∈ G هر براي باشد. آن لی جبر g و لی گروه یک G کنید فرض .16.2.1 تعریف

Cg : G −→ G

Cg (h) = ghg−١

کنیم: می تعریف حال است. لی گروه همومورفیسم یک

Ad(g) = (Cg)∗ : g −→ g

نامیم. می G از الحاقی نمایش را Ad است. هموار Ad : G −→ GL(g) که

کنیم: می تعریف را زیر نگاشت g هر براي

ad(X) : g −→ g

ad(X)Y = [X, Y ]

می مربوط هم به زیر رابطه توسط تعریف دو این داد نشان توان می و داریم را ad : g −→ GL(g) هموار نگاشت نتیجه در

شوند:

10Representation
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Ad∗ = ad

روي برداري هاي میدان فضاي T (M) و Mباشد منیفلد روي برداري کلاف یک (E, π,M) کنیم فرض .17.2.1 تعریف

است: ∇ مانند نگاشتی E در 11 التصاق یک از منظور باشد. (E, π,M) کلاف هموار برشهاي فضاي ε (M) Mو

∇ : T (M)× ε (M) −→ ε (M)

(X, Y ) 7−→ ∇XY

کند: صدق زیر شرایط در که

است: خطی X به نسبت C∞ (M) روي ∇ (a)

∇fX١+gX٢Y = f∇X١Y + g∇X٢Y , ∀f, g ∈ C∞ (M)

است: خطی Y به نسبت R روي ∇XY (b)

∇X (aY١ + bY٢) = a∇XY١ + b∇XY٢ , ∀a, b ∈ R

کند: صدق زیر نیتزي لایب- قاعده در ∇ (c)

∇X (fY ) = (Xf)Y + f∇XY

یعنی: است. TM مماس کلاف Mدر منیفلد روي التصاقی خطی، التصاق یک از منظور

∇ : TM × TM −→ TM

[23]

نگاشت ، TM روي التصاق هر براي .18.2.1 تعریف

T : (X, Y ) −→ ∇XY −∇YX − [X, Y ]

11Connection
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شود. می نامیده ∇ التصاق 12 تاب تانسور که کند می تعریف تانسور یک

هرگاه: گوئیم 13 آزاد تاب را TM روي التصاق یک .19.2.1 تعریف

∇XY −∇YX = [X, Y ]

<,> متر با را ∇ التصاق باشد. ∇ التصاق و <,> ریمانی متر با پذیر دیفرانسیل Mمنیفلدي کنید فرض .20.2.1 تعریف

هرگاه: گوئیم 14 سازگار

∇X < Y,Z >=< ∇XY, Z > + < Y,∇XZ >

فرد به منحصر آزاد تاب التصاق یک صورت این در ریمانی)باشد. (شبه ریمانی منیفلد یک (M, g) کنید فرض .21.2.1 قضیه

. [23] دارد Mوجود روي g متر با سازگار

بنابراین باشد، التصاقی چنین ∇ کنید فرض است. فرد به منحصر وجود صورت در التصاقی چنین دهیم می نشان ابتدا اثبات.

داریم:

∇X < Y,Z > = X < Y,Z >=< ∇XY, Z > + < Y,∇XZ > (1.1)

Y < Z,X > = < ∇YZ,X > + < Z,∇YX > (2.1)

Z < X, Y > = < ∇ZX,Y > + < X,∇ZY > (3.1)

داریم: T = ٠ شرط از استفاده با اکنون

∇XZ −∇ZX − [X,Z] = ٠

12Torsion tensor
13Torsion freeness
14Compatibility
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پس:

∇XZ = ∇ZX + [X,Z] (4.1)

∇YZ = ∇ZY + [Y, Z] (5.1)

∇XY = ∇YX + [X, Y ] (6.1)

داریم: (3.1) و (2.1) و (1.1) در (6.1) و (5.1) و (4.1) روابط جایگذاري با

X < Y,Z > = < ∇XY, Z > + < Y,∇ZX > + < Y, [X,Z] > (7.1)

Y < Z,X > = < ∇YZ,X > + < Z,∇XY > + < Z, [Y,X] > (8.1)

Z < X, Y > = < ∇ZX, Y > + < X,∇YZ > + < X, [Z, Y ] > (9.1)

داریم: آنها جمع حاصل از (9.1) رابطه کردن کم و (8.1) و (7.1) رابطه دو کردن جمع با اکنون

X < Y,Z > +Y < Z,X > −Z < X, Y > = ٢ < ∇XY, Z > + < Y, [X,Z] >

+ < Z, [Y,X] > − < X, [Z, Y ] >

پس:

< ∇XY, Z > =
١
٢
(X < Y,Z > +Y < Z,X > −Z < X, Y >

− < Y, [X,Z] > − < Z, [Y,X] > + < X, [Z, Y ] >) (10.1)

عبارت به کند، صدق (10.1) رابطه در باید دو هر بنابراین باشند قضیه شرایط با خطی التصاق ٢∇دو ١∇و کنیم می فرض حال

باشیم: داشته باید دیگر

< ∇١
XY −∇٢

XY, Z >= ٠ , ∀X,Y, Z ∈ T (M)
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داریم: ریمانی) شبه ) ریمانی متر بودن ناتباهیده شرط به توجه با است برقرار Z هر براي بالا رابطه که آنجا از پس

∇١
XY = ∇٢

XY , ∀X, Y ∈ T (M)

را (10.1) رابطه اکنون کنیم، می استفاده موضعی مختصات از التصاقی چنین وجود بررسی براي اکنون ∇١ = ∇٢ یعنی

آوریم: می بدست Z = ∂l و Y = ∂j Xو = ∂i براي

< ∇∂i∂j, ∂l > =
١
٢
(∂i < ∂j, ∂l > +∂j < ∂l, ∂i > −∂l < ∂i, ∂j > − < ∂l, [∂i, ∂j] >

− < ∂j, [∂i, ∂l] > + < ∂j, [∂l, ∂i] > + < ∂i, [∂l, ∂j] >

=⇒ Γk
ij < ∂k, ∂l >=

١
٢
(∂igjl + ∂jgli − ∂lgij)

Γk
ijgkl =

١
٢
(∂igjl + ∂jgli − ∂lgij) (11.1)

داریم: [glk] یعنی [gkl] معکوس ماتریس در فوق تساوي طرفین ضرب با

Γk
ij =

١
٢
glk(∂igjl + ∂jgli − ∂lgij) (12.1)

کند. تعریف خطی التصاق یک تواند می چارت هر روي Γk
ij ضرایب

که: بینیم می (12.1) فرمول به توجه با همچنین

Γk
ij = Γk

ji

.∇g = ٠ دهیم نشان کافیست اکنون .T = ٠ که دید توان می آن از استفاده با که

gij;k = ∂kgij − Γl
kiglj − Γl

kjgil
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داریم: (11.1) فرمول از استفاده با

Γl
kiglj − Γl

kjgil =
١
٢
(∂kgij + ∂igkj − ∂jgki) +

١
٢
(∂kgji + ∂jgki − ∂igkj)

= ∂kgij

. gij;k = ٠ دهد می نشان که

نامیم. می g ریمانی متر از 15 ویتا چوي لویی- التصاق را قبل قضیه در شده بیان التصاق .22.2.1 تعریف

است ν : I −→ TM مانند هموار نگاشتی γ : I −→ M خم امتداد در برداري میدان یک از منظور .23.2.1 تعریف

طوریکه

ν(t) ∈ Tγ(t) , ∀t ∈ I

است. γ خم امتداد در برداري هاي میدان همه فضاي بیانگر T (γ) حالت این در

توسط فرد به منحصر عملگر یک γ : I −→M خم هر براي Mباشد، روي خطی التصاق ∇یک کنید فرض .24.2.1 تعریف

شود: می تعریف زیر بصورت ∇

Dt : T (γ) −→ T (γ)

است: زیر خواص داراي که

است: خطی R به نسبت (1)

Dt(aV + bW ) = aDtV + bDtW , ∀a, b ∈ R

میکند: صدق زیر ضربی قاعده در (2)

15Levi-Civita connection
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Dt(fV ) = ḟV + fDtV , ∀f ∈ C∞(M)

آنگاه: باشد Ṽ به گسترش قابل V اگر

DtV (t) = ∇γ(t)Ṽ

. [23] شود می نامیده γ امتداد در V کواریانت مشتق DtV ، V ∈ T (γ) هر براي

میدان صورت این در Mباشد. در خم یک C Mو روي خطی التصاق یک ∇ منیفلد، Mیک کنیم فرض .25.2.1 تعریف

شود. می نامیده C شتاب DtĊ ، C امتداد در برداري

باشد). صفر برابر آن (شتاب ∇ĊĊ = DtĊ = ٠ هرگاه نامند ژئودزیک یک را C خم

دیگر عبارت به باشد. موازي خودش امتداد در آن سرعت بردار هرگاه گوئیم ژئودزیک (M, g) منیفلد روي را C(t) منحنی

.∇ć(t)ć(t) = ٠ یا Dc
dt

= ٠

داریم: X = Xk∂k دلخواه برداري میدان از C منحنی طول در همگرد گیري مشتق فرمول به توجه با

DX

dt
=
dXk

dt
+ Γk

ij

dCi

dt
Xj∂k

قوس طول پارامتر به توجه با ها ژئودزیک معادله صورت این در باشد، C = (Ci(s)) منحنی قوس طول پارامتر s کنیم فرض

از: است عبارت

d٢Ck

ds٢
+ Γk

ij

dCi

ds

dCj

ds
= ٠

تانسور باشد. X,Y, Z ∈ T (M) Mو روي هموار برداري هاي میدان همه مجموعه T (M) کنید فرض .26.2.1 تعریف

است: زیر صورت به Mنگاشتی ریمانی منیفلد روي R انحناي

R : T (M)× T (M)× T (M) −→ T (M)

R(X,Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ −∇[X,Y ]Z
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است: زیر صورت به موضعی چارت در انحنا تانسور هاي مولفه

Rl
ijk

∂

∂xl
:= R(

∂

∂xi
,
∂

∂xj
)
∂

∂xk

داریم: X,Y, Z, T ∈ TmM هر براي .27.2.1 گزاره

R(X, Y, Z, T ) = −R(Y,X,Z, T ) = −R(X,Y, T, Z) (الف)

R(X, Y, Z, T ) +R(Y, Z,X, T ) +R(Z,X, Y, T ) = ٠ (ب)

R(X, Y, Z, T ) = R(Z, T,X, Y ) (ج)

مرتب پایه ، x ∈ M نقطه در u خطی کنج از منظور باشد، بعدي - n منیفلد یک M کنید فرض .28.2.1 تعریف

نمایش L(M) با ، M نقاط همه در u خطی هاي کنج همه مجموعه است. TxM مماس فضاي از X١, X٢, ..., Xn

. [16] شود می داده

ساختار -Gیک از منظور GL(n,R)باشد. از لی گروه زیر Gیک و n بعد با هموار Mمنیفلدي کنید فرض .29.2.1 تعریف

. [16] است G ⊂ GL(n,R) گروهی ساختار با L(M) کلاف از اصلی کلاف زیر ،M روي

است. G از بسته گروه زیر یک H و لی گروه یک G وقتی باشد، همگن فضاي یک M =
G

H
کنید فرض .30.2.1 تعریف

h ∈ H نقطه هر به که است T٠M از خطی هاي انتقال از گروهی Hبه از همومورفیسم خطی، هاي ایزوتروپی نمایش از منظور

دهد. می اختصاص را ٠ در h مشتق ،

شود. می داده نمایش H̃ بوسیله و شده نامیده صفر در خطی ایزوتروپی گروه خطی، ایزوتروپی نمایش Hتحت تصویر

P و باشد Hموجود از 16 خطی ایزوتروپی نمایش Hو همبند لی گروه با G
H

صورت به همگن Mفضاي کنید فرض حال

این تحت کند. می عمل اتومورفیسم گروه یک بصورت P روي G یعنی ناورداست، G تحت که Mباشد بر ساختار - K یک

گیریم. می نظر در ثابت را ٠ در u٠ ∈ P خطی کنج مفروضات،

16Linear isotropy representation
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Hمی از خطی هاي ایزوتروپی نمایش آنگاه بگیریم، یکی u٠ : Rn −→ T٠M خطی ایزومورفیسم تحت Rn با را T٠M اگر

صورت: به شده تعریف λ : H −→ K همومورفیسم با تواند

λ(h) = u−١٠ ◦ h∗ ◦ u٠

. [17] شود گرفته یکی است، ٠ در h مشتق دهنده نشان h∗ : T٠M −→ T٠M آن در که

التصاق مجموعه بین یک به یک تناظر یک آنگاه Mباشد، =
G

H
بر ناوردا G ساختار −K یک P کنید فرض .31.2.1 قضیه

که: است موجود چنان Λ : g −→ k خطی هاي نگاشت مجموعه و P بر ناوردا −G هاي

Λ(X) = λ(X) , ∀X ∈ h

Λ(ad(h)X) = ad(λ(h))(Λ(X)) , ∀h ∈ H,X ∈ g

و است h −→ k لی جبرهاي همومورفیسم نمایانگر بلکه است K به H از خطی هاي ایزوتروپی نمایش تنها نه λ که

. [17] است k Kدر از الحاقی نمایش ad(λ(h)) و g در H از الحاقی نمایش ad(h)

Mو بر شده تعریف (r, s) نوع از تانسوري هاي میدان مجموعه Tr
s(M) کنید فرض .32.2.1 تعریف

T(M) =
∑∞

r,s=٠ T
r
s(M)

. [16] است R حقیقی اعداد میدان روي جبر یک T(M) که

است: زیر بصورت X برداري میدان به Mنسبت Kروي تانسوري میدان یک از LXK
17 لی مشتق .33.2.1 تعریف

(LXK)x = lim
١
t
[Kx − ( ˜φtK)x]

است: T(M) جبر از اتومورفیسمی φ̃t Mو هاي انتقال از 1-پارامتري گروه φt ، t هر براي آن در که

17Covariant defferentiation
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LX : T(M) −→ T(M)

K 7−→ LXK

. [16]

آنگاه Mباشد، روي برداري میدان یک X و Mباشد از خطی التصاق یک به نسبت کواریانت مشتق ∇ اگر .34.2.1 تعریف

صورت: به شده تعریف ،M بر (١,١) نوع از AX تانسور

AX = LX −∇X

داد: نمایش زیر صورت به توان می را

AXY = −∇XY − T (X, Y ) , ∀Y ∈M

. [17] است تاب تانسور T آن در که

کند می صدق (2) و (1) شرایط در که X̃ : g −→ t خطی هاي نگاشت بین یک به یک تناظر قبل، قضیه در .35.2.1 گزاره

شود: داده زیر صورت به تواند می P در K-ناوردا هاي التصاق مجموعه و

u٠ ◦ (Λ(X)) ◦ u−١٠ = −(AX)٠ , ∀X ∈ g

. [17]

m فضاي زیر اگر نامیم 18 تحویلی را G
H

فضاي باشد. G بسته گروه زیر Hیک و لی گروه یک G کنیم فرض .36.2.1 تعریف

که: باشد موجود چنان g لی جبر از

g = h+m

. [5] [h,m] ⊂ m معادل: طور به یا ad (h)m ⊂ m , h ∈ H براي و h = LieH : وقتی
18Reductive
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g = h+m تجزیه با Mباشد. =
G

H
تحویلی همگن فضاي یک بر Gناوردا K−ساختار یک P کنید فرض .37.2.1 قضیه

خطی هاي نگاشت مجموعه و P بر ناوردا G هاي التصاق مجموعه بین یک به یک تناظر یک آنگاه .

Λm : m −→ k

: که است موجود چنان

Λm(ad(h)X) = ad(λ(h))(Λm(X)) , ∀h ∈ H,X ∈ m

داریم: 30.2.1 قضیه طبق است. H −→ K خطی هاي ایزوتروپی نمایش λ که وقتی

Λ(X) =

{
λ(X) ∀X ∈ h

Λm(X) ∀X ∈ m

. [17]

شود: می بیان نیز زیر صورت به اغلب تواند می 34.2.1 قضیه در موجود تناظر .38.2.1 گزاره

u٠ ◦ (Λm(X)) ◦ u−١٠ = −(AX)٠ , ∀X ∈ m

صورت به تواند می صفر حول Λm با متناظر ناورداي التصاق Rاز انحناي تانسور و T تاب تانسور قضیه15.2.1 در .39.2.1 قضیه

شود: بیان زیر

T (X, Y )٠ = Λm(X)Y − Λm(Y )X − [X, Y ]m ∀X, Y ∈ m

R(X, Y )٠ = [Λm(X),Λm(Y )]− Λm([X,Y ]m)− λ([X,Y ]h) ∀X, Y ∈ m

. [17]

باشد، تحویلی G
H

اگر بنابراین کند. می صدق قضیه شرایط در Λm آنگاه ،X ∈ m همه براي باشد، Λm = ٠ اگر بوضوح

به (نسبت کانونی التصاق را Λm = ٠ بوسیله شده تعریف ، P در ناوردا K التصاق این پذیرد. می ناوردا K التصاق یک P

گوئیم. می ( g = h+m تجزیه
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g = h+mصورت به اي تجزیه Mبا =
G

H
تحویلی همگن فضاي بر K−ساختارGناوردا یک P فرضکنید .40.2.1 قضیه

را G
H

در xt = ft(٠) Gو در ft = exp tX مجموعه ،X ∈ m هر براي و بگیرید نظر در را P روي کانونی التصاق باشد.

X ∈ m بعضی براي ft(٠) صورت به صفر از شروع با ژئودزیک هر عکس، بر و است ژئودزیک یک xt انحناي بگیرید. نظر در

. [17] است

بعضی براي ft = exp tX آن در که است ft(٠) فرم به صفر از شروع با ژئودزیک هر کانونی، التصاق هر براي .41.2.1 گزاره

. [17] باشد می X ∈ m

داراي که پذیرد می فرد به منحصر آزاد تاب G−ناورداي خطی التصاق Mیک =
G

H
تحویلی همگن فضاي هر .42.2.1 قضیه

شود: می تعریف زیر صورت به و است کانونی التصاق

Λm(X)Y =
١
٢
[X, Y ]m , ∀X, Y ∈ m

کنید. مراجعه [17] مرجع به اثبات.

ad(H) تجزیه اگر گوئیم می تحویلی طبیعی طور به را g G−ناورداي ریمانی متر Mبا =
G

H
همگن فضاي .43.2.1 تعریف

بپذیرد: را زیر شرط با g = h+m ناورداي

B(X, [Z, Y ]m) +B([Z,X]m, Y ) = ٠ , ∀X, Y, Z ∈ m

و g = h + m ناورداي ad(H) تجزیه با تحویلی طبیعی طور به همگن فضاي Mیک =
G

H
کنید فرض .44.2.1 قضیه

: آنگاه باشد. g با متناظر m روي دوخطی فرم B کنید فرض باشد. g ناورداي −G نامتناهی ریمانی متر یک به مجهز

g(R(X,Y )Y,X)٠ =
١
۴B([X, Y ]m, [X,Y ]m)−B([[X,Y ]h, Y ], X) , ∀X, Y ∈ m

کنید. مراجعه [17] مرجع به اثبات.
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متقارن ریمانی ساختارهاي 3.1

باشد. همانی آن خود نه و (σ ◦ σ) آن مربع هرگاه شود می نامیده 19 تضامنی σ نگاشت یک .1.3.1 تعریف

اتومورفیسم و G از H بسته زیرگروه ، G همبند لی گروه شامل ، (G,H, σ) تایی سه متقارن فضاي یک .2.3.1 تعریف

همه Gشامل از اي بسته گروه Gσزیر آن در که گیرد، می Gσقرار همانی عناصر Gσو Hبین چنانکه Gاست از σ تضامنی

است. σ تحت چپ ناورداي عناصر

Gσ = {g ∈ G|σ(g) = g}

Ge
σ ⊂ H ⊂ Gσ

[6]

(M, g) از σp ایزومتري ، p ∈M هر براي هرگاه شود می نامیده متقارن فضاي (M, g) ریمانی منیفلد یک .3.3.1 تعریف

که: باشد موجود چنان

σp(p) = p (١)

dσp = −idTpM (٢)

است. p ∈M در تضامنی ایزومتري ایزومتري این که

تضامنی اتومورفیسم یک و g از h جبر زیر یک ، g لی جبر یک شامل (g, h, σ) تایی سه متقارن، لی جبر یک .4.3.1 تعریف

هستند. چپ ناورداي σ تحت که است g از عناصري همه شامل h چنانچه است، g از σ

σ : g −→ g

مقدار با جبر زیر را m و باشد می h براي ویژه مقدار 1 پس است ثابت σ تحت h چون . σ = ±١ نتیجه در σ٢ = Id داریم

داریم: g براي زیر صورت به اي تجزیه پس گیریم. می نظر در -1 ویژه
19Involutive
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g = h+m

. [17] شود می نامیده (g, h, σ) از کانونی تجزیه که

آنگاه: باشد (g, h, σ) متقارن لی جبر از کانونی تجزیه یک g = h+m اگر .5.3.1 قضیه

[h, h] ⊂ h , [h,m] ⊂ m , [m,m] ⊂ h

داریم: اثبات.

σ[X, Y ] = [σ(X), σ(Y )] = [X,Y ] , ∀X,Y ∈ h

=⇒ [h, h] ⊂ h

σ[X, Y ] = [σ(X), σ(Y )] = [X,−Y ] = −[X,Y ] , ∀X ∈ h, Y ∈ m

=⇒ [h,m] ⊂ m

σ[X, Y ] = [σ(X), σ(Y )] = [−X,−Y ] = [X,Y ] , ∀X,Y ∈ m

=⇒ [m,m] ⊂ h

تجزیه g = h + m اگر باشد، متقارن لی جبر یک (g, h, σ) و متقارن فضاي یک (G,H, σ) کنید فرض .6.3.1 قضیه

آنگاه: ، (g, h, σ) از کانونی

ad(H)m ⊂ m

داریم: اثبات.

σ(ad h٠X) = ad(σ(h)٠σ(X)) = ad(h)٠(−X) = −ad h٠X , ∀X ∈ m, h ∈ H

=⇒ ad(H)m ⊂ m



متقارن ریمانی ساختارهاي .3.123

. [15] باشد صفر آن انحناي تانسور هرگاه شود می نامیده تخت ریمانی منیفلد یک .7.3.1 تعریف

. [15] Mاست تخت منیفلد زیر بزرگترین بعد ،M رتبه باشد. ریمانی متقارن کاملا فضاي Mیک کنید فرض .8.3.1 تعریف

عبارتی: به باشد، G×G قطر △G و همبند لی گروه یک G کنید فرض .9.3.1 مثال

△G = {(g, g) ∈ G|g ∈ G}

کنیم: می تعریف آنگاه

σ : G×G −→ G×G

σ(g, g′) = (g′, g)

است: دیفئومورفیسم G با G×G

△G
قسمتی خارج فضاي است. متقارن فضاي یک (G×G,△G, σ) پس

G×G

△G
−→ G

(g١, g٢)△G 7−→ g١g
−١
٢

α×α : G′ ×G′ −→ همومورفیسم بگیرید. نظر در را α : G′ −→ G همومورفیسم با G′ Gو همبند لی گروه دو حال

شد. خواهد α× α : (G′ ×G′,△G′, σ′) −→ (G×G,△G, σ) همومورفیسم یک به منجر G×G

طور به بود. خواهد (G×G,△G, σ) از متقارن فضاي زیر (G′ ×G′,△G′, σ′) باشد، G از گروه زیر یک G′ اگر حال

. [17] کند می ایجاب را (g× g,△g, σ) متقارن لی جبر یک g لی جبر هر مشابه



2 فصل

فینسلري هندسه مقدمات و پژوهش پیشینه

مقدمه 1.2

ریاضی از بسیاري توجه مورد و داشته کاربردي مسائل در زیادي استفاده که است ریمانی متر تعمیم ترین طبیعی فینسلري متر

است. گرفته قرار محض و کاربردي دانان

داخلی ضرب این کنیم. می استفاده < X,X >
١
٢ داخلی ضرب از اقلیدسی فضاي در X مانند برداري طول محاسبه براي

به است. کرونکر دلتاي δij آن در که < X, Y >= δijX
iY j میکند تعریف Rn فضاي در ریمانی متر به موسوم متر یک

محاسبه TpM مماس فضاي روي داخلی ضرب یک ارائه با X مماس بردار یک طول (M, g) ریمانی منیفلد در صورت همین

توسط را g ریمانی متر از برخاسته داخلی ضرب این گردد. می

g(X,Y ) = gijX
iY j

یعنی دارند x ∈M نقطه به بستگی که Mهستند، روي حقیقی توابع ها gij(X) آن در که دهیم می نمایش

gij :M −→ R

نیز y ∈ TxM آن جهت به x ∈ M نقطه بر علاوه بردار یک طول آن در که کنیم تعریف داخلی ضرب یک خواهیم می حال

با و نامیم می فینسلري متر را داخلی ضرب این از برخاسته متر دارد. بستگی

g(X,Y ) = gijX
iY j

24
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یعنی آن جهت به x ∈ M نقطه بر علاوه که هستند، TM روي حقیقی توابع ها gij(x, y) آن در که دهیم می نمایش

بر مماس کلاف باشد x ∈M نقطه در مماس فضاي TxM و C∞ منیفلد Mیک کنیم فرض دارد. بستگی نیز y ∈ TpM

با Mرا

TM := ∪x∈MTxM

: از عبارتند طبیعی تصویر نگاشت دهیم. می نمایش

π : TM −→M

نامیده x ∈ M نقطه در کتانژانت فضاي و شده داده نمایش T ∗
xM توسط TxM دوگان فضاي . π(x, y) = x آن در که

کلاف شود. می

T ∗M := ∪x∈MT
∗
xM

دارد. نام کتانژانت کلاف

است: زیر خواص با F : V −→ [٠,∞) نامنفی تابع V برداري فضاي بر 1 مینکوفسکی نرم یک .1.1.2 تعریف

است. C∞ ، V \ {٠} روي F (١)

.F (λy) = λF (y) ، y ∈ V و λ > ٠ هر براي (٢)

صورت: به شده تعریف gy متقارن دوخطی فرم y ∈ V \ {٠} هر براي (٣)

gy (u, v) :=
١
٢

∂٢

∂s∂t
[F ٢ (y + su+ tv)] |s=t=٠, ∀u, v ∈ V

باشد. معین مثبت

بردار هر وبراي بوده - صفر مخالف دترمینان با ناتبهگون-یعنی (gij) ماتریس که است معنی این به بودن معین مثبت اینجا در

1Minkowski norm
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.gij(x, y)yiyj > ٠ باشیم داشته y ̸= ٠

: که داد نشان توان می F مینکوفسکی نرم یک براي

F (U) > ٠, ∀U ̸= ٠

داریم: زیر صورت به را مثلثی مساوي نا این، بر علاوه

F (U١ + U٢) ≤ F (U١) + F (U٢)

.α ≥ ٠ بعضی براي U٢ = αU١ یا و U١ = αU٢ که است برقرار حالتی در تساوي اینجا در

شود: می نتیجه زیر صورت به اساسی مساوي نا مثلثی، نامساوي از و

F (w) ≥ wiFyi(y) ∀y ̸= ٠

. [3] w = αy که باشد موجود چنان α ≥ ٠ اگر فقط و اگر است برقرار تساوي و

زیر: خواص با F : TM −→ [٠,∞) پیوسته تابع یک از Mعبارتند منیفلد روي فینسلري متر یک .2.1.2 تعریف

است. (C∞) هموار TM٠ := TM \ {٠} روي F (١)

باشد. TxM روي مینکوفسکی نرم یک F |TxM ،x ∈M هر براي (٢)

نامند. می فینسلري منیفلد را (M, g) دوتایی

فینسلري متر از هایی مثال

گیریم می نظر در aij ریمانی متر با همراه را Rn است. ریمانی متر یک فینسلري متر یک از مثال ترین ساده .3.1.2 مثال

توسط آن اساسی تابع که گرفت نظر در فینسلري منیفلد یک عنوان به توان می را (Rn, aij) ریمانی منیفلد صورت این در

شود. می تعریف F (x, y) =
√
aijyiyj
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Mباشد. روي فرمی یک میدان یک w = wi(x)dy
i و بوده ریمانی منیفلد یک (M,aij(x)) کنیم می فرض .4.1.2 مثال

تابع شرایط در F = α+ β داد نشان توان می آنگاه . β = wi(x)y
i و α(x, y) =

√
aijyiyj کنیم می فرض همچنین

می راندرزي منیفلد یا راندرزي فضاي یک را (M,F ) منیفلد و 2 راندرزي را F صورت این در کند. می صدق فینسلري اساسی

دارد. نسبیت نظریه در هندسی هاي مدل ارائه در زیادي کاربرد راندرزي فضاي نامیم.

TM٠ := TM \{٠} از فضایی زیر Mباشد. منیفلد روي 1-فرم یک β و ریمانی متر یک معرف α کنیم فرض .5.1.2 مثال

اساسی تابع شرایط در F (x, y) =
α٢

β
که داد نشان توان می باشد. صفر مخالف β 1-فرم آن در که گیریم می نظر در را

نامند. می کروپینا فضاي را (M,
α٢

β
) فضاي و گفته 3 کروپینا نوع از را آن صورت این در کند. می صدق فینسلري

می نظر در را TM٠ از فضایی زیر Mباشد. منیفلد روي 1-فرم یک β و ریمانی متر یک معرف α کنیم فرض .6.1.2 مثال

فینسلري اساسی تابع شرایط در F (x, y) که داد نشان میتوان شود. تعریف F (x, y) = α٢

aα− bβ
تابع آن در که گیریم

گوئیم. می ماتسوموتو فضاي را (M,
α٢

aα− bβ
) فضاي و گفته 4 ماتسوموتو نوع از را F (x, y) صورت این در کند. می صدق

y ∈ V \ {٠} بردار یک براي باشد. V برداري فضاي یک روي مینکوفسکی نرم یک F = F (y) کنید فرض .7.1.2 تعریف

کنید: فرض

Cy(u, v, w) :=
١
۴

∂٣

∂s∂t∂r
F ٢(y + su+ tv + rw)|s=t=r=٠

خانواده است. V روي متقارن خطی سه فرم یک Cy هر و u, v, w ∈ V وقتی

C := {Cy|y ∈ V \ {٠}}

2Randers metric
3Kropina metric
4Matsumoto
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نامیم. می 5 کارتان تانسور را

ترتیب: همین به و

gy(u, v) :=
١
٢
∂٢

∂s∂t
F ٢(y + su+ tv)|s=t

خانواده: و است خطی دو فرم

g := {gy|y ∈ V \ {٠}}

کنید فرض باشد، V براي اي پایه {bi} اگر گوییم. می اساسی تانسور را

gij := gy(bi, bj) , Cijk := Cy(bi, bj, bk)

آنگاه:

gij =
١
٢
[F ٢]yiyj

Cijk =
١
۴
[F ٢]yiyjyk =

١
٢
∂

∂yk
(gij)

. [3] هستند صفر درجه از همگن توابع این ي همه و باشد می متقارن i, j, k اندیس سه هر به نسبت Cijk آن در که

می طوري فرد به منحصر خطی التصاق یک π∗TM کلاف باشد. فینسلري منیفلد یک (M,F ) کنید فرض .8.1.2 تعریف

: کند صدق زیر شرایط در که پذیرد

آزادي: تاب •

d(dxi)− dxj ∧ ωi
j = −dxj ∧ ωi

j = ٠

سازگاري: g تقریبا •

dgij − gkjω
k
i − gikω

k
j = ٢Aijs

∂ys

F

5Cartan tensor
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شود. می نامیده 6 چرن التصاق التصاق، این که

داشت: خواهیم نتیجه در

Γl
jk = γljk − gli(Aijs

N s
k

F
− Ajks

N s
i

F
+ Akis

N s
j

F
)

=
gis

٢
(
δgsj
δxk

− δgjk
δxs

+
δgks
δxj

)

و π∗TM روي ریمانی متر g اینجا در کند. می مشخص را چرن التصاق چارت هر روي ضرایب این که

γljk := gis
١
٢
(
∂gsj
∂xk

− ∂gjk
∂xs

+
∂gks
∂xj

)

همچنین: است. دوم نوع کریستوفل نماد

N i
j := γijky

k − C i
jkγ

k
rsy

rys

δ

δxj
:=

∂

∂xj
−N i

j

∂

∂yj

δyi := dyi +N i
jdx

j

[3]

خم بیانگر C اگر .(Xv(e) = v) باشد v با متناظر چپ ناورداي برداري میدان Xv و v ∈ TeG کنیم فرض .9.1.2 تعریف

: تابع آنگاه e نقطه از آغازي Xv برداري میدان ماکسیمال انتگرال

exp : TeG −→ G

v 7−→ C(١)

. [23] نامیم می G لی گروه براي نمایی نگاشت را

−٢ صفحه یک و y ناصفر جا هیج بردار شامل (π, y) پرچم و فینسلري منیفلد یک (M,F ) کنید فرض .10.1.2 تعریف

شود. می تعریف زیر صورت به (π, y) پرچمی انحناي باشد. شده تولید y, u بردار دو توسط که باشد π ⊂ TxM بعدي
6Chern connection
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K(π, y) =
gy(Ry(u), u)

gy(y, y)gy(u, u)− [gy(y, u)]٢
.

پرچمی. انحناي :1.2 شکل

انحناي تانسور ،∇V التصاق با (M,F ) فینسلري منیفلد روي V صفر مخالف برداري میدان گرفتن نظر در با .11.1.2 تعریف

شود: می تعریف زیر صورت به RV

RV (X, Y )Z = ∇V
X∇V

YZ −∇V
Y∇V

XZ −∇V
[X,Y ]Z

[21]

همگن فینسلري فضاهاي 2.2

چپ هاي همدسته باشد، G از بسته گروه زیر H و لی گروه یک G کنیم فرض همگن) فضاهاي ساخت (قضیه .1.2.2 قضیه

هموار سابمرشن یک π : G −→ G

H
قسمتی خارج نگاشت طوریکه به دارند، فرد به منحصر هموار منیفلدي ساختار یک G

H

صورت: به G
H

روي G چپ عمل تعریف با است.

G× G

H
−→ G

H

g١(g٢H) 7−→ (g١g٢)H

شود. می تبدیل همگن فضاي یک به G
H

(∀g١, g٢ ∈ G)



همگن فینسلري فضاهاي .2.231

ناورداي G
H

همگن فضاي روي را F فینسلري متر Gباشد. از بسته فضاي Hزیر و لی گروه Gیک کنید فرض .2.2.2 تعریف

هرگاه: گوئیم چپ

F (XeH) = F (lg∗X (eH)) , ∀g ∈ G

تعریف دو آنگاه است، یک درجه از مثبت همگن F آن در که باشد فینسلري فضاي یک (M,F ) کنید فرض .3.2.2 تعریف

دارد. وجود (M,F ) هاي ایزومتري براي

اگر: نامیم می ایزومتري را خودش Mبه از σ دیفئومورفیسم یک اینکه اول

F (dσx(y)) = F (y) ∀x ∈M, y ∈ TxM

فاصله که بگیریم نظر در خودش Mبه از یک به یک نگاشت یک صورت به توانیم می را (M,F ) از ایزومتري یک اینکه، دوم و

[12] در فینسلري حالت در آنها بودن معادل و معادلند باهم تعریف دو هر ریمانی حالت در کند. می حفظ را نقاط از جفت هر

است. شده بررسی

. [22] دهیم می نشان I(M,F ) با را (M,F ) فینسلري فضاي هاي ایزومتري گروه

M روي (M,F ) هاي ایزومتري گروه اگر شود، می نامیده همگن فینسلري فضاي (M,F ) فینسلري فضاي .4.2.2 تعریف

. [22] کند عمل متعددي طور به

باهم ، (TxM,Fx) مینکوفسکی مماس فضاهاي آنگاه باشد، همگن فینسلري فضاي یک (M,F ) کنید فرض .5.2.2 قضیه

. [22] باشند می خطی ایزومتري

است. تحویلی همگن فضاي یک ،M =
G

H
همگن فینسلري متر هر .6.2.2 گزاره

معادلند: باهم زیر موارد آنگاه باشد، چپ ناورداي فینسلري متر یک با همبند لی گروه یک G کنید فرض .7.2.2 قضیه

ناورداست. دوسو نتیجه در و راست ناورداي F (1)
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ناورداست. Ad(G) ، F (2)

y ∈ g \ {٠} و x, u, v ∈ g هر براي (3)

gy([x, u], v) + gy(u, [x, v]) + ٢Cy([x, y], u, v) = ٠

. [19] است y در F کارتان تانسور Cy که

زیر همان ، G همانی عنصر حول هاي ژئودزیک آنگاه باشد، ناوردا دوسو فینسلري متر یک با لی گروه یک G اگر .8.2.2 گزاره

. [19] هستند پارامتري یک هاي گروه

متقارن فینسلري فضاهاي 3.2

ژئودزیک (تقارن sp ، p ∈M هر براي اگر شود می نامیده متقارن موضعی طور به (M,F ) فینسلري فضاي یک تعریف1.3.2.

. [10] باشد فینسلري متر از موضعی ایزومتري یک [15]( 7

یک x ∈M هر براي اگر نامیم می متقارن سراسري طور به فینسلري فضاي را (M,F ) فینسلري فضاي یک .2.3.2 تعریف

باشد. σx تحت ثابتی ي نقطه x چنانچه باشد داشته وجود ( σx ̸= ١ اما σ٢x = ١ (که σx تضامنی ایزومتري

نامیده متقارن G
H

هاي همدسته فضاي آنگاه باشد، G از بسته گروه زیر یک H و لی گروه یک G کنید فرض .3.3.2 تعریف

که: باشد موجود چنان G از σ تضامنی اتومورفیسم یک اگر شود می

Ge
σ ⊂ H ⊂ Gσ

. [10] است Gσ همانی عنصر Ge
σ و است σ تحت G ثابت نقاط شامل G از گروهی زیر Gσ که وقتی

اگر: شود می گفته 8 پذیر برگشت ، F مینکوفسکی نرم باشد. مینکوفسکی فضاي یک (V, F ) کنید فرض .4.3.2 تعریف
7Geodesic symmetry
8Reversible
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F (−y) = F (y), ∀y ∈ V

[4]

صورت (در G
H

بر F ناورداي G فینسلري متر هر آنگاه باشد، متقارن هاي همدسته فضاي یک G
H

کنید فرض .5.3.2 قضیه

. [14] باشد متقارن سراسري طور به فینسلري فضاي یک (G
H
,F ) که شود می باعث وجود)،

از σ٠ نگاشت باشد. G
H

از اي ناحیه ٠ = eH کنید فرض کنیم. می تعریف خودش به G
H

از هایی دیفئومورفیسم ابتدا اثبات.

کنیم: می تعریف زیر صورت به را خودش به G
H

σ٠(aK) = σ(a)K, a ∈ G

از طبیعی تصویر نگاشت π آن در که x = π(a) که کنیم می انتخاب چنان را دلخواه a ∈ G ، x ∈ G

H
هر براي آنگاه

کنیم: می تعریف زیر صورت به نیز را خودش به G
H

از σx نگاشت حال است. G
H

به G

σx = τa ◦ σ٠ ◦ τ−١a

بصورت τa جائیکه

τa : gk −→ agk , ∀g ∈ G

اتومورفیسم همچنین و است a انتخاب از مستقل σx که دید توان می متقارن، هاي همدسته فضاي تعریف طبق شود. می تعریف

است. ایزومتري دهیم می نشان حال است. آن تحت ثابت نقطه تنها x که است G
H

از تضامنی

کنیم. اثبات σ٠ درباره فقط است کافی بنابراین ناورداست، F تحت ، a ∈ G هر ازاي به τa ناورداست، - G ، F چون

مجموعه با h تعریف، طبق کند. می معرفی g از تضامنی اتومورفیسم یک σ باشند، H و G از لی جبرهاي h و g کنید فرض

داریم: پس باشد، -1 ویژه مقدار داراي σ تحت که باشد g از فضایی زیر m کنید فرض حال است، یکی σ تحت ثابت نقاط

g = h+m
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تنها پس است، متناظر H-ناورداست mکه بر مینکوفسکی نرم با F پس بگیریم. mیکی با را T٠(
G

H
) توانیم می ما نتیجه در

کنیم: بررسی است کافی

F (σ(y)) = F (y) , ∀y ∈ m

عبارتی به یا

F (−y) = F (y) , ∀y ∈ m

است. برقرار F بودن پذیر برگشت طبق نیز این که

از تضامنی ایزومتري x ∈M هر براي باشد، متقارن سراسري طور به فینسلري فضاي یک (M,F ) کنید فرض .6.3.2 قضیه

داریم: دهیم، می نمایش sx با را x در (M,F )

(dsx)x = −I ، x ∈M هر براي (1)

. [10] کند می عمل متعددي طور Mبه روي I(M,F ) ، (M,F ) هاي ایزومتري گروه بنابراین است همگن (M,F ) (2)

(G,H) ریمانی متقارن جفت یک آنگاه باشد، متقارن سراسري طور به فینسلري فضاي یک (M,F ) کنید فرض .7.3.2 قضیه

ناورداست. G تحت F و بوده دیفئومورفیسم G
H

Mبا که است موجود چنان

استاندارد مختصاتی چارت هر در اگر شود می نامیده بروالد فضاي (M,F ) فینسلري فضاي یک .8.3.2 تعریف

(x١, ..., xn, y١, ..., yn)

. [20] نباشند وابسته y بردار به Γi
jk(x, y) چرن التصاق هاي مولفه

است. بروالد فضاي (M,F ) آنگاه باشد، متقارن سراسري طور به فینسلري فضاي یک (M,F ) کنید فرض .9.3.2 قضیه

سراسري طور به ریمانی فضاي (M, g) که است یکسان g ریمانی متر از ویتا چوي - لویی التصاق با F هاي التصاق بنابراین

. [10] است متقارن



متقارن فینسلري فضاهاي .3.235

فضاها همه همدسته این (در باشند H٢فشرده H١و با متقارن هاي همدسته فضاي دو
G٢

H٢
و G١

H١
کنید فرض .10.3.2 مثال

Mو =
G١

H١
× G٢

H٢
کنید فرض باشند. G٢

H٢
و G١

H١
روي ترتیب به ناوردا ریمانی مترهاي g٢ و g١ و است) ریمانی متقارن

براي حال (M از اي (ناحیه ٠ = (٠١,٠٢) و باشند
G٢

H٢
و G١

H١
از نواحی ترتیب به ٠٢ و ٠١

y = y١ + y٢ ∈ T٠(M) = T٠١(
G١

H١
) + T٠٢(

G٢

H٢
)

: کنیم می تعریف

F (y) =
√
g١(y١, y٢) + g٢(y١, y٢) +

s
√
g١(y١, y٢)s + g٢(y١, y٢)s

بنابراین H١ناورداست. ×H٢ تحت که T٠(M) بر مینکوفسکی نرم یک F (y) آنگاه است. 2 از بزرگتر اسکالري s آن در که

غیر بوضوح که است متقارن سراسري طور به فضاي یک 5.3.2 قضیه طبق کند. می Mتعریف بر ناوردا G فینسلري متر یک

. [10] است ریمانی

باشد، σ تضامنی ایزومتري به نسبت g از کانونی تجزیه g = h+m و متقارن لی جبر یک (g, σ) کنید فرض .11.3.2 تعریف

باشد: برقرار زیر شرایط و باشد m بر مینکوفسکی نرم یک F اگر

gy([x, u], v) + gy(u, [x, v]) + ٢Cy([x, y], u, v) = ٠ , ∀y(̸= ٠), u, v ∈ m, x ∈ h

نامیده مینکوفسکی متقارن لی جبر (g, σ, F ) آنگاه هستند، g در F از کارتان تانسور و اساسی تانسور ترتیب به Cy و gy که

. [6] شود می

با متناظر کانونی تجزیه g = h + m و یک رتبه با فشرده نوع از متعامد متقارن جبر یک (g, σ) کنید فرض .12.3.2 گزاره

خاص، حالت در است. اقلیدسی باشد، مینکوفسکی متقارن لی جبر (g, σ, F ) که m بر F مینکوفسکی نرم هر آنگاه باشد. آن

وجود G
H

بر ریمانی غیر فینسلري متر هیچ آنگاه باشد، یک رتبه با ریمانی متقارن سراسري طور به فضاي یک G
H

کنید فرض

. [6] باشد ناوردا −G که ندارد
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نرم متناهی نا تعداد آنگاه باشد. ٢ ≤ رتبه با فشرده نوع از متعامد متقارن لی جبر یک (g, σ) کنید فرض .13.3.2 گزاره

باشد. 9 مینکوفسکی متقارن لی جبر (g, σ, F ) چنانکه دارد وجود m بر Fاقلیدسی غیر مینکوفسکی

آنگاه باشند، متقارن سراسري طور به فینسلري فضاهاي (M٢, F٢) و (M١, F١) و (M,F ) کنید فرض .14.3.2 تعریف

Mو ≃M١ ×M٢ هرگاه شود می نامیده (M٢, F٢) و (M١, F١) حاصلضرب (M,F )

Fi = F |Mi
, ∀i = ١,٢

فینسلري فضاي دو حاصلضرب صورت به آنرا نتوان اگر شود می نامیده ناپذیر تحویل فینسلري، متقارن سراسري طور به فضاي یک

. [6] نوشت متقارن سراسري طور به

9Minkowski Lie algebra
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همگن منیفلدهاي روي ناوردا فینسلري مترهاي

مقدمه 1.3

دیفئومورفیسم طبق باشد. g = TeG لی جبر با همبند لی گروه یک G کنید فرض

(g,X) −→ (Lg)∗X ∈ TgG

بگیریم. یکی G× g با را TGمماس فضاي توانیم می

: اگر شود می نامیده ناوردا G ، F : TG −→ R+ فینسلري تابع .1.1.3 تعریف

F (g,X) = F (e,X) , ∀g ∈ G,X ∈ g

شود. گرفته یکی g بر مینکوفسکی نرم با تواند می TG بر ناوردا G فینسلري تابع

کنیم: تعریف زیر صورت به را F̃ مینکوفسکی نرم توانیم می باشد، -ناوردا G فینسلري تابع یک F : TG −→ R+ اگر

F̃ : g −→ R+

F̃ (X) = F (e,X)

تابع به تواند می F̃ آنگاه باشیم داشته را F̃ : g −→ R+ مینکوفسکی نرم اگر برعکس Gاست. همانی عنصر نمایانگر e وقتی

یابد: توسیع زیر صورت به F ناورداي G فینسلري

37
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F : TG −→ R+

F (g,X) = F̃ (X)

.(g,X) ∈ G× g آن در که

چپ هاي انتقال توسط شده تعریف عمل L : G −→ G و همبند لی گروه یک G کنید فرض

Lg : G −→ G , ∀g ∈ G

مماس خطی هاي نگاشت توسط شده تعریف عمل TL : G× TG −→ TG و

TLg : TG −→ TG , ∀g ∈ G

باشد. چپ هاي انتقال از

هرگاه: گوئیم چپ ناورداي Xرا : TG \ {٠} −→ TTG هموار برداري میدان

TTLg ◦X ◦ TL−١
g = X , ∀g ∈ G

. [19]

ناوردا فینسلري مترهاي 2.3

باشد. می [5] مرجع از فصل این نشده داده ارجاع مطالب

تناظر یک آنگاه LieH = h و LieG = g و باشد آن از بسته گروه زیر Hیک و لی گروه یک G کنید فرض .1.2.3 قضیه

چنانکه: دارد وجود g
h
قسمتی خارج فضاي بر مینکوفسکی نرم و G

H
بر ناوردا −G فینسلري هاي متر یک به یک

F (Ad g
h
(h)(x)) = F (x) ,∀h ∈ H, x ∈ g

h

فینسلري متر با نرم این دهیم می نشان است، موجود g
h
قسمتی خارج فضاي بر مینکوفسکی نرم یک کنیم می فرض ابتدا اثبات.

در TeH
G

H
روي را FeH مینکوفسکی نرم ، g

h
≃ TeH

G

H
≃ TH

G

H
تناظر به توجه با است. متناظر G

H
روي ناورداي −G

کنیم: می تعریف دهیم. می گسترش ( G به متعلق هاي x همه )براي TxH
G

H
کل روي تابعی به را آن و گیریم می نظر
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FxH : TxH
G

H
−→ [٠,∞)

FxH(XxH) := FeH(TxH lx−١XxH)

متر کنیم می فرض حال است. FeH مینکوفسکی نرم با متناظر ناورداي −G فینسلري متر FxH بالا تعریف طبق این بنابر

است متناظر g
h
روي Ad(H)ناوردا مینکوسکی نرم با متر این دهیم می نشان باشیم، داشته را G

H
روي G−ناورداي فینسلري

چنانچه:

F (Ad g
h
(h)(x)) = F (x) , ∀h ∈ H, x ∈ g

h

گیریم: می نظر در زیر صورت به را F ناورداي G فینسلري متر

FxH : TxH
G

H
−→ [٠,∞)

FxH(XxH) := FyxH(ly∗XxH)

کافیست حال بود. خواهد g

h
≃ TeH

G

H
روي مینکوفسکی نرم یک TeH

G

H
به متر این تحدید فینسلري، متر تعریف طبق

یعنی: ناورداست، −Ad(H) مینکوفسکی نرم این دهیم نشان

F (Ad g
h
(h)(x)) = F (x) , ∀h ∈ H, x ∈ g

h

داریم: Ad تعریف طبق

Ad(h)x = (Ch(x))∗ , Ch(x) = lh ◦ rh−١(x)

نوشت: توان می پس h ∈ H و xH ∈ G

H
چون اینجا در و

Ch(xH) = h(xH)h−١ = h(xH) = lh(xH)

داریم: پس

F (Ad g
h
(h)(xH)) = F (lh∗ ◦ rh−١∗(xH) = F (lh∗(xH))
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پس: ناورداست، −G ،F فرض طبق چون و

F (Ad g
h
(h)(x)) = F (x)

است. کامل اثبات و

یک تناظر یک آنگاه باشد. g = h+m صورت: به اي تجزیه با پذیر تحویل همگن منیفلد یک G
H

کنید فرض .2.2.3 گزاره

که: است موجود چنان m بر مینکوفسکی نرم و G
H

بر ناوردا −G فینسلري مترهاي بین یک به

F (Ad(h)x) = F (x) , ∀h ∈ H, x ∈ m

شود. می نتیجه قبل قضیه از مستقیم طور به گزاره این g
h
≃ m تناظر به توجه با اثبات.

طبیعی: تصویر نگاشت گرفتن نظر در با آید، می بدست زیر صورت به تناظر این

π : G −→ G
H

g 7−→ gH

داشت: خواهیم و kerπ∗ = TeH نتیجه در π∗ : TeG −→ TeH
G

H
داریم:

TeG = TeH + TeH
G

H
−→ g = h+

g

h

فضا آن در که حالتی در مگر نیست فرد به منحصر شود می فضا یک که فضا زیر دو مستقیم جمع که دانیم می چون حال

داشت: خواهیم اینجا در پس باشد. شده تعریف داخلی ضرب

g = h+m , g = h+
g

h
−→ g

h
≃ m

g

h
قسمتی خارج فضاي بر مینکوفسکی نرم F اگر باشد. آن جبر زیر یک h و حقیقی لی جبر یک g کنید فرض .3.2.3 تعریف

چنانکه: باشد
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gy
(
adg/h (x)u, v

)
+ gy

(
u, adg/h (x) v

)
+ ٢Cy

(
adg/h (x) (y) , u, v

)
= ٠

∀y(̸= ٠), u, v ∈ g

h
, x ∈ h

طور به یا {g, h, F} آنگاه است، F کارتان تانسور Cy و y روي F بوسیله شده تعریف مثبت معین داخلی ضرب gy وقتی

میشود. نامیده 1 مینکوفسکی لی جفت {g, h} خلاصه

شود. می نامیده اقلیدسی لی جفت {g, h} آنگاه باشد، (∀y ̸= ٠, Cy = ٠) اقلیدسی نرم یک F اگر خاص حالت در

متر یک اگر . LieH = h و LieG = g و G ي بسته گروه زیر یک H ، لی گروه یک G کنید فرض .4.2.3 قضیه

لی جفت {g, h} که است موجود چنان g

h
بر F مینکوفسکی نرم یک آنگاه باشیم، داشته G

H
همگن منیفلد بر ناوردا فینسلري

مینکوفسکی لی جفت {g, h} که باشد موجود چنان g

h
بر F مینکوفسکی نرم و باشد Hهمبند اگر برعکس، باشد. مینکوفسکی

دارد. وجود G
H

بر ناوردا فینسلري متر یک آنگاه باشد،

نرم با متناظر متر این قبل قضیه تناظر طبق داریم. را G
H

روي F ناورداي −G فینسلري متر کنیم می فرض ابتدا اثبات.

چنانچه: است، g
h
قسمتی خارج فضاي بر مینکوفسکی

F (Ad g
h
(h)(x)) = F (x) , ∀h ∈ H, x ∈ g

h

پس: است، F متر بوسیله شده معرفی داخلی ضرب gy چون است. مینکوفسکی لی جفت {g, h} که دهیم نشان کافیست حال

gy(u, v) = gAd g
h
(h)y(Ad g

h
(h)u,Ad g

h
(h)v), ∀h ∈ H, u, v ∈ g

h
, y ∈ g

h
\ {٠}

نوشت: زیر صورت به را بالا ي رابطه توان می پس داریم، را H از exp tx پارامتري یک گروه زیر ، x ∈ h هر براي چون

gy(u, v) = gAd g
h
(exp tx)y(Ad g

h
(exp tx)u,Ad g

h
(exp tx)v)

1Minkowski Lie pair
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داشت: خواهیم t به نسبت گیري مشتق با حال

d

dt
|t=٠ gy(u, v) =

d

dt
|t=٠ gAd g

h
(exp tx)y(Ad g

h
(exp tx)u,Ad g

h
(exp tx)v)

=⇒ ٠ =
d

dt
|t=٠ gy(Ad g

h
(exp tx)u, v) +

d

dt
|t=٠ gy(u, vAd g

h
(exp tx))

+
d

dt
|t=٠ gAd g

h
(exp tx)y(u, v)

ي رابطه به توجه با حال

d

dt
|t=٠ Ad(exptx) = Ad∗(x) = ad(x)

داریم:

gy(ad g
h
(x)u, v) + gy(u, ad g

h
(x)v) +

d

dt
|t=٠ gAd g

h
(exp tx)y(u, v)

آن: در که

d

dt
|t=٠ gAd g

h
(exp tx)y(u, v) =

d

dt
|t=٠ gy+tad g

h
(x)y(u, v)

=
d

dt
|t=٠ (

١
٢
d

dr

d

ds
|s=r=٠ F

٢(y + tad g
h
(x)y + ru+ sv))

=
١
٢
d

dt

d

dr

d

ds
|t=s=r=٠ F

٢(y + tad g
h
(x)y + ru+ sv))

= ٢Cy(ad g
h
(x)y, u, v)

نتیجه: در و

gy(ad g
h
(x)u, v) + gy(u, ad g

h
(x)v) + ٢Cy(ad g

h
(x)y, u, v) = ٠

است. مینکوفسکی لی جفت یک {g, h} پس

مینکوفسکی لی جفت {g, h} چنانچه باشد g
h
روي مینکوفسکی نرم یک F کنید فرض کنیم. می ثابت را مطلب این عکس حال
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است. موجود G
H

روي ناوردا فینسلري متر نتیجه در و است برقرار 1.2.2 قضیه شرایط دهیم می نشان باشد، همبند H و باشد

گیریم: می نظر در را زیر تابع

ψ(t) = gAd g
h
(exp tx)y(Ad g

h
(exp tx)u,Ad g

h
(exp tx)v)

داریم: t٠ ∈ R براي

ψ′(t٠) =
d

dt
|t=t٠ gAd g

h
(exp tx)y(Ad g

h
(exp tx)u,Ad g

h
(exp tx)v)

= gAd g
h
(exp tx)y(

d

dt
|t=t٠ Ad g

h
(exp tx)u,Ad g

h
(exp tx)v)

+gAd g
h
(exp tx)y(Ad g

h
(exp tx)u,

d

dt
|t=t٠ Ad g

h
(exp tx)v)

+g d
dt
|t=t٠Ad g

h
(exp tx)y(Ad g

h
(exp tx)u,Ad g

h
(exp tx)v)

: داریم اول جمله دو محاسبه براي

d

dt
|t=t٠ Ad g

h
(exp tx)u =

d

dt
|t=t٠ (exp(ad g

h
(tx))u

=
d

dt
|t=t٠ (exp t(ad g

h
(x))u

= ad g
h
(x)(exp t٠(ad g

h
x))u

= ad g
h
(x)(Ad g

h
(exp t٠x)u)

سوم: جمله محاسبه براي و

g d
dt
|t=t٠Ad g

h
(exp tx)y(Ad g

h
(exp tx)u,Ad g

h
(exp tx)v)

=
١
٢
d

dr

d

ds
|r=s=٠ F

٢(
d

dt
|t=t٠ Ad g

h
(exp tx)y + rAd g

h
(exp tx)u+ sAd g

h
(exp tx)v)

=
١
٢
d

dt

d

dr

d

ds
|t=r=s=٠ F

٢(Ad g
h
(exp tx)y + t(ad g

h
(x))Ad g

h
(exp tx)y

+rAd g
h
(exp tx)u+ sAd g

h
(exp tx)v)
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= ٢CAd g
h
(exp tx)y(ad g

h
(x))Ad g

h
(exp tx)y, Ad g

h
(exp tx)u,Ad g

h
(exp tx)v)

تابع یک ψپس ψ′(t٠) = ٠ یعنی بود، خواهد صفر برابر جمله سه مجموع است، مینکوفسکی لی جفت {g, h} چون این بنابر

نوشت: زیر صورت به آنرا توان می پس ندارد، بستگی t به آن مقدار و است ثابت

gy(u, v) = gAd g
h
(exp tx)y(Ad g

h
(exp tx)u,Ad g

h
(exp tx)v)

پس: باشد، می نمایش قابل است، t ∈ R و x ∈ h که exp tx صورت به آن عناصر از کدام هر است، Hهمبند چون و

gy(u, v) = gAd g
h
(h)y(Ad g

h
(h)u,Ad g

h
(h)v) , ∀h ∈ H

دهیم: می نشان بالا رابطه از استفاده با حال

F (Ad g
h
(h)(x)) = F (x) ,∀h ∈ H, x ∈ g

h

داریم: پس باشند، g
h
خطی فضاي هاي پایه α١, α٢, ..., αn کنید فرض

u =
∑
uiαi , ∀u ∈ g

h
\ {٠}

همچنین: و

gij(u) = gu(αi, αj)

داریم: را زیر فرمول و

F ٢(u) =
n∑

i,j=١

gij(u)u
iuj (1.3)

کنیم: می محاسبه را F ٢(Ad g
h
(h)(u)) حال

F ٢(Ad g
h
(h)(u)) =

n∑
i,j=١

gij(u)ūiūj
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پس: Ad g
h
(h)(u) ∈ g

h
چون آن در که

Ad g
h
(h)(u) =

n∑
i=١

ūiαi

معکوس ماتریس (mij)n×n و α١, α٢, ..., αn ي پایه تحت Ad g
h
(h) با متناظر ماتریس (mij)n×n کنیم می فرض حال

ي: رابطه طبق باشد، آن

Ad g
h
(h)(u) =

n∑
i=١

ūiαi

داشت: خواهیم

ūi =
n∑

j=١

miju
j

داریم: پس

gij(Ad g
h
(h)u) = gAd g

h
(h)u(αi, αj)

= gu((Ad g
h
(h))−١αi, (Ad g

h
(h))−١αj))

= gu(
n∑

k=١

mikαk,
n∑

l=١

mjlαl)
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=⇒ F ٢(Ad g
h
(h)(u)) =

n∑
i,j=١

gij(u)ūiūj

=
n∑

i,j=١

gu(
n∑

k=١

mikαk,

n∑
l=١

mjlαl)ūiūj

=
n∑

i,j=١

gu(
n∑

k=١

mikαk,

n∑
l=١

mjlαl)(
n∑

r=١

miru
r)(

n∑
s=١

misu
s)

=
n∑

i,j=١

gu(
n∑

k=١

mikαk

n∑
r=١

miru
r,

n∑
l=١

mjlαl

n∑
s=١

misu
s)

=
n∑

i,j=١

gu(
n∑

k=١

δkrαku
r,

n∑
l=١

δlsαlu
s)

=
n∑

i,j=١

gu(δik

n∑
k=١

αku
k, δjl

n∑
l=١

αlu
l)

=
n∑

i,j=١

gu(αi, αj)u
iuj

نتیجه: در پس

F ٢(Ad g
h
(h)(u)) =

n∑
i,j=١

gu(αi, αj)u
iuj

داریم: (1.3) رابطه طبق و

F ٢(Ad g
h
(h)(u)) = F ٢(u)

پس: است F > ٠ چون حال

F (Ad g
h
(h)(u)) = F (u)

. [8] داریم G
H

روي ناوردا فینسلري متر و است برقرار 1.2.3 قضیه شرایط نتیجه در

می G از مینکوفسکی نمایش یک را (V, ρ, F ) باشد. G از نمایش یک (V, ρ) و لی گروه یک G کنید فرض .5.2.3 تعریف

چنانکه: باشد V بر مینکوفسکی نرم F هرگاه نامیم
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F (ρ(g)v) = F (v), ∀v ∈ V

فضاي بر F مینکوفسکی نرم با g از (V, ϕ) نمایش ، g از مینکوفسکی نمایش آنگاه باشد، لی جبر یک g اگر .6.2.3 تعریف

چنانکه: است، V برداري

gy(ϕ(x)u, v) + gy(u, ϕ(x)v) + ٢Cy(ϕ(x)y, u, v) = ٠ , ∀y(̸= ٠), u, v ∈ V, x ∈ g

دهیم. می نشان (V, ϕ, F ) صورت به را مینکوفسکی نمایش معمولا

نرم Fیک و باشد LieG = g و LieH = h و Gباشد از همبند بسته گروه زیر Hیک و لی گروه Gیک اگر .7.2.3 مثال

یعنی: باشد، مینکوفسکی لی جفت (g, h, F ) چنانکه باشد، g
h
قسمتی خارج فضاي بر مینکوفسکی

gy(ad g
h
(x)(u), v) + gy(u, ad g

h
(x)v) + Cy(ad g

h
(x)y, u, v) = ٠, ∀y(̸= ٠), u, v ∈ g

h
, x ∈ h

است. h از مینکوفسکی نمایش (g
h
, ad g

h
, F ) بوضوح آنگاه

ناوردا ریمانی مترهاي 3.3

ad(H) تباهیده نا متقارن دوخطی فرم و G
H

بر g ناوردا −G نامتناهی ریمانی مترهاي بین یک به یک تناظر .1.3.3 قضیه

شود: می بیان زیر صورت به تناظر این دارد. وجود g
h
بر B ناورداي

B(X̄, Ȳ ) = g(X,Y )٠ , ∀X,Y ∈ g

هستند. g در Y و X با متناظر g
h
از عناصري Ȳ و X̄ آن در که

متقارن دوخطی فرم با متناظر متر این دهیم می نشان داریم. را G
H

بر g ناورداي −G ریمانی متر کنیم می فرض ابتدا اثبات.

گیریم: می نظر در زیر صورت به را g است، g
h
روي B ناورداي −Ad(H) ي ناتباهیده

g : TxH
G

H
× TxH

G

H
−→ [٠,∞)
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g(x, y) = < XxH , YxH >xH

= < (ly)∗XxH , (ly)∗YxH >yxH

یعنی: ناورداست، −Ad(H) دهیم نشان است کافی فقط است، ناتباهیده متقارن دوخطی فرم ریمان متر تعریف طبق که

< Ad(h)XxH , Ad(h)YxH >=< XxH , YxH >

: که

Ad(h) = (Ch)∗ = (lh ◦ rh)∗

و

Ch(xH) = lh ◦ rh(xH) = h(xH)h−١ = lh(xH)

=⇒ Ad(h)(x) = lh∗(x) , ∀x ∈ g

h

پس: ناورداست −G ،g ریمان متر چون و

< Ad(h)(x), Ad(h)(y) >=< lh∗(x), lh∗(y) >=< x, y > , ∀x, y ∈ g

h

فرم این دهیم می نشان داریم، را g
h
روي B ناورداي −Ad(H) تباهیده نا متقارن دوخطی فرم کنیم می فرض عکس بر حال

گیریم: می نظر در زیر صورت به را B فرم است. G
H

روي ناوردا −G ریمانی متر با متناظر

B : TeH
G

H
× TeH

G

H
−→ [٠,∞)

(XeH , YeH) 7−→ B(XeH , YeH)
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کنیم: می تعریف زیر صورت به را g ریمان متر حال

g(X, Y ) = < XxH , YxH >xH

:= < (lx−١)∗XeH , (lx−١)∗YeH >eH

= B((lx−١)∗XeH , (lx−١)∗YeH)

[17]

مترهاي بین یک به یک تناظر آنگاه باشد، g = h+m ناورداي ad(H) تجزیه با پذیر Mتحویل =
G

H
اگر .2.3.3 گزاره

دارد. وجود m بر B ناورداي ad(H) تباهیده نا متقارن دوخطی فرم Mو =
G

H
بر g ناورداي −G متناهی نا ریمانی

B(X, Y ) = g(X,Y )٠

[17]

داشته G
H

روي ناوردا فینسلري متر یک اگر باشد، آن از اي بسته گروه زیر H و لی گروه یک G کنید فرض .3.3.3 قضیه

داریم. G
H

روي نیز ناوردا ریمانی متر یک آنگاه باشیم،

فضاي و باشد G
H

روي ناوردا فینسلري متر یک F کنیم می فرض اثبات.

T٠
G

H
= TeH

G

H
= TH

G

H
=

g

h

تعریف است. (g
h
)T٠

G

H
بر ناوردا −Ad(H) مینکوفسکی نرم یک F |T٠ G

H
فینسلري متر تعریف طبق گیریم، می نظر در را

کنیم: می

I٠ =

{
x ∈ T٠

G

H
| F (x) = ١

}

یعنی: ناورداست، I٠ ، Ad(H) =
{
Ad g

h
(h) | h ∈ H

}
خطی هاي ایزومتري گروه
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Ad(H)I٠ =
{
Ad g

h
(h)x | h ∈ H, x ∈ I٠

}
=

{
Ad g

h
(h)x | h ∈ H, x ∈ T٠

G

H
,F (x) = ١

}
=

{
Ad g

h
(h)x ∈ T٠

G

H
| F (Ad g

h
(h)x) = F (x) = ١

}
= I٠

باشد: شده تعریف زیر صورت به G١ کنید فرض حال

G١ =

{
g ∈ GL(T٠

G

H
) | gI٠ = I٠

}
طبق G١ اینجا در و باشد، کراندار اگر فقط و اگر است فشرده G ⊂ GL(n,C) گروه زیر یک دانیم، می قضیه طبق حال

داریم، قضیه طبق و است آن گروه زیر Ad(H) و فشرده لی گروه یک G١ نتیجه در است. فشرده نتیجه در و کراندار تعریفش

-ناوردا G١ داخلی ضرب یک توانیم می ما بنابراین پذیرد، می ناوردا داخلی ضرب یک g آنگاه باشد، فشرده لی گروه یک G اگر

قبل قضیه طبق حال ناورداست، Ad(H) داخلی ضرب این پس است G١ زیرگروه Ad(H) چون که باشیم داشته T٠
G

H
بر

. [18] [8] است کامل اثبات و بود خواهد G
H

روي ناوردا −G ریمانی متر با متناظر داخلی ضرب این

فرض کند. عمل G
H

روي موثر طور Gبه چنانچه Gباشد، از بسته گروه زیر Hیک لی، گروه Gیک کنید فرض .4.3.3 قضیه

بر F مینکوفسکی نرم اگر فقط و اگر دارد وجود G
H

بر ناوردا فینسلري متر یک آنگاه باشد، نامنفعل G در H ساز مرکز کنید

: که باشد موجود چنان G از g لی جبر

F (Ad(h)x) = F (x) , ∀x ∈ H, x ∈ g

قضیه طبق و دارد وجود G
H

بر ناوردا ریمانی متر قبل قضیه طبق داریم، را G
H

بر F ناورداي فینسلري متر کنیم می فرض اثبات.

روي را ضرب این توان می که است g
h
≃ m روي ناوردا Ad(H) داخلی ضرب با متناظر G

H
روي ناوردا ریمانی متر این 1.3.3

: چنانکه داریم g روي داخلی ضرب یک پس داد، توسیع g
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< Ad(h)(x), Ad(h)(y) >=< x, y >, ∀x, y ∈ g,∀h ∈ H

است. g روي مینکوفسکی نرم یک F دهیم می نشان و F (x) = √
< x, x > کنیم: می تعریف

داریم: همچنین و است هموار TG \ {٠} روي F تعریف طبق

F (λy) =
√
< λy, λy > =

√
λ٢ < y, y > = λ

√
< y, y > = λF (y)

است: مثبت معین زیر متقارن خطی دو فرم دهیم می نشان حال

gy(v, v) =
١
٢
d

ds

d

dt
|s=t=٠ F

٢(y + sv + tv)

=
١
٢
d

ds
|s=٠ (

d

dt
|t=٠ F ٢(y + sv + tv))

=
١
٢
d

ds
|s=٠ (

d

dt
|t=٠< y + sv + tv, y + sv + tv >)

=
١
٢
d

ds
|s=٠ (< v, y + sv + tv > + < y + sv + tv, v >) |t=٠

=
١
٢
d

ds
|s=٠ (< v, y + sv > + < y + sv, v >)

=
١
٢
(< ٠, y + sv > + < v, v > + < v, v > + < y + sv,٠ >) |s=٠

=
١
٢
٢ < v, v >=< v, v > > ٠

دیگر: طرف از و

F (Ad(h)x) =
√
< Ad(h)x,Ad(h)x > =

√
< x, x > = F (x)

است. ثابت حکم این بنابر

که: باشد موجود چنان g بر F مینکوفسکی نرم کنیم می فرض برعکس،

F (Ad(h)x) = F (x) ,∀h ∈ H, x ∈ g
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داریم:

gy(Ad(h)x,Ad(h)y) =
١
٢
d٢

dsdt
F ٢(y + sAd(h)x+ tAd(h)y) |s=t=٠

=
١
٢
d٢

dsdt
F (y + sAd(h)x+ tAd(h)y)F (y + sAd(h)x+ tAd(h)y) |s=t=٠

=
١
٢
d٢

dsdt
F (Ad(h)(Ad(h−١)y + sx+ ty)F (Ad(h)(Ad(h−١)y + sx+ ty) |s=t=٠

=
١
٢
d٢

dsdt
F (Ad(h−١)y + sx+ ty)F (Ad(h−١)y + sx+ ty) |s=t=٠

=
١
٢
d٢

dsdt
F ٢(Ad(h−١)y + sx+ ty) |s=t=٠

= gAd(h−١)y(x, y)

داریم: x, y ∈ g براي پس

gy(Ad(h)x,Ad(h)y) = gAd(h−١)y(x, y)

پس: است نامنفعل G در H ساز مرکز چون دیگر طرف از

∃٠ ̸= y ∈ G s.t hyh−١ = y ;∀h ∈ H

∃٠ ̸= y ∈ G s.t Ch(y) = y ; ∀h ∈ H

∃٠ ̸= y ∈ g s.t Ad(h)y = y ;∀h ∈ H

نتیجه در و Ad(h−١)y = y که دارد وجود y ∈ g پس h−١ ∈ H چون و

gy(Ad(h)x,Ad(h)y) = gy(x, y)

داریم: gy(h,m) = ٠ یعنی باشد، gy به نسبت g در h متعامد مولفه m کنیم می فرض حال

٠ = gy(h,m) = gy(Ad(h)h, Ad(h)m) = gy(h, Ad(h)m)



ناوردا ریمانی مترهاي .3.353

m ⊂ g چون دارد، g = h + m صورت به اي تجزیه و است تحویلی G
H

همگن منیفلد نتیجه در . Ad(h)m ⊂ m پس

پس: است

F (Ad(h)x) = F (x) , ∀h ∈ H, x ∈ g

F (Ad(h)x) = F (x) , ∀h ∈ H, x ∈ m

است. کامل اثبات و داریم را G
H

روي ناورداي G فینسلري متر 2.2.3 گزاره طبق نتیجه در



4 فصل

پرچمی انحناي و ها ژئودزیک

مقدمه 1.4

از یکی لی، گروههاي است. دیفرانسیل هندسه در مهمی مسئله همگن فضاهاي و لی هاي گروه روي ناوردا ساختارهاي مطالعه

مترهاي میان در دیگر طرف از باشند. می موجود حدسیات بررسی براي مناسب فضاهایی و هستند منیفلدها هاي مثال جالبترین

هستند. زیبایی و ساده هندسی خواص داراي که هستند انواع ترین ساده از ها ناوردا سو دو ناوردا،

پرچمی انحناي و ها ژئودزیک سپس و آوریم می لی گروههاي روي ناوردا سو دو فینسلري مترهاي از توصیفی ابتدا فصل این در ما

مترهاي بررسی به خاص حالت در سپس کنیم می محاسبه را همگن هاي منیفلد روي ناوردا فینسلري مترهاي و مترها این

کنیم. می بیان مورد این در هایی مثال و پرداخته ریمانی غیر فینسلري

لی هاي گروه روي ناوردا دوسو فینسلري مترهاي 2.4

G لی گروه روي F : TG −→ R+ فینسلري تابع باشد. g لی جبر با همبند لی گروه یک G کنید فرض .1.2.4 تعریف

هرگاه: شود می نامیده چپ ناورداي

F (x, y) = F (La(x), La∗x(y)) , ∀a, x ∈ G, y ∈ TxG

آن در که

La : G −→ G

54
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La(x) = ax

. [21] باشد ایزومتري یک ، Ra : G −→ G هرگاه است راست ناورداي G لی گروه روي فینسلري متر یک مشابه، طور به و

انتقال را عمل Hو = e آن در که بنویسیم G
H

همگن منیفلد صورت به Gرا توانیم می باشد، لی گروه Gیک کنید فرض

بگیریم: نظر در G روي چپ

L : G× G

H
−→ G

H

g١(g٢H) 7−→ (g١g٢)H

کنیم. تعریف G روي چپ ناورداي فینسلري متر یک توانیم می g بر مینکوفسکی نرم هر براي 1.2.3 قضیه طبق پس

روي راست ناورداي فینسلري متر و g بر مینکوفسکی نرم بین تناظر این بگیریم، نظر در راست انتقال را نظر مورد عمل اگر حال

گروه زیر G×Gو حاصلضربی گروه اینکار براي ناورداست، دوسو فینسلري هاي متر بررسی اینجا در ما هدف اما دارد. Gوجود

صورت: به آن

G∗ = {(g, g) ∈ G×G|g ∈ G}

است: ایزومورف G با زیر نگاشت تحت G×G

G∗ آن در که گیریم، می نظر در را

G×G

G∗ −→ G

(g١, g٢)G
∗ 7−→ g١g

−١
٢

G×G

G∗ روي آن متناظر فینسلري متر اگر فقط و اگر ناورداست Gدوسو روي فینسلري متر یک ایزومورفیسم این تحت این بنابر

باشد. ناوردا G×G ،

بود: خواهد تحویلی همگن منیفلد یک G×G

G∗ زیر، تجزیه گرفتن نظر در با

(x, y) = (
١
٢
(x+ y),

١
٢
(x+ y)) + (

١
٢
(x− y),−١

٢
(x− y))
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گیریم: می نظر در

h = {(x, x) ∈ g+ g|x ∈ g} , m = {(x,−x) ∈ g+ g|x ∈ g}

نرم و G روي ناوردا دوسو فینسلري مترهاي بین یک به یک تناظر یک باشد، همبند لی گروه یک G کنید فرض .2.2.4 گزاره

دارد. وجود باشد مینکوفسکی لی جفت {g+ g, h, F} چنانکه m بر F مینکوفسکی

ناوردا G × G فینسلري مترهاي و G روي ناوردا دوسو فینسلري مترهاي بین یک به یک تناظر گفتیم آنچه طبق اثبات.

چنانچه است m بر F مینکوفسکی نرم با متناظر متر این 4.2.3 قضیه طبق و دارد وجود G×G

G∗ تحویلی همگن منیفلد روي

باشند: می زیر صورت به h و m آن در که باشد مینکوفسکی لی جفت {g+ g, h, F}

h = {(x, x) ∈ g+ g|x ∈ g} , m = {(x,−x) ∈ g+ g|x ∈ g}

مینکوفسکی لی جبر {g, F} سپس باشد، g بر مینکوفسکی نرم یک F و حقیقی لی جبر یک g کنید فرض .3.2.4 تعریف

کند: صدق زیر شرایط در اگر میشود نامیده

gy ([x, u] , v) + gy (u, [x, v]) + ٢Cy ([x, y] , u, v) = ٠ , ∀x, u, v ∈ g, y ∈ g \ {٠}

است موجود چنان m بر F مینکوفسکی نرم آنگاه باشد، قبل در شده تعریف بصورت m و h و g کنید فرض .4.2.4 گزاره

لی جبر {g, F} که باشد موجود چنان g بر مینکوفسکی نرم اگر فقط و اگر است مینکوفسکی لی جفت {g + g, h, F} که

باشد. مینکوفسکی

قضیه طبق باشد، مینکوفسکی لی جفت {g+g, h, F} که باشد موجود mچنان بر F مینکوفسکی نرم کنیم می فرض اثبات.

g لی جبر بر F مینکوفسکی نرم با متناظر این 1.2.3 قضیه طبق و G روي ناوردا دوسو فینسلري متر با است متناظر این قبل

است. مینکوفسکی لی جبر {g, F} دهیم نشان است کافی پس بود، خواهد
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رابطه از استفاده با نتیجه در است، ایزومورف m و h با g ،τ : (x,−x) 7−→ x و σ : (x, x) 7−→ x هاي ایزومتري طبق

زیر:

gy
(
adg/h (x)u, v

)
+ gy

(
u, adg/h (x) v

)
+ ٢Cy

(
adg/h (x) (y) , u, v

)
= ٠

∀y(̸= ٠), u, v ∈ m, x ∈ h

داشت: خواهیم

gy ([x, u] , v) + gy (u, [x, v]) + ٢Cy ([x, y] , u, v) = ٠, ∀x, u, v ∈ g, y ∈ g \ {٠}

نرم اگر تنها و اگر دارد وجود G روي ناوردا فینسلري متر یک آنگاه باشد. همبند لی گروه یک G کنید فرض .5.2.4 قضیه

باشد. مینکوفسکی لی جبر یک {g, F} که باشد موجود چنان g لی جبر بر F مینکوسکی

روي ناوردا دوسو فینسلري مترهاي بین یک به یک تناظر آنگاه باشد، همبند لی گروه یک G اگر داریم 2.2.4 گزاره طبق اثبات.

نرم 4.2.4 گزاره طبق و باشد مینکوفسکی لی جفت {g + g, h, F} که است موجود چنان m بر F مینکوفسکی نرم و G

{g, F} که g بر F مینکوفسکی نرم با است متناظر است مینکوفسکی لی جفت {g + g, h, F} که m بر F مینکوفسکی

g بر F مینکوفسکی نرم اگر فقط و اگر دارد وجود G بر ناوردا دوسو فینسلري متر یک نتیجه در است. مینکوفسکی لی جبر

باشد. مینکوفسکی لی جبر {g, F} باشد موجود چنان

تضامنی ایزومتري σیک حقیقی، لی gجبر آن در که باشد مینکوفسکی متقارن لی جبر یک (g, σ, F ) کنید فرض .6.2.4 مثال

باشد: زیر شرط با mبر مینکوفسکی نرم Fیک و g = h+m کانونی تجزیه به نسبت gاز

gy([x, u], v) + gy(u, [x, v]) + ٢Cy([x, y], u, v) = ٠ , ∀y(̸= ٠), u, v ∈ m, x ∈ h

است. m روي h نمایش ad که وقتی است h از نمایش یک (m, ad, F ) که دید توان می پس
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آنگاه باشد، G از مینکوفسکی نمایش یک (V, ρ, F ) اگر باشد. g لی جبر با لی گروه یک G کنید فرض .7.2.4 گزاره

باشد، همبند G و باشد g بر مینکوفسکی نمایش (V, ϕ, F ) اگر برعکس و بود. خواهد g از مینکوفسکی نمایش (V, dρ, F )

. ϕ = dρ که: داریم G از (V, ρ, F ) مینکوفسکی نمایش یک آنگاه

ناوردا فینسلري مترهاي پرچمی انحناي و ها ژئودزیک 3.4

هاي مثال براي اما است. دشواري کار فینسلري هاي متر پرچمی انحناي و ها ژئودزیک ها، التصاق دقیق توصیف کلی حالت در

فرمولی توانیم می ما لی گروههاي روي ناوردا دوسو فینسلري مترهاي یا همگن منیفلدهاي روي ناوردا فینسلري مترهاي از خاص

بیاوریم. بدست صریح

یک هرگاه گوئیم تحویلی طبیعی طور به را G
H

باشد. g ناورداي ریمانی متر یک با همگن منیفلد G
H

کنید فرض .1.3.4 تعریف

که: باشد موجود چنان g = h+m ناورداي −Ad (H) تجزیه

B١ (x, [z, y ]m) +B١ ([z, x]m , y) = ٠, ∀x, y, z ∈ m

باشد. می g = h+m تجزیه به توجه با m تصویر [, ]m و m بر g وسیله به شده القا خطی دو فرم B١ آن در که

چنان G

H
بر g ناورداي ریمانی متر اگر شود می نامیده تحویلی طبیعی طور به F ناورداي فینسلري متر با G

H
همگن منیفلد

باشند. یکسان F و g هاي التصاق و باشد تحویلی طبیعی طور به (G
H
, g) که باشد موجود

داریم: آنگاه باشد، F ناورداي دوسو فینسلري متر یک با لی گروه یک G کنید فرض .2.3.4 گزاره

∇XY =
١
٢
[X, Y ] , ∀X, Y ∈ g

R(X, Y )Z = −١
۴
[[X, Y ], Z] , ∀X, Y, Z ∈ g

: صورت به (P, Y ) پرچم پرچمی انحناي آنگاه است، P از اي پایه (Y, U) بطوریکه باشد g در پرچم یک (P, Y ) کنید فرض

K(P, Y ) =
١
۴

gY ([U, Y ], [U, Y ])

gY (Y, Y )gY (U,U)− gY (Y, U)٢
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. [21] بود خواهند G از پارامتري یک هاي گروه زیر ، e از شروع با G هاي ژئودزیک و بود خواهد

طبیعی طور به
(
G

H
,F

)
چنانکه باشد F ناورداي فینسلري متر یک با همگن منیفلد یک G

H
کنید فرض .3.3.4 قضیه

سپس: باشد. g = h+m صورت به اي تجزیه با تحویلی

است: زیر صورت به ٠ در G
H

هاي ژئودزیک (١)

exp (tx) · ٠ , ∀x ∈ m

هست: F انحناي تانسور (٢)

(R (x, y) z)٠ =
١
۴
[x, [y, z]m]m−

١
۴
[y, [x, z]m]m−

١
٢
[[x, y]m , z]m−

[
[x, y]h , z

]
, ∀x, y, z ∈ m

هست: (P, y) پرچم پرچمی انحناي سپس باشد. y حاوي m در صفحه یک P و y ∈ m کنید فرض (٣)

K (P, y) = −١
۴
gy

(
[u, [v, u]m]m , v

)
− ١
٢
gy

(
[[v, u]m , u]m , v

)
− gy

([
[v, u]h , u

]
m
, v
)

هست. gy به نسبت P از متعامد یکا پایه یک u, v و u =
y√

gy (y, y)
وقتی

تحویلی همگن فضاي هر داریم، قضیه طبق باشد، تحویلی طبیعی طور به همگن منیفلد یک G
H

کنیم می 1.فرض اثبات اثبات.

هاي ژئودزیک نتیجه در است، کانونی التصاق صورت به آن هاي ژئودزیک که پذیرد می تاب بی Gناورداي خطی التصاق یک G
H

ft(٠) فرم به صفر از شروع با ژئودزیک هر کانونی، هاي التصاق براي داریم دیگر طرف از باشد. می کانونی التصاق صورت به G
H

آن در که است

ft = exp tx , ∀x ∈ m

بود: خواهند زیر صورت به صفر حول G
H

هاي ژئودزیک پس

exp tx · ٠ , x ∈ m
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داریم: گفتیم یک فصل در آنجه طبق .2 اثبات

باشد، t = h+m صورت به اي تجزیه Mبا =
K

H
تحویلی همگن فضاي یک روي Kناوردا یکG−ساختار P کنید فرض

Λm : m −→ g خطی هاي نگاشت مجموعه و P بر ناوردا −K خطی هاي التصاق مجموعه بین یک به یک تناظر یک آنگاه

چنانچه: است موجود

Λm(adh(x)) = ad(λ(h)(Λm(x)))

و است H −→ G خطی هاي ایزوتروپی نمایش λ که وقتی

Λ(X) =

{
λ(X) ;x ∈ h

Λm(x) ; x ∈ m

است: زیر صورت به صفر ناحیه در Λm با متناظر ناورداي خطی التصاق انحناي تانسور همچنین و

R(X, Y )٠ = [Λm(x),Λm(y)]− Λm([x, y]m)− λ([x, y]h) , ∀x, y ∈ m

داریم: و

Λm(x)y =
١
٢
[x, y]m ∀x, y ∈ m

داشت: خواهیم اینجا در پس

(R(x, y)z)٠ = [Λm(x),Λm(y)]z − Λm([x, y]m)z − λ([x, y]h)z

= (Λm(x)Λm(y))z − (Λm(y)Λm(x))z −
١
٢
[[x, y]m, z]m − λ([x, y]h)z

=
١
٢
Λm(x)[y, z]m − ١

٢
Λm(y)[x, z]m − ١

٢
[[x, y]m, z]m − ad([x, y]h)z

=
١
۴
[x, [y, z]m]m − ١

۴
[y, [x, z]m]m − ١

٢
[[x, y]m, z]m − [[x, y]h, z]

پس: P = Span{u, v} داریم اثبات3.



ریمانی غیر فینسلري مترهاي .4.461

K(p, y) = K(u, v) =
R(u, v, v, u)

gy(u, u)gy(v, v)− gy(u, v)٢

و gy(u, u) = gy(v, v) = ١ اینکه به توجه با پس هستند، gy به نسبت متعامد یکا هاي پایه v و u چون که [4]

داشت: خواهیم پس gy(u, v) = ٠

k(p, y) = K(u, v) = R(u, v, v, u) = gy(R(u, v)v, u)

داشت: خواهیم قبل قسمت از R مقدار جایگذاري با و

k(p, y) = gy(R(u, v)v, u) =
١
۴
gy([u, [v, v]m]m, u)−

١
۴
gy([u, [u, v]m]m, u)

−١
٢
gy([[u, v]m, v]m, u)− gy([[u, v]h, v], u)

−١
۴
gy([u, [u, v]m]m, u)−

١
٢
gy([[u, v]m, v]m, u)− gy([[u, v]h, v], u)

ریمانی غیر فینسلري مترهاي 4.4

پرداختیم. G
H

همگن فضاي روي ناوردا فینسلري مترهاي هندسی خواص بررسی به ما قبلی هاي فصل در

دارد؟ وجود شده داده همگن منیفلد یک بر ناوردا ریمانی غیر فینسلري متر یک مواقعی چه که است این مساله حال

دهیم. می سوال این به خواص جوابی زیر قضیه در

یک آنگاه نباشد، ناپذیر تحویل g
h
بر H الحاقی نمایش اگر باشد. فشرده H با همگن منیفلد یک G

H
کنید فرض .1.4.4 قضیه

دارد. وجود G
H

بر ناوردا ریمانی غیر فینسلري متر

گیریم. می پیش را [26] در شده بیان روند اینجا در اثبات.

نیست ناپذیر تحویل Ad g
h
(H) چون و پذیرد می ناوردا داخلی ضرب یک Ad g

h
(H) پس است، فشرده H چون فرض طبق

باشیم: داشته g
h
براي زیر صورت به اي تجزیه توانیم می پس
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g

h
= V٠ + V١ + ...+ Vn

از ناوردا ناپذیر تحویل فضاهایی زیر Vi, i = ١, ..., n و Ad(H)V٠ = V٠ آن براي که است g
h
از فضایی زیر V٠ آن در که

کنیم: می بررسی زیر حالت دو در را قضیه حال [9] باشند. می g
h

کنیم: می تعریف ، n ≥ ١ اگر

F (X) =
√

| X |٢ + s
√

| X٠ |٢s + | X١ |٢s +...+ | Xn |٢s, ∀X ∈ g

h

در شده داده g
h
تجزیه با متناظر X تجزیه X = X٠ +X١ + ...+Xn و <,> به نسبت فاصله نمایانگر | . | آن در که

است: g
h
بر مینکوفسکی نرم F دهیم می نشان حال باشد. می 2 از بزرگتر اسکالري نیز s و بالاست

F : T
G

H
−→ [٠,∞)

دهیم: می نشان است، هموار g

h
\ {٠} روي F

F (λX) = λF (X) , ∀λ ∈ F,X ∈ g

h

F (λX) =

√
| λX |٢ + s

√
| λX٠ |٢s + | λX١ |٢s +...+ | λXn |٢s, ∀X ∈ g

h

=

√
< λX, λX > + s

√
< λX٠, λX٠ >s +...+ < λXn, λXn >s

=

√
λ٢ < X,X > + s

√
λ٢s < X٠, X٠ >s +...+ λ٢s < Xn, Xn >s

=

√
λ٢ < X,X > +λ٢ s

√
< X٠, X٠ >s +...+ < Xn, Xn >s

=

√
λ٢(< X,X > + s

√
< X٠, X٠ >s +...+ < Xn, Xn >s)

= λ

√
(< X,X > + s

√
< X٠, X٠ >s +...+ < Xn, Xn >s)

= λF (X)
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باشد: می مثبت معین زیر خطی دو فرم و

g(V, V ) =
∂٢

∂s∂t
F ٢(y + sv + tv) |s=t=٠> ٠

دهیم: می نشان حال است. g
h
بر مینکوفسکی نرم شده تعریف F پس

F (Ad(h)X) = F (X)

مجموعه و G
H

بر ناوردا برداري هاي میدان بین یک به یک تناظر داریم، [7] طبق

{X ∈ g

h
|Ad(h)X = X, ∀h ∈ H}

و Ad(h)X٠ = X٠ ، V٠ تعریف طبق همچنین و دارد وجود

F (Ad(h)X) =

√
| Ad(h)X |٢ + s

√
| Ad(h)X٠ |٢s + | Ad(h)X١ |٢s +...+ | Ad(h)Xn |٢s, ∀X ∈ g

h

=

√
| X |٢ + s

√
| X٠ |٢s + | X١ |٢s +...+ | Xn |٢s, ∀X ∈ g

h

= F (X)

نیست. ریمانی متر این F تعریف طبق که است G
H

بر ناوردا فینسلري متر با متناظر نرم این و است برقرار 2.2.3 گزاره شرایط پس

در ناوردا Ad(h) فضاي زیر V٠ چون و بود خواهد dimV٠ ≥ ٢ نتیجه در و g
h
= V٠ پس n = ٠ گیریم می نظر در حال

2.2.3 گزاره طبق پس ناورداست، Ad(h) بگیریم نظر در که V٠ بر F٠ اقلیدسی غیر مینکوفسکی نرم هر پس شد، گرفته نظر

است. ریمانی غیر که بود خواهد G
H

بر ناوردا G فینسلري متر یک با متناظر نرم این

ریمانی غیر فینسلري متر یک آنگاه باشد، ساده غیر همبند فشرده لی گروه Gیک اگر قبل، قضیه از خاص حالت در .2.4.4 گزاره

دارد. وجود G بر ناوردا دوسو
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ها مثال 5.4

داریم: آنگاه باشد، ناپذیر تحویل ریمانی متقارن فضاي یک (G
H
, g) کنید فرض .1.5.4 مثال

ندارد. وجود آن روي ریمانی غیر فینسلري متر هیچ آنگاه باشد، یک G
H

رتبه -اگر

و نیستند ایزومورف هم با که است موجود G
H

روي ناوردا ریمانی غیر فینسلري متر تا نامتناهی آنگاه ، G
H

≥ ٢ رتبه -اگر

دارند. g صورت به التصاقی

حل

پس بود، خواهد اقلیدسی بگیریم نظر در g
h
روي که مینکوفسکی نرم هر باشد، یک G

H
رتبه وقتی گفتیم، اول فصل در آنچه طبق

بود. خواهد ریمانی بگیریم نظر در که فینسلري متر هر نیز خاص حالت در

هم با که کرد تعریف آن روي توان می اقلیدسی غیر مینکوفسکی نرم شمارا نا تعداد باشد G
H

≥ ٢ رتبه اگر نیز دوم قسمت براي

روند همچون ناوردا ریمانی غیر فینسلري متر متناهی نا تعداد نیز خاص حالت در دارند. g صورت به التصاقی و نبوده ایزومورف

. [11] کرد پیدا توان می G
H

روي قبل قضیه اثبات

ایزومتري با متناظر g تجزیه g = h +m و باشد ٢ ≤ بعد با متقارن کاملا ریمانی منیفلد یک G
H

کنید فرض .2.5.4 مثال

و باشد m از صفر مخالف سره فضاي زیر m١ کنید فرض باشد. صفر حول G
H

از تضامنی

H١ = {h ∈ H|Ad(h)X = X, ∀X ∈ m١}

. [24] دارد وجود G
H١

بر ناوردا ریمانی غیر فینسلري متر قبل قضیه طبق آنگاه

است. P : E −→ M هموار نگاشت و S و M و E منیفلدهاي شامل (E,P,M, S) تاري کلاف یک .3.5.4 تعریف

در که باشد. دیفئومورفیسم U × S با E|U := P−١(U) که باشد موجود چنان U باز همسایگی x ∈M هر براي چنانچه

باشد: زیر صورت به دیفئومورفیسم این اگر شود. می نامیده تار S و تصویر نگاشت P پایه، Mفضاي کلی، فضاي E آن

ψ : E|U −→ U × S
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شود. می نامیده تار چارت (U, ψ)

بگیرید: نظر در زیر صورت به را متعامد هاي ماتریس مجموعه .4.5.4 مثال

O(n) = {A ∈ GL|(n,R);ATA = In}

داریم: بوضوح

∀A ∈ O(n) ; detA = ±١

گیریم: می نظر در حال

O(n)+ = {A ∈ O(n); detA = ١}

O(n)− = {A ∈ O(n); detA = −١}

گیریم: می نظر در زیر صورت به نیز را ویژه متعامد هاي ماتریس مجموعه و O(n)+ ∩O(n)− = ∅ که

SO(n) = O(n)+

است: زیر صورت به so(n) آن، لی جبر که

so(n) = TISO(n) = TIO(n) = o(n) = Sk − Symn(R)

( A = −AT است.( R روي پادمتقارن هاي ماتریس مجموعه Sk − Symn(R) آن در که

داریم: ، n ≥ ٢ آن در که Sn =
So(n+ ١)
So(n)

گرفتن نظر در با حال

Sn =
So(n+ ١)
So(n)

=
G

H

آنگاه: I = so(p+ q) اگر داریم [15] طبق طرفی از و h = so(n) و g = so(n+ ١) آنگاه

I = u+ e
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آن در که

u =

{(
X١ ٠
٠ X٣

) ∣∣∣∣∣X١ ∈ Sk − Symp(R), X٣ ∈ Sk − Symq(R)

}

و

e =

{(
٠ X٢

−X t
٢ ٠

)}

است. دلخواه p× q ماتریسی X٢ آن در که

داریم: زیر صورت به را m مجموعه اینجا در نتیجه در

m =

{(
٠ α

−αt ٠

) ∣∣∣∣∣α ∈ Rn

}
(1.4)

دهیم قرار (1.4) رابطه در که صورتی به ١ ≤ q ≤ n− ١ ازاي به m از mq فضاي زیر گرفتن نظر در با حال

α =

(
αn−q

٠

)
, αn−q ∈ Rn−q

: شود می تعریف زیر صورت به و است ثابت mq تحت که So(n) از So(q) گروه زیر و

So(q) =

{(
I ٠
٠ A

) ∣∣∣∣∣A ∈ So(q)

}

متر این ضابطه توانیم می ما دارد. Mوجود =
So(n+ ١)
So(q)

بر ناوردا غیرریمانی فینسلري متر گفتیم که آنچه طبق پس

گفتیم که آنچه طبق آوریم: می دست به زیر صورت به Mرا بر مماس فضاي بنویسیم. صریح طور Mبه بر را

TISo(n) = so(n) = Sk − Symn(R)

داریم: اینجا در پس

V = T (
So(n+ ١)
So(q)

) =
so(n+ ١)
so(q)

که: دانیم می [15] طبق طرفی از
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SO(n) = SO(n,٠) = SO(٠, n)

شود: می تعریف زیر صورت به SO(p, q) مجموعه لی جبر همچنین و

so(p, q) =

{(
X١ X٢
−X t

٢ X٣

) ∣∣∣∣∣X١ ∈ Sk − Symp(R), X٣ ∈ Sk − Symq(R)

}

است. دلخواه X٢ و

داریم: اینجا در پس

so(n+ ١) = An+١×n+١

و A = −At یعنی است متقارن پاد ماتریس A که

so(q) =

(
In−q ٠
٠ Bq×q

)

بود: خواهد زیر صورت Mبه بر مماس فضاي نتیجه در و است متقارن پاد ماتریس B که

V =

{ β ٠ α
٠ ٠ ٠

−αt ٠ ٠

+

 In−q ٠ ٠
٠ ٠ γ
٠ −αt ٠

∣∣∣∣∣β ∈ so(n− q), α ∈ Rn−q, γ ∈ Rq

}

=

{ β ٠ α
٠ ٠ γ

−αt −γt ٠

∣∣∣∣∣β ∈ so(n− q), α ∈ Rn−q, γ ∈ Rq

}

بود: خواهد زیر بصورت ، (So(q)V٠ = V٠) So(q) تحت V از ثابت نقاط مجموعه حال

V٠ =

{ β ٠ α
٠ ٠ ٠

−αt ٠ ٠

∣∣∣∣∣β ∈ so(n− q), α ∈ Rn−q

}

بصورت: So(q) تحت ناپذیر تحویل ناورداي فضاهاي زیر و
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V١ =

{ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ γ
٠ −γt ٠

∣∣∣∣∣γ ∈ Rq

}

کنیم: می تعریف زیر صورت به V روي را -ناوردا So(q) داخلی ضرب ما حال

< A١, A٢ >= Tr(At
١A٢), ∀A١, A٢ ∈ V

داریم: قبل به بنا

A = A١ + A٢, V = V١ + V٢

F (A) =
√
< A,A > + s

√
< A٠, A٠ >s + < A١, A١ >s, ∀A ∈ V,A٠ ∈ V٠, A١ ∈ V١

< A,A > = Tr(AtA)

= Tr

 β ٠ α
٠ ٠ γ

−αt −γt ٠

t  β ٠ α
٠ ٠ γ

−αt −γt ٠



= Tr

 βt ٠ −α
٠ ٠ −γ
αt γt ٠

 β ٠ α
٠ ٠ γ

−αt −γt ٠



= Tr

 βtβ + ααt αγt αβt

γαt γγt ٠
αtβ ٠ ααt + γγt



= (Trβtβ) + ٢ααt + ٢γγt
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< A٠, A٠ > = Tr(AtA)

= Tr

 β ٠ α
٠ ٠ ٠

−αt ٠ ٠

t  β ٠ α
٠ ٠ ٠

−αt ٠ ٠



= Tr

 βt ٠ −α
٠ ٠ ٠
αt ٠ ٠

 β ٠ α
٠ ٠ ٠

−αt ٠ ٠



= Tr

 βtβ + ααt ٠ αβt

٠ ٠ ٠
αtβ ٠ ααt



= (Trβtβ) + ٢ααt

< A١, A١ > = Tr(AtA)

= Tr

 ٠ ٠ ٠
٠ ٠ γ
٠ −γt ٠

t  ٠ ٠ ٠
٠ ٠ γ
٠ −γt ٠



= Tr

 ٠ ٠ ٠
٠ ٠ −γ
٠ γt ٠

 ٠ ٠ ٠
٠ ٠ γ
٠ −γt ٠



= Tr

 ٠ ٠ ٠
٠ γγt ٠
٠ ٠ γγt



= ٢γγt
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=⇒ F (A) =
√
(Trβtβ) + ٢ααt + ٢γγt + s

√
((Trβtβ) + ٢ααt)s + (٢γγt)s

بگیریم: نظر در زیر صورت به Mرا توانیم می

M =
So(n+ ١)

So(q)× So(p)
× So(p)

گراسمان منیفلد تعریف طبق ، p = n+ ١− q وقتی که

Gk,n(R) :=
O(n)

O(k)×O(n− k)

: صورت به 1 گراسمان منیفلد روي تاري Mکلاف ، [2]

Gp,q(R) =
So(n+ ١)

So(q)× So(p)

بود. خواهد So(p) تار با

1Grassmannian manifold
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الفبایی فهرست

16 خطی، ایزوتزوپی نمایش
6 هاسدروف،

27 کروپینا،
16 خطی، کنج

7 لی، گروه

18 ، تحویلی
21 تضامنی،

41 ، مینکوفسکی لی جفت

10 التصاق،
14 ویتا، لویی-چوي التصاق

29 چرن، التصاق
19 کانونی، التصاق

17 ایزوتروپی،
6 ایزومتري،
8 لی، براکت
11 آزاد، تاب

28 اساسی، تانسور
11 تاب، تانسور

28 کارتان، تانسور
8 لی، جبر

36 مینکوفسکی، متقارن لی جبر
55 مینکوفسکی، لی جبر

4 ، ریمانی زیر
11 سازگار،

4 ، ریمانی شبه
9 موثر، طور به عمل

8 برداري، فضاي
4 فینسلري،

27 ماتسوموتو،
27 راندرز، متر
1 ریمان، متر
4 لورنتز، متر
7 متعددي،

17 لی، مشتق
69 گراسمان، منیفلد
26 مینکوفسکی، نرم
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Abstract

In this thesis, we study invariant finsler metrics on homogeneous manifolds.
We first express preparations about homogeneous and symmetric Riemannian and Finsler
structure and then give a description of invariant finsler metrics on homogeneous mani-
fold and abtain a necessary and sufficient condition for a homogeneous manifold to have
these metrics. as a special case, we study a necessary and sufficient condition for a lie
group to have bi-invariant finsler metrics. Finally, we provide some condition for a ho-
mogeneous manifold to admit a invariant non-Riemannian Finsler metrics and present
some interesting examples.

Keywords: Finsler metric, Minkowski norm, homogeneous space, Lie algebra, Lie
group.
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