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برای نامه پايان اين از ... و اقتباس ترجمه، برداری، نسخه تكثير، و چاپ از اعم حقوق كلية
است. محفوظ شاهرود ͳصنعت دانشΎاه
است. آزاد مأخذ ذكر با مطالب نقل





است) قبول مورد داوران هيأت امضای اصل با ۴ يا ٣ پيوست (فرم داوران هيأت توسط نامه تصويب صفحة





ͳقدردان

دانش و علم وادی در بتوانم تا نمود من نصیب را موهبت این که گویم ͳم شر را مهربان خداوند چیز هر از قبل
بردارم. ناچیز چند هر ͳقدم

کنم. ͳم تشر صمیمانه دریغش بی های Έکم خاطر به ایرانمنش مهدی دکتر آقای جناب راهنمایم استاد از
دانم ͳم و دارم ͳم ابراز موسوی رضا سید آقای جناب مشاورم استاد از را خود ͳقدردان و تشر مراتب همچنین

نیست. جبران قابل ها آن زحمات که
خواهانم. اساتید این برای روزافزون توفیق و ͳسلامت آرزوی منان خداوند از



باشد. داشته تواند ͳم اما ندارد هنوز آنچه از است ای مجموعه بله نیست، دارد آنچه از ای مجموعه انسان

سارتر پل ژان



بزرگوارم پدر و عزیز مادر به تقدیم
وجودشان پربار درخت سایه در تا ساخته نصیبم فداکار مادری و پدر کرم روی از که شاکرم ͳبس را خدای

کنم. تلاش دانش و علم کسب راه در وجودشان سایه از و گیرم برگ و شاخ آنها ریشه از و بیاسایم
بودنم. بر است ͳدلیل نامشان و سرم بر است افتخاری تاج بودنشان که ͳوالدین

کردند. معنا را بودن کامل معنای به نه بودن انسان و بودن ،ͳزندگ برایم که ͳعزیزان
آنان... تقدیم درویش تحفه است سبزی برگ این حال



چیده
شود: ͳم بندی فصل زیر صورت به نامه پایان این

گیرد ͳم قرار استفاده مورد بعدی فصول در که نیازی مورد مفاهیم و تعاریف بیان به را نامه پایان اول فصل
دهیم. ͳم اختصاص

قالب در آن های ͳویژگ توصیف و دلخواه برداری فضای Έی در تصویر ͳهندس مفهوم به ابتدا دوم، فصل در
را آن از کاربردی و کرده ͳبررس و بیان اثبات همراه به را حاصل نتیجه سپس پردازیم. ͳم متعدد های لم و قضایا
در کنیم. ͳم دنبال هایی مثال از استفاده با را ها ͳبررس این نتیجه و ارائه ( تقریب بهترین نظریه ) عددی آنالیز در
بالاخص و پردازیم ͳم نرمدار برداری فضای هر در کلیتر طور به و باناخ فضای در تصویر های نگاشت بیان به ادامه
غیریتایی و یتایی و تعداد روی خاص، شرایط تحت تصویر های نگاشت این بین ͳکمینگ بحث آمدن میان به با
مثال ارائه از البته و آوریم ͳم اثبات همراه به را حاصل نتایج و کنیم ͳم بحث متعدد های لم و قضایا قالب در ها آن

نبودیم. غافل نیز مباحث خلال در
آن های ͳویژگ و تانسوری حاصلضرب فضای مفهوم بیان به تانسوری عملΎر ͳمعرف با ابتدا سوم، فصل در
وجود ها، آن مقایسه همچنین و ها آن خواص بیان و فضا این روی متعدد های نرم ͳمعرف با سپس پردازیم. ͳم
ͳم اثبات با را نرم به مجهز تانسوری فضای این روی تصویر های نگاشت بالاخص کراندار، و ͳخط عملΎرهای

آوریم.
شوند ͳم تعریف Lp(µ) از ͳغن زیرفضاهای بروی که تصویری نگاشتهای مورد در پایین کران احتمال بهترین
ͳم را شوند ͳم تعریف Lp[٠,١] در هایی ابرصفحه بروی که ای کمینه تصویر نگاشتهای نرم کنیم. ͳم محاسبه را

دهیم. ͳم نشان تقریب بهترین نظریه در را کمینه تصویر نگاشتهای این کاربرد پایان در و یابیم
مثال Έی با را آن مفهوم سپس و کردیم بیان را تصویر نگاشت Έی گسترش فرمول ابتدا چهارم، فصل در
فضای اهمیت ترتیب بدین و ساختیم روشن دوم، فصل در شده ͳمعرف لاگرانژ تصویر نگاشت روی کاربردی
فصل نهایت در و ͳبررس و بحث متعدد های لم و قضایا قالب در را توسیع این و درک بهتر را تانسوری حاصلضرب

رسانیم. ͳم اتمام به را

نرم تانسوری- عملΎر - تانسوری حاصلضرب فضای یتایی- -ͳکمینگ - تصویر نگاشت کلیدی: واژه�های
زیرفضا عملΎر- تقریب- بهترین نظریه لاگرانژ- تصویر نگاشت - باناخ فضای متقاط΄-



پیشΎفتار

تعریف خودش به برداری فضای Έی از ͳخط تبدیل Έی تصویر نگاشت Έی ،ͳتابع آنالیز و ͳخط جبر در

[١] مرج΄ به بیشتر اطلاعات برای ماند. ͳم پایا تصویر تبدیل این تحت باشد. خودتوان نگاشت بطوریه شود ͳم

کنید. مراجعه
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١ فصل

تاریخچه و مقدمه

ͳمقدمات نمادهای و تعریف�ها ١.١

باناخ فضای ١.١.١

کنیم: ͳم تعریف را بعد فصول برای نیاز مورد مفاهیم فصل این در

در ، λx ∈ X ، x ∈ X هر و λ ͳحقیق عدد هر برای و باشد ͳآبل گروه Έی (X,+) کنید فرض تعریف١.١.١.

λ, µ ∈ R هر و x, y ∈ X هر برای گاه، هر گوییم ͳحقیق اعداد میدان روی برداری فضای Έی را X صورت این

λ(x+ y) = λx+ λy (١

(λ+ µ)x = λx+ µx (٢

λ(µx) = (λµ)x (٣

١x = x (۴

x, y عناصر از زوج هر برای اگر شود ͳم نامیده ١ ͳداخل یΈفضایضرب X برداری فضای تعریف٢.١.١.

شود: تعریف کند، صدق زیر شرایط در که < x, y > مقدار ͳحقیق ضرب Έی X در

< x, x >≥ ٠ ∀x ∈ X ( ١ )

< x, x >= ٠⇐⇒ x = ٠ ∀x ∈ X ( ٢ )

١Inner Product Space

١



تاریخچه و مقدمه .١ ٢فصل

< x, y >=< y, x > ∀x, y ∈ X ( ٣ )

< αx, y >= α < x, y > ∀x, y ∈ X,α ∈ F ( ۴ )

< x+ y, z >=< x, z > + < y, z > ∀x, y, z ∈ X ( ۵ )

نامند. ͳم نیز ٢ پیشهیلبرت فضاهای اوقات ͳبعض را ͳداخل ضرب فضاهای

است. X روی اسالر ضرب همان X ×X روی < ., . > ͳداخل ضرب تابع دانیم ͳم

کنند. ͳم بیان را ͳداخل ضرب این بودن معین مثبت ( ٢ ) و ( ١ ) خواص بوضوح

کند. ͳم بیان را ͳداخل ضرب این بودن متقارن ( ٣ ) خاصیت

داریم: استقرا از گرفتن Έکم با و ( ۵ ) و ( ۴ ) خواص از

<

n∑
i=١

αixi, y >=
n∑

i=١

αi < xi, y > (١.١)

آوریم: ͳم بدست (١.١) و ( ٣ ) خاصیت از

< x,

n∑
i=١

αiyi >=
n∑

i=١

αi < x, yi > (٢.١)

کند. ͳم بیان را ͳداخل ضرب این بودن ͳدوخط ( ٢.١ ) ، ( ١.١) های ͳویژگ

کنیم: ͳم تعریف زیر صورت به نیز را ͳداخل ضرب

< x, y >=
n∑

i=١

x(i)y(i) x(i), y(i) ∈ Rn

٢Pre - Hilbert Spaces



تاریخچه و مقدمه .١ ٣فصل

نامیم X روی نرم Έی را ∥ . ∥: X −→ [٠,∞) تابع باشد. برداری فضای Έی X کنید فرض تعریف٣.١.١.

گاه هر

∥ x ∥≥ ٠ ، x ∈ X هر ازای به (١

x = ٠ اگر تنها و اگر ، ∥ x ∥= ٠ (٢

∥ x+ y ∥≤∥ x ∥ + ∥ y ∥ ، x, y ∈ X هر ازای به (٣

∥ αx ∥=| α |∥ x ∥ ، α ∈ R و x ∈ X هر ازای به (۴

ͳم نمایش (X, ∥ . ∥) با را آن و نامیم ͳم ٣ نرمدار برداری فضای را ∥ . ∥ نرم به مجهز X برداری فضای

دهیم.

∥ x ∥= maxi∈r | xi صورت| این در باشد ͳحقیق اعداد از مرتب های تایی n تمام Rnفضای فرضکنیم مثال.

باشد. ͳم Rn روی نرم Έی

هرگاه است، ۴ متمم زیرفضای Έی دارای X نرمدار ͳخط فضای Έی از X. بسته زیرفضای .۴.١.١ تعریف

بطوریه باشد داشته وجود X از X١ مانند ای بسته زیرفضای

X = X. +X١ , X. ∩X١ = {٠ }

فضای Έی از تام زیرفضاهای همچنین و نرمدار ͳخط فضای Έی از بعد ͳمتناه زیرفضاهای .۵.١.١ نتیجه

هستند. متمم زیرفضای دارای ( X = X. +X⊥
. ) ۵ تصویر قضیه طبق ͳداخل ضرب

صورتیه: در شود ͳم گفته x نقطه به همΎرا X نرمدار فضای از xn مانند دنباله Έی تعریف١.١.۶.

٣Normed Vector Space
۴Complement Subspace
۵Projection Theorem



تاریخچه و مقدمه .١ ۴فصل

∀ε > ٠ ∃N. ∈ N ∀n ∈ N n ≥ N. =⇒∥ xn − x ∥≤ ε

دهیم. ͳم نمایش xn −→ x صورت به را آن ما و

شود: ͳم نامیده ها مجموعه جبر Έی X ͳناته مجموعه های زیرمجموعه از m گردایه Έی تعریف٧.١.١.

A ∩B ∈ m آنگاه A,B ∈ m اگر الف)

Ac ∈ m آنگاه A ∈ m اگر ب)

m در m عناصر از پذیر شمارش گردایه هر اجتماع گاه هر شود ͳم نامیده جبر - σΈی m جبر تعریف٨.١.١.

باشند.

صورت این در Xباشد، های زیرمجموعه از جبر - σΈیm و باشد ͳناته مجموعه ΈیX اگر تعریف٩.١.١.

گویند. پذیر۶ اندازه فضای Έی را (X,m)

و ͳغیرته مجموعه Έی X آن در که شود ͳم نامیده ٧ اندازه فضای Έی (X,m, µ) تایی سه تعریف١٠.١.١.

باشد. ͳم m روی اندازه Έی µ و X های زیرمجموعه از جبر - σ Έی m

کامل نرم Έی ∥ . ∥ گاه هر شود ͳم نامیده ٨ باناخ فضای Έی (X, ∥ . ∥) برداری فضای .١١.١.١ تعریف

باشد. همΎرا X در ͳکوش دنباله هر ، d(x, y) =∥ x− y ∥ متر به نسبت ͳیعن باشد، X روی

ای نمونه است، ͳمتناه نرمشان - p که است ͳتوابع همه فضای که ( ١ 6 p <∞ ) Lp فضاهای مثال عنوان به

شود: ͳم تعریف زیر صورت به ∥ f ∥p و است باناخ فضای Έی از

۶Measurable Space
٧Measure Space
٨ Banach Space



تاریخچه و مقدمه .١ ۵فصل

∥ f ∥p= (

∫
T

| f |p dµ)١/p

از جبر - σ Έی m و ͳته غیر مجموعه Έی T که ͳمعن بدین است اندازه فضای Έی (T,m, µ) آن در که

شود. فرض m روی اندازه Έی µ و T های زیرمجموعه

H با و گوییم ٩ هیلبرت فضای را باشد تام القایی متر که ͳداخل ضرب به مجهز برداری فضای تعریف١٢.١.١.

دهیم. ͳم نمایش

به {xn }⊂ K هر ازای به اگر نامیم ͳم بسته را X نرمدار فضای از K مانند زیرمجموعه Έی تعریف١٣.١.١.

باشد. خود حدی نقاط تمام شامل K دیΎر عبارت به . x ∈ K آنگاه xn −→ x که ͳقسم

بسته مجموعه Έی آن متمم صورتیه در شود ͳم نامیده باز ، X نرمدار فضای از A مانند زیرمجموعه Έی

باشد.

دلخواه نقطه دو هر برای صورتیه در نامند ͳم مخروط را K مانند ͳته غیر زیرمجموعه Έی تعریف١.١.١۴.

. αx+ βy ∈ K باشیم داشته α, β ≥ o هر و x, y ∈ K

Y به X از نگاشت Έی f و باشند نرمدار فضای دو (X, ∥ . ∥١) و (Y, ∥ . ∥٢) کنیم فرض تعریف١.١.١۵.

طوریه: به δ > ٠Έی باشد داشته وجود ε > ٠ هر برای صورتیه در است پیوسته نگاشت Έی f گوییم باشد.

∥ y − x ∥١≤ δ =⇒∥ f(y)− f(x) ∥٢≤ ε

تابع و f گاه هر گوییم هومئومرفیسم را f : X −→ Y دوسویی تابع باشند. نرمدار فضای دو X, Y کنیم فرض

باشند. پیوسته دو هر f−١ : Y −→ X آن معکوس

٩Hilbert Space



تاریخچه و مقدمه .١ ۶فصل

f : مانند است ͳنگاشت ، V١ برداری فضای توی به V برداری فضای از ͳخط تبدیل Έی .١۶.١.١ تعریف

، α, β اسالرهای و x, y ∈ V هر ازای به بطوریه V −→ V١

f(αx+ βy) = αf(x) + βf(y)

شود. ͳم نامیده ͳخط تابعک Έی f باشد، اسالرها میدان V١ که خاص حالت در

تابعکهای آن اعضای که ، X∗ برداری فضای از است عبارت ، X مانند نرمدار برداری فضای Έی دوگان فضای

باشند. ͳم X روی پیوسته و ͳخط

این در باشند، ها آن ͳتوان های مجموعه P (X), P (Y ) و ͳناته مجموعه دو X,Y کنیم فرض تعریف١٧.١.١.

نامیم. ͳم ای١٠ مجموعه تابع Έی f : A ⊂ P (X) −→ P (Y ) تابع صورت

باشد. ͳم ای مجموعه تابع Έی دهد، ͳم نسبت را b− a ͳحقیق عدد (a, b) بازه هر به که ͳتابع مثال عنوان به

مجموعه یΈتابع ١١Ίلب اندازه باشد. ͳحقیق اعداد های زیرمجموعه از ای Xدسته فرضکنید تعریف١٨.١.١.

است: زیر خواص دارای و دهد ͳم نسبت ͳنامنف عدد Έی E مشخص مجموعه به که است µ ای،

µ(ϕ) = ٠ ( الف

باشیم: داشته I = (a, b) بازه هر برای ( ب

µ(I) = L(I) = b− a

آنگاه: باشد، مجزا های مجموعه از دنباله Έی Ei اگر ( ج

µ(∪Ei) =
∑

µ(Ei)

١٠Set Function
١١Lebesgue Measure



تاریخچه و مقدمه .١ ٧فصل

و شده تعریف µ آن برای که باشد ای مجموعه E اگر ͳیعن باشد. پایا انتقال به نسبت ، µ ( د

آنگاه: E + y = {x+ y : x ∈ E }

µ(E + y) = µ(E)

در باشد، X های زیرمجموعه از جبر - σ Έی m و باشد ͳناته مجموعه Έی X کنید فرض تعریف١٩.١.١.

داریم: و است شده تعریف m عناصر تمام برای که است ͳنامنف ای مجموعه تابع Έی µ اندازه صورت این

µ(ϕ) = ٠ ( الف

داریم: m مجزای عناصر از Ei شمارای دنباله هر برای ( ب

µ(∪∞i=١Ei) =
∞∑
i=١

µ(Ei)

تقریب١٢ بهترین ٢.١.١

این در باشد دلخواه نقطه Έی y ∈ X و باشد نرمدار فضای Έی (X, ∥ . ∥) کنیم فرض .٢٠.١.١ تعریف

نامند. فاصله تابع را d(x, y) =∥ y − x ∥ ضابطه با d : X ×X −→ R تابع صورت

کنند: ͳم تعریف زیر صورت به را x نقطه تا G مجموعه فاصله X از G مانند ͳغیرته زیرمجموعه هر ازای به

d(x,G) = infy∈Gd(x, y)

شود. ͳم استفاده نیز dG(x) نماد از البته

صورت: این در باشد نرمدار فضای Έی X کنیم فرض .٢١.١.١ قضیه

∀x, y, z ∈ X d(x+ y, z + y) = d(x, z)

١٢Best Approximation



تاریخچه و مقدمه .١ ٨فصل

∀α ∈ R d(αx, αy) =| α | d(x, y)

در گوییم x نقطه از G تقریب بهترین را g. ∈ G عنصر ، x ∈ X و G ⊆ X کنیم فرض .٢٢.١.١ تعریف

صورتیه:

d(x, g.) = d(x,G)

دیΎر عبارت به دهیم ͳم نشان PG(x) نماد با را x از G تقریب بهترین عناصر تمام مجموعه

PG(x) = {g′ ∈ G : d(x, g′) = d(x,G) }

کنیم: ͳم تعریف باشد، کراندار و ͳخط عملΎری T کنیم فرض تعریف٢٣.١.١.

B(H) = {T | T : H −→ H }

نرم به نسبت باناخ فضای Έی B(H) که ͳمعن بدین است باناخ جبر Έی که

∥ T ∥= Sup {∥ Tx ∥:∥ x ∥≤ ١, T ∈ B(H) }

باشد. ͳم

عملΎر صورت این در باشند، X از زیرفضایی X. و نرمدار ͳخط فضاهای X,Y کنیم فرض تعریف١.١.٢۴.

دنباله هر برای اگر شود، ͳم نامیده بسته عملΎر خلاصه بطور یا ١٣ بسته ͳخط عملΎر Έی A : X. −→ Y ͳخط

کند صدق زیر شرط در که X. در {xn }

xn −→ x , Axn −→ y ∀x ∈ X, ∀y ∈ Y

١٣Closed Linear Operator



تاریخچه و مقدمه .١ ٩فصل

باشیم داشته

x ∈ X., Ax = y

ایزومتری Έی باشند، ͳم نرمدار ͳخط فضاهای X,Y آن در که A : X −→ Y ͳخط عملΎر تعریف١.١.٢۵.

. ∥ Ax ∥=∥ x ∥ ∀x ∈ X اگر نامند ͳم ͳخط ١۴

کنیم: ͳم تعریف باشد، X از ͳناته زیرفضای Έی Y کنیم فرض تعریف١.١.٢۶.

Y ⊥ = {f ∈ X∗ : f |Y= ٠ }

شود. ͳم نامیده عمود زیرفضای که

توان ͳم را متمایز نقاط از جفت هر آن، در که Έتوپولوژی فضای Έی هاسدورف١۵). (فضای تعریف٢٧.١.١

کرد. محصور مجزایی باز های ͳΎهمسای در

تعریف زیر بصورت را f ١۶ صورتمحمل این در باشد، تابع Έی f :M −→ R فرضکنیم تعریف٢٩.١.١.

کنیم: ͳم

Supp(f) := {x ∈M | f(x) ̸= ٠ }

١٧ ͳتابعدوخطΈی را φ : V ×V −→ V باشد، ͳحقیق برداری یΈفضای V فرضکنیم تعریف٣٠.١.١.

کند: صدق زیر شرایط در φ درصورتیه نامیم ͳم

-١
١۴Isometry
١۵Hausdorff Space
١۶Support
١٧Bilinear Function



تاریخچه و مقدمه .١ ١٠فصل

∀ V١, V٢, V٣ ∈ V φ(V١ + V٢, V٣) = φ(V١, V٣) + φ(V٢, V٣)

-٢

∀ V١, V٢, V٣ ∈ V φ(V١, V٢ + V٣) = φ(V١, V٢) + φ(V١, V٣)

-٣

∀ V١, V٢ ∈ V, ∀r ∈ R φ(V١r, V٢) = φ(V١, rV٢)

در که T = T ∗ اگر است، ١٨ الحاق خود و TT ∗ = T ∗T اگر است، نرمال T ∈ B(H) تعریف٣١.١.١.

داریم: و شود ͳم نامیده T عملΎر ͳالحاق عملΎر T ∗ آن

< Tx, y >=< x, T ∗y > ∀x, y ∈ H

این در باشد، X,Y نرمدار فضای دو بین کراندار، و ͳخط عملΎر Έی A : X −→ Y اگر تعریف٣٢.١.١.

باشد: برقرار زیر تساوی بطوریه شود، ͳم نامیده A از الحاق A∗ : Y ∗ −→ X∗ صورت

A∗∅ = ∅oA ∀∅ ∈ Y ∗

١٨Self Adjoint



٢ فصل

نگاشتتصویر

x ∈ V هر نتیجه در و V = A
⊕

B که باشند V برداری فضای A,Bزیرفضاهای فرضکنید تعریف٣٣.٠.٢.

موازات به A روی تصویر از منظور . a ∈ A, b ∈ B که نوشت x = a+ bصورت به یتا ای گونه به توان ͳم را

است. p(x) = aتعریف با p : V −→ V ͳخط نگاشت B

روی تصویر است. D = {(x, x);x ∈ R } و X = {(x,٠); x ∈ R } که R٢ = X
⊕

D دانیم ͳم مثال.

صورت به D موازات به X

p(x, y) = (x− y,٠)

موازی D خط با که است (x, y) نقطه از گذرنده خط با X ͳتلاق محل ، (x, y) نقطه نگاره نتیجه در است.

اند. ͳهندس رفته بار اصطلاحهای رو این از است.

وجود A,B چون زیرفضاهایی اگر نامیم ١ تصویر Έی را f : V −→ V ͳخط نگاشت .٣۴.٠.٢ تعریف

باشد. B موازات به A روی تصویر f و V = A
⊕

B که طوری به باشد داشته

. fof = f اگر گوییم ͳم ٢ خودتوان را f : V −→ V ͳخط نگاشت

آنگاه باشد B موازات به A روی تصویر p و V = A
⊕

B اگر .٣۵.٠.٢ قضیه

١Projection
٢ Idempotent

١١



تصویر نگاشت .٢ ١٢فصل

A = Imp = {x ∈ V : x = p(x) } (١)

B = Kerp ( ٢ )

است. خودتوان p ( ٣ )

یتای نمایش آنگاه ، a ∈ A اگر حال . A = Imp ⊇ {x ∈ V ;x = p(x) } که است واض (١ ) اثبات.

رابطه بنابراین و p(a) = a نتیجه در . a = a+٠ از است عبارت است A,B از عضوی مجموع صورت به که آن

شود. ͳم تبدیل تساوی به فوق مشمولیت

این در . a ∈ A, b ∈ B آن در که باشد داشته x = a+ b صورت به یتایی نمایش x ∈ V کنید فرض ( ٢ )

داریم p(x) = a چون صورت،

p(x) = ٠V ⇐⇒ a = ٠V ⇐⇒ x = b ∈ B

. Kerp = B دیΎر عبارت به

. p = pop درنتیجه . p(x) = p[p(x)] داریم ، ( ١ ) بنابر و p(x) ∈ A داریم x ∈ V هر ازای به ( ٣ )

�

صورت این در باشد. خودتوان اگر تنها و اگر است تصویر Έی f : V −→ V ͳخط نگاشت .٣۶.٠.٢ قضیه

است. Kerf موازات به Imf روی تصویر f و V = Imf
⊕

Kerf

و V = A
⊕

B که دارند وجود یی A,B زیرفضاهای صورت این در باشد. تصویر Έی f کنید فرض اثبات.

است. خودتوان f که شود ͳم نتیجه قبل قضیه از است. B موازات به A روی تصویر f

داریم y Έی ازای به آنگاه ، x ∈ Imf
∩
Kerf اگر باشد. خودتوان f : V −→ V کنید فرض برعکس،

نتیجه در . x = f(y) و f(x) = ٠V

x = f(y) = f [f(y)] = f(x) = ٠V



تصویر نگاشت .٢ ١٣فصل

بنابراین و

Imf
∩
Kerf = ٠V

x ∈ V هر ازای به که بینیم ͳم حال

f [x− f(x)] = f(x)− f [f(x)] = f(x)− f(x) = ٠V

که دهد ͳم نشان x = f(x) + x− f(x) اتحاد حال . x− f(x) ∈ Kerf درنتیجه و

V = Imf +Kerf

داریم: Imf ∩Kerf = ∅ چون و

V = Imf
⊕

Kerf

داریم، y Έی ازای به صورت این در . b ∈ Kerf, a ∈ Imf که x = a+ b کنید فرض حال

f(b) = ٠V , a = f(y)

درنتیجه و

f(x) = f(a+ b) = f(a) + ٠V = f [f(y)] = a

است. kerf موازات به Imf روی تصویر f دیΎر عبارت به

�

حالت این در است. تصویر نیز idV − f آنگاه باشد تصویر Έی f : V −→ V اگر .٣٧.٠.٢ نتیجه

Imf = Ker(idV − f)



تصویر نگاشت .٢ ١۴فصل

گیریم ͳم نتیجه f٢ = f از و fof = f٢ داریم اثبات.

(idV − f)٢ = idV − f − f + f٢ = idV − f

داریم ٣۶.٠.٢ قضیه از همچنین

x ∈ Imf ⇐⇒ x = f(x)⇐⇒ (idV − f)(x) = ٠V

� Imf = Ker(idV − f) درنتیجه و

که دارند وجود V١, ..., Vn چون ناصفری زیرفضاهای آنگاه باشد برداری فضای Έی V اگر .٣٨.٠.٢ قضیه

که باشند داشته وجود p١, ..., pn : V −→ V ͳخط نگاشتهای اگر تنها و اگر V =
⊕n

i=١ Vi∑n
i=١ pi = idV ( ١ )

piopj = ٠ (i ̸= j) ( ٢ )

Vi = Impi , i = ١, ..., n هر ازای به و تصویرند لزوما نگاشتها این علاوه به

داریم ، i = ١, ..., n ازای به صورت این در . V =
⊕n

i=١ Vi کنید فرض ابتدا اثبات.

V = Vi
⊕∑

j ̸=i Vj

داریم V از X زیرفضای هر ازای به باشد
∑

j ̸=i Vj موازات به Vi روی تصویر pi اگر

p→i (X) = {pi(x);x ∈ X }

داریم j ̸= i, x ∈ V هر ازای به درنتیجه

pi[pj(x)] ∈ p→i (Impj) = p→i (Vj)

⊆ p→i (
∑

k ̸=i Vk)



تصویر نگاشت .٢ ١۵فصل

= p→i (Kerpi)

= {٠v }

به که نوشت x =
∑n

i=١ xi صورت به یتا گونه به توان ͳم را x ∈ V هر همچنین . piopj = ٠ بنابراین

درنتیجه pi(x) = xi ، i هر ازای به چون و xi ∈ Vi ، i هر ازای

x =
∑n

i=١ xi =
∑n

i=١ pi(x) = (
∑n

i=١ pi)(x)

∑n
i=١ pi = idV بنابراین و

که بینیم ͳم صورت این در کنند. صدق ( ٢ ) و ( ١ ) در pn, ..., p١ کنید فرض عکس، به

pi = pioidv = pio
∑n

j=١ pj =
∑n

j=١(piopj) = piopi

داریم x ∈ V هر ازای به حال است. تصویر ٣٧.٠.٢ قضیه به بنا و خودتوان pi هر بنابراین

x = idV (x) = (
∑n

i=١ pi)(x) =
∑n

i=١ pi(x) ∈
∑n

i=١ Impi

قضیه بنابر آنگاه ، x ∈ Impi
∩∑

j ̸=i Impj اگر حال . V =
∑n

i=١ Impi شود ͳم نتیجه آن از که

بنابراین . pj(xj) = xj ، j ̸= i هر ازای به که x = pi(x) و x =
∑

j ̸=i xj ، ٣۶.٠.٢

x = pi(x) = pi(
∑

j ̸=i xj) = pi(
∑

j ̸=i pj(xj)) =
∑

j ̸=i pi[pj(xj)] = ٠V

. V =
⊕n

i=١ Impi که شود ͳم نتیجه و

�



تصویر نگاشت .٢ ١۶فصل

کمینه نگاشتتصویر ١.٢

نگاشت باشد، بسته زیرفضای Έی Y ⊂ X و باشد باناخ فضای Έی (X, ∥ . ∥) کنیم فرض تعریف١.١.٢.

اگر شود ͳم نامیده ٣ یΈنگاشتتصویر P : X −→ Y ͳخط

(Py = y ∀y ∈ Y )

دهیم. ͳم نمایش P (X, Y ) با را Y به X از تصویر های نگاشت همه از ای مجموعه و

اگر شود ͳم نامیده ۴ کمینه یΈنگاشتتصویر p. ∈ P (X, Y )

∥ p. ∥= inf {∥ p ∥: p ∈ P (X, Y ) }

دهند. ͳم نمایش نیز λ(X, Y ) مانند ͳثابت با را نرم کمینه این ͳگاه که

برخوردارند. ای ویژه اهمیت از تقریب بهترین نظریه در کمینه تصویر نگاشتهای که داد خواهیم نشان ͳآت فصول در

های ͳویژگ باشند، پوچ فضای و برد فضای ترتیب به V, U زیرفضاهای و برداری فضای Έی W کنیم فرض

شود: ͳم دنبال زیر

دیΎر عبارت به است U روی Id ͳهمان عملΎر ، U به P تصویر نگاشت تحدید -١

∀ x ∈ U : Px = x

x = u+ v فرم به فردی به منحصر نمایش ، x مانند دلخواه بردار هر دهد ͳم نتیجه Wکه = U
⊕

V -٢

نمایش این در . u ∈ U, v ∈ V بطوریه دارد

٣Projection Mapping
۴Minimal Projection



تصویر نگاشت .٢ ١٧فصل

u = Px , v = x− Px = (I − P )x

( Q = I − P فرض با ). هستند متمم هم به نسبت P تصویر نگاشت هسته و برد -٣

. است P تصویر نگاشت برد و هسته ترتیب به اش هسته و برد و بوده تصویر نگاشت Έی Q عملΎر -۴

. است V بروی U امتداد در تصویر نگاشت Έی Q و U بروی V امتداد در تصویر نگاشت Έی P -۵

. باشد ٠,١ مقادیر تواند ͳم فقط P تصویر نگاشت ویژه مقادیر -۶

از بنابراین دارد، X٢ −X = X(X − ١) مانند کمینه ای جمله چند Έی باشد، ͳنابدیه تصویر نگاشت اگر -٧

. است برخوردار شدن قطری قابلیت

اگر گیریم. ͳم نظر در X := R٣, Y := {(x, y,٠) | x, y ∈ R } فرض با را P : X −→ Y نگاشت مثال.

کنیم ͳم مشاهده

xy
z

 دلخواه بردار هر برای کنیم، نامΎذاری p را نگاشت این ماتریس

p٢

xy
z

 = p

xy
٠

 =

xy
٠


و

p

xy
z

 =

xy
٠


را Y

⊕
p Z باناخ فضای ، ١ ≤ p < ∞ که p هر برای باشند. باناخ فضای Y, Z کنیم فرض تعریف٢.١.٢.

نرم به ،مجهز y ∈ Y, z ∈ Z, (y, z) های زوج همه از متشل برداری فضای Έی عنوان به

∥ (y, z) ∥:=
(
∥ y ∥p + ∥ zp ∥

)١/p
روی را (L, T ) عملΎر ، باشند Y, Z فضاهای روی ترتیب به ͳخط عملΎرهایی L, T اگر . کنیم ͳم تعریف

کنیم: ͳم تعریف زیر صورت به Y
⊕

p Z

(L, T )(y, z) = (Ly, Tz)



تصویر نگاشت .٢ ١٨فصل

∥ (L, T ) ∥= max {∥ L ∥, ∥ T ∥ } .١ لم

∥ (L, T )(y, z) ∥p=∥ (Ly, Tz) ∥p=∥ Ly ∥p + ∥ Tz ∥p≤∥ L ∥p∥ y ∥p + ∥ T ∥p∥ z ∥p≤ اثبات.

(max {∥ L ∥, ∥ T ∥ })p(∥ y ∥p + ∥ z ∥p) = (max {∥ L ∥, ∥ T ∥ })p ∥ (y, z) ∥p

بنابراین

∥ (L, T ) ∥≤ max {∥ L ∥, ∥ T ∥ }

∥ Tzn ∥−→∥ T ∥ و ∥ zn ∥= ١ طوریه به {zn }⊂ Z maxو {∥ L ∥, ∥ T ∥ }=∥ T ∥ فرضکنیم حال

: داریم ∥ (٠, zn) ∥= ١ چون

∥ (L, T )(٠, zn) ∥−→∥ T ∥= max {∥ L ∥, ∥ T ∥ }

� شود. ͳم ثابت تساوی max {∥ L ∥, ∥ T ∥ }=∥ L ∥ اگر مشابه بطور و

کنیم ͳم تعریف باشند. Y, Z از ͳدلخواه زیرفضاهای ترتیب به V,W و باناخ فضاهای Y, Z کنیم فرض .٢ لم

U := V
⊕

pW :=
{
(v, w) : v ∈ V,w ∈ W

}
⊂ Y

⊕
p Z

Wزیرفضای و Y از ای سره زیرفضای V اگر علاوه به λ(U, Y
⊕

p Z) = max {λ(V, Y ), λ(W,Z) } پس

سپس دارد، Wوجود روی به Z از کمینه تصویر نگاشت ، λ(W,Z) > λ(V, Y ) طوریه به باشند Z از ͳدلخواه

نیست. فرد به منحصر U = V
⊕

pW روی به X = Y
⊕

p Z از کمینه تصویر نگاشت ، p ∈ [١,∞] هر برای

از (Q,R) تصویر نگاشت باشند. V,W روی به ترتیب به کمینه تصویر های نگاشت Q,R کنیم فرض اثبات.

: داریم ، دهیم ͳم تشیل را U روی به X

(Q,R)(y, z) := (Qy,Rz) , (y, z) ∈ X
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: داریم قبل لم از استفاده با اکنون

∥ (Q,R) ∥= max {∥ Q ∥, ∥ R ∥ }=∥ R ∥= λ(W,Z)

J : X −→ Z کنیم فرض . است U روی به X از کمینه تصویر نگاشت Έی ، (Q,R) دهیم ͳم نشان حال

مفروض E(z) = (o, z) با E : Z −→ X همچنین و J(y, z) = z : کنیم ͳم تعریف باشد، نگاشت Έی

بوضوح باشد.

∥ E ∥=∥ J ∥= ١ , EJ = id

گیریم ͳم نتیجه JU ⊂ W آنجاییه از . باشد U روی به X از دیΎری تصویر نگاشت S کنیم فرض

JSE : Z −→ W

داریم: w ∈ W هر برای حال

JSEw = JS(٠, w) = J(٠, w) = w

نگاشت Έی R آنجاییه از Wاست. روی به Z از تصویر نگاشت Έی JSE همچنین و (٠, w) ∈ U چون

داریم: Wاست، روی به کمینه تصویر

∥ (Q,R) ∥= max {∥ Q ∥, ∥ R ∥ }=∥ R ∥≤∥ JSE ∥≤∥ S ∥

است. U روی به کمینه تصویر نگاشت Έی (Q,R) دهد ͳم نتیجه که

شرط با V روی به Y از مینیمال الزاما نه و دلخواه تصویری نگاشت Q کنیم فرض حال

با V روی به Y از Q١, Q٢ متمایز تصویر نگاشت دو برای صورت این در باشد، ∥ Q ∥≤ λ(W,Z) =∥ R ∥

� هستند. متفاوت (Q١, R), (Q٢, R) متناظر تصویر های نگاشت ، ∥ Qi ∥≤ λ(W,Z) i = ١,٢ شرط
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دیΎر عبارت به نامیم ͳم lp فضای است ͳمتناه نرمشان −p که هایی دنباله همه فضای تعریف٣.١.٢.

lp :=

a = (ai)
∞
i=١ :∥ a ∥p=

(
∞∑
i=١

| ai |p
)١/p

<∞


یا و نیست ترایا یا ۵ ترانزیتیو که تفاوت این با است باناخ فضای Έی ، Lp فضای مانند نیز lp فضای : تذکر

دارد. محدودی های ایزومتری دیΎر، عبارت به

داریم: صورت این در ١ ≤ p ≤ ∞, p ̸= ٢ کنیم فرض .۴.١.٢ نتیجه

فرد به منحصر U روی به کمینه تصویر نگاشت بطوریه دارد وجود U ⊂ l۵p بعدی سه زیرفضای Έی -١

نیست.

نگاشت بطوریه دارد وجود U ⊂ lNp بعدی n زیرفضای ٣ ≤ n ≤ N − ٢ هر و N ≥ ۵ هر برای -٢

نیست. فرد به منحصر آن بروی کمینه تصویر

بطوریه دارد mوجود ۶ͳمتناه همبعد با U ⊂ lNp زیرفضای ٢ ≤ m ≤ N − ٣ هر و N ≥ ۵ هر برای -٣

نیست. فرد به منحصر آن بروی کمینه تصویر نگاشت

m همبعد با Um و n بعد از Un زیرفضاهای شامل lp بعد ͳنامتناه فضای m ≥ ٢ هر و n ≥ ٣ هر برای -۴

نیستند. فرد به منحصر کمینه تصویر های نگاشت بطوریه دارند وجود

اطمینان ما ، V ⊂ l٢p دلخواه بعدی Έی زیرفضای گرفتن نظر در با l۵p = l٢p
⊕

p l
٣
p که آنجایی از : (١) اثبات.

λ(W, l٣p) > ١ طوریه به باشد l٣p از ͳدلخواه بعدی دو Wزیرفضای فرضکنیم اکنون ، λ(V, l٢p) = ١ که داریم

Wبنابراین :=
{
(b, c, d) ∈ l٣p : b+ c+ d = ٠ } مثال عنوان به

λ(W, l٣p) = ١)١/٣+ ٢q/p)١/q (١+ ٢p/q)١/p

از: است عبارت فضایی چنین از ͳواقع مثال Έی شود. ͳم حاصل نتیجه قبل لم از استفاده با و

۵Transitive
۶Codimension
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U :=
{
(٠, a, b, c, d) ∈ l۵p : b+ c+ d = ٠ }

بعدی (n−١)زیرفضایΈی ٣ ≤ n ≤ N−٢ هر برای ، lNp = l٢p
⊕

p l
N−٢
p و ٣ ≤ N−٢ داریم :( ٢ )

و λ(W, lN−٢
p ) > ١ , λ(V, l٢p) = ١ طوریه به دارد وجود V ⊂ l٢p بعدی Έی زیرفضای Έی Wو ⊂ lN−٢

p

شود. ͳم کامل برهان قبل لم از استفاده با باشد، ͳم l٢p از سره زیرفضای Έی V که آنجایی از

� است. شده ارائه برهانهای مشابه ( ۴ ) و ( ٣ ) برهان

اگر نامیم ͳم مخروط Έی را S : یادآوری

∀α > ٠, ∀x ∈ S : αx ∈ S

٧ پایا را P باشد.عملΎر ͳخط عملΎر Έی P : X −→ X و باناخ فضای Έی X کنیم فرض تعریف١.٢.۵.

S و تصویر نگاشت Έی P که ͳحالت در ، PS ⊂ S باشیم داشته ، S ⊂ X هر ازای به گاه هر نامیم ͳم S روی

نامیم. ͳم ٨ حافظشل یΈنگاشتتصویر را P باشد، مخروط Έی

٩ ͳنرم تابعک Έی را f باشد، Έی نرم از f ∈ X∗ و باناخ فضای Έی (X, ∥ . ∥) کنیم فرض تعریف١.٢.۶.

این اگر شود ͳم نامیده هموار نقطه Έی ٠ ̸= x ∈ X و f(x) =∥ x ∥ ∀x ∈ X باشیم: داشته اگر نامیم، ͳم

باشد. فرد به منحصر ͳنرم تابعک

١٠ تقریب بهترین ١.١.٢

سازی بهینه مسائل جمله از ͳریاض مختلف های بخش در ای گسترده طور به اخیر های سال در تقریب بهترین بحث

مجموعه Έی از ͳنقاط یافتن بحث آن شهودی و ساده مثال Έی شود. ͳم برده کار به ͳنویس برنامه ͳحت و عددی و

٧Invariant
٨Shape Preserving Projection
٩Norming Functional

١٠Best Approximation
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به و ͳزندگ در زیادی کاربردهای مساله این باشند. فاصله کمترین دارای فضا همان در ای نقطه به نسبت که است

است. داشته همراه به اقتصادی مسائل خصوص

باشد. مفروض x ∈ X عنصر و X ͳداخل ضرب فضای از ͳناته زیرمجموعه Έی K کنیم فرض تعریف٧.١.٢.

اگر شود ͳم نامیده x تقریب بهترین Έی y. ∈ K عنصر

∥ x− y. ∥= dist(x,K)

بطوریه

dist(x,K) := infy∈K ∥ x− y ∥

شود. تعریف

بنابراین دهیم. ͳم نشان PK(x) با را x های تقریب بهترین تمام از ای مجموعه

PK(x) := {y ∈ K :∥ x− y ∥= dist(x,K) }

Έی نرم دارای p ∈ P (X,Y صورت( این در باشد، X باناخ فضای از بسته زیرفضای Έی Y کنیم فرض .٣ لم

برای ͳنرم تابعک Έی بطوریه باشد داشته Ker(p)وجود از عنصری ٠ ̸= y ∈ Y هر برای اگر فقط و اگر است

باشد. y

در y برای تقریبی بهترین ، ٠ ، y ∈ Y هر برای اگر فقط و اگر ∥ p ∥= ١ که کنیم ͳم مشاهده ابتدا اثبات.

داریم: x ∈ X هر برای آنگاه ، ∥ p ∥= ١ اگر حقیقت در باشد. V = Ker(p)

∥ x− (Id− p)x ∥≤∥ p ∥ dist(x, V ) ≤∥ x− (Id− p)x ∥

درنتیجه
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dist(x, V ) =∥ px ∥ ∀x ∈ X

داریم: ∀y ∈ Y, ∀v ∈ V ، p ∈ P (X, Y ) چون و

dist(y, v) =∥ y ∥

x برای تقریب بهترین (Id − p)x آنگاه x ∈ X و باشد V در y = px برای تقریبی بهترین ٠ اگر بعکس،

داریم: x ∈ X هر برای بنابراین است. V در

∥ px ∥=∥ x− (Id− p)x ∥≤∥ x ∥

پس

∥ p ∥= ١

�

پایه Έی f١, f٢, ..., fn ∈ Y ⊥ و n همبعد با زیرفضایی Y ⊂ X و نرمدار فضای Έی X کنیم فرض .۴ لم

وجود z١, z٢, ..., zn ∈ Ker(p) مانند فردی به منحصر عناصر نتیجه در ، p ∈ P (X, Y ) همچنین و Y ⊥ برای

بطوریه: دارد

fi(zj) = δij, px = x−
n∑

i=١

fi(x)zi ∀x ∈ X

fi(z) = ٠ اگر ، z ∈ Ker(p) هر برای X = Y
⊕

Ker(p) و Y ⊥ = Span[f١, f٢, ..., fn] چون اثبات.

عناصر بنابراین هستند. ͳخط مستقل f١ |Ker(p), ..., fn |Ker(p) دهد ͳم نتیجه z = ٠ ، i = ١, ..., n برای

ͳم قرار i, j = ١, ..., n برای fi(zj) = δij طوریه به دارد وجود z١, ..., zn ∈ Ker(p) مانند فردی به منحصر
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که آنجایی از و Q |Ker(p)= ٠ و Q |Y= p |Y= Id |Y و ∀x ∈ X Qx = x −
∑n

i=١ fi(x)zi دهیم

� شود. ͳم کامل برهان ترتیب این به و Q = p بنابراین i = ١, ..., n برای Qzi = ٠

١١ متعامد نگاشتتصویر ٢.٢
١٢ نگاشتتصویرآبلیو ١.٢.٢

اگر حقیقت در باشد، الحاق خود اگر فقط و اگر شود ͳم نامیده متعامد تصویر، نگاشت Έی .١.٢.٢ تعریف

پوچ فضای ، V و برد ، U که px ∈ U, y− py ∈ V آنگاه باشند تصویر نگاشت دامنه در دلخواه بردارهایی x, y

باشند.داریم: ͳم

< px, y − py >= (px)T (y − py) = xT (pT − pTp)y = xT (p− pTp)Ty x, y ∈ Rn

pT = p, p٢ = p ، x, y هر برای دیΎر عبارت به یا pTp = p اگر فقط و اگر هستند متعامد px, y− py بنابراین

کاربرد ٢.٢.٢

مثال عنوان به شود، ͳم دیده ١٣ تقریب بهترین نظریه و عددی آنالیز در تصویر های نگاشت از ͳفراوان کاربردهای

گرفت، نظر در V در x از تقریبی عنوان به توان ͳم را Px باشد، تصویر نگاشت Έی P : X −→ V که ͳهنگام

: داریم بنابراین

∥ x− Px ∥≤∥ I − P ∥ .dist(x, V )

داریم: υ ∈ V دلخواه عنصر هر برای زیرا

∥ x− Px ∥=∥ (x− υ)− P (x− υ) ∥=∥ (I − P )(x− υ) ∥≤∥ I − P ∥ ∥ x− υ ∥

١١Orthogonal Projection
١٢Oblique Projection
١٣Best Approximation Theory
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است m خط بروی متعامد تصویر نگاشت Έی P تبدیل :١.٢ شل

شود. ͳم حاصل بالا نامساوی همان υ روی inf گرفتن با که

دهیم ͳم نشان که P : Lp[٠,١] −→ V تصویر نگاشت برای که کرد خواهید ملاحظه سوم فصل انتهای در

درنتیجه و شد خواهد Έی از کمتر I − P تصویر نگاشت نرم ، t روی ͳشرایط با است، ∧p نرم دارای

∥ x− Px ∥≤ dist(x, V )

کنیم. ͳم معطوف V بعدی n زیرفضای Έی روی به L٢ [a, b ] از متعامد تصویر نگاشت به را خود توجه حال

بنابراین کنیم. ͳم انتخاب V برای {υ١, ..., υn } ١۴ نرمال متعامد پایه Έی

< υi, υj >=
∫ b

a
υi(s)υj(s)d(s) = δij

شود: ͳم تعریف زیر صورت به V روی به L٢ [a, b ] از متعامد تصویر نگاشت

Px =
∑n

i=١ < x, υi > υi

١۴Orthonormal Basis
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شود: ͳم تعریف زیر صورت به ϕi مقدار مختلط تابع n توسط P ∗ برد است. P تصویر نگاشت برد V بوضوح

ϕi(x) =< x, υi >

دارد. قرار متعامد تصویر نگاشت مقابل در آبلیو تصویر نگاشت اصطلاح

بردارها این کنیم فرض و دهند ͳم تصویر نگاشت برد برای پایه Έی تشیل u١, ..., uk بردارهای کنیم فرض

هستند، متمم فضاهای پوچ، فضای و برد دانیم ͳم باشند. شده مرتب است، n× k مرتبه از که A بنام ͳماتریس در

است. k بعد دارای پوچ فضای ١۵ متعامد متمم رساند ͳم این که داشت، خواهد n− k بعد پوچ، فضای بنابراین

فرض همچنین و دهند ͳم P تصویر نگاشت پوچ فضای متعامد متمم برای پایه Έی تشیل v١, ..., vk کنیم فرض

شود: ͳم تعریف زیر صورت به تصویر نگاشت صورت، این در دارند قرار B ماتریس در بردارها این کنیم

P = A(BTA)−١BT

گیریم: ͳم نظر در زیر صورت به را P ماتریس مثال.

P =

[
٠ ٠
α ١

]

زیرا است تصویر نگاشت Έی P بوضوح

P ٢ =

[
٠ ٠
α ١

] [
٠ ٠
α ١

]
=

[
٠ ٠
α ١

]
= P

باشد. α = ٠ اگر فقط و اگر است متعامد P تصویر نگاشت

١۶ نرمدار برداری فضاهای روی نگاشتتصویر ٣.٢

با تصویر نگاشت Έی P (u+ v) = u عملΎر آنگاه، X = U
⊕

V اگر باشد. باناخ فضای Έی X کنیم فرض

. P ٢ = P بوضوح که است V هسته و U برد

١۵Orthogonal Projection
١۶Projections On Normed Vector Spaces
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(I − P )٢ = I − P چون و P ٢ = P آنگاه باشد X باناخ فضای روی تصویر نگاشت Έی P اگر بعکس

است. تصویر نگاشت Έی نیز I − P بنابراین

. است Ran(P )
⊕

Ran(I − P ) مستقیم جم΄ برابر X دهد ͳم نتیجه I = P + (I − P ) رابطه

بسته نرم توپولوژی در X از U زیرفضای اگر . ندارد بودن پیوسته به نیازی تصویر نگاشت Έی ͳکل حالت در

Έی الزاما ، P پیوسته تصویر نگاشت برد دیΎر عبارت به ، بود نخواهد پیوسته U بروی تصویر نگاشت نباشد،

، P پیوسته تصویر نگاشت بنابراین . است بسته ، پیوسته تصویر نگاشت Έی هسته بعلاوه . است بسته زیرفضای

کند: ͳم ارائه زیر صورت به متمم بسته زیرفضای دو به X از تچزیه Έی

X = Ran(P )
⊕

Ker(P ) = Ran(P )
⊕

Ran(I − P )

وجود V مانند ای بسته زیرفضای اگر . باشد X از بسته زیرفضای Έی U کنیم فرض است. برقرار نیز عکس

قضیه طبق زیرا است، پیوسته ، V هسته و U برد با P تصویر نگاشت آنگاه X = U
⊕

V بطوریه باشد داشته

و است بسته U ازآنجاییه Px = y دهیم نشان باید ، xn −→ x, Pxn −→ y کنیم فرض اگر ، بسته گراف

Py = y نتیجه در و است U در y بنابراین Pxn ⊂ U

همچنین

xn − Pxn = (I − P )xn −→ x− y

و x− y ∈ V بنابراین (I − P )xn ⊂ V و بسته V چون

P (x− y) = Px− Py = Px− y = ٠⇒ Px = y

نیازی ، U بسته زیرفضای Έی برای ͳکل حالت در ͳول شدند مطرح بسته زیرفضاهای بعنوان U, V بالا، بحث در

متمم Έی گرفتن نظر در با هیلبرت، فضاهای مورد در که چند هر نیست. V متمم بسته زیرفضای Έی وجود به

هان قضیه فوری نتیجه طبق باناخ فضاهای مورد در ͳول کند پیدا تحقق تواند ͳم همیشه امر این متعامد،
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دارد. وجود باشند متمم و بسته که بعدی Έی زیرفضای Έی باناخ١٧ -

و ͳخط مقدار مختلط یا ͳحقیق تابع Έی باناخ، - هان قضیه طبق باشد، شده تولید u توسط U کنیم فرض

عملΎر . Φ(u) = ١ بطوریه دارد وجود Φ مانند کراندار

P (x) = Φ(x)u

داریم: زیرا P ٢ = P داریم بوضوح باشد ͳم تصویر نگاشت Έی

P (P (x)) = Φ(P (x))u = Φ(Φ(x)u)u

داریم: است ͳخط Φ تابع آنجاییه از

= Φ(x)Φ(u)u

داریم: Φ(u) = ١ کردن جایΎزین با

P (P (x)) = Φ(x)u

داریم: زیرا رساند ͳم را P تصویر نگاشت ͳپیوستگ ، Φ کرانداری

| P (x)− P (y) |=| Φ(x)u− Φ(y)u |=| Φ(x)− Φ(y) | | u |≤∥ Φ ∥ | x− y | | u |

کند. ͳم میل صفر سمت به بالا نامساوی راست سمت گیریم ͳم نتیجه Φ کرانداری از ، | x− y |−→ ٠ چون

بنابراین

١٧Hahn - Banach
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Ker(P ) = Ran(I − P )

است. U بسته متمم زیرفضای Έی

X∗ از بعدی n زیرفضای Έی Φ همچنین و X نرمدار فضای Έی از بعدی n زیرفضای Έی V کنیم فرض

، v = ٠ صورت این در v ∈ V هر برای ϕ(v) = ٠ اگر که ͳمعن این به باشد ١٨ ͳکل V روی Φ اگر باشد.

تصویر نگاشت . P (X) = V, P ∗(X∗) = Φ بطوریه دارد وجود P فرد به منحصر تصویر نگاشت Έی آنگاه

داراست. را x ∈ X,ϕ ∈ Φ هر برای ϕ(Px) = ϕ(x) درونیابی خاصیت P

معادلند: زیر شرایط باشد، تصویر نگاشت Έی p ∈ B(H) کنیم فرض .١.٣.٢ قضیه

است. خودالحاق p -١

است. نرمال p -٢

R(p) = N(p)⊥ -٣

R(p) ⊥ R(q) آنگاه باشند، خودالحاق نگاشتتصویر دو p, q اگر >و px, x >=∥ px ∥٢ ∀x ∈ H -۴

pq = ٠ اگر تنها و اگر

p∗p = pp∗ = p٢ = p بوضوح ٢←− ١ اثبات.

ͳم تصویر نگاشت Έی p آنجاییه از و N(p) = N(p∗) = R(p)⊥ داریم: است، نرمال p چون ٣←− ٢

نتیجه در و R(p) = N(١ − p) بنابراین ∃x s.t y = p(x) iff (١ − p)y = (p− p٢ )x = ٠ باشد،

R(p) = R(p)⊥⊥ = N(p)⊥ نهایت در و است بسته R(p)

داریم: x ∈ H هر برای ۴←− ٣

H = Kerp
⊕

Kerp⊥ = N(p)
⊕

R(p)

١٨Total
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بنابراین

∃y ∈ N(p), z ∈ R(p)

همچنین و x = y + z بطوریه

< px, x >=< py + pz, y + z >=< z, y + z >=< z, y > + < z, z >=∥ z ∥٢=∥ px ∥٢

داریم: باشند، خودالحاق های نگاشت p, q اگر و

< px, qy >=< x, p∗qy >=< x, pqy > ∀x, y ∈ H

نتیجه در

R(p) ⊥ R(q) iff pq = ٠

داریم: ١←− ۴

< px, x >=< x, p∗x >= < p∗x, x >

داریم: فرض طبق دیΎر طرف از

< px, x >=∥ px ∥٢∈ R

درنتیجه

< px, x >=< p∗x, x > ∀x ∈ H

� p = p∗ بنابراین
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١٩ درونیابلاگرانژ نگاشتتصویر ۴.٢

فرض و باشد C(S) در بعدی n زیرفضای Έی V و فشرده هاسدورف فضای Έی S کنیم فرض تعریف٢.۴.١.

{sf١ , ..., sfn } ٢٠ مقدار مختلط ارزشیاب توابع از ای مجموعه که ͳویژگ این با S از نقطه n ، s١, ..., sn کنیم

بنابراین ، ν = ٠ آنگاه ν(si) = ٠ باشیم داشته ١ ≤ i ≤ n هر برای و ν ∈ V اگر ͳیعن باشد، ͳکل V روی

P لاگرانژ درونیاب تصویر نگاشت صورت این در . νi(sj) = δij بطوریه دارد وجود V در ν١, ..., νn عناصر

شود: ͳم تعریف زیر صورت به

Px =
∑n

i=١ x(si)υi x ∈ C(S)

ترجیح که ، (Px)(si) = xsi بطوریه کند، ͳم درونیابی s١, ..., sn نقاط در را x ، Px و Px ∈ V بوضوح

فرم به دهیم ͳم

sfi (Px) = sfi (x)

بنویسیم: زیر بهتر فرم به یا

sfi oP = sfi ١ ≤ i ≤ n

که کنیم ͳم مشاهده

Pυ = υ ∀υ ∈ V

P ∗ϕ = ϕ ∀ϕ ∈< sf١ , ..., s
f
n >

که باشد ͳم {sf١ , ..., sfn } بوسیله شده تولید برد همان که بعدی n برد با تصویر نگاشت Έی نیز P ∗ زیرا

باشد: ͳم زیر فرم به ͳخط های تابعک همه شامل و است C(S∗) از زیرفضایی

١٩Lagrange Interpolating Projection
٢٠Evaluation Functionals
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ϕ =
∑n

i=١ λis
f
i (λ١, ..., λn) ∈ Rn

همان حقیقت در که باشد، ͳم Px مقدار همان x در ϕ مختلط تابع مقدار که کند ͳم بیان P ∗ϕ = ϕ تساوی

داراست. را تصویر نگاشت Έی شرایط P لاگرانژ عملΎر بنابراین است. ٢١ درونیابی خاصیت

بردی وسیله به فرد به منحصر بطور زیرفضا Έی روی به نرمدار فضای Έی از تصویر نگاشت Έی .٢.۴.٢ قضیه

شود. ͳم مشخص ٢٢ الحاقش از

range(P ∗) = range(Q∗) و هستند، تصویر های نگاشت P : X −→ V,Q : X −→ V فرضکنیم اثبات.

P = Q دهیم ͳم نشان

P ثابت نقطه Έی Qx بنابراین باشد، ͳم P برد همان که است Q برد در Qx ، x هر برای کنیم ͳم مشاهده

بنابراین Q∗P ∗ = P ∗ مشابه بطور PQx = Qx, PQ = Q نتیجه در شود. ͳم محسوب

Q∗ = (PQ)∗ = Q∗P ∗ = P ∗

آنگاه x ∈ X,ϕ ∈ X∗ اگر

ϕ(Px) = (P ∗ϕ)(x) = (Q∗ϕ(x) = ϕ(Qx)

� شود. ͳم نتیجه P = Q تساوی بودند، دلخواه x, ϕ چون

٢١Interpolation Property
٢٢Adjoint
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تانسوری فضایحاصلضرب

به را عملΎر این و پردازیم ͳم تانسوری حاصلضرب فضای تعریف به تانسوری عملΎر ͳمعرف از بعد فصل این در

ͳم ͳبررس نرمدار فضای این روی را کراندار و ͳخط نگاشتهای وجود و کنیم ͳم تعریف فضا این از عضوی عنوان

کنیم.

تانسوری عملΎر ͳمعرف ١.٣

باشد. X فضای با متناظر دوگان فضای X∗ کنیم فرض همچنین و باشند باناخ فضاهای X, Y کنیم فرض

گیریم. ͳم نظر در را ، y١, ..., yk ∈ Y و x١, ..., xk ∈ X

بΎیرید: درنظر زیر ضابطه با را A : X∗ −→ Y عملΎر

Af =
k∑

i=١

f(xi)yi f ∈ X∗ (١.٣)

ͳم تعریف X∗ فضای روی ͳمتفاوت عملΎرهای ، xi ∈ X, yi ∈ Y, n ∈ N با متناظر بینید ͳم که همانطور

خاص حالت در برد. خواهیم کار به را
∑n

i=١ xi
⊗

yi عبارت عملΎرها این تمایز جهت ما شود،

(x
⊗

y)f = f(x)y ∀x ∈ X, y ∈ Y, f ∈ X∗

٣٣
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شود: ͳم تعریف زیر صورت به ارزی هم رابطه Έی عملΎرها این به توجه با همچنین

n∑
i=١

xi
⊗

yi ∼
m∑
i=١

vi
⊗

ui

کنند. تعریف را ͳسانی عملΎر عبارت دو این اگر فقط و اگر

را آن و ١ تانسوری حاصلضرب فضای را ارزی هم رابطه این از شده ایجاد ارزی هم های کلاس تمام مجموعه

دهند. ͳم نمایش X
⊗

Y نماد با

یا و کنیم ͳم ͳمعرف Y به X∗ دوگان فضای از بعد ͳمتناه عملΎرهای همه فضای را X
⊗

Y ͳکل طور به و

ͳریاض عبارت به

X
⊗

Y = {
∑n

i=١ xi
⊗

yi | xi ∈ X, yi ∈ Y }

شود: ͳم تعریف زیر صورت به فضا این روی اسالر ضرب و جم΄ عمل

n∑
k

xk
⊗

yk +
m∑
j

vj
⊗

uj =
n+m∑

i

ai
⊗

bi

آن در که

ai = xk, bi = yk ١ < i < n

i = n+ j برای و

ai = vj, bi = uj

داریم: λ ∈ R هر ازای به همچنین

١Tensor Product Space
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λ

n∑
k

xk
⊗

yk =
n∑
k

λxk
⊗

yk =
n∑
k

xk
⊗

λyk

خاص: بطور

x
⊗

٠ = ٠
⊗

y = ٠
⊗

٠ = ٠

∑n
k xk

⊗
yk مانند یΈعبارت با ارز هم نباشد ٠

⊗
٠ ارز هم صورتیه در عبارت Xهر

⊗
Y فضای در لم۵.

باشند. ͳم ͳخط مستقل {y١, ..., yn }, {x١, ..., xn } های مجموعه آن در که باشد ͳم

[١٠] به شود رجوع اثبات.

�

داریم: شوارتز نامساوی Έکم با زیرا است کراندار عملΎر این

∥ (
∑
xi
⊗

yi)(ϕ) ∥=∥
∑

< ϕ, xi > yi ∥5
∑
∥ ϕ ∥∥ xi ∥∥ yi ∥ ∀ϕ ∈ X∗

همچنین و

∑n
i=١ xi

⊗
yi ∼

∑m
j=١ uj

⊗
vj ⇐⇒

∑n
i=١ < ϕ, xi >< ψ, yi >=∑m

j=١ < ϕ, uj >< ψ, vj > ∀ϕ ∈ X∗, ψ ∈ Y ∗

⇒< ψ,
∑n

i=١ < ϕ, xi > yi >=< ψ,
∑m

j=١ < ϕ, uj > vj >

بنابراین است برقرار ψ ∈ Y ∗ هر برای بالا تساوی چون و

n∑
i=١

< ϕ, xi > yi =
m∑
j=١

< ϕ, uj > vj
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x ∈ X,ϕ ∈ X∗ برای کنیم ͳم قرارداد و

x(ϕ) =< ϕ, x >

باناخ فضاهای تانسوری حاصلضربهای و متقاط΄ های نرم ٢.٣

عنوان به A,B تانسوری حاصلضرب همان A,B از جبری تانسوری حاصلضرب باشند، باناخ فضاهای A,B اگر

دهیم. ͳم نمایش A
⊗

B با که است برداری فضاهای

فرم به ͳمتناه های جم΄ همه شامل A
⊗

B تانسوری حاصلضرب

x =
∑n

i=١ ai
⊗

bi

n ∈ N, ai, bi ∈ B آن در که

که نرمیست ، A
⊗

B تانسوری حاصلضرب روی p متقاط΄ نرم Έی ، باشند باناخ فضاهای A,B که ͳهنگام

کند: ͳم صدق زیر شرایط در

p(a
⊗

b) =∥ a ∥ ∥ b ∥

است. ͳقبل تعریف همان نیز ٢ ͳمنطق متقاط΄ نرم اصطلاح

تعریف زیر صورت به و شده نامیده ٣ تصویری متقاط΄ نرم که دارد وجود π نام به ماکسیمال متقاط΄ نرم Έی

شود: ͳم

π(x) = inf {
∑n

i=١ ∥ ai ∥ ∥ bi ∥ : x =
∑n

i=١ ai
⊗

bi }

x ∈ A
⊗

B که

زیر صورت به و شده نامیده ۴ Έی به Έی متقاط΄ نرم که دارد وجود ε مینیمال متقاط΄ نرم Έی همچنین و

٢Reasonable Cross-Norm
٣Projective Cross-Norm
۴Injective Cross-Norm
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شود: ͳم تعریف

ε(x) = sup {| (a′
⊗

b′(x) | : a′ ∈ A′, b′ ∈ B′, ∥ a′ ∥=∥ b′ ∥= ١ }

باشند. ͳم A,B باناخ فضاهای دوگان A′, B′ و x ∈ A
⊗

B آن در که

به و شود ͳم نامیده Έی به Έی و تصویری تانسوری های حاصلضرب بالا، نرم دو در تانسوری حاصلضرب

شوند. ͳم داده نمایش A
⊗̂

εB,A
⊗̂

πB با ترتیب

که است ͳمعن بدین این است X
⊗

Y روی ͳمنطق متقاط΄ نرم همان حقیقت در ینواخت متقاط΄ نرم Έی

است: برقرار زیر نامساوی آنگاه باشد ینواخت متقاط΄ نرم Έی نیز α و A ∈ L(X), B ∈ L(Y ) اگر

α(
n∑

i=١

(Axi
⊗

Byi)) 6∥ A ∥ ∥ B ∥ α(
n∑

i=١

xi
⊗

yi) ∀
n∑

i=١

xi
⊗

yi ∈ X
⊗

Y

S : X −→W,T : Y −→ عملΎرهای برای آنگاه باشند ͳدلخواه باناخ ,X,Wفضاهای Y, Z اگر بنابراین

عملΎر ، Z

S
⊗

T : X
⊗

α Y −→ W
⊗

α Z

∥ S
⊗

T ∥≤∥ S ∥ ∥ T ∥ و است پیوسته

زیرا )

∥ S
⊗

T ∥= sup

{
| (S

⊗
T )(z) |: z ∈ X

⊗
α

Y, α(z) 6 ١

}

= sup

{
| (S

⊗
T )(

n∑
i=١

xi
⊗

yi) |: z =
n∑

i=١

xi
⊗

yi, α(z) 6 ١

}
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= sup

{
|

n∑
i=١

Sxi
⊗

Tyi |6∥ S ∥ ∥ T ∥ α(z)

}

میشود.) حاصل نتیجه α(z) 6 ١ چون و

رویحاصلضرب متقاط΄ یΈنرم ،α آنگاه باشد ینواخت متقاط΄ یΈنرم α و باشند باناخ فضای A,Bدو اگر

شود. ͳم تعریف A
⊗

B تانسوری

یا A
⊗̂

αB در x عنصر هر برای A
⊗̂

αB تانسوری حاصلضرب روی همچنین و A
⊗

B روی α نرم مقدار

شود. ͳم داده نمایش α(x) یا αA,B(x) با A
⊗

αB

آنگاه باشد ینواخت متقاط΄ نرم Έی نیز α و باشند ͳدلخواه باناخ فضاهای A,B اگر

εA,B(x) ≤ αA,B(x) ≤ πA,B(x)

داریم: x =
∑n

i=١ ai
⊗

bi فرض با و تعریف به بنا زیرا )

| (a′
⊗

b′)(
n∑

i=١

ai
⊗

bi) |=|
n∑

i=١

a′(ai)
⊗

b′(bi) |

مبدل ͳداخل ضرب به ها آن تانسوری حاصلضرب بنابراین باشند ͳم میدان از عضوی a′(ai), b′(bi) بوضوح

داریم: شوارتز نامساوی از استفاده با و ادامه در بنابراین شود، ͳم

=|
n∑

i=١

< a′(ai), b
′(bi) >|≤

n∑
i=١

|< a′(ai), b
′(bi) >|≤

n∑
i=١

∥ a′(ai) ∥ ∥ b′(bi) ∥≤
n∑

i=١

∥ ai ∥ ∥ bi ∥

∥ a′ ∥=∥ b′ ∥= تعریف١ طبق زیرا

درنتیجه
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sup

{
(a′
⊗

b′)(
n∑

i=١

ai
⊗

bi) |

}
≤

n∑
i=١

∥ ai ∥ ∥ bi ∥

sup

{
(a′
⊗

b′)(
n∑

i=١

ai
⊗

bi) |

}
≤ inf

{
n∑

i=١

∥ ai ∥ ∥ bi ∥

}

=⇒ ε(x) ≤ π(x)

عمل X روی ۵ ضعیف بطور واحد Έی عنوان به K میدان روی X باناخ فضای از e عنصر .١.٢.٣ تعریف

X شامل K میدان روی Y مانند ͳباناخ فضای Έی و است- X فضای واحد کره SX - e ∈ SX اگر کند ͳم

های تساوی بطوریه باشد داشته وجود Έی نرم با f : X ×X −→ Y کراندار ͳدوخط نگاشت Έی همراه به

باشد. برقرار x ∈ X هر برای f(e, x) = f(x, e) = x

عبارت صورت این در باشد، Έی نرم با فضا از عنصری e Kو میدان روی باناخ فضای ΈیX کنیم فرض .۶ لم

معادلند: زیر های

کند. ͳم عمل X روی ضعیف بطور واحد Έی عنوان به e -١

۶ تصویری تانسوری نرم ∥ . ∥π است.( برقرار x ∈ X هر برای ∥ e
⊗

x+x
⊗

e ∥π= ٢ ∥ x ∥ ٢-تساوی

شود) ͳم نامیده

f : X × X −→ Y ٧ کراندار متقارن ͳدوخط نگاشت همراه به K میدان روی Y چون ͳباناخ ٣-فضای

∥ f(e, x) ∥=∥ x ∥ داریم: x ∈ X هر برای و Έی آن نرم بطوریه دارد وجود

١ −→ ٢ اثبات.

۵Weakly as a Unit
۶Projective Tensor Norm
٧Bounded Symmetric bilinear Mapping
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نرم از و کراندار ͳدوخط ͳنگاشت طوریه به باشد X شامل و K میدان روی باناخ فضای Έی Y کنیم فرض

بنابراین، x ∈ X هر برای f(e, x) = f(x, e) = x که باشد داشته وجود f : X × X −→ Y مانند Έی

باشد داشته وجود Y به X
⊗

πX تصویری تانسوری حاصلضرب از h مانند Έی نرم از و کراندار ͳخط ͳنگاشت

طوریه به

f(x١, x٢) = h(x١
⊗

x٢) , x١, x٢ ∈ X

بنابراین

٢ ∥ x ∥=∥ f(e, x) + f(x, e) =∥ h(e
⊗

x+ x
⊗

e) ∥5∥ e
⊗

x+ x
⊗

e ∥π

٢ −→ ٣

داریم: و متناظر X
⊗̂

πX
٨ کامل تصویری تانسوری حاصلضرب با Y آنگاه باشد برقرار ٢ اگر

f(x١, x٢) := ١/٢(x١
⊗

x٢ + x٢
⊗

x١)

٣ −→ ١

x −→ x̂ := f(x, e) ضابطه با Y به X از ایزومتری و ͳخط نگاشت سپس باشد برقرار ٣ کنیم فرض

طوریه به f̂(x̂١, x̂٢) := f(x١, x٢) ضابطه با f̂ : X̂ × X̂ −→ Y کراندار و ͳدوخط نگاشت همچنین و

کنیم ͳم تعریف و گیریم ͳم نظر در را ∥ f̂ ∥= ١

f̂(ê, x̂) = f̂(x̂, ê) = f(e, x) = x̂

� x̂ ∈ X̂ هر برای

PQP = QP بطوریه باشند، باناخ فضاهای تصویر نگاشتهای P : X −→ U,Q : X −→ V اگر .٧ لم

ͳبول جم΄ آنگاه

٨Complete Projective Tensor Product
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P
⊕

Q = P +Q− PQ

است. U + V بروی X از تصویر نگاشت Έی

ثابت را U از عنصر هر اینکه اثبات برای و باشد ͳم U + V روی X از نگاشت Έی P
⊕

Q بوضوح اثبات.

باشیم: داشته کافیست دارد، ͳم نگه

(P
⊕

Q)P = P ٢ +QP − PQP = P +QP −QP = P

زیرا دارد ͳم نگه ثابت را V از عنصر هر P
⊕

Q مشابه بطور و

(P
⊕

Q)Q = PQ+Q٢ − PQ٢ = PQ+Q− PQ = Q

�

فضای Y فرضکنیم Xباشد. باناخ فضای از {g١, ..., gn } پایه با بعد ͳمتناه GیΈزیرفضای فرضکنیم لم٨.

Li : X
⊗

α Y −→ Y کراندار و ͳخط نگاشتهای .X
⊗

Y روی ͳمنطق متقاط΄ یΈنرم α و باشد دیΎری باناخ

بطوریه دارد وجود

z =
n∑

i=١

gi
⊗

Liz ∀z ∈ G
⊗

Y

فضای روی را Li عملΎر . ϕi(gi) = δij بطوریه کنیم ͳم انتخاب را ϕ١, ..., ϕn ∈ X∗ تابعکهای اثبات.

کنیم: ͳم تعریف زیر صورت به X
⊗

Y تانسوری حاصلضرب

Li(
∑
j

xj
⊗

yj) =
∑
j

ϕi(xj)yj (١ 6 i 6 n)
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Liz = z(ϕi) آنگاه شود، ͳتلق L(X∗, Y ) یΈعضو عنوان به z =
∑

j xj
⊗

yj عنصر اگر که کنیم توجه

داریم: بود. خواهد z نمایش از مستقل Liz تعریف بنابراین

∥ Liz ∥=∥ z(ϕi) ∥6 α(z) ∥ ϕi ∥

داریم: بالا رابطه طرفین از گرفتن سوپریمم با

∥ Li ∥= sup {∥ Liz ∥: α(z) 6 ١ }6∥ ϕi ∥

آنگاه باشد z ∈ G
⊗

Y اگر

z =
n∑

j=١

gj
⊗

yj

و

Liz = z(ϕi) =
n∑

j=١

ϕi(gj)yj = yj

� شود. ͳم کامل برهان ترتیب این به

{g١, ..., gn } و Y و X ترتیب به باناخ فضاهای از بعد ͳمتناه زیرفضاهای ترتیب به H و G کنیم فرض .٩ لم

روی ͳمنطق متقاط΄ نرم Έی α کنیم فرض باشند. H و G زیرفضاهای برای هایی پایه ترتیب به {h١, ..., hm } و

کراندار ͳخط عملΎرهای صورت این در باشد. X
⊗

Y تانسوری حاصلضرب فضای

ϱi : X
⊗
α

Y −→ Y , Υj : X
⊗
α

Y −→ X

هر برای بطوریه دارند وجود
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w ∈ W = G
⊗

Y +X
⊗

H

داریم:

w =
n∑

i=١

gi
⊗

ϱiw +
m∑
j=١

Υjw
⊗

hj

تصویر نگاشتهای ٧ لم به استناد با اثبات.

P : X
⊗
α

Y −→ G
⊗

Y , Q : X
⊗
α

Y −→ X
⊗

H

Wاست. بروی X
⊗

α Y از تصویر نگاشت Έی P +Q−QP بطوریه دارد وجود

کراندار و ͳخط نگاشتهای قبل لم به استناد با

Li : X
⊗
α

Y −→ Y , Kj : X
⊗
α

Y −→ X

بطوریه دارند وجود

z =
n∑

i=١

gi
⊗

Liz (z ∈ G
⊗

Y )

z =
m∑
j=١

Kjz
⊗

hj (z ∈ X
⊗

H)

کنیم ͳم تعریف

LiP = ϱi
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و

KjQ(I − P ) = Υj

داریم: w ∈ W هر برای پس

w = Pw +Q(I − P )w

w =
n∑

i=١

gi
⊗

LiPw +
m∑
j=١

KjQ(I − P )w
⊗

hj

w =
n∑

i=١

gi
⊗

ϱiw +
m∑
j=١

Υjw
⊗

hj

شود. ͳم کامل برهان ترتیب این به و

�

کنیم: ͳم تعریف f ∈ S(Lp) هر برای تعریف٢.٢.٣.

S(Lp) := ∩ε>٠

{
T (f) : T است ایزومورفیسم Έی و max(∥ T ∥, ∥ T−١ ∥) ≤ ١+ ε }

و ١ < p <∞ کنیم فرض .٣.٢.٣ قضیه

αp := supt∈(٠,١)((t
p−١) + (١− t)p−١(١/p (tq−١ + (١− t)q−١(١/q

صورت این در
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و است Ker١ ⊂ Lp[٠,١] بروی کمینه تصویر نگاشت Έی P = I − ١
⊗

١ تصویر نگاشت ( ١ )

∥ P ∥= λ(Ker١, Lp[٠,١]) = αp > ١

داریم f ∈ Lq[a, b] هر برای ( ٢ )

λ(Kerf, Lp[٠,١]) = αp

بطوریه دارد وجود Nf ∈ S(Lq) فرد به منحصر ͳنرم تابعک Έی f ∈ S(Lp) هر برای و

Nf (f) = ١

یا

f(Nf ) = ١

کنید. ملاحظه را [۶] مرج΄ ( ١ ) اثبات.

� کنید. ملاحظه را [٩] مرج΄ ( ٢ )

صورت به Kerf بروی Lp[٠,١] از فرد به منحصر کمینه تصویر نگاشت . f ∈ S(Lp) کنیم فرض .١٠ لم

است. P = Id− f
⊗

Nf

از استفاده با باشد. ͳم کمینه تصویر نگاشت Έی که Q = Id − ١
⊗

١ و ١ < p < ∞ کنیم فرض اثبات.

بطوریه دارد وجود Tn های ایزومرفیسم از ای دنباله S(Lp) تعریف

Tn(١) = Nf , ∥ Tn ∥ . ∥ T−١
n ∥−→ ١
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آنجاییه از گیریم. ͳم نظر در را Pn = Id− fn
⊗

Nf و fn = ١ ◦ T−١
n کنیم فرض

Tn ◦Q ◦ T−١
n = Tn ◦ (Id− ١

⊗
١) ◦ T−١

n ) = Tn ◦ (Id− (١
⊗

١) ◦ T−١
n

= Tn ◦ (Id− ١ ◦ T−١
n ) = Id− (١ ◦ T−١

n )
⊗

Tn(١) = Id− fn
⊗

Nf

= Pn

داریم:

∥ Pn ∥−→∥ Q ∥

چون بعلاوه

f(Nf ) = ١ , fn(Nf ) = (١ ◦ T−١
n )Tn(١) = ١

که کنیم ͳم مشاهده

∥ fn ∥−→ f

نتیجه در

∥ fn − f ∥−→ ٠

بنابراین

∥ Pn ∥=∥ Id− fn
⊗

Nf ∥−→∥ Id− f
⊗

Nf ∥:=∥ P ∥
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داریم: ( است فرد به منحصر حد چون ) نتیجه در

∥ P ∥=∥ Q ∥= αp

باشد. ͳم کمینه تصویر نگاشت Έی بنابراین است، نرم کمترین دارای P پس

�

باشد. ͳم A مجموعه روی شده تعریف مشخصه تابع χA شود، فرض مجموعه Έی A اگر : یادآوری

شود ͳم نامیده ٩ ͳغن Lp[٠,١] از V زیرفضای باشد، اندازه فضای Έی (T, σ, µ) کنیم فرض تعریف٢.٣.۴.

باشد: زیر خاصیت دارای اگر

µ(A١) = µ(A)/٢ بطوریه باشد موجود σ Aدر از {A١, A٢ } ١٠ افراز Έی ε > ٠ هر Aو ∈ σ هر برای

بطوریه باشد موجود νε ∈ V و

y := χA١ − χA٢

∥ νε − y ∥< ε

صورت به را ∧p عدد تعریف٢.٣.۵.

∧p =

{
max {φp(t), t ∈ [٠,١] } ١ < p <∞
٢ p = ١

آن در که کنیم ͳم تعریف

٩Rich
١٠Partition
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φp(t) := [t١/(p−١) + (١− t)١/(p−١)](p−١)/p + [tp−١ + (١− t)p−١[١/p

داریم: آنگاه ١/p+ ١/q = ١ کنیم فرض اگر

φp = φq,∧p = ∧q

همچنین و

φp(t) = φp(١− t), φ٢(t) = ١, φp(t) ≥ ١

باشد p ̸= ٢ اگر

φp(t) = ١⇐⇒ t ∈ {٠,١/٢,١ }

.∧p ≥ t آنگاه، p ̸= ٢ اگر بنابراین

است. ͳغن ، ١ ≤ p <∞ بطوریه Lp(µ) از V مانند ͳمتناه همبعد با زیرفضایی هر .۶.٢.٣ قضیه

شرط با T روی پذیر اندازه توابع fi و شود فرض اندازه فضای Έی (T, σ, µ) اگر اثبات.

∫
T

fidµ <∞ ١ ≤ i ≤ n

D ∈ σ١ هر برای و σ١ روی مثبت اندازه Έی µ بطوریه دارد وجود σ١ ⊂ σ جبر سیΎما Έی آنگاه باشند

داریم:

∫
D

fidµ = µ(D)

∫
T

fidµ
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Lp(µ) اعضای از {f١, ..., fn } ͳمتناه مجموعه توان ͳم باشند شده داده c ∈ [٠,١] و A ∈ σ کنیم فرض

بطوریه کرد انتخاب را

V =

{
x ∈ Lp(µ) :

∫
T

xfidµ = ٠,١ ≤ i ≤ n }

∫
A١
fidµ = cµ(A)

∫
A
fidµ و µ(A١) = cµ(A) بطوریه کنیم ͳم انتخاب را A١ ∈ σ١

داریم: y = (١− c)χA١ − cχA٢ و A٢ = A \ A١ اگر

∫
T

fiy =

∫
A١

fiy +

∫
A٢

fiy = ٠

است. ͳغن V زیرفضای که کنیم ͳم مشاهده c = ١/٢ انتخاب با . y ∈ V درنتیجه

�

{C,D } افراز Έی ε > ٠ و A ∈ σ, c ∈ [٠,١] هر برای باشد، Lp(µ) از ͳغن زیرفضای Έی V اگر .١١ لم

بطوریه دارد وجود νε ∈ V و µ(C) = cµ(A) بطوریه دارد وجود σ در A از

y = (١− c)χC − cχD

داریم:

∥ νε − y ∥< ε

شود. رجوع [١٢] به اثبات.

�
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صورت این در a = a(x, y, λ) = λx+ (١− λ)y دهیم ͳم قرار و x, y ∈ R, λ ∈ [٠,١] کنیم فرض .١٢ لم

ماکزیمم مسئله

max {λ | x− a |p +(١− λ) | y − a |p: λ | x |p +(١− λ) | y |p= ١ }

شد. خواهد مشاهده x > ٠.y < ٠Έی ازای به ماکزیمم مقدار این، بر علاوه است. ∧p
p مقدار دارای

شود. رجوع [١٢] به اثبات.

�

برویزیرفضاهای یافتنیΈکرانپایینبراینگاشتهایتصویریکه ٣.٣
شوند ͳتعریفم Lp(µ) از ͳغن

شوند، ͳم تعریف Lp(µ) از ͳغن زیرفضاهای بروی که تصویری های نگاشت برای پایین کران Έی بخش، این در

بروی که ای کمینه تصویر های نگاشت نرم ، Lp[٠,١] به بحث مورد باناخ فضای کردن محدود با و یابیم ͳم

نگاشت این کاربردهای از ͳی آوردن با پایان در و کنیم ͳم محاسبه را شوند ͳم تعریف Lp[٠,١] در هایی ابرصفحه

کنیم. ͳم تاکید تصویر، های نگاشت ͳکمینگ بحث اهمیت بر تقریب، بهترین نظریه در تصویر های

P : Lp(µ) −→ V و Lp(µ) از ͳغن سره زیرفضای Έی V اگر . ١ ≤ p < ∞ کنیم فرض .١.٣.٣ قضیه

.∥ P ∥≥ ∧p سپس باشد، تصویر نگاشت Έی

عنصر Έی خواهیم ͳم ما ، ε > ٠ و باشد تصویر نگاشت Έی P : Lp(µ) −→ V که کنیم فرض اثبات.

حقیقت در . ∥ u ∥= ١, Pu = ٠ که ͳقسم به بزنیم تقریب ساده تابع ΈیΈکم به را u ∈ Lp(µ) شده انتخاب

x =
∑m

i=١ ciχAi
برای بطوریه بیابیم را ci اعداد و Ai ∈ σ,١ ≤ i ≤ m مجزای های مجموعه توانیم ͳم ما

باشیم داشته
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∥ x− u ∥< kε

است.) ثابت عددی k )

بنابر باشند. ١٢ لم اکسترمم مسئله در صادق عناصر λ ∈ [٠,١] و α, β > ٠ شرط با α,−β, λ کنیم فرض

و µ(Ai١) = cµ(Ai) شرط با σ در Ai از {Ai١ , Ai٢ } افراز Έی c = λ فرض با و Ai مجموعه برای ١١ لم

داریم yi = (١− λ)χAi١
− λχAi٢

برای بطوریه دارد وجود νi ∈ V

∥ νi − yi ∥≤ kε

کنیم ͳم تعریف

zi = (α+ β)yi

و

ωi = (α + β)νi

پس

zi = (α− a)χAi١
− (β + a)χAi٢

( a = λα− (١− λ)β دهید قرار )

نویسیم ͳم اکنون

x =
m∑
i=١

diaχAi
(di = ci/a)
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دهیم ͳم قرار و

z =
m∑
i=١

dizi , ω =
m∑
i=١

diωi

داریم: ω ∈ V که کنید توجه

∥ z + x ∥p=∥
m∑
i=١

di(αχAi١
− βχAi٢

) ∥p

=
m∑
i=١

| di |p µ(Ai)(λα
p + (١− λ)βp =

m∑
i=١

| dpi | µ(Ai)

( λαp + (١− λ)βp = ١ داریم: α, β > ٠ برای ١٢ لم طبق بر زیرا )

| zp |=
m∑
i=١

| di |p (λ(α− a)p + (١− λ)(β + a)p)µ(Ai) = ∧p
p

m∑
i=١

| di |p µ(Ai)

داریم: همچنین

∥ P ∥≥∥ P (ω + u) ∥ / ∥ ω + u ∥=∥ ω ∥ / ∥ ω + u ∥

داریم: ،Έکوچ ͳکاف قدر به ، ε انتخاب با است، شده زده تقریب x توسط u و z توسط ω آنجاییه از

∥ P ∥ −ε ≥∥ z ∥ / ∥ z + x ∥≥ ∧p

�
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Lp[٠,١] هاییدر ابرصفحه بروی ایکه کمینه نگاشتهایتصویر نرم محاسبه ١.٣.٣
شوند ͳتعریفم

ͳمX در ابرصفحه Έی را زیر فرم به مجموعه هر باشد. ͳداخل ضرب فضای Έی X کنیم فرض تعریف٢.٣.٣.

. c ∈ R و x∗ ∈ X∗ \ {٠ } آن در که نامند

H = {y ∈ X | x∗(y) = c }

CodimV = CardI با V زیرفضای باشد. N از ͳدلخواه زیرمجموعه I و p ≥ ١ کنیم فرض .٣.٣.٣ قضیه

.∥ P ∥= ∧p بطوریه دارد وجود P : Lp[٠,١] −→ V تصویر نگاشت Έی و

φi محمل بطوریه φi ∈ Lq[٠,١] کنیم فرض همچنین و باشد [٠,١] افراز Έی {Ai }i∈I کنیم فرض اثبات.

کنیم ͳم تعریف شود. Ai در مشمول

V =

{
x ∈ Lp[٠,١] :

∫ ١

٠
φi(x) = ٠, i ∈ I }

ͳغن V ) است ͳنامتناه دامنه هم با ͳغن زیرفضای Έی برای مثال Έی V صورت این در باشد ͳنامتناه I اگر

کنیم ͳم تعریف ( µ(Ai) < ε داریم iاندیس ͳمتناه تعداد مΎر اندیسها تمام برای چون است

Xi = {x ∈ Lp[٠,١] : Suppx ⊂ Ai }

و ∥ x ∥p=
∑

i∈I ∥ xi ∥p پس ، x =
∑

i∈I xi اگر شود. ͳم Xi از ͳمستقیم مجموع Lp[٠,١] بنابراین

ابرصفحه بروی Xi از کمینه تصویر نگاشت Έی Pi کنیم فرض است. Έایزومتری Lp[Ai] با Xi این بر علاوه

کنیم: ͳم تعریف ، x =
∑

i∈I xi اگر باشد. V ∩Xi
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Px =
∑
i∈I

Pixi

و است V بروی Lp(µ) از تصویر نگاشت Έی P که

∥ Px ∥p=
∑
i∈I

∥ Pixi ∥p≤
∑
i∈I

∥ P ∥p∥ xi ∥p

این که است شده داده نشان [۶] در و هستند برابر هم با ها ∥ Pi ∥ تمام که است شده داده نشان [١١] در

داریم: بنابراین است. ∧p برابر مشترک مقدار

∥ Px ∥≤ ∧p(
∑
i∈I

∥ xi ∥p)١/p = ∧p ∥ x ∥

شود. ͳم کامل قضیه این برهان ترتیب این به و ∥ P ∥≥ ∧p داریم قبل قضیه طبق اما و

�

تقریب بهترین نظریه در کاربرد ۴.٣

اگر که دانیم ͳم است. ∧p نرم با کمینه تصویر نگاشت Έی P : Lp[٠,١] −→ V که کردیم مشاهده بالا در

نشان دوم فصل در همچنین و ∧p = ١ ، ١ < p < ∞ برای درنتیجه φp(t) = ١ باشد، t ∈ {٠,١/٢,١ }

باشد. ͳم Ker(P ) بروی تصویر نگاشت Έی I − P است، تصویر نگاشت Έی P ͳوقت که دادیم

داریم: زیرا گرفت درنظر xتقریب بهترین عنوان به توان ͳم را Px است، Έی حداکثر I−P نرم که ͳحالت در

∥ x− Px ∥≤∥ I − P ∥ dist(x, V )

بنابراین



تانسوری حاصلضرب فضای .٣ ۵۵فصل

∥ x− Px ∥≤ dist(x, V )



۴ فصل

تصویر نگاشتهای ͳبرخ توسیع

کرده بیان را تصویر نگاشت این توسیع دوم، فصل در شده ͳمعرف لاگرانژ تصویر نگاشت به توجه با فصل این در

تمام از متشل که شود ͳم تعریف تانسوری حاصلضرب فضای بروی تصویر نگاشت این که کنیم ͳم مشاهده و

شوند. داده نمایش ای چندجمله Έی فرم به خاص حالت در توان ͳم که است ای دومتغیره توابع

گسترش برای ͳمقدمات روش Έی آنگاه، شود تعریف V زیرفضای Έی بروی C(S) از P تصویر نگاشت اگر

باشد: ͳم زیر صورت به P̄ تصویر نگاشت گسترش فرمول دارد. وجود C(S × T ) به P

(P̄ z)(s, t) = (Pzt)(s) , z ∈ C(S × T ) (١.۴)

کنیم: ͳم تعریف همچنین و

zt(s) = z(s, t) = zt(s)

در شده داده گسترش نگاشت کنیم. ͳم معطوف لاگرانژ تصویر نگاشت به را خود توجه مثال Έی عنوان به

۵۶
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شود: ͳم تعریف زیر صورت به حالت این

(P̄ z)(s, t) =
n∑

i=١

z(si, t)υi(s) (٢.۴)

فرم به توابع همه فضای از زیرفضایی روی به C(S × T ) از ͳنگاشت P̄ بنابراین

(s, t) 7−→
∑n

i=١ yi(t) υi(s) yi ∈ C(T )

بالاخص و ( ١.۴ ) فرمول در P̄ ساختمان حقیقیت در شود. ͳم داده نشان V
⊗

C(T ) با زیرفضا این باشد. ͳم

باشد. لاگرانژ تانسوری های حاصلضرب برای توضیح بهترین تواند ͳم ( ٢.۴ )

اگر شود ͳم نامیده ١ متقاط΄ نرم Έی α باشد. X
⊗

Y روی ͳدلخواه نرم α کنیم فرض تعریف۴.١.٠.

α(x
⊗

y) =∥ x ∥ ∥ y ∥ , x ∈ X, y ∈ Y

X
⊗

Y روی را A
⊗

B عملΎر باشند، کراندار ͳخط نگاشت دو A : X −→ X,B : Y −→ Y کنیم فرض

کنیم: ͳم تعریف زیر صورت به

(A
⊗

B)(
∑m

i=١(xi
⊗

yi) =
∑m

i=١(Axi
⊗

Byi)

ما و بود خواهد باناخ فضای Έی X
⊗

α Y آنگاه باشد، شده گرفته نظر در X
⊗

Y روی α متقاط΄ نرم اگر

ͳبسط چنین وجود دهیم. بسط X
⊗

α Y توی به X
⊗

α Y از پیوسته ͳخط نگاشت Έی به را A
⊗

B مایلیم

دارد. X
⊗

Y روی A
⊗

B کرانداری به ͳبستگ

١ Cross-Norm
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نامیم: ͳم ٢ ینواخت متقاط΄ نرم را کند ͳم صدق زیر نامساوی در که α متقاط΄ نرم تعریف۴.٢.٠.

α(
∑m

i=١Axi
⊗

Byi) ≤∥ A ∥ ∥ B ∥ α(
∑m

i=١ xi
⊗

yi)

بنابراین . است کراندار α نرم به نسبت X
⊗

Y روی A
⊗

B عملΎر بوضوح

∥ A
⊗

B ∥= Sup {α [(A
⊗

B )z ]: z ∈ X
⊗

Y, α(z) ≤ ١ }≤∥ A ∥ ∥ B ∥

بطوریه xn ∈ X, yn ∈ Y انتخاب با و

∥ xn ∥=∥ yn ∥= ١, lim ∥ Axn ∥=∥ A ∥, lim ∥ Byn ∥=∥ B ∥

داریم:

α [(A
⊗

B )(xn
⊗

yn) ]= α(Axn
⊗

Byn) =∥ Axn ∥ ∥ Byn ∥−→∥ A ∥ ∥ B ∥

این زیرا P̄ = P
⊗

α I که کنیم ͳم .مشاهده گردیم ͳبرم P̄ ͳیعن بسطش و P لاگرانژ تصویر نگاشت به حال

درحقیقت دارند. x
⊗

y زوج روی ͳسانی اثر عملΎرها

[
P̄ (x

⊗
y) ](s, t) = [y(t)x ](s) = y(t)(Px)(s)

[(P
⊗

I)(x
⊗

y) ](s, t) = [(Px)
⊗

(Iy) ](s, t) = y(t)(Px)(s)

روی به Y از تصویر نگاشت Έی نیز Q و U روی به X از تصویر نگاشت Έی P کنیم فرض .٣.٠.۴ قضیه

روی به X
⊗

α Y از تصویر نگاشت Έی P
⊗

αQ آنگاه باشد، X
⊗

Y روی متقاط΄ نرم Έی α اگر باشد. V

است. U
⊗

α V

٢Uniform Cross-Norm
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X
⊗

α Y از ͳنگاشت P
⊗

αQ بنابراین است، U
⊗

V روی به X
⊗

Y از ͳنگاشت P
⊗

Q بوضوح اثبات.

آنگاه u ∈ U, υ ∈ V اگر باشد. ͳم X
⊗

α Y در U
⊗

V از بستاری درحقیقت که است U
⊗

α V روی به

(P
⊗

Q)(u
⊗

υ) = u
⊗

υ

� . است U
⊗

α V روی به تصویر نگاشت Έی P
⊗

αQ بنابراین

ͳخط عملΎر ، A ∈ L(X), B ∈ L(Y ) همچنین و باشند باناخ فضاهای X,Y کنیم فرض .۴.٠.۴ تعریف

کنیم: ͳم تعریف زیر بصورت را A
⊗

B

(A
⊗

B)(x
⊗

y) = A(x)
⊗

B(y)

اگر شود ͳم نامیده ینواخت X
⊗

Y روی α نرم

∥ A
⊗

B ∥α≤∥ A ∥ . ∥ B ∥ , A ∈ L(X), B ∈ L(Y )

نگاشت Έی نیز Q و G زیرفضای بروی X باناخ فضای از تصویر نگاشت Έی P کنیم فرض .۵.٠.۴ قضیه

در باشد، X
⊗

Y روی ینواخت نرم Έی نیز α همچنین و باشد H زیرفضای بروی Y باناخ فضای از تصویر

صورت این

(P
⊗

α I)
⊕

(I
⊗

αQ)

بروی X
⊗

α Y از تصویر نگاشت Έی

G
⊗̄
Y +X

⊗̄
H

باشد. ͳم
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داریم: α نرم ͳنواختی از Gاست.
⊗

Y Xبروی
⊗

Y از تصویر یΈنگاشت P
⊗

I عملΎر دانیم ͳم اثبات.

∥ P
⊗

I ∥=∥ (P
⊗

I)(
∑n

i=١ xi
⊗

yi) ∥=∥
∑n

i=١ Pxiyi ∥=∥ P (
∑n

i=١ xiyi) ∥=∥ P ∥

تعریف طبق زیرا )

∥ P ∥= sup {∥ Px ∥:∥ x ∥≤ ١ }

تصویر نگاشت Έی نیز I
⊗

αQ مشابه بطور و است G
⊗̄
Y بروی X

⊗
α Y از تصویر نگاشت Έی P

⊗
α I

که دهیم نشان توانیم ͳم ما ͳپیوستگ و بودن ͳخط از استفاده با است. X
⊗̄
H بروی X

⊗
α Y از

(P
⊗

α I)(I
⊗

αQ) = (I
⊗

αQ)(P
⊗

α I)

فضای از عنصری که شود ͳم
∑n

i=١ Pxi
⊗

Qyi ،
∑n

i=١ xi
⊗

yi دلخواه عنصر روی طرف دو هر اثر زیرا )

است.) X
⊗

Y

� شود. ͳم کامل برهان ترتیب این به و است برقرار ٣ فصل از ٧ لم شرایط بنابراین
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