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صنعتی دانشگاه براي نامه پایان این از ... و اقتباس ترجمه، برداري، نسخه تکثیر، و چاپ از اعم حقوق کلیۀ
است. محفوظ شاهرود

است. آزاد مأخذ ذکر با مطالب نقل





است) قبول مورد داوران هیأت اصل امضاي با 4 یا 3 پیوست (فرم داوران هیأت توسط نامه تصویب صفحۀ





قدردانی

در همواره که عزیزم مادر و پدر از برسانم. پایان به را نامه پایان این تا ساخت راهم رفیق را توفیق که منان ایزد نثار شایان شکر
عنوان به مقدم سلیمی رضا حمید دکتر آقاي جناب اندیشمند و فاضل استاد و هستند من پشتیبان و حامی زندگیم مراحل ي همه
بنده گرامی راهنماي استاد جعفري دکتر آقاي همچنین و اند داه قرار خود محبت و لطف مورد را اینجانب همواره که راهنما استاد

. دارم را تشکر کمال طیبی دکتر و شریفی دکتر آقایان گرامی داوران و موسوي آقاي و حجازي دکتر آقاي محترم مشاورین و

مارزلو سکینه
1391 شهریور



تقدیم

به: نمایم می تقدیم امتنان و افتخار کمال در و بیکران سپاس و تشکر ضمن را نامه پایان این
با و اند داده انجام ام زندگی مختلف دوران در که ي آمیز محبت تلاشهاي ي همه خاطر به عزیزم مادر و پدر ارزشمند محضر

بود. راهم ي بدرقه پرورشان روح دعاي و خیرشان نفس و اند آموخته من به را زیستن چگونه مهربانی
. بپوشانم عمل ي جامه آنان ي خواسته به و کنم دین اداي بتوانم تا کن کمک من به الها

. نما مقدر آنان براي را سعادت و سلامت ، عاقبت حسن پروردگارا



چکیده
هاي متر براي کاملی توصیف ابتدا کنیم. می مطالعه را ریمانی همگن هاي منیفلد روي ناوردا راندرز هاي متر نامه پایان این در
را ناوردا راندرز هاي متر ساختار و وجود سپس دهیم، می ارائه همگن هاي منیفلد روي ناوردا فینسلري هاي متر و ناوردا ریمانی

نماییم. می محاسبه را آن پرچمی انحناي و ژئودزیک نهایت در و کنیم می بیان همگن هاي منیفلد روي

پرچمی انحناي ژئودزیک، ناوردا، راندرز متر تحویلی، طبیعی طور به همگن فضاي کلیدي: واژه�هاي
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پیشگفتار

کاربرد به نظر که است موجود نیز دیگري هاي روش بردار یک طول ي محاسبه براي ریمانی و اقلیدسی هاي روش بر علاوه

متر ي مطالعه کنیم. می اشاره فینسلري متر نام به ها آن از یکی به اینجا در فیزیک، و مهندسی و فنی علوم در ها آن زیاد بسیار

که متري مفهوم که داشت عقیده وي که جایی آن از ولی گردید، آغاز 1854 سال در 1 ریمان بی اف جی توسط ابتدا فینسلري

ادامه خود مطالعات به است تر مناسب 2 گاوس کارهاي ي ادامه و هندسی مفاهیم ي مطالعه براي شد معروف ریمان نام به ها بعد

از گرفت، قرار مطالعه مورد دیگران توسط ها بعد داشت موثري نقش فیزیکی هاي پدیده تعابیر در تابع این که این به نظر اما نداد.

کاراتئودوري کنستانتین خودش استاد توسط آمده دست به نتایج از استفاده با 1918 سال در که بود 3 فینسلر پل افراد این جمله

روي F (x, y) مانند تابع یک براي شرایطی حقیقت در او نماید. ارائه متریک این از مدونی تعریف توانست اویلر ي قضیه و 4

راندرز جی 1941 سال در داشت. نیز را آن خواص بود تر جامع ریمان تابع از که حالی عین در که نمود ارائه TM مماس کلاف

.F = α+ β یعنی است 1-فرمی یک و ریمانی متر یک جمع که گرفت نظر در را فینسلري هاي متر از جالب بسیار نوع یک 5

مطالعه عام نسبیت ي زمینه در وي که زمانی راندرز فضاهاي شود. می نامیده راندرز متر امروزه فینسلري هاي متر از نوع این

بارز دارند. فراوان کاربرد نیز اپتیک مانند فیزیک دیگر هاي زمینه در طبیعی طور به ها متر گونه این شدند[3]، معرفی کرد می

در نباید بودن نامتقارن این که است واضح است، زمانی شبه هاي بازه بودن سویه یک جهان فیزیکی خاصیت ي مشخصه ترین

ساده راندرز متر شود، گرفته نظر در نامتقارنی خاصیت این با متر یک که است توجه قابل و لازم بنابراین دهد رخ ریاضی توصیفات

ریمانی ي هندسه آن در که کند می ایجاد فضایی یک راندرز متر ریاضیات، در باشد. می مشکل این حل براي راه بهترین و ترین

دهد. می ربط فینسلري ي هندسه به را

همگن هاي منیفلد روي ناوردا راندرز هاي متر خواهیم می نامه پایان این در علوم، سایر و هندسه در راندرز متر اهمیت به توجه با

به اول فصل در منظور این براي کنیم. محاسبه را آن پرچمی انحناي و ژئودزیک هندسی هاي کمیت و کنیم بررسی را ریمانی

هاي متر فینسلري، هاي متر از خاص مورد یک عنوان به سپس پردازیم، می فینسلري متر یعنی آن تعمیم و ریمان متر معرفی

1Georg Friedrich Berhnard Riemann
2Carl Friedrich Gauss
3Paul Finsler
4Constantin Caratheodory
5G. Randers



مفهوم سپس و پردازیم می همگن فضاهاي معرفی به دوم فصل در و کنیم می توصیف را آن ساختار و کنیم می تعریف را راندرز

در نهایت در کنیم. می اثبات را همگن هاي منیفلد روي ناوردا هاي متر خواص و دهیم می شرح آن روي را ها متر بودن ناوردا

می محاسبه را آن پرچمی انحناي و ژئودزیک و کنیم می توصیف را همگن هاي منیفلد روي ناوردا راندرز هاي متر آخر فصل

نماییم.
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1 فصل

مقدماتی مفاهیم

مقدمه 1.1

متر یک به اي ویژه ي اشاره و کرد بحث متر یک به مجهز n-بعدي منیفلد یک مختلف هاي حالت روي ریمان 1854 سال در

گذاري پایه ریمانی ي هندسه اساس نتیجه در داشت. دوم ي درجه دیفرانسیل فرم یک مثبت دوم ي ریشه توسط شده تعریف

متریک تابع عنوان به تواند می چهار ي مرتبه دیفرانسیلی فرم یک مثبت چهارم ي ریشه کرد پیشنهاد چنین هم وجود این با شد،

هستند مشتقات در 1 ي درجه از همگن هستند، مثبت ها آن داشت: خواهند اساسی خاصیت سه توابع این شود، گرفته نظر در

باشند. می محدب و

1918 سال در فینسلر سرانجام و افتاد تاخیر به سال 60 از بیش متري چنین به مجهز هاي منیفلد به راجع پیشنهاد و تذکر این

نمود. معرفی ، ریمانی هاي متر تعمیم ترین طبیعی عنوان به را فینسلري ي هندسه و گرفت سر از را مطالعات این

ظاهر بسیار فیزیکی هاي کاربرد در ویژه به علوم سایر در که باشند می راندرز هاي متر فینسلري، متر از ها مثال بهترین از یکی

خارجی نیروي میدان تاثیر تحت (M, g) ریمانی فضاي یک روي ناوبري ي مسئله از طبیعی طور به راندرز هاي متر شود[3]. می

شود[2]. می Wناشی

می بیان آن براي را برشی انحناي و ژئودزیک التصاق، هندسی هاي کمیت و نماییم می معرفی را ریمان متر ابتدا فصل این در

راندرز متر نهایت در گیریم. می نظر در نیز آن براي را هندسی هاي کمیت این و پردازیم می فینسلري متر تشریح به سپس کنیم،

دهیم. می توضیح را آن ساخت چگونگی و وجود و نموده تعریف را

1



مقدماتی مفاهیم .1 2فصل

ریمانی مترهاي 2.1

بردارها طول داخلی ضرب از استفاده با هستند. داخلی هاي ضرب برداري، فضاي یک روي متقارن تانسورهاي از ها مثال ترین مهم

از یکی منیفلدها، به ها ایده این انتقال گیرد. می شکل اقلیدسی هندسه نتیجه در و کرد تعریف توان می را ها آن بین ي زاویه و

باشد. می منیفلدها روي ها تانسور کاربردهاي مهمترین

گردد. می باز [11] مرجع به بخش این نشده داده ارجاع مطالب تمام تذکر:

(یعنی متقارن که باشد می g ∈ T ٢(M) 2-تانسور میدان Mیک هموار منیفلد یک روي 1 ریمانی متر یک .1.2.1 تعریف

است. (g(X,X) > ٠,∀X ̸= ٠) معین مثبت و ( g(X, Y ) = g(Y,X)

g :M −→ T ٢M =
∪

x∈M T ٢(TxM)

x 7−→ gx : TxM × TxM → R

(X, Y ) 7→ ⟨X,Y ⟩

نمایش gx(X, Y تانسور( یا ⟨X, Y ⟩g توسط که کند می تعریف TxMروي داخلی ضرب نقطهMیک هر در تانسور این

دهیم. می

نامیم. می ریمانی منیفلد یک g ریمانی متر همراه به Mرا هموار منیفلد یک

gij(x) := ، TxM مماس فضاي هر براي که است داخلی هاي ضرب از {gx}x∈M خانواده یک gریمانی متر یک دیگر عبارت به

هستند. هموار توابع gx( ∂
∂xi ,

∂
∂xj )

و آن به وابسته موضعی مختصات x(p) = (x١, ..., xn) ، M منیفلد از p ي نقطه همسایگی در چارت یک (x, U) اگر

داریم: باشد TpM روي p همسایگی در اي پایه { ∂
∂xi}

X = X i ∂
∂xi (p) = Y j ∂

∂xj (p)

شود: می نوشته زیر صورت به ریمان تانسور موضعی مختصات در گاه آن
1Riemannian metric



ریمانی مترهاي .2.13

gp(X,Y ) = gij(p)dx
i ⊗ dxj(X,Y )

نوشت. g = gijdx
idxj صورت به توان می را فوق ي رابطه است gمتقارن چون

کنیم می استفاده انیشتین بندي جمع نماد از نامه پایان این سراسر در تذکر:

aib
i :=

∑
i aib

i.

نوشت: زیر صورت به توان می را Y و X بردار دو بین داخلی ضرب یا g(X,Y ) ریمانی متر گاه آن ،X, Y ∈ TpM اگر

< X, Y >=< X i ∂
∂xi , Y

j ∂
∂xj >= X iY j < ∂

∂xi ,
∂

∂xj >

g(X,Y ) =< X, Y >= gijX
iY j.

فضاي هر روي معمولی داخلی ضرب همان که طوري به است ḡ اقلیدسی متر با Rn ریمانی، منیفلد براي آشکار مثال یک مثال.

باشد TxRnمی مماس

ḡ = dxidxi = (dxi)٢ = δijdx
idxj

.ḡij = δij حقیقت در

f (یعنی دیفئومورفیسم یک f : M −→ M̄ و بوده ریمانی منیفلد دو (M̄, ḡ) و (M, g) کنیم می فرض .2.2.1 تعریف

هر براي معادل طور به باشد، g = f ∗ḡ اگر گوییم 2 ایزومتري یک را f نگاشت باشد، ها آن بین ( هموار f−١ و f سویی، دو

باشیم: داشته X,Y ∈ TpM هر براي و p ∈M

gp(X, Y ) = ḡf(p)((f∗)pX, (f∗)pY ) ),

هستند. ایزومتر هم با M̄ Mو منیفلد دو گوئیم صورت این در

نمود. تعریف ریمانی متر یک توان می شمارا) ي پایه با و M(هاسدورف هموار منیفلد هر روي .3.2.1 گزاره
2Isometry



مقدماتی مفاهیم .1 4فصل

مشتق نوع یک تعریف جمله از مقدماتی به احتیاج ها منیفلد روي راست هاي خط براي صفر شتاب خاصیت از استفاده براي

Xروي برداري میدان یک اثر یا سویی مشتق از تعمیمی هموردا گیري مشتق داریم. هموردا گیري مشتق عمل به موسوم گیري

است. f تابع یک

این به بودن تعریف خوش خاصیت اول داشت توجه موضوع دو به باید ها منیفلد روي به Rn فضاي از تعریف یک تعمیم براي

بستگی ها چارت یعنی موضعی مختصات دستگاه به تعریف این که آن دوم باشد، بیان قابل منیفلدها روي مفهوم آن که معنی

یعنی منحنی این شتاب اگر Mباشد، منیفلد روي منحنی یک C(t) کنیم می فرض اول مورد شدن روشن براي باشد. نداشته

ي رابطه با را C ′′
(t)

lim△t→٠
C

′
(t+△t)− C ′

(t)

△t

و TtM یعنی متفاوت برداري فضاي دو در بردار دو تفاضل از کسر صورت زیرا است معنی بی تعریف این گاه آن کنیم تعریف

آید. نمی پدید Rn در TtRn ≃ Rn, ∀t ∈ Rn گیري یکی دلیل به اشکال این که صورتی در است، شده تشکیل Tt+△tM

مشتق منحنی یک طول در برداري) هاي میدان یا ) بردارها از مختصات به توجه بدون بتوان که کنیم پیدا راهی است لازم لذا

به یا کنیم مقایسه دیگر یک با را متفاوت و مجاور برداري فضاي دو از بردار دو مقادیر بتوانیم باید تر ساده بیان به نماییم، گیري

نماییم. 3 التصاق دیگر یک به گیري مشتق یک توسط را مجاور برداري فضاي دو عبارتی

التصاق باشد. آن روي هموار برداري هاي میدان ي مجموعه T (M) و هموار منیفلد Mیک کنیم می فرض .4.2.1 تعریف

Mنگاشت روي 4 آفین التصاق یا خطی

∇ : T (M)× T (M) −→ T (M)

(X, Y )→ ∇XY

3connection
4Affin or Linear connection



ریمانی مترهاي .2.15

کند: می صدق زیر شرایط در که باشد می

(الف)

∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ

(ب)

∇X(aY + bZ) = a∇XY + b∇XZ

(ج)

∇X(fY ) = f∇XY + (Xf)Y

.X,Y, Z ∈ T (M) و a, b ∈ R ، f, g ∈ C∞(M) آن در که

E هموار هاي برش فضاي نماد E(M) و باشد M منیفلد روي برداري کلاف یک (E, π,M) کنید فرض .5.2.1 تعریف

صورت به نگاشت یک E در التصاق یک باشد.

∇ : T (M)× E(M) −→ E(M)

(X, Y )→ ∇XY

کند: می صدق زیر شرایط در که باشد می

است: خطی X به نسبت C∞ (M) ∇روي (الف)

∇fX١+gX٢Y = f∇X١Y + g∇X٢Y ∀f, g ∈ C∞ (M)

است: خطی Y به نسبت R XY∇روي (ب)

∇X (aY١ + bY٢) = a∇XY١ + b∇XY٢ ∀a, b ∈ R
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کند: صدق زیر نیتزي - لایب قاعده ∇در (ج)

∇X (fY ) = (Xf)Y + f∇XY

نامند. Mمی روي التصاق یک اغلب را (آفین) خطی التصاق یک شود. می نامیده X جهت در Y همورداي XY∇مشتق

کند: می بیان را مختصاتی حالت در خطی التصاق یک ي محاسبه ي طریقه زیر لم

U ⊂M باز ي مجموعه زیر یک Mروي براي موضعی کنج یک {Ei} ،M روي خطی التصاق ∇یک کنید فرض .6.2.1 لم

صورت این در ،Y = Y jEj Xو = X iEi موضعی مختصات در که X,Y ∈ T (U) و

∇XY = (XY k +X iY jΓk
ij)Ek

می نامیده موضعی کنج این به ∇نسبت کریستوفل هاي نماد ،M روي Γk
ij حقیقی تابع n٣ Ei∇و

Ej = Γk
ijEk آن در که

شوند.

داریم: ها التصاق براي ضرب قانون از استفاده با اثبات.

∇XY = ∇X(Y
jEj)

= (XY j)Ej + Y j∇XiEi
Ej

= (XY j)Ej +X iY j∇Ei
Ej

= XY jEj +X iY jΓk
ijEk

آید. می بدست حکم اول جمله در اندیس تغییر با

صورت به منحنی، یک جهت در برداري میدان یک سویی مشتق مفهوم به هموردا مشتق خطی، التصاق از استفاده با حال

است: تعریف قابل زیر
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به منحصر عملگر یک ∇ ،γ : I −→ M منحنی هر براي Mباشد. روي خطی التصاق یک ∇ کنید فرض .7.2.1 تعریف

فرد

Dt : T (γ) −→ T (γ)

کند: می صدق زیر شرایط در که طوري به کند می تعریف

:R روي بودن خطی •

Dt(aV + bW ) = aDtV + bDtW ∀a, b ∈ R

ضرب: قانون •

Dt(fV ) = ḟV + fDtV ∀f ∈ C∞(I)

داریم: V براي Ṽ گسترش هر براي گاه آن باشد، گسترش قابل V اگر •

DtV (t) = ∇γ̇(t)Ṽ ,

نامیم. می γ امتداد در V 5 همورداي مشتق را DtV ،V ∈ T (γ) هر براي

شود می نامیده 6 موازي ،γ امتداد در V برداري میدان یک ∇باشد، خطی التصاق با منیفلد Mیک کنید فرض .8.2.1 تعریف

موازي منحنی هر امتداد در آن هرگاه شود می نامیده Mموازي روي V برداري میدان یک کلی حالت در .DtV ≡ ٠ هرگاه

باشد.

در Dtγ̇ برداري میدان γ شتاب Mباشد، در منحنی یک γ و ∇ خطی التصاق با منیفلد Mیک کنید فرض .9.2.1 تعریف

.Dtγ̇ ≡ ٠ یعنی باشد صفر آن شتاب اگر شود می نامیده 7 ژئودزیک γ منحنی یک باشد. می γ امتداد

5covariant derivatives
6parallel
7geodesics
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باید که است واضح ریمانی، ي هندسه ي مطالعه براي هایی ابزار عنوان به ها ژئودزیک و هموردا هاي مشتق از استفاده براي

التصاق یک که خاصیتی دو ابتدا کند. منعکس را ریمانی متر هاي خاصیت که کنیم تعریف ریمانی منیفلد روي خاص التصاق یک

کنیم. می توصیف کنند، می تعریف ریمانی منیفلد هر روي را فرد به منحصر

هرگاه نامیم 8 g با سازگار ∇را خطی التصاق یک Mباشد، منیفلد روي ریمانی (شبه) متر یک g کنید فرض .10.2.1 تعریف

یعنی کند صدق ضرب قانون ∇در ،Z, Y,X برداري هاي میدان ي همه براي

∇X⟨Y, Z⟩ = ⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇XZ⟩

هستند: معادل زیر شرایط ریمانی منیفلد یک ∇روي خطی التصاق یک براي .11.2.1 لم

است. سازگار g ∇با التصاق •

∇g = ٠•

باشند، γ منحنی هر امتداد در برداري هاي W,Vمیدان اگر •

d
dt
⟨V,W ⟩ = ⟨DtV,W ⟩+ ⟨V,DtW ⟩

است. ثابت مقدار ⟨V,W ⟩ گاه آن باشند، γ منحنی یک امتداد در موازي برداري هاي W,Vمیدان اگر •

تعریف τ : T (M)×T (M) −→ T (M) تانسور میدان Mباشد، روي خطی التصاق ∇یک کنید فرض .12.2.1 تعریف

توسط شده

τ(X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

نامیم. ∇می تاب تانسور را

است: زیر مشتق با متناظر برداري میدان ، Y,X برداري میدان دو براي لی ي کروشه تذکر:[14]

[X, Y ]f = X(Y f)− Y (Xf) = (Xj∂jY
i − Y j∂jX

i)∂if

8compatible with g
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یعنی شود، صفر آن تاب هرگاه نامیم 9 متقارن ∇را خطی التصاق یک .13.2.1 تعریف

∇XY −∇YX ≡ [X, Y ]

یعنی باشد متقارن مختصاتی کنج هر به نسبت آن کریستوفل هاي نماد اگر فقط و اگر است متقارن ∇ التصاق .14.2.1 لم

Γk
ij = Γk

ji

اثبات.

τ(X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

= ∇Xi∂iY
j∂j −∇Y j∂jX

i∂i − (X i∂i(Y
j)∂j − Y i∂i(X

j)∂j)

= X i∇∂i(Y
j∂j)− Y j∇∂j(X

i∂i)−X i∂iY
j∂j + Y i∂iX

j∂j

= X i∂iY
j∂j +X iY jΓk

ij∂k − Y j∂jX
i∂i + Y jX iΓk

ji∂k −X i∂iY
j∂j + Y i∂iX

j∂j

= X iY jΓk
ij∂k − Y jX iΓk

ji∂k

= X iY j(Γk
ij − Γk

ji)∂k,

.Γk
ij = Γk

ji یعنی ،Γk
ij − Γk

ji = ٠ بنابراین ،τ(X, Y ) = ٠ داریم بودن متقارن تعریف طبق طرفی از

ویتا چوي - لویی التصاق یک Mرا ∇روي (آفین) خطی التصاق باشد، ریمانی منیفلد یک (M, g)کنید فرض .15.2.1 تعریف

کند: صدق زیر شرایط در هرگاه نامیم (ریمانی) 10

باشد. g ریمانی متر با •∇سازگار

باشد. تاب) (بی •∇متقارن

Mروي∇ فرد به منحصر خطی التصاق یک باشد، ریمانی منیفلد ,M)یک g) فرضکنید ریمانی) هندسه اساسی (لم .16.2.1 لم

است. تاب) (بی متقارن و متریک-سازگار که طوري به است موجود
9symmetric
10Levi-Civita
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فوق خواص با ∇التصاقی کنیم می فرض کنیم. می ثابت را آن فردي به منحصر ،∇ براي فرمولی آوردن دست به با ابتدا اثبات.

از استفاده با و سازگاري متریک به توجه با باشند، دلخواه برداري هاي میدان Z, Y,X ∈ T (M) کنیم می فرض و باشد،

داریم: X, Y, Z روي جایگشت

X⟨Y, Z⟩ = ⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇XZ⟩

Y ⟨Z,X⟩ = ⟨∇YZ,X⟩+ ⟨Z,∇YX⟩

Z⟨X,Y ⟩ = ⟨∇ZX,Y ⟩+ ⟨X,∇ZY ⟩,

نوشت: توان می سطر، هر در آخر عبارت براي بودن متقارن شرط از استفاده با حال

X⟨Y, Z⟩ = ⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇ZX⟩+ ⟨Y, [X,Z]⟩

Y ⟨Z,X⟩ = ⟨∇YZ,X⟩+ ⟨Z,∇XY ⟩+ ⟨Z, [Y,X]⟩

Z⟨X, Y ⟩ = ⟨∇ZX, Y ⟩+ ⟨X,∇YZ⟩+ ⟨X, [Z, Y ]⟩,

داریم: ها آن حاصل از سوم ي رابطه کردن کم و اول ي رابطه دو کردن جمع با

⟨∇XY, Z⟩ =
١
٢
(X⟨Y, Z⟩+ Y ⟨Z,X⟩ − Z⟨X,Y ⟩ − ⟨Y, [X,Z]⟩ − ⟨Z, [Y,X]⟩+ ⟨X, [Z, Y ]⟩) ,

التصاق به فوق ي رابطه راست طرف چون هستند، متقارن و سازگار متریک که باشند التصاق ٢∇دو ١∇و کنیم می فرض حال

تنها ریمان متر بودن ناتباهیده به توجه با و دلخواه، هاي X, Y, Z براي ⟨∇١
XY −∇٢

XY, Z⟩ = ٠ بنابراین نیست وابسته

.∇١ = ∇٢ لذا ،X,Y هر ١∇براي
XY = ∇٢

XY که است برقرار رابطه این زمانی

کنیم: می استفاده آمده بدست فرمول در موضعی مختصات از ،∇ وجود اثبات براي

می کار به مختصاتی برداري هاي میدان براي را آمده بدست فرمول باشد، دلخواه مختصاتی چارت (U, (xi)) کنیم می فرض

داشت: خواهیم بنابراین است، صفر ها آن لی کروشه دانیم می بریم،

⟨∇∂i∂j, ∂l⟩ =
١
٢
(∂i⟨∂j, ∂l⟩+ ∂j⟨∂l, ∂i⟩ − ∂l⟨∂i, ∂j⟩),
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∇∂i∂j = Γm
ij∂m و gij = ⟨∂i, ∂j⟩دانیم می همچنین

داریم: قبل ي رابطه در دو این جاگذاري با

Γm
ij gml =

١
٢
(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij),

داشت: خواهیم بنابراین ،gmlg
lk = δkm که داریم توجه و کنیم می ضرب glk معکوس ماتریس در را فوق تساوي طرفین

Γk
ij =

١
٢
gkl(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij),

التصاق این بنابراین ،Γk
ij = Γk

ji داریم فرمول این به توجه با همچنین کند. می تعریف چارتی هر در التصاق یک فرمول این

است کافی 11.2.1 لم به توجه با که کنیم اثبات را آن سازگاري متریک است کافی نتیجه در .(14.2.1 لم طبق است( متقارن

صورت g∇به هاي مولفه مختصاتی حالت در ،∇g = ٠ که دهیم نشان

gij;k = ∂kgij − Γl
kiglj − Γl

kjgil,

داشت: خواهیم فرمول از استفاده با

Γl
kiglj + Γl

kjgil =
١
٢
(∂kgij + ∂igkj − ∂jgki) +

١
٢
(∂kgji + ∂jgki − ∂igkj)

= ∂kgij,

.gij;k = ٠ دهد می نشان که

نامیم. می ریمانی هاي ژئودزیک را ریمانی التصاق به نسبت هاي ژئودزیک تذکر:

باشد: می زیر صورت به نگاشت یک ي∇، ویتا چوي - لویی التصاق با (M, g)ریمانی منیفلد روي R انحناي .17.2.1 تعریف

R : T (M)× T (M)× T (M) −→ T (M)

R(X,Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ −∇[X,Y ]Z.
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،Z, Y,X متغیر سه هر به نسبت C∞(M) توابع Rروي یعنی باشد، می تانسور -
(٣
١

)
میدان یک ریمانی انحناي :1 تذکر

شرایط در یعنی است، C∞(M)

کند. می صدق R(X +X
′
, Y )Z = R(X, Y )Z +R(X

′
, Y )Z و R(fX, Y )Z = fR(X,Y )Z

است. متقارن پاد اول متغیر دو به نسبت R ریمانی انحناي : تذکر2

شوند: می تعریف زیر صورت به موضعی مختصات در انحنا هاي مولفه : تذکر3

R = Rl
ijkdx

i ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ ∂l,

شوند: می تعریف زیر صورت به Rl
ijk ضرایب آن در که

R(∂i, ∂j)∂k = Rl
ijk∂l.

بردار دو X,Y ∈ σ کنید فرض و باشد TpMمماس فضاي از بعدي دو ي صفحه زیر یک σ کنید فرض .18.2.1 تعریف

کنیم: می تعریف زیر صورت به را p در σ 11 برشی انحناي باشند، خطی مستقل

K(σ) = K(X, Y ) =
⟨R(X, Y )X,Y ⟩

⟨X,X⟩⟨Y, Y ⟩ − ⟨X, Y ⟩٢
.

بیان برشی انحناهاي مجموع عنوان به تواند می انحنا دیگر طرف از و شده تعریف ریمانی انحناي توسط دقیقا برشی انحناي

شود[14].

فینسلري مترهاي 3.1

استفاده که هستند ریمانی مترهاي تعمیم ترین طبیعی فینسلري مترهاي پردازیم. می فینسلري مترهاي تعریف به بخش این در

اند. گرفته قرار کاربردي و محض ریاضیدانان از بسیاري توجه مورد اخیرا و داشته کاربردي مسایل در زیادي ي

یعنی بردار دو داخلی ضرب از اقلیدسی فضاي در X مانند برداري طول ي محاسبه براي دیدیم قبل بخش در که طور همان

⟨X,Y ⟩ کند= می تعریف Rn فضاي در اقلیدسی متر به موسوم متر یک داخلی ضرب این کنیم، می استفاده ⟨X,Y ⟩١/٢

11sectional curvature
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با X مماس بردار یک طول (M, g) ریمانی منیفلد در صورت همین به است. کرونکر دلتاي δij آن در که δijX iY j

توسط را g ریمانی متر از برخاسته داخلی ضرب این گردد، می محاسبه TpM مماس فضاي روي داخلی ضرب یک ارائه

به بستگی که Mهستند، روي حقیقی توابع gij(x)ها = gx(
∂
∂xi ,

∂
∂xj ) آن در که دادیم نمایش g(X, Y ) = gijX

iY j

.gij :M −→ R یعنی دارند x ∈M ي نقطه

بستگی نیز آن جهت به x ∈ M ي نقطه بر علاوه بردار یک طول آن در که کنیم تعریف داخلی ضرب یک خواهیم می حال

اینجا در دهیم. می نمایش g(X, Y ) = gijX
iY j با و نامیم می فینسلري متر را داخلی ضرب این از برخاسته متر دارد،

دارند. بستگی نیز y ∈ TpM یعنی آن جهت به x ∈M ي نقطه بر علاوه که هستند، TM روي حقیقی توابعی ,gij(xها y)

است. شده اقتباس [1] مرجع از آن با مرتبط مطالب و زیر تعریف تذکر:

πتصویر : TM −→M مماسو کلاف TM =
∪

x∈M TxM و هموار n-بعدي Mیکمنیفلد فرضکنید تعریف1.3.1.

براي فینسلري ساختار یک کند. می تصویر x روي را y ∈ TxM و x ∈ M که TM از (x, y) عضو هر که باشد طبیعی

ي پیوسته تابع یک ،M

F : TM −→ [٠,∞)

کند: می صدق زیر شرایط در که طوري به باشد می

باشد. هموار ،TM٠ سفته مماس کلاف تمام روي F : 12 بودن •منظم

F (x, λy) = λF (x, y) ،λ > ٠ هر ازاي به : 13 مثبت همگن •

مثبت معین gy : TxM × TxM −→ R خطی دو متقارن فرم ،y ∈ TxM٠ مماس بردار هر براي : 14 قوي تحدب •

باشد:

gy(u, v) =
١
٢
∂٢

∂s∂t
[F ٢(x, y + su+ tv)] |s=t=٠

12regularity
13positive homogenit
14strong convexity
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.g(V, V ) > ٠ باشیم داشته V ̸= ٠ هر براي که صورت این به

نامیم. می فینسلري منیفلد را (M,F )

ترتیب این به دهد، می را TxM روي مینکوفسکی نرم TxM خاص مماس فضاي هر به F فینسلري ساختار یک تحدید نکته:

شود. می دیده مینکوفسکی هاي نرم از هموار تغییر با ي خانواده یک صورت Mبه از فینسلري ساختار یک

کنید فرض توجه:

gij(x, y) = (
١
٢
F ٢)yiyj(x, y)

داریم: F همگنی از استفاده با

gy(u, v) = gij(x, y)u
ivj , F (x, y) =

√
gij(x, y)yiyj.

بردار هر براي و بوده صفر) مخالف دترمینان با (یعنی تبهگون نا (gij) ماتریس که است معنی این به بودن مثبت معین اینجا در

متریک یا 15 اساسی تانسور را (gij) هاي مولفه با g مثبت معین و متقارن تانسور .gij(x, y)yiyj > ٠ باشیم داشته y ̸= ٠

نامیم. می فینسلر

کرد. Mتعریف روي فاصله تابع یک آن از استفاده با توان به که است نیاز مورد جا آن از F بودن مثبت شرط :1 تذکر

که منحنی یک قوس طول اساس آن بر که است کافی و لازم شرط یک آوردن فراهم دلیل به F بودن همگن شرط :2 تذکر

16 کاراتئودوري ك. توسط موضوع این باشد. نداشته بستگی t پارامتر به شود می داده
∫
F (x(t), y(t))dt انتگرال توسط

است. شده ثابت 17 فینسلر پ. استاد

هر ازاي به حالت این در شود می تعویض مطلق همگنی شرط نام به دیگري شرط با مراجع بعضی در مثبت همگن شرط تذکر3:

جالب هاي مثال از برخی حذف موجب و بوده سنگین نسبتا شرط این که این به نظر .F (x, λy) =| λ | F (x, y) ،λ ∈ R

است. نشده استفاده آن از جا این در شود می راندرز فضاي مانند فینسلر فضاي در

15foundamental tensor
16K. Caratheodory
17Paul Finsler
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ضرایب ریمانی متر ماتریس مانند و بوده پذیر معکوس gij ماتریس که است شده آورده منظور این به قوي تحدب شرط :4 تذکر

ندارد. TxM در پایه انتخاب به بستگی gij بودن معین مثبت شود. تعریف نیز gij یعنی آن معکوس

TM روي F اگر زیرا کرد، تعویض TM روي F بودن هموار شرط با توان نمی را TM٠ روي F بودن هموار شرط :5 تذکر

صورت به را آن توان می صفر حد ي قضیه بر بنا است، یک ي درجه از همگن چون گاه آن باشد هموار F y = ٠ در یعنی

شود. صفر مقدارش است ممکن و کند می پیدا بستگی ai به gij دترمینان لذا نوشت F = aiy
i

می نظر در aij ریمانی متر با همراه را Rn است. ریمانی متر فینسلري، متر یک از مثال ترین ساده ریمانی: فضاي مثال.

آن اساسی تابع که گرفت نظر در فینسلري منیفلد یک عنوان به توان می را (Rn, aij) ریمانی منیفلد صورت این در گیریم،

شود. می تعریف F (x, y) =
√
aijyiyj توسط

M روي 1-فرمی میدان یک w = wi(x)dy
i و بوده ریمانی منیفلد یک (M,aij(x)) کنیم فرض راندرز: فضاي مثال.

F = α + β که داد نشان توان می صورت این در .β = wi(x)y
i و α(x, y) =

√
aijyiyj کنیم فرض همچنین باشد.

راندرز منیفلد یا راندرز فضاي یک را (M,F ) و راندرز متر را F صورت این در کند، می صدق فینسلري اساسی تابع شرایط در

دارند. نسبیت ي نظریه براي هندسی هاي مدل ارائه در زیادي کاربرد راندرز فضاهاي نامند. می

نظر در را TM٠ از فضایی زیر Mباشد. منیفلد روي 1-فرمی یک β و ریمانی متر یک α کنیم فرض :18 کروپینا مثال.فضاي

فینسلري اساسی تابع شرایط در F (x, y) = α٢

β
که داد نشان توان می باشد، مثبت اکیدا β > ٠ 1-فرمی آن در که گیریم می

نامند. می کروپینا فضاي را (M, α
٢

β
) فضاي و گفته کروپینا نوع از را آن صورت این در کند. می صدق

را TM٠ از فضایی زیر باشند، M منیفلد روي 1-فرمی یک β و ریمانی متر یک α کنیم فرض :19 ماتسوموتو مثال.فضاي

اساسی تابع شرایط در F (x, y) که داد نشان توان می شود. تعریف F (x, y) = α٢

aα−bβ
تابع آن در که گیریم می نظر در

نامند. می ماتسوموتو فضاي را (M, α٢

aα−bβ
) فضاي و گفته ماتسوموتو نوع از را F (x, y) صورت این در کند. می صدق فینسلري

کنیم می تعریف F فینسلري متر هر براي توجه:
18Kropina space
19Matsumoto space
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Cijk :=
١
۴
[F ٢]yiyjyk .

کنیم: تعریف زیر صورت به را 20 کارتان تاب تانسور توانیم می ،y ̸= ٠ هر براي بنابراین

Cy(u, v, w) = Cijku
ivjwk.

(gij) گاه آن باشد Cijk = ٠ اگر معادل عبارت به کند، می مشخص ریمانی متر از را فینسلري متر انحراف کارتان تاب تانسور

است. ریمانی متر یک نتیجه در و نداشته بستگی y به

وار قطعه منحنی یک کند. می تعریف هموار وار قطعه هاي منحنی روي طولی ساختار یک منیفلد، یک روي فینسلري هرمتر

c(a) = p با c = c(t) توسط شده داده نمایش منحنی یک c که طوري به گیریم می نظر در (M,F ) در q تا p از c هموار

شود: می تعریف زیر صورت به c طول باشد، c(b) = q و

LF (c) =
∫ b

a
F (c(t), ċ(t))dt

کنیم: می تعریف ،p, q ∈M نقاط از جفت یک براي

dF (p, q) := infLF (c)

شود. می گرفته q به p از گذرنده c هموار وار قطعه هاي منحنی ي همه روي inf که

است: زیر خواص داراي که باشد Mمی ×M روي تابع یک dF

(i)dF (p, q) ≥ ٠

(ii)dF (p, q) = ٠⇐⇒ p = q

(iii)dF (p, q) ≤ dF (p, r) + dF (r, q)

.[5] شود می نامیده F ي فاصله تابع ، dF تابع

متریک فضاي یک (M,dF ) بنابراین ،dF (p, q) ̸= dF (q, p) است، مثبت همگن تابع یک فقط F چون کلی حالت در تذکر:
20Cartan torsion tensor
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است[6]. ناپذیر وارون

می نامیده ایزومتري یک خودش بروي M از ϕ نگاشت باشد، فینسلري فضاي یک (M,F ) کنید فرض [8] .2.3.1 تعریف

باشیم: داشته X ∈ TxM و x ∈M هر براي و باشد دیفئومورفیسم یک ϕ اگر شود

F (x,X) = F (ϕ(x), dϕx(X))

معادلند: زیر احکام گاه آن باشد، هموار Rn \ ٠ نقاط تمام در H حقیقی تابع کنید فرض : 21 اویلر) (قضیه .3.3.1 قضیه

یعنی است r ي درجه از مثبت همگن H•

H(λy) = λrH(y) ∀λ > ٠

یعنی است، H برابر r ،H کل مشتق •

yiHyi(y) = rH(y)

فرض با ،H(λy) = λrH(y), λ > ٠ هر ازاي به یعنی باشد، r ي درجه از مثبت همگن H کنیم می فرض ابتدا اثبات.

گیریم: می مشتق λ پارامتر به نسبت رابطه این از y بودن ثابت

yiHyi(λy) = rλr−١H(y)

شود. می حاصل نتیجه λ = ١ دادن قرار با

داریم: اي زنجیره ي قاعده از λ > ٠ و y گرفتن نظر در ثابت با yiHyi(y) = rH(y) کنیم می فرض برعکس،

d

dλ
H(λy) =

dH(λy)

d(λy)
.
d(λy)

dλ
= yiHyi(λy) =

١
λ
(λy)iHyi(λy) =

١
λ
rH(λy)

داشت: خواهیم را زیر دیفرانسیل ي معادله لذا

21Euler’s theorem
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d

dλ
H(λy)− r

λ
H(λy) = ٠

نوشت: زیر صورت به توان می را معادله این که

(
d

dλ
)(
H(λy)

λr
) = ٠

به H(y) = c مقدار λ = ١ دادن قرار با است. ثابت مقدار یک c آن در که است H(λy) = cλr صورت به آن جواب که

.H(λy) = λrH(y) نتیجه در آید، می دست

هموار هاي برش روي التصاق این عبارتی به است، TM روي خطی التصاق یک ویتا چوي - لویی التصاق دیدیم که طور همان

شود. می تعریف (M روي هموار هاي میدان همان ) TM

ندارد. وجود فینسلري حالت در فرد به منحصر طبیعی التصاق ریمانی، ي هندسه در ویتا چوي - لویی التصاق برخلاف

همان Mبا روي برداري کلاف یک توان می باشد، هموار نگاشتی f : M −→ N و برداري کلاف (E, π,N) کنیم فرض

نامیم. می برگشتی کلاف جدید ساختار این کرد، تعریف زیر صورت به را (E, π,N) برداري کلاف تار

با را f توسط E برگشتی کلاف باشد، هموار نگاشت f : M −→ N و برداري کلاف یک (E, π,N) اگر .4.3.1 تعریف

کنیم: می تعریف زیر صورت به را آن و داده نمایش f ∗E نماد

f ∗E = {(x, v) ∈M × E | f(x) = π(v)}

به که π١ : f ∗E −→ M اول مولفه تصویر نگاشت با f ∗E باشند. می E تارهاي از کپی یک f ∗E برگشتی کلاف تارهاي

دوم مولفه تصویر نگاشت اگر Mاست. روي برداري کلاف یک شود، می تعریف (x, v) ∈ M × E 7−→ x ∈ M صورت

جایی جابه زیر نمودار در ها کلاف بین نگاشت گاه آن شود، تعریف (x, v) 7−→ v صورت به که باشد π٢ : f ∗E −→ E

است:

f ∗E
π٢−−−→ E

π١

y yπ

M
f−−−→ N
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. باشد می f ∗E ∼= E و

و بوده تعریف قابل π∗TM برگشتی کلاف فوق تعریف به توجه با باشد، متعارف تصویر نگاشت π : TM −→ M اگر

است: زیر صورت به (x, y) ∈ TM٠ ي نقطه هر در آن تارهاي

π∗TM |(x,y):= {(x, y, v) | v ∈ TxM} ∼= TxM

است. TxM از کپی یک (x, y) ي نقطه یک روي تار دیگر عبارت به

شود. می نامیده ( TM٠ مماس کلاف روي برداري کلاف ) برگشتی مماس کلاف π∗TM

V TM := span{ ∂
∂yi
} گاه آن باشد، T (TM٠) براي طبیعی موضعی کنج { ∂

∂xi
,
∂

∂yi
} کنید فرض .5.3.1 تعریف

. شود می Mنامیده عمودي مماس کلاف که باشد می T (TM٠) کلاف زیر

کلاف صورت این در باشد. می π∗TM براي موضعی کنج یک {∂i} صورت این در ،∂i := (x, y
∂

∂xi
|x) کنید فرض

شود: می تعریف زیر صورت به که دارد را Y متعارف برش π∗TM برداري

Y(x, y) := (x, y, y)

شود: بیان تواند می زیر شکل به Y ،y = yi
∂

∂xi
|x∈ TxM ازاي به

Y = yi∂i

پردازیم: می فینسلري ي هندسه در مهم تانسور دو بیان به حال

و Mباشد روي فینسلري متر F کنید فرض .6.3.1 تعریف
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gij :=
١
٢
[F ٢]yiyj(x, y), Cijk :=

١
۴
[F ٢]yiyjyk(x, y)

کنیم: می تعریف زیر صورت به را C و G

G := gijdx
i ⊗ dxj, C := Cijkdx

i ⊗ dxj ⊗ dxk

شوند. می نامیده کارتان تانسور و اساسی تانسور ترتیب به که باشند می TM٠ روي تانسورهایی C و G

ندارد، وجود فردي به منحصر طبیعی التصاق ریمانی، ي هندسه خلاف بر فینسلري ي هندسه در شد بیان قبلا که طور همان

صدق ضرب قانون در ویتا چوي - لویی التصاق مانند هم و تاب) (بی متقارن هم تواند نمی فینسلري التصاق یک که داریم توجه

شود. می تبدیل ریمانی به فینسلري فضاي و شود می یکی ویتا چوي - لویی التصاق با فینسلري التصاق صورت این در زیرا کند

التصاق این دهند. می نمایش Γi
jk با را آن ضرایب که کنیم می انتخاب را چرن التصاق ،π∗TM روي ها التصاق این جمله از

است. g-سازگار تقریبا و متقارن

یعنی π∗TM دلخواه موضعی کنج براي باشد، n-بعدي فینسلري منیفلد یک (M,F ) کنید فرض (22 (چرن .7.3.1 قضیه

موجود TM٠ روي {wi
j} موضعی هاي 1-فرمی از فرد به منحصر ي مجموعه یک ،π∗T ∗M براي آن دوگان کنج هم و {ei}

که: طوري به است

d(dxi)− dxi ∧ wi
j = −dxj ∧ wi

j = ٠ (∗)

dgij = gkjw
k
i + gikw

k
j + ٢Cijkw

n+k (∗∗)

آن در که

wn+i := dyi + yiwi
j

.gij := G(ei, ej) و Cijk := C(ei, ej, ek) و Y := yiei و

شود[12]: می بیان زیر صورت به چرن التصاق
22Chern
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∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
(x, y) = Γi

ij(x, y)
∂

∂xk

باشد: می زیر صورت به چرن التصاق ضرایب که

Γl
jk = γljk − gli(Aijs

N s
k

F
− Ajks

N s
i

F
+ Akis

N s
j

F
)

و Cijk :=
١
F
Aijk داریم و Aijk :=

F

٢
∂gij
∂yk

آن در که

N i
j(x, y) := γijky

k − C i
jkγ

k
rsy

rys

،y = yi
∂

∂xi
∈ TxM٠ و

باشند: می زیر صورت به کریستوفل هاي نماد آن در چنین هم

γijk =
gis

٢
(
∂gsj
∂xk
− ∂gjk
∂xs

+
∂gks
∂xj

)

. C i
jk = gisCsjk و

است: زیر تساوي معادل (∗) ي رابطه بنابراین ،wi
j := Γi

jkdx
k +Πi

jkdy
k دانیم می [5]:1 تذکر

٠ = d٢xi = dxi ∧ (Γi
jkdx

k +Πi
jkdy

k)

باشد. می چرن التصاق بودن تاب) (بی متقارن معادل این و ،Γi
jk = Γi

kj و Πi
jk = ٠ که کند می ایجاب این و

باشد. می چرن التصاق سازگاري متریک تقریبا ي کننده بیان (∗∗) ي رابطه :2 تذکر

π∗TM برگشتی کلاف روي ریمانی متر g(x, y) = gij(x, y)dx
i⊗dxj = (

١
٢
F ٢)yiyjdx

i⊗dxj اینجا در :3 تذکر

است.

است: محاسبه قابل زیر صورت به π∗TM روي چرن خطی التصاق ،{ei} موضعی کنج به نسبت {wi
j} هاي فرم با :4 تذکر

∇X := {dX i +Xjwi
j} ⊗ ei

.X = X i(x, y)ei ∈ T (π∗TM) آن در که
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منیفلد Gروي 23 اسپري یک باشد، تصویرطبیعی π : TM٠ −→M و n-بعدي منیفلد Mیک کنید فرض .8.3.1 تعریف

باشد: می زیر صورت به TM٠ روي خاص هموار برداري میدان یک ،M

G = yi
∂

∂xi
− ٢Gi ∂

∂yi

هستند: زیر همگنی با موضعی توابع Gi = Gi(x, y)ها آن در که

Gi(x, λy) = λ٢Gi(x, y), ∀λ > ٠

شوند. می نامیده اسپري ضرایب ها Gi و

توسط را G = yi
∂

∂xi
− ٢Gi ∂

∂yi
اسپري Mیک منیفلد یک روي F = F (x, y) فینسلري متر هر

Gi =
١
۴
gil{[F ٢]xkyly

k − [F ٢]xl}

.[5] شوند القا فینسلري متر یک توسط توانند می ها اسپري ي همه کند. می القا

(xi, yi) استاندارد مختصاتی سیستم در هرگاه شود می نامیده 24 بروالد متر ،M منیفلد روي F فینسلري متر .9.3.1 تعریف

چرن التصاق ضرایب کافیست عبارتی به باشند، دوم ي درجه y ∈ TxM Giدر =
١
٢
Γi
jk(x)y

iyk اسپري ضرایب ،TM در

باشند. x ∈M حسب بر توابعی ها Γi
jk یعنی

چرن التصاق ضرایب Γi
jk و موضعی مختصات سیستم یک (x١, ..., xn) و باشد فینسلري فضاي یک (M,F ) کنید فرض

(تعمیم) گسترش پرچمی انحناي کنیم، توصیف را پرچمی انحناي مفهوم خواهیم می .wi
j = Γi

jkdx
k کنیم می تعریف باشند،

مماس ي صفحه یک انتخاب به فقط پرچمی انحناي ریمانی مورد خلاف بر است. ریمانی ي هندسه در برشی انحناهاي از طبیعی

است.[13] وابسته نیز صفحه این در جهت به بلکه ندارد بستگی 2-بعدي

23spray
24Berwald metric
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P = پرچم از تابع یک n-بعدي، منیفلد یک روي F فینسلري متر یک براي K 25 پرچمی انحناي .10.3.1 تعریف

می Y ∈ P و u = ui
∂

∂xi
آن در که باشد می x در Y ∈ TxM پرچمی ي میله و span(Y, u) ⊂ TxM

شود: می تعریف زیر صورت به و باشد

K(P, Y ) =
ui(yiRjikly

l)uk

gy(y, y)gy(u, u)− [gy(y, u)]٢

باشد: می زیر صورت به که است ریمان تانسور هاي مولفه Rjikl آن در که

Rjikl = gmlR
m
jik = ⟨R(

∂

∂xj
,
∂

∂xi
)
∂

∂xk
,
∂

∂xl
⟩

.[1] شوند می گرفته نظر در π∗TM برگشتی کلاف هاي برش عنوان به P و Y فوق تعریف در

راندرز مترهاي ساختار 4.1

می تعریف زیر صورت به و هستند کاربرد پر بسیار نوین فیزیک در که باشند می فینسلري متر از خاصی حالت راندرز مترهاي

شوند:

ã := ریمانی متر یک شامل M روي 26 راندرز متر یک باشد، هموار n-بعدي منیفلد یک M کنید فرض .1.4.1 تعریف

کنیم: می تعریف زیر صورت به TM روي F تابع یک b̃ و ã با باشد، می b̃ := b̃idx
i 1-فرمی Mو روي ãijdxi ⊗ dxj

F (x, y) = α(x, y) + β(x, y) y ∈ TxM,x ∈M

آن در که

α(x, y) =
√
ãijyiyj , β(x, y) = b̃i(x)y

i.

(ãij) و b̃i = ãij b̃j آن در که باشد ∥ b̃ ∥:=
√
b̃ib̃i < ١ اگر فقط و اگر است فینسلري ساختار یک F تابع .2.4.1 لم

است. (ãij) ماتریس معکوس
25flag curvature
26Randers metric
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عبارتی به باشد منظم باید F یعنی کند، صدق فینسلري تابع شرط سه در باید باشد فینسلري تابع یک F که این براي اثبات.

است. برقرار شرط این F ي ضابطه به توجه با که باشد هموار TM٠ سفته مماس کلاف تمام روي باید

باشد: مثبت همگن باید F

همگن F تابع حقیقت در کند، نمی صدق F (x,−y) = F (x, y) شرط در راندرز متر b̃ ̸= ٠ که زمانی ،β وجود دلیل به

به b̃ 1-فرمی اگر فقط و اگر است 1 ي درجه از مطلق همگن راندرز متر یک عبارتی به باشد، ریمانی اگر فقط و اگر است مطلق

هستند. y در مثبت همگن فقط و هستند ریمانی غیر راندرز هاي متر ي بقیه ،̃b ≡ ٠ مورد جز به بنابراین شود. صفر یکسان طور

مولفه ي اندازه باید ،TM٠ روي F بودن مثبت براي باشد، داشته ثابت علامت یک تواند نمی است خطی y در β(x, y) چون

شود. کنترل b̃i هاي

یعنی F بودن مثبت ،TM٠ روي F تابع تعریف به توجه با

√
ãijyiyj > −b̃iyi ∀y ̸= ٠ (∗)

داشت: خواهیم (∗) در yi = −b̃i = −ãij b̃j ي رابطه جاگذاري با ،̃b ̸= ٠ اگر باشد، مثبت F کنیم می فرض بنابراین

√
ãij(−ãij b̃j)(−b̃j) > −b̃i(−b̃i)

است)، ãij معکوس ماتریس ãij) ãij ãij = δii = I داریم طرفی از

بنابراین

√
b̃ib̃i > b̃ib̃

i

نتیجه در

b̃ib̃
i√
b̃ib̃i

< ١

لذا

∥ b̃ ∥< ١.
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داریم: y ̸= ٠ اگر شوارتز، کشی مساوي نا از استفاده با باشد، برقرار ∥ b̃ ∥< ١ شرط کنیم می فرض حال

| b̃iyi |<
√
ãijyiyj

نتیجه در

−b̃iyi <
√
ãijyiyj.

پردازیم: می F بودن قوي تحدب شرط بررسی به حال

∥ b̃ ∥< ١ شرط ،gij اساسی تانسور بودن مثبت معین است. وابسته gij اساسی تانسور بودن مثبت معین به قوي تحدب موضوع

ي محاسبه با شرط این که دهد می نتیجه را

det(gij) = (
F

α
)n+١det(ãij)

دهد. می نتیجه را قوي تحدب همچنین است، F بودن مثبت ي کننده تضمین

کنیم: می معرفی ریمانی منیفلد روي راندرز متر یک بیان براي کلی روش یک جا این در

فضاي روي دیگري ریمانی متر یک ã ریمانی متر باشد، M منیفلد روي ریمانی متر یک ã و x ∈ M کنیم می فرض

صورت به و باشد می
(٠
٢

)
نوع از تانسوري ã∗ دهیم، می نمایش ã∗ با را آن که کند می تولید T ∗M یعنی TM دوگان

داریم چنین هم شود، می بیان ã∗ = ãij
∂

∂xi
⊗ ∂

∂xj

⟨dxi, dxj⟩ = ãij

کند. می تعریف T ∗
xM و TxM بین خطی ایزومورفیسم یک داخلی ضرب این

هر براي که b̃♯ برداري میدان یک همراه به ã = ãijdx
i ⊗ dxj ریمانی متر شامل M منیفلد روي راندرز متر .3.4.1 لم

شود: می تعریف زیر صورت به ،ã(x)(b̃♯, b̃♯) < ١ ،x ∈M

F (x, y) =
√
ã(x)(y, y) + ã(x)(b̃♯, y) x ∈M, y ∈ TxM
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باشد: زیر صورت به b̃♯ برداري میدان کنیم می فرض اثبات.

b̃♯ = (b̃♯)i
∂

∂xi

داریم: شارپ عملگر تعریف از استفاده با

(b̃♯)i = ãij b̃j = b̃i

است. b̃♯ برداري میدان با متناظر 1-فرمی ،̃b = b̃jdx
j آن در که

داریم: y ∈ TxM هر براي

⟨y, b̃♯⟩ = ⟨yk ∂

∂xk
, (ãij(x)b̃j)

∂

∂xi
⟩ = ykãij b̃j⟨

∂

∂xk
,
∂

∂xi
⟩ = ykãij b̃j ãki = ykδjkb̃j = b̃jy

j

شود. می ثابت حکم و β(x, y) = ⟨y, b̃♯⟩ بنابراین

.∥ b̃♯ ∥< ١ اگر فقط و اگر است برقرار ∥ b̃ ∥< ١ نتیجه در ،∥ b̃ ∥=∥ b̃♯ ∥ که است واضح تذکر:

موازي ã به نسبت b̃ اگر فقط و اگر است بروالد نوع از b̃ 1-فرمی و ã ریمانی متر توسط شده تعریف راندرز متر .4.4.1 گزاره

باشد.

باشد. موازي ã ریمان متر به نسبت b̃♯ متناظر برداري میدان اگر فقط و اگر است موازي b̃ 1-فرمی .5.4.1 لم

ریمان متر از ∇القایی ي ویتا چوي - لویی التصاق به نسبت b̃♯ = b̃i∂i = ãij b̃j∂i برداري میدان کنیم می فرض ابتدا اثبات.

داریم: باشد، موازي ã

∇b̃♯ = ٠

نتیجه: در

b̃♯;j
i∂i ⊗ dxj = ٠
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b̃♯;j
i = ∂j b̃

i + b̃kΓi
jk = ٠ بنابراین

داشت: خواهیم b̃i فرمول جاگذاري با

∂j(ã
ij b̃j) + ãkj b̃jΓ

i
jk = ٠

داریم: لذا

(∂j ã
ij)b̃j + ãij∂j b̃j + ãkj b̃jΓ

i
jk = ٠

پردازیم: می ∂lãij براي فرمولی ي محاسبه به حال

رابطه این طرفین ضرب با ،(∂lãij)ãjk = −ãij∂l(ãjk) داریم رابطه این طرفین از گرفتن مشتق با ،ãij ãjk = δik دانیم می

داشت: خواهیم ∂l(ãjk) = (Γt
lj ãtk + Γt

lkãjt) عبارت جاگذاري و ãjk ماتریس در

∂lã
ij = −ãjkãij ãtkΓt

lj − ãjkãij ãjtΓt
lk

= −δjt ãijΓt
lj − δitãjkΓt

lk

= −ãijΓj
lj − ã

jkΓi
lk (∗)

داریم: آمده دست به فرمول جاگذاري با حال

(−ãijΓj
jj − ãjkΓi

jk)b̃j + ãij∂j b̃j + ãkj b̃jΓ
i
jk

بنابراین:

(∂j b̃j)ã
ij = ãij b̃jΓ

j
jj

داریم: نتیجه در

∂j b̃j = b̃jΓ
j
jj (∗∗)
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ویتا چوي - لویی التصاق به نسبت باشد می b̃ = b̃jdx
j صورت به که b̃♯ برداري میدان با متناظر 1-فرمی دهیم می نشان حال

است. ∇موازي ي

.̃bi;j = ∂j b̃i − b̃kΓk
ij b̃∇و = ∇(b̃jdxj) داریم

داشت: خواهیم (∗∗) ي رابطه جاگذاري با

b̃i;j = b̃iΓ
i
ii − b̃kΓk

ij = ٠

.∇b̃ = ٠ بنابراین

باشد، موازي ã ریمان متر از ∇القایی ویتاي چوي - لویی التصاق به نسبت b̃ = b̃jdx
j 1-فرمی کنیم می فرض حال برعکس،

b̃∇،بنابراین = ∇(b̃jdxj) = ٠ یعنی

b̃i;j = ∂j b̃i − b̃kΓk
ij = ٠

نتیجه در

∂j b̃i = b̃kΓ
k
ij (∗ ∗ ∗)

∇ ي ویتا چوي - لویی التصاق به نسبت نیز b̃♯ = b̃♯i∂i = ãij b̃j∂i یعنی آن با متناظر برداري میدان دهیم می نشان حال

است. موازي ã ریمان متر از القایی

∇b̃♯ = b̃♯;j
i∂i ⊗ dxj داریم

بنابراین:

b̃♯;j
i = ∂j b̃

♯i + b̃♯kΓi
jk = ∂j(ã

ij b̃j) + (ãkj b̃j)Γ
i
jk

= (∂j ã
ij)b̃j + ãij∂j b̃j + ãkj b̃jΓ

i
jk

داشت: خواهیم (∗ ∗ ∗) و (∗) ي رابطه جاگذاري با حال
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b̃♯;j
i = −ãij b̃jΓj

jj + ãij b̃kΓ
k
ij = ٠

.∇b̃♯ = ٠ نتیجه در

دهیم. می نمایش I(M,F ) با را گروه این گیریم، می نظر در را (M,F ) راندرز فضاي یک هاي ایزومتري گروه

آن است. شده تعریف b̃♯ برداري میدان و ã ریمانی متر توسط F که باشد راندرز فضاي یک (M,F ) کنید فرض .6.4.1 گزاره

باشد. می (M, ã) ریمانی منیفلد هاي متري ایزو گروه ي بسته گروه زیر یک (M,F ) هاي ایزومتري گروه گاه

هر براي .q = ϕ(p) دهیم می قرار و p ∈M کنیم می فرض و باشد (M,F ) براي ایزومتري یک ϕ کنیم می فرض اثبات.

داریم: y ∈ TpM

F (p, y) =
√
ã(p)(y, y) + ã(p)(b̃♯, y) = F (q, dϕp(y))

=
√
ã(q)(dϕp(y), dϕp(y) + ã(q)(b̃♯, dϕp(y)) (∗)

داریم: کنیم، می عوض −y با را y ،(∗) ي رابطه در

√
ã(p)(y, y)− ã(p)(b̃♯, y) =

√
ã(q)(dϕp(y), dϕp(y))− ã(q)(b̃♯, dϕp(y)) (∗∗)

داریم: (∗∗) و (∗) ي رابطه دو کردن جمع با

ã(p)(y, y) = ã(q)(dϕp(y), dϕp(y))

و

ã(p)(b̃♯, y) = ã(q)(b̃♯, dϕp(y))

هر براي و است ã ي زمینه ریمان متر به نسبت ایزومتري یک ϕ ریمانی، ایزومتري تعریف و فوق ي رابطه به توجه با نتیجه در

است. I(M, ã) ي بسته گروه زیر یک I(M,F ) بنابراین .dϕp(b̃
♯ |p) = b̃♯ |ϕ(p) ،p ∈M
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همگن منیفلدهاي روي ناوردا مترهاي

مقدمه 1.2

جالبی بسیار هاي خاصیت 1 نمیزو باشد. می هندسه در مهم ي مسئله یک همگن هاي منیفلد روي ناوردا ساختارهاي ي مطالعه

متر و نمود معرفی را تحویلی همگن هاي فضا وي است، آورده دست به G/H همگن فضاي روي ناوردا ریمانی هاي متر براي

کرد. مطالعه را تحویلی همگن هاي فضا روي ناوردا آفین هاي التصاق ساخت و وجود و ناوردا ریمانی هاي

مطالعه [17] و [16] در 3 سملسن و 2 میلنور توسط لی هاي گروه روي ناوردا ریمانی هاي متر انحناي خواص از برخی چنین هم

باشد. می مهم بسیار ناوردا ریمانی هاي متر از تعمیمی عنوان به ناوردا فینسلري هاي متر ي مطالعه بنابراین اند. شده

را همگن هاي منیفلد روي ناوردا ریمانی مترهاي سپس کنیم، می توصیف را تحویلی همگن و همگن هاي فضا ابتدا فصل این در

منیفلد براي را تحویلی طبیعی طور به مفهوم کنیم. می بررسی همگن هاي منیفلد روي را ها آن خواص و وجود و نموده تعریف

دهیم. می توضیح ریمانی همگن هاي

شرط یک و نماییم می معرفی هستند، ناوردا ریمانی هاي متر از تعمیمی که را همگن هاي فضا روي ناوردا فینسلري هاي متر

دهیم. می ارائه ناوردا فینسلري هاي متر پذیرفتن براي همگن هاي منیفلد براي کافی و لازم

می اثبات را تعریف دو این بین ارتباط و کنیم می بیان صورت دو به را فینسلري تحویلی طبیعی طور به همگن منیفلد مفهوم

محاسبه ناوردا فینسلري متر یک با تحویلی طبیعی طور به همگن هاي منیفلد براي را پرچمی انحناي و انحنا تانسور سپس نماییم.

1K. Nomizu
2J. Milnor
3H. Samelson

30
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کنیم. می

همگن فضاهاي 2.2

گردد. می بر [10] مرجع به بخش این ي نشده داده ارجاع مطالب تمام تذکر:

m : ضرب نگاشت که خاصیت این همراه به را باشد گروه نیز جبري مفهوم در که G هموار منیفلد یک .1.2.2 تعریف

توسط شده داده i : G −→ Gمعکوس نگاشت و G×G −→ G

m(g, h) = gh, i(g) = g−١

نامیم. می 4 لی گروه باشند، هموار دو هر

نامیم لی گروه یک Gرا است، شده تعریف آن بر نیز گروه ساختار یک که باشد هموار منیفلد Gیک هرگاه دیگر عبارت به تذکر:

زیر صورت به شده تعریف : G×G −→ G تابع هرگاه

(g, h) 7−→ gh−١

باشد. هموار

همراه به توپولوژیکی فضاي (یک باشد می توپولوژیکی گروه یک لی گروه یک هستند، پیوسته هموار هاي نگاشت چون تذکر:

شود). می نامیده توپولوژیکی گروه باشند، پیوسته معکوس و ضرب هاي نگاشت که طوري به گروه ساختار یک

است. بعدي n لی گروه استاندارد ساختار با Rn مثال.

است. بعدي n٢ لی گروه یک توابع ترکیب عمل با ،(GL(n,R)) پذیر معکوس n× n هاي ماتریس ي مجموعه مثال.

گروه یک (C∗) صفر غیر مختلط اعداد ي مجموعه و است بعدي 1 لی گروه یک (R∗) صفر غیر حقیقی اعداد ي مجموعه مثال.

است. بعدي 2 لی

است. بعدي 1 لی گروه یک بنابراین است، گروه یک مختلط ضرب عمل تحت و است هموار منیفلد یک S١ ي دایره مثال.
4Lie Group
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گروه یک مستقیم، ضرب حاصل گروهی ساختار و هموار ضربی حاصل منیفلدي ساختار با ، لی هاي گروه ضرب حاصل هر تذکر:

است. لی

است. بعدي n لی گروه یک T n = S١ × ...× S١ تیوپ مثال.

یک به را آن که هموار ساختار و توپولوژي یک همراه به را G از H گروه زیر باشد، لی گروه یک G کنید فرض .2.2.2 تعریف

نامیم. می G براي 6 لی گروه زیر را کند می تبدیل G براي 5 ور غوطه منیفلد زیر یک و لی گروه

آن باشد، نیز 7 شده نشانده منیفلد زیر که باشد لی گروه زیر یک H ⊂ G و باشد لی گروه یک G کنید فرض .3.2.2 گزاره

است. G ي بسته لی گروه زیر H گاه

نمایید. مراجعه [10] مرجع به اثبات براي اثبات.

است. بعدي n٢ لی گروه زیر یک GL+(n,R) ⊂ GL(n,R) ي مجموعه زیر مثال.

است. C∗ براي لی گروه زیر یک S١ ي دایره مثال.

F : G −→ H هموار نگاشت یک H به G از لی گروه همومورفیسم یک باشند، لی هاي گروه H و G اگر .4.2.2 تعریف

باشد. نیز گروه همومورفیسم که طوري به باشد می

صورت به که Lg, Rg : G −→ G نگاشت باشد، gهاي ∈ G و لی گروه یک G کنیم می فرض .5.2.2 تعریف

Lg(h) = gh, Rg(h) = hg

شود. می نامیده g توسط 9 راست انتقال و 8 چپ انتقال ترتیب به را شوند می تعریف

طرفی از است. هموار نیز راست و چپ انتقال نگاشت که کرد مشاهده توان می است، هموار G لی گروه ضرب عمل که جا آن از

5immersed submanifold
6Lie Subgroup
7embedded submanifold
8left translation
9right translation
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Lg ،g ∈ G هر براي بنابراین هستند، هموار نیز Rg−١ و Lg−١ مشابه طریق به بگیریم نظر در g−١ براي را ها انتقال این اگر

هستند. دیفئومورفیسم Rg و

هر براي عبارتی به باشد، ناوردا چپ هاي انتقال ي همه تحت هرگاه گوییم 10 چپ ناورداي را G روي X برداري میدان

یعنی باشد خودش با Lg-مرتبط ،g ∈ G

(Lg)∗Xg′ = Xgg′ , ∀g, g′ ∈ G

کرد. مختصر ،g ∈ G هر براي (Lg)∗X = X صورت به را آن توان می است، دیفئومورفیسم Lg چون

نمایش (X, Y ) 7→ [X, Y ] با معمولا که g به g×g از کروشه نام به نگاشت یک همراه به را g برداري فضاي .6.2.2 تعریف

باشد: زیر خواص داراي هرگاه نامیم 11 لی جبر یک را شود، می داده

،a, b ∈ R براي خطی: دو •

[aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z]

[Z, aX + bY ] = a[Z,X] + b[Z, Y ]

پادمتقارن: •

[X,Y ] = −[Y,X]

ژاکوبی: اتحاد •

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = ٠

نیست. برقرار لی جبر یک روي ها کروشه براي کلی حالت در ژاکوبی اتحاد تذکر:

است. لی جبر یک هموار، منیفلد یک روي هموار برداري هاي میدان ي همه از TM فضاي مثال.

جایی: جابه کروشه عمل با n× n حقیقی هاي ماتریس M(n,R)از برداري فضاي مثال.
10left-invariant
11Lie algebra
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[A,B] = AB −BA

دهند. می نمایش gl(n,R) با را آن و است بعدي n٢ لی جبر یک

کروشه عمل تحت h هرگاه نامیم g براي 12 لی جبر زیر را h ⊂ g خطی فضاي زیر باشد، لی جبر یک g اگر .7.2.2 تعریف

باشد. می لی جبر یک خود کروشه، عمل همان تحدید با h صورت این در باشد، بسته

T G از لی جبر زیر یک G روي هموار چپ ناورداي برداري هاي میدان ي همه ي مجموعه باشد، لی گروه یک G اگر مثال.

است. لی جبر یک نتیجه در و است

هرگاه شود می نامیده لی جبر همومورفیسم یک A : g −→ h خطی نگاشت باشند، لی هاي جبر h و g اگر .8.2.2 تعریف

.A[X,Y ] = [AX,AY ] یعنی کند حفظ را کروشه عمل

مماس بردار یک γ : J −→ M هموار منحنی باشد، باز ي بازه یک J ⊂ R و باشد هموار منیفلد یک M اگر

کند. می تعریف منحنی ي نقطه هر در γ′
(t) ∈ Tγ(t)M

γ : J −→M هموار منحنی یک V براي انتگرال منحنی یک Mباشد، روي هموار برداري میدان یک V اگر .9.2.2 تعریف

که طوري به باشد می

γ
′
(t) = Vγ(t), ∀t ∈ J

است. یکی نقطه آن در V مقدار با نقطه هر در γ بر مماس بردار دیگر عبارت به

F : R −→ G لی گروه همومورفیسم یک ،Gبراي 13 1-پارامتري گروه زیر باشد، لی گروه Gیک کنید فرض تعریف10.2.2.

است.
12Lie subalgebra
13one- parameter subgroup
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گروه زیر یک است(تصویر G بتوي همومورفیسم یک اما نیست G لی گروه زیر 1-پارامتري، گروه زیر تعریف این طبق تذکر:

است). لی گروه زیر یک 1-پارامتري،

چپ ناورداي برداري میدان یک براي e از آغازي انتگرال منحنی یک ،G لی گروه براي 1-پارامتري گروه زیر هر .11.2.2 گزاره

داریم: را زیر یک به یک تناظر نتیجه در است،

{G1-پارامتري هاي زیرگروه } ←→ Lie(G)←→ TeG

شود. می بیان TeG در آغازي مماس بردار با فرد به منحصر طور به 1-پارامتري گروه زیر یک خصوص، به

نمایید. مراجعه [10] مرجع به اثبات براي اثبات.

داده expX = F (١) توسط که exp : g −→ G نگاشت باشد، لی جبر g و لی گروه یک G کنیم فرض .12.2.2 تعریف

را باشد می e از آغازي X انتگرال منحنی معادل طور به یا ،X توسط شده تولید 1-پارامتري گروه زیر F آن در و شود می

نامیم. می G براي نمایی نگاشت

Cg(h) = توسط که Cg : G −→ G مزدوج نگاشت g ∈ G هر براي باشد، لی گروه یک G کنید فرض .13.2.2 تعریف

است. لی گروه همومورفیسم یک شود می داده ghg−١

داریم g١, g٢ ∈ G هر براي دهیم. می نشان Ad(g) = (Cg)∗ : g −→ g با را آن القایی لی جبر همومورفیسم

بنابراین ،Cg١g٢ = Cg١ ◦ Cg٢

Ad(g١g٢) = Ad(g١) ◦ Ad(g٢)

و است نمایش یک نتیجه در باشد می هموار Ad : G −→ GL(g) چنین هم ،Ad(g−١) معکوس با است پذیر معکوس و

شود. می نامیده G 14 الحاقی نمایش

V آن در که باشد می ρ : G −→ GL(V ) لی گروه همومورفیسم یک G براي نمایش یک باشد، لی گروه یک Gاگر تذکر:

است. برداري فضاي یک
14adjoint represention
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ad(X)Y = توسط که ad(X) : g −→ g نگاشت X ∈ g هر براي باشد، لی جبر یک g کنید فرض .14.2.2 تعریف

شود. می نامیده g در Xالحاقی نمایش شود، می داده [X,Y ]

شود. می نامیده g الحاقی نمایش و است نمایش یک ad : g −→ gl(g)

G الحاقی نمایش Ad : G −→ GL(g) کنید فرض و باشد، آن لی جبر g و لی گروه یک G کنید فرض .15.2.2 گزاره

شود. می داده Ad∗ = ad توسط Ad∗ : g −→ gl(g) القایی لی جبر نمایش صورت این در باشد،

نمایید. مراجعه [10] مرجع به اثبات براي اثبات.

کند: عمل 15 متعدي صورت به گروه یک که است آن گروه عمل از نوع ترین مهم از یکی .16.2.2 تعریف

ي نقطه دو هر براي هرگاه گوییم متعدي را M روي G عمل باشد، تهی نا ي مجموعه یک M و گروه یک G کنید فرض

Mباشد. Mتمام ي نقطه هر مدار هرگاه معادل طور به یا ،g.p = q که طوري به باشد موجود g ∈ Gیک ،p, q ∈M

ي مجموعه G عمل تحت p 16 مدار ،p ∈M هر براي تذکر:

G.p = {g.p : g ∈ G}

باشد. می ،G اعضاي عمل تحت p هاي تصویر ي همه ي مجموعه یعنی

و همگن -G یک را شود می انجام G لی گروه توسط که متعدي هموار عمل یک به مجهز هموار منیفلد یک .17.2.2 تعریف

نامیم. می 17 همگن منیفلد یا همگن فضاي یک نباشد مهم خاص لی گروه اگر

فضاي چپ هاي همدسته باشد، آن ي بسته گروه زیر H و لی گروه G کنید فرض همگن). فضاي (ساخت .18.2.2 قضیه

سابمرشن یک π : G −→ G/H قسمتی خارج نگاشت که طوري به دارند فرد به منحصر هموار منیفلدي ساختار G/Hیک

شود می داده زیر صورت به که G/H روي G چپ است.عمل هموار

15transitively
16orbit
17homogeneous manifold
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G×G/H −→ G/H

g١.(g٢H) = (g١g٢)H

کند. می تبدیل همگن یکG-فضاي به را G/H

نمایید. مراجعه [10] مرجع به اثبات براي اثبات.

باشد: برقرار زیر شرایط هرگاه نامیم 18 تحویلی را G/H همگن منیفلد .19.2.2 تعریف

که طوري به باشد موجود m فضاي زیر یک ،G براي g لی جبر در

m+ h = g فضاها) زیر مستقیم (جمع

ad(h)m ⊂ m, ∀h ∈ H

است. g در H الحاقی نمایش نماد ad(h) و باشد می g زیرجبر h که

همگن منیفلدهاي روي ناوردا ریمانی مترهاي 3.2

باشد. G ي بسته گروه زیر H و لی گروه یک G آن در که باشد همگن فضاي Mیک = G/H کنید فرض

گیریم. می یکی g/h قسمتی خارج فضاي با را صفر مبدا در T٠M مماس فضاي اغلب

یکی طبیعی روش به m با g/h و T٠M دوي هر گاه آن باشد، g = h+m ad-ناورداي ي تجزیه یک با تحویلی G/H اگر

شوند. می گرفته

طوري به کند می القا g/h براي خطی تبدیل یک برد، می خودش بتوي را h جبر زیر ad : g −→ g ،h ∈ H هر براي چون

شود. می داده نمایش ad با نیز آن که

گیریم. می یکی ،X Mتوسط روي شده القا برداري میدان با را X ∈ g عضو هر ما بخش این در

باشیم: داشته g١, g٢ ∈ G هر براي هرگاه نامیم ناوردا G/H همگن فضاي روي را g ریمان متر .1.3.2 تعریف
18reductive
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⟨X(g٢H), Y (g٢H)⟩g٢H = ⟨ℓg١∗X(g٢H), ℓg١∗Y (g٢H)⟩g١g٢H

است. G روي g١ توسط چپ انتقال ℓg١ آن در که

کنیم. می ثابت را زیر ي گزاره ابتدا g/h روي ناوردا ریمان متر یک اصلی خواص از برخی بیان براي

متقارن خطی دو هاي فرم و M = G/H روي g G-ناورداي ریمانی هاي متر بین یک به یک تناظر یک .2.3.2 گزاره

دارد. وجود g/h روي ⟨, ⟩ ad(H)-ناورداي ي ناتباهیده

شود: می داده زیر صورت به تناظر این

⟨X̄, Ȳ ⟩ = g(X,Y )٠, ∀X,Y ∈ g

هستند. g/h در Y و X با متناظر اعضاي Ȳ و X̄ که

دهیم: می نشان را ⟨, ⟩ از g ساخت ي طریقه فقط اثبات.

تساوي .X ∈ g براي باشد می f(X) شکل به f(٠) ∈M در بردار هر و f ∈ G براي است f(٠) شکل Mبه از نقطه هر

کند: می Mتعریف روي G-ناوردا ریمان متر یک زیر

g(f(X٠), f(Y٠) = ⟨X̄, Ȳ ⟩, ∀X, Y ∈ g

بین یک به یک تناظر یک گاه آن باشد، تحویلی g = h+m ad-ناورداي ي تجزیه یک Mبا = G/H اگر .3.3.2 نتیجه

داده زیر صورت به تناظر است. mموجود روي ⟨, ⟩ ad(H)-ناورداي متقارن خطی دو هاي فرم و g G-ناورداي ریمانی مترهاي

شود: می

⟨X,Y ⟩ = g(X, Y )٠, ∀X, Y ∈ m

کند: می ایجاب ،ad(H) توسط ⟨, ⟩ ناوردایی
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⟨[Z,X], Y ⟩+ ⟨X, [Z, Y ]⟩ = ٠

.Z ∈ h ,Xو Y ∈ m هر براي

⟨, ⟩ و باشد g = h+m ناورداي -ad(H) ي تجزیه با تحویلی همگن فضاي Mیک = G/H کنید فرض .4.3.2 قضیه

باشد، ⟨, ⟩ با متناظر ناورداي -G ریمان متر g کنید فرض باشد. m روي ناوردا -ad(H) ي ناتباهیده متقارن خطی دو فرم یک

بود: خواهد زیر صورت به g براي ریمانی التصاق گاه آن

Λm(X)Y =
١
٢
[X,Y ]m + U(X, Y )

شود: می تعریف زیر صورت به که باشد می m بتوي m×m از متقارن خطی دو نگاشت U(X,Y ) آن در که

٢⟨U(X, Y ), Z⟩ = ⟨X, [Z, Y ]m⟩+ ⟨[Z,X]m, Y ⟩

. X,Y, Z ∈ m هر براي

Λm(X) پس است، 19 کج متقارن g به نسبت AX چون ،Λm(X) = −(AX)٠ داریم T٠M و m گرفتن یکی با اثبات.

یعنی است کج متقارن نیز ⟨, ⟩ به نسبت

⟨Λm(X)Y, Z⟩+ ⟨Y,Λm(X)Z⟩ = ٠

داریم: چنین هم .Y, Z ∈ m هر براي

Λm(X)Y − Λm(X)Y = [X, Y ]m

دهیم: قرار اگر

U(X, Y ) = Λm(X)Y − (
١
٢
)[X, Y ]m

کند: می صدق زیر ي رابطه در و است متقارن Y Xو در U(X,Y ) گاه آن

19skew-symmetric
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⟨U(X, Y ), Z⟩+ ⟨Y, U(X, Y )⟩ = ١
٢
{⟨[Y,X]m, Z⟩+ ⟨Y, [Z,X]m⟩}

آوریم: می دست به U تقارن و X,Y, Z دوري هاي جایگشت و رابطه این از استفاده با

٢⟨U(X, Y ), Z⟩ = ⟨X, [Z, Y ]m⟩+ ⟨[Z,X]m, Y ⟩

.X, Y, Z ∈ m هر براي

یک هرگاه نامیم می 20 تحویلی طبیعی طور به را g ناورداي -G ریمانی متر یک با G/H همگن فضاي یک .5.3.2 تعریف

بپذیرد: کند می صدق زیر ي رابطه در که g = h+m ناورداي -ad(H) ي تجزیه

⟨X, [Z, Y ]m⟩+ ⟨[Z,X]m, Y ⟩ = ٠, ∀X,Y, Z ∈ m

ناورداي -ad(H) ي تجزیه یک با تحویلی طبیعی طور به همگن فضاي یک M = G/H کنید فرض .6.3.2 گزاره

تانسور گاه آن باشد، m روي g به متناظر خطی دو فرم ⟨, ⟩ کنید فرض و باشد، g ناورداي -G ریمانی متر یک و g = h+m

کند: می صدق زیر ي رابطه در ریمانی التصاق براي R انحناي

g(R(X,Y )Y,X)٠ =
١
۴
⟨[X,Y ]m, [X, Y ]m⟩ − ⟨[[X, Y ]h, Y ], X⟩

. X,Y ∈ m براي

دانیم می اثبات.

(R(X, Y )Z)٠ =
١
۴
[X, [Y, Z]m]m −

١
۴
[Y, [X,Z]m]m −

١
٢
[[X, Y ]m, Z]m − [[X,Y ]h, Z]

.X, Y, Z ∈ m براي

آید. می دست به آسانی به گزاره این قبل، ي قضیه و فرمول این از استفاده با

کند: می بیان را قبل ي گزاره و قضیه کاربرد از ساده مورد یک بعدي ي قضیه

20naturally reductive



همگن منیفلدهاي روي ناوردا ریمانی مترهاي .3.241

-ad(G)ي ناتباهیده متقارن فرم یک ،Gبراي g لی جبر کنید فرض و باشد همگن فضاي G/Hیک کنید فرض .7.3.2 قضیه

گاه: آن است. ناتباهیده h به آن براي ⟨, ⟩h تحدید که طوري به پذیرد می ⟨, ⟩ ناورداي

توسط شده تعریف g = h+m ي تجزیه (1)

m = {X ∈ g; ⟨X, Y ⟩ = ٠ ∀Y ∈ h}

باشد. می ناوردا -ad(H) و ناتباهیده نیز m به ⟨, ⟩ از ⟨, ⟩m تحدید و ناورداست -ad(H)

توسط شده تعریف g ناورداي -G ریمان متر و بالا در شده تعریف g = h+m ي تجزیه به توجه با G/H همگن فضاي (2)

است. تحویلی طبیعی طور به ،⟨, ⟩m

کند: می صدق زیر ي رابطه در ریمانی متر توسط شده تعریف R انحناي تانسور (3)

g(R(X,Y )Y,X)h =
١
۴
⟨[X, Y ]m, [X, Y ]m⟩m + ⟨[X, Y ]h, [X, Y ]h⟩h

.X, Y ∈ m هر براي

است. بدیهی (1) اثبات اثبات.

داریم: است ناوردا -ad(H) ،⟨, ⟩ چون ،X, Y, Z ∈ m کنیم می فرض (2) اثبات براي

⟨[Z,X], Y ⟩+ ⟨X, [Z, Y ]⟩ = ٠

آوریم: می دست به هستند، متعامد ⟨, ⟩ به نسبت m و h چون

⟨[Z,X]m, Y ⟩+ ⟨X, [Z, Y ]m⟩ = ٠

شود. می ثابت (2) نتیجه در
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گاه آن ،X, Y ∈ m کنیم می فرض ، (3) اثبات براي

⟨[[X, Y ]h, Y ], X⟩m = ⟨[[X, Y ]h, Y ], X⟩

= −⟨[X,Y ]h, [X,Y ]⟩

= −⟨[X,Y ]h, [X,Y ]h⟩

= −⟨[X,Y ]h, [X,Y ]h⟩h

شود. می نتیجه قبل ي گزاره از (3) حال

پذیرد. می متقارن خطی دو فرم یک ،G براي g لی جبر که طوري به باشد همگن فضاي G/Hیک کنید فرض .8.3.2 نتیجه

تحویلی طبیعی طور به قبل، ي قضیه در شده تعریف g ناورداي -G ریمان متر و g = h+m ي تجزیه به G/Hنسبت گاه آن

است. نامنفی g براي برشی انحناي و باشد می

در را G/{e} همگن فضاي یک عنوان به را G ي فشرده لی گروه یک قبل ي نتیجه از خاص مورد یک عنوان به مثال.

گیریم. می نظر

در g روي g چپ ناورداي ریمان متر یک ،g لی جبر روي ⟨, ⟩ ناورداي -ad(G) مثبت معین خطی دو متقارن فرم یک براي

صورت به آن انحناي تانسور باشد. نیز راست ناورداي که طوري به گیریم نظرمی

R(X,Y ) = −١
۴
ad([X,Y ])

شود. می داده

زیر ft = exp(tX) کنید فرض باشد، g = h + m ي تجزیه با تحویلی همگن فضاي یک G/H کنید فرض .9.3.2 لم

G/H در منحنی یک xt = f(٠) و است شده تولید X ∈ m دلخواه عضو یک توسط که باشد G براي پارامتري -1 گروه

fs مشتق با نقطه به نقطه ،٠ ≤ t ≤ s ،xt منحنی امتداد در صفر در مماس بردارهاي براي موازي مکان تغییر طوریکه به باشد
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است. ژئودزیک یک xt منحنی X ∈ m هر براي گاه آن باشد. یکی کند می عمل G/H روي که

Xایی. ∈ m براي است ft(٠) شکل به صفر از آغازي ژئودزیک هر عکس، بر

نمایید. مراجعه [4] مرجع به اثبات براي اثبات.

همگن هاي منیفلد روي ناوردا فینسلري مترهاي 4.2

هرگاه: نامیم ناوردا G/H همگن منیفلد روي را F فینسلري متر .1.4.2 تعریف

F (X(g٢H)) = F (ℓg١∗X(g٢H)) ∀g١, g٢ ∈ G

ویژه: به و

F (X(eH)) = F (ℓg١∗X(eH)).

تناظر یک گاه آن .LieH = h و LieG = g و باشد G ي بسته گروه زیر H و لی گروه یک G کنید فرض .2.4.2 گزاره

طوري به است موجود g/h قسمتی خارج فضاي روي مینکوفسکی نرم G/Hو روي ناوردا -G فینسلري هاي متر بین سویی دو

که

F (Adg/h(h)(x)) = F (x) ∀h ∈ H, x ∈ g/h

است. g روي H توسط شده القا g/h روي H نمایش Adg/h آن در که

است. ریمانی حالت مشابه اثبات اثبات.

بین یک به یک تناظر یک گاه آن باشد، g = h+m ي تجزیه با تحویلی همگن منیفلد G/Hیک کنید فرض .3.4.2 نتیجه

که طوري به است موجود m روي مینکوفسکی نرم و G/H روي ناوردا -G فینسلري هاي متر

F (Ad(h)x) = F (x), ∀h ∈ H, x ∈ m
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خارج فضاي روي مینکوفسکی نرم یک F اگر باشد. آن جبر زیر یک h و حقیقی لی جبر یک g کنید فرض .4.4.2 تعریف

که طوري به باشد g/h قسمتی

gy(adg/h(x)u, v) + gy(u, adg/h(x)v) + ٢Cy(adg/h(x)(y), u, v) = ٠

و باشد می y در F توسط شده تعریف معین) (مثبت داخلی ضرب gy و باشند x ∈ h و y ̸= ٠ و y, u, v ∈ g/h آن در که

خصوص به نامند. می 21 مینکوفسکی لی جفت را ( {g, h} تر ساده طور به یا ) {g, h, F} گاه آن است، F کارتان تانسور Cy

لی جفت {g, h} گاه آن باشد) Cy = ٠ ،y هر براي اگر فقط و اگر افتد می اتفاق مورد (این باشد اقلیدسی نرم یک F اگر

شود. می نامیده اقلیدسی

کنید فرض .LieH = h و LieG = g باشد، G ي بسته گروه زیر یک H و لی گروه یک G کنید فرض .5.4.2 قضیه

به است موجود g/h روي F مینکوفسکی نرم یک گاه آن باشد، داشته G/Hوجود همگن منیفلد روي ناوردا فینسلري متر یک

باشد. مینکوفسکی لی جفت یک {g, h, F} که طوري

لی جفت یک {g, h, F} که طوري به باشد موجود g/h روي مینکوفسکی نرم یک و باشد همبند H اگر دیگر، طرف از

دارد. وجود G/H روي ناوردا فینسلري متر یک گاه آن باشد، مینکوفسکی

یکی است G/H مبدا 0 آن در که T٠(G/H) با را g/h باشد. G/H روي ناوردا فینسلري متر یک F کنید فرض اثبات.

داریم ناورداست -G ،F چون کنیم. می اختیار g/h روي مینکوفسکی نرم یک گیریم، می

F (Adg/h(h)(u)) = F (u), ∀h ∈ H, u ∈ g/h

داریم: gy تعریف طبق

gy(u, v) = gAdg/h(h)(y)(Adg/h(h)(u), Adg/h(h)(v)) ∀y, u, v ∈ g/h, y ̸= ٠, h ∈ H

دهد: می H براي exp(tx) 1-پارامتري گروه زیر ،x ∈ h هر براي

21Minkowski Lie pair
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gy(u, v) = gAdg/h(exp(tx))(y)(Adg/h(exp(tx))(u), Adg/h(exp(tx))(v)) ∀t ∈ R

آوریم: می دست به t به نسبت گرفتن مشتق با

gy(adg/h(x)u, v) + gy(u, adg/h(x)v) + ٢Cy(adg/h(x)(y), u, v) = ٠

است. مینکوفسکی لی جفت یک {g, h, F} بنابراین

است. مینکوفسکی لی جفت یک {g, h, F} که طوري به باشد g/h روي مینکوفسکی نرم یک F کنید فرض دیگر، طرف از

گیریم: می نظر در را زیر تابع ،y ̸= ٠ و y, u, v ∈ g/h ،x ∈ h هر براي

ψ(t) = gAdg/h(exp(tx))(y)(Adg/h(exp(tx))(u), Adg/h(exp(tx))(v))

داریم: t٠ ∈ R هر براي گاه آن

ψ
′
(t٠) = gAdg/h(exp(t٠x))(y)(adg/h(t٠x)(Adg/h(exp(t٠(x))(u)), Adg/h(exp(t٠(x))(v)) +

gAdg/h(exp(t٠x))(y)(Adg/h(exp(t٠(x))(u), adg/h(x)(Adg/h(exp(t٠(x))(v)) +

٢CAdg/h(exp(t٠x))(y)(adg/h(x)(Adg/h(exp(t٠x))(y)), u, y) = ٠

نتیجه در است، ثابت تابع یک ψ بنابراین

gy(u, v) = gAdg/h(exp(tx))(y)(Adg/h(exp(tx))(u), Adg/h(exp(tx))(v)), ∀t ∈ R

داریم: h ∈ H هر براي بنابراین شود، می تولید t ∈ R ،x ∈ h ،exp(tx) شکل به اعضایی توسط پس است Hهمبند چون

gy(u, v) = gAdg/h(h)(y)(Adg/h(h)(u), Adg/h(h)(v))

دهیم: انجام را محاسباتی داریم نیاز اثبات، شدن کامل براي

gij(u) = کنیم می تعریف ،u ∈ g/h − {٠} براي باشد. g/h خطی فضاي براي پایه یک α١, α٢, ..., αn کنید فرض

داریم: را زیر فرمول گاه آن . gu(αi, αj)
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F ٢(u) = gij(u)u
iuj

.u = uiαi آن در که

داریم h ∈ H هر براي حال

F ٢(Adg/h(h)(u)) = gij(Adg/h(h)(u))ū
iūj

معکوس ماتریس (mij)n×n کنید فرض است. شده تعریف Adg/h(h)(u) توسط (i = ١,٢, ..., n) ،ūi آن در که

ūi = miku
k گاه آن باشد. (mij) معکوس (mij)n×n و باشد α١, ..., αn ي پایه تحت Adg/h(h)

حال

gij(Adg/h(h)(u)) = gAdg/h(h)(u)(αi, αj)

= gu((Adg/h(h))
−١αi, (Adg/h(h))

−١αj)

= gu(m
ikαk,m

jlαl)

داریم: gu بودن خطی دو به توجه با بنابراین،

F ٢(Adg/h(h)(u)) = gu(m
ikαk, αl)(misu

s)(mjtu
t)

= gu(αi, αj)u
iuj

نتیجه در

F ٢(Adg/h(h)(u)) = F ٢(u)

داریم: ،F ≥ ٠ چون

F (Adg/h(h)(u)) = F (u)

دارد. وجود G/H روي ناوردا فینسلري متر یک ، 2.4.2 ي گزاره به توجه با بنابراین
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G/H روي ناوردا فینسلري متر یک کنید فرض باشد. G ي بسته گروه زیر H و لی گروه یک G کنید فرض .6.4.2 قضیه

دارد. وجود G/H روي ناوردا ریمانی متر یک گاه آن باشد، موجود

گاه آن گیریم. می نظر در صفر در G/H براي را T٠(G/H) مماس فضاي باشد، G/H مبدا H = ٠ کنید فرض اثبات.

کند. می تعریف T٠(G/H) روي مینکوفسکی نرم یک F

I٠ = {x ∈ T٠(G/H) | F (x) = ١} کنید تعریف

داردیعنی: می نگه ناوردا را I٠ ،Ad(H) = {Adg/h(h) | h ∈ H} گروه گاه آن

Ad(H)I٠ =
{
Ad g

h
(h)x | h ∈ H, x ∈ I٠

}
=

{
Ad g

h
(h)x | h ∈ H, x ∈ T٠

G

H
,F (x) = ١

}
=

{
Ad g

h
(h)x ∈ T٠

G

H
| F (Ad g

h
(h)x) = F (x) = ١

}
= I٠

G١ گاه آن باشد، دارند می نگه ناوردا را I٠ که باشد اعضایی شامل GL(T٠(G/H)) خطی گروه گروه زیر G١ کنید فرض

است. G١ گروه زیر یک Ad(H) و است فشرده لی گروه یک

است. ناوردا -Ad(H) ،⟨, ⟩ گاه آن کنیم، انتخاب T٠(G/H) روي ⟨, ⟩ ناورداي -G١ داخلی ضرب یک توانیم می بنابراین

کرد. تعریف G/H روي g ناورداي -G ریمان متر یک توان می ⟨, ⟩ از استفاده با بنابراین

دهیم. ارائه ناوردا فینسلري هاي متر داشتن براي همگن منیفلد یک براي کافی و لازم شرط یک توانیم می حال

می عمل G/H روي موثر طور به G که طوري به باشد G ي بسته گروه زیر H و لی گروه یک G کنید فرض .7.4.2 قضیه

نرم یک اگر فقط و اگر است موجود G/H روي فینسلري متر یک گاه آن باشد، ناگسسته G در H ساز مرکز کنید فرض کند.

که طوري به باشد موجود G براي g لی جبر روي F مینکوفسکی



همگن منیفلدهاي روي ناوردا مترهاي .2 48فصل

F (Ad(h)x) = F (x), ∀h ∈ H, x ∈ g

ریمانی متر یک قبل، ي قضیه طبق باشد داشته G/Hوجود روي ناوردا فینسلري متر یک اگر زیرا است واضح لازم شرط اثبات.

که طوري به است موجود g روي ⟨, ⟩ داخلی ضرب یک بنابراین دارد. وجود G/H روي نیز ناوردا

⟨Ad(h)x,Ad(h)y⟩ = ⟨x, y⟩

سازد. می برقرار را نظر مورد شرط F بنابراین ،F (x) =
√
⟨x, x⟩ کنیم می تعریف

کنیم: می اثبات را کافی شرط حال

که طوري به باشد موجود g روي مینکوفسکی نرم یک کنید فرض

F (Ad(h)x) = F (x), h ∈ H, x ∈ g

داریم: y ̸= ٠ ،y ∈ g هر براي ، 5.4.2 ي قضیه از استفاده با گاه آن

gy(Ad(h)(x), Ad(h)(y)) =
١
٢
∂٢

∂s∂t
F ٢(y + sAd(h)x+ tAd(h)y) |s=t=٠

= gAd(h−١y)(x, y)

هر براي که طوري به یافت صفر غیر y ∈ g یک توان می است گسسته نا CH(G) چون . x, y ∈ g ،h ∈ H آن در که

ي رابطه در gy داخلی ضرب گاه آن .Ad(h)y = y, h ∈ H

gy(Ad(h)x,Ad(h)y) = gy(x, y)

گاه آن باشد، gy به نسبت g در h متعامد متمم m کنید فرض کند. می صدق

Ad(h)m ⊂ m

و

F (Ad(h)x) = F (x), ∀h ∈ H, x ∈ m
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دارند. وجود G/H روي ناوردا فینسلري مترهاي ،3.4.2 ي نتیجه طبق

ریمانی متر یک هرگاه نامیم تحویلی طبیعی طور به را F ناورداي فینسلري متر یک G/Hبا همگن منیفلد یک .8.4.2 تعریف

یکسان F و g هاي التصاق و باشد تحویلی طبیعی طور به (G/H, g) که طوري به باشد داشته وجود G/H روي g ناورداي

باشند.

باشد. بروالد باید متري چنین شده فرض تعریف این در

کامل گروه از گروه زیر یک اگر فقط و اگر است تحویلی طبیعی طور به (M,F ) همگن فینسلري فضاي یک .9.4.2 قضیه

گروه زیر H Mو = G/H آن در که کند Mعمل روي متعدي طور به که طوري به باشد داشته وجود G هاي ایزومتري

موجود g = h+m شکل به g لی جبر براي ناوردا -Ad(H) ي تجزیه یک و ، باشد x ∈M ي نقطه در G براي ایزوتروپی

.X ∈ m براي باشند exp(tX).x شکل به ،x = eH از آغازي (M,F ) هاي ژئودزیک که طوري به باشد

g ریمانی متر یک صورت این در باشد، تحویلی طبیعی طور به 8.4.2 تعریف مفهوم به (M,F ) کنیم می فرض ابتدا اثبات.

بروالد متر یک F که است معنی بدین این هستند. یکسان g و F هاي التصاق و است تحویلی طبیعی طور به که است موجود

مبدا از آغازي (G/H, g) هاي ژئودزیک گاه آن باشد، 8.4.2 تعریف در نظر مورد ي تجزیه g = h + m کنید فرض است.

صورت به قبل بخش مطابق ٠ = eH

exp(tX).٠, X ∈ m

هستند. یکسان نیز g و F هاي ژئودزیک ،g ریمان متر التصاق مشابه التصاق همان با است بروالد متر یک F چون باشند. می

شکل به نیز مبدا از آغازي (G/H,F ) هاي ژئودزیک بنابراین

exp(tX).٠, X ∈ m

باشند. می

می نشان ابتدا کند، صدق قضیه شرایط در که باشد موجود هاي ایزومتري از G متعدي گروه یک کنیم می فرض دیگر، طرف از
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تناظر از استفاده با حقیقت در باشد. بروالد متر یک باید F دهیم

X ∈ m 7−→ d

dt
exp(tX).x |t=٠

کرد مشاهده توان می (M,F ) هاي ژئودزیک روي شرط ي وسیله به سپس گرفت. یکی m با را TxM مماس فضاي توان می

صورت به x در (M,F ) براي Expx نمایی نگاشت

Exp(X) = π(exp(X)), X ∈ m

باشد. می G/H بروي G از طبیعی تصویر π آن در که باشد می

همه نمایی نگاشت است، همگن (M,F ) چون است. هموار نگاشت یک نیز Expx هستند، هموار π و exp هاي نگاشت چون

باشد. بروالد متر یک باید F بنابراین است. هموار جا

F هاي التصاق که طوري به است موجود G/H روي g ناورداي -G ریمانی متر یک است، بروالد متر یک (G/H,F ) چون

ژئودزیک یک exp(tX).٠ منحنی X ∈ m هر براي نتیجه در دارند. یکسان هاي ژئودزیک ها آن لذا هستند، یکسان g و

اگر فقط و اگر است ژئودزیک بردار Xیک ∈ m بردار است. g براي همگن

⟨[X, Y ]m, X⟩ = ٠ ∀Y ∈ m

است. m روي g توسط شده القا داخلی ضرب ⟨, ⟩ که

داریم: گاه آن Y ′
= Y + Z و X ′

= X + Y دهیم می قرار ،X,Y, Z ∈ m هر براي حال

٠ = ⟨[X ′
, Y

′
]m, X

′⟩ = ⟨[X,Z]m, Y ⟩+ ⟨[Y, Z]m, X⟩

باشد. تحویلی طبیعی طور به (G/H, g) کند می ایجاب این

دو این ي رابطه سپس دهیم، می ارائه فینسلري همگن منیفلد بودن تحویلی طبیعی طور به براي دیگري تعریف ادامه در

کنیم. می بیان را تعریف
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ي تجزیه یک هرگاه نامیم تحویلی طبیعی طور به را F ناورداي فینسلري متر یک با G/H همگن منیفلد یک .10.4.2 تعریف

که طوري به باشد موجود g = m+ h ناورداي -Ad(H)

gY ([X,U ]m, V ) + gY (U, [X, V ]m) + ٢CY ([X,Y ]m, U, V ) = ٠ (∗)

.X,U, V ∈ m و Y ̸= ٠ آن در که

به نیز 8.4.2 تعریف مفهوم در باید گاه آن کند صدق (∗) شرط در (G/H,F ) همگن فینسلري فضاي یک اگر .11.4.2 قضیه

باشد. تحویلی طبیعی طور

داریم: U ∈ m Xو ∈ m \ ٠ هر براي گاه آن کند، صدق (∗) شرط در (G/H,F ) کنید فرض اثبات.

gX([X,U ]m, X) + gX(U, [X,X]m) + ٢CX([X,X]m, U,X) = ٠

یعنی

gX([X,U ]m, X) = ٠ ∀U ∈ m

ي قضیه طبق گاه آن باشد. ژئودزیک یک است، همدسته فضاي مبدا ٠ آن در که ،exp(tX).٠ منحنی کند می ایجاب این

است. تحویلی طبیعی طور به (G/H,F ) ، 9.4.2

8.4.2 تعریف در هرگاه نامیم تحویلی طبیعی طور به را فینسلري همگن فضاي یک که است تر جامع قضیه این طبق تذکر:

کند. صدق

تجزیه با (G/H,F ) که طوري به باشد F ناورداي فینسلري متر یک با همگن منیفلد یک G/H کنید فرض .12.4.2 قضیه

گاه آن باشد، تحویلی طبیعی طور به g = h+m ي

شود: می داده زیر صورت به F انحناي تانسور (1)

(R(X, Y )Z)٠ =
١
۴
[X, [Y, Z]m]m −

١
۴
[Y, [X,Z]m]m −

١
٢
[[X, Y ]m, Z]m − [[X, Y ]m, Z]
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.X, Y, Z ∈ m آن در که

می زیر صورت به (P, Y ) پرچم براي پرچمی انحناي گاه آن باشد، m در Y شامل ي صفحه P ، Y ∈ m کنید فرض (2)

باشد:

K(P, Y ) = −١
۴
gY ([U, [V, U ]m]m, V )− ١

٢
gY ([[U, V ]m, U ]m, V )− gY ([[V, U ]h, U ]m, V )

هستند. P براي gY به نسبت یکه متعامد ي پایه یک V و U و U =
Y√

gY (Y, Y )
آن در که

نمایید. مراجعه [7] مرجع به اثبات براي اثبات.



3 فصل

پرچمی انحناي و ژئودزیک

مقدمه 1.3

توجه مورد بسیار و دارند جالبی هندسی خواص که هستند ها تحویلی طبیعی طور به نوع بهترین ریمانی همگن هاي متر میان از

بررسی ریمانی متقارن فضاي از طبیعی تعمیم یک عنوان به افراد از تعدادي توسط تحویلی طبیعی طور به فضاهاي باشند. می

زیلر و آتري .[15] است شده تشریح خوب بسیار 2 زیلر و 1 آتري دي توسط ها مثال از بسیاري با کلی ي قضیه یک شوند. می

اند. کرده بندي دسته [15] در را چپ ناورداي هاي متر با تحویلی طبیعی طور به ي فشرده لی هاي گروه

می جا این در شدند. محاسبه راندرز هاي منیفلد براي بار اولین براي دقیق طور به فینسلري ي هندسه در ها ناوردا از بسیاري

منیفلد روي ناوردا راندرز هاي متر ساخت و وجود ابتدا کنیم. بررسی را راندرز تحویلی طبیعی طور به همگن فضاهاي خواهیم

از تحویلی همگن هاي منیفلد روي ناوردا راندرز هاي متر که آن براي کافی و لازم شرط یک سپس کنیم، می اثبات را همگن هاي

ناوردا راندرز هاي متر براي و داده شرح را راندرز تحویلی طبیعی طور به همگن فضاهاي نهایت در و نموده بیان باشند بروالد نوع

کنیم. می محاسبه را پرچمی انحناي و ژئودزیک ها فضا این روي

همگن منیفلدهاي روي ناوردا راندرز مترهاي ساخت و وجود 2.3

گردد. می بر [9] مرجع به بخش این ي نشده داده ارجاع مطالب تمام تذکر:

1D’ Atri
2W. Ziller
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زیر mیک آن در که باشد g = h+m ناورداي -Ad(H) ي تجزیه با تحویلی همگن منیفلد G/Hیک کنیم می فرض

.h = LieH و g = LieG کنیم می فرض است. g فضاي

را G/H روي ناوردا برداري هاي میدان ابتدا است لازم ،G/H روي ناوردا راندرز متر ساخت براي راندرز، متر تعریف به توجه با

کنیم. می پیدا

دهد: می ارائه ناوردا برداري هاي میدان براي کاملی توصیف زیر ي گزاره

فضاي زیر و G/H روي ناوردا برداري هاي میدان ي مجموعه بین سویی دو تناظر یک .1.2.3 گزاره

V = {X ∈ m | Ad(h)X = X, ∀h ∈ H}

دارد. وجود

باشند G روي راست و چپ هاي انتقال ترتیب به Rg و Lg و باشد طبیعی تصویر π : G −→ G/H کنیم می فرض اثبات.

باشد: می زیر صورت به π نگاشت مشتق .g ∈ G هر براي

dπ = π∗e : TeG −→ TeHG/H

است. ٠ = {eH} مبدا در G/H بر مماس فضاي TeHG/H که

داریم:

kerdπ = h

گیریم: می نظر در را باشد می زیر صورت به g ∈ G هر براي که τ(g) : G/H −→ G/H انتقال

xH 7−→ gxH

داریم:

π ◦ Lg = τ(g) ◦ π



همگن منیفلدهاي روي ناوردا راندرز مترهاي ساخت و وجود .2.355

داریم: h ∈ H هر براي

π ◦Rh = π

و

Ad(g)X = dRg−١ ◦ dLg(X)

داریم: مشتقات براي بنابراین

dπ ◦ Ad(h)X = dτ(h)٠ ◦ dπ(X), X ∈ g

T٠(G/H) براي dτ(h)٠ خطی انتقال با g/h براي Ad(h) خطی انتقال g/h ≃ T٠(G/H) یکریختی تحت نتیجه در

است. متناظر

دهد. می نتیجه را g/h ≃ m طبیعی یکریختی g = h+m ي تجزیه حال

شود. می متناظر m براي Ad(h) خطی انتقال با T٠(G/H) براي dτ(h)٠ خطی انتقال یکریختی این تحت

باشد. m ≃ T٠(G/H) یکریختی تحت آن تصویر X̃٠ کنیم می فرض ،X ∈ V کنیم می فرض حال

کنیم: می تعریف زیر صورت به را gH ي نقطه در مماس بردار یک ،g ∈ G کنیم می فرض

X̃gH := d(τ(g))٠(X̃٠)

از ،g−١g١ ∈ H لذا g١H = gH کنیم می فرض باشد: می G/H روي تعریف خوش برداري میدان یک X̃دهیم می نشان

.Ad(h)X = X داریم V اعضاي خاصیت طبق طرفی

داریم: فوق مطالب طبق حال

dτ(g−١g١)٠X̃٠ = X̃٠

نتیجه در

dτ(g)٠X̃٠ = dτ(g١)٠X̃٠
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است. G/H روي تعریف خوش برداري میدان یک X̃ بنابراین ،X̃(gH) = X̃(g١H) سپس

کنیم: می بررسی G عمل تحت را X̃ بودن ناوردا حال

X(f ◦τ(g))(x) = X(f)(gx) = داریم طرفی از ،τ(g)∗(X)f = X(f ◦τ(g)) دانیم می ،g ∈ G کنیم می فرض

داریم: بنابراین X(f ◦ Lg)(x) = Lg∗(X)f

τ(g)∗(X) = Lg∗(X)

داشت: خواهیم نکته این از استفاده با

X̃(gH) = d(τ(g))٠(X̃)٠)

= d(Lg)٠(X̃٠) = Lg∗(X̃٠)

= Lg∗(X̃(eH))

است. ناوردا G عمل تحت X̃ لذا

است. بررسی قابل آسانی Xبه 7−→ X̃ تناظر بودن سویی دو

روي ناوردا راندرز متر یک ي زمینه ریمان متر ،6.4.1 ي گزاره طبق باشد، تحویلی همگن منیفلد یک G/H کنید فرض

باشد. ناوردا باید G/H

ي زمینه ریمان متر با ناوردا راندرز هاي متر سپس و کنیم می فرض G/Hثابت روي را ã ناورداي ریمانی متر یک ابتدا بنابراین

گیریم. می نظر در G/H روي را ã

طوري به کند می القا g روي داخلی ضرب یک ã ناورداي -G ریمانی متر باشد، همگن منیفلد G/Hیک کنید فرض .2.2.3 لم

که

⟨Ad(h)X,Ad(h)Y ⟩ = ⟨X,Y ⟩
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.h ∈ H و X,Y ∈ g هر براي

داریم h ∈ H که Ch : G/H −→ G/H براي دانیم می اثبات.

Ch(xH) = hxHh−١ = Lh ◦Rh−١

.Ch(xH) = Lh(xH) لذا ،h ∈ H چون بنابراین

داشت: خواهیم نتیجه در

Ad(h)X = (Ch)∗X = (Lh)∗X

لذا

⟨Ad(h)X,Ad(h)Y ⟩ = ⟨Lh∗X,Lh∗Y ⟩

= L∗
h⟨X, Y ⟩

= ⟨X, Y ⟩

گیریم. می نظر در داخلی ضرب این به نسبت h متعامد متمم را g = h+m ي تجزیه در m فضاي زیر تذکر:

ضرب به نسبت g در h متعامد متمم m کنید فرض و باشد، G/H روي ناوردا ریمان متر یک ã کنید فرض .3.2.3 قضیه

با G/H روي ناوردا راندرز هاي متر ي همه ي مجموعه بین سویی دو تناظر یک گاه آن باشد، g روي ã توسط شده القا داخلی

ي مجموعه و ã ي زمینه ریمان متر

V١ = {X ∈ m | Ad(h)X = X, ⟨X,X⟩ < ١, ∀h ∈ H}

دارد. وجود
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است. متناظر G/H روي X̃ ناورداي برداري میدان یک با X 1.2.3 ي گزاره مطابق ،X ∈ V١ کنیم می فرض اثبات.

داریم: ناورداست G عمل تحت X̃ چون

ã(gH)(X̃, X̃) = ã(H)(X̃, X̃) = ⟨X,X⟩ < ١

کنیم: تعریف زیر صورت به G/H روي را FX راندرز متر توانیم می 3.4.1 لم از استفاده با

FX(gH, y) =
√
ã(gH)(y, y) + ã(gH)(X̃, y), y ∈ TgH(G/H)

داریم: g, g١ ∈ G هر براي تعریف به توجه با کنیم: می بررسی را G عمل تحت FX بودن ناوردا حال

FX(gH, y(gH)) =
√
ã(gH)(y(gH), y(gH) + ã(gH)(X̃(gH), y(gH))

و

FX(gH, (Lg١∗)gHy(gH)) =
√
ã(gH)(Lg١∗y(gH), Lg١∗y(gH) + ã(gH)(X̃(gH), Lg١y(gH))

ناورداست. -G نیز FX گیریم می نتیجه G/H روي ã ریمان متر بودن ناوردا -G به توجه با

است. دوسویی X −→ FX تناظر شود می دیده آسانی به

هاي منیفلد روي ناوردا راندرز مترهاي پرچمی انحناهاي و ها ژئودزیک 3.3
همگن

زیر شرط Xدر اگر فقط و اگر است بروالد نوع از متناظر راندرز Xمتر ∈ V١ هر براي قبل، ي قضیه مفروضات با .1.3.3 قضیه

کند: صدق

⟨[Y,X]m, Z⟩+ ⟨Y, [Z,X]m⟩+ ⟨[Z, Y ]m, X⟩ = ٠ (∗)

.X, Y, Z ∈ m هر براي
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و اگر است بروالد نوع از راندرز متر یک دانیم می باشد، بروالد نوع از X ∈ V١ با متناظر راندرز متر کنیم می فرض ابتدا اثبات.

داریم: بنابراین باشد، موازي ã ریمان متر به نسبت X̃ برداري میدان اگر فقط

∇Ỹ X̃ = ٠

.G/H روي Ỹ برداري میدان هر براي

داشت: خواهیم ریمان متر بودن ناتباهیده شرط به توجه با و بنابراین

ã(∇Ỹ X̃, Z̃) = ٠

.G/H روي Z̃ و Ỹ برداري میدان هر براي

داریم: ناورداست -G ،ã ریمان متر چون

⟨∇Y X̃, Z⟩ = ٠ ∀Y, Z ∈ m = T٠=eH(G/H)

باشد: می زیر صورت به G/H همگن منیفلد یک روي ناوردا -G ریمانی متر یک براي چویتا لوي التصاق فرمول دانیم می

٢⟨∇Y X̃, Z⟩ = ⟨Y, [Z,X]m⟩+ ⟨X, [Z, Y ]m⟩ − ⟨Z, [X,Y ]m⟩

داریم: بنابراین

⟨Y, [Z,X]m⟩+ ⟨X, [Z, Y ]m⟩ − ⟨Z, [X, Y ]m⟩ = ٠

کند. می صدق (∗) شرط در X یعنی این و

منیفلد روي ناوردا ریمانی متر براي چویتا لوي التصاق فرمول به توجه با کند، می صدق (∗) ي رابطه Xدر کنیم می فرض حال

داریم: همگن

٢⟨∇Y X̃, Z⟩ = ٠ ∀Z, Y ∈ m

داریم: ریمان متر بودن ناوردا به توجه با نتیجه در
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⟨∇Ỹ X̃, Z̃⟩ = ٠

.G/H روي Z و Y برداري میدان هر براي

داریم: Z̃ بودن دلخواه و ریمان متر بودن ناتباهیده به توجه با و

∇Ỹ X̃ = ٠ ∀Ỹ

است. بروالد نوع از راندرز متر بنابراین است، موازي ã ریمان متر به نسبت X̃ برداري میدان یعنی این و

است. مشکل بسیار ها آن پرچمی انحناي و ها ژئودزیک و التصاق ي محاسبه و نیستند بروالد نوع از راندرز هاي متر ي همه

کنیم می فرض ما بنابراین است، پیچیده بسیار موارد این ي محاسبه باشد بروالد نوع از همگن منیفلد روي راندرز متر اگر حتی

باشد. تحویلی طبیعی طور به g = h+m ناورداي -Ad(H) ي تجزیه با (G/H,F ) همگن منیفلد

ã = ãijdx
i⊗dxj ریمان متر توسط شده Fتعریف راندرز متر با همگن راندرز فضاي یک (G/H,F ) فرضکنید .2.3.3 لم

و اگر است تحویلی طبیعی طور به (G/H,F ) گاه آن باشد. بروالد نوع از راندرز متر این که طوري به Xباشد برداري میدان و

باشد. تحویلی طبیعی طور به (G/H, ã) زمینه ریمان متر اگر فقط

لذا است بروالد نوع از F چون باشد، راندرز تحویلی طبیعی طور به همگن فضاي (G/H,F ) کنیم می فرض ابتدا اثبات.

که طوري به دارد وجود G/H روي g ناورداي ریمان متر یک 8.4.2 تعریف طبق بنابراین هستند، یکسان ã و F هاي التصاق

خواهد ã ي زمینه ریمان متر همان دقیقا ریمانی متر این راندرز هاي متر حالت در است، تحویلی طبیعی طور به (G/H, g)

بود.

هستند، یکسان ã و F هاي التصاق است بروالد نوع از F چون باشد، تحویلی طبیعی طور به (G/H, ã) کنیم می فرض حال

باشد. می تحویلی طبیعی طور به (G/H,F ) 8.4.2 تعریف طبق لذا

داشت: خواهیم فوق لم به توجه با
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صدق (∗) شرط Xدر ∈ V١ و باشد ریمانی تحویلی طبیعی طور به همگن منیفلد یک (G/H, ã) کنید فرض .3.3.3 قضیه

داریم: گاه آن باشد. G/H روي متناظر راندرز متر F کنید فرض کند.

باشد: می زیر صورت به ٠ = eH مبدا از آغازي F هاي ژئودزیک (1)

γY : t 7−→ exp(tY ).٠ (Y ∈ m)

(P, Y ) پرچم براي پرچمی انحناي گاه آن ،m در Y شامل ي یکصفحه P و mباشد در صفر غیر بردار یک Y کنید فرض (2)

صورت به T٠(G/H) در

K(P, Y ) = gl(
١
۴
[[U, l]m, l]m + [[U, l]h, l], U)

gl به نسبت یکه متعامد ي پایه یک U, l که طوري به است P در بردار یک U ،l = Y√
gY (Y, Y )

آن در که شود می داده

باشد. P براي

از F یعنی متناظرش راندرز متر شود می نتیجه 1.3.3 ي قضیه طبق لذا کند، می صدق (∗) شرط در X ∈ V١ چون اثبات.

است، بروالد نوع

بنابر راندرز)، متر بودن بروالد تعریف (طبق هستند. یکسان نقطه به نقطه ã براي ریمانی التصاق و F براي چرن التصاق چنین هم

بخش در ها آن فرمول که است یکی ریمانی تحویلی طبیعی طور به همگن منیفلد یک هاي ژئودزیک با نیز آن هاي ژئودزیک این

داریم: چنین هم کرد. استفاده ها فرمول همان از مستقیم توان می و است آمده قبل هاي

RF (U, V )W = Rã(U, V )W

هستند. ã و F انحناي تانسورهاي ترتیب به Rã و RF آن در که

کنیم: می فرض حال

R := RF = Rã

داریم: 3.6.2 ي گزاره از استفاده با لذا است تحویلی طبیعی طور به ã چون
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(R(U, V )W )٠ =
١
۴
[U, [V,W ]m]m −

١
۴
[V, [U,W ]m]m −

١
٢
[[U, V ]m,W ]m − [[U, V ]h,W ]

بنابراین: ،U, V,W ∈ m هر براي

(R(U, l)l)٠ =
١
۴
[U, [l, l]m]m−

١
۴
[l, [U, l]m]m−

١
٢
[[U, l]m, l]m−[[U, l]h, l] =

١
۴
[[U, l]m, l]m+[[U, l]h, l]

داریم: دیگر طرف از

K(P, l) =
gl(R(U, l)l, U)

gl(l, l).gl(U,U)− g٢l (l, U)

آن در که

gl(U, V ) =
١
٢
∂٢

∂s∂t
{F ٢(l + sU + tV )} |s=t=٠

=
١
٢
∂٢

∂s∂t
{g(l + sU + tV, l + sU + tV ) + g٢(X, l + sU + tV )

+٢
√
g(l + sU + tV, l + sU + tV )g(X, l + sU + tV )} |s=t=٠

پردازیم: می gl(U, V ) ي محاسبه به حال

نوشت: توان می ریمان متر بودن خطی دو خاصیت از استفاده با

g(l + sU + tV, l + sU + tV ) + g٢(X, l + sU + tV ) +

٢
√
g(l + sU + tV, l + sU + tV )g(X, l + sU + tV ) = g(l, l) + sg(l, U) + tg(l, V ) +

sg(U, l) + s٢g(U,U) + stg(U, V ) + tg(V, l) + tsg(V, U) + t٢g(V, V ) + g(X, l).g(X, l) +

sg(X, l).g(X,U) + tg(X, l).g(X,V ) + sg(X,U).g(X, l) + s٢g(X,U).g(X,U) +

stg(X,U).g(X, V ) + tg(X, V ).g(X, l) + tsg(X, V ).g(X,U) + t٢g(X, V ).g(X,U) +

٢
√
g(l, l) + sg(l, U) + tg(l, V ) + sg(U, l) + s٢g(U,U) + stg(U, V ) + tg(V, l) + tsg(V, U) + t٢g(V, V )

.(g(X, l) + sg(X,U) + tg(X, V ))

داریم: گیریم، می مشتق t به نسبت فوق تساوي طرفین از حال
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∂

∂t
g(l + sU + tV, l + sU + tV ) + g٢(X, l + sU + tV ) + ٢

√
g(l + sU + tV, l + sU + tV )

.g(X, l + sU + tV )} |t=٠=

٢(g(l, V ) + sg(U, V )) + ٢(g(X, l).g(X, V ) + sg(X,U).g(X,V ))

+
٢(g(l, V ).g(X, l) + sg(l, V ).g(X,U) + sg(U, V ).g(X, l) + s٢g(U, V ).g(X,U)√

g(l, l) + ٢g(l, U) + s٢g(U,U)

+٢g(X, V )
√
g(l, l) + ٢sg(l, U) + s٢g(U,U)

داشت: خواهیم جاگذاري و s به نسبت گیري مشتق با به و

gl(U, V ) = g(U, V ) + g(X,U)g(X, V )− g(X, l)g(l, V )g(l, U)

g(l, l)٣/٢

− ١√
g(l, l)

{g(X,U)g(l, V ) + g(X, l)g(U, V ) + g(X,V )g(l, U)}

و

gl(R(U, l)l, U) = gl(α, U)

آن در که

α =
١
۴
[[U, l]m, l]m + [[U, l]h, l]

خواهیم هستند، gl به نسبت یکه متعامد هاي پایه l و U اینکه به توجه با و پرچمی انحناي فرمول در رابطه این جاگذاري با

داشت:

K(P, Y ) = gl(
١
۴
[[U, l]m, l]m + [[U, l]h, l], U)

داریم: فوق روش به gY (Y, Y ) ي محاسبه با ،l = Y

gY (Y, Y )
قبل ي قضیه در تذکر:

gY (Y, Y ) = g(Y, Y ) + g(X,Y )(g(X, Y ) + ٢
√
g(Y, Y ))
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داشت. نخواهد تاثیري قبلی محاسبات در آن جاگذاري لذا نیست وابسته t و s به gY (Y, Y ) چون بنابراین
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Abstract

In this thesis, we study Randers on homogeneous manifolds. we first give a complete
description of invariant Riemannian mertics and invariant Finsler metrics on homoge-
neous manifolds, then we explain existence and construction of the invariant Randers
metrics on homogeneous manifolds, finally we calculate the geodesics and flag curvatures.

Keywords: Naturally reductive homogeneous, Invariant Randers metric, Geodesic,
flag curvature.
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