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 قدردانی

یان پروردگاریش به ما گشوده است. الهی ادای شکر تو را هیچ زبان یارا نیست و در یای فضل تو را هیچ کران نیست و سر حقیقت تو بر هیچ کس ع  سپاس خدا را بر آنچه از شکرش به ما الهام فرموده و بر آن درهای دانشی که به

یت کن بر ما راهی که بهتر از آن نیست.  نیست، هدا

وند متعال این دوره را به پایان رسانده ام، به رسم ادب و احترا استاد  راهنمای عزیز و بزرگوارم جناب آقای دکتر محمد آرشی  که علاوه بر  م  بوسه بر دستشان زده و بر خود واجب می دانم  از  زحمات اکنون که به یاری خدا

همچنین از 
من  مشاور مهربان و دلسوزم جناب آقای دکتر حسین باغیشنی  که با صبر و بردباری استاد تحقیق و پژوهش با نظرات ارزنده و مدبرانه خود بهتر فکرکردن ، بهتر زندگی کردن و بهتربودن را به من آموختند، تشکر کنم . 

تصحیح نمودند، این پایان را راهنمایی و 
تصحیح و داوری این پایانصمیمانه تشکر  نامه را 

 اند سپاسگزارم.را بر عهده گرفته نامهکنم. و نیز از اساتید محترم آقایان دکتر داوود شاهسونی  و دکتر مهدی روزبه که با حضور دلگرمشان 

 دانم که از زحمات اساتید گرانقدر و پرسنل زحمتکش دانشکده ریاضی دانشگاه صنعتی شاهرود صمیمانه تشکر کنم.بر خود واجب می

تحصیلم فضای آرام و دوستانه را با ایشان تجربه کردم سپاسگزارم.
 و در نهایت از کلیه دوستان عزیزم که در طی دوران 
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 نامه تعهد

 ریاضی دانشکدهآمارریاضی رشته  ارشد کارشناسی دانشجوي دورهسیدعلی اصغر تجدد اینجانب 

 راهنمائی تحتهای چندمتغیره  برآورد انقباضی در مدل نامه پایان نویسنده شاهرود صنعتی دانشگاه

 شوممی متعهددکتر محمد آرشی  

 است.  برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط نامه پایان این در تحقیقات 

 است. شده استناد استفاده مورد مرجع به دیگر محققان پژوهشهاي نتایج از استفاده در 

 جا در هیچ امتیازي یا مدرك نوع هیچ دریافت براي دیگري فرد یا خود توسط تاکنون نامه پایان در مندرج مطالب 

 است.  نشده ارائه

 دانشگاه صنعتی»نام  با مستخرج مقالات و باشد می شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق اثر این معنوي حقوق کلیه 

 رسید. خواهد چاپ به «Shahrood University of Technology»و یا  «شاهرود

 از مستخرج مقالات در اند بوده تأثیرگذار نامه پایان اصلی نتایح آمدن دست به در که افرادي تمام معنوي حقوق 

 .گردد می رعایت نامه پایان

 و است ضوابط شده استفاده( آنها بافتهاي یا) زنده موجود از که مواردي در نامه، پایان این انجام مراحل کلیه در 

 . است شده رعایت اخلاقی اصول

 استفاده یا یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردي در نامه، پایان این انجام مراحل کلیه در 

 . است شده رعایت انسانی اخلاق اصول و ضوابط رازداري، اصل است شده

 50/50/1931   تاریخ                                                                                  

 دانشجو امضای                                                                            

 . باشد داشته وجود نامه پایان شده تکثیر هاي نسخه ابتداي در باید نیز صفحه این متن* 
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 چکیده

، چارلز استاین نشان داد در توزیع نرمال، هنگامی که بعد فضاي پارامتر بزرگتر 6591پس از آنکه در سال 

هاي است، تاکنون تلاشاست، میانگین نمونه برآوردگر غیرمجاز براي میانگین توزیع نرمال  3یا مساوي 

است انجام  3زیادي در جهت بهبود برآوردگر میانگین در حالتی که بعد فضاي پارامتر بزرگتر یا مساوي 

در  به عنوان تعمیمی از آن، شده است. بهبود برآوردگرها تنها محدود به توزیع نرمال نشده است بلکه

نیز باشد، میغیره  ، اسلش و𝑡از جمله نرمال،  ي زیاديهاگون که شامل توزیعهاي بیضیعخانواده توزی

اي خاص از فضاي پارامتر یافته، که در بازهبرآوردگرهاي بهبود نامه. در این پایاناندمورد بررسی قرار گرفته

گون ماتریسی، معرفی هاي چندمتغیره بیضیهاي دوم برتري دارند را در مدلبر برآوردگرهاي کمترین توان

دهیم. در این راستا ابتدا براي برآورد پارامتر مکان در توزیع نرمال را مورد بررسی قرار می و رفتار آنها

برآوردگرهاي درستنمایی ماکزیمم محدودنشده، درستنمایی ماکزیمم محدودشده، انقباضی نوع  ماتریسی،

تار برآوردگرهاي استاین و انقباضی نوع استاین مثبت را معرفی، و با محاسبه دقیق مخاطره به بررسی رف

پردازیم. در نهایت با بکارگیري تکنیک خاصی نتایج را براي برآورد پارامتر ماتریسی مکان به مذکور می

  دهیم.گون ماتریسی تعمیم میهاي بیضیخانواده توزیع

برآوردگر ، گون ماتریسیبیضیتابع مخاطره، توزیع ، مدل رگرسیون خطی چندمتغیرههای کلیدی: واژه

 برآوردگر نوع استاینانقباضی، 
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 نمادها

 𝜒𝑞
 𝑞دو مرکزي با درجه آزادي -: توزیع کی2

 𝜒𝑞,𝛿
 𝛿و پارامتر غیرمرکزي  𝑞دو غیرمرکزي با درجه آزادي -: توزیع کی2

𝑁𝑛(𝜇, Σ) توزیع نرمال :𝑛  متغیره با میانگین𝜇  و مقیاسΣ 

𝑀𝑁𝑝×𝑞(𝜇, Σ ⊗ 𝜓) توزیع نرمال ماتریسی در اندازه :𝑝 × 𝑞  با میانگین𝜇  و مقیاسΣ⊗𝜓 

𝐸𝐶𝑛(𝜇, Σ, 𝜓)گون با میانگین : توزیع بیضی𝜇 مقیاس ،Σ  و تابع مولد مشخصه𝜓 

𝐸𝐶𝑛(𝜇, Σ, 𝑔)گون با میانگین : توزیع بیضی𝜇 مقیاس ،Σ  و تابع مولد چگالی𝑔 

𝐿𝑆𝑝×𝑞(𝜙)کروي با تابع مشخصه -: توزیع چپ𝜙(𝑇′𝑇) 

𝑅𝑆𝑝×𝑞(𝜙)کروي با تابع مشخصه -: توزیع راست𝜙(𝑇′𝑇) 

𝑆𝑆𝑝×𝑞(𝜙) توزیع کروي ماتریسی با تابع مشخصه :𝜙(𝑇′𝑇) 

𝑀𝐸𝐶𝑝×𝑞(𝜇, Σ⊗ 𝜓, 𝑓)گون ماتریسی با پارامترهاي : توزیع بیضی𝜇 ،Σ  و𝜓  و تابع مولد چگالی𝑓 

 𝑊𝑛(𝜓, 𝑝, Δ) توزیع ویشارت غیرمرکزي با مقیاس :𝜓 ،𝑝  درجه آزادي و پارامتر غیرمرکزيΔ 

𝑊−1(𝜓−1, 𝑝) توزیع ویشارت معکوس با پارامتر مقیاس :𝜓  و𝑝 درجه آزادي 
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 Γ𝑛(.  : تابع گاماي چندمتغیره(

𝐵(𝑎, 𝑏)تابع بتاي کامل : 

ℜ
𝑝×𝑞

𝑝: فضاي  × 𝑞 بعدي حقیقی 

( ,..., ; ,..., ; )q p p qF a a b b z1  یافتهتابع فوق هندسی تعمیم: 1

d

X Y : هم توزیع بودن دو متغیرX  وY 

 exp(𝑖𝑡𝑟(𝑋)) = 𝑒𝑖×𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑋) 

 𝜃̃ برآوردگر محدودنشده :𝜃 

𝜃 برآوردگر محدودشده :𝜃 

𝜃𝑆 برآوردگر انقباضی : 

 𝜃𝑠برآوردگر انقباضی نوع استاین : 

𝜃𝑠+ برآوردگر انقباضی نوع استاین مثبت : 

 𝑅(𝑋, 𝜃;𝑊) تابع مخاطره وزنی برآوردگر :𝑋  در خصوص برآورد پارامتر𝜃  با وزن𝑊 

 𝛿1 ≻ 𝛿2 برتري برآوردگر :𝛿1  بر𝛿2  

 𝐼(𝐴 ≤ 𝑎) تابع نشانگر مجموعه :𝐴 

 𝑋~𝑝×𝑞(𝜇, Σ ⊗ ψ):  ماتریس تصادفی𝑋  در اندازه𝑝 × 𝑞  با میانگین𝜇  و ماتریس کوواریانس

Σ⊗𝜓 
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 علائم اختصاری

ECD( توزیع با منحنی تراز بیضی شکل :Elliptically contoured distribution) 

BLUE( بهترین برآوردگر خطی نااریب :Best linear unbiased estimator) 

MLEبرآوردگر درستنمایی ماکزیمم : (maximum likelihood estimator) 

GLSهاي دوم تعمیم: کمترین توان( یافتهGeneralized least square) 

RGLSهاي دوم تعمیم: کمترین توان( یافته محدودشدهRestricted generalized least square) 

UE( برآوردگر محدودنشده :Unrestricted Estimator) 

RE( برآوردگر محدودشده :Restricted estimator) 

SSE( برآوردگر انقباضی نوع استاین :Stein-type shrinkage estimator) 

PRSSEبرآوردگر انقباضی : ( نوع استاین مثبتPositive-rule Stein-type shrinkage estimator) 

GCM( مدل منحنی رشد :Growth curve model) 

 

 

 



 ك
 

 

 فهرست مندرجات

 1        مقدمه و دورنما 1

  2 ..........................................................................................مقدمه و تاریخچه 6-6 

 8 ...............................................................................................تعاریف و نتایج 6-2 

 8 ....................................................................................توابع ریاضی    6-2-6  

 61 .............................................................................هاي آماريتوزیع    6-2-2  

 69...........   .........................................................ها و قضایاي اساسیلم    6-2-3  

 26     مدل رگرسیون چندمتغیره محدودشده 2

 27 ...............................................................................................................مقدمه 2-6 

 28 ...................................................................خطی چندگانهمدل رگرسیون  2-2 

 38 ...............................................................مدل رگرسیون خطی چندمتغیره 2-3 

 35 ...............................................معلوم است Σبرآورد پارامترها وقتی     2-3-6  

Σ در حالتبرآورد پارامترها     2-3-2   = σ2V............................................. 43 



 ل
 

 40        برآورد انقباضی 9

 41 ................................................................................................................مقدمه 3-6 

 41 ...........................................................................................برآوردگر انقباضی 3-2 

 96 ..................................................برآورد انقباضی در توزیع نرمال ماتریسی 3-3 

 96 ........................................................روش ساخت برآوردگر انقباضی    3-3-6  

 99 ......................................................................ها و قضایاي اساسیلم    3-3-2  

 11 ....................................................محاسبه توابع مخاطره برآوردگرها    3-3-3  

 76 ............................................................................مقایسه برآوردگرها    3-3-4  

 79 .........................................................برآورد انقباضی در مدل منحنی رشد 3-4 

 79 .............................................................................مدل منحنی رشد    3-4-6  

 78 .............................................................................برآوردگر انقباضی    3-4-2  

 75 ...............................................................................مخاطره محاسبه    3-4-3  

 86 ...........................................................................مقایسه برآوردگرها    3-4-4  

 80   گون ماتریسیهای بیضیبرآورد انقباضی در مدل 4

 81 .............................................................................................................. مقدمه 4-6 

  87 .......................................................گونهاي بیضیمختصري درباره توزیع 4-2 



 م
 

 87 ..................................................................هاي کروي ماتریسیتوزیع   4-2-6  

 56 ..................................هاي توزیع کروي ماتریسیارتباط بین کلاس    4-2-2  

 52 ..........................................................گون ماتریسیهاي بیضتوزیع    4-2-3  

 58 ...........................................گون ماتریسیهایی از توزیع بیضیمثال    4-2-4  

 611 .........................................گون ماتریسیبرآورد انقباضی در توزیع بیضی 4-3 

 616 ......................................................................محاسبه توابع مخاطره    4-3-6  

   150          پیوست

 A-1 611 ..................................................................................................هاجبرماتریس 

 A-2 626 ............................................................آینده هايپژوهش پیشنهادات براي 

 122           مراجع

 چکیده انگلیسی

    



 

 

 

 

 

 فصل اول

 مقدمه و دورنما

  



 مقدمه و دورنما

 

2 
 

 مقدمه و تاریخچه  1-1

معمولا منجر  ،یا تمام پارامترهاي مدل روي تعدادي آماري، استفاده از اطلاعات پیشین بر هايتحلیل در

بودن این  قطعیکه با توجه به قطعی یا غیر شوداي مییافتههاي پیشرفته و تعمیمبه استفاده از روش

مدل به صورت  وارد کردن آن در قطعی بودن اطلاعات پیشین،د. در حالت نشوات، به کار برده میاطلاع

تحلیل چنین قیدهایی شود. می 2وجود آمدن مدل محدودشدههباعث ب بر روي فضاي پارامتر، 6يقید

شده، در مقابل وردگرهاي پارامترها در مدل محدودمقایسه برآمانند هاي آماري پیشرفته، منتهی به روش

آماري با  هايکه در مدل شود. زمانیمی ،گیردکه تمام فضاي پارامتر را در بر می 3مدل محدودنشده

شویم آن را به عنوان یک پارامتر به صورت یک قید بر روي پارامترها مواجه می ،پیشین غیرقطعی اتاطلاع

 اتگیریم. یک روش مناسب براي از بین بردن عدم قطعیت اطلاعدر تحلیل مدل مورد نظر می 4مزاحم

(، PTE) 1برآوردگر آزمون مقدماتی است. این روش با استفاده از 9پیشین در مدل، استفاده از رهیافت فیشر

پیشین  اتکند. به این ترتیب که بر اساس اعتبار و درستی اطلاعپارامتر مزاحم را از مدل حذف می

( براي 6519، 6514، 6544) 7شوند. بنکرافتمدل محدودشده یا نشده انتخاب می غیرقطعی، یکی از دو

اد. این برآورد واریانس در جدول آنالیز واریانس مورد استفاده قرار د براياولین بار ایده آزمون مقدماتی را 

-ها با فرض تساوي واریانس(، که به منظور آزمون برابري میانگین6538) 8دکِرُایده از روش پیشنهادي سن

ها رد ندکر اگر آزمون برابري واریانس، الهام گرفته شده است. در روش سشده بود طراحیها )نامعلوم( 

                                                           
1 Constraint  
2 odelmRestricted  
3 odelmUnrestricted  
4 rarametepNuisance  
5 approachFisher  
6 stimatoreest tPreliminary  
7 Bancroft 
8 Snedecor 
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 5فیشر -بندي بهرنزود، آنگاه در آزمون استیودنت، از واریانس آمیخته و در غیر این صورت از دستهنش

قدماتی به روش آزمون م آشکار شد که هاي بیشتر در این زمینه،شود. با تحقیقات و بررسیاستفاده می

و  61در این راستا هان. وابسته است ،داري آزمون و مقادیر برآوردگر انتخابیعواملی همچون سطح معنی

داري آزمون، مینیمم بر روي سطح معنی-ماکزیمم( ثابت کردند با استفاده از یک روش 6518بنکرافت )

( 6548) 66اي رسید. ماستیلرنمونهل دوآزمون مقدماتی میانگین، در مسائ توان به اندازه بهینه برآوردگرمی

( ایده آزمون مقدماتی را بر روي 6513) 62گاواپرداخت. کیتا يها از دیدگاه بیزبه بررسی این مدل

اي، ل دونمونهآزمون مقدماتی در مسائدست آوردن توزیع و گشتاورهاي برآوردگر هپیشامدهاي متوالی، با ب

برآوردگر مقدماتی  هاي اندازه و توان( ویژگی6591) 64، بنکرافت و هارتلی63مورد بررسی قرار داد. بوزیویچ

( کاربرد 6512) 67(، آسانو و ساتو6599) 61(، هانس برگر6591، 6592) 69ادند. بنترا مورد مطالعه قرار د

( 6586، 6591، 6599) 68هاي مختلف مورد توجه قرار دادند. استاینآزمون مقدماتی را در روش برآوردگر

یک قرن به طول انجامید. نتیجه این  حل آن آماري رسیدند که تضاد( به یک 6516و استاین ) 65و جیمز

بعديp نرمال چندمتغیره توزیع، در تابع زیان مربع خطاتحت  ،ها نشان داد که برآوردگر میانگینبررسی

 3p از برآوردیابی شد. بعد  براي بهبود برآوردگرها در مسایل اياست. این موضوع انگیزه 21غیر مجاز

این برآوردگر به ( برآوردگري ارائه دادند که بر میانگین نمونه برتري داشت. 6516استاین )آن، جیمز و 

 هاي مختلف آمار ایجاد کرد.استاین معروف شد. این یافته، تحول بزرگی در شاخه-برآوردگر جیمز

                                                           
9 Fisher–Behrens  

10 Han  
11  ostellerM 
12 Kitagawa 
13  Bozivich 
14 Hartley 
15 tBennet 
16 rHuntssberge 
17 Asano and Sato 
18 Charles Stein 
19 James 
20 Inadmissible 
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هاي آماري با استفاده از یافتههاي پارامترها در مدلتاکنون، مطالعات زیادي به منظور بهبود برآوردگرهاي 

. ایده اصلی، استفاده مناسب از اطلاعات پیشین اند( انجام شده6516استاین )( و جیمز و 6591استاین )

باشد. در این خصوص استاین می-برآوردگرهاي نوع جیمز اي در توسعه هر چه بهتراي و غیرنمونهنمونه

( در حالاتی که توزیع خطاها 6559( و طباطبایی )7865) 22(، جاج و باك6556) 26توان به جایلزمی

 است، مراجعه کرد. 𝑡نرمال یا 

که بر برآوردگر خطی میانگین نمونه برتري است برآوردگري غیرخطی  ،استاین-برآوردگر جیمز

هاي دوم و اي که بر اساس نظریه کمترین توانخواص خوب برآوردگر میانگین نمونهدارد. لذا تمامی 

استاین قرار -تحت تاثیر برآوردگر جیمز ،پایایی مانند نااریبی ود، نآیبه دست می ماکزیمم یدرستنمای

که به طور یکنواخت بر برآوردگر  را گرفتند. بر این اساس به افتخار پرفسور چارلز استاین، برآوردگري

( برتري دارد، را غیره و ماکزیمم درستنماییبرآوردگرهاي  ،هاي دومکمترین تواناستاندارد )برآوردگرهاي 

 نامند.( میSE) 23برآوردگر نوع استاین

-است. برآوردگر نوع استاین، با استفاده از حاصل 24به عامل انقباض وابستهرفتار برآوردگرهاي نوع استاین 

ضرب عامل برآوردگر محدودنشده و دیگري حاصلضرب دو عبارت که یکی تفاضل برآوردگر محدودشده از 

نشده را بهبود ضاي پارامتر است، برآوردگر محدودره آزمون مناسب قید اعمال شده بر روي فانقباض در آما

بخشد. به طور کلی، آماره آزمون به کار رفته در برآوردگر نوع استاین، فاصله بین برآوردگر محدودشده می

فیشر یا  29غیرمرکزيدو -گیرد که معمولا این آماره داراي توزیع کیبرآوردگر محدودنشده را اندازه میو 

                                                           
21 Giles 
22 Judge and Bock 
23 rstimatoetype -Stein 
24 Shrinkage factor 
25 quares-hiccentral -Non 
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برآوردگر نوع استاین به پارامتر غیرمرکزي توزیع آماره آزمون  27باشد. مقدار مخاطرهمی 21غیرمرکزي

  بستگی دارد.

، در تعمیمی از آن، تنها قسمت که احتمال منفی شدن برآوردگر نوع استاین مثبت استبا توجه به آن

 ( معروف است.PRSE) 28 مثبت برآوردگر نوع استایندهند که به مثبت آن را مورد استفاده قرار می

کوواریانس جامعه مورد بررسی به  هاي مختلف آماري، در حالاتی که ماتریستاکنون در مدل

مورد  PRSEو  PTE، SE برآوردگرهاياست،  𝑛ماتریس واحد با بعد  𝐼𝑛که در آن  است، 𝜎2𝐼𝑛صورت 

(، 6556) 31(، علی و صالح6587و همکاران ) 25توان به کلاركدر این زمینه میاند. قرار گرفته بررسی

(، طباطبایی و 6557وصالح ) 33(، خان6551) 32(، کیبریا6552، 6556(، جایلز )6556) 36سینگ

هاي ، مدلنرمال براي توزیع پاسخ ،(2111اشاره کرد. همچنین صالح ) (a2114 ،b2114همکاران )

مورد بررسی قرار داد.  قطعیو غیر قطعی هايدتحت قیرا و موازي  ANOVA رگرسیون خطی چندگانه،

که در آن  ،𝜎2𝑉)معلوم( و  Σتر ماتریس هاي کلیبه حالت کوواریانس( با تعمیم ماتریس 2118آرشی )

𝜎2 جهول و ماتریس م𝑉  گون براي بردار خطا، به بررسی و است، با در نظر گرفتن توزیع بیضیمعلوم

 در مدل رگرسیون خطی چندگانه پرداخت.  PRSEو  PTE ،SEمقایسه برآوردگرهاي 

هاي چندمتغیره سروکار هاي کاربردي و واقعی بیشتر با مدلبندي دادهاگرچه در رویارویی با مدل

هاي چندمتغیره کمتر مورد توجه محققان این رشته قرار ، با این حال برآورد انقباضی تحت مدلداریم

دست آوردن نامه، بهجه به اهمیت موضوع، هدف از تالیف این پایاناز این رو و با تو گرفته است.

                                                           
26 central Fisher-Non 
27 Risk 
28 stimatoretype -ule Steinr-Positive 
29 Clarke 
30 Ali and Saleh 
31 Singh 
32 Kibria 
33 Khan 
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هاي خصوص انواع برآوردگر انقباضی براي برآورد پارامترهاي مکانی در مدلبرآوردگرهاي بهبودیافته، به

ایم نامه فرض کردهباشند، است. براي این منظور، در این پایانچندمتغیره، که غالبا از جنس ماتریس می

کند. همچنین بهبودي برآوردگرها با گون ماتریسی تبعیت میهاي بیضیمدل از خانواده بزرگ توزیعکه 

گردد. به عبارتی برآوردگرهایی بهتر هستند که داراي مخاطره کمتر شان تعیین میهمعیار اندازه مخاطر

 باشند.

جدید، مقایسه رفتار برآوردگرها از ها و قضایایی کاملا با استفاده از لم محاسبه دقیق مخاطره برآوردگرها

-هاي این پایانروز بودن منابع اصلی از ویژگیه از رسم نمودار تابع مخاطره و بجنبه نظري و نیز با استفاد

(، GCM)34شود. همچنین بررسی رفتار انواع برآوردگرهاي پارامترهاي مدل منحنی رشدنامه محسوب می

پزشکی است، از نتایج فصل شناسی و تحقیقات دي در زیستکه یک مدل رگرسیونی چندمتغیره و کاربر

 رود.سوم این مجموعه به شمار می

 باشد. مطالب هر فصل به طور مختصر عبارتند از: ضمیمه می 6فصل و  4این مجموعه شامل  

   ضرورت و اهداف  و مروري بر تاریخچه موضوع مورد بررسی مقدمات، علاوه بر، اولفصل در

ر این هاي اساسی که دهاي آماري و لمبرخی توابع ریاضی، توزیع که شرح آن گذشت، نامهپایان

 .آمده استنیز  اندنامه استفاده شدهپایان

  در مدل رگرسیون خطی چندگانه، بدون اینکه فرض بخصوصی براي توزیع بردار دومدر فصل ،

 39یافتههاي دوم تعمیمخطاي مدل در نظر بگیریم )آزاد توزیع(، برآوردگرهاي کمترین توان

(GLS)  31محدودشدهو (RGLS) ایم و در پایان با معرفی مدل رگرسیون چند را مطرح کرده

در واقع در این فصل یم. اهدست آوردهنیز ب این مدل متغیره، برآوردگرهاي مذکور را براي

                                                           
34 Growth curve model 
35 Generalized least square 
36 Restricted generalized least square 
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آورده شده  پردازیم،برآوردگرهاي لازم در ساخت برآوردگر انقباضی که در فصل سوم به آن می

هاي چندمتغیره موضوع مورد ( در مدلRGLSو  GLSاست. تکنیک دستیابی به این برآوردگرها )

 توجه نویسنده در این فصل است.

  استاین مثبت براي نوع ، ابتدا برآوردگرهاي محدودشده، انقباضی نوع استاین و سومدر فصل

ادامه این برآوردگرها براي ماتریس  در دل نرمال ماتریسی مطرح شده است.ماتریس میانگین در م

پارامتر مدل رگرسیونی منحنی رشد در حالتی که خطاي مدل داراي توزیع نرمال ماتریسی است، 

 اند.قرار گرفته بررسیمورد 

  گون ماتریسی است، ، در حالتی که مدل بیضیسومفصل در ، موارد بدست آمده چهارمدر فصل

 اند.بررسی شده

  نامه ها و قضایاي این پایانها که در اثبات لماریف و قضایا از جبر ماتریس، برخی تعپیوستدر

پیشنهادها براي ادامه کار در آینده، مطرح  ند. همچنینا، آورده شدهاندمورد استفاده قرار گرفته

 .است دهش

 

 هاآننشان دهنده قضیه یا لم موردنظر در مرجع بوده که اثبات  اندمشخص شده *هایی که با قسمت

-نویسنده پایانبدین معنی است که قضیه و یا لم توسط  **و  ،نامه انجام شدهتوسط نویسنده این پایان

  بیان و اثبات شده است.  نامه،



 مقدمه و دورنما

 

8 
 

 ریف و نتایجاتع  1-2

ها استفاده شده است نامه از آندر این پایان هاي آماري کهبرخی توابع ریاضی و توزیع ابتدا در این بخش

-هاي بعدي مورد استفاده قرار گرفتهها و قضایایی که در اثبات قضایاي فصللم در پایان را معرفی کرده و

اي آن اشارهکنیم. البته توجه کنید بعضی تعاریف، اصطلاحات و قضایایی که در این بخش به اند را بیان می

 ها( ببینید.توانید در پیوست )جبر ماتریسنامه وجود دارد را میپایاننشده ولی در متن 

 توابع ریاضی  1-2-1

 تابع گاماي چندمتغیره  1-1تعریف 

𝑛)بزرگتر از  𝑡به ازاي هر مقدار حقیقی  − دهیم و نشان می Γ𝑛(𝑡)، تابع گاماي چندمتغیره را با 2/(1

 عبارتست از 

Γ𝑛(𝑡) = 𝜋
𝑛(𝑛−1)
4 ∏Γ[𝑡 −

1

2
(𝑖 − 1)]

𝑛

𝑖=1

, 

Γ(𝑎)که در آن  = ∫ 𝑦𝑎−1
∞

0
𝑒−𝑦𝑑𝑦 باشد.تابع گاما می 

 تابع بتا  2-1تعریف 

,𝐵(𝑎، تابع بتا را با 𝑏و  𝑎به ازاي هر دو مقدار حقیقی  𝑏) دهیم و عبارتست از نشان می 

𝐵(𝑎, 𝑏) = ∫ 𝑥𝑎−1
1

0

(1 − 𝑥)𝑏−1𝑑𝑥 

=
Γ(𝑎)Γ(𝑏)

Γ(𝑎 + 𝑏)
. 
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 37یافتهتابع فوق هندسی تعمیم  9-1تعریف 

,𝑎1به ازاي مقادیر حقیقی  𝑎2, … , 𝑎𝑝  و𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑝، یافته به صورت زیر تابع فوق هندسی تعمیم

 است

( ,..., ; ,..., ; )q p p qF a a b b z1 1 = ∑
(𝑎1)𝑘… (𝑎𝑝)𝑘
(𝑏1)𝑘… (𝑏𝑞)𝑘

∞

𝑘=0

×
𝑧𝑘

𝑘!
,
 

𝑘(𝑎)که در آن  = 𝑎(𝑎 + 1)… (𝑎 + 𝑘 − . براي آگاهی بیشتر در خصوص این تابع، میرهد (1

 ( را ببینید. 6582)

 موزون  توان دومتابع زیان   4-1تعریف 

𝑝در اندازه  ∗𝐵اگر ماتریس × 𝑞  برآوردگري براي ماتریس پارامتر مکان𝐵 گاه زیان وزنی باشد، آن

,∗𝐿(𝐵را با  𝐵در خصوص برآورد  ∗𝐵استفاده از 𝐵;𝑊) شود:به صورت زیر تعریف میدهیم و نشان می  

𝐿(𝐵∗, 𝐵;𝑊) = (𝐵∗ − 𝐵)′𝑊(𝐵∗ − 𝐵), 

 است.  𝑝ماتریس وزن معلوم و نامنفرد با بعد  𝑊ن که در آ

 38موزون توان دومتابع مخاطره   0-1تعریف 

,∗𝑅(𝐵را با  ∗𝐵موزون برآوردگر  دومتوان، تابع مخاطره 4-6با استفاده از تعریف  𝐵;𝑊) دهیم نشان می

 از:  است عبارتو 

𝑅(𝐵∗, 𝐵;𝑊) = 𝐸[𝐿(𝐵∗, 𝐵;𝑊)]. 

                                                           
37 Generalized hypergeometric function 
38 Weighted quadratic risk function 
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 35تابع مشخصه  6-1تعریف 

 :شودبه صورت زیر تعریف می 𝑋اي مولفه 𝑝تابع مشخصه بردار 

𝜑𝑋(𝑡) = 𝐸[exp(𝑖𝑡
′𝑋)] , 𝑡 ∈ ℜ𝑝×1 

𝑝در اندازه  𝑋تابع مشخصه ماتریس تصادفی  × 𝑞 شودبه صورت زیر تعریف می: 

𝜑𝑋(𝑡) = 𝐸[exp(𝑖𝑡𝑟(𝑇
′𝑋))], 𝑡 ∈ ℜ𝑝×𝑞  

توان را به صورت زیر نیز می 𝑋تابع مشخصه ماتریس  در پیوست، ،A-29( در قضیه 4با توجه به ویژگی )

 :بیان کرد

𝜑𝑋(𝑡) = 𝐸[exp(𝑖𝑣𝑒𝑐
′𝑇𝑣𝑒𝑐𝑋)]. 

.)𝑣𝑒𝑐در رابطه با عملگر   هاي آن پیوست را ببینید.و ویژگی (

 های آماریتوزیع  1-2-2

 توزیع نرمال چندمتغیره  0-1تعریف 

,𝑋 ~ 𝑁𝑝(𝜇بعدي است و با  𝑝داراي توزیع نرمال چندمتغره  𝑋اي مولفه 𝑝بردار  Σ) دهیمنمایش می، 

 داراي توزیع نرمال یک متغیره باشد. 𝑎 ،𝑎′𝑋اي ثابت مولفه 𝑝اگر و فقط اگر به ازاي هر بردار 

 :زیر است به صورت داراي تابع چگالی احتمال 𝑋 آنگاهباشد،  یک ماتریس معین مثبت Σاگر 

𝑓(𝑥) =
|Σ|−1 2⁄

(2𝜋)𝑝 2⁄  
exp [−

(𝑥 − 𝜇)′𝛴−1(𝑥 − 𝜇)

2
], 

                                                           
39 Characteristic function 
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Σ|1|که در آن  𝑝است. توجه کنید اگر  Σریشه دوم دترمینان  ⁄2 = گاه صورت درجه دوم در توان ، آن1

𝑥)نمایی، به  − 𝜇)2 𝜎2⁄ در نتیجه شود وتبدیل می 𝑋 ~ 𝑁(𝜇, 𝜎2) . 

 41دو مرکزي-توزیع کی  8-1تعریف 

,𝑋~𝑁𝑝(o اگر 𝐼) باشد، آنگاه 𝑌 = 𝑋′𝑋 مرکزي با دو -داراي توزیع کی𝑛  درجه آزادي است و با

𝑌~𝜒𝑝
  شود:تعریف می به صورت زیر 𝑌تابع چگالی احتمال  .دهندنمایش می 2

𝑓(𝑦) =
𝑒−𝑦 2⁄ 𝑦𝑛 2⁄ −1

2𝑛 2⁄ Γ(𝑛 2⁄ )
, 𝑦 > 0,   n ∈ ℕ. 

 دو غیرمرکزي -توزیع کی  3-1تعریف 

,𝑋~𝑁𝑝(𝜇 اگر 𝐼) باشد، آنگاه 𝑌 = 𝑋′𝑋 دو غیرمرکزي با -داراي توزیع کی𝑛  درجه آزادي و پارامتر

𝑌 ~ 𝜒𝑛,𝛿است و با  𝛿غیرمرکزي 
  شود:تعریف میزیر  به صورت 𝑌تابع چگالی احتمال  .دهیمنشان می 2

𝑓(𝑦) =  𝑒−𝛿 2⁄ F0 1 (𝑛 2⁄ ; 𝛿𝑦 4⁄ ) ×
𝑒−𝑦 2⁄ 𝑦𝑛 2⁄ −1

2𝑛 2⁄ Γ(𝑛 2⁄ )
. 

 نیز نوشتصورت زیر توان بهرا می 𝑌لازم به ذکر است که تابع چگالی احتمال 

𝑓(𝑦) =  ∑𝑃(𝐾 = 𝑘)𝑔𝑛+2𝑘(𝑦),

∞

𝑘=0

 

𝛿متغیر تصادفی داراي توزیع پواسن با میانگین  𝐾که در آن  تابع چگالی احتمال یک  𝑔𝑛+2𝑘(𝑦)و   ⁄2

𝑛دو مرکزي با -متغیر تصادفی کی + 2𝑘  درجه آزادي در نقطه𝑦  ،(6582است. )میرهد 

                                                           
40 square-chiCentral  
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 46چندمتغیره 𝑡توزیع   15-1تعریف 

است و با  𝜈و درجه آزادي  𝜇 ،Σبعدي با پارامترهاي  𝑝چندمتغیره  𝑡داراي توزیع  𝑋ي امولفه 𝑝بردار 

𝑋~𝑡𝑝(𝜇, Σ, 𝜈) اگر تابع چگالی احتمال  ،دهیمنشان می𝑋 به صورت زیر باشد: 

𝑓(𝑥) =
Γ (
𝜈 + 𝑝
2 ) |Σ|−1 2⁄

(νp)p 2⁄ Γ (
𝜈
2)

(1 +
(𝑥 − 𝜇)′Σ−1(𝑥 − 𝜇)

𝜈
)

−(𝜈+𝑝)
2

, 

𝑥, 𝜇 ∈ ℜ𝑝×1, Σ ∈ ℜ𝑝×𝑝, Σ > 0, ν ∈ ℕ. 

 .( را ببینید2119) 42در مورد این توزیع، ناداراجا و کاتزبراي آگاهی بیشتر 

 گون()توزیع بیضی43توزیع با منحنی تراز بیضی شکل  11-1تعریف 

است و با  𝜓 44و تابع مولد مشخصه 𝜇 ،Σگون با پارامترهاي داراي توزیع بیضی 𝑋اي مولفه 𝑛بردار 

𝑋~𝐸𝐶𝑛(𝜇, Σ, 𝜓) به صورت زیر باشداگر تابع مشخصه آن ، دهیمنشان می 

𝜑𝑋(𝑡) = exp(𝑖𝑡
′𝜇)𝜓 (

𝑡′Σ𝑡

2
),  

.)𝜓در آن  که :𝜓(𝑡)متعلق به کلاس توابعی به صورت  ( [0,∞) → ℜ به طوري که ، است

𝜓(∑ 𝑡𝑖
2𝑛

𝑖=1  باشد. بعدي می-𝑛یک تابع مشخصه  (

                                                           
41 distribution Multivariate Student 
42 tzoNadarajah and K 
43 Elliptically contoured distribution 
44 ating functionCharacterstic gener 
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 ند. از این کهباشهاي تراز آنها بیضی شکل میهایی هستند که منحنیگون، توزیعهاي بیضیتوزیع

𝑋~𝐸𝐶𝑛(𝜇, Σ, 𝜓) توان نتیجه گرفت که متغیر تصادفی نمی𝑋 است، ولی  احتمال داراي تابع چگالی

 خواهد بود:که تابع چگالی احتمال وجود داشته باشد، به صورت زیر در صورتی

𝑓𝑋(𝑥) = 𝑐𝑛|Σ|
−1 2⁄ 𝑔 [

(𝑥 − 𝜇)′Σ−1(𝑥 − 𝜇)

2
], 

.)𝑔که در آن   باشداست و داراي شرط زیر می 49تابع مولد چگالی (

∫ 𝑥𝑛 2⁄ −1𝑔(𝑥)𝑑𝑥 < ∞
∞

0

, 

 :گرددباشد که به صورت زیر تعیین میسازي میضریب نرمال 𝑐𝑛و همچنین 

𝑐𝑛 =
Γ(𝑛 2⁄ )

(2𝜋)𝑛 2⁄
[∫ 𝑥𝑛 2⁄ −1𝑔(𝑥)𝑑𝑥 

∞

0

]

−1

. 

,𝑋~𝐸𝐶𝑛(𝜇نویسیم صورت میدر این Σ, 𝑔) .تابع چگالی وجود  اگر که است آن نکته حائز اهمیت

فنگ و  ،برعکس. براي آگاهی بیشتر در این زمینه کند ورا مشخص می 𝜓، تابع 𝑔داشته باشد، تابع 

 ( را ببینید.6582) 47( و میرهد6551) 41همکاران

𝐸(𝑋)، 66-6با توجه به تعریف  = 𝜇  و𝑐𝑜𝑣(𝑋) = −2𝜓′(0) ی کهوجود دارد در صورت 

|𝜓′(0)| < ∞ . 

 

                                                           
45 Density generator 
46 Fang et al 
47 Muirhead 
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 توزیع نرمال ماتریسی  12-1تعریف 

𝑛در اندازه  𝑋ماتریس تصادفی  × 𝑝 ، داراي توزیع نرمال ماتریسی با ماتریس میانگین𝜇 و ماتریس 

⊗Σکوواریانس  Ω  است و با𝑋~𝑀𝑁𝑛×𝑝(𝜇, Σ ⊗ Ω) اگر تابع چگالی احتمال  ،دهیمنشان می𝑋  به

 :صورت زیر باشد

𝑓(𝑋) =
|Ω|

−𝑛
2 |Σ|

−𝑝
2

(2𝜋)
𝑛𝑝
2

exp {−
1

2
𝑡𝑟[𝛺−1(𝑋 − 𝜇)′𝛴−1(𝑋 − 𝜇)]}, 

 باشند.ماتریس کوواریانس سطري می Ωماتریس کوواریانس ستونی و  Σکه در آن 

 توزیع ویشارت  19-1تعریف 

,𝑋~𝑀𝑁𝑛×𝑝(𝜇اگر  𝜓 ⊗ I)  و𝜓 ≥ Uباشد، آنگاه  0 = 𝑋𝑋′  داراي توزیع ویشارت است. حال اگر

𝜇 = o با پارامتر مقیاس ویشارت مرکزي  توزیع را𝜓  و𝑝 گوییم و با  درجه آزادي𝑈~𝑤𝑛(𝜓, 𝑝) 

𝜇دهیم و اگر نمایش می ≠ o  آنگاه𝑈  داراي توزیع ویشارت غیرمرکزي است و با𝑈~𝑤𝑛(𝜓, 𝑝, Δ) 

Δکه در آن  دهیم،نمایش می = 𝜇𝜇′ .پارامتر غیرمرکزي است 

 توزیع ویشارت معکوس  14-1تعریف 

، داراي توزیع ویشارت معکوس با پارامتر مقیاس 𝑛با بعد  U، ماتریس مربعی 6-6با استفاده از تعریف 

𝜓−1  و𝑚  درجه آزادي است و باU ~ 𝑊−1(𝜓−1, 𝑚) اگر تابع چگالی احتمال آن  ،دهیمنشان می

  :به صورت زیر باشد

𝑔(U) =
|𝜓|𝑚 2⁄ |U|−(𝑚+𝑛+1) 2⁄ 𝑒−𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝜓U

−1) 2⁄

2𝑚𝑛 2⁄ Γ𝑛(𝑚 2⁄ )
. 
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 اساسی ها و قضایایلم  1-2-9

هاي ثابت ماتریس 𝐵و  𝐴بردارهاي ثابت و  𝑏و  𝑎ماتریس تصادفی،  𝑋، بردار تصادفی 𝑌 اگر  1-1قضیه 

  ، داریم:باشند، آنگاه با فرض قابل انجام بودن ضرب

𝐸(𝐴𝑌) = 𝐴𝐸(𝑌) 

𝐸(𝑎′𝑋𝑏) = 𝑎′𝐸(𝑋)𝑏 

𝐸(𝐴𝑋𝐵) = 𝐴𝐸(𝑋)𝐵 

بردار تصادفی با ماتریس کوواریانس  𝑌𝑝×1ثابت و  𝐵𝑚×𝑝 و 𝐴𝑘×𝑝هاي فرض کنید ماتریس  2-1قضیه 

Σ  باشد، همچنین𝑍 = 𝐴𝑌  و𝑊 = 𝐵𝑌 آنگاه ، 

𝑐𝑜𝑣(𝑍) = 𝑐𝑜𝑣(𝐴𝑌) = 𝐴Σ𝐴′, 

𝑐𝑜𝑣(𝑍,𝑊) = 𝑐𝑜𝑣(𝐴𝑌, 𝐵𝑌) = 𝐴Σ𝐵′. 

 Σو ماتریس کوواریانس  𝜇بردار تصادفی با بردار میانگین  𝑌ماتریس متقارن ثابت،  𝐴اگر   9-1قضیه 

 باشند، آنگاه 

𝐸(𝑌′𝐴𝑌) = 𝑡𝑟(𝐴Σ) + 𝜇′𝐴𝜇. 

,𝑌~𝑁𝑝(𝜇و  𝑟ماتریس متقارن ثابت با رتبه  𝐴𝑝×𝑝فرض کنید    4-1قضیه  Σ)  باشد. آنگاه شرط لازم

,𝑌′𝐴𝑌~𝜒2(𝑟که و کافی براي آن 𝛿) که در آن ،𝛿 =
𝜇′𝐴𝜇

2
 خودتوان باشد.  𝐴Σآن است که  ،باشد ،

,𝑌~𝑁𝑝(𝜇اگر   1-1نتیجه  𝜎
2𝐼)  باشد، آنگاه𝑌′𝐴𝑌~𝜒2 (𝑟,

𝜇′𝐴𝜇

2𝜎2
 Aاگر و فقط اگر  ،است (

 باشد. rخودتوان با رتبه 
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𝑘در اندازه  𝐵اگر ماتریس   0-1قضیه  × 𝑝 ،مربعی ماتریس ثابت 𝐴  با بعد𝑝  ماتریس متقارن ثابت و

𝑌~𝑁𝑝(𝜇, Σ) د، آنگاه نباش𝐵𝑌  و𝑌′𝐴𝑌 اگر و فقط اگر  ،از هم مستقلند𝐵Σ𝐴 = o . 

,𝑌~𝑁𝑝(𝜇 هاي متقارن ثابت وماتریس 𝐵و  𝐴اگر   6 -1قضیه  Σ) د، آنگاه نباش𝑌′𝐴𝑌  و𝑌′𝐵𝑌  از

𝐴Σ𝐵اگر و فقط اگر  ،هم مستقلند = o. 

 ببینید.  ( را6576) 48سیرل 1-6تا  6-6براي اثبات قضایاي 

,𝑋~𝑁𝑝(𝜇اگر  .(2113 ،45)اندرسن 0-1قضیه  Σ)  باشد، در این صورت تابع مشخصه𝜑
𝑋
(𝑇)  به

 :صورت زیر است

𝜑
𝑋
(𝑇) = exp(𝑖(𝑇′𝜇) −

1

2
(𝑇′𝛴𝑇)). 

,𝑋~𝑀𝑁𝑝×𝑛(𝜇اگر  (.2119، 91رُزن)کولو و وان 8-1قضیه  Σ ⊗ 𝜓)،  در این صورت 

𝜑تابع مشخصه  (6
𝑋
(𝑇) به صورت زیر است:  

𝜑
𝑋
(𝑇) = exp(𝑖𝑡𝑟(𝑇′𝜇) −

1

2
𝑡𝑟(𝛴𝑇𝜓𝑇′)). 

2) 𝐸(𝑋𝐴𝑋′) = 𝑡𝑟(𝜓𝐴)Σ + 𝜇𝐴𝜇′. 

  :داریم 1-6از تعریف ( 1  اثبات:

𝜑
𝑋
(𝑇) = 𝐸[exp(𝑖𝑣𝑒𝑐′𝑇𝑣𝑒𝑐𝑋)], 

                                                           
48 eSearl 
49 Anderson 
50 Kollo and Von Rosen 
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,𝑣𝑒𝑐𝑋~𝑁𝑝𝑛(𝑣𝑒𝑐𝜇که در آن  Σ ⊗ 𝜓) خواهیم داشت 7-6استفاده از قضیه . بنابراین با 

𝜑
𝑋
(𝑇) = exp (𝑖(𝑣𝑒𝑐′𝑇𝑣𝑒𝑐𝜇) −

1

2
𝑣𝑒𝑐′𝑇(𝛴 ⊗𝜓)𝑣𝑒𝑐𝑇). 

 شود. ( نتیجه حاصل میA-26و در نهایت از )

,𝑌~𝑁𝑝×𝑛 (o( فرض کنید 2 Σ ⊗ 𝜓)  بنابراین𝑋  و𝑌 + 𝜇  هم توزیع هستند. لذا 

𝑣𝑒𝑐𝐸(𝑋𝐴𝑋′) = 𝐸[((𝑌 + 𝜇)⊗ (𝑌 + 𝜇))𝑣𝑒𝑐𝐴] 

= 𝐸[(𝑌 ⊗ 𝑌)𝑣𝑒𝑐𝐴] + 𝑣𝑒𝑐(𝜇𝐴𝜇′). 

𝐸(𝑌از طرفی  ⊗ 𝑌) = 𝑣𝑒𝑐Σ𝑣𝑒𝑐′𝜓 در نتیجه . 

𝑣𝑒𝑐𝐸(𝑋𝐴𝑋′) = 𝑣𝑒𝑐Σ𝑣𝑒𝑐′𝜓𝑣𝑒𝑐𝐴 + 𝑣𝑒𝑐(𝜇𝐴𝜇′) = 𝑡𝑟(𝜓𝐴)𝑣𝑒𝑐Σ + 𝑣𝑒𝑐(𝜇𝐴𝜇′). 

          و اثبات کامل است.                                                                                             

𝑚هاي به ترتیب با ابعاد ماتریس 𝐶2و  𝐴 ،𝐵 ،𝐶1فرض کنید  (.2113)اندرسن،  1-1 لم × 𝑝 ،𝑛 × 𝑞 ،

𝑚 × 𝑛  و𝑝 × 𝑞  باشند. همچنین فرض کنید𝑋~ 𝑀𝑁𝑝×𝑛(𝜇, Ω⊗Φ)صورت . در این 

   𝐴𝑋 + 𝐶1~ 𝑀𝑁𝑚×𝑛(𝐴𝜇 + 𝐶1, (𝐴Ω𝐴
′) ⊗Φ), 

𝑋𝐵 + 𝐶2~ 𝑀𝑁𝑝×𝑞(𝜇𝐵 + 𝐶2, Ω ⊗ (𝐵′Φ𝐵), 

         𝐴𝑋𝐵~ 𝑀𝑁𝑝×𝑞(𝐴𝜇𝐵, (𝐴Ω𝐴
′)⊗ (𝐵′Φ𝐵). 

𝑍 فرض کنیداثبات:  = 𝐴𝑋 + 𝐶1 در این صورت تابع مشخصه ،𝜑
𝑍
(𝑇) به صورت زیر است: 
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𝜑
𝑍
(𝑇) = 𝐸[exp(𝑖𝑡𝑟(𝑇′𝑍))] = 𝐸 [exp (𝑖𝑡𝑟(𝑇′(𝐴𝑋 + 𝐶1)))]

= exp(𝑖𝑡𝑟(𝑇′𝐶1))𝐸[𝑒𝑥𝑝(𝑖𝑡𝑟(𝐴
′𝑇)′𝑋)]

= exp(𝑖𝑡𝑟(𝑇′𝐶1)) exp(𝑖𝑡𝑟(𝐴
′𝑇)′𝜇 −

1

2
𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛺𝐴′𝑇𝛷𝑇′𝐴))

= exp [𝑖𝑡𝑟𝑇′(𝐴𝜇 + 𝐶1) −
1

2
𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐴𝛺𝐴′𝑇𝛷𝑇′)] 

𝐴𝜇که تابع مشخصه توزیع نرمال ماتریسی با میانگین  + 𝐶1 کوواریانس  و ماتریس(𝐴Ω𝐴′)⊗Φ 

 شود.                                                            ها نیز اثبات میاست. با روشی مشابه، دیگر رابطه

,𝑋~𝑀𝑁𝑝×𝑛(𝜇 اگر (2119رزن، )کولو و وان 3-1قضیه  Σ⊗ 𝜓)  باشد، و𝑈 = 𝑋𝜓−𝑋′ در این .

 صورت 

𝑈~𝑊𝑝(Σ, 𝑟(𝜓), Δ), 

Δکه در آن  = 𝜇𝜓−𝑋′ . 

𝜓داریم  (A-69از قضیه ) لذا ،ماتریس متقارن است 𝜓با توجه به اینکه   اثبات: = 𝑄Λ𝑄′ از طرفی با .

 توان نوشتمی 6-6استفاده از لم 

𝑋𝑄Λ−
1
2 ~ 𝑀𝑁𝑝,𝑟(𝜓) (𝜇𝑄Λ

−
1
2, Σ ⊗ 𝐼). 

−𝑋𝑄Λ، 63-6بنابراین طبق تعریف 
1

2Λ−
1

2𝑄′𝑋′ = 𝑋𝜓−𝑋′                    .و اثبات کامل است . 

و  Σداراي توزیع ویشارت معکوس با پارامترهاي  𝑋(  فرض کنید متغیر تصادفی 2113)اندرسن،  2-1لم 

𝑘  ،است𝑋 ~ 𝑊𝑛
−1(Σ, 𝑘)، صورت داریمدر این:  

𝐸(𝑋) =
Σ−1

𝑘 − 2
. 
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𝑌متغیر تصادفی  ام𝑛گشتاور  (.2118)آرشی،  3-1لم  =
1

𝜒𝑞,𝜃
𝐸(𝑌𝑛)برابر است با  2 = 𝜓(𝑞, 𝜃, 𝑛) 

 که در آن 

𝜓(𝑞, 𝜃, 𝑛) =  ∑
𝑒−𝜃 2⁄ (𝜃 2⁄ )𝑘

Γ(𝑘 + 1)
×
Γ(𝑞 2⁄ + 𝑘 − 𝑛)

2nΓ(𝑞 2⁄ + 𝑘)

∞

𝑘=0

. 

𝜃همچنین در حالت  =  داریم:  0

𝐸 [(
1

𝜒𝑞
2
)

𝑛

] =  
Γ(𝑞 2⁄ − 𝑛)

2𝑛Γ(𝑞 2⁄ )
. 

  :، داریم1-6 با استفاده از تعریف  اثبات:

𝐸 [(
1

𝜒𝑞,𝜃
2 )

𝑛

] =  ∑
𝑒−𝜃 2⁄ (𝜃 2⁄ )𝑘

Γ(𝑘 + 1)
𝐸 [(

1

𝜒𝑞+2𝑘
2 )

𝑛

]

∞

𝑘=0

 

= ∑
𝑒−𝜃 2⁄ (𝜃 2⁄ )𝑘

Γ(𝑘 + 1)
×
Γ(𝑞 2⁄ + 𝑘 − 𝑛)

2nΓ(𝑞 2⁄ + 𝑘)

∞

𝑘=0

. 

                                                                                                       و اثبات کامل است.

𝜒𝑞+𝑠 فرض کنید  * 2-1نتیجه 
2 (Δ) روابط  ن صورتدو غیرمرکزي باشد، در ای-یک متغیر تصادفی کی

 ند:شونتیجه می 2-6زیر از لم 

𝐸 (𝜒𝑝
−2(Δ)) − 𝐸 (𝜒𝑝+2

−2 (Δ)) = 2𝐸 (𝜒𝑝+2
−4 (Δ)),         ∀𝑝 > 2; 

𝐸 (𝜒𝑝+2
−2 (Δ)) − (𝑝 − 2)𝐸 (𝜒𝑝+2

−4 (Δ)) = Δ𝐸 (𝜒𝑝+4
−4 (Δ)). 

𝑞، براي 3-6با استفاده از لم اثبات:  = 𝑝، 𝑞 = 𝑝 + 2، 𝜃 = Δ  و به ازاي𝑛 =  داریم:  1
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𝐸 (𝜒𝑝
−2(Δ)) = ∑

𝑒−Δ 2⁄ (Δ 2⁄ )𝑘

Γ(𝑘 + 1)
×
Γ(𝑝 2⁄ + 𝑘 − 1)

2Γ(𝑝 2⁄ + 𝑘)

∞

𝑘=0

 

=∑
𝑒−Δ 2⁄ (Δ 2⁄ )𝑘

Γ(𝑘 + 1)
×

1

p + 2k − 2

∞

𝑘=0

 ,  

𝐸 (𝜒𝑝+2
−2 (Δ)) =  ∑

𝑒−Δ 2⁄ (Δ 2⁄ )𝑘

Γ(𝑘 + 1)
×
Γ(𝑝 + 2 2⁄ + 𝑘 − 1)

2Γ(𝑝 + 2 2⁄ + 𝑘)

∞

𝑘=0

 

=∑
𝑒−Δ 2⁄ (Δ 2⁄ )𝑘

Γ(𝑘 + 1)
×

1

p + 2k

∞

𝑘=0

. 

 در نتیجه

𝐸 (𝜒𝑝
−2(Δ)) − 𝐸 (𝜒𝑝+2

−2 (Δ)) = ∑
𝑒−Δ 2⁄ (Δ 2⁄ )𝑘

Γ(𝑘 + 1)
×

1

p + 2k

∞

𝑘=0

×
1

p + 2k − 2
.  

𝑞از طرفی براي  = 𝑝 + 𝑛و  2 =  داریم:  2

2𝐸 (𝜒𝑝+2
−4 (Δ)) =  ∑

𝑒−Δ 2⁄ (Δ 2⁄ )𝑘

Γ(𝑘 + 1)
×
Γ(𝑝 + 2 2⁄ + 𝑘 − 2)

4Γ(𝑝 + 2 2⁄ + 𝑘)

∞

𝑘=0

 

= ∑
𝑒−Δ 2⁄ (Δ 2⁄ )𝑘

Γ(𝑘 + 1)
×

1

p + 2k
×

1

p + 2k − 2

∞

𝑘=0

. 

 و اثبات رابطه اول کامل است. 

 :داریم 3-6براي رابطه دوم بنا بر لم 

𝐸 (𝜒𝑝+2
−2 (Δ)) − (𝑝 − 2)𝐸 (𝜒𝑝+2

−4 (Δ)) 

=∑
𝑒−Δ 2⁄ (Δ 2⁄ )𝑘

Γ(𝑘 + 1)

∞

𝑘=0

×
2𝑘

(𝑝 + 2𝑘)(𝑝 + 2𝑘 − 2)
.  
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𝑘 حال با استفاده از تغییر متغیر = 𝑗 +  خواهیم داشت:  1

∑
𝑒−Δ 2⁄ (Δ 2⁄ )𝑗

(j + 1)Γ(𝑗 + 1)

∞

𝑗=0

×
2(𝑗 + 1) × (Δ 2⁄ )

(𝑝 + 2𝑗 + 2)(𝑝 + 2𝑗)
= Δ𝐸 (𝜒𝑝+4

−4 (Δ)). 

                                                                                                       اثبات کامل است.و 

 گاهباشد، آن 2𝑚عدد طبیعی بزرگتر از  𝑝اگر  .(2118)آرشی،  4-1لم 

𝐸 [(1 −
𝑑

𝜒𝑞,𝜃
2 )  𝐼(𝜒𝑞,𝜃

2 ≤ 𝑑)] =  𝜒𝑞,𝜃
2 (𝑑) + Ξ1(𝑞, 𝜃, 𝑑), 

𝐸 [(1 −
𝑑

𝜒𝑞,𝜃
2 )

2

 𝐼(𝜒𝑞,𝜃
2 ≤ 𝑑)] =  𝜒𝑞,𝜃

2 (𝑑) + Ξ2(𝑞, 𝜃, 𝑑), 

 ، 𝐴تابع نشانگر مجموعه  𝐼(𝐴)عددي حقیقی،  𝑑که در آن 

Ξ1(𝑞, 𝜃, 𝑑) =  ∑
−𝑑𝑒−𝜃 2⁄ (𝜃 2⁄ )𝑟𝜒𝑞+2𝑟

2 (𝑑)

𝑟! (𝑞 + 2𝑟 − 2)

∞

𝑟=0

, 

Ξ2(𝑞, 𝜃, 𝑑) =  ∑
𝑑[𝑑 − 2𝑞 − 4𝑟 + 8]𝑒−𝜃 2⁄ (𝜃 2⁄ )𝑟𝜒𝑞+2𝑟

2 (𝑑)

𝑟! (𝑞 + 2𝑟 − 2)(𝑞 + 2𝑟 − 4)

∞

𝑟=0

, 

𝜒𝑞و 
2(𝛼)  چندك𝛼  دو با -بالایی توزیع کیدرصد𝑞  .درجه آزادي است 

 ، 5-6با استفاده از تعریف  اثبات:

𝐸 [(
1

𝜒𝑞,𝜃
2 )

𝑚

 𝐼(𝜒𝑞,𝜃
2 ≤ 𝑑)] =  ∑

𝑒−𝜃 2⁄ (𝜃 2⁄ )𝑟

r!
𝐸 [(

1

𝜒𝑞+2𝑟
2 )

𝑚

 𝐼(𝜒𝑞+2𝑟
2 ≤ 𝑑)]

∞

𝑟=0

 

=∑
𝑒−𝜃 2⁄ (𝜃 2⁄ )𝑟

2𝑚𝑟!
×
Γ(𝑞 2⁄ + 𝑟 −𝑚)

Γ(𝑞 2⁄ + 𝑟)
× 𝜒𝑞+2𝑟

2 (𝑑)

∞

𝑟=0
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 توان نتیجه گرفت بنابراین می

𝐸 [(1 −
𝑑

𝜒𝑞,𝜃
2 )

2

 𝐼(𝜒𝑞,𝜃
2 ≤ 𝑑)] =  𝜒𝑞,𝜃

2 (𝑑) −  2𝑑𝐸 [(
1

𝜒𝑞,𝜃
2 )  𝐼(𝜒𝑞,𝜃

2 ≤ 𝑑)] 

                                                             + 𝑑2𝐸 [(
1

𝜒𝑞,𝜃
2 )

2

 𝐼(𝜒𝑞,𝜃
2 ≤ 𝑑)] 

= 𝜒𝑞,𝜃
2 (𝑑) +∑

𝑒−𝜃 2⁄ (𝜃 2⁄ )𝑟

𝑟! Γ(𝑞 2⁄ + 𝑟)
× 𝜒𝑞+2𝑟

2 (𝑑)

∞

𝑟=0

 

                                                             × [
𝑑2Γ(𝑞 2⁄ + 𝑟 − 2)

4
−  𝑑Γ(𝑞 2⁄ + 𝑟 − 1)] 

= 𝜒𝑞,𝜃
2 (𝑑) 

                                                  +∑
𝑑[𝑑 − 2𝑞 − 4𝑟 + 8]𝑒−𝜃 2⁄ (𝜃 2⁄ )𝑟𝜒𝑞+2𝑟

2 (𝑑)

𝑟! (𝑞 + 2𝑟 − 2)(𝑞 + 2𝑟 − 4)

∞

𝑟=0

.  

                                                                                   و اثبات کامل است.                     

بعدي با  𝑛، داراي توزیع نرمال چندمتغیره 𝜔(  فرض کنید متغیر تصادفی 6578)جاج و باك،  0-1لم 

.)𝜙 و معین مثبت ماتریسی 𝐴باشد. همچنین  𝐼𝑛و ماتریس کوواریانس  𝜇میانگین  پذیر تابعی اندازه (

 صورت داریم . در اینهستند 96بورل

𝐸[𝜙(𝜔′𝜔)𝜔] = 𝜇 𝐸[𝜙(𝜒𝑛+2,𝜇′𝜇 2⁄
2 )], 

𝐸[𝜙(𝜔′𝜔)𝜔′𝐴𝜔] = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐴) 𝐸[𝜙(𝜒𝑛+2,𝜇′𝜇 2⁄
2 )] + 𝜇′𝐴𝜇 𝐸[𝜙(𝜒𝑛+4,𝜇′𝜇 2⁄

2 )]. 

                                                           
51 Borel measurable 
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,𝑋~ 𝐸𝐶𝑛(𝜇مولفه، به صورت  𝑛با  𝑋فرض کنید متغیر تصادفی   (6573، 92)چو  6-1لم  Σ, 𝑔) توزیع 

توان به را می 𝑋باشد. در این صورت تابع چگالی احتمال تابع مولد چگالی می 𝑔شده است که در آن 

 صورت زیر بیان کرد:

𝑓𝑋(𝑥) = ∫ 𝜔(𝑡)ℎ(𝑥)𝑑𝑡
∞

0

 

.)ℎکه در آن  ,𝑁𝑛(𝜇دهنده تابع چگالی احتمال نشان ( 𝑡
−1Σ)  .بنابراین است 

𝑓𝑋(𝑥) = ∫ 𝜔(𝑡)
1

(2𝜋)𝑛 2⁄
|𝑡−1Σ|−1 2⁄ exp [−

1

2
(𝑥 − 𝜇)′(𝑡−1𝛴)−1(𝑥

∞

0

− 𝜇)]  𝑑𝑡, 

 که درآن

𝜔(𝑡) = (2𝜋)𝑛 2⁄ |𝑡−1Σ|1 2⁄ ℒ−1[𝑓(𝑠)], 

 ℒ−1[𝑓(𝑠)] دهنده تبدیل معکوس لاپلاس نشانℎ(𝑠)  به ازاي𝑠 =
(𝑥−𝜇)′Σ−1(𝑥−𝜇)

2
 باشد. می  

 ( مراجعه کنید.2111) 93زیکبراي آگاهی از خواص تبدیل معکوس لاپلاس به گرادشتاین و ري

ر این صورت . دضروري است که ممکن است تابعی تبدیل معکوس لاپلاس نداشته باشد نکته توجه به این

هاي آماري چندمتغیره معروف، تبدیل معکوس لاپلاس وجود توزیع بیشترلم فوق کاربردي ندارد. اما در 

  برگرفته شده است را ببینید.( 6555) 94از چنگه ( ک6-6) جدول ،دارد. در این زمینه

                                                           
52 Chu 
53 Gradshteyn and Ryzhik 
54 Cheong 
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𝒔هاي آماري به ازاي براي برخی توزیع 𝝎(𝒕)مقادیر  (1-1جدول ) =
(𝒙−𝝁)′𝚺−𝟏(𝒙−𝝁)

𝟐
 

 𝜔(𝑡) تابع چگالی احتمال توزیع

Σ|−1| نرمال چند متغیره 2⁄

2πn 2⁄
e−s 𝛿(𝑡) 

 اِسلش تعمیم یافته
𝜈𝑠−𝑛 2⁄ −𝜈|𝑉|−1 2⁄

(2𝜋)𝑛 2⁄
[Γ(n 2⁄ + ν)

− Γ(n 2⁄ + ν − s)] 

𝜈𝜏𝜈−1 

𝑞𝑚−1+𝑛 ره نوع کاتزیچندمتغ 2⁄ Γ(𝑛 2⁄ )|𝑉|−1 2⁄

𝜋𝑛 2⁄ Γ(𝑚 + 1 + 𝑛 2⁄ )
(2𝑠)𝑚−1𝑒−2𝑞𝑠 

(2𝑞)𝑚−1+𝑛 2⁄ Γ(𝑛 2⁄ ) 

Γ(𝑚 − 1 + 𝑛 2⁄ )
𝜏−𝑛 2⁄ 𝛿𝑚−1(𝜏 − 2𝑞) 

𝑉𝐼𝐼 Γ(𝑚)|Σ|−1پیرسن چندمتغیره نوع 2⁄

(qπ)n 2⁄ Γ(𝑚 − 𝑛 2⁄ )
(1 + 2 s q⁄ )−m 

𝑡𝑚−𝑛 2⁄ −1𝑒−𝑞𝑡 2⁄

(𝑞 2⁄ )𝑛 2⁄ −𝑚Γ(𝑚 − 𝑛 2⁄ )
 

Γ(𝑛 لاپلاس چند متغیره 2⁄ )|Σ−1 2⁄ |𝑒−√2𝑠

(2π)n 2⁄ Γ(𝑛)
 𝛿(𝑡 − √2) 

 

 زیر استباشد و داراي خاصیت می 99تابع دلتا دیراك 𝛿(𝑡)(، 6-6)در جدول 

∫ 𝛿(𝑡)𝑑𝑡
∞

0

= 1. 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
55 Dirac delta function 
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 مقدمه   2-1

 تصادي، مالی، صنعتی وهاي آماري، اقترین روش آماري در تحلیلمهم ترین وتحلیل رگرسیونی کاربردي

ردي مورد بررسی مسایل کارب به طور ماهرانه اي در حل و ،دهه اخیر چهاردر  ویژهبه .باشدمی غیره

-روش برآورد کمترین توان هاي تحلیل رگرسیونی،روش. در بین تعداد زیادي از استفاده قرار گرفته است

-روشی پایه ،شوداشاره میکه در زیر به آن ، مارکوف -یافته، براساس نظریه معروف گوسهاي دوم تعمیم

مدل  ویژهبه  هاي رگرسیونیمدلکاربردي  هاي نظري وجنبهسی در بسیاري از هنوز نقشی اسا و استاي 

 کند . ، ایفا میرگرسیون خطی

یک برآوردگر خطی نااریب یکتا با کمترین واریانس براي  .(2114 ،6)کاریا و کوراتا فوقضیه گوس مارک

 است. 𝜃هاي دوم بردار برآوردگر کمترین توان 𝜃که ، به طوري𝑐′𝜃̂برابراست با  𝑐′𝜃تابع برآوردپذیر 

نه  و 𝜎2𝑉یا  Σدر شرایطی که ساختار ماتریس کوواریانس، درمدل رگرسیون خطی، کلی است )به صورت 

𝜎2𝐼) مارکوف یا کمترین -روش گوس ل برآورد ضرایب رگرسیونی، یک روش برآوردیابی کارا،مسای در

پارامترهاي  براي )BLUE(2این روش بهترین برآوردگر خطی نااریب  با باشد.یافته میهاي دوم تعمیمتوان

  آید.دست میهمدل رگرسیونی ب

گانه است، مدل رگرسیون خطی چند تحت بررسی یک که مدلابتدا با فرض این ،در این فصل

 وآورده دست هبراي بردار ضرایب رگرسیونی بیافته هاي دوم تعمیمبرآوردگرهایی از نوع کمترین توان

ه در مسائل ن کم. در ادامه، با توجه به ایدهیی مورد بررسی قرار میها را در حالت خاصخواص آن

مدل رگرسیون  کنیم مدل تحت بررسی یکرو هستیم، فرض میماتریسی روبه مشاهداتکاربردي اغلب با 

                                                           
1 Kariya and Kurata 
2 Best linear unbiased estimator 
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هاي برآوردگرهایی از نوع کمترین توانندگانه استفاده کرده و متغیره است. از نتایج رگرسیون چخطی چند

 .خواهیم آورددست هب را نیز ضرایب رگرسیونی ماتریس یافته برايمیمدوم تع

معنی که بررسی برآوردگرهاي  ه اینب ،پذیر استمدل رگرسیون خطی چندگانه، مدلی انعطاف

، مدل 3هاي رگرسیون به ظاهر نامرتبطمدل بهرا،  این مدل، امکان تعمیم آن سیونی درضرایب رگر

. براي آگاهی بیشتر در سازدفراهم می 1برابرو مدل با همبستگی  9، مدل ناهمپراش4همبستگی ترتیبی

(، 6512)7یافته به زلنرهاي دوم تعمیمهاي فوق و بررسی برآوردگرهاي از نوع کمترین توانخصوص مدل

( 2162) ( و آرشی6555) 61کوراتا ،( 6587) 5(، سریواستاوا وجایلز6578) 8(، تیلور6548اندرسن )

 مراجعه کنید.

 مدل رگرسیون خطی چندگانه   2-2

 در حقیقت مدل رگرسیون خطی چندگانه به صورت 

𝑌𝑖 = 𝑥𝑖1𝛽1 + 𝑥𝑖2𝛽2 +⋯+ 𝑥𝑖𝑘𝛽𝑘 + 𝑒𝑖 

= 𝑥𝑖
′𝛽 + 𝑒𝑖 , 

𝑥𝑖است، که در آن 
′ = (𝑥𝑖1, … 𝑥𝑖𝑘) ،𝑖 = 1,… , 𝑛،  و𝛽′ = (𝛽1, … , 𝛽𝑘) باشد. نمایش می

 برداري مدل رگرسیون خطی چندگانه فوق به صورت 

𝑌 = 𝑋𝛽 + 𝑒, 

                                                           
3 lSeemingly unrelated regression mode 
4 Serial correlation model 
5 Heteroscedastic model 
6 correlated model-Equi 
7 Zellner 
8 Taylor 
9 Srivastava 

10 Kurata  
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𝑛یک بردار  𝑌که در آن باشد، می × 𝑛یک ماتریس  𝑋، پاسخ یا متغیر وابسته 1 × 𝑘  غیرتصادفی و

مجهول )پارامترهاي ضرایب رگرسیونی  بردار 𝑘 ،βبا رتبه کامل  66بینتبیینی یا پیشاز مقادیر  معلوم

𝑒 و مدل( = (𝑒1, . . , 𝑒𝑛)′ به عبارتی داریمهستندي تصادفی بردار خطا . 

[

𝑦1
⋮
𝑦𝑛
] = [

𝑥11 ⋯ 𝑥1𝑝
⋮ ⋱ ⋮
𝑥𝑛1 ⋯ 𝑥𝑛𝑝

] [
𝛽1
⋮
𝛽𝑛

] + [

𝑒1
⋮
𝑒𝑛
]. 

𝑛بردار  𝑋ها، ستون اول اغلب در مسائل کاربردي به خصوص در طرح آزمایش ×   .اشدبمیها از یک 1

 Σو ماتریس کوواریانس  𝑋𝛽بعدي با میانگین  𝑛یک بردار تصادفی  𝑌در این قسمت فرض کنید 

 دهیم: است که به صورت زیر نمایش می

𝑌 ~𝑛 (𝑋𝛽 , Σ) (2-6                                                                                                  )  

Σو   𝑘یک ماتریس رتبه کامل  𝑋 فرض کنید( 6-2در مدل ). (2114کوراتا،  )کاریا و 1-2قضیه  =

𝜎2𝑉 که در آن  𝑉دادن  آنگاه با قرار است. و معلوم یک ماتریس معین مثبت𝐶 = (𝑋′𝑉−1𝑋) ، 

 به صورت زیر است:  𝛽، براي بردار  𝛽̃،محدودنشده هاي دومتوانبرآوردگر کمترین  -الف

 𝛽̃ = 𝐶−1𝑋′𝑉−1𝑌. (2-2 )                                                                                          

  

 عبارتست از:  𝛽̃ماتریس کوواریانس  -ب

𝑐𝑜𝑣(𝛽̃) = 𝜎2𝐶−1.  (2-3)                                                                                          

  
                                                           

11 Predictor 
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  :باشدزیر می صورتبه 𝜎2 برآوردگر نااریب  -ج

𝑆2 =
(𝑌−𝑋𝛽̃)

′
𝑉−1(𝑌−𝑋𝛽̃)

𝑛−𝑘
. (2-4  )                                                                                  

𝑛ماتریس معین مثبت است، ماتریس نامنفرد  𝑉 از اینکه A-67با توجه به قضیه  -الف   اثبات: × 𝑛، 𝑃 

𝑉   که طوريه وجود دارد ب = 𝑃𝑃′. ضرب نمودن  با 𝑃−1در طرفین رابطه 𝑌 = 𝑋𝛽 + 𝑒، :داریم 

𝑃−1𝑌 = 𝑃−1𝑋𝛽 + 𝑃−1𝑒 

  ،که در آن

𝐸(𝑃−1𝑒) = 𝑃−1𝐸(𝑒) 

= 𝑃−1o = o. 

 همچنین

𝑐𝑜𝑣(𝑃−1𝑒) = 𝑃−1𝑐𝑜𝑣(𝑒)(𝑃−1)′ 

= 𝑃−1𝜎2𝑉(𝑃−1)′ 

= 𝜎2𝑃−1𝑃𝑃′(𝑃′)−1 = 𝜎2𝐼. 

 ،بنابراین

𝛽̃ = [ 𝑋′(𝑃−1)′𝑃−1𝑋 ]−1𝑋′(𝑃−1)′𝑃−1𝑌 

= [ 𝑋′(𝑃′)−1𝑃−1𝑋 ]−1𝑋′(𝑃𝑃′)−1𝑌 

= [ 𝑋′(𝑃𝑃′)−1𝑋 ]−1𝑋′(𝑃𝑃′)−1𝑌 

= [ 𝑋′𝑉−1𝑋 ]−1𝑋′𝑉−1𝑌 

= 𝐶−1𝑋′𝑉−1𝑌. 

 :داریم 2-6با استفاده از قضیه  -ب

𝐶𝑜𝑣[𝐶−1𝑋′𝑉−1𝑌] = 𝐶−1𝑋′𝑉−1𝑐𝑜𝑣(𝑌)𝑉−1𝑋𝐶−1 



 مدل رگرسیون چندمتغیره محدودشده

 

31 
 

= 𝐶−1𝑋′𝑉−1𝜎2𝑉𝑉−1𝑋𝐶−1 = 𝜎2𝐶−1 

 توان نوشت طبق تعریف می -ج

(𝑌 − 𝑋𝛽̃)
′
𝑉−1(𝑌 − 𝑋𝛽̃) = 

𝑌′𝑉−1𝑌 − 2𝑌′𝑉−1𝑋𝐶−1𝑋′𝑉−1𝑌 + 𝑌′𝑉−1𝑋𝐶−1𝑋′𝑉−1𝑋𝐶−1𝑋′𝑉−1𝑌 

= 𝑌′(𝑉−1 − 𝑉−1𝑋𝐶−1𝑋′𝑉−1)𝑌. 

𝐴گرفتن  و با در نظر 3-6 بنا به قضیهاکنون  = [𝑉−1 − 𝑉−1𝑋𝐶−1𝑋′𝑉−1] ،Σ = 𝜎2𝑉  و𝜇 =

𝑋𝛽، :داریم 

𝐸(𝑌 − 𝑋𝛽̃)
′
𝑉−1(𝑌 − 𝑋𝛽̃) = 𝐸[𝑌′(𝑉−1 − 𝑉−1𝑋𝐶−1𝑋′𝑉−1)𝑌] 

= 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒[(𝑉−1 − 𝑉−1𝑋𝐶−1𝑋′𝑉−1)𝜎2𝑉] 

                                                     +𝛽′𝑋′(𝑉−1 − 𝑉−1𝑋𝐶−1𝑋′𝑉−1)𝛽𝑋 

= 𝜎2𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐼𝑛 − 𝐼𝑘) = 𝜎
2(𝑛 − 𝑘). 

  .                                                                                                      و اثبات کامل است

,𝑌 ~ 𝑁𝑛(𝑋𝛽ر اگ .(2111 )رنچر، 2-2قضیه  𝜎
2𝑉) که در آن ، 𝑋 ماتریس 𝑛 × 𝑘 با رتبه 𝑘 و𝑉 

 عبارتست از: 𝜎2 و 𝛽  ماکزیممآنگاه برآوردگرهاي درستنمایی معین مثبت معلوم است،  ماتریس

𝛽̂ = 𝐶−1𝑋′𝑉−1𝑌  (2-9 )                                                                                           

  

𝜎̂2 =
1

𝑛
(𝑌 − 𝑋𝛽̂)

′
𝑉−1(𝑌 − 𝑋𝛽̂) (2-1                                                                    )  

 ( داریم6-2) استفاده از تابع درستنمایی مدل با اثبات:
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𝐿(𝛽, 𝜎2) =
1

(2𝜋)
𝑛
2⁄ (𝜎2)

𝑛
2⁄ |𝑉|

𝑛
2⁄
𝑒𝑥𝑝

−(𝑦 − 𝑋𝛽)′𝑉−1(𝑦 − 𝑋𝛽)

2𝜎2
. 

 بنابراین

 

𝐿𝑛𝐿(𝛽, 𝜎2) = −
𝑛

2
𝐿𝑛(2𝜋) −

𝑛

2
𝐿𝑛𝜎2 −

𝑛

2
𝐿𝑛|𝑉| −

(𝑦 − 𝑋𝛽)′𝑉−1(𝑦 − 𝑋𝛽)

2𝜎2
. 

توان می ،هادادن آن صفر قرارگیري از لگاریتم درستنمایی نسبت به پارامترها و مساوي حال با مشتق

 نتیجه گرفت 

𝜕𝐿𝑛𝐿(𝛽, 𝜎2)

𝜕𝛽
=
−2𝑋′𝑉−1(𝑦 − 𝑋𝛽)

2𝜎2
= o. 

 بنابراین

𝛽̂ = 𝐶−1𝑋′𝑉−1𝑌.  

 همچنین

𝜕𝐿𝑛𝐿(𝛽, 𝜎2)

𝜕𝜎2
= −

𝑛

2𝜎2
+
(𝑦 − 𝑋𝛽̂)

′
𝑉−1(𝑦 − 𝑋𝛽̂)

2𝜎4
= o. 

 بنابراین

𝜎̂2 =
(𝑦 − 𝑋𝛽̂)

′
𝑉−1(𝑦 − 𝑋𝛽̂)

𝑛
. 

 و اثبات کامل است.                                                                                                      

قیدي خطی به صورت زیر به مدل تحمیل  فرض کنیدو ( را در نظر بگیرید 6-2مدل خطی )دوباره  حال

 شده است.
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𝐵𝛽 + 𝑏 = o (2-7                        )                                                                              

𝑞در اندازه  𝐵 که در آن × 𝑘 ماتریس معلوم غیر صفر با رتبه ،𝑞  ماتریس محدودیت نامیده می کهاست-

دل (، م7-2محدودیت ) تحت( 6-2مولفه است. مدل خطی معرفی شده در ) 𝑞بردار معلوم با  𝑏شود و 

آید، برآوردگر دست میهاي محدودشده بهبرآوردگري که بر اساس مدل شود.خطی محدودشده نامیده می

 شود.( نامیده میREمحدودشده )

اي به عنوان مثالی براي درك بهتري از ماتریس محدودیت، فرض کنید بر اساس اطلاعات پیشین از نمونه

پارامترها برقرار است. )لازم به ذکر است که از ساختار زیر به تصادفی، دریافتیم که روابط زیر بین بردار 

 شود.( ها استفاده میعنوان ضرایب مقابله در طرح آزمایش

𝛽1 + 𝛽2 + 𝛽3 = 1, 

𝛽3 − 2𝛽2 = 3, 

2𝛽1 + 3𝛽2 = 0. 

 در این صورت 

𝐵 = [
1 1 1
0 −2 1
2 3 3

]            ,          𝑏 = [
1
3
0
]. 

در نظر بگیرید. در این صورت  (7-2تحت محدودیت ) ( را6-2مدل خطی ) .(2112، 62)کوآن 9-2قضیه 

  :عبارتست از ELSR(63( هاي دوم محدود شدهبرآوردگر کمترین توان

𝛽̂ = 𝛽̃ − 𝐶−1𝐵′(𝐵𝐶−1𝐵′)−1(𝐵𝛽̃ + 𝑏)  (2-8)                                                         

  

                                                           
12 Kuan 
13 stimatorleast square e Restricted 
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 که داراي خواص زیر است : 

𝐵𝛽 قیدتحت -الف + 𝑏 = o  برآوردگري نااریب براي𝛽 .است 

 کوواریانس آن برابر است با: -ب

𝜎2[𝐶−1 − 𝐶−1𝐵′(𝐵𝐶−1𝐵′)−1𝐵𝐶−1]  (2-5                                                            )

   

𝑏تحت فرضیه 𝑅𝐸 براي بدست آوردن : اثبات + 𝐵𝛽 = o 6559ی که توسط رائو در سال از روش 

هاي دوم و لاگرانژ کنیم. این روش تلفیقی از روش نظریه کمترین توانشد، استفاده میپیشنهاد داده 

هاي دوم خطا و محدودیت اعمال شده بر روي مدل است، است. تابع زیر که تابعی خطی از مجموع توان

 گردد. مینیمم می

𝑄(𝛽, 𝜆) = 𝑒′𝑉−1𝑒 + 2𝜆′(𝐵𝛽 + 𝑏) 

= (𝑌 − 𝑋𝛽)′𝑉−1(𝑌 − 𝑋𝛽) + 2𝜆′(𝐵𝛽 + 𝑏). 

  :داریمو مساوي صفر قرار دادن،  βو  λگیري نسبت به مشتقبا 

𝜕𝑄(𝛽, 𝜆)

𝜕𝜆
= 2(𝐵𝛽 + 𝑏) = o ⟹ 𝐵𝛽 = −𝑏, 

𝜕𝑄(𝛽, 𝜆)

𝜕𝛽
= −2𝑋′𝑉−1(𝑌 − 𝑋𝛽) + 2𝐵′𝜆 = o. 

 بنابراین

2𝑋′𝑉−1𝑋𝛽 = 2𝑋′𝑉−1𝑌 − 2𝐵′𝜆 

 و در نهایت داریم:

𝛽 = 𝐶−1𝑋′𝑉−1𝑌 − 𝐶−1𝐵′𝜆 

 از طرفی 
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𝐵𝛽 + 𝑏 = 𝐵[𝐶−1𝑋′𝑉−1𝑌 − 𝐶−1𝐵′𝜆] + 𝑏 = o, 

 در نتیجه، 

𝐵𝐶−1𝐵′𝜆 = 𝐵𝐶−1𝑋′𝑉−1𝑌 + 𝑏, 

 و بنابراین

 𝜆 = (𝐵𝐶−1𝐵′)−1(𝐵𝐶−1𝑋′𝑉−1𝑌 + 𝑏). 

  :توان نتیجه گرفتبا جایگذاري رابطه فوق در جواب مشتقات بدست آمده، می

𝛽 = 𝐶−1𝑋′𝑉−1𝑌 − 𝐶−1𝐵′(𝐵𝐶−1𝐵′)−1(𝐵𝐶−1𝑋′𝑉−1𝑌 + 𝑏), 

 :عبارتست از RLSEو بنابراین 

𝛽̂ = 𝛽̃ − 𝐶−1𝐵′(𝐵𝐶−1𝐵′)−1(𝐵𝛽̃ + 𝑏). 

𝐸(𝛽̃)از آنجایی که  -الف = 𝛽 لذا براي اثبات نااریب بودن برآوردگر ،𝛽̂ توان نوشت:می 

𝐸(𝛽̂) = 𝐸(𝛽̃) − 𝐶−1𝐵′(𝐵𝐶−1𝐵′)−1(𝐵𝐸(𝛽̃) + 𝑏) 

= 𝛽. 

 آید :دست میهبه صورت زیر ب 𝛽̂ماتریس کوواریانس  -ب

𝑉𝑎𝑟(𝛽̂) = 𝑉𝑎𝑟 ( 𝛽̃ − 𝐶−1𝐵′(𝐵𝐶−1𝐵′)−1(𝐵𝛽̃ + 𝑏)) 

= 𝑉𝑎𝑟(𝛽̃) + 𝐶−1𝐵′(𝐵𝐶−1𝐵′)−1𝐵𝑉𝑎𝑟(𝛽̃)𝐵′(𝐵𝐶−1𝐵′)−1𝐵𝐶−1

− 2𝐶𝑜𝑣(𝛽̃, 𝐶−1𝐵′(𝐵𝐶−1𝐵′)−1𝐵𝛽̃) 

= 𝜎2𝐶−1 + 𝜎2𝐶−1𝐵′(𝐵𝐶−1𝐵′)−1𝐵𝐶−1𝐵′(𝐵𝐶−1𝐵′)−1𝐵𝐶−1

− 2𝜎2𝐶−1𝐵′(𝐵𝐶−1𝐵′)−1𝐵𝐶−1 

= 𝜎2[𝐶−1 − 𝐶−1𝐵′(𝐵𝐶−1𝐵′)−1𝐵𝐶−1]. 

                                                                      و اثبات کامل است.                                 
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𝐵𝛽 قیدتحت  .(6582)میرهد،  4-2قضیه  + 𝑏 = o  برآوردگر𝑆2
∗
=
(𝑌−𝑋𝛽̂)

′
𝑉−1(𝑌−𝑋𝛽̂)

𝑛−𝑘+𝑞
 ،   

 است. 𝜎2 براي نااریب يبرآوردگر

𝑆2ابتدا صورت کسر  اثبات:
∗

   :دهیمرا به روش زیر بسط می 

 

(𝑌 − 𝑋𝛽̂)
′
𝑉−1(𝑌 − 𝑋𝛽̂) 

= {𝑌 − 𝑋[𝛽̃ − 𝐶−1𝐵′(𝐵𝐶−1𝐵′)−1(𝐵𝛽̃ + 𝑏)]}
′
𝑉−1 

      × {𝑌 − 𝑋[𝛽 − 𝐶−1𝐵′(𝐵𝐶−1𝐵′)−1(𝐵𝛽̃ + 𝑏)]}  

= {(𝑌 − 𝑋𝛽̃) + 𝑋𝐶−1𝐵′(𝐵𝐶−1𝐵′)−1(𝐵𝛽̃ + 𝑏)}
′
𝑉−1 

      × {(𝑌 − 𝑋𝛽) + 𝑋𝐶−1𝐵′(𝐵𝐶−1𝐵′)−1(𝐵𝛽̃ + 𝑏)} 

= (𝑌 − 𝑋𝛽̃)
′
𝑉−1(𝑌 − 𝑋𝛽̃) 

     +(𝑌 − 𝑋𝛽̃)
′
𝑉−1𝑋𝐶−1𝐵′(𝐵𝐶−1𝐵′)−1(𝐵𝛽̃ + 𝑏) 

     +(𝐵𝛽̃ + 𝑏)
′
(𝐵𝐶−1𝐵′)−1𝐵𝐶−1𝑋′𝑉−1(𝑌 − 𝑋𝛽̃) 

     +(𝐵𝛽̃ + 𝑏)
′
(𝐵𝐶−1𝐵′)−1𝐵𝐶−1𝐶𝐶−1𝐵′(𝐵𝐶−1𝐵′)−1(𝐵𝛽̃ + 𝑏). 

𝑌)حال با توجه به اینکه  − 𝑋𝛽̃)
′
𝑉−1𝑋𝐶−1𝐵′(𝐵𝐶−1𝐵′)−1(𝐵𝛽̃ + 𝑏) =  ، داریم:0

(𝑌 − 𝑋𝛽̂)
′
𝑉−1(𝑌 − 𝑋𝛽̂) 

= (𝑌 − 𝑋𝛽̃)
′
𝑉−1(𝑌 − 𝑋𝛽̃) + (𝐵𝛽̃ + 𝑏)

′
(𝐵𝐶−1𝐵′)−1(𝐵𝛽̃ + 𝑏). 

 و در نتیجه 

𝐸(𝑌 − 𝑋𝛽̂)
′
𝑉−1(𝑌 − 𝑋𝛽̂) 

= 𝐸(𝑌 − 𝑋𝛽̃)
′
𝑉−1(𝑌 − 𝑋𝛽̃) + 𝐸(𝐵𝛽̃ + 𝑏)

′
(𝐵𝐶−1𝐵′)−1(𝐵𝛽̃ + 𝑏). 
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𝐸(𝑌 (،4-2با توجه به رابطه ) − 𝑋𝛽̃)
′
𝑉−1(𝑌 − 𝑋𝛽̃) = 𝜎2(𝑛 − 𝑘)  و براي رابطه دوم بنا به

𝐴و با در نظرگرفتن  3-6قضیه  = (𝐵𝐶−1𝐵′)  وΣ = 𝐵𝜎2𝐶−1𝐵′  و𝜇 = 𝐵𝛽 + 𝑏، داریم : 

𝐸(𝐵𝛽̃ + 𝑏)
′
(𝐵𝐶−1𝐵′)−1(𝐵𝛽̃ + 𝑏) = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒[(𝐵𝐶−1𝐵′)−1(𝐵𝜎2𝐶−1𝐵′)] 

= 𝜎2𝑞. 

 توان نتیجه گرفت  لذا می

𝐸(𝑌 − 𝑋𝛽̂)
′
𝑉−1(𝑌 − 𝑋𝛽̂) = 𝜎2(𝑛 − 𝑘) + 𝜎2𝑞 = 𝜎2(𝑛 − 𝑘 + 𝑞) 

       و اثبات کامل است.                                                                                                      

 با فرضو  3-2تحت مفروضات قضیه  .(2112)راویشانکر و ديِ،  0-2قضیه 

 𝑐𝑜𝑣(𝑌) = 𝑐𝑜𝑣(𝑒) = Σ,  

 به صورت زیر است: GLSبرآوردگر  -الف

𝛽̃𝐺𝐿𝑆 = (𝑋
′Σ−1𝑋)−1𝑋′Σ−1𝑌. (2-5                                                                          )

  

 عبارتست از: 𝛽̃𝐺𝐿𝑆ماتریس کوواریانس  -ب

𝑐𝑜𝑣(𝛽̃𝐺𝐿𝑆) = (𝑋
′Σ−1𝑋)−1. (2-61                                                                           )  

𝐸(𝑌)غیرتصادفی و  𝑋با این فرض که ماتریس  -ج = 𝑋𝛽 برآوردگر ،𝛽̃𝐺𝐿𝑆 براي پارامتر ،𝛽 بهترین ،

 برآوردگر نااریب خطی است.

 به صورت زیر است: RGLSبرآوردگر  -د

𝛽̂𝑅𝐺𝐿𝑆 = 𝛽̃𝐺𝐿𝑆 − (𝑋
′Σ−1𝑋)−1𝐵′[𝐵(𝑋′Σ−1𝑋)−1𝐵′]−1(𝐵𝛽̃𝐺𝐿𝑆 + 𝑏). (2-66)           
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  :برابر است با 𝛽̂𝑅𝐺𝐿𝑆ماتریس کوواریانس -ه

(𝑋′Σ−1𝑋)−1 − (𝑋′Σ−1𝑋)−1𝐵′[𝐵(𝑋′Σ−1𝑋)−1𝐵′]−1𝐵(𝑋′Σ−1𝑋)−1 (2-62            )

    

 .3-2و  6-2مشابه اثبات قضایاي  اثبات:

 

 

 متغیره مدل رگرسیون خطی چند  2-9

این بخش، به عنوان تعمیمی بر نتایج بخش قبل مدل رگرسیون خطی چندمتغیره را معرفی کرده، و  در

 کنیم. برخی از خواص آن را بررسی می

 صورت  مدل رگرسیون خطی چندمتغیره به

𝑌 = 𝑋𝐵 + 𝐸,  

𝑛یک ماتریس تصادفی  𝑌 باشد، که در آنمی ×𝑚 ها، از پاسخ𝑋  یک ماتریس𝑛 × 𝑘  غیرتصادفی و

𝑘معلوم با رتبه  < 𝑛  و𝐵 = (𝛽1, … , 𝛽𝑚)  ماتریس𝑘 ×𝑚 پارامترهاي مدل و 

  𝐸 ~𝑛×𝑚(o, Σ ⊗ 𝐼) توان باشد. همچنین میماتریس خطاي تصادفی می𝑌  را به صورت𝑌 =

(𝑌1, … , 𝑌𝑚) نوشت، که در آن 𝑌𝑖ها، 𝑖 = (1,…𝑚)،  بردارهاي تصادفی𝑛  بعدي، با میانگین𝑋𝛽𝑖  و

𝑐𝑜𝑣(𝑌𝑖 , 𝑌𝑗) = 𝜎𝑖𝑗𝐼𝑛  .هستند 

  :توان به صورت زیر نیز نوشتمدل رگرسیون خطی چندمتغیره را می ،به طور خلاصه
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𝑌 ~𝑛×𝑚 (𝑋𝐵, Σ⊗ 𝐼𝑚) (2-63)                                                                                   

، قصد داریم با اعمال قیدهاي مختلف به فضاي پارامتر Σبا معلوم فرض کردن ماتریس در ادامه 

Σ. و سپس با فرض بیابیم را 𝐵 پارامتر ماتریسی RGLS( برآوردگر 63-2مدل ) = 𝜎2𝑉  برآوردگر𝜎2  را

 آوریم.دست میبه

 

 

 معلوم است  𝜮برآورد پارامترها وقتی ماتریس  2-9-1

( را در نظر بگیرید. همچنین فرض کنید قیدي 63-2مدل رگرسیونی )  (2117، 64)کوباککِ *6-2قضیه 

𝐺𝑞×𝑘𝐵𝑘×𝑚𝐻𝑚×𝑟خطی به صورت  + 𝐷𝑞×𝑟 = o𝑞×𝑟 ،که  به فضاي پارامتر مدل تحمیل شده است

𝑟(𝐻𝑚×𝑟) در آن = 𝑟 < 𝑚  و𝑟(𝐺𝑞×𝑘) = 𝑞 < 𝑘 آنگاه . 

  : عبارتست از Bماتریس   RGLSبرآوردگر -الف

𝐵̂̂ = 𝐵̂ − (𝑋′𝑋)−1𝐺′[𝐺(𝑋′𝑋)−1𝐺′]−1(𝐺𝐵̂𝐻 + 𝐷)(𝐻′Σ𝐻)−1𝐻′Σ, (2-64)             

𝐵̂آن که در  = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌. 

 برابر است با  𝐵̂̂ماتریس کوواریانس  -ب  

𝑉𝑎𝑟 [𝑣𝑒𝑐 (𝐵̂̂)] =  Σ⊗ (𝑋′𝑋)−1 

                                                           
14 Kubacek 
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−[Σ𝐻(𝐻′Σ𝐻)−1𝐻′Σ] ⊗ {(𝑋′𝑋)−1𝐺′[𝐺(𝑋′𝑋)−1𝐺′]−1𝐺(𝑋′𝑋)−1}.  (2-69          )

   

,𝑌~𝑛 (𝑋𝛽دیدیم که براي  9-2در قضیه  اثبات: Σ)  با اعمال قید𝐵𝑞,𝑘𝛽𝑘,1 + 𝑏𝑞,1 = o  برآوردگر

RGLS  برايβ به صورت زیر است:  

𝛽̂̂ = 𝛽̂ − (𝑋′Σ−1𝑋)−1𝐵′[𝐵(𝑋′Σ−1𝑋)−1𝐵′]−1(𝐵𝛽̂ + 𝑏). (2-61                            )

   

 همچنین 

𝑉𝑎𝑟 (𝛽̂̂) = (𝑋′Σ−1𝑋)−1 − (𝑋′Σ−1𝑋)−1𝐵′[𝐵(𝑋′Σ−1𝑋)−1𝐵′]−1𝐵(𝑋′Σ−1𝑋)−1, 

    (2-67                                                                                                                   )

    

𝛽̂که در آن  = (𝑋′Σ−1𝑋)−1𝑋′Σ−1𝑌. 

 :توان نتیجه گرفت( و قید اعمال شده، می63-2از مدل ) 𝑣𝑒𝑐از طرفی با گرفتن 

𝑣𝑒𝑐(𝑌) ~𝑛𝑚 [(𝐼 ⊗ 𝑋)𝑣𝑒𝑐(𝐵) , Σ ⊗ 𝐼], 

𝑣𝑒𝑐[𝐺𝑞×𝑘𝐵𝑘×𝑚𝐻𝑚×𝑟 + 𝐷𝑞×𝑟 = o𝑞×𝑟] = (𝐻
′⊗𝐺)𝑣𝑒𝑐(𝐵) + 𝑣𝑒𝑐(𝐷) = o. 

 ( قرار دهیم:61-2افیست در رابطه )بنابراین فقط ک

𝑋 = (𝐼 ⊗ 𝑋), 

𝐵 = (𝐻′⊗𝐺), 

Σ = (Σ⊗ 𝐼), 

𝑌 = 𝑣𝑒𝑐(𝑌), 

𝛽 = 𝑣𝑒𝑐(𝐵), 
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𝑏 = 𝑣𝑒𝑐(𝐷)0 

  :( خواهیم داشت61-2)با اعمال این تغییرات در رابطه 

𝑣𝑒𝑐 (𝐵̂̂) = 𝑣𝑒𝑐(𝐵̂) − [( 𝐼 ⊗ 𝑋)′(Σ⊗ 𝐼)−1(𝐼 ⊗ 𝑋)]−1 

              × (𝐻′⊗𝐺)′ [(𝐻′⊗𝐺)((𝐼 ⊗ 𝑋)′(Σ⊗ 𝐼)−1(𝐼 ⊗ 𝑋))
−1
(𝐻′⊗𝐺)′]

−1
 

              × [(𝐻′⊗𝐺)𝑣𝑒𝑐(𝐵̂) + 𝑣𝑒𝑐(𝐷)] (2-68                                                    )  

  داریم: و از طرفی

[( 𝐼 ⊗ 𝑋)′(Σ⊗ 𝐼)−1(𝐼 ⊗ 𝑋)]−1 = [(𝐼 ⊗ 𝑋′)(Σ−1⊗ 𝐼)(𝐼 ⊗ 𝑋)]−1 

                                                             = [Σ−1⊗𝑋′𝑋]−1 = Σ⊗ (𝑋′𝑋)−1, (2-65      )

  

𝑣𝑒𝑐(𝐵̂) = [( 𝐼 ⊗ 𝑋)′(Σ⊗ 𝐼)−1(𝐼 ⊗ 𝑋)]−1( 𝐼 ⊗ 𝑋)′(Σ⊗ 𝐼)−1𝑣𝑒𝑐(𝑌) 

               =  𝑣𝑒𝑐((𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌), (2-21                                                )                     

  

(𝐻′⊗𝐺)′ [(𝐻′⊗𝐺)((𝐼 ⊗ 𝑋)′(Σ⊗ 𝐼)−1(𝐼 ⊗ 𝑋))
−1
(𝐻′⊗𝐺)′]

−1
 

                        = [𝐻(𝐻′Σ𝐻)−1] ⊗ [𝐺′(𝐺(𝑋′𝑋)−1𝐺′)−1], (2-26                            )

  

[(𝐻′⊗𝐺)𝑣𝑒𝑐(𝐵̂) + 𝑣𝑒𝑐(𝐷)] = 𝑣𝑒𝑐(𝐺𝐵̂𝐻) + 𝑣𝑒𝑐(𝐷) 

                                                          = 𝑣𝑒𝑐(𝐺𝐵̂𝐻 + 𝐷) (2-22      )                               

نتیجه مورد  ،( و انجام محاسبات جبري68-2( در رابطه )22-2) ( تا65-2پایان با جایگذاري روابط ) در

 شود.نظر حاصل می
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                                 شود.                                         اثبات می مشابه قسمت ب وربه ط

𝐺𝑞×𝑘𝐵𝑘×𝑚صورت  (، اگر قید را به63-2در مدل رگرسیونی ) 1-2نتیجه  + 𝐷𝑞×𝑚 = o𝑞×𝑚 

 داشته باشیم، آنگاه

𝐵̂̂ = 𝐵̂ − (𝑋′𝑋)−1𝐺′[𝐺(𝑋′𝑋)−1𝐺′]−1(𝐺𝐵̂ + 𝐷), 

𝑉𝑎𝑟 [𝑣𝑒𝑐 (𝐵̂̂)] = Σ⊗ {(𝑋′𝑋)−1 − (𝑋′𝑋)−1𝐺′[𝐺(𝑋′𝑋)−1𝐺′]−1𝐺(𝑋′𝑋)−1} 

= Σ⊗ [𝑀𝐺′𝑋
′𝑋𝑀𝐺′]

+, 

′𝑀𝐺که در آن  = 𝐼 − 𝑃𝐺′  و𝑃𝐺′ = 𝐺
′(𝐺𝐺′)−1𝐺 . 

𝐵𝑘×𝑚𝐻𝑚×𝑟صورت (، اگر قید را به63-2در مدل رگرسیونی )  2-2نتیجه  + 𝐷𝑘×𝑟 = o𝑘×𝑟 

 داشته باشیم، در این صورت

𝐵̂̂ = 𝐵̂ − (𝐵̂𝐻 + 𝐷)(𝐻′Σ𝐻)−1𝐻′Σ, 

𝑉𝑎𝑟 [𝑣𝑒𝑐 (𝐵̂̂)] = [Σ − Σ𝐻(𝐻′Σ𝐻)−1𝐻′Σ]⊗ (X′X)−1 

= (MHΣ
−1MH)

+⊗ (X′X)−1. 

 به صورت  ( فرض کنید قیدها63-2(. در مدل )2117)کوباکک، * 0-2قضیه 

𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐺1𝐵) + 𝑔1 = 0,… , 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐺𝑞𝐵) + 𝑔𝑞 = 0, 

𝐺̃هستند، و ماتریس  = (𝑣𝑒𝑐(𝐺1
′),… , 𝑣𝑒𝑐(𝐺𝑞

′))
′

𝑟(𝐺̃)، یعنی استتمام رتبه در سطرها   =

𝑞 < 𝑘𝑚آنگاه . 

𝑣𝑒𝑐 (𝐵̂̂) = 𝑣𝑒𝑐(𝐵̂)

− [Σ⊗ (𝑋′𝑋)−1]𝐺̃′{𝐺̃[Σ⊗ (𝑋′𝑋)−1]𝐺̃′}
−1
[𝐺̃𝑣𝑒𝑐(𝐵̂) + 𝑔], 
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𝑉𝑎𝑟 [𝑣𝑒𝑐 (𝐵̂̂)] = {𝑀𝐺̃[Σ
−1⊗ (𝑋′𝑋)]𝑀𝐺̃}

+. 

𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐴𝐵)با توجه به اینکه  اثبات: = 𝑣𝑒𝑐′(𝐴′)𝑣𝑒𝑐(𝐵)، را به صورت زیر نوشت:  دهاتوان قیمی 

𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐺1𝐵) + 𝑔1 = 0       ⟹        𝑣𝑒𝑐′(𝐺1
′)𝑣𝑒𝑐(𝐵) + 𝑔1 = 0 

𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐺2𝐵) + 𝑔2 = 0       ⟹        𝑣𝑒𝑐′(𝐺2
′)𝑣𝑒𝑐(𝐵) + 𝑔2 = 0 

                 ⋮                                                                  ⋮ 

𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐺𝑞𝐵) + 𝑔𝑞 = 0       ⟹        𝑣𝑒𝑐′(𝐺𝑞
′)𝑣𝑒𝑐(𝐵) + 𝑔𝑞 = 0 

 :توان قید را به صورت زیر بازنویسی کردحال با توجه به فرض قضیه، می

𝐺̃𝑞×𝑘𝑞𝑣𝑒𝑐(𝐵)𝑘𝑞×1 + 𝑔𝑞×1 = o𝑞×1. 

 ،قرار دهیم 1-2بنابراین کافیست در اثبات قضیه  

𝑏𝑞×1 = 𝑔𝑞×1 

𝐵 = 𝐺̃ 

𝛽 = 𝑣𝑒𝑐(𝐵) 

𝑋 = (𝐼 ⊗ 𝑋) 

     Σ = Σ⊗ 𝐼                                                                                                        

𝜮 در حالتی کهبرآورد پارامترها  2-9-2 = 𝝈𝟐𝑽  

Σ( و با فرض 1-2تحت مفروضات قضیه ) .(2117)کوباکک،  *8-2قضیه  = σ2V،  برآوردگر𝜎2 

  :عبارتست از

𝜎̂2 = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(∨𝐼
′∨𝐼 𝑉

−1) [𝑚(𝑛 − 𝑘) + 𝑞𝑟]⁄ , 

 که در آن 

∨𝐼 = 𝑌 − 𝑋𝐵̂̂ =∨ +𝑘𝐼  ,     ∨ = 𝑀𝑋𝑌, 
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𝑘𝐼 = 𝑋(𝑋
′𝑋)−1𝐺′[𝐺(𝑋′𝑋)−1𝐺′]−1(𝐺𝐵̂𝐻 + 𝐷)(𝐻′𝑉𝐻)−1𝐻′𝑉, 

𝐵̂ = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌. 

,𝑌~𝑛 (𝑋𝛽دیدیم که در مدل  4-2در قضیه  اثبات: 𝜎
2𝑉)  با اعمال قید𝐵𝑞×𝑘𝛽𝑘×1 + 𝑏𝑞×1 =

o  برآوردگر𝜎2  به صورت زیر است 

𝜎̂2 = ∨𝐼
′ 𝑉−1 ∨𝐼 (𝑛 + 𝑞 − 𝑘⁄ ), 

 که در آن

∨𝐼= 𝑌 − 𝑋𝛽̂̂ = 𝑌 − 𝑋𝛽̂ + 𝑋(𝑋
′𝑉−1𝑋)−1𝐵′[𝐵(𝑋′𝑉−1𝑋)−1𝐵′]−1(𝐵𝛽̂ + 𝑏), 

𝛽̂ = (𝑋′𝑉−1𝑋)−1𝑋′𝑉−1𝑌. 

𝑛لذا با جایگذاري  = 𝑚𝑛 ،𝑘 = 𝑚𝑘  و𝑞 = 𝑞𝑟  شود. اثبات کامل می ،4-2در اثبات قضیه         

( باشند. 8-2هاي تعریف شده در قضیه )ماتریس 𝑘𝐼و  𝐼∨,∨فرض کنید   (2117)کوباکک،  3-2قضیه 

 آنگاه  ،داراي توزیع نرمال باشد 𝑌اگر 

𝑘′𝐼𝑘𝐼 ~  𝑊𝑚(𝑞, 𝜎
2𝑉𝐻(𝐻′𝑉𝐻)−1𝐻′𝑉) 

 توان نوشتداراي توزیع نرمال است، می 𝑌و اینکه  5-6با استفاده از قضیه  اثبات:

(𝐺𝐵̂𝐻 + 𝐷) ~ 𝑁𝑞×𝑟{ o, (𝐻
′Σ𝐻)⊗ [𝐺(𝑋′𝑋)−1𝐺′]}.  

 ( خواهیم داشت 23-2بنابراین از )

(𝐺𝐵̂𝐻 + 𝐷)
′
[𝐺(𝑋′𝑋)−1𝐺′]−1(𝐺𝐵̂𝐻 + 𝐷) ~ 𝑊𝑟(𝑞, (𝐻

′Σ𝐻)).  

 از طرفی 
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𝑘′𝐼𝑘𝐼 = 𝑉𝐻(𝐻
′𝑉𝐻)−1(𝐺𝐵̂𝐻 + 𝐷)

′
[𝐺(𝑋′𝑋)−1𝐺′]−1(𝐺𝐵̂𝐻

+ 𝐷)(𝐻′𝑉𝐻)−1𝐻′𝑉 

 در نتیجه 

𝑘′𝐼𝑘𝐼 ~ 𝑊𝑚 (𝑞, 𝜎
2𝑉𝐻(𝐻′𝑉𝐻)−1𝐻′𝑉)  

                                                                                              و اثبات کامل است.         
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 مقدمه  9-1

، 𝑋که ماتریس تصادفی معرفی برآوردگرهاي انقباضی پرداخته و سپس با فرض ایندر این فصل، ابتدا به 

کلاسی از برآوردگرهاي انقباضی را، براي برآورد پارامتر ماتریسی داراي توزیع نرمال ماتریسی است، 

ها نمیانگین، با یک عامل انقباض کلی تشکیل داده و به عنوان معیاري براي مقایسه برآوردگرها، مخاطره آ

از این مخاطره استفاده کرده و با  جایگزین کردن این عامل با عوامل انقباض  ،در ادامه. آوریمدست میرا به

در پایان به عنوان کاربردي از مطالب ذکر کنیم. محاسبه می ها را نیزمخاطره آن ،استاین و استاین مثبت

ها را نیز و مخاطره آن نوشتهاضی را براي آن کنیم و برآوردگرهاي انقبشده مدل منحنی رشد را معرفی می

 .آوریمدست میبه

 برآوردگر انقباضی  9-2

به . برآوردگر انقباضی، برآوردگري است که به طور واضح یا مجازي در اثر انقباض به دست آید ،در آمار

برآوردگر خام یا  اي یعنیاطلاعات نمونه برآوردگري است که از ترکیب ،عبارت دیگر برآوردگر انقباضی

اي یعنی یک سري اطلاعات غیرنمونهبا  يهاي دوم یا بیزردگر کمترین توان، برآوMLE مانند اولیه

در جهت مقادیري است که از اطلاعات  ياین بهبود. یابدبه صورت برآوردگري جدید بهبود میمحدودیت، 

 .دست آمده نه در جهت برآوردگر اولیهیگر بهد

 دست آیند:هاي زیر بهتوانند از روشمی )محدودیت( اياطلاعات غیرنمونه

 ها معلوم شده است.هاي نظري یا آزمایشی درستی و صحت آناطلاعاتی که با استفاده از تحقیق .6

 ها را داریم.هایی که قصد آزمون آنفرض .2
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ا هاي زائد )متغیرها یتوانند یک شرط ساختگی باشند که به منظور حذف بخشاین اطلاعات می .3

 شوند.حتی پارامترها(، در تشریح مدل، بر مدل تحمیل می

هاي اعمال شده بر روي مدل در قالب یک اي یا محدودیتلازم به ذکر است که اطلاعات غیرنمونه

 شود.برآوردگر )برآوردگر محدودشده( به کار گرفته می

در . گیري کرداندازه (MSE)توان با معیار توان دوم خطا یمبهبود برآوردگرها را  ،در حالت کلی 

اثر این انقباض معمولا به صورت . به سمت صفر یا یک مقدار ثابت باشد دتوانیم این صورت  انقباض

انقباضی  توان برآوردگرهايیمدر عین حال . کمتر است MSEتبدیل یک برآوردگر نااریب به اریب ولی با 

مراجعه ( 6351)راد یشتر در این خصوص به نوروزيبراي آگاهی ب. از نوع استاین و نااریب را نیز یافت

 .کنید

Xشکل کلی برآوردگر انقباضی به صورت  + g(X) معادلهپس از حل نا. باشدمی 

R(X + g(X), θ) ≤ R(X, θ);    ∀θ, 

 :آوریمهاي زیر به دست میرا در هر یک از حالت g(X)تابع ( 6586استاین، ) به کمک اتحاد استاین

 به سمت صفر انقباض (6

(1 − 𝑐)𝑋 = 𝑋 − 𝑐𝑋 

 .𝑚به سمت یک عدد ثابت  انقباض (2

𝑚 + 𝑐(𝑋 −𝑚) = (1 − 𝑐)𝑚 + 𝑐𝑋 

 .پذیردثابت انقباضی است و بسته به نوع توزیع و تابع زیان مقادیر متفاوتی می cها که در آن
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 .کنیمبیشتر روشن می( 2111)6مفهوم برآوردگر انقباضی را با استفاده از، مثالی از صالح

 . شودبازیکن انجام می 5این ورزش گروهی با چوب و توپ توسط . بال را در نظر بگیریدبیس مسابقه

را  2میانگین بتینگمندیم علاقه. سه بازیکن یا بیشتر را در نظر بگیریدبال در یک بازي بیسبه عنوان مثال 

براي شناخت عملکرد بازیکنان بال این میانگین در آمار بیس. بینی کنیمبراي هر یک از بازیکنان پیش

 هاي آیندهر دارند تا ضربهانتظا ،کنندهایی که از روش انقباضی استفاده میدانآماربسیار موثر است. 

بر  را روش استاین. بینی کنندهر بازیکن، پیش جداگانه بتینگ تر از مقادیر میانگینن را دقیقبازیکنا

 :دهیمدر زیر نشان می 3افرون و موریس شده درگزارشبال هاي بیسي دادهپایه

 :دهدبازیکن را نشان می 68ي اول ضربه 49از  میانگین بتینگمقادیر  (6-3)جدول 

 بینی به روش انقباضیبال و پیشبیس کنیباز 68 بتینگمیانگین (  6-3) جدول

ف
دی

ر
 

 بتینگ میانگین

ضربة  49بعد از 

 (𝑋̅𝑖)اول 

بینی میانگین پیش

 انقباضیبه روش 

(𝑋̅𝑖
𝐽𝑆) 

ف
دی

ر
 

 بتینگ میانگین

 49بعد از 

 (𝑋̅𝑖)ضربة اول 

بینی میانگین پیش

 به روش انقباضی

(𝑋̅𝑖
𝐽𝑆) 

6 4/1 254/1 61 0/244 0/261 
2 478/1 0/289 66 0/222 0/256 
3 391/1 0/245 62 0/222 0/256 
4 333/1 0/28 63 0/222 0/256 
9 0/311 0/275 64 0/222 0/256 
1 0/311 0/275 69 0/222 0/256 
7 0/289 0/27 61 0/2 0/252 
8 0/267 0/266 67 0/178 0/241 
5 0/244 0/261 68 0/156 0/243 

                                                           
1Saleh 
2 verageaBatting  
3 Efron and Morris 
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 ها،بینی در روش استاین به این صورت است که در ابتدا باید میانگین تمام میانگیننحوه محاسبه پیش

𝑋̅𝑇:محاسبه شود. در این مثال داریم ،  

𝑋̅𝑇 =
𝑋̅1 + 𝑋̅2 +⋯+ 𝑋̅18

18
= 0/2654 

)حالت دوم؛ انقباض به  میانگین به سمت میانگین کل است که با توجه به فرضیات 68هدف، انقباض 

 . رسدمنطقی به نظر میاست(،  𝑋̅𝑇که در این مثال  𝑚سمت عدد ثابت 

که در این مثال  ،میانگین جدول و میانگین کل است 68ي وزنی بین فاصله توان دومبعد یافتن  مرحله

( به صورت زیر معرفی شده، 2111را که در صالح ) به دنبال این مرحله، ثابت انقباضی .شودمی19/045

 آوریم:دست میبه

𝑐 = (1 −
−درجه آزادي 2

توان دوم فاصله وزنی
) = (1 −

17 − 15

19/045
) = 0/212 

آن باید این نکته  محاسبهبازیکن ثابت است و در  68ثابت انقباضی را از آن جهت ثابت گویند که براي هر 

بازیکن دیگر بر بازیکن مد نظر  67میانگین تعداد ضربات اصابت شده به توپ را مد نظر داشت که تنها 

-بینی میانگین به روش انقباضی جیمزپیش. خواهد بود 67ي آزادي برابر عدد دخالت دارد و لذا درجه

 :آیدزیر به دست می ز رابطهاستاین ا

𝑋̅𝑖
𝐽𝑆
= 𝑋̅𝑇 + 𝑐(𝑋̅𝑖 − 𝑋̅𝑇);         𝑖 = 1,2,… ,18 

 :هاي اول و هجدهم به ترتیب داریمبه عنوان مثال براي بازیکن

𝑋̅1
𝐽𝑆
= 𝑋̅𝑇 + 𝑐(𝑋̅1 − 𝑋̅𝑇) =0/265 + 0/212(0/4 – 0/265) = 0/294 
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 بینی به روش انقباضیپیش میانگین بتینگ

 𝑋̅18
𝐽𝑆
= 𝑋̅𝑇 + 𝑐(𝑋̅18 − 𝑋̅𝑇) =0/265 +0/212(0/156 – 0/265) = 0/243 

 . باشدمی2/1و 341/1ترتیب  که میانگین واقعی این دو بازیکن بهدر حالی

( به صورت خطوط واصل به 6-3بینی استاین )جدول ( مقادیر میانگین بتینگ و پیش6-3کل )شدر 

هاي به دست آمده به روش انقباضی در شود میانگینمشاهده می همچنانکهمیانگین کل آمده است. 

که نشان دهنده مفهوم  .اندشده متمرکزمعمولی بیشتر در اطراف میانگین کل میانگین بتینگ مقایسه با 

به عبارت دیگر روش استاین برآوردهاي اولیه را به سمت میانگین کل  انقباض به میانگین کل است.

 .کندهدایت می

 

 استاینی شده بر اساس فرمول نیب شیپ و مقادیر نگیبتمیانگین  نمودار(  6-3) شکل
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 برآورد انقباضی در توزیع نرمال ماتریسی  9-9

𝑞در اندازه  𝑋فرض کنید ماتریس تصادفی  × 𝑘 زیر باشد داراي توزیع نرمال ماتریسی به صورت  

𝑋~ 𝑀𝑁𝑞×𝑘( 𝜃, Λ ⊗ 𝐼𝑘), (3-6                                                                                )  

𝑞در اندازه  θکه در آن   × 𝑘  ماتریس میانگین توزیع وΛ  ماتریس معین مثبت با بعد و رتبهqاست ،. 

 روش ساخت برآوردگر انقباضی  9-9-1

همانطور که گفته شد براي ساخت برآوردگر انقباضی به یک برآوردگر اولیه و یک برآوردگر جدید نیاز 

به عنوان برآوردگر اولیه، و از  𝜃پارامتر ماتریسی  ماکزیمماز برآوردگر درستنمایی بخش  در این. است

. از فصل کنیموان یک برآوردگر جدید استفاده میبرآوردگر محدودشده آن تحت یک قید خطی، به عن

محدودنشده براي پارامتر  ماکزیممبرآوردگر درستنمایی  𝑋توان دید که ماتریس به سهولت میقبل 

  :یعنی ،اشدبمی( 6-3)در  𝜃ماتریسی 

𝜃̃ = 𝑋. (3-2                                                                                                              )  

 حال فرض کنید قیدي خطی به صورت 

𝐿1𝜃𝐿2 = 𝑑 (3-3                                                                                                      )  

هاي ماتریس 𝐿2و  𝐿1که در آن  ، تحمیل شده است،(6-3)به فضاي پارامتر توزیع نرمال ماتریسی 

𝑝]محدودیت و معلوم به ترتیب با ابعاد   × 𝑞 , (𝑝 < 𝑞)]  و[𝑘 × 𝑚 , (𝑚 ≤ 𝑘)]  و رتبه کامل

𝑝ماتریس معلوم با بعد  𝑑هستند، و  × 𝑚 نحوه ساخت برآوردگر درستنمایی  6-3 لم در .باشدمی

 شود.( بررسی می3-3تحت قید ) 𝜃ماکزیمم 
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، برآوردگر (2-3)، تحت درستی قید (6-3)در توزیع نرمال ماتریسی . (2162، 4)کرونزیزا *1-9 لم

 :عبارت است از 𝜃محدودشده براي پارامتر  ماکزیممدرستنمایی 

 -الف

θ̂ = 𝑋 − Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1(𝐿1𝑋𝐿2 − 𝑑)(𝐿2
′ 𝐿2)

−1𝐿2
′ 0 (3-4                                      )

     

𝐿1𝜃𝐿2این برآوردگر تحت فرض  -ب = 𝑑،  برآوردگري نااریب براي𝜃 است. 

با توجه به تابع  .کنیماز روش ضریب لاگرانژ استفاده می REبراي به دست آوردن برآوردگر  -الف:  اثبات

 درستنمایی

𝐿(𝜃, Λ) = (2𝜋)−
1
2
𝑘𝑞| Λ |−

𝑘
2 exp {−

1

2
𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒[𝛬−1(𝑋 − 𝜃)(𝑋 − 𝜃)′]}, 

 داریم

𝐿𝑛(𝐿(𝜃, Λ)) =  ℓ(𝜃) ∝   −
1

2
𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒[𝛬−1(𝑋 − 𝜃)(𝑋 − 𝜃)′]. 

 دهیماکنون تابع لاگرانژ را به صورت زیر تشکیل می

𝜆(𝜃) = ℓ(𝜃) +  𝜆(𝐿1𝜃𝐿2 − 𝑑),  

–برابر است با  𝜆که در آن ضریب لاگرانژ  𝑣𝑒𝑐𝛼  . حال کافیست از تابع لاگرانژ نسبت به𝜃  مشتق

  :بگیریم، یعنی

𝜕𝜆(𝜃)

𝜕𝜃
=  
𝜕ℓ(𝜃)

𝜕𝜃
+ 
𝜕𝜆(𝐿1𝜃𝐿2 − 𝑑)

𝜕𝜃
 

                                                           
4 Nkurunziza 
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 استفاده شده است. Aدر پیوست ( A-25( و )A-28براي محاسبه این مشتق از قضایاي )

𝐴کنیم ابتدا فرض می  =  𝛬−1(𝑋 − 𝜃)(𝑋 − 𝜃)′   بنابراین .  

𝜕𝐴

𝜕𝜃
=  −2[(𝑋′⊗Λ−1) – (𝜃′⊗Λ−1)]. 

 در نتیجه

∂ℓ(θ)

∂(θ)
= −

1

2

𝜕𝐴

𝜕𝜃
𝑣𝑒𝑐𝐼 = (𝑋′⊗Λ−1)𝑣𝑒𝑐𝐼 − (𝜃′⊗Λ−1)𝑣𝑒𝑐𝐼 

= 𝑣𝑒𝑐(Λ−1𝑋 )–  𝑣𝑒𝑐(Λ−1𝜃). 

 همچنین

𝜕𝜆(𝐿1𝜃𝐿2 − 𝑑)

𝜕𝜃
= 𝜆(𝐿2⊗𝐿1

′ ) =  −(𝐿2⊗𝐿1
′ )𝑣𝑒𝑐𝛼. 

  :داشت ن مقدار مشتق خواهیمادد اکنون با مساوي صفر قرار

𝜕𝜆(𝜃)

𝜕𝜃
= 𝑣𝑒𝑐(Λ−1𝑋) –  𝑣𝑒𝑐(Λ−1𝜃) −  𝑣𝑒𝑐(𝐿1

′ 𝛼𝐿2
′ ) =  𝑣𝑒𝑐o. 

⟹ Λ−1(𝑋 − 𝜃) − (𝐿1
′ 𝛼𝐿2

′ ) =  o. 

⟹  Λ−1𝜃 = Λ−1𝑋 − 𝐿1
′ 𝛼𝐿2

′ . 

                               ⟹ 𝜃 = 𝑋 − Λ𝐿1
′ 𝛼𝐿2

′ .   (3-9                                                        )  

𝐿1𝜃𝐿2 رابطه (، در9-3)با جایگزین کردن  = 𝑑، خواهیم داشت:  

𝐿1(𝑋 − Λ𝐿1
′ 𝛼𝐿2

′ )𝐿2 = 𝑑 

⟹ 𝐿1𝑋𝐿2 − 𝐿1Λ𝐿1
′ 𝛼𝐿2

′ 𝐿2 = 𝑑 

                                    ⟹ 𝛼 = (𝐿1Λ𝐿1
′ )−1(𝐿1𝑋𝐿2 −  𝑑)(𝐿2

′ 𝐿2)
−1 (3-1  )                 
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 .شود نتیجه حاصل می ،(9-3)در ( 1-3)و در نهایت با جایگذاري رابطه 

 داریم 𝜃ریاضی از  با گرفتن امید -ب

𝐸(𝜃̂) = 𝐸(𝑋) − Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1(𝐿1𝐸𝑋𝐿2 −  𝑑)(𝐿2
′ 𝐿2)

−1𝐿2
′ = 𝜃, 

 .                                                                                                      و اثبات کامل است

 : انقباضی را به صورت زیر تشکیل داد توان کلاسی از برآوردگرهايبنابراین می

𝜃𝑆 = 𝜃 +  ℎ( ∥ (𝑋 − 𝜃)𝐿2 ∥Ξ1,Ξ2
2 )(𝑋 − 𝜃)  (3-7                                                 )

  

Ξ1که در آن  = 𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1𝐿1  وΞ2 = (𝐿2
′ 𝐿2)

−1 .𝜃̃ و 𝜃  ( 2-3هاي )در رابطهنیز به ترتیب

 .اندداده شده( 4-3) و

.‖)ℎ) با یک عامل انقباض کلی 𝜃𝑆برآوردگر انقباضی  ،(7-3)در رابطه  با . بیان شده است ((‖

ه مهم است، ن چالبته آ. توان برآوردگرهاي جدیدي ساختجایگزین کردن آن با عوامل انقباض دیگري می

 . هایی خاص ذکر گردیده استدر زیر نمونه. باشدداشتن برآوردگري با مخاطره کمتر می

 یقی از برآوردگر انقباضی(هاي دق)صورت6-3مثال 

ℎ(𝑥)با قراردادن ( 6 = 𝜃𝑆داریم  0 = 𝜃. 

ℎ(𝑥)با قراردادن ( 2 = 𝜃𝑆گیریم نتیجه می 1 = 𝜃̃ = 𝑋. 

ℎ(𝑥)با قراردادن ( 3  = 1 −
𝑝𝑞−2

𝑥
 :رسیمبه برآوردگر انقباضی نوع استاین به صورت زیر می ،
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𝜃𝑆 = 𝜃
𝑠 = 𝜃 + (1 −

𝑝𝑞 − 2

𝜓
) (𝑋 − 𝜃), 

𝜓که در آن = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒 ((𝑋 − 𝜃)
′
𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1𝐿1(𝑋 − 𝜃)). 

ℎ(𝑥)با قراردادن ( 4 = (1 −
𝑝𝑞−2

𝑥
) 𝐼(𝑥 > 𝑝𝑞 − برآوردگر انقباضی استاین مثبت را به  ،(2

 :گیریمصورت زیر نتیجه می

𝜃𝑆 = 𝜃
𝑠+ = 𝜃 + (1 −

𝑝𝑞 − 2

𝜓
) 𝐼(𝜓 > 𝑝𝑞 − 2)(𝑋 − 𝜃) 

ابزاري ، که را ها و قضایاي اساسیلمبراي این منظور ابتدا . پردازیمدر ادامه به محاسبه توابع مخاطره می

 .کنیمباشند، بیان و اثبات میلازم براي محاسبه توابع مخاطره می

 ها و قضایای اساسیلم   9-9-2

∗Σفرض کنید  . (2162کرونزیزا، ) *2-9لم  = Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )𝐿1Λ  ،Σ−1 = Λ و 

𝛿 = Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1(𝐿1𝜃𝐿2 − 𝑑) اگر . حالX~ 𝑁q×k( θ, Λ ⊗ Ik)  در این صورت 

𝜉 = (𝑋 − 𝜃)𝐿2~ 𝑁𝑞×𝑚 (   𝛿, Σ
∗⊗𝐿2

′ 𝐿2), (3-8       )                                            

  

𝜌 = (𝑋 − 𝜃)𝐿2~𝑁𝑞×𝑚(   o, Σ
−1⊗𝐿2

′ 𝐿2), (3-5                   )                                

  

𝜂 = (𝜃̂ − 𝜃)𝐿2~ 𝑁𝑞×𝑚(– 𝛿, (Σ
−1 − Σ∗) ⊗ 𝐿2

′ 𝐿2,  (3-61                                    )
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 داده شده است.  (4-3)در رابطه  𝜃ها که در آن

 داریم ( 4-3)با توجه به رابطه  :اثبات 

𝜉 =  Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1(𝐿1𝑋𝐿2 − 𝑑), (3-66                                                                )

   

𝜂 = 𝑋𝐿2 −  Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1(𝐿1𝑋𝐿2 − 𝑑) − 𝜃𝐿2, (3-62                                         )

   

𝜌 = 𝑋𝐿2 −  𝜃𝐿2, (3-63                                                                                            )  

𝐸𝑋که حال با توجه به این = 𝜃 توان نتیجه گرفت، می 

𝐸(𝜉) =  Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1(𝐿1𝐸𝑋𝐿2 − 𝑑)  

= Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1(𝐿1𝜃𝐿2 − 𝑑), 

𝐸(𝜂) =  𝐸𝑋𝐿2 −  Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1(𝐿1𝐸𝑋𝐿2 − 𝑑) − 𝜃𝐿2 

= −Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1(𝐿1𝜃𝐿2 − 𝑑), 

𝐸(𝜌) =  𝐸𝑋𝐿2 −  𝜃𝐿2 = o, 

 : خواهیم داشت 6-6 و بنابر لم 

𝑐𝑜𝑣(𝜉) = ( Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1𝐿1Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1𝐿1Λ ) ⊗ (L2
′ L2) 

 =  Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1𝐿1Λ⊗ L2
′ L2.  

 از آنجایی که

𝜂 = 𝑋𝐿2 −  Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1𝐿1𝑋𝐿2 +  Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1𝑑 − 𝜃𝐿2 

= [𝐼 − Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1𝐿1]𝑋𝐿2 +  Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1𝑑 − 𝜃𝐿2, 
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 توان نوشتمی

𝑐𝑜𝑣(𝜂) = ( [ 𝐼 − Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1𝐿1]Λ[𝐼 − 𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1𝐿1Λ] ) ⊗ 𝐿2
′ 𝐿2  

= (Λ − Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1𝐿1Λ − Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1𝐿1Λ

+ Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1𝐿1Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1𝐿1Λ)⊗ 𝐿2
′ 𝐿2 

= (Λ − Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1𝐿1Λ)⊗ 𝐿2
′ 𝐿2 

 در نهایت

𝑐𝑜𝑣(𝜌) = Λ⊗ 𝐿2
′ 𝐿2 

 .                                                                                                      و اثبات کامل است

,X~ 𝑀𝑁k×q(M فرض کنید  .(2162کرونزیزا، ) 1-9قضیه  Υ⊗ Λ1)   که در آنΛ1  ماتریس

𝑝ماتریس معین نامنفی با رتبه  Υمعین مثبت و  ≤ 𝑘 همچنین . استΞ  ،ماتریس معین مثبت و متقارن

 :باشدبا دو شرط زیر می

 است. خودتوان ΥΞ -الف

ΞΥΞ𝑀 -ب = Ξ𝑀. 

 ،در این صورت

𝐸(ℎ(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒( Λ1
−1𝑋′ΞΥΞ𝑋)) 𝑋) = 𝐸 (ℎ (𝜒𝑝𝑞+2

2 (𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ1
−1𝑀′ΞΥΞ𝑀))))𝑀. 

(3-64                                                                                                                  )  

𝑃𝑘×𝑘طبق فرض قضیه  :اثبات =  ΥΞ .لذا  ماتریس خودتوان است 

𝑃2 = 𝑃    ⟹     ΥΞΥΞ =  ΥΞ. 

 :داریم Ξ−1حال با ضرب طرفین رابطه بالا در  .باشدمعین مثبت است لذا نامنفرد می Ξاز آنجایی که 
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ΥΞΥΞΞ−1 = ΥΞΞ−1, 

ΥΞΥ = Υ. 

𝑅فرض کنید  در این قسمت =  Ξ1 2⁄ ΥΞ1  ، متقارن است و علاوه بر این 𝑘با بعد  𝑅ماتریس مربعی . ⁄2

𝑅2 = Ξ1 2⁄ ΥΞ1 2⁄ Ξ1 2⁄ ΥΞ1 2⁄ = Ξ1 2⁄ ΥΞΥΞ1 2⁄ = Ξ1 2⁄ ΥΞ1 2⁄ = 𝑅, 

وجود دارد  𝑄( ماتریس متعامدي مانند A-23لذا با استفاده از قضیه ) باشد.خودتوان می 𝑅که در نتیجه 

 که  به طوري

𝑄𝑅𝑄′ = [
𝐼𝑝 o
o        o𝑘−𝑝

]
𝑘×𝑘

. (3- 69       )                                                                

𝑉همچنین فرض کنید  = 𝑄Ξ1 2⁄ 𝑋Λ1
−1    6-6 طبق لمبنابراین . ⁄2

𝑉 ~ 𝑀𝑁𝑘×𝑞  ( 𝜇, (𝑄𝑅𝑄
′) ⊗ 𝐼𝑞),  

𝜇که در آن  = 𝑄Ξ1 2⁄ 𝑀Λ1
−1  ، و ⁄2

𝑣𝑒𝑐(𝑉) = ((𝑄Ξ1 2⁄ ) ⊗ Λ1
−1 2⁄

) 𝑣𝑒𝑐(𝑋). (3-61                                                     )

  

 : توان نوشتمی( 64-3)در این قسمت با توجه به رابطه 

𝑉 ~ 𝑀𝑁𝑘×𝑞 (𝜇, [
𝐼𝑝 o
o o

]⊗ 𝐼𝑞). 

  :کنیمرا به صورت زیر افراز می 𝑣𝑒𝑐(𝑉) حال

𝑣𝑒𝑐(𝑉) = [
𝑉1
𝑉2
] ~ 𝑀𝑁𝑘𝑞×1 ( (

𝜇1
𝜇2
) , [

𝐼𝑝 o
o o

] ⊗ 𝐼𝑞),  
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𝑘)و  𝑝𝑞به ترتیب داراي  𝑉2و  𝑉1که در آن بردارهاي  − 𝑝)𝑞 و این افراز را طوري در نظر  ،اندمولفه

𝑉2گیریم که می = o.  در نتیجه𝜇2 = o،بنابراین .  

𝐸(𝑉1) =  𝜇1 = [𝐼𝑝𝑞 , o][ 𝐸𝑣𝑒𝑐(𝑉) ] 

                        = ( [𝐼𝑝, o] ⊗ 𝐼𝑞)(𝑄Ξ
1 2⁄ ⊗Λ1

−1 2⁄
)𝑣𝑒𝑐(𝑀). (3-67                         )

   

 : ( داریمA-63حال با استفاده از )

𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ1
−1𝑋′ΞΥΞ𝑋) = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ1

−1 2⁄ 𝑋′Ξ1 2⁄ 𝑄′𝑄Ξ1 2⁄ ΥΞ1 2⁄ 𝑋Λ1
−1 2⁄

) 

= 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑉′𝑄𝑅𝑄′𝑉) 

= 𝑣𝑒𝑐′(𝑉) ((𝑄𝑅𝑄′) ⊗ 𝐼𝑞) 𝑣𝑒𝑐(𝑉) 

                                      = [ 𝑉1
′   𝑉2

′] [ (
𝐼𝑃 o
o o

)⊗ 𝐼𝑞] [
𝑉1
𝑉2
] = 𝑉1

′𝑉1.  (3-68      )          

  

 توانیم نتیجه بگیریم که می ،(68-3) تا(61-3)از رابطه هاي 

𝑣𝑒𝑐[ℎ(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ1
−1𝑋′ΞΥΞ𝑋))𝑋] = 𝑣𝑒𝑐[ℎ(𝑉1

′𝑉1)𝑋] 

= (ℎ(𝑉1
′𝑉1) ⊗ 𝐼𝑞)𝑣𝑒𝑐𝑋 

= (ℎ(𝑉1
′𝑉1) ⊗ 𝐼𝑞)(Ξ

−1 2⁄ 𝑄′⊗Λ1
1 2⁄
)𝑣𝑒𝑐(𝑉) 

= ℎ(𝑉1
′𝑉1)(Ξ

−1 2⁄ 𝑄′⊗Λ1
1 2⁄
) (
𝑉1
𝑉2
) 

= (Ξ−1 2⁄ 𝑄′⊗Λ1
1 2⁄
)ℎ(𝑉1

′𝑉1) (
𝑉1
𝑉2
) 

= (Ξ−1 2⁄ 𝑄′⊗Λ1
1 2⁄
) (
ℎ(𝑉1

′𝑉1)𝑉1
ℎ(𝑉1

′𝑉1)𝑉2
). 
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 بنابراین

𝑣𝑒𝑐 [𝐸 (ℎ(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ1
−1𝑋′ΞΥΞ𝑋)))𝑋] = 𝐸 [𝑣𝑒𝑐 (ℎ(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ1

−1𝑋′ΞΥΞ𝑋)))𝑋] 

                                                                    = (Ξ−1 2⁄ 𝑄′⊗Λ1
1 2⁄
) (
𝐸(ℎ(𝑉1

′𝑉1)𝑉1)

𝐸(ℎ(𝑉1
′𝑉1)𝑉2)

).  

(3-65     ) 

𝑉2و از آنجایی که  = o،  لذا 

𝐸[ℎ(𝑉1
′𝑉1)𝑉2] = o. (3-21                                                                                        )  

   9-6و همچنین بنا بر لم 

𝐸[ℎ(𝑉1
′𝑉1)𝑉1] = 𝜇1𝐸 [ℎ (𝜒𝑝𝑞+2

2  (𝜇1
′𝜇1))], (3-26                                                  )

   

 (67-3)که در آن با توجه به رابطه 

𝜇1
′𝜇1 = 𝑣𝑒𝑐

′(𝑀)(Ξ1 2⁄ 𝑄′⊗Λ1
−1 2⁄

) ([𝐼𝑝 ,   o]
′
⊗ 𝐼𝑞) 

               × ([𝐼𝑝 ,   o] ⊗ 𝐼𝑞)(𝑄Ξ
1 2⁄ ⊗Λ1

−1 2⁄
)𝑣𝑒𝑐(𝑀) 

= 𝑣𝑒𝑐′(𝑀)(Ξ1 2⁄ 𝑄′⊗Λ1
−1 2⁄

) ([
𝐼𝑝 o
o o

]⊗ 𝐼𝑞) 

              × (𝑄Ξ1 2⁄ ⊗Λ1
−1 2⁄

)𝑣𝑒𝑐(𝑀) 

= 𝑣𝑒𝑐′(𝑀)(Ξ1 2⁄ 𝑄′⊗Λ1
−1 2⁄

)(𝑄Ξ1 2⁄ ΥΞ1 2⁄ 𝑄′⊗ 𝐼𝑞) 

              × (𝑄Ξ1 2⁄ ⊗Λ1
−1 2⁄

)𝑣𝑒𝑐(𝑀) 

= 𝑣𝑒𝑐′(𝑀)(Ξ1 2⁄ 𝑄′𝑄Ξ1 2⁄ ΥΞ1 2⁄ 𝑄′𝑄Ξ1 2⁄ ⊗Λ1
−1 2⁄ Λ1

−1 2⁄
)𝑣𝑒𝑐(𝑀) 

= 𝑣𝑒𝑐′(𝑀)(ΞΥΞ⊗ Λ1
−1)𝑣𝑒𝑐(𝑀) 
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= 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑀′ΞΥΞ𝑀Λ1
−1) 

          = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ1
−1𝑀′ΞΥΞ𝑀). (3-22                                  )                                     

 : داریم ،(26 -3)تا ( 65-3) هايدر نهایت با ترکیب رابطه

        𝑣𝑒𝑐(𝐸[ℎ(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ1
−1𝑋′ΞΥΞ𝑋))𝑋]) 

    = 𝐸 (ℎ (𝜒𝑝𝑞+2
2 (𝜇1

′𝜇1))) (Ξ
−1 2⁄ 𝑄′⊗Λ1

1 2⁄
) 

        × ([
𝐼𝑝 o
o o

]⊗ 𝐼𝑞) (𝑄Ξ
1 2⁄ ⊗Λ1

−1 2⁄
)𝑣𝑒𝑐(𝑀) 

= 𝐸 (ℎ (𝜒𝑝𝑞+2
2 (𝜇1

′𝜇1))) (Ξ
−1 2⁄ 𝑄′⊗Λ1

1 2⁄
)(𝑄Ξ1 2⁄ ΥΞ1 2⁄ 𝑄′⊗ 𝐼𝑞) 

        × (𝑄Ξ1 2⁄ ⊗Λ1
−1 2⁄

)𝑣𝑒𝑐(𝑀) 

= 𝐸 (ℎ (𝜒𝑝𝑞+2
2 (𝜇1

′𝜇1))) (Ξ
−1 2⁄ 𝑄′𝑄Ξ1 2⁄ ΥΞ1 2⁄ 𝑄′𝑄Ξ1 2⁄

⊗Λ1
1 2⁄ Λ1

−1 2⁄
)𝑣𝑒𝑐(𝑀) 

= 𝐸 (ℎ (𝜒𝑝𝑞+2
2 (𝜇1

′𝜇1))) (ΥΞ⊗ 𝐼𝑞)𝑣𝑒𝑐(𝑀) 

= 𝐸 (ℎ (𝜒𝑝𝑞+2
2 (𝜇1

′𝜇1))) 𝑣𝑒𝑐(ΥΞ𝑀). 

  داریم یک ماتریس نامنفرد است، Ξ در صورت قضیه، و اینکه بنا بر شرط ب

Ξ−1ΞΥΞ𝑀 = Ξ−1Ξ𝑀   ⟹    ΥΞ𝑀 = 𝑀. 

 : در نتیجه خواهیم داشت

𝑣𝑒𝑐(𝐸[ℎ(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ1
−1𝑋′ΞΥΞ𝑋))𝑋]) = 𝑣𝑒𝑐 (𝐸 (ℎ (𝜒𝑝𝑞+2

2 (𝜇1
′𝜇1)))𝑀), 

 .                                                                                                      و اثبات کامل است
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 به مثال زیر توجه کنید. 6-3الف و ب از قضیه به منظور نشان دادن برقراري شرایط 

Ξ: فرض کنید 1-9مثال  = Λ−1 ،𝑀 = Λ𝐿1
′  (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1(𝐿1𝜃𝐿2 − 𝑑) ،Λ1 = 𝐿2
′ 𝐿2  و

Υ = Λ𝐿1
′  (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1𝐿1Λهاي . که در آن ماتریس𝐿1 ،𝐿2 ،Λ  و𝜃  معرفی شده 6-3-3در بخش-

𝑀اند. همچنین توجه کنید که  = 𝐸[(𝜃̂ − 𝜃)𝐿2 .بنابراین   

ΥΞΥΞ = Λ𝐿1
′  (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1𝐿1 = ΥΞ, 

 شرط الف برقرار است. از طرفی  و

ΞΥΞ𝑀 = 𝐿1
′  (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1(𝐿1𝜃𝐿2 − 𝑑) = Ξ𝑀. 

 بنابراین شرط ب نیز برقرار است.                                                                                   

 

  فرض کنید (2162کرونزیزا، ) 2-9قضیه 

(𝑋′, 𝑌′)′ ~ 𝑀𝑁2𝑘×𝑞 ((𝑀1
′ , 𝑀2

′) , (
Υ11⊗Λ11 o

o Υ22⊗Λ22
) ), 

𝑝هاي معین نامنفی با رتبه ماتریس Λ22و  Υ11 ،Υ22 یک ماتریس معین مثبت، و Λ11که در آن  ≤ 𝑘 

 :یک ماتریس معین مثبت و متقارن با دو شرط زیر باشد Ξهمچنین فرض کنید . هستند

  است. ماتریس خودتوانیک  Υ11Ξ -الف

ΞΥ11Ξ𝑀1 -ب = Ξ𝑀1 . 

 ، داریم𝐴، و هر ماتریس معین نامنفی ℎپذیر بورل پذیر و انتگرالدر این صورت براي هر تابع اندازه
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𝐸[ℎ(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ11
−1𝑋′ΞΥ11Ξ𝑋))𝑌

′𝐴𝑋] 

       = 𝐸[ℎ (𝜒𝑝𝑞+2
2 (𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ11

−1𝑀1
′ΞΥ11Ξ𝑀1)))𝑀2

′𝐴𝑀1
′ . (3-23                              )

   

 ، پس:از هم مستقل هستند 𝑌و  𝑋 جایی کهاز آن :اثبات

𝐸[ℎ(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ11
−1𝑋′ΞΥ11Ξ𝑋))𝑌

′𝐴𝑋]

= (𝐸(𝑌))
′
𝐴𝐸[ℎ(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ11

−1𝑋′ΞΥ11Ξ𝑋))𝑋]. 

 ،6-3همچنین بنا به قضیه 

𝐸[ℎ(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ11
−1𝑋′ΞΥ11Ξ𝑋))𝑋] = 𝐸 [ℎ (𝜒𝑝𝑞+2

2 (𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ11
−1𝑀1

′ΞΥ11Ξ𝑀1)))]𝑀1  

(𝐸(𝑌))حال با توجه به اینکه  
′
= 𝑀2

  .                                               شود، اثبات کامل می′

همان  𝑀و  Ξ ،Υ ،Λ1فرض کنید  2-3به منظور نشان دادن شرایط الف و ب از قضیه : 2-9مثال 

Υ11د. همچنین نباش 6-3هاي داده شده در مثال ماتریس = Υ ،𝑀1 = 𝑀 ،𝑀2 = −𝑀 ،Λ11 =

Λ22 = Λ1  وΥ22 = Λ − Υهاي . به وضوح ماتریسΞ ،Υ11 ،𝑀1  وΛ11  برقراري شرایط الف و ب را

𝜃) همچنین دقت کنید کهدهند. نشان می − 𝜃)𝐿2  نقش𝑌  و(𝑋 − 𝜃)𝐿2  نقش𝑋  را  2-3در قضیه

 کنند.                   می ایفا

,𝑋 ~ 𝑀𝑁𝑘×𝑞(𝑀فرض کنید  .(2162 ،کرونزیزا) 9-9قضیه  Υ⊗ Λ)  که در آنΛ  ماتریس معین

𝑝یک ماتریس معین نامنفی با رتبه  Υمثبت و  ≤ 𝑘  همچنین فرض کنید . است𝐴  وΞ هاي ماتریس

 : دو شرط زیر برقرار است Ξمتقارن معین مثبت هستند که براي 

 .ماتریس خودتوان است  ΥΞ -الف
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ΞΥΞ𝑀 -ب = Ξ𝑀 . 

 : ، داریمℎپذیر بورل پذیر و انتگرالدر این صورت براي هر تابع اندازه

𝐸[ℎ(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ−1𝑋′ΞΥΞ𝑋))𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑋′𝐴𝑋)] 

     = 𝐸 [ℎ (𝜒𝑝𝑞+2
2 (𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ−1𝑀′ΞΥΞ𝑀)))] 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐴Υ)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ) 

         + 𝐸 [ℎ (𝜒𝑝𝑞+4
2 (𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ−1𝑀′ΞΥΞ𝑀)))] 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑀′𝐴𝑀).  (3-24                  )

  

 توان نتیجه گرفتمی( 68-3)از رابطه  :اثبات

ℎ(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ−1𝑋′ΞΥΞ𝑋)) = ℎ(𝑉1
′𝑉1). 

𝑉 فرض کنید ،6-3همانند قضیه  = 𝑄Ξ1 2⁄ 𝑋Λ−1 𝑋لذا  .⁄2 = Ξ−1 2⁄ 𝑄′𝑉Λ1   و. ⁄2

𝑋′𝐴𝑋 = Λ1 2⁄ 𝑉′𝑄Ξ−1 2⁄ 𝐴Ξ−1 2⁄ 𝑄′𝑉Λ1 2⁄ . (3-29                                                    )

    

 در نتیجه 

𝐸[ℎ(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ−1𝑋′ΞΥΞ𝑋))𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑋′𝐴𝑋)] 

   = 𝐸[ℎ(𝑉1
′𝑉1)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ

1 2⁄ 𝑉′𝑄Ξ−1 2⁄ 𝐴Ξ−1 2⁄ 𝑄′𝑉Λ1 2⁄ )] 

= 𝐸[ℎ(𝑉1
′𝑉1)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑉

′𝑄Ξ−1 2⁄ 𝐴Ξ−1 2⁄ 𝑄′𝑉Λ)] 

= 𝐸[ℎ(𝑉1
′𝑉1)𝑣𝑒𝑐

′(𝑉)(𝑄Ξ−1 2⁄ 𝐴Ξ−1 2⁄ 𝑄′⊗Λ)𝑣𝑒𝑐(𝑉)]. 

 حال فرض کنید که 
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(𝑄Ξ−1 2⁄ 𝐴Ξ−1 2⁄ 𝑄′⊗Λ) = 𝐺 = [
𝐺11 𝐺12
𝐺21 𝐺22

], (3-21                                             )

   

𝑘)و  𝑝𝑞هاي به ترتیب با بعد 𝐺22و  𝐺11هاي مربع ماتریسکه زیر − 𝑝)𝑞 هستند . 

 :کنیمرا به صورت زیر افراز می 𝑣𝑒𝑐(𝑉)، 6-3مشابه قضیه 

𝑣𝑒𝑐(𝑉) = (𝑉1
′ , o)′ 

  :داریم( 21-3)صورت با استفاده از رابطه  در این

𝑣𝑒𝑐′(𝑉)(𝑄Ξ−1 2⁄ 𝐴Ξ−1 2⁄ 𝑄′⊗Λ)𝑣𝑒𝑐(𝑉) = 𝑉1
′𝐺11𝑉1. 

 بنابراین 

𝐸[ℎ(𝑉1
′𝑉1)𝑣𝑒𝑐

′(𝑉)(𝑄Ξ−1 2⁄ 𝐴Ξ−1 2⁄ 𝑄′⊗Λ)𝑣𝑒𝑐(𝑉)] = 𝐸[ℎ(𝑉1
′𝑉1)𝑉1

′𝐺11𝑉1]. 

 :خواهیم داشت 9-6حال بنا بر لم 

𝐸[ℎ(𝑉1
′𝑉1)𝑉1

′𝐺11𝑉1] = 𝐸 [ℎ (𝜒𝑝𝑞+2
2 (𝜇1

′𝜇1))] 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐺11) 

                                          +𝐸 [ℎ (𝜒𝑝𝑞+2
2 (𝜇1

′𝜇1))] (𝜇1
′𝐺11𝜇1), (3-27                         )

  

 . داده شده است( 67-3) در رابطه 𝜇1که در آن 

 علاوه توجه کنید که به
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𝐺11 = ([𝐼𝑝 , o] ⊗ 𝐼𝑞)𝐺 ([
𝐼𝑝
o
] ⊗ 𝐼𝑞). (3-28)                                                            

  

 : داریم( 69-3) و با استفاده از رابطه( 67-3)با ( 28-3) اکنون با ترکیب رابطه

𝜇1
′𝐺11𝜇1 = 𝑣𝑒𝑐

′(𝑀)(Ξ1 2⁄ 𝑄′⊗Λ−1 2⁄ ) ([
𝐼𝑝 o
o o

]⊗ 𝐼𝑞) 𝐺 ([
𝐼𝑝 o
o o

]⊗ 𝐼𝑞) 

                    × (𝑄Ξ1 2⁄ ⊗Λ−1 2⁄ )𝑣𝑒𝑐(𝑀) 

= 𝑣𝑒𝑐′(𝑀)(Ξ1 2⁄ 𝑄′⊗Λ−1 2⁄ )(𝑄Ξ1 2⁄ ΥΞ1 2⁄ 𝑄′⊗ 𝐼𝑞) 

                    × (𝑄Ξ−1 2⁄ 𝐴Ξ−1 2⁄ 𝑄′⊗Λ)(𝑄Ξ1 2⁄ ΥΞ1 2⁄ 𝑄′⊗ 𝐼𝑞) 

                    × (𝑄Ξ1 2⁄ ⊗Λ−1 2⁄ )𝑣𝑒𝑐(𝑀) 

= 𝑣𝑒𝑐′(𝑀)(ΞΥ𝐴ΥΞ⊗ 𝐼𝑞)𝑣𝑒𝑐(𝑀) 

= 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑀′ΞΥ𝐴ΥΞM) 

= 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑀′ΞΥΞΥ𝐴𝑀). 

ΞΥΞΥتحت فرض الف،  = ΞΥ . بنابراین𝜇1
′𝐺11𝜇1 = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑀

′ΞΥ𝐴𝑀) . همچنین تحت فرض

M′ΞΥب،  = M′ . در نتیجه 

𝜇1
′𝐺11𝜇1 = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑀

′𝐴𝑀). (3-25                                                                           )

  

 داریم( 28-3)و ( 21-3)، (67-3)هاي اده ازرابطهبا استف افزون بر آن

𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐺11) = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒[(𝑄Ξ
−1 2⁄ 𝐴Ξ−1 2⁄ 𝑄′⊗Λ)(𝑄Ξ1 2⁄ ΥΞ1 2⁄ 𝑄′⊗ 𝐼𝑞)] 

= 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐴Υ⊗ Λ) 

                      = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐴Υ)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ). (3-31                                                           )  
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 .  شودبه صورت زیر کامل می( 31-3)و ( 25-3)، (27-3)، (22-3)هاي ترکیب رابطه در نهایت، اثبات، با

E[h(trace(Λ−1X′ΞΥΞX))trace(X′AX) 

     = 𝐸 [ℎ (𝜒𝑝𝑞+2
2 (𝜇1

′𝜇1))] 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐺11) + 𝐸 [ℎ (𝜒𝑝𝑞+4 
2 (𝜇1

′𝜇1))] (𝜇1
′𝐺11𝜇1) 

= 𝐸 [ℎ (𝜒𝑝𝑞+2
2 (𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ−1𝑀′ΞΥΞ𝑀)))] 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐴Υ)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ) 

         +𝐸 [ℎ (𝜒𝑝𝑞+4 
2 (𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ−1𝑀′ΞΥΞ𝑀)))] 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑀′𝐴𝑀)      

 .                                                                                                      و اثبات کامل است

 محاسبه توابع مخاطره برآوردگرها  9-9-9

توان با جایگزین کردن را، با یک عامل انقباض کلی نوشتیم، لذا می 𝜃𝑆با توجه به اینکه برآوردگر انقباضی 

ابتدا  ،برآوردگرها براي محاسبه تابع مخاطره. عوامل انقباض دیگري، به برآوردگرهاي جدیدي رسید

و  𝜃̃ ،𝜃 ،𝜃𝑠)مخاطره دیگر برآوردگرها  6-3گاه با استفاده از مثال دست آورده، آن را به 𝜃𝑆مخاطره 

𝜃𝑠𝑝) کنیمرا محاسبه می. 

 :گیریمتابع مخاطره موزون را به صورت زیر در نظر می ،9-6بر اساس تعریف  ،در این قسمت

𝑅(𝜃̂𝑆, 𝜃;𝑊) = 𝐸 [𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒 (𝐿2
′ (𝜃𝑆 − 𝜃)

′
𝑊(𝜃̂𝑆 − 𝜃)𝐿2)]. (3-36                             )

  

 به صورت زیر است  𝜃𝑆تابع مخاطره برآوردگر  .(2162 کرونزیزا،) 4-9قضیه 

𝑅(𝜃̂𝑆, 𝜃;𝑊) = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊(Σ
−1 − Σ∗))𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2

′ 𝐿2) + 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿
′𝑊𝛿) 

                           −2𝐸 [ℎ (𝜒𝑝𝑞+2
2 (𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Ξ2𝛿

′Ξ1𝛿)))] 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿
′𝑊𝛿) 

                           +𝐸 [ℎ2 (𝜒𝑝𝑞+2
2 (𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Ξ2𝛿

′Ξ1𝛿)))] 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊Σ
∗)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2

′ 𝐿2) 
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                           +𝐸 [ℎ2 (𝜒𝑝𝑞+4
2 (𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Ξ2𝛿

′Ξ1𝛿)))] 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿
′𝑊𝛿), (3-32  )         

  

,Σ−1که در آن  Σ∗, 𝛿  داده شده است 2-3در لم . 

 فرض کنید ،براي سهولت در نوشتن :اثبات

𝜂 = (𝜃 − 𝜃)𝐿2  , 𝜉 = (𝑋 − 𝜃)𝐿2 

  :داریم ،(7-3)بنابراین از رابطه آمده است.  2-3در لم  𝜉و  𝜂توزیع  که

𝜃𝑆 = 𝜃 + ℎ‖𝜉‖Ξ1,Ξ2
2 𝜉𝐿2

−1. 

 ،از طرفی

𝐿2
′ (𝜃𝑆 − 𝜃)

′
= 𝐿2

′ ((𝜃 − 𝜃) + ℎ‖𝜉‖Ξ1,Ξ2
2 𝜉𝐿2

−1)
′
 

= 𝐿2
′ ((𝜃 − 𝜃)

′
+ (𝐿2

′ )−1𝜉′ℎ‖𝜉‖Ξ1,Ξ2
2 ) 

= 𝐿2
′ (𝜃̂ − 𝜃)

′
+ 𝐿2

′ (𝐿2
′ )−1𝜉′ℎ‖𝜉‖Ξ1,Ξ2

2  

= 𝜂′ + 𝜉′ℎ‖𝜉‖Ξ1,Ξ2
2 = (𝜂 + ℎ‖𝜉‖Ξ1,Ξ2

2 𝜉)
′
. 

  :نوشتتوان به صورت زیر را می( 36-3)بنابراین رابطه 

𝑅(𝜃̂𝑆, 𝜃;𝑊) = 𝐸 [𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒 ((𝜂 + ℎ‖𝜉‖Ξ1,Ξ2
2 𝜉)

′
𝑊(𝜂 + ℎ‖𝜉‖Ξ1,Ξ2

2 𝜉))] 

= 𝐸[𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝜂′𝑊𝜂 + 𝜂′𝑊ℎ‖𝜉‖Ξ1,Ξ2
2 𝜉 + 𝜉′ℎ‖𝜉‖Ξ1,Ξ2

2 𝑊𝜂

+ 𝜉′ℎ‖𝜉‖Ξ1,Ξ2
2 𝑊ℎ‖𝜉‖Ξ1,Ξ2

2 𝜉)] 

= 𝐸[𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝜂′𝑊𝜂 + 2ℎ‖𝜉‖Ξ1,Ξ2
2 𝜂′𝑊𝜉 + ℎ2‖𝜉‖Ξ1,Ξ2

2 𝜉′𝑊𝜉)]. 

  :یک تابع حقیقی مقدار باشد، خواهیم داشت ℎلذا وقتی 
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𝑅(𝜃̂𝑆, 𝜃;𝑊) = 𝐸{𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝜂
′𝑊𝜂)} + 2𝐸{(ℎ‖𝜉‖Ξ1,Ξ2

2 )𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝜂′𝑊𝜉)}  

                           +𝐸{(ℎ2‖𝜉‖Ξ1,Ξ2
2 )𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝜉′𝑊𝜉)}. (3-33                                         )

  

 

  :داریم 2-3و  6-6 هايو لم 3-3و  2-3 ،8-6 حال با استفاده از قضایاي

𝐸{𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝜂′𝑊𝜂)} = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒{𝐸(𝜂′𝑊𝜂)} 

= 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒{𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒[(Σ−1 − Σ∗)W′]L2
′ L2 + 𝛿

′𝑊𝛿} 

= 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒[𝑊(Σ−1 − Σ∗)𝐿2
′ 𝐿2] + 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿

′𝑊𝛿) 

= 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊(Σ−1 − Σ∗))𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2) + 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿

′𝑊𝛿), 

𝐸{(ℎ‖𝜉‖Ξ1,Ξ2
2 )𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝜂′𝑊𝜉)} = 𝐸[ℎ(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝜉′Ξ1𝜉Ξ2))𝜂

′𝑊𝜉] 

= 𝐸[ℎ(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Ξ2𝜉
′Ξ1𝜉))𝜂

′𝑊𝜉] 

= −𝐸[ℎ (𝜒𝑝𝑞+2
2 (𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Ξ2𝛿

′Ξ1𝛿))) 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿
′𝑊𝛿), 

𝐸{(ℎ2‖𝜉‖Ξ1,Ξ2
2 )𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝜉′𝑊𝜉)} = 𝐸[ℎ2(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Ξ2𝜉

′Ξ1𝜉))𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝜉
′𝑊𝜉)] 

= 𝐸 [ℎ2 (𝜒𝑝𝑞+2
2 (𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Ξ2𝛿

′Ξ1𝛿)))] 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊Σ
∗)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2

′ 𝐿2) 

    +𝐸 [ℎ2 (𝜒𝑝𝑞+4
2 (𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Ξ2𝛿

′Ξ1𝛿)))] 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿
′𝑊𝛿), 

   .                                                                                                    اثبات کامل استو 

مخاطره برآوردگرهاي  ،6-3بر اساس برآوردگرهاي ارائه شده در مثال و  𝜃𝑆حال با استفاده از مخاطره 

UE ،RE، SSE و PRSSE بنابراینآوریم. دست میرا به: 

𝑅(𝑋, 𝜃;𝑊) = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊(Σ−1 − Σ∗))𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2) + 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊Σ

∗)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2) 
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                      = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊Σ−1)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2),  (3-34                                                )

  

𝑅(𝜃̂, 𝜃;𝑊) = 𝑅(𝑋, 𝜃;𝑊) − 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊Σ∗)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2) + 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿

′𝑊𝛿). (3-39 )  

Δبراي محاسبه مخاطره برآوردگرهاي استاین و استاین مثبت با فرض  = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Ξ2𝛿
′Ξ1𝛿)، توان می

 :نوشت

𝑅(𝜃𝑠, 𝜃;𝑊) = 𝑅(𝑋, 𝜃;𝑊) − 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊Σ∗)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2) + 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿

′𝑊𝛿) 

 −2𝐸 (1 −
𝑝𝑞 − 2

𝜒𝑝𝑞+2
2 (Δ)

) 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿) 

    +𝐸 (1 −
𝑝𝑞 − 2

𝜒𝑝𝑞+2
2 (Δ)

)

2

𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊Σ∗)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2) 

   +𝐸 (1 −
𝑝𝑞 − 2

𝜒𝑝𝑞+4
2 (Δ)

)

2

𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿) 

= 𝑅(𝑋, 𝜃;𝑊) − 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊Σ∗)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2) + 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿

′𝑊𝛿) 

    − 2𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿) + 2(𝑝𝑞 − 2)𝐸 (𝜒𝑝𝑞+2
−2 (Δ)) 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿) 

    + 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊Σ∗)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2) − 2(𝑝𝑞 − 2)𝐸 (𝜒𝑝𝑞+2

−2 (Δ))

× 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊Σ∗)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2) 

    + (𝑝𝑞 − 2)2𝐸 (𝜒𝑝𝑞+2
−4 (Δ)) 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊Σ∗)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2

′ 𝐿2) 

    + 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿) − 2(𝑝𝑞 − 2)𝐸 (𝜒𝑝𝑞+4
−2 (Δ)) 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿) 

    + (𝑝𝑞 − 2)𝐸 (𝜒𝑝𝑞+4
−4 (Δ)) 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿) 
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= 𝑅(𝑋, 𝜃;𝑊) − (𝑝𝑞 − 2) [2𝐸 (𝜒𝑝𝑞+2
−2 (Δ)) − (𝑝𝑞 − 2)𝐸 (𝜒𝑝𝑞+2

−4 (Δ))]

× 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊Σ∗)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2) 

    + (𝑝𝑞 − 2) [2𝐸 (𝜒𝑝𝑞+2
−2 (Δ)) − 2𝐸 (𝜒𝑝𝑞+4

−2 (Δ)) + (𝑝𝑞 − 2)𝐸 (𝜒𝑝𝑞+4
−4 (Δ))]

× 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿). 

  :آخر داریم سطربراي عبارت داخل کروشه در  ،2-6حال با استفاده از نتیجه 

2𝐸 (𝜒𝑝𝑞+2
−2 (Δ)) − 2𝐸 (𝜒𝑝𝑞+4

−2 (Δ)) + (𝑝𝑞 − 2)𝐸 (𝜒𝑝𝑞+4
−4 (Δ)) 

   = (𝑝𝑞 + 2)𝐸 (𝜒𝑝𝑞+4
−4 (Δ)), 

 که در نتیجه

𝑅(𝜃̂𝑠, 𝜃;𝑊) = 𝑅(𝑋, 𝜃;𝑊) − (𝑝𝑞 − 2)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊Σ

∗) 

                            × [2𝐸 (𝜒𝑝𝑞+2
−2 (Δ)) − (𝑝𝑞 − 2)𝐸 (𝜒𝑝𝑞+2

−4 (Δ)) ] 

                                         + 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿)((𝑝𝑞)2 − 4)𝐸 (𝜒𝑝𝑞+4
−4 (Δ)). (3-31           )

  

 مشابهبه طریقی 

𝑅(𝜃𝑠+, 𝜃;𝑊) = 𝑅(𝑋, 𝜃;𝑊) − 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊Σ∗)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2) + 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿

′𝑊𝛿) 

 −2𝐸 [(1 −
𝑝𝑞 − 2

𝜒𝑝𝑞+2
2 (Δ)

) 𝐼
(𝜒𝑝𝑞+2
2 (Δ)>(𝑝𝑞−2))

] 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿) 

   +𝐸 [(1 −
𝑝𝑞 − 2

𝜒𝑝𝑞+2
2 (Δ)

)

2

𝐼
(𝜒𝑝𝑞+2
2 (Δ)>(𝑝𝑞−2))

] 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊Σ

∗) 

   +𝐸 [(1 −
𝑝𝑞 − 2

𝜒𝑝𝑞+4
2 (Δ)

)

2

𝐼
(𝜒𝑝𝑞+4
2 (Δ)>(𝑝𝑞−2))

] 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿). 
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𝐸حال با توجه به اینکه  [(1 −
𝑟

𝜒
) 𝐼(𝜒>𝑟)] = 𝐸 (1 −

𝑟

𝜒
) − 𝐸 [(1 −

𝑟

𝜒
) 𝐼(𝜒≤𝑟)]،  خواهیم

 :داشت

𝑅(𝜃𝑠+, 𝜃;𝑊) = 𝑅(𝜃𝑠, 𝜃;𝑊) 

+2𝐸 [(1 −
𝑝𝑞 − 2

𝜒𝑝𝑞+2
2 (Δ)

) 𝐼
(𝜒𝑝𝑞+2
2 (Δ)≤(𝑝𝑞−2))

] 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿) 

−𝐸 [(1 −
𝑝𝑞 − 2

𝜒𝑝𝑞+2
2 (Δ)

)

2

𝐼
(𝜒𝑝𝑞+2
2 (Δ)≤(𝑝𝑞−2))

] 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊Σ

∗) 

          −𝐸 [(1 −
𝑝𝑞−2

𝜒𝑝𝑞+4
2 (Δ)

)
2

𝐼
(𝜒𝑝𝑞+4
2 (Δ)≤(𝑝𝑞−2))

] 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿) (3-37                    )

   

;𝐻𝜈(𝑥و با فرض  Δ) = 𝑃{𝜒𝜈
2(Δ) ≤ 𝑥}, 𝑥 ≥ 𝑑 و 0 = 𝑝𝑞 −  :توان نتیجه گرفتمی ،2

𝑅(𝜃̂𝑠+, 𝜃;𝑊) = 𝑅(𝜃̂𝑠, 𝜃;𝑊) + 𝑑𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊Σ

∗) 

                      × [2𝐸 {𝜒𝑝𝑞+2
−2 (Δ)𝐼(𝜒𝑝𝑞+22 (Δ)≤𝑑) } – 𝑑 𝐸 {𝜒𝑟+2

−4 (Δ)𝐼(𝜒𝑝𝑞+22 (Δ)≤𝑑) }] 

                      −  𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊Σ

∗)𝐻𝑝𝑞+2(𝑑; Δ) + 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿
′𝑊𝛿) 

                      × [2𝐻𝑝𝑞+2(𝑑; Δ) − 𝐻𝑝𝑞+4(𝑑; Δ)] − 𝑑 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿
′𝑊𝛿) 

                      × [2𝐸 {𝜒𝑝𝑞+2
−2 (Δ)𝐼(𝜒𝑝𝑞+22 (Δ)≤𝑑) } − 2𝐸 {𝜒𝑝𝑞+4

−4 (Δ)𝐼(𝜒𝑝𝑞+42 (Δ)≤𝑑) }

+ 𝑑 𝐸 {𝜒𝑝𝑞+4
−4 (Δ)𝐼

(𝜒𝑝𝑞+4
2 (Δ)≤(𝑝𝑞−2))

 }]. 

 مقایسه برآوردگرها  9-9-4

(3-38  ) 
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، رفتار برآوردگرهاي مورد نظر را با 3-3-3در این زیربخش با استفاده از توابع مخاطره بدست آمده در 

 دهیم. یکدیگر مورد بررسی قرار می

  𝜽̂و  𝜽̃مقایسه برآوردگرهای 

𝑊به ازاي وزن  = Λ−1 داریم ، 

𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊Σ∗) = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒 (Λ−1Σ∗) = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐼𝑝) = 𝑝, 

𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿) = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′Λ−1𝛿) 

= (𝐿1𝜃𝐿2 − 𝑑)
′(𝐿1Λ𝐿1

′ )−1𝐿1𝛬𝛬
−1𝛬𝐿1

′ (𝐿1𝛬𝐿1
′ )−1(𝐿1𝜃𝐿2 − 𝑑) 

= (𝐿1𝜃𝐿2 − 𝑑)
′(𝐿1Λ𝐿1

′ )−1(𝐿1𝜃𝐿2 − 𝑑). 

 :( خواهیم داشت39-3( و )34-3از )بنابراین 

𝒟1 = 𝑅(𝜃̃, 𝜃; Λ
−1) − 𝑅(𝜃̂, 𝜃; Λ−1) 

= 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ

−1Σ∗) − 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′Λ−1𝛿) 

= 𝑝𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2) − 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒{(𝐿1𝜃𝐿2 − 𝑑)

′(𝐿1Λ𝐿1
′ )−1(𝐿1𝜃𝐿2 − 𝑑)}. 

𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒{(𝐿1𝜃𝐿2(، 3-3حال از آنجا که تحت محدودیت ) − 𝑑)
′(𝐿1Λ𝐿1

′ )−1(𝐿1𝜃𝐿2 − 𝑑)} =

0 

𝒟لذا 
1
> گوییم ورت مین صبزرگتري است. در ای داراي مخاطره  𝜃در مقایسه با  𝜃̃. یعنی برآوردگر 0

𝜃است و با  𝜃̃بهتر از برآوردگر  𝜃برآوردگر  ≻ 𝜃̃ دهیم. نشان می 

Δاز طرفی  = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′Ξ1𝛿(𝐿2
′ 𝐿2)

 ، که در آن (1−

𝛿′Ξ1𝛿 = (𝐿1𝜃𝐿2 − 𝑑)
′(𝐿1Λ𝐿1

′ )−1𝐿1𝛬Ξ1Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1(𝐿1𝜃𝐿2 − 𝑑). (3-53       )
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ΛΞ1  یک ماتریس خودتوان است، یعنیΛΞ1ΛΞ1 = ΛΞ1 و .Ξ1  ماتریس معین مثبت و در نتیجه

 بنابراین نامنفرد است.

ΛΞ1ΛΞ1Ξ1
−1 = ΛΞ1Ξ1

−1     ⟹     ΛΞ1Λ = Λ. 

  :نوشتنیز توان به صورت زیر ( را می35-3رابطه ) رواز این

𝛿′Ξ1𝛿 = (𝐿1𝜃𝐿2 − 𝑑)
′(𝐿1Λ𝐿1

′ )−1𝐿1Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1(𝐿1𝜃𝐿2 − 𝑑) 

                           = (𝐿1𝜃𝐿2 − 𝑑)
′(𝐿1Λ𝐿1

′ )−1(𝐿1𝜃𝐿2 − 𝑑). (3-41                            )

   

 در نهایت 

Δ = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′Ξ1𝛿(𝐿2
′ 𝐿2)

−1) 

> 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′Ξ1𝛿) 

     = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿1𝜃𝐿2 − 𝑑)
′(𝐿1Λ𝐿1

′ )−1(𝐿1𝜃𝐿2 − 𝑑).    (3-64                                   )

   

 ( خواهیم داشت46-3( و )41-3( نداریم، از )3-3در نتیجه زمانی که اطلاعی از درستی محدودیت )

𝒟
1
> Δ ، اگر0 < 𝑝𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2

′ 𝐿2) .باشد  

𝑝𝐿2اگر  همچنین 
′ 𝐿2 − (𝐿1𝜃𝐿2 − 𝑑)

′(𝐿1Λ𝐿1
′ )−1(𝐿1𝜃𝐿2 − 𝑑)  یک ماتریس معین مثبت

𝒟توان گفت که ، قویا میA-64و A-61باشد با توجه به قضیه 
1
> 0 . 

𝑝𝐿2اگر و 
′ 𝐿2 = (𝐿1𝜃𝐿2 − 𝑑)

′(𝐿1Λ𝐿1
′ )−1(𝐿1𝜃𝐿2 − 𝑑) در این صورت .Δ = 𝑝𝑚  و

𝒟
1
= 0 . 
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  𝜽̂𝒔و  𝜽̃مقایسه برآوردگرهای 

𝑊به ازاي وزن  = Λ−1( 41-3( و )31-3(، )34-3، و روابط)  توان نوشت می 2-6ونتیجه 

𝒟2 =     𝑅(𝜃̃, 𝜃; Λ
−1) − 𝑅(𝜃𝑠, 𝜃; Λ−1) 

=     𝑝(𝑝𝑞 − 2)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2) [2𝐸 (𝜒𝑝𝑞+2

−2 (Δ)) − (𝑝𝑞 − 2)𝐸 (𝜒𝑝𝑞+2
−4 (Δ)) ] 

              −𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′Λ−1𝛿)((𝑝𝑞)2 − 4)𝐸 (𝜒𝑝𝑞+4
−4 (Δ)) 

>   −Δ((𝑝𝑞)2 − 4)𝐸 (𝜒𝑝𝑞+4
−4 (Δ)) 

              +𝑝(𝑝𝑞 − 2)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2) [2𝐸 (𝜒𝑝𝑞+2

−2 (Δ)) − (𝑝𝑞 − 2)𝐸 (𝜒𝑝𝑞+2
−4 (Δ)) ] 

=     𝑝𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2) {(𝑝𝑞 − 2)𝐸 (𝜒𝑝𝑞+2

−2 (Δ))

+ [1 −
(𝑝𝑞)2 − 4

𝑝(𝑝𝑞 − 2)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2)

] (𝑝𝑞 − 2)Δ𝐸 (𝜒𝑝𝑞+4
−4 (Δ))} 

𝒟2لذا  >  به شرط آنکه 0

𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2) <

(𝑝𝑞)2−4

𝑝(𝑝𝑞−2)
 (3-46                                                                                )

  

𝜃𝑠(، 46-3ابراین با برقراري شرط )نب ≻ 𝜃̃ . 

 

 +𝜽̂𝒔و  𝜽̂𝒔مقایسه برآوردگرهای 

 ( داریم38-3( و )37-3دهیم. بنابراین از )انجام می 𝑊این مقایسه را به ازاي ماتریس وزن دلخواه 

𝒟
3
= 𝑅(𝜃𝑠, 𝜃;𝑊) − 𝑅(𝜃𝑠+, 𝜃;𝑊) 
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= +𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊Σ

∗)𝐸 [(1 − 𝑑𝜒𝑝𝑞+2
−2 (Δ))

2
𝐼(𝜒𝑝𝑞+2

2 (Δ) ≤ 𝑑)] 

          −2𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿)𝐸 [(1 − 𝑑𝜒𝑝𝑞+2
−2 (Δ)) 𝐼(𝜒𝑝𝑞+2

2 (Δ) ≤ 𝑑)] 

               +𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿)𝐸 [(1 − 𝑑𝜒𝑝𝑞+4
−2 (Δ))

2
𝐼(𝜒𝑝𝑞+4

2 (Δ) ≤ 𝑑)]. (3-42           )

  

𝜒𝑝𝑞+2ه به این نکته که به ازاي مقادیر حال با توج
2 (Δ) ≤ 𝑑 ، داریم 

[(1 − 𝑑𝜒𝑝𝑞+2
−2 (Δ)) 𝐼(𝜒𝑝𝑞+2

2 ≤ 𝑑)] < 0 

  ،(42-3در رابطه ) بنابراین

−2𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿)𝐸 [(1 − 𝑑𝜒𝑝𝑞+2
−2 (Δ)) 𝐼(𝜒𝑝𝑞+2

2 (Δ) < 𝑑)] > 0. 

 ریاضی متغیر تصادفی مثبت، مثبت است. بنابراین  دانیم که امیدهمچنین می

𝐸 [(1 − 𝑑𝜒𝑝𝑞+2
−2 (Δ))

2
𝐼(𝜒𝑝𝑞+2

2 (Δ) < 𝑑)] > 0,  

𝐸 [(1 − 𝑑𝜒𝑝𝑞+4
−2 (Δ))

2
𝐼(𝜒𝑝𝑞+4

2 (Δ) < 𝑑)] > 0. 

𝒟 ، مثبت است. یعنی𝜃( به ازاي هر مقدار 42-3در نتیجه تفاضل در )
3
> +𝜃𝑠 و بنابراین  .0 ≻ 𝜃𝑠 . 

 توان اینگونه بیان کرد که برآوردگراز آنجا که مقایسه را بر اساس ماتریس وزن دلخواه انجام دادیم، می

𝜃𝑠+  یکنواخت بر برآوردگر  طوربه𝜃𝑠 .برتري دارد 

 برآورد انقباضی در مدل منحنی رشد  9-4
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براي توزیع ماتریس خطاي  ايویژهفرض  ن کهدر فصل دوم، در مدل رگرسیون خطی چندمتغیره، بدون ای

نظر هاي قبلی، بدون در همچنین در بخش. برآوردگرهاي نااریب را به دست آوردیم ،مدل در نظر بگیریم

مورد  ،گرفتن یک مدل رگرسیونی خاص، برآوردگرهاي انقباضی براي میانگین در توزیع نرمال ماتریسی

 (63-2)در این بخش ابتدا مدل منحنی رشد، که تعمیمی از مدل رگرسیون چندمتغیره . بحث قرار گرفت

 ،ماتریسی است ه ماتریس خطاي مدل داراي توزیع نرمالن کباشد را معرفی کرده، سپس با فرض ایمی

ست ه داستاین مثبت را براي برآورد ماتریس پارامترهاي مدل بنوع برآوردگرهاي انقباضی نوع استاین و 

 .آوریممی

 مدل منحنی رشد  9-4-1

 با نمادیک مدل تجربی از تکامل تدریجی یک متغیر کمی در طول زمان است که آن را  ،منحنی رشد

GCM 9یافتهآنالیز واریانس چندمتغیره تعمیمیک مدل این ، دهندنمایش می (GMANOVA)  است که

-هاي زمانی مشخص، مکرراً اندازهدر تعدادي از بازهها متغیر پاسخ هاي طولی که در آنبراي آنالیز داده

، را توان یک الگوي کلی از تغییرات متغیر پاسخمی بنابراین گیرد.شود، مورد استفاده قرار میگیري می

مدت سروکار داریم و روش سري زمانی مدت یا میانکوتاههاي زمانی در مواقعی که با بازه ویژهبه. پیدا کرد

هاي اربردهاي زیادي که دارد در زمینهبا ک GCM. کاربردي ندارد، مدل منحنی رشد بسیار مفید است

هاي رشد یا روند در یتوان به کاربرد آن در تجزیه و تحلیل منحناز آن جمله می. یافته است اهبسیاري ر

 .(6585وان رزُن،  و  2112، 1پان و فانگ) شناسی و تحقیقات پزشکی اشاره کردزیستی، زیست آمار

                                                           
5 Generalized multivariate analysis of variance 
6 Pan and Fang 
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 GCM اما .استمنتشر شده ( 6538) 7ویشارت توسط هاي رشدمنحنی ارتباط با دراولین مقاله  

هاي رشد منحنی موردمعرفی شد. براي آگاهی بیشتر در  (6514) 8هاف و رويبراي اولین بار توسط پات

به پان و توان میهاي منحنی رشد تشخیص آماري با مدل برايو ( 6559) 5به کتاب شیرساگار و اسمیت

 ( 2119)رُزن در کتاب کولو و وان را ترياطلاعات جامعتوان میهمچنین . نمودمراجعه ( 2112)فانگ 

 . یافت

𝑝ماتریسی در اندازه  𝑋 فرض کنید (GCM) 1-9تعریف  × 𝑛 ، 𝐴  ماتریسی در اندازه𝑝 × 𝑞، 

 𝑞 ≤ 𝑝، 𝐵  در اندازه𝑞 × 𝑘 و 𝐶  در اندازه𝑘 × 𝑛  که   طوريه بباشند 𝑟(𝐶) + 𝑝 ≤ 𝑛و Λ  یک

 :کنیمتعریف می صورت مدل منحنی رشد را به صورت زیر در این. باشد 𝑝معین مثبت با بعد ماتریس 

𝑋 = 𝐴𝐵𝐶 + Λ1 2⁄ 𝐸,  (3-43                                                                                      )

  

,𝐸 ~𝑀𝑁𝑝×𝑛(oکه در آن  𝐼𝑝⊗ 𝐼𝑛). توان نوشتمی 6-6 بنابراین با توجه به لم: 

𝑋 ~ 𝑀𝑁𝑝×𝑛(𝐴𝐵𝐶, Λ⊗ 𝐼𝑛),  (3-44    )                                                                     

-ماتریس Λو  𝐵ماتریس طرح بین گروهی و معلوم،  𝐶 ماتریس طرح درون گروهی و معلوم، 𝐴که در آن 

متغیره، با -pمستقل از هم و داراي توزیع نرمال  𝑋هاي ماتریس ستون .هاي پارامتر نامعلوم هستند

𝐸(𝑋)و همچنین  هستند Λانس نامعلوم ماتریس کوواری = 𝐴𝐵𝐶 . 

 (، مثال زیر را ببینید.43-3) مدلبراي درك بهتر از  

                                                           
7 Wishart 
8 Potthaff and Roy 
9 Smithand  Kshirsagar 
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حیوان وجود دارد. هر  𝑛𝑗ام، -𝑗گروه تیمار از حیوانات داریم. بطوریکه در گروه  3فرض کنید : 4-9مثال 

بررسی میزان افزایش وزن در هر گروه است. براي  ،گیرد. هدفروش درمانی مختلف قرار می 𝑞گروه تحت 

شوند. گیري مینقطة زمانی مشابه اندازه 𝑝در پس از اعمال هر روش درمانی،  این منظور همة حیوانات

𝑡𝑟)مثلا  , 𝑟 = 1,2,… , 𝑝 شرط لازم براي کاربرد  گیري در نقاط زمانی مشابه()اندازه (. که این موضوع

GCM  .تغییرات وزن بنابرایناست 𝑛  حیوان در𝑝 مثلماتریس تصادفیتوان در قالب یک را می نقطه ، 

𝑋، با بعد 𝑝 × 𝑛 ،که در آن  نمایش داد𝑛 = 𝑛1 + 𝑛2 + 𝑛3 هر ستون .𝑋 بیانگر مشاهدات اندازه-

متعلق به گروه یک،  𝑋ستون از ماتریس  𝑛1نقطة زمانی است. اولین  𝑝گیري شده براي یک حیوان در 

𝑛2  گروه دو و الی آخر.به متعلق ستون بعدي  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n n n n n n n n n

n n n n n n n n n

p p pn p n p n n p n n p n n n
p n

X X X X X X X

X X X X X X X
X

X X X X X X X

     

     

     


 
 
 
 
  
 

1 1 1 2 1 2 1 2 3

1 1 1 2 1 2 1 2 3

1 1 1 2 1 2 1 2 3

11 12 1 1 1 1 1 1 1

21 22 2 2 1 2 2 1 2

1 2 1 1

 

، 𝜇𝑗میانگین  داراي توزیع نرمال چندمتغیره با اتحیوانگروه از هر  وزناند که بر اساس تجربه دریافته

𝑗 = مستقل  هاي مختلف،در گروه گیري حیواناتاست. همچنین اندازه Λیانس کووارماتریس  ، و1,2,3

𝑞اي از درجه یک چند جمله ،شود میانگین توزیع براي هر گروه تیمارو فرض میباشد از هم می − 1 

 به صورت زیر است:  𝑡امین گروه تیمار در زمان -𝑗از  𝜇𝑗نسبت به زمان است. بنابراین میانگین 

𝜇𝑗 = 𝛽1𝑗 + 𝛽2𝑗𝑡 + ⋯+ 𝛽𝑞𝑗𝑡
𝑞−1,           𝑗 = 1,2,3 (3-94         )                              

   

 پارامترهاي نامعلوم هستند. 𝛽𝑖𝑗که در آن 

3در اندازه  ،𝐶 ،ماتریس طرح بین گروهی ،𝑋با توجه به ساختار  × 𝑛 به صورت  
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... ... ...

...   ...   ...

... ... ...

n n n

C

n

 
 
 

  
 
 
  

1 2 3

1 1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1 1

3

 

𝑝در اندازه  ،𝐴، و ماتریس طرح درون گروهی × 𝑞  شود:نتیجه میبه صورت زیر 

q

q

q
p p

tt

t t
A

t t







 
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 


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 

1
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1
2 2

1

1

1

1

 

 را به صورت زیر نوشت:  𝑋 ریاضی ماتریس امید توان( می49-3رابطه ) از 

𝐸(𝑋) = 𝐴𝐵𝐶 

𝑞 یک ماتریس 𝐵که طوريبه × 𝑖که در آن باشد. می 𝛽𝑖𝑗از پارامترهاي  3 = 1,2,… , 𝑞  و𝑗 =

1,2,3.  

 برآوردگرانقباضی  9-4-2

به عنوان برآوردگر اولیه، و از   𝐵پارامتر ماتریسی  ماکزیمماز برآوردگر درستنمایی  ،لهمانند بخش قب

 . کنیمبرآوردگر محدودشده آن تحت یک قید خطی، به عنوان یک برآوردگر جدید استفاده می

𝑟(𝐴)تمام رتبه باشند، یعنی  𝐶و  𝐴اگر  .(2119رُزن، کولو و وان) 0-9قضیه  = 𝑞  و𝑟(𝐶) = 𝑘 . در

 به صورت زیر است ،(38-3)در مدل منحنی رشد  𝐵 ماکزیممصورت برآوردگر درستنمایی این



 برآورد انقباضی

 

82 
 

𝐵̃𝑞×𝑘 = (𝐴
′𝑆−1𝐴)−1𝐴′𝑆−1𝑋𝐶′(𝐶𝐶′)−1  (3-14                                                      )

  

𝑆𝑝×𝑝که در آن   = 𝑋(𝐼 − 𝐶
′(𝐶𝐶′)−1𝐶)𝑋′. 

 حال فرض کنید قیدي خطی به صورت

𝐵 = 𝐵0 (3-47                                                                                                           )  

گر توان دید که برآورد، تحمیل شده است. در این صورت به سهولت می(43-3) به فضاي پارامتر مدل

   :محدودشده به صورت زیر است ماکزیممدرستنمایی 

𝐵̂𝑞×𝑘 = 𝐵0. (3-84                                                                                                    )  

کلاسی از برآوردگرهاي انقباضی را با یک عامل انقباض کلی به صورت زیر تشکیل  ،بخش قبل حال مشابه

 :دهیممی

𝐵̂𝑆 = 𝐵̂ +  ℎ( ∥ 𝐵̃ − 𝐵̂ ∥)(𝐵̃ − 𝐵̂),  (3-54             )                                                 

 .اندداده شده( 47-3)و ( 41-3)به ترتیب در روابط  B̂و  B̃که درآن 

 مخاطره  محاسبه  9-4-9

 همچنین فرض  است. استفاده شده 9-6و  4-6براي محاسبه توابع مخاطره از تعاریف ،در این زیربخش

Σ شده است  = (𝐴′𝑆−1𝐴)−1𝐴′𝑆−1  و𝛿 = 𝐵 − 𝐵o . 

 صورت زیر است  به 𝐵̂𝑆تابع مخاطره برآوردگر   **6-9 قضیه
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𝑅(𝐵̂𝑆, 𝐵;𝑊) = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿
′𝑊𝛿) − 2𝐸 [ℎ (𝜒𝑝𝑞+2

2 (𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝛿)))] 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿) 

                            +𝐸 [ℎ2 (𝜒𝑝𝑞+2
2 (𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝛿)))] 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊ΣΛΣ′)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐶𝐶′)−1 

                            +𝐸 [ℎ2 (𝜒𝑝𝑞+4
2 (𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝛿)))] 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿).  (3-91               )  

  نوشتن، فرض کنید براي سهولت در: اثبات

𝜂 = 𝐵̂ − 𝐵,           𝜉 = 𝐵̃ − 𝐵 

,𝜂~𝑞×𝑘(−𝛿که در آن  o) و 𝜉~ 𝑀𝑁𝑞×𝑘 (𝛿, (ΣΛΣ
′) ⊗ (𝐶𝐶′)−1). 

 توان نوشت:می 4-3بنابراین با روشی مشابه قضیه 

𝑅(𝐵̂𝑆, 𝐵;𝑊) = 𝐸{𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝜂
′𝑊𝜂)} + 2𝐸{(ℎ‖𝜉‖Ξ1,Ξ2

2 )𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝜉′𝑊𝜂)}  

                            +𝐸{(ℎ2‖𝜉‖Ξ1,Ξ2
2 )𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝜉′𝑊𝜉)}. 

 داریم: 6-6و لم  3-3و  2-3، 3-6حال با استفاده از قضایاي  

𝐸{𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝜂′𝑊𝜂)} = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿) 

𝐸{ℎ(‖𝜉‖2)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝜉′𝑊𝜂)} = −𝐸 [ℎ (𝜒𝑝𝑞+2
2 (𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝛿)))] 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿) 

𝐸{ℎ2‖𝜉‖2𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝜉′𝑊𝜉)} = 𝐸 [ℎ2 (𝜒𝑝𝑞+2
2 (𝑡𝑟(𝛿′𝛿)))] 𝑡𝑟(𝑊ΣΛΣ′)𝑡𝑟(𝐶𝐶′)−1 

                                      +𝐸 [ℎ2 (𝜒𝑝𝑞+4
2 (𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝛿)))] 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿). 

                                                                                                                        و اثبات کامل است.

,𝑅(𝐵̂𝑆را با کمک  ي دیگر، مخاطره برآوردگرها6-3حال بنا بر مثال    𝐵;𝑊) آوریم.دست میبه 

 :بنابراین داریم
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𝑅(𝐵̂, 𝐵;𝑊) = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿). (3-69                                                                      )  

𝑅(𝐵̃, 𝐵;𝑊) = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊ΣΛΣ′)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐶𝐶′)−1. (3-29                                            )

  

Δبراي محاسبه مخاطره برآوردگرهاي استاین و استاین مثبت با فرض  = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝛿)، وشتتوان نمی 

𝑅(𝐵̂𝑠, 𝐵;𝑊) =  𝑅(𝐵̃, 𝐵;𝑊) 

                             − (𝑝𝑞 − 2)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊ΣΛΣ′)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐶𝐶′)−1 

                             × [2𝐸 (𝜒𝑝𝑞+2
−2 (Δ)) − (𝑝𝑞 − 2)𝐸 (𝜒𝑝𝑞+2

−4 (Δ))] 

                             + 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿)((𝑝𝑞)2 − 4)𝐸 (𝜒𝑝𝑞+4
−4 (Δ)). (3-39                     )

   

𝑑و با فرض  = 𝑝𝑞 −   :داریم ،2

𝑅(𝐵̂𝑠+, 𝐵;𝑊) = 𝑅(𝐵̂𝑠, 𝐵;𝑊) 

              + 2𝐸 [(1 − 𝑑𝜒𝑝𝑞+2
−2 (Δ)) 𝐼

(𝜒𝑝𝑞+2
2 (Δ))

< 𝑑] 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿) 

              − 𝐸 [(1 − 𝑑𝜒𝑝𝑞+2
−2 (Δ))

2
𝐼
(𝜒𝑝𝑞+2
2 (Δ))

< 𝑑] 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊ΣΛΣ′)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐶𝐶′)−1 

              − 𝐸 [(1 − 𝑑𝜒𝑝𝑞+4
−2 (Δ))

2
𝐼
(𝜒𝑝𝑞+4
2 (Δ))

< 𝑑] 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿) (3-49               )

  

 مقایسه برآوردگرها 9-4-4
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، رفتار برآوردگرهاي مورد نظر را با 3-4-3 در با استفاده از توابع مخاطره بدست آمده قسمت در این

-نیز نمایش میدر این رابطه تابع مخاطره برآوردگرها را با رسم نمودار دهیم. یکدیگر مورد بررسی قرار می

𝑝 دهیم. براي رسم نمودارها فرض شده که = 3، 𝑞 = 1، 𝑘 = 2، 𝑚 = 3، 𝐴 = (0,1,−1)′ 

 Λ = 𝐷𝑖𝑎𝑔(0/2,2,10)، 𝑆 = 𝐷𝑖𝑎𝑔(0/3,2,5) و 𝐶 = (
1 0 0
0 1 0

) . 

  𝑩̂و  𝑩̃مقایسه برآوردگرهای 

𝑊به ازاي وزن  = 𝐼( داریم92-3( و )96-3)هاي ، از رابطه: 

𝒟1 = 𝑅(𝐵̃, 𝐵; 𝐼) − 𝑅(𝐵̂, 𝐵; 𝐼) 

= 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(ΣΛΣ′)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐶𝐶′)−1 − 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝛿) 

                                  = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(ΣΛΣ′)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐶𝐶′)−1 − Δ. (3-99                               )  

𝛿(، 47-3تحت محدودیت )  = 𝒟. لذا 0
1
> 𝐵̂ بنابراین ، و0 ≻ 𝐵̃. 

 ( داریم 99-3همچنین از رابطه )

𝒟1 > 0      ⟺       Δ < 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(ΣΛΣ′)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐶𝐶′)−1. 

رسم  Δنمودار توابع مخاطره آنها را بر حسب  𝐵̃و  𝐵̂( به منظور مقایسه برآوردگرهاي 2-3در شکل )

شود که مشاهده می باشد.می 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(ΣΛΣ′)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐶𝐶′)−1نقطه ایم. محل تلاقی دو نمودار کرده

مخاطره برآوردگر درستنمایی ماکزیمم محدودنشده ثابت است، در حالیکه مخاطره برآوردگر درستنمایی 

یعنی با دور شدن از درستی فرض  Δ( صفر، و با افزایش 47-3) ماکزیمم محدودشده تحت درستی قید

 شود.افزایش یافته و از کنترل خارج می
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اي محدودنشده و محدودشدهبرآوررگره مخاطره توابع نمودار  (2-3)شکل  

 

  𝑩̂𝒔و  𝑩̃مقایسه برآوردگرهای 

𝑊به ازاي وزن  = 𝐼( می93-3(، )92-3، و روابط ) توان نوشت 

𝒟2 = 𝑅(𝐵̃, 𝐵; 𝐼) − 𝑅(𝐵̂
𝑠, 𝐵; 𝐼) 

= (𝑝𝑞 − 2)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(ΣΛΣ′)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐶𝐶′)−1 

           × [2𝐸 (𝜒𝑝𝑞+2
−2 (Δ)) − (𝑝𝑞 − 2)𝐸 (𝜒𝑝𝑞+2

−4 (Δ))] 

           −Δ((𝑝𝑞)2 − 4)𝐸 (𝜒𝑝𝑞+4
−4 (Δ)). (3-79      )                                                     

  

Δباشد و در نقطه می Δ( یک تابع ناافزایشی بر حسب 97-3حال از آنجا که رابطه )  = مقدار ماکزیمم  0

𝒟گیرد، بنابراین خود را می
2
> 𝐵̂𝑠 و .0 ≻ 𝐵̃ . 

شود که دهد، مشاهده میرا نشان می 𝐵̂𝑠و  𝐵̃اختلاف اندازه مخاطره برآوردگرهاي ( که 3-3شکل )در 

-( که نمودار تابع مخاطره آنها را نمایش می4-3همواره مثبت است. و در شکل ) Δاین اختلاف بر حسب 
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نوع  در واقع برآوردگر است. 𝐵̃همواره کمتر از مخاطره  Δبر حسب  𝐵̂𝑠شود که مخاطره دهد، ملاحظه می

 استاین همواره بر برآوردگر محدودنشده برتري دارد.

 

(  تمودار اختلاف اندازه مخاطره برآوردگرهاي محدودنشده و نوع استاین 3-3شکل )               برآوردگرهاي محدودنشده و نوع استاینمخاطره  ابع( نمودار ت4-3شکل)        

 +𝑩̂𝒔و  𝑩̂𝒔مقایسه برآوردگرهای 

 ( داریم94-3( و )93-3دهیم. بنابراین از )انجام می 𝑊این مقایسه را به ازاي ماتریس وزن دلخواه 

𝒟
3
= 𝑅(𝐵̂𝑠, 𝐵;𝑊) − 𝑅(𝐵̂𝑠+, 𝐵;𝑊) 

= + 𝐸 [(1 − 𝑑𝜒𝑝𝑞+2
−2 (Δ))

2
𝐼
(𝜒𝑝𝑞+2
2 (Δ))

< 𝑑] 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊ΣΛΣ′)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐶𝐶′)−1 

          − 2𝐸 [(1 − 𝑑𝜒𝑝𝑞+2
−2 (Δ)) 𝐼

(𝜒𝑝𝑞+2
2 (Δ))

< 𝑑] 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿) 

             + 𝐸 [(1 − 𝑑𝜒𝑝𝑞+4
−2 (Δ))

2
𝐼
(𝜒𝑝𝑞+4
2 (Δ))

< 𝑑] trace(δ′Wδ) (3-89                  )

  

𝒟حال با استدلالی همانند بخش قبل خواهیم داشت 
3
> +𝐵̂𝑠و بنابراین . 0 ≻ 𝐵̂𝑠. 
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نمودار حاکی از این مطلب دهد. را نشان می +𝐵̂𝑠و  𝐵̂𝑠( نمودار تابع مخاطره برآوردگرهاي 9-3شکل )

 برآوردگر نوع استاین مثبت همواره از برآوردگر نوع استاین بهتر است. است که

 

 ي نوع استاین و استاین مثبتبرآوررگرها مخاطره تابع نمودار  (9-3)شکل
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 فصل چهارم

 گون ماتریسیهای بیضیبرآورد انقباضی در مدل
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 مقدمه  4-1

کنند، متغیره نقش مهمی در آمار کلاسیک و بیزي ایفا میمتغیره و چندهاي نرمال تکزیعتواگرچه 

هاي یک یا چندمتغیره غیرنرمال کنند و از مدلهاي طبیعی از مدل نرمال پیروي نمیبسیاري از پدیده

هاي با )توزیع 2گونو بیضی 6هاي کرويشود. در این میان به خانواده توزیعبندي آنها استفاده میبراي مدل

گون، بسیاري از هاي بیضیدر دو دهه اخیر، توجه بیشتري شده است. توزیع ،منحنی تراز بیضی شکل(

-ها را میهاي مرسوم تحلیل دادهخواص توزیع نرمال چندمتغیره را دارا هستند. بنابراین بسیاري از روش

 کار برد. هگون بهاي بیضیتوان به طور مستقیم در خانواده توزیع

 9( و هارتمن و ویتنر6534) 4(، بارتلت6811) 3در این خصوص توسط ماکسول هاییهمقال

ها در مهندسی، توسط بلیک و در خصوص کاربردهاي این توزیع تازه. تحقیقات اند( ارائه شده6541)

لین مجموعه کامل ( دنبال شد. او6573( شروع و توسط چو )6518) 7گرو و واگنرمک( و 6518) 1توماس

-این خانواده از توزیع منظمو پس از آن بررسی رفتار  ( ارائه شده5716) 8توسط کلکر ،هادرباره این توزیع

هاي ، با محتواي مروري بر توزیع( انجام گرفت. چندین مقاله6586و همکاران ) 5ها، توسط کمبانیس

( و اندرسن 6556) 66(، اندرسن و فنگ6586) 61گون و استنباط آماري در این زمینه، از چیلسکیبیضی

ها، به خصوص ( بحث کاملی بر روي این خانواده از توزیع6572و کاتز ) 62( وجود دارد. جانسون6553)

                                                           
1 distributionSpherical  
2 Elliptically contoured distribution 
3 lleMaxw 
4 Bartlett 
5 Hartman and Wintner 
6 Blake and Thomas 
7 McGraw and Wagner 
8 rKelke 
9 Cambanis 

10 Chmielewski 
11 Anderson and Fang 
12 Johnson 
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مقاله تحقیقاتی بر روي این  چهل(، 6551ند. فنگ و اندرسن )چندمتغیره انجام دادتوزیع استیودنت 

توان در را می هاآماري آنها و استنباط بر روي این توزیع جامعی ند. مطالعهها گردآوري کردتوزیع

 69گوپتا و وارگا ( و6551و همکاران ) (، فنگ6551) 64ژانگ فنگ و، (6582) 63میرهد هايمجموعه کتاب

در آرشی توان میگون در رگرسیون و برآورد انقباضی را هاي بیضیتوزیع جدید ( یافت. کاربردهاي6559)

 ( یافت.2161)

را براي این  3کرده و نتایج فصل  معطوف گون ماتریسیهاي بیضیاین فصل توجه خود را به توزیعدر 

 دهیم.ها تعمیم میخانواده از توزیع

 گون ماتریسیهای بیضیمختصری درباره توزیع  4-2

هاي کروي باشند، لذا ابتدا توزیعهاي کروي مییافته توزیعصورت تعمیم ،گونهاي بیضیاز آنجا که توزیع

 کنیم. ماتریسی را معرفی می

 های کروی ماتریسیتوزیع  4-2-1

، کروي 61کروي-هاي چپیعنی توزیع هاي کروي ماتریسیتوزیعدر این زیربخش چهار کلاس از 

( معرفی کرده و برخی از 6551را مطابق با فنگ و ژانگ ) 65گونو کروي 68، کروي برداري67چندمتغیره

 کنیم. ارائه میها را هاي آنویژگی

                                                           
13 Muirhead 
14 Zhang 
15  Gupta and Varga 
16 spherical distribution-Left 
17 phericalsMultivariate  
18 spherical-Vector 
19 Spherical distribution 
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𝑛در اندازه  𝑋 ماتریس تصادفی  1-4تعریف × 𝑝  است اگر کروي-چپداراي توزیع 𝑋  وΛ𝑋 توزیع هم

 باشند به عبارتی داریم

𝑋
d

  Λ𝑋 

Λکه در آن  ∈ 𝑂(𝑛) . 

𝜑و  چپ کرويداراي توزیع  𝑋فرض کنید   (6551)فنگ و ژانگ،  1-4لم 
𝑋
(𝑇)  تابع مشخصه آن باشد؛

𝑛ماتریسی در اندازه  𝑇که در آن  × 𝑝 صورت  در اینباشد. می 

𝜑𝑋(𝑇) =  𝜙(𝑇
′𝑇). 

 است.  𝑇′𝑇تابعی از  ،به عبارتی تابع مشخصه

  :با استفاده از تعریف تابع مشخصه داریم: اثبات

𝜑𝑋(𝑇) = 𝐸[exp(𝑖𝑡𝑟(𝑇
′𝑋))] 

= 𝐸[exp(𝑖𝑡𝑟(𝑇′𝛬′𝛬𝑋))], Λ ∈ 𝑂(𝑛) 

= 𝐸[exp(𝑖𝑡𝑟(𝛬𝑇)′𝛬𝑋)]. 

𝑋(، 6-4بنا بر تعریف )
d

  Λ𝑋،  لذا 

𝜑𝑋(𝑇) = 𝐸[exp(𝑖𝑡𝑟(𝛬𝑇)
′𝑋)] 

= 𝜑𝑋(Λ𝑇) 

 باشد و اثبات کامل است.   داراي خاصیت پایایی ماکزیمال بر روي تبدیلات متعامد می 𝜑(𝑇)بنابراین 

𝑛در اندازه  𝑋اگر     × 𝑝 کروي، با تابع مشخصه -داراي توزیع چپ𝜙(𝑇′𝑇) ،را با نماد آن باشد

𝑋 ~ 𝐿𝑆𝑛×𝑝(𝜙) تر با نماد و یا به طور ساده𝑋 ~ 𝐿𝑆(𝜙) دهیم. نمایش می 
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𝑛در اندازه  𝑋اگر   2-4تعریف  × 𝑝 کروي، و -داراي توزیع چپ𝑋′𝑋 = 𝐼𝑝، گاه آن𝑋  داراي توزیع

 . شودداده مینمایش  𝑋 ~ 𝒰𝑛×𝑝یکنواخت است و با نماد 

بوده و  21کروي-داراي توزیع راست 𝑋کروي باشد، در این صورت -چپداراي توزیع  ′𝑋اگر   9-4عریف ت

است، اگر هم چپ  گونداراي توزیع کروي 𝑋شود. همچنین نمایش داده می 𝑋 ~ 𝑅𝑆𝑛×𝑝(𝜙)با نماد 

 شود. نمایش داده می 𝑋 ~ 𝑆𝑆𝑛×𝑝(𝜙)کروي و هم راست کروي باشد و با نماد 

( به صورت زیر 6555)26توسط گوپتا و ناگار گونهاي راست کروي و کرويدیگري براي توزیع هايتعریف

 :نداارائه شده

𝑛در اندازه  𝑋ماتریس تصادفی   4-4تعریف  × 𝑝  داراي توزیع 

𝑋کروي است اگر -راست .6
d

  𝑋Λ که در آن ،Λ ∈ 𝑂(𝑝). 

𝑋گون است اگر  کروي .2
d

  Γ𝑋Λ که در آن ،Λ ∈ 𝑂(𝑝), Γ ∈ 𝑂(𝑛). 

𝑛در اندازه  𝑌فرض کنید  .(6551فنگ و ژانگ، ) 1-4قضیه  × 𝑝 کروي، و -چپ𝑌′𝑌
d

  𝑋′𝑋  در این

𝑋صورت  
d

𝑌. 

در  𝐴. در این صورت ماتریس تصادفی 𝑋 ~ 𝐿𝑆𝑛×𝑝(𝜙)فرض کنید  .(6555گوپتا و ناگار، ) 2-4 قضیه

𝑝اندازه  × 𝑝 که طوريه وجود دارد، ب 

𝑋
d

𝑈𝐴, 

 باشد. می 𝐴مستقل از  𝑈 ~ 𝒰𝑛×𝑝که در آن 

                                                           
20 spherical distribution-Right 
21 Nagar 
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𝑛در اندازه  𝑋 براي اثبات: × 𝑝 ماتریس تصادفی ،𝐴  در اندازه𝑝 × 𝑝 که  طوريه وجود دارد ب𝐴′𝐴
d



𝑋′𝑋 همچنین .𝐴  مستقل از𝑈 ~𝒰𝑛×𝑝 .است 

𝑌حال فرض کنید  = 𝑈𝐴 در این صورت .𝑌 کروي و -داراي توزیع چپ 

𝑌′𝑌 = 𝐴′𝑈′𝑈𝐴 = 𝐴′𝐴
d

𝑋′𝑋. 

𝑌، داریم 6-4بنابراین با استفاده از قضیه 
d

𝑋                                        .و اثبات کامل است     

𝜆1، و 𝑝یک ماتریس معین نامنفی با بعد  𝐴فرض کنید  در این قسمت ≥ ⋯𝜆𝑝 ≥ ویژه آن  مقادیر 0

𝜆(𝐴) فرض کنید . همچنینباشند = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1, … 𝜆𝑝). 

𝑛در اندازه  𝑋اگر . (6555)گوپتا و ناگار،  9-4قضیه  × 𝑝  و 𝑛 ≤ 𝑝 گون باشد، رويداراي توزیع ک

 آنگاه

𝑋
d

𝑈Λ𝑉, 

Λو  𝑈 ~ 𝒰𝑛×𝑝 ،𝑉  ~ 𝒰𝑝×𝑝که در آن  = 𝜆 ((𝑋′𝑋)
1

 مستقل از یکدیگرند.  (2

، در این صورت تابع مشخصه آن به باشد کرويداراي توزیع  𝑋اگر  .(6555)گوپتا و ناگار،  4-4قضیه 

 می باشد.  𝜙(𝜆(𝑇′𝑇))فرم 

𝑛در اندازه  𝑋ماتریس تصادفی   0-4تعریف  × 𝑝 اگر تابع  ،داراي توزیع کروي چندمتغیره است

𝜙(𝑡1مشخصه آن به فرم 
′𝑡1, … 𝑡𝑝

′ 𝑡𝑝) ،که در آن  باشد𝑇 = (𝑡1, … 𝑡𝑝)آن را با نماد  . در این صورت

𝑋 ~ 𝑀𝑆𝑛×𝑝(𝜙) دهندنمایش می. 
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𝑋 فرض کنید  6-4تعریف  = (𝑥1, … , 𝑥𝑝)  یک ماتریس𝑛 × 𝑝 و ،𝑣𝑒𝑐(𝑋) = (𝑥1
′ , … , 𝑥𝑝

′ ) . 

برداري است و با نماد داراي توزیع کروي  𝑋صورت  در این 𝑣𝑒𝑐(𝑋) ~ 𝑆𝑛𝑝(𝜙)اگر 

𝑋 ~ 𝑉𝑆𝑛×𝑝(𝜙) دهندنمایش می . 

 کروی ماتریسی هایهای توزیعارتباط بین کلاس  4-2-2

 فرض کنید

ℱ
1
= {𝐹(𝑋): 𝑋 ~ 𝐿𝑆(𝜙)}, 

ℱ
2
= {𝐹(𝑋): 𝑋 ~ 𝑀𝑆(𝜙)}, 

ℱ
3
= {𝐹(𝑋): 𝑋 ~ 𝑉𝑆(𝜙)}, 

ℱ
𝑠
= {𝐹(𝑋): 𝑋 ~ 𝑆(𝜙)}, 

𝑛در اندازه  𝑋که در آن  × 𝑝  و است𝐹(𝑋)  تابع توزیع𝑋 دهد. را نشان می 

 است:هاي کروي ماتریسی برقرار رابطه زیر بین کلاس توزیع .(6551)فنگ و ژانگ،  2-4لم 

ℱ
1
⊃ ℱ

2
⊃ ℱ

3
و     ℱ

1
⊃ ℱ

𝑠
⊃ ℱ

3
. 

ℱتوان نتیجه گرفت که کلاس بنابراین می
1

 کروي است. هايبزرگترین کلاس توزیع 

𝑋فرض کنید  ∈ ℱ
𝑖

𝑖که در آن   ، = ولی  چگالی نیست، تابع الزاما داراي 𝑋. به طور کلی 𝑠 یا 1,2,3

  :در این صورت باشد، داراي تابع چگالی 𝑋اگر 

6. 𝑋 ∈ ℱ
1

 باشد.  𝑓(𝑋′𝑋)به صورت   𝑋چگالی تابع اگر و فقط اگر   

2. 𝑋 ∈ ℱ
2

𝑓(𝑥1به صورت   𝑋چگالی تابع اگر و فقط اگر   
′𝑥1, … , 𝑥𝑝

′ 𝑥𝑝)  .باشد 

3. 𝑋 ∈ ℱ
3

 باشد.  𝑓(𝑡𝑟(𝑋′𝑋))به صورت   𝑋چگالی تابع اگر و فقط اگر   

4. 𝑋 ∈ ℱ
𝑠

 باشد.  𝑓(𝜆(𝑋′𝑋))به صورت   𝑋چگالی تابع اگر وفقط اگر   
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 گون ماتریسیهای بیضیتوزیع  4-2-9

𝑛در اندازه  𝑋فرض کنید  × 𝑝 و باشد یک ماتریس تصادفی ،𝑋 ∈ ℱ
𝑖

𝑖که در آن   ، = . 𝑠 یا 1,2,3

𝑚هاي ثابت، به ترتیب با ابعاد ماتریس 𝐵و  𝑀همچنین فرض کنید  × 𝑝  و𝑛 ×𝑚  باشند. اگر 

𝑌
d

𝑀 + 𝐵′𝑋,           Σ = 𝐵′𝐵 

 گون ماتریسی است و با نماد داراي توزیع بیضی 𝑌 ،در این صورت

6. 𝑌 ~ 𝐸𝐿𝑆𝑚×𝑝(𝑀, Σ, 𝜙) اگر  دهیم،نشان می𝑋 ~ 𝐿𝑆(𝜙). 

2. 𝑌 ~ 𝐸𝑀𝑆𝑚×𝑝(𝑀, Σ, 𝜙) اگر  ،دهیمنشان می𝑋 ~ 𝑀𝑆(𝜙). 

3. 𝑌 ~ 𝐸𝑉𝑆𝑚×𝑝(𝑀, Σ, 𝜙) اگر  دهیم،نشان می𝑋 ~𝑉𝑆(𝜙). 

4. 𝑌 ~ 𝐸𝑆𝑆𝑚×𝑝(𝑀, Σ, 𝜙) اگر  دهیم،نشان می𝑋 ~ 𝑆𝑆(𝜙) . 

   .(6551)فنگ و ژانگ،  9-4لم 

,𝑌 ~ 𝐸𝐿𝑆𝑚×𝑝(𝑀 تابع مشخصه .6 Σ, 𝜙)  به صورتexp(𝑖𝑇′𝑀)𝜙(𝑇′Σ𝑇)  و تابع چگالی

|Σ|آن به صورت 
−𝑝

2 𝑓((𝑌 −𝑀)′Σ−1(𝑌 −𝑀)) باشد.می 

,𝑌 ~ 𝐸𝑀𝑆𝑚×𝑝(𝑀تابع مشخصه  .2 Σ, 𝜙)  به صورتexp(𝑖𝑇′𝑀)𝜙(𝑡1
′Σ𝑡1, … , 𝑡𝑝

′ Σ𝑡𝑝) 

|Σ|و تابع چگالی آن به صورت 
−𝑝

2 𝑓(𝑦1
′Σ−1𝑦1, … , 𝑦𝑝

′Σ−1𝑦𝑝) باشد.می 

,𝑌 ~ 𝐸𝑉𝑆𝑚×𝑝(𝑀تابع مشخصه  .3 Σ, 𝜙)  به صورتexp(𝑖𝑇′𝑀)𝜙(𝑡𝑟(𝑇′Σ𝑇))  و تابع

|Σ|چگالی آن به صورت 
−𝑝

2 𝑓(𝑡𝑟(Σ−1(𝑌 −𝑀)(𝑌 −𝑀)′)) باشد.می 
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,𝑌 ~𝐸𝑆𝑆𝑚×𝑝(𝑀تابع مشخصه  .4 Σ, 𝜙)  به صورتexp(𝑖𝑇′𝑀)𝜙(𝜆(𝑇′Σ𝑇))  و تابع

|Σ|چگالی آن به صورت 
−𝑝

2 𝑓 (𝜆((𝑌 −𝑀)′Σ−1(𝑌 −𝑀))) باشد.می 

𝑇ها که در آن = (𝑡1, … , 𝑡𝑝)،  در اندازه𝑚 × 𝑝 باشد.می  

,𝑌 ~ 𝐸𝐿𝑆𝑚×𝑝(𝑀فرض کنید  .(6555، ناگار)گوپتا و  0-4قضیه  Σ, 𝜙) ،𝐶  و𝐷 هاي ثابت ماتریس

𝑚هاي و در اندازه × 𝑙   و𝑙 × 𝑝  صورتباشند. در این: 

𝑍 = 𝐶′𝑌 + 𝐷 ~ 𝐸𝐿𝑆𝑙×𝑝(𝐶
′𝑀+𝐷, 𝐶′ΣC, 𝜙). 

 از تعریف تابع مشخصه داریم:   اثبات:

𝜑𝑍(𝑇) = 𝐸[exp(𝑖𝑡𝑟(𝑇
′𝑍))] = 𝐸 [exp (𝑖𝑡𝑟(𝑇′(𝐶′𝑌 + 𝐷)))] 

= exp(𝑖𝑡𝑟(𝑇′𝐷))𝐸[exp(𝑖𝑡𝑟(𝐶𝑇)′𝑌)] 

= exp(𝑖𝑡𝑟(𝑇′𝐷))𝜑𝑌(𝐶𝑇)  

= exp(𝑖𝑡𝑟(𝑇′𝐷)) exp(𝑖𝑡𝑟(𝐶𝑇)′𝑀)𝜙((𝐶𝑇)′Σ(𝐶𝑇)) 

= exp (𝑖𝑡𝑟(𝑇′(𝐶′𝑀+𝐷)))𝜙(𝑇′(𝐶′Σ𝐶)𝑇) 

 و اثبات کامل است.                                                                                                      

 افراز زیر را در نظر بگیرید  1-4نتیجه 

𝑌 = [
𝑌1
𝑌2
] ,   𝑀 = [

𝑀1
𝑀2
] ,     Σ = [

Σ11 Σ12
Σ21 Σ22

] 

𝑞در اندازه  𝑀1 و 𝑌1که در آن  × 𝑝  وΣ11  ماتریس متقارن با بعد𝑞 در این صورت است . 

𝑌1 ~ 𝐸𝐿𝑆𝑞×𝑝(𝑀1, Σ11, 𝜙). 

𝐷با قرار دادن   اثبات: = o و 𝐶′ = (𝐼𝑞 o)  شوداثبات کامل می 9-4در قضیه                     . 
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𝑝یک ماتریس تصادفی در اندازه  𝑋فرض کنید . (2119رُزن، )کولو و وان 6-4قضیه  × 𝑛  باشد. در این

 ارز هستند:صورت سه جمله زیر هم

𝜙(𝑣𝑒𝑐′𝑇𝑣𝑒𝑐𝑇)به صورت  𝑣𝑒𝑐𝑋تابع مشخصه  .6 = 𝜙(𝑡𝑟(𝑇′𝑇)) .است 

2. 𝑋  داراي نمایش احتمالی به صورت𝑋
d

  𝑅𝑈 ،که در آن  است𝑅 ≥ ، و 𝑈مستقل از  0

𝑣𝑒𝑐𝑈  .داراي توزیع یکنواخت است 

3. 𝑣𝑒𝑐𝑋
d

  Γ′𝑣𝑒𝑐𝑋،  که در آنΓ ∈ 𝑂(𝑝𝑛) 

دهیم که مبناي استنتاج نتایج بعدي در این گون ماتریسی ارائه میدر ادامه تعریف دیگري از توزیع بیضی

 .گون استبه بیضی 4-4باشد. تعریف زیر تعمیم تعریف فصل می

𝑟در اندازه  𝑋ماتریس تصادفی کنید  فرض  0-4تعریف  × 𝑠 گون و توزیع کروي دارايΣ = 𝜏𝜏′ ،

Ω = 𝛾𝛾′ هاي معین نامنفی، به ترتیب با ابعاد ماتریس𝑛 × 𝑛  و𝑝 × 𝑝 ،که در آن  باشند𝜏  در اندازه

𝑛 × 𝑟  و𝛾  در اندازه𝑝 × 𝑠 ماتریس  ،است. در این صورت𝑌  در اندازه𝑛 × 𝑝 گون داراي توزیع بیضی

,𝑌 ~ 𝑀𝐸𝐶𝑛×𝑝(𝑀است و با نماد  Ωو  𝑀 ،Σبا پارامترهاي  Σ ⊗ Ω,𝜙)  یا

𝑌 ~ 𝑀𝐸𝐶𝑛×𝑝(𝑀, Σ, Ω, 𝜙) اگر  دهند،نمایش می 

𝑌
d

  𝑀 + 𝜏𝑋𝛾′,                                                                                                 )6-4( 

𝑚در اندازه  𝑀که در آن  × 𝑝 باشد. می 

,𝑌 ~ 𝑀𝐸𝐶𝑛×𝑝(𝑀فرض کنید  .(2119رُزن، )کولو و وان 7-4قضیه  Σ, Ω, 𝜙)  که در آن𝑀  در

𝑛اندازه  × 𝑝  ،Σ = 𝜏𝜏′  وΩ = 𝛾𝛾′در این صورت .: 
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 به صورت زیر است:  𝑌تابع مشخصه 

𝜑
𝑌
(𝑇) = exp(𝑖𝑣𝑒𝑐′𝑇 𝑣𝑒𝑐𝑀)𝜙(𝑣𝑒𝑐′𝑇(Ω⊗ Σ)𝑣𝑒𝑐𝑇) 

             = exp (𝑖𝑡𝑟(𝑇′𝑀)𝜙(𝑡𝑟(𝑇′Σ𝑇Ω)) (4-2                                                        )   

 : استتابع چگالی آن به صورت زیر  چگالی باشد،تابع داراي  𝑌اگر همچنین، 

𝑔(𝑌) = 𝑑𝑛,𝑝|Ω|
−
𝑛

2|Σ|−
𝑝

2𝑓(Ω−1(𝑌 −𝑀)′Σ−1(𝑌 −𝑀)) (4-3                                 )  

.)𝑓که در آن  ,𝑌 ~ 𝑀𝐸𝐶𝑛×𝑝(𝑀نویسیم تابع مولد چگالی است. در این صورت می ( Σ ⊗ Ω, 𝑓) . 

 ، براي تابع مشخصه 1-6با استفاده از تعریف   اثبات:

𝜑
𝑌
(𝑇) = 𝐸[exp(𝑖𝑡𝑟(𝑇′𝑌))] = 𝐸[exp(𝑖𝑣𝑒𝑐′𝑇𝑣𝑒𝑐𝑌)]. 

  :خواهیم داشت 7-4حال از تعریف  

𝜑
𝑌
(𝑇) = 𝐸[exp(𝑖𝑣𝑒𝑐′𝑇𝑣𝑒𝑐(𝑀 + 𝜏𝑋𝛾))]

= exp(𝑖𝑣𝑒𝑐′𝑇𝑣𝑒𝑐𝑀)𝐸[exp(𝑖𝑡𝑟(𝑇′𝜏𝑋𝛾′))]

= exp(𝑖𝑣𝑒𝑐′𝑇𝑣𝑒𝑐𝑀)𝐸[exp(𝑖𝑡𝑟(𝜏′𝑇𝛾)′𝑋)]

= exp(𝑖𝑣𝑒𝑐′𝑇𝑣𝑒𝑐𝑀)𝜑𝑋(𝜏
′𝑇𝛾). 

 گیریمنتیجه می 1-4در این قسمت از قضیه 

𝜑
𝑌
(𝑇) = exp(𝑖𝑣𝑒𝑐′𝑇𝑣𝑒𝑐𝑀)𝜙(𝑣𝑒𝑐′(𝜏′𝑇𝛾)𝑣𝑒𝑐(𝜏′𝑇𝛾))

= exp(𝑖𝑣𝑒𝑐′𝑇𝑣𝑒𝑐𝑀)𝜙(𝑣𝑒𝑐′𝑇(𝛾 ⊗ 𝜏)(𝛾′⊗ 𝜏′)𝑣𝑒𝑐𝑇)

= exp(𝑖𝑣𝑒𝑐′𝑇𝑣𝑒𝑐𝑀)𝜙(𝑣𝑒𝑐′𝑇(Ω⊗ Σ)𝑣𝑒𝑐𝑇)

= exp(𝑖𝑡𝑟(𝑇′𝜇))𝜙(𝑡𝑟(𝑇′Σ𝑇Ω)). 

 و اثبات کامل است.                                                                                                      



 گون ماتریسیهاي بیضیبرآورد انقباضی در مدل

 

100 
 

 (  2119رُزن، )کولو و وان 8-4قضیه 

,𝑌 ~ 𝑀𝐸𝐶𝑛×𝑝(𝑀فرض کنید  Σ⊗ Ω, 𝑓) و 𝐴 ،𝐵  و𝐶 هایی در اندازه ماتریس𝑞 × 𝑛 ،𝑝 × 𝑚  و

𝑞 × 𝑚  .در این صورت باشند 

𝐴𝑌𝐵 + 𝐶 ~ 𝑀𝐸𝐶𝑞×𝑚 ( 𝐴𝑀𝐵 + 𝐶, (𝐴Σ𝐴
′) ⊗ (𝐵′Ω𝐵), 𝑓). (4-4                           )  

𝑌، 7-4 از تعریفاثبات:  
d

  𝑀 + 𝜏𝑋𝛾′  که در آنΣ = 𝜏𝜏′  وΩ = 𝛾𝛾′ بنابراین . 

𝐴𝑌𝐵 + 𝐶
d

  𝐴𝑀𝐵 + 𝐶 + 𝐴𝜏𝑋𝛾′𝐵. 

𝑍کنیم حال فرض می = 𝐴𝑀𝐵 + 𝐶 + 𝐴𝜏𝑋𝛾′𝐵  و با استفاده از تابع مشخصه توزیع𝑍 دست هرا ب

 آوریم. لذا می

𝜑
𝑍
(𝑇) = 𝐸[exp(𝑖𝑡𝑟(𝑇′𝑍))] 

= exp (𝑖𝑡𝑟(𝑇′(𝐴𝑀𝐵 + 𝐶)))𝐸[exp(𝑖𝑡𝑟(𝑇′𝐴𝜏𝑋𝛾′𝐵))] 

= exp (𝑖𝑡𝑟(𝑇′(𝐴𝑀𝐵 + 𝐶)))𝐸[exp(𝑖𝑡𝑟(𝛾′𝐵𝑇′𝐴𝜏𝑋))] 

= exp (𝑖𝑡𝑟(𝑇′(𝐴𝑀𝐵 + 𝐶)))𝜑𝑋(𝜏
′𝐴′𝑇𝐵′𝛾) 

= exp (𝑖𝑡𝑟(𝑇′(𝐴𝑀𝐵 + 𝐶)))𝜙(𝑣𝑒𝑐′(𝜏′𝐴′𝑇𝐵′𝛾)𝑣𝑒𝑐(𝜏′𝐴′𝑇𝐵′𝛾)) 

= exp (𝑖𝑡𝑟(𝑇′(𝐴𝑀𝐵 + 𝐶)))𝜙(𝑣𝑒𝑐′𝑇(𝐵′𝛾 ⊗ 𝐴𝜏)(𝛾′𝐵⊗ 𝜏′𝐴′)𝑣𝑒𝑐𝑇) 

= exp (𝑖𝑡𝑟(𝑇′(𝐴𝑀𝐵 + 𝐶)))𝜙(𝑣𝑒𝑐′𝑇((𝐵′Ω𝐵)⊗ (𝐴Σ𝐴′))𝑣𝑒𝑐𝑇). 

 کامل است.                                                           7-4و در نهایت اثبات با استفاده از قضیه 
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,𝑌 ~ 𝑀𝐸𝐶𝑛×𝑝(𝑀فرض کنید  .(6559)گوپتا و وارگا،  9-4قضیه  Σ⊗ Ω, 𝑓)  که در آن تابع

 باشد، به صورت زیر می𝑔(𝑌)چگالی احتمال 

𝑔(𝑌) = |Σ|−
𝑝
2|Ω|−

𝑛
2ℎ{𝑡𝑟[Ω−1(𝑌 −𝑀)′Σ−1(𝑌 −𝑀)]}. 

,ℎ(𝑡)اگر  𝑡 ∈ ℒتبدیل معکوس لاپلاس داشته باشد )که آن را با نماد  (∞,0]
−1
[ℎ(𝑡)] نشان می-

 دهند(، در این صورت 

𝑔(𝑌) = ∫ 𝑓𝑀𝑁𝑛×𝑝(𝑀,𝑧−1Σ⊗Ω)(𝑌)
∞

0
𝜔(𝑧)𝑑(𝑧), (4-4     )                                            

 دهنده تابع چگالی احتمال نشان 𝑓𝑀𝑁𝑛×𝑝(𝑀,𝑧−1Σ⊗Ω)(𝑌)که در آن 

𝑌~ 𝑀𝑁𝑛×𝑝(𝑀, 𝑧
−1Σ⊗ Ω) و  است 

𝜔(𝑧) = (2𝜋)
𝑛𝑝

2 𝑧−
𝑛𝑝

2 ℒ
−1
[ℎ(2𝑡)] (4-9                                                                     )

  

𝑢(𝑧)یک تابع، و تعریف کنیم:  𝜔(𝑧)حال اگر  =
1

𝑧2
𝜔 (

1

𝑧
 در این صورت، (

𝑔(𝑌) = ∫ 𝑓𝑀𝑁𝑛×𝑝(𝑀,𝑧Σ⊗Ω)(𝑌)𝑢(𝑧)𝑑(𝑧)
∞

0
. (4-1                                                     )  

𝜆فرض کنید  .(6559گوپتا و وارگا، ) *15-4قضیه ∈ ℝ𝑝×𝑚 پذیر بورل ماتریسی است. یک تابع اندازه

,𝑌 ~ 𝑀𝑁𝑛×𝑝(𝑀اگر  Σ⊗ Ω) ، در این صورت𝐸(𝜆(𝑌))  وجود دارد و آن را با نماد

𝐸𝑀𝑁𝑛×𝑝(𝑀,Σ⊗Ω)(𝜆(𝑌)) اگر حال  دهیم.نشان می𝑌 ~ 𝑀𝐸𝐶𝑛×𝑝(𝑀, Σ⊗ Ω, 𝑓)  با تابع

𝑔(𝑌)چگالی احتمال  = ∫ 𝑓𝑀𝑁𝑛×𝑝(𝑀,𝑧−1Σ⊗Ω)(𝑌)
∞

0
𝜔(𝑧)𝑑(𝑧) ،که  در صورتیو  باشد

𝐸(𝜆(𝑌)) آن را با نماد  ،وجود داشته باشد𝐸𝑀𝐸𝐶𝑛×𝑝(𝑀,𝑧−1Σ⊗Ω,f)(𝜆(𝑌))  نمایش داده و داریم 
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𝐸𝑀𝐸𝐶𝑛×𝑝(𝑀,Σ⊗Ω,f)(𝜆(𝑌)) = ∫ 𝐸𝑀𝑁𝑛×𝑝(𝑀,𝑧−1Σ⊗Ω)(𝜆(𝑌))
∞

0
𝜔(𝑧)𝑑(𝑧). (4-7           )  

𝑔(𝑌)و اگر = ∫ 𝑓𝑀𝑁𝑛×𝑝(𝑀,𝑧Σ⊗Ω)(𝑌)
∞

0
𝑢(𝑧)𝑑(𝑧)  و𝐸(𝜆(𝑌))  وجود داشته باشد در این

 صورت

𝐸𝑀𝐸𝐶𝑛×𝑝(𝑀,Σ⊗Ω,f)(𝜆(𝑌)) = ∫ 𝐸𝑀𝑁𝑛×𝑝(𝑀,𝑧Σ⊗Ω)(𝜆(𝑌))
∞

0
𝜔(𝑧)𝑑(𝑧). (4-8             )  

  :خواهیم داشت 5-4ریاضی و قضیه  از تعریف امید  اثبات:

𝐸𝑀𝐸𝐶𝑛×𝑝(𝑀,Σ⊗Ω,f)(𝜆(𝑌)) = ∫𝜆(𝑌)𝑓𝑀𝐸𝐶𝑛×𝑝(𝑀,Σ⊗Ω,f)(𝑌)𝑑(𝑌) 

= ∫𝜆(𝑌)∫ 𝑓𝑀𝑁𝑛×𝑝(𝑀,𝑧−1Σ⊗Ω)(𝑌)
∞

0

𝜔(𝑧)𝑑(𝑧)𝑑(𝑌) 

= ∫ 𝜔(𝑧)∫𝜆(𝑌)𝑓𝑀𝑁𝑛×𝑝(𝑀,𝑧−1Σ⊗Ω)(𝑌)𝑑(𝑌)𝑑(𝑧)
∞

0

 

= ∫ 𝜔(𝑧)𝐸𝑀𝑁𝑛×𝑝(𝑀,𝑧−1Σ⊗Ω)(𝜆(𝑌))𝑑(𝑧)
∞

0

. 

                                                                                                     و اثبات کامل است. 

 گون ماتریسیبیضی هایی از توزیعمثال  4-2-4

-ماتریسی ارائه میگون در این قسمت به عنوان نمونه، تابع چگالی احتمال را براي چند توزیع مهم بیضی

 دهیم. 

,𝑋 ~ 𝑀𝑁𝑛,𝑝(𝑀توزیع نرمال ماتریسی ) (6 Σ, Ω):)  62-6مطابق تعریف                                                                              

,𝑋 ~ 𝑀𝑇𝑛,𝑝(𝑀) 22ماتریسی 𝑡توزیع  (2 Σ, Ω, ν) :) 

                                                           
22 t-Matrix variate student 
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𝑓(𝑋) =
|Ω|−

𝑛
2|Σ|−

𝑝
2

𝑔𝑛,𝑝
  |𝐼𝑛 + Ω

−1(𝑋 −𝑀)′Σ−1(𝑋 −𝑀)|−
𝑛+𝑝+𝜈−1

2 , 

 درجه آزادي و  𝜈مقیاس سطري و ستونی،  هايبه ترتیب ماتریس Σو  Ωمیانگین توزیع،   𝑀که در آن 

𝑔𝑛,𝑝 =
(𝜈𝜋)

𝑛𝑝
2 Γ𝑝 (

𝜈 + 𝑝 − 1
2 )

Γ𝑝 (
𝜈 + 𝑛 + 𝑝 − 1

2 )
. 

,𝑉𝐼𝐼 23(𝑋 ~ 𝑀𝑃𝑉𝐼𝐼𝑛,𝑝(𝑀توزیع پیرسن ماتریسی نوع  (3 Σ, Ω,m, q) :) 

𝑓(𝑋) =
|Ω|−

𝑛
2|Σ|−

𝑝
2

ℎ𝑛,𝑝,𝑚,𝑞
  |𝐼𝑛 +

1

𝑞
Ω−1(𝑋 −𝑀)′Σ−1(𝑋 −𝑀)|

−𝑚

, 

پارامترهاي  𝑞و 𝑚مقیاس سطري و ستونی،  هايبه ترتیب ماتریس Σو  Ωمیانگین توزیع،  𝑀که در آن 

 وتوزیع 

ℎ𝑛,𝑝,𝑚,𝑞 =
(𝑞𝜋)

𝑛𝑝
2 Γ𝑝 (𝑚 −

𝑛
2)

Γ𝑝(𝑚)
. 

,𝑋 ~ 𝑀𝑃𝐸𝑛,𝑝(𝑀) 24توزیع نمایی توانی ماتریسی (4 Σ, Ω, r, s) :) 

𝑓(𝑋) =
|Ω|−

𝑛
2|Σ|−

𝑝
2

𝑗𝑛,𝑝,𝑟,𝑠
 𝑒𝑥𝑝 (−

𝑟

2
 (𝑡𝑟[Ω−1(𝑋 −𝑀)′Σ−1(𝑋 − 𝑀)])𝑠), 

پارامترهاي  𝑠و  𝑟مقیاس سطري و ستونی،  هايبه ترتیب ماتریس Σو  Ωمیانگین توزیع،  𝑀که در آن 

  و توزیع

𝑗𝑛,𝑝,𝑟,𝑠 =
(2𝜋)

𝑛𝑝
2  Γ (

𝑛𝑝
2𝑠)

𝑠Γ (
𝑛𝑝
2 )
 𝑟
𝑛𝑝
2𝑠

. 

                                                           
23 VII-Matrix variate pearson type 
24 Matrix variate power exponential 
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,𝑋 ~ 𝑀𝐿𝑛,𝑝(𝑀) 29توزیع لاپلاس ماتریسی (9 Σ, Ω) :) 

𝑓(𝑋) =
|Ω|−

𝑛
2|Σ|−

𝑝
2

𝑙𝑛,𝑝
 𝑒𝑥𝑝 (−

√2

2
 (𝑡𝑟[Ω−1(𝑋 −𝑀)′Σ−1(𝑋 −𝑀)])

1
2), 

 مقیاس سطري و ستونی و  هايبه ترتیب ماتریس Σو  Ωمیانگین توزیع،   𝑀که در آن 

𝑙𝑛,𝑝 =
2𝜋

𝑛𝑝
2  Γ(𝑛𝑝)

Γ (
𝑛𝑝
2 )

. 

,𝑋 ~ 𝑀𝐾𝑛,𝑝(𝑀) 21توزیع ماتریسی نوع کاتز (1 Σ, Ω) :) 

𝑓(𝑋) =
|Ω|−

𝑛
2|Σ|−

𝑝
2

𝑡𝑛,𝑝,𝑟
 𝑒𝑥𝑝 (−

𝑟

2
 (𝑡𝑟[Ω−1(𝑋 −𝑀)′Σ−1(𝑋 −𝑀)])), 

 پارامتر توزیع و  𝑠مقیاس سطري و ستونی،  هايبه ترتیب ماتریس Σو  Ωمیانگین توزیع،   𝑀که در آن 

𝑡𝑛,𝑝,𝑟 =
(2𝜋)

𝑛𝑝
2  

 𝑟
𝑛𝑝
2

. 

 گون ماتریسیبرآورد انقباضی در توزیع بیضی  4-9

𝑞در اندازه  𝑋ماتریس تصادفی  فرض کنید × 𝑘 ماتریسی به صورت گونبیضی داراي توزیع  

𝑋~ 𝑀𝐸𝐶𝑞×𝑘( 𝜃, Λ ⊗ 𝐼𝑘 , 𝑓), (4-5)                                                                   

𝑞در اندازه  θکه در آن  باشد، × 𝑘 و میانگین توزیع 𝛬  در اندازه𝑞 × 𝑞  یک ماتریس معین مثبت با

  :دهیمکلاسی از برآوردگرهاي انقباضی را به صورت زیر تشکیل می ،3-3است.مشابه بخش  𝑞رتبه 

𝜃𝑆 = 𝜃 +  ℎ( ∥ (𝑋 − 𝜃)𝐿2 ∥Ξ1,Ξ2
2 )(𝑋 − 𝜃), 

                                                           
25 Matrix variate laplace 
26 type-Matrix variate Kotz 
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𝐿1𝜃𝐿2محدودشده تحت قید  ماکزیممآوردگر درستنمایی بر θ̂ که در آن = 𝑑  بوده و مقدار آن در

 ( داده شده است. 4-3رابطه )

در اینجا نیز  6-3گون ماتریسی است، و مثال بیضیهاي براي توزیع 3-3در واقع این بخش، تعمیم بخش 

 برقرار است. 

 محاسبه توابع مخاطره  4-9-1

و گون ماتریسی نوشته را براي توزیع بیضی 2-3-3 مطرح شده در ها و قضایايدر این قسمت ابتدا لم

 آوریم. دست میهب +𝜃𝑠و  𝜃𝑆 ،𝜃̃ ،𝜃 ،𝜃𝑠  توابع مخاطره را براي ،(36-3ها و رابطه )سپس به کمک آن

,X~ 𝑀ECq×k(θاگر ، 2-3تحت مفروضات لم   **4-4لم  Λ⊗ Ik, f)، :آنگاه داریم 

(𝜉, 𝜂)~ 𝑀𝐸𝐶𝑞×2𝑚 ( (𝛿, −𝛿), (
Σ∗⊗𝐿2

′ 𝐿2 o

o (Σ−1 − Σ∗) ⊗ 𝐿2
′ 𝐿2
)  , 𝑓). 

𝜉داریم  2-3از لم  اثبات: =  Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1(𝐿1𝑋𝐿2 − 𝑑) و با در نظر  8-4. اکنون بنا به قضیه

𝐴گرفتن  = Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1𝐿1  ،𝐵 = 𝐿2  و𝐶 = −Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1𝑑،  نتیجه مطلوب حاصل

𝜂شود. همچنین  می = [𝐼 − Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1𝐿1]𝑋𝐿2 +  Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1𝑑 − 𝜃𝐿2 .

𝐴بنابراین با فرض  = 𝐼 − Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1𝐿1 ،𝐵 = 𝐿2  و𝐶 = Λ𝐿1
′ (𝐿1Λ𝐿1

′ )−1𝑑 − 𝜃𝐿2 

شود.                                                                                              اثبات کامل می 8-4در قضیه 

 
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,X~ 𝑀𝐸𝐶k×q(Mفرض کنید  **0-4 لم Υ⊗ Λ1, f) ، که در آن Λ1  ماتریس معین مثبت وΥ 

𝑝ماتریس معین نامنفی با رتبه  ≤ 𝑘 فرض کنید . همچنیناست Ξ  ماتریس معین مثبت و متقارن، با دو

 :باشدزیر  شرط

 است. خودتوان ΥΞ -الف

ΞΥΞ𝑀 -ب = Ξ𝑀. 

  :داریم ℎپذیر بورل پذیر و انتگرالدر این صورت، براي هر تابع اندازه

𝐸(ℎ(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒( Λ1
−1𝑋′ΞΥΞ𝑋)) 𝑋) = 𝜅2

1(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ1
−1𝑀′ΞΥΞ𝑀)𝑀, 

 که در آن 

𝜅𝑗
𝑖(𝑥) = ∫ 𝐸 [ℎ𝑖 (𝜒𝑝𝑞+𝑗

2 (𝑧𝑥))] 𝑢(𝑧)𝑑(𝑧)
∞

0
.  (4-61                                      )           

,X~ 𝑀𝑁k×q(Mبراي  6-3از قضیه   اثبات: zΥ⊗ Λ1)   داریم 

𝐸(ℎ(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒( Λ1
−1𝑋′ΞΥΞ𝑋)) 𝑋) = 𝐸 (ℎ (𝜒𝑝𝑞+2

2 ((𝑧 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ1
−1𝑀′ΞΥΞ𝑀))))𝑀. 

  :خواهیم داشت 61-4حال با استفاده از قضیه 

𝐸(ℎ(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒( Λ1
−1𝑋′ΞΥΞ𝑋)) 𝑋)

= ∫ 𝐸 (ℎ (𝜒𝑝𝑞+2
2 ((𝑧 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ1

−1𝑀′ΞΥΞ𝑀))))𝑀
∞

0

𝑢(𝑧)𝑑(𝑧). 

 و اثبات کامل است.                                                                                                      

 فرض کنید   **6-4لم 

(𝑋′, 𝑌′)′ ~ 𝑀𝐸𝐶2𝑘×𝑞 ((𝑀1
′ , 𝑀2

′) , (
Υ11⊗Λ11 o

o Υ22⊗Λ22
) , 𝑓), 
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𝑝هاي معین نامنفی با رتبه ماتریس Λ22و  Υ11 ،Υ22یک ماتریس معین مثبت؛  Λ11که در آن  ≤ 𝑘 

 :زیر باشدیک ماتریس معین مثبت و متقارن با دو شرط  Ξهستند. همچنین فرض کنید 

  است. ماتریس خودتوان Υ11Ξ -الف

ΞΥ11Ξ𝑀1 -ب = Ξ𝑀1. 

 :، داریم𝐴، و هر ماتریس معین نامنفی ℎل پذیر بورپذیر و انتگرالبراي هر تابع اندازهدر این صورت 

𝐸[ℎ(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ11
−1𝑋′ΞΥ11Ξ𝑋))𝑌

′𝐴𝑋] = 𝜅2
1(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ11

−1𝑀1
′Ξ𝑀1))𝑀2

′𝐴𝑀1, 

𝜅2که در آن   
1(𝑥) ( داده شده است. 61-4در رابطه ) 

              شود.نتیجه حاصل می 9-4و روشی مشابه اثبات لم  61-4و  2-3با استفاده از قضیه  اثبات:

,𝑋 ~ 𝑀𝐸𝐶𝑘×𝑞(𝑀فرض کنید   **0-4لم  Υ⊗ Λ, 𝑓)،  که در آنΛ  ماتریس معین مثبت وΥ 

𝑝یک ماتریس معین نامنفی با رتبه  ≤ 𝑘   است. همچنین فرض کنید𝐴  وΞ هاي متقارن معین ماتریس

 دو شرط زیر برقرار است:  Ξمثبت هستند که براي 

 ماتریس خودتوان است.  ΥΞ -الف

ΞΥΞ𝑀 -ب = Ξ𝑀 . 

 ، داریم: ℎرل وپذیر بپذیر و انتگرالبراي هر تابع اندازه در این صورت

𝐸[ℎ(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ−1𝑋′ΞΥΞ𝑋))𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑋′𝐴𝑋)]

= 𝜅2
1(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ−1𝑀′ΞΥΞ𝑀))𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐴Υ)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ) 

                           + 𝜅4
1(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Λ−1𝑀′ΞΥΞ𝑀))𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑀′𝐴𝑀). 

 شود.                                                          نتیجه حاصل می 10-4و  3-3از قضایاي اثبات:  

 به صورت زیر است  𝜃𝑆تابع مخاطره برآوردگر   ** 11-4قضیه 
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𝑅(𝜃̂𝑆, 𝜃;𝑊) = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊(Σ
−1 − Σ∗))𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2

′ 𝐿2) + 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿
′𝑊𝛿) 

                           −2𝜅2
1(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Ξ2𝛿

′Ξ1𝛿))𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿
′𝑊𝛿) 

                           +𝜅2
2(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Ξ2𝛿

′Ξ1𝛿))𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊Σ
∗)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2

′ 𝐿2) 

                           +𝜅4
2(𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Ξ2𝛿

′Ξ1𝛿))𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿
′𝑊𝛿). 

                                          رسیم.به نتیجه مطلوب می 7-4و  1-4هاي و لم 4-3از قضیه   اثبات:

,𝑅(𝜃̂𝑆، مخاطره دیگر برآوردگرها را با کمک 6-3بنا بر مثال  𝜃;𝑊) بنابراین داریم آوریم.به دست می: 

𝑅(𝑋, 𝜃;𝑊) = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊Σ−1)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2), (4-66                                                 )

  

𝑅(𝜃̂, 𝜃;𝑊) = 𝑅(𝑋, 𝜃;𝑊) − 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊Σ∗)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2) + 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿

′𝑊𝛿). (4-62 )  

Δبراي محاسبه مخاطره برآوردگرهاي استاین و استاین مثبت با فرض  = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(Ξ2𝛿
′Ξ1𝛿)، توان می

 :نوشت

(𝜃𝑠, 𝜃;𝑊) = 𝑅(𝑋, 𝜃;𝑊) + 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿)((𝑝𝑞)2 − 4)(𝐾4
4)

− (𝑝𝑞 − 2)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊Σ

∗)[2(𝐾2
2) − (𝑝𝑞 − 2)(𝐾2

4)], 

(4-63) 

𝐾(𝑗)که در آن 
(𝑖)
= ∫ 𝐸 (𝜒𝑝𝑞+𝑗

−𝑖 (𝑧Δ)) 𝑢(𝑧)𝑑(𝑧) 
∞

0
. 

𝑑به طریقی مشابه و با فرض  = 𝑝𝑞 − 2، 

𝑅(𝜃̂𝑠+, 𝜃;𝑊) = 𝑅(𝜃̂𝑠, 𝜃;𝑊) 

                               − 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐿2
′ 𝐿2)𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝑊Σ

∗)𝐾∗2
2 

                               + 2𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿)𝐾∗1
2 
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                               − 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝛿′𝑊𝛿)𝐾∗2
4,  (4-64                                                        )  

𝐾∗(𝑗)  که در آن
(𝑖)
= ∫ 𝐸 [(1 − 𝑑𝜒𝑝𝑞+𝑖

−2 (𝑧Δ))
𝑗
𝐼(𝜒𝑝𝑞+𝑗

2 (zΔ)≤𝑑)]
∞

o
𝑢(𝑧)𝑑(𝑧).            

 



 

 

 

 

 پیوست
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A-1  هاجبر ماتریس 

نامه از آنها استفاده شده است را بدون که در این پایان ها،تعاریف و قضایایی از جبر ماتریس در این قسمت

 2(، مونتگومري2111) 6تواند به رنچراثبات قضایاي این بخش میایم. البته خواننده براي اثبات آورده

( و سیرل 2113(، اندرسن )2111) 4مولر و استیوارت ،(2114) 3، جیري(2119رُزن )کولو و وان(، 2116)

 ( مراجعه کند.6582)

هاي آن تعویض نماییم، را با ستون و یا سطر 𝐴هاي ماتریس ا ستونها یاگر جاي سطر  A-1تعریف 

 شود. نمایش داده می ′𝐴با نماد  و شودمینامیده  𝐴ماتریس  9ماتریس حاصل ترانهاده

𝐴′ = (𝑎𝑖𝑗)
′
= (𝑎𝑗𝑖) 

 داریم  𝐴براي  هر ماتریس   A-1قضیه 

(𝐴′)′ = 𝐴 

′𝐴اگر   A-2تعریف  = 𝐴  ویا بطور معادل(𝑎𝑗𝑖) = (𝑎𝑖𝑗)،  ماتریس  آنگاه𝐴 است 1متقارن. 

𝑛هاي ماتریس 𝐵و  𝐴 اگر  A-9تعریف  × 𝑝  ،آنگاهباشند 𝐶 = 𝐴 + 𝐵 یک ماتریس  نیز𝑛 × 𝑝  

𝐶است، که در آن  = (𝑐𝑖𝑗) = (𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗) 

𝑛هاي ماتریس 𝐵و  𝐴اگر   A-2قضیه  × 𝑝  آنگاهباشند  

𝐴 + 𝐵 = 𝐵 + 𝐴 
(𝐴 + 𝐵)′ = 𝐴′ + 𝐵′ 

                                                           
 1Rencher 
2montgomery 
3Giri  
4Muller and Stewart 
5transpose 
6symmetric 
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𝑛یک ماتریس  𝐴اگر   A-4تعریف  ×𝑚  و𝐵  یک ماتریس𝑚 × 𝑝 آنگاهد، باش (𝑖𝑗)  امین عنصر

𝐶 = 𝐴𝐵،  به صورت𝑐𝑖𝑗 = Σ𝑘𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘𝑗  شودمیتعریف.   

𝑛یک ماتریس  𝐴اگر   A-9قضیه  × 𝑝  و𝐵  یک ماتریس𝑝 × 𝑚 آنگاهد، باش  

(𝐴𝐵)′ = 𝐵′𝐴′ 

𝑛یک ماتریس  𝐴اگر   A-4قضیه  × 𝑝  ،آنگاهباشد 

6) 𝐴′𝐴  و𝐴𝐴′  .متقارن هستند 

𝐴′𝐴اگر  (2 = o  باشد، آنگاه𝐴 = o  . 

,𝑎1بردارهاي   A-0تعریف  𝑎2, … , 𝑎𝑛 عداد حقیقیگاه ااند، هروابسته خطی 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛  همگی(

 که  طوريه ب ،شندصفر نباشند( وجود داشته با

𝑐1𝑎1 + 𝑐2𝑎2 +⋯+ 𝑐𝑛𝑎𝑛 = 0. 

,𝑎1بردارهاي   A-6تعریف  𝑎2, … , 𝑎𝑛 اند، اگر مستقل خطی𝐴𝑐 = 𝑐نتیجه دهد  0 = 0.  

آن  7رتبه 𝐴یا سطرهاي مستقل خطی ها آنگاه تعداد ستونیک ماتریس مربع باشد،  𝐴اگر   A-0تعریف 

 شود. نامیده می

𝑛یک ماتریس  𝐴اگر  × 𝑝  با رتبه𝑝  و𝑝 < 𝑛  ،آنگاهباشد 𝐴  رتبه ممکن است و گفته  ماکزیممداراي

,min (𝑛به صورت  𝐴𝑛×𝑝ماتریس  هر رتبهطور کلی ه است. ب 8تمام رتبه 𝐴 شودمی 𝑝) .است 

𝑝یک ماتریس در اندازه  𝐴فرض کنید   A-0قضیه  × 𝑞  باشد، آنگاه 

                                                           
7Rank 
8Full rank 
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6) 0 ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) ≤ min(𝑝, 𝑞). 

𝐴اگر  (2 = o در این صورت 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 0. 

3) 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴′) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴𝐴′) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴′𝐴). 

4) 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴 + 𝐵) ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) + 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵). 

 تعریف شده باشد، آنگاه 𝐵و  𝐴هاي اگر ضرب ماتریس (0

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴𝐵) ≤ min(𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴), 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵)). 

 تمام رتبه باشند، آنگاه 𝐶و  𝐵اگر  (1

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴𝐵) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐶𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴). 

نامیده  5نامنفرد 𝐴ماتریس  آنگاه ،ن باشدرتبه آن با بعدش یکسا یک ماتریس مربع و 𝐴اگر   A-8تعریف 

 ، داراي معکوس منحصر بفرد است و شودمی

𝐴𝐴−1 = 𝐴−1𝐴 = 𝐼. 

 61منفردماتریس  معکوس ندارد و آنگاهرتبه آن کمتر از بعدش باشد ، یک ماتریس مربع باشد و Aاگر 

 شود. نامیده می

توان به صورت را می آنمعکوس  نیز نامنفرد است و ′Aیک ماتریس نامنفرد باشد ، Aاگر   A-6قضیه 

 زیر نوشت: 

(A′)−1 = (A−1)′ 

  است و نامنفرد  AB آنگاه بعد باشد،همنامنفرد، مربع و هاي ماتریس 𝐵و  A اگر  A-0قضیه 

(𝐴𝐵)−1 = 𝐵−1𝐴−1. 
                                                           

9nonsingular 
10singular 
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𝑛یک ماتریس  𝐴 فرض کنید  A-3تعریف  × 𝑘  باشد. اگر𝐵  ماتریسی𝑘 × 𝑛  باشد که در رابطة 

𝐴𝐵𝐴 = 𝐴, 

 دهیم. نشان می −𝐴نامیم و با  𝐴 66هیافترا وارون تعمیم 𝐵کند، صدق می

−𝐴ذیر باشد پمربع و وارون 𝐴بدیهی است که اگر  = 𝐴−1یافته ممکن است یکتا . همجنین وارون تعمیم

 نباشد. 

𝑛یک ماتریس  𝐴 فرض کنید  A-15تعریف  × 𝑘  باشد. اگر𝐵  ماتریسی𝑘 × 𝑛 هاي باشد که در رابطه 

𝐴𝐵𝐴 = 𝐴, 

𝐵𝐴𝐵 = 𝐵, 

(𝐴𝐵)′ = 𝐴𝐵, 

(𝐵𝐴)′ = 𝐵𝐴, 

 دهیم. نشان می +𝐴نامیم و با  𝐴 62رزُنپ-یافتة موررا وارون تعمیم 𝐵کند، صدق می

 یکتا است. ،𝐴ماتریس  رزُنیافتة مورپوارون تعمیم

nدر اندازه  𝐴دترمینان ماتریس   A-11تعریف  × n ( تابعی نشان می |  |با نماد )حقیقی مقداردهیم 

  :شوداست و به صورت زیر تعریف می

|𝐴| = 𝑎11                                                   𝑛 = 1, 

|𝐴| =∑𝑎1𝑗

𝑛

𝑗=1

|𝐴1𝑗|(−1)
1+𝑗                    𝑛 > 1, 

                                                           
11Generalized inverse 
12Penrose generalized inverse-Moore 
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𝑛)در اندازه ماتریسی 𝐴1𝑗که در آن  − 1) × (𝑛 − ستون ماتریس  با حذف اولین سطر و است و  (1

𝐴 آید. دست میهب 

   A-8قضیه 

𝐷اگر  (6 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑑1, 𝑑2, … 𝑑𝑛)  آنگاه،|𝐷| = ∏ 𝑑𝑖
𝑛
𝑖=1 . 

.آنگاه  منفرد باشد، 𝐴اگر  (2 |𝐴| = 0 

3) |𝐴′| = |𝐴| . 

|𝐴−1|آنگاه  نا منفرد باشد، 𝐴اگر  (4 =
1

|𝐴|
 . 

  :به شکل زیر افراز شده باشد مربع و یک ماتریس متقارن، 𝐴اگر   A-3قضیه 

𝐴 = (
𝐴11 𝐴12
𝐴21 𝐴22

), 

  آنگاهمربع و نامنفرد باشند،  𝐴22و  𝐴11هاي و ماتریس

|𝐴| = |𝐴11||𝐴22 − 𝐴21𝐴11
−1𝐴12| 

= |𝐴22||𝐴11 − 𝐴12𝐴22
−1𝐴21|. 

|𝐴𝐵| آنگاهبعد باشند، هم دو ماتریس مربع و 𝐵و 𝐴اگر   A-15قضیه  = |𝐴||𝐵|. 

 گاه نامند، هرمی 63را متعامد 𝑏𝑛×1 و 𝑎𝑛×1دو بردار   A-12تعریف 

𝑎′𝑏 = 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑏𝑛 = 0 

𝐶𝑝×𝑝ماتریس  A-19تعریف  = (𝑐1, … , 𝑐𝑝)  بردارهاي متعامد  ،هاي آنمتعامد است، هر گاه ستون

 دهیم. یعنینشان می 𝑂(𝑝)هاي متعامد را با باشند. و مجموعه ماتریس

                                                           
13Orthogonal  
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𝑂(𝑝) = {𝐶(𝑝 × 𝑝): 𝐶𝐶′ = 𝐼𝑝}. 

𝐶′𝐶 آنگاهیک ماتریس متعامد باشد،  𝐶اگر   A-11قضیه  = 𝐶𝐶′ = 𝐼 . 

  آنگاههر ماتریس دیگري باشد،   𝐴𝑝×𝑝و یک ماتریس متعامد 𝐶𝑝×𝑝اگر   A-12قضیه 

6) |𝐶| = −
+1.    

2) |𝐶′𝐴𝐶| = |𝐴|. 

3) −1 ≤ 𝑐𝑖𝑗 ≤  . است 𝐶عنصر ماتریس  𝑐𝑖𝑗، که در آن   1

4) 𝐶−1 = 𝐶′ . 

 64مجموع عناصر روي قطر اصلی، اثر آنگاهباشد،  𝑛یک ماتریس مربع با بعد  𝐴 اگر  A-41تعریف 

  :شودبه صورت زیر تعریف می نام دارد و 𝐴ماتریس 

𝑡𝑟(𝐴) =∑𝑎𝑖𝑖

n

i=1

. 

   A-19قضیه 

𝑛ماتریس  𝐴اگر  (6 × 𝑛  باشد، آنگاه𝑡𝑟(𝐴) = 𝑡𝑟(𝐴′). 

𝑛ماتریس  𝐴اگر  (2 × 𝑛 و ،𝑘 ≠ 𝑡𝑟(𝑘𝐴)باشد، آنگاه  عدد حقیقییک  0 = 𝑘𝑡𝑟(𝐴). 

𝑛دو ماتریس  𝐵و  𝐴اگر  (3 × 𝑛  باشند، آنگاه𝑡𝑟(𝐴 ± 𝐵) = 𝑡𝑟(𝐴) ± 𝑡𝑟(𝐵). 

𝑛ماتریس  𝐴اگر  (4 × 𝑝 و𝐵  ماتریس𝑝 × 𝑛  باشند ، آنگاه𝑡𝑟(𝐴𝐵) = 𝑡𝑟(𝐵𝐴).  

𝑛ماتریس  𝐴اگر  (9 × 𝑝  باشد، آنگاه𝑡𝑟(𝐴′𝐴) = ∑ 𝑎𝑗
′𝑎𝑗 = ∑ ∑ 𝑎𝑖𝑗

2𝑝
𝑗=1

𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑗=1.  

𝑛ماتریس  𝐴اگر  (1 × 𝑛  و𝑃  یک ماتریس𝑛 × 𝑛  ،آنگاهنامنفرد باشد 

 𝑡𝑟(𝑃−1𝐴𝑃) = 𝑡𝑟(𝐴)  

                                                           
14Trace 
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𝑛ماتریس  𝐴اگر  (7 × 𝑛  و𝐶  یک ماتریس𝑛 × 𝑛  متعامد باشد، آنگاه𝑡𝑟(𝐶′𝐴𝐶) = 𝑡𝑟(𝐴).  

 که  طوريه توان یافت برا می 𝑋صفر بردار غیر و 𝜆 عدد حقیقی، 𝐴براي هر ماتریس مربع   A-10تعریف 

𝐴𝑋 = 𝜆𝑋 

𝐴|با حل  شوند ونامیده می 𝐴ماتریس  61ویژه بردار 𝑋و  69ویژه مقدار 𝜆که در آن  − 𝜆𝐼| = نسبت  0

 آیند. دست میهب 𝜆 به

   A-14قضیه 

 باشند.  ویژه یکسان می داراي مقادیر𝑃−1𝐴𝑃  و 𝐴یک ماتریس نامنفرد باشد، آنگاه  𝑃اگر  (6

 باشند. یکسان میویژه  داراي مقادیر 𝐶′𝐴𝐶و 𝐴یک ماتریس متعامد باشد، آنگاه  𝐶اگر  (2

𝜆متقارن باشد، آنگاه  𝐴𝑛×𝑛اگر  (3
1
, 𝜆2, … 𝜆𝑛  مقادیري حقیقی و بردارهاي ویژه𝑥1, … 𝑥𝑛 

𝑖باشند، یعنی به ازاي دو به دو متعامد می 𝐴ماتریس  ≠ 𝑗  داریم𝑥𝑖𝑥𝑗 = 0 . 

𝜆با مقادیرویژه  𝐴𝑛×𝑛اگر  (4
1
, 𝜆2, … , 𝜆𝑛  باشد، آنگاه 

|𝐴| =∏𝜆𝑖

𝑛

𝑖=1

, 

𝑡𝑟(𝐴) =∑𝜆𝑖

𝑛

𝑖=1

. 

 غیرصفر آن برابر است.  ویژه با تعداد مقادیر 𝐴رتبه ماتریس  (9

 آن غیرصفر باشند. ویژه اگر و فقط اگر تمام مقادیر ،یک ماتریس نامنفرد است 𝐴ماتریس  (1

                                                           
15aluevEigen 
16ectorvEigen 



 هاجبر ماتریس

 

118 
 

ه وجود دارد ب 𝑄باشد، در این صورت ماتریس متعامد  𝑛ماتریس متقارن با بعد  𝐴اگر   A-10قضیه 

 که  طوري

𝐴 = 𝑄Λ𝑄′, 

Λکه در آن  = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1, … , 𝜆𝑛1 , 0,… 𝑛1و  (0, < 𝑛. 

  آنگاه ،یک بردار باشد  𝑦یک ماتریس متقارن و  𝐴اگر   A-16تعریف 

𝑦′𝐴𝑦 =∑𝑎𝑖𝑖𝑦𝑖
2 +∑𝑎𝑖𝑗𝑦𝑖𝑦𝑗

𝑖≠𝑗𝑖

 

یک ماتریس باشد،  𝐴𝑛×𝑝ویژه و  یک بردار 𝑦𝑝×1یک بردار و 𝑥𝑛×1. اگر شودمینامیده  67فرم درجه دوم

  آنگاه

𝑥′𝐴𝑦 =∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑦𝑖
𝑖𝑗

 

 شود. نامیده می 68خطیفرم دو

𝑦′𝐴𝑦)یک ماتریس متقارن با ویژگی  𝐴اگر   A-10تعریف  ≥ 0) 𝑦′𝐴𝑦 > 𝑦به ازاي هر  0 ≠ o 

ماتریس معین مثبت )نیمه  𝐴( و 21)نیمه معین مثبت 65معین مثبت ،𝑦′𝐴𝑦باشد، آنگاه فرم درجه دوم 

𝐴)را با نماد  آنشود. و معین مثبت( نامیده می ≥ 0) 𝐴 >  دهیم. نشان می 0

𝐴اگر  > 𝐴یا  0 ≥  است. 26معین نامنفی 𝐴گوییم ماتریس  0

                                                           
17Quadratic Form 
18Bilinear Form 
19Positive Definite 
20Positive Semidefinite 
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𝜆معین مثبت )نیمه معین مثبت( با مقادیر ویژه  𝐴𝑛×𝑛اگر   A-16قضیه 
1
, 𝜆2, … , 𝜆𝑛  باشد ،آنگاه 

𝑎𝑖𝑖)  عناصر قطر اصلی (6 ≥ 0) 𝑎𝑖𝑖 >  باشند. می0

2) 𝐴  .نامنفرد است 

3) 𝐴−1  .معین مثبت است 

4) 𝑃′𝐴𝑃  معین مثبت )نیمه معین مثبت( است، که در آن𝑃  .یک ماتریس نامنفرد است 

9) |𝐴| > 0.  

1) 𝑖 = 1,2,… , 𝑛  , 𝜆𝑖 > 0.  

وجود داشته باشد  𝑃معین مثبت است اگر و فقط اگر ماتریس نامنفرد  𝐴ماتریس متقارن   A-10قضیه 

𝐴که  طوريه ب = 𝑃′𝑃 . 

 وجود دارد به طوریکه  𝐶معین مثبت باشد، در این صورت ماتریس نامنفرد  𝐴اگر ماتریس   A-18قضیه 

𝐶′𝐴𝐶 = 𝐼. 

یک ماتریس نیمه معین مثبت است. در  𝐴مولفه و  𝑝یک بردار ستونی با  𝑥فرض کنید   A-13قضیه 

 :این صورت داریم

𝜆𝑝 ≤
𝑥′𝐴𝑥

𝑥′𝑥
≤ 𝜆1 , 

 هستند. 𝐴بزرگترین و کوچکترین مقادیر ویژه ماتریس  به ترتیب 𝜆𝑝و  𝜆1که در آن 

𝑝یک ماتریس  𝐴اگر   A-18تعریف  × 𝑞، نرم ماتریس  در این صورت𝐴 شود به صورت زیر تعریف می 

∥ A ∥Ξ1
2 ,Ξ2 =  trace ( A

′Ξ1AΞ2 ), 

                                                                                                                                                                                 
21negative Definite-Non 
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 باشندماتریس معین مثبت معلوم می Ξ2یک ماتریس معین نامنفی معلوم و   Ξ1که در آن 

𝑛در اندازه  𝐴ماتریس مربع   A-13تعریف  × 𝑛 هرگاه  ،شودخودتوان نامیده می𝐴2 = 𝐴.  

 ( است.  22)ماتریس واحد 𝐼تنها ماتریس خودتوان نامنفرد،   A-25قضیه 

 متعامد باشد، آنگاه  𝐶𝑛×𝑛نامنفرد و  𝑃𝑛×𝑛خودتوان،  𝐴𝑛×𝑛اگر ماتریس   A-21قضیه 

6) 𝑡𝑟(𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) 

2) 𝐼𝑛 − 𝐴  .خودتوان است 

3) 𝐴(𝐼 − 𝐴) = o  و(𝐼 − 𝐴)𝐴 = o . 

4) 𝑃−1𝐴𝑃  .خودتوان است 

9) 𝐶′𝐴𝐶  اگر خودتوان است(𝐴  ،متقارن باشد𝐶′𝐴𝐶 )متقارن و خودتوان است. 

𝐴، تساوي 𝑘متقارن و براي یک  𝐴𝑛×𝑛اگر   A-22قضیه  = ∑ 𝐴𝑖
𝑘
𝑖=1  برقرار باشد، که در آن𝐴𝑖  در

𝑛اندازه  × 𝑛  متقارن است، آنگاه 

6) 𝐴  .خودتوان است 

2) 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑘 باشند. خودتوان می 

3) ∀𝑖 ≠ 𝑗    , 𝐴𝑖𝐴𝑗 = o.   

گاه یک ماتریس متعامد باشد، آن 𝑛یک ماتریس مربع متقارن و خودتوان در اندازه  𝐴اگر   A-29قضیه 

  :کهطوري به ،وجود دارد 𝑄مانند 

𝑄′𝐴𝑄 = [
𝐼𝑟 o
o o

] , 

𝑟که در آن  = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐴) . 
                                                           

22Identity Matrix 
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𝑛یک ماتریس  𝐴فرض کنید   A-25تعریف  × 𝑘  و𝐵  یک ماتریس𝑚 × 𝑟  باشد. در این صورت

𝑛𝑚از یک ماتریس  است عبارت ،𝐴⊗𝐵با نماد  ،𝐵و  𝐴 23حاصلضرب کرونیکر × 𝑘𝑟  که به صورت

 زیر است:افراز شده 

𝐴⊗𝐵 = [
𝑎11𝐵 ⋯ 𝑎1𝑘𝐵
⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑛1𝐵 ⋯ 𝑎𝑛𝑘𝐵
] = (𝑎𝑖𝑗𝐵). 

   A- 24قضیه 

,𝛼اگر  (6 𝛽 ≠ ⊗(𝛼𝐴) باشند، آنگاه عدد حقیقی 0 (𝛽𝐵) = 𝛼𝛽(𝐴⊗ 𝐵). 

𝑚هاي ماتریس 𝐵و  𝐴اگر  (2 × 𝑛 و ،𝐶 هر ماتریس دیگري باشد، آنگاه 

(𝐴 + 𝐵)⊗ 𝐶 = (𝐴⊗ 𝐶) + (𝐵 ⊗ 𝐶), 

𝐶 ⊗ (𝐴 + 𝐵) = (𝐶 ⊗ 𝐴) + (𝐶 ⊗ 𝐵). 

3) (𝐴⊗ 𝐵)⊗ 𝐶 = 𝐴⊗ (𝐵⊗ 𝐶). 

4) (𝐴⊗ 𝐵)′ = 𝐴′⊗𝐵′. 

9) (𝐼 ⊗ 𝐴)𝐵(𝐼 ⊗ 𝐴′) = 𝐵 ⊗ 𝐴𝐴′. 

𝑚هاي ماتریس 𝐵و  𝐴اگر  (1 ×𝑚  باشند، آنگاه𝑡𝑟(𝐴⊗ 𝐵) = 𝑡𝑟(𝐴)𝑡𝑟(𝐵). 

𝑚به ترتیب در اندازه  𝐷و  𝐴 ،𝐵 ،𝐶هاي اگر ماتریس (7 × 𝑛 ،𝑝 × 𝑞 ،𝑛 × 𝑟  و𝑞 × 𝑠  ،باشند

⊗𝐴)آنگاه  𝐵)(𝐶 ⊗𝐷) = (𝐴𝐶)⊗ (𝐵𝐷). 

⊗𝐴)نامنفرد باشند، آنگاه  𝐵و  𝐴هاي اگر ماتریس (8 𝐵)−1 = 𝐴−1⊗𝐵−1. 

𝑃آنگاه هاي متعامد باشند، ماتریس 𝑄و  𝑃اگر  (5 ⊗𝑄  .نیز یک ماتریس متعامد است 

𝑃هاي معین مثبت باشند، آنگاه ماتریس 𝑄و  𝑃اگر  (61 ⊗𝑄  .نیز یک ماتریس معین مثبت است 

                                                           
23Kronecker Product 



 هاجبر ماتریس

 

122 
 

𝑚یک ماتریس  𝐴اگر  (66 ×𝑚  و𝐵  ماتریس𝑛 × 𝑛  باشد، آنگاه|𝐴 ⊗ 𝐵| = |𝐴|𝑛|𝐵|𝑚. 

𝐴به صورت  𝐴اگر ماتریس  (62 = [𝐴1, 𝐴2] افراز شده باشد، آنگاه 

[𝐴1, 𝐴2] ⊗ 𝐵 = [𝐴1⊗𝐵,𝐴2⊗𝐵]. 

عبارت است از یک ماتریس  ،دهیمنشان می 𝑣𝑒𝑐𝐴که آن را با  𝐴شکل برداري ماتریس   A-21تعریف 

عبارت است از یک  𝑣𝑒𝑐𝐴یا هم ارز آن شود. حاصل می 𝐴هاي دادن ستون ستونی که از زیر هم قرار

یک ماتریس  𝐴یعنی اگر  شود.حاصل می ′𝐴دادن سطرهاي ماتریس  ماتریس ستونی که از زیر هم قرار

𝑛 × 𝑘 باشد، آنگاه 

𝑣𝑒𝑐𝐴 = (

𝑎1
⋮
𝑎𝑘
)

𝑛𝑘×1

 

𝑎𝑖که در آن  , 𝑖 = 1,… , 𝑘 ،𝑖- امین ستون ماتریس𝐴  یا𝑖- امین سطر ماتریس𝐴′ باشد.می 

𝑝به ترتیب در اندازه  𝐷و  𝐴 ،𝐵 ،𝐶هاي اگر ماتریس  A-20قضیه  × 𝑞 ،𝑞 × 𝑟 ،𝑟 × 𝑠  و𝑠 × 𝑝 

 باشند، آنگاه

A-26  𝑣𝑒𝑐𝐴با توجه به تعریف  (6 = 𝑣𝑒𝑐𝐴′. 

2) 𝑣𝑒𝑐(𝐴𝐵𝐶) = (𝐶′⊗𝐴)𝑣𝑒𝑐𝐵. 

3) 𝑣𝑒𝑐(𝐴𝐵) = (𝐼 ⊗ 𝐴)𝑣𝑒𝑐𝐵 = (𝐵′⊗ 𝐼)𝑣𝑒𝑐𝐴. 

4) 𝑡𝑟(𝐴𝐵) = 𝑣𝑒𝑐′𝐴′𝑣𝑒𝑐𝐵. 

9) 𝑡𝑟(𝐴𝐵𝐶) = 𝑣𝑒𝑐′𝐴′(𝐼 ⊗ 𝐵)𝑣𝑒𝑐𝐶. 

1) 𝑡𝑟(𝐴𝐵𝐶𝐷) = 𝑣𝑒𝑐′𝐴′(𝐷′⊗𝐵)𝑣𝑒𝑐𝐶. 
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𝑢فرض کنید   A-22تعریف   = 𝑓(𝑥)  تابعی از𝑥 = (𝑥1, … 𝑥𝑝)
′

𝑢��و   𝜕𝑥1⁄ ,… , 𝜕𝑢 𝜕𝑥𝑝⁄  

 را به صورت زیر تعریف می کنیم:  𝑢/𝜕𝑥��هاي جزیی باشند. مشتق

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

(

  
 

𝜕𝑢

𝜕𝑥1
⋮
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑝)

  
 
. 

𝑢فرض کنید   A-26قضیه  = 𝑎′𝑥 = 𝑥′𝑎 که در آن ،𝑎′ = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑝)   .برداري ثابت است

 آنگاه

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜕(𝑎′𝑥)

𝜕𝑥
=
𝜕(𝑥′𝑎)

𝜕𝑥
= 𝑎. 

𝑢فرض کنید    A-20قضیه   = 𝑥′𝐴𝑥 که درآن ،𝐴  ماتریس متقارن و ثابت است. آنگاه 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜕(𝑥′𝐴𝑥)

𝜕𝑥
= 2𝐴𝑥. 

𝑌هاي فرض کنید درایه  A-29تعریف  ∈ ℝ𝑟×𝑠  توابعی از𝑋 ∈ ℝ𝑝×𝑞هاي جزیی ، و مشتق
𝜕𝑦𝑘𝑙

𝜕𝑥𝑖𝑗
 

وجود داشته باشند. ماتریس 
𝑑𝑌

dX
∈ ℝpq×rs  مشتق ماتریس ،𝑌  نسبت به𝑋  نامیده شده و به صورت زیر

 :شودتعریف می

𝑑𝑌

𝑑𝑋
=

𝜕

𝜕𝑣𝑒𝑐𝑋
𝑣𝑒𝑐′𝑌, 

 ،که در آن
𝜕

𝜕𝑣𝑒𝑐𝑋
= (

𝜕

𝜕𝑥11
, …

𝜕

𝜕𝑥𝑝1
,
𝜕

𝜕𝑥12
, … ,

𝜕

𝜕𝑥𝑝2
, … ,

𝜕

𝜕𝑥1𝑞
, … ,

𝜕

𝜕𝑥𝑝𝑞
)
′

 . 
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مستقل از هم و  𝑋هاي مناسب باشند و درایههاي ها در اندازهفرض کنید همه ماتریس  A-28قضیه 

 باشند؛ آنگاه 24متغیر

6) 
𝑑𝑋

𝑑𝑋
= 𝐼𝑝𝑞. 

 ،یک ثابت است 𝑐که  با فرض این (2
𝑑(𝑐𝑋)

𝑑𝑋
= 𝑐𝐼𝑝𝑞 . 

3) 
𝑑𝐴′𝑋

𝑑𝑋
= 𝐼 ⊗ 𝐴. 

4) 
𝑑(𝐴′𝑣𝑒𝑐𝑋)

𝑑𝑋
= 𝐴. 

9) 
𝑑(𝑌+𝑍)

𝑑𝑋
=
𝑑𝑌

𝑑𝑋
+
𝑑𝑍

𝑑𝑋
. 

1) 
𝑑𝑡𝑟𝑌

𝑑𝑋
=
𝑑𝑌

𝑑𝑋
𝑣𝑒𝑐𝐼. 

7) 
𝑑𝑡𝑟(𝐴′𝑋)

𝑑𝑋
= 𝑣𝑒𝑐𝐴. 

 هاي مناسب باشند. آنگاههاي ثابت در اندازهماتریس 𝐵و  𝐴فرض کنید   A-23قضیه 

6) 
𝑑(𝐴𝑋𝐵)

𝑑𝑋
= 𝐵⊗𝐴′. 

2) 
𝑑(𝐴𝑌𝐵)

𝑑𝑋
=
𝑑𝑌

𝑑𝑋
(𝐵 ⊗ 𝐴′). 

شود. و ماتریسی برداري که عناصر آن متغیرهاي تصادفی است، بردار تصادفی نامیده می  A-24تعریف 

 شود.تصادفی است، ماتریس تصادفی نامیده میهاي آن متغیرهاي که درایه

𝑝در اندازه  𝑋ماتریس تصادفی  ریاضی امید  A-20 تعریف × 𝑞 شود:به صورت زیر تعریف می 

                                                           
24Mathematically independent and variable 
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𝐸(𝑋) = 𝐸 [

𝑋11 ⋯ 𝑋1𝑞
⋮ ⋱ ⋮
𝑋𝑝1 ⋯ 𝑋𝑝𝑞

] = [

𝐸(𝑋11) ⋯ 𝐸(𝑋1𝑞)

⋮ ⋱ ⋮
𝐸(𝑋𝑝1) ⋯ 𝐸(𝑋𝑝𝑞)

] = [

𝜇11 ⋯ 𝜇1𝑞
⋮ ⋱ ⋮
𝜇𝑝1 ⋯ 𝜇𝑝𝑞

] 

= 𝜇, 

𝐸(𝑋𝑖𝑗)که در آن  = 𝜇𝑖𝑗. 

𝑝در اندازه  𝑌ماتریس تصادفی  فرض کنید  A-26تعریف  × 𝑞  به صورت𝑌 = (𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑞)
′

 

,𝑌1افراز شده است، که در آن  𝑌2, … , 𝑌𝑞  بردارهاي ستونی با𝑝 هاي مولفه، و داراي واریانس

𝜎1
2, 𝜎2

2, … , 𝜎𝑝
𝜎𝑖𝑗 ،∀ 𝑖هاي و کوواریانس 2 ≠ 𝑗 هستند. در این صورت ماتریس کوواریانس بردار ،𝑌𝑘 ،

𝑘 = 1,… , 𝑞شود: ، به صورت زیر تعریف می 

𝑣𝑎𝑟(𝑌𝑘) = 𝐸[(𝑌𝑘 − 𝜇𝑘)(𝑌𝑘 − 𝜇𝑘)
′] = 𝐸(𝑌𝑘𝑌𝑘

′) − 𝜇𝑘𝜇𝑘
′  

= [

𝜎11 ⋯ 𝜎1𝑝
⋮ ⋱ ⋮
𝜎𝑝1 ⋯ 𝜎𝑝𝑝

] = Σ, 

𝜎𝑖𝑖که در آن  = 𝜎𝑖
2 ،𝑖 = 1,2,… , 𝑝 همچنین ماتریس .Σ  .متقارن است 

 به صورت زیر است: 𝑌همچنین  ماتریس کوواریانس ماتریس 

𝑐𝑜𝑣(𝑌) = 𝑐𝑜𝑣(𝑣𝑒𝑐𝑌) = 𝐸{𝑣𝑒𝑐𝑌𝑣𝑒𝑐′𝑌} − 𝐸{𝑣𝑒𝑐𝑌}𝐸{𝑣𝑒𝑐′𝑌} 

= [

𝑐𝑜𝑣(𝑌1, 𝑌1) ⋯ 𝑐𝑜𝑣(𝑌1, 𝑌𝑞)

⋮ ⋱ ⋮
𝑐𝑜𝑣(𝑌𝑞 , 𝑌1) ⋯ 𝑐𝑜𝑣(𝑌𝑞 , 𝑌𝑞)

]

𝑝𝑞×𝑝𝑞

. 
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A-2  های تحقیق(های آینده )ارائه زمینهپیشنهادات برای پژوهش  

توان در آینده بر روي موارد زیر نامه و موضوعات مطرح شده میاین پایانبا توجه به نتایج بدست آمده در 

 تحقیق کرد.

 موزون است. می دومتواننامه از نوع تابع زیان هاي این پایانکار رفته در تمام فصلتابع زیان به-

طی هاي سوم و چهارم را با در نظر گرفتن تابع زیان نمایی خهاي انجام شده در فصلتوان بررسی

 ( ادامه داد.RN)  3و نرمال منعکس شده 2(، متوازنMLINEX) 6چندپارامتري

 هاي سوم و چهارم از نوع قیود قطعی فرض محدودیت اعمال شده بر روي فضاي پارامتر در فصل

توان از قید کار برد. مثلا میها بهتوان قیودي غیرقطعی براي این محدودیتمیکه شده است. 

𝐿1𝜃𝐿2 = 𝑑 + 𝜖  استفاده کرد؛ که در آن𝜖 .یک متغیرتصادفی و داراي توزیع خاصی است 

 قلند، و در نتیجه ماتریس ها از هم مستدر خصوص مدل منحنی رشد، فرض شده که ستون

⊗Σکوواریانس به صورت  I و  ها رابطه وجود داردکه بین ستون توان فرض کردباشد. میمی

 است و بر این اساس برآوردگرها را پیدا کرد. Σ⊗𝜓ماتریس کوواریانس به صورت 

  در خصوص فصل چهارم، بدون اینکه مدل رگرسیونی خاصی را فرض کنیم، برآوردگرها را براي

توان با فرض اینکه در مدل گون ماتریسی بدست آوردیم. میماتریس میانگین در توزیع بیضی

گون ماتریسی داراي توزیع بیضی رگرسیونی چندمتغیره ارائه شده در فصل دوم، ماتریس خطا

است، به بررسی و مقایسه برآوردگرهاي محدودنشده، محدودشده، استاین و استاین نوع مثبت 

 پرداخت. 

                                                           
1 Multiparameter linear exponential loss function 
2 Balance Loss 
3 Refelected normal loss function 
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Abstract 

After magnificent work of Prof Charles Stein in 1956, regarding the inadmissibility of the 

minimax estimator of mean of multivariate normal, when the dimension is greater than 2, 

there are many studies to develop improved estimators in the sense of having smaller risk 

or MSE that the minimax estimator of mean under different settings. These improved 

estimators are shrinkage in some sense. In this approach, we consider multivariate models 

with matrix structure for errors. We study the performance of least squares as well as 

shrinkage estimators. The underlying models are matrix variate normal and matrix variate 

elliptical distributions. The risk functions of the proposed estimators are exactly derived 

and the performance of the estimators is compared by their risk measures.  

Keywords: Multivariate regression model, Risk function, Elliptically contoured 

distribution, Shrinkage estimator, Stein-type estimator   

   

  



 

 
 

 

Shahrood University of Technology 

Faculty of Mathematical Sciences 

 

 

Shrinkage estimation in multivariate models 

 

Seyyed aliasghar Tajaddod 

 

Supervisor: 

Dr. Mohammad Arashi 

 

Date: September 2012 


