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1 فصل
اولیه مفاهیم و مقدمه
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2 اولیه مفاهیم و مقدمه .1 فصل

کنترل نظریه بر مقدمه�اي 1.1

یا معادلات شکل به می�توان را سیستم�ها از بسیاري دینامیکی رفتار که است شده داده نشان کنترل نظریه در

یک براي ریاضی مدل یک ساختن البته نمود. بیان 1 دیفرانسیل معادلات شکل به بخصوص و ریاضی نامعادلات

خواهیم فرض ما است. برخوردار زیادي اهمیت از خود جاي در مبحث این باشد پیچیده بسیار است ممکن سیستم

پس �باشد. مشخص می�دهد، نشان را بررسی مورد سیستم دینامیکی خواص که سیستم ریاضی معادلات که کرد

آن به مربوط ریاضی معادلات چنانکه شوند انتخاب مناسب کنترل ورودي�هاي است لازم سیستم یک کنترل براي

پیچیده عموما غیرخطی دیفرانسیل معادلات بخصوص معادلات، جواب�هاي محاسبه البته شوند. برآورده سیستم

حاکم معادله دهیم. قرار بررسی مورد را راکت سوخت مصرف مینیمم�کردن مساله می�خواهیم مثال به�عنوان است.

از: است عبارت راکت حرکت بر

m
dV

dt
= mF + Fext,

خارجی نیروهاي Fextو شود می تولید راکت بوسیله که پرتاب نیروي F آن، Vسرعت راکت، جرم m آن در که

:[1] داریم همچنین شود، می وارد راکت به محیط از که

|F | = c

m
β,

بین (زاویه پرتاب 2 افقی زاویه φ اگر است، سوخت مصرف نرخ ،β = −dm
dt

و اگزوز نسبی سرعت c آن در که

از: عبارتند حرکت معادلات آنگاه باشد، افق) و راکت محور
dv١

dt
=
cβ

m
cosφ,

dv٢

dt
=
cβ

m
sinφ−mg,

انتخاب از است عبارت بهینه کنترل مساله است. شده اختیار Fext = [٠,−mg]T و V = [v١, v٢]
T آن در که

مصرفی سوخت مقدار که قسمی به برساند ،y موردنظر ارتفاع به اولیه نقطه از را راکت که φ و β هاي کنترل
1Differential equations
2Horizontal angle



3 اولیه مفاهیم و مقدمه .1 فصل

از: است عبارت شده مصرف سوخت شود. مینیمم

I =

∫ T

٠
β dt

است. y به رسیدن زمان T آن در که

هار موجک بر مقدمه�اي 2.1

می�آید. بدست دیفرانسیل معادلات از بسیاري جواب�هاي 3 لاپلاس تبدیل روش� اساس بر کلاسیک کنترل نظریه در

یا انرژي سوخت، زمان، در صرفه�جویی امروزه این بر علاوه دارد. زیادي محدودیت�هاي و مشکلات روش این اما

کنترل مسائل حل کلاسیک روش در دارد. ضرورت کنترل�پذیر سیستم یک در نیز غیره و اقتصادي سرمایه�گذاري

مجموعه�اي به روش�ها این از استفاده با است. متداول پونتریاگین5 4و تغییرات حساب روش�هاي از استفاده بهینه،

به�همین است. مشکلاتی و محدودیت�ها داراي روش این کند. صدق مساله شرایط در باید که می�رسیم نقاط از

گسترش علمی مقالات و کتاب�ها در بهینه کنترل مسائل حل براي متفاوتی جایگزین محاسباتی روش�هاي منظور

می�باشد. هار موجک روش می�گیرد، قرار بررسی مورد نامه پایان این در که روشی است. یافته

نوع این می�شود. شناخته موجک، نوع اولین و ساده�ترین به�عنوان که است توابع از خاصی سري 6 �هار موجک

مقادیر که هستند 8 متعامد مجموعه�اي هار توابع شد. 7پیشنهاد هار آلفرد توسط 1910 سال در بار اولین موجک

بودن ناپیوسته هار موجک ضعف نقطه می�کنند. اختیار {٠,
√

٢i,−
√

٢i; i = ٠,١, ...} مجموعه�ي از را خود

براي موجک این مستقیم کاربرد که می�شود باعث موضوع این و ندارد وجود مشتق ناپیوستگی نقاط در است. آن

این در است. انتگرالگیري روش از استفاده مشکل این بر غلبه راه یک شود. غیرممکن دیفرانسیل معادلات حل

تبدیل اساس بر روش این اصلی ایده می�شود. داده بسط هار سري با معادله در موجود مشتق درجه بالاترین روش
3Laplace transform
4Variational Calculus
5Pontryagin
6Haar wavelet
7Alfred Haar
8Orthogonal set



4 اولیه مفاهیم و مقدمه .1 فصل

تقسیم یکسان طول با بازه�هایی زیر به زمانی بازه روش این در است. 9 جبري معادله یک به دیفرانسیل معادله یک

گفته 10 کالوکیشن نقاط بازه�ها زیر این میانی نقاط به می�شوند. زده تقریب بازه�ها زیر این در توابع و می�شود

می�یابند. افزایش تصاعدي بصورت نقاط این یابد. افزایش نقاط این تعداد باید بیشتر دقت به رسیدن براي می�شود

بهینه کنترل مساله کلی شکل 3.1

عددي روش از استفاده با بعدي فصول در که می�کنیم معرفی 11 بهینه کنترل مساله یک از کلی شکل اینجا در

می�پردازیم. آن حل به هار موجک

را x 12 حالت بردار اکنون می�شود. مشخص x١، x٢،...، xn حالت متغیر n توسط دینامیکی سیستم کنید فرض

می�گیریم: نظر در زیر بصورت

x =


x١
x٢
.
.
.
xn

 .

گرفت. نظر در 13 حالت فضاي نام به� بعدي n مختصات محورهاي بعنوان می�توان را x مولفه�هاي

می�گیریم: نظر در زیر بصورت و u١، u٢...، um کنترل متغیر m از برداري به�عنوان را u 14 کنترل بردار

u =


u١
u٢
.
.
.
um

 .

می�کند: صدق زیر 15بصورت اول مرتبه دیفرانسیل معادلات دستگاه یک در (x, u)T کنید }فرض
ẋ = g(t, x, u), ta ≤ t ≤ tb,

x(ta) = xa, x(tb) = xb,
(1.1)

9Algebraic equation
10Collocation points
11Optimal control problem
12State vector
13State space
14Control vector
15Frist order differential equations



5 اولیه مفاهیم و مقدمه .1 فصل

مساله است. 17 نهایی حالت x(tb) و 16 اولیه حالت x(ta) ، g١،g٢، ... ،gn مولفه�هاي با بردار یک g آن در که

کند: مینیمم یا ماکسیمم را زیر تابعی و کرده صدق (1.1) در که (x, u)T کردن پیدا از است عبارت بهینه کنترل

I =

∫ tb

ta

f٠(t, x(t), u(t)) dt.

هستند. u و x، tاز پیوسته توابعی ، gi; i = ١,٢, ..., n و f٠ اینجا در

می�پردازیم. است شده استفاده آن از پایان�نامه این در که مباحثی و تعاریفی بیان به خلاصه بطور اینجا در

می�نامیم) دوتایی عمل یک را آن 19(که نگاشت یک با همراه Gاعضاي از است مجموعه�اي 18 گروه .1.3.1 تعریف

بطوریکه: ∗ : G×G

عضو را عضو این e ∗ g = g ∗ e = g باشیم داشته g ∈ G تمام براي که باشد موجود چنان e ∈ G عضو .1

گوییم. G گروه 20 خنثی

h عضو .h ∗ g = g ∗ h = e بطوریکه باشد موجود h ∈ G 21 بفرد منحصر عضو ،g ∈ G عضو هر براي .2

می�دهیم. نشان g−با١ را آن و نامیده g وارون را

این در باشد. پذیر شرکت ∗ یعنی ،g ∗ (h ∗ j) = (g ∗ h) ∗ j باشیم داشته G در j و h ،g کلیه براي .3

g ∗ h = h ∗ g باشیم داشته g, h ∈ G کلیه براي اگر به�علاوه می�دهیم. نشان (G, ∗) با را گروه صورت

است Gاز s مانند زیرمجموعه�اي (G, ∗) زیر�گروه یک گوییم. (تعویض�پذیر) جابجایی گروه یک را Gآن�گاه

باشد. بسته ∗ تحت که

بترتیب که . : F ×F → F +و : F ×F → F عمل دو همراه F اعضاي از مجموعه�اي میدان .2.3.1 تعریف
16Initial state
17Final state
18Group
19Mapping
20Neutral element
21Unique element
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نیز (F − {٠}, .) و بوده صفر 22 همانی عضو با جابجایی گروهی (F,+) بطوریکه می�شوند نامیده ضرب و جمع

(F,+, بصورت(. را میدانی چنین می�نامیم. واحد را آن و داده نشان ١ با �را آن همانی عضو باشد. جابجایی گروهی

باشد. میدان (S,+, .) بطوریکه است F از S مانند مجموعه�اي زیر (F,+, .) میدان زیر یک می�دهیم. نشان

مجموعه�اي می�شوند) نامیده اسکالر�ها آن اعضاي (که F میدان روي 23 برداري فضاي یک .3.3.1 تعریف

بطوریکه: می�نامیم بردار را آن اعضاي که است V مانند

+و : V ×V → V که باشد شده تعریف چنین می�دهیم، +نشان نماد با و نامیده جمع �را آن که نگاشتی .1

F×V → V نگاشت همچنین می�دهیم. نشان ٠ با را گروه این همانی عضو باشد جابجایی گروهی (V,+)

V ∈ V و f ∈ F هر براي را V و F اسکالر ضرب می�کنیم. تعریف می�شود نامیده اسکالر ضرب که را

است: زیر خواص داراي اسکالر ضرب U ,V ∈ V و a, b ∈ F کلیه براي می�دهیم. نشان fV بصورت

برداري)، جمع روي اسکالر ضرب (توزیع a(U + V) = aU + aV .2

اسکالر)، جمع روي برداري ضرب (توزیع (a+ b)V = aV + bV .3

اسکالر)، ضرب (شرکت�پذیري a(bV) = (a.b)V .4

،١V = V .5

،٠V = ٠ . 6

می�دهیم. نشان (V, F ) با را برداري فضاي چنین

هیلبرت) شبه فضاي یا (و 24 داخلی ضرب فضاي یک را مختلط اعداد میدان روي V برداري فضاي .4.3.1 تعریف

a ∈ Cو U ,V ,W ∈ V هر براي که باشد داشته وجود >چنان ., . >: V × V → C چون تابعی هرگاه نامیم،
22Identity element
23Vectoral space
24Inner product space
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باشیم: داشته

،V = ٠ اگر وتنها اگر < V ,V >= و٠ < U ,V >≥ ٠ . 1

،< U ,V +W >=< U ,V > + < U ,W > .2

،< aU ,V >= a < U ,V > .3

است. مختلط اعداد در مزدوج عمل بالایی خط که ،< U ,V >= < V ,U > .4

گوییم. داخلی ضرب یک را < U ,V > تابع

N ،ϵ > ٠ هر براي هرگاه می�شود نامیده 26 کشی (V,C)داخلی فضايضرب در (Vj)j∈N
25 دنباله تعریف5.3.1.

.d(Vm,Vn) ≤ ϵ باشیم داشته ،m,n ≥ Nهر براي که شود یافت چنان N در اي

باشد. 27 همگرا آن در کشی دنباله هر هرگاه گوییم کامل را داخلی ضرب فضاي یک .6.3.1 تعریف

گوییم. 28 هیلبرت فضاي یک را کامل داخلی ضرب فضاي یک .7.3.1 تعریف

می�کنیم: تعریف زیر بصورت را [a, b] بازه براي L٢[a, b] فضاي .8.3.1 تعریف

L٢([a, b]) = {f :

∫
[a,b]

|f |٢ <∞}

بصورت را F تابع باشد. حقیقی متغیر یک s و شده تعریف ٠ ⩽ t <∞ براي f تابع کنید فرض .9.3.1 تعریف

می�کنیم: تعریف زیر

F (s) =

∫ ∞

٠
e−stf(t) dt

25Sequence
26Cauchy
27Convergent
28Hilbert space
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حد آن�ها ازاي به که sهایی یعنی همگراست، فوق انتگرال آن�ها ازاي به که است sهایی مجموعه F تعریف حوزه

است: موجود زیر

limb→∞

∫ b

٠
e−stf(t) dt.

پس: می�دهیم، نشان L{f(t)} با آن�را و می�نامیم f(t) تابع لاپلاس تبدیل را F (s) تابع

L{f(t)} = F (s) =

∫ ∞

٠
e−stf(t) dt.

یک از است عبارت X روي مجموعه�ها از جبر یک باشد، مجموعه یک X ̸= ∅ می�کنیم فرض .10.3.1 تعریف

کند: صدق زیر شرط دو در بطوریکه X مجموعه�هاي زیر از A غیر�تهی خانواده

.∪n
k=١Ek ∈ A آن�گاه، E١, E٢, ..., En ∈ A اگر . 1

.EC ∈ A آن�گاه، E ∈ Aاگر . 2

هر براي Ek ∈ A اگر یعنی باشد. بسته شمارش�پذیر اجتماع تحت هرگاه گوییم، σ-جبر را X روي روي جبر یک

.∪∞
k=١Ek ∈ A آن�گاه ،k ∈ N

روي اندازه یک را [٠,∞) بتوي A از µ مجموعه�اي تابع باشد، σ-جبر یک A ⊆ X کنید فرض .11.3.1 تعریف

هرگاه: می�نامیم، A σ-جبر

.µ(∅) = ٠ . 1

.µ(∪∞
k=١Ek) =

∑∞
k=١ µ(Ek) آن�گاه .k ̸= l وقتی Ek ∩ El = ∅ و Ek ∈ A، k ∈ N کنیم فرض .2

نامیم. E مجموعه� 29 اندازه را µ(E)
29Measure
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تابع باشند. اندازه�پذیر فضا�هاي (Y,N) و (X,M) نگاشت، یک f : X −→ Y می�کنیم فرض .12.3.1 تعریف

باشیم: داشته E ∈ N هر براي اگر گوییم اندازه�پذیر30 را f

f−١(E) ∈M,

از دنباله یک اگر می�گوییم 31 لبگ انتگرال یک را است شده تعریف R روي که f اندازه�پذیر تابع .13.3.1 تعریف

کند: صدق زیر شرط دو در بطوریکه باشد داشته وجود (fn) توابع

.
∑∞

n=١
∫
| fn |<∞ .1

.f(x) =
∑∞

n=١ fn(x) ∀x ∈ R s.t.
∑∞

n=١ | fn |<∞ .2

بصورت f انتگرال آن�گاه

∫
f =

∞∑
n=١

∫
fn,

می�شود. تعریف

اگر می�شود گفته 32 موضعی انتگرال�پذیر است، شده تعریف R روي که f تابع یک .14.3.1 تعریف
∫ b

a

f,

باشد. موجود −∞ < a < b <∞ هر براي

موضعی انتگرال�پذیر تابع یک χS
33 مشخصه تابع اگر می�شود گفته اندازه�پذیر S مجموعه یک .15.3.1 تعریف

باشد.
30Measurable
31lebesgue integral
32Locally integrable
33Characteristic function
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باشد انتگرال�پذیر تابع یک χS مشخصه تابع اگر باشد، اندازه�پذیر مجموعه یک S کنید فرض .16.3.1 تعریف

می�شود: تعریف زیر بصورت µ(S) آن�گاه

µ(S) =

∫
χS,

آن�گاه: نباشد، انتگرال�پذیر χS اگر

µ(S) = ∞.

باشیم: داشته اگر گوییم. متعامد [a, b] فاصله در را {u٠(x), u١(x), u٢(x), ...} توابع مجموعه .17.3.1 تعریف
∫ b

a

um(x)un(x) dt

{
= ٠, m ̸= n,
> ٠, m = n.

باشیم: داشته 17.3.1 تعریف در اگر .18.3.1 تعریف
∫ b

a

um(x)un(x) dt = δmn =

{
٠, m ̸= n,
١, m = n.

گوییم. یکه متعامد پایه یک [a, b] فاصله در را تابعی دنباله این�صورت در

گیریم: می نظر در را زیر حالت معادله با سیستمی .19.3.1 تعریف

ẋ = Ax+ bu,

y = cx,

34 پذیري کنترل براي کافی و لازم شرط است. سطري بردار c و n × ١ بردار b ،n × n ماتریس A آن در که

که: است این سیستم

rank(Q = [b | Ab | · · · | An−١b]) = n.

می�نامیم. سیستم پذیري کنترل ماتریس را Qماتریس
34Controllability
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هرگاه: گوییم 36 مثبت �معین را n مرتبه�ي از ،A = (aij)
35 حقیقی مربعی ماتریس .20.3.1 تعریف

باشد، 37 متقارن . 1

∀x ∈ Rn, xTAx > ٠. .2

هرگاه: است 38 مثبت نیمه�معین ماتریس این همچنین

باشد، متقارن . 1

∀x ∈ Rn, xTAx ≥ ٠. .2

داریم: z مقادیر تمام به�ازاي .21.3.1 تعریف

ez =
∞∑
n=٠

zn

n!
.

می�کنیم: تعریف A مربعی ماتریس هر براي

eA = A٠ + A+
١
٢!
A٢ +

١
٣!
A٣ + . . . ,

= I + A+
١
٢
A٢ + . . . ,

: نوشت می�توان بنابراین است. I برابر را A٠ آن در که

eAt = I + At+
١
٢!
(At)٢ +

١
٣!
(At)٣ + . . . .

35Real square matrix
36 Positive definite matrix
37Symmetric
38 Positive semi-definite matrix
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بگیرید: نظر در را زیر معادله�ي

ẋ− Ax = Bu.

داریم: کنیم، ضرب e−At ماتریس در چپ سمت از را فوق تساوي اگر

e−At(ẋ− Ax) = e−AtBu.

یا

d[e−Atx]

dt
= e−AtBu.

نوشت: می�توان انتگرالگیري با

e−Atx(t)− x(٠) =
∫ t

٠
e−AτBu(τ)dτ.

نتیجه: در

e−Atx(t) =

∫ t

٠
e−AτBu(τ)dτ + x(٠).

یعنی می�دهند. نشان Φ(t) با و می�نامند گذرا یا انتقال39 ماتریس را eAt ماتریس

Φ(t) = eAt.

می�کند. تبدیل t زمان در x(t) حالت به t = ٠ اولیه لحظه در x(٠) حالت از را دستگاه Φ(t) بنابراین

می�شود: شناخته زیر کلی فرم با ریکاتی40 معادله�ي .22.3.1 تعریف

ẏ(t) + P (t)y(t) +Q(t)y٢ = R(t), ٠ ≤ t ≤ T, (2.1)
39Transition matrix
40Riccati equation
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ابتدایی شرط نظرگرفتن در با

y(٠) = b, (3.1)

مرزي شرط و

y(t٠) = c, ٠ < t٠ ≤ T, (4.1)

هستند. t حسب بر توابعی R و Q و P آن در که

هار موجک توابع 4.1

:[2] کنیم می تعریف زیر بصورت را هار توابع

.1.4.1 تعریف

H(٠, t) = ١, ٠ ⩽ t < ١,

H(١, t) =
{

١, ٠ ⩽ t < ١
٢ ,

−١, ١
٢ ⩽ t < ١,

H(٢, t) =


√

٢, ٠ ⩽ t < ١
۴ ,

−
√

٢, ١
۴ ⩽ t < ١

٢ ,
٠, ١

٢ ⩽ t < ١,

H(٣, t) =


٠, ٠ ⩽ t < ١

٢ ,√
٢, ١

٢ ⩽ t < ٣
۴ ,

−
√

٢, ٣
۴ ⩽ t < ١,

داریم: کلی بطور

H(٢p + n− ١, t) =


√

٢p J١ ≤ t ≤ J ١
٢
,

−
√

٢p J ١
٢
≤ x ≤ J٠,

٠ صورت این غیر در .
آن: در که

Ju =
n− u

٢p , u = ٠, ١
٢
,١,

p = ٠,١,٢,٣, ..., n = ١,٢,٣, ...,٢p.



14 اولیه مفاهیم و مقدمه .1 فصل

با و دارند را اصلی هار توابع ویژگی تمام 43 گویا هار توابع .[3] کردند گویا را هار توابع 42 ریس و 41 لینچ

می�کنیم. حل توابع این از استفاده با را بهینه کنترل مسائل نامه پایان این در می�شوند. داده نمایش RH حروف

[٠,١) ي بازه� روي و می�کنند اختیار مجموعه�ي{١,٠−,١} از را خود مقادیر گویا هار توابع .2.4.1 تعریف

:[4] می�شوند تعریف زیر بصورت

RH(r, t) =


١, J١ ⩽ t < J ١

٢
,

−١, J ١
٢
⩽ t < J٠,

٠, صورت این غیر در

آن: در که

Ju =
j − u

٢i , u = ٠, ١
٢
, ١.

است: زیر بصورت j , i پارامترهاي و rومقدار

r = ٢i + j − ١, i = ٠,١,٢,٣, ..., j = ١,٢,٣, ...,٢i,

داریم: i = j = ٠ براي

RH(٠, t) = ١, ٠ ⩽ t < ١.

.[7] است شده رسم شکل1.1 در r = ٠,١,٢, ...,٧ براي گویا هار توابع نمودار

گویا هار توابع تعامد ویژگی 1.4.1

:[4] است زیر بصورت تعامدشان ویژگی و هستند کامل متعامد مجموعه�اي گویا هار توابع مجموعه�ي

∫ ١

٠
RH(r, t)RH(ν, t)dt =

{
٢−i, r = ν,
٠, r ̸= ν,

41Lynch
42Reis
43Rationalized Haar functions



15 اولیه مفاهیم و مقدمه .1 فصل

0 0.5 1
0

1

2

t
R

H
(0

,t
)

0 0.5 1
−1

0

1

t

R
H

(1
,t

)

0 0.5 1
−1

0

1

t

R
H

(2
,t

)

0 0.5 1
−1

0

1

t

R
H

(3
,t

)

0 0.5 1
−1

0

1

t

R
H

(4
,t

)

0 0.5 1
−1

0

1

t

R
H

(5
,t

)

0 0.5 1
−1

0

1

t

R
H

(6
,t

)

0 0.5 1
−1

0

1

t

R
H

(7
,t

)

r = ٠,١,٢, ...,٧ براي RH(r, t) نمودار :1.1 شکل

آن: در که

ν = ٢n +m− ١, n = ٠,١,٢,٣, ..., m = ١,٢,٣, ...,٢n.

هار توابع با توابع تقریب 2.4.1

بنابراین است، L[٠,١]٢ هیلبرت فضاي در کامل متعامد مجموعه�اي گویا هار توابع مجموعه شد اشاره که همانطور

:[4] زد تقریب زیر صورت به توابع این با می���توان را فضا این در F(t)مانند پیوسته تابع هر

F(t) =
∞∑
r=٠

arRH(r, t). (5.1)

می�آید: بدست زیر بصورت ar باشد معلوم F(t) تابع اگر

ar = ٢i

∫ ١

٠
F(t)RH(r, t)dt, r = ٠,١,٢, ...,

آن: در که

r = ٢i + j − ١, i = ٠,١,٢,٣, ..., j = ١,٢,٣, ...,٢i,
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متناهی سري یک به سري این تبدیل براي است. نامتناهی (5.1) رابطه�ي سري است. r = ٠ ،i = j = ٠ براي و

نتیجه در می�شود، محدود اولش جمله�ي K به سري جملات بنابراین باشد، i = ٠,١,٢, ..., α می�کنیم فرض

داریم:

F(t) ≃
K−١∑
r=٠

arRH(r, t) = ATϕ(t), (6.1)

آن: در که

K = ٢α+١, α = ٠,١,٢,٣, ...

می�دهیم: نمایش زیر بصورت را آن�ها و می�نامیم گویا هار توابع بردار را Φ(t) و گویا هار توابع ضرایب بردار را A

A = [a٠, a١, ..., aK−١]
T ,

Φ(t) = [ϕ٠(t), ϕ١(t), ..., ϕK−١(t)]
T ,

آن: در که

ϕr(t) = RH(r, t), r = ٠,١,٢, ..., K − ١.

کالوکیشن نقاط را بازه زیر هر وسط در موجود نقاط شود تقسیم�بندي مساوي زیربازه�ي K به [٠,١) بازه�ي اگر

:[5] دهیم می نمایش زیر بصورت را آن�ها و می�نامیم

tl =
l − ٠٫ ۵
K

, l = ١,٢, ..., K.

به�عنوان Φ̂K×Kمی�کنیم فرض کرد. مشخص نقاط این در را ϕr(t), r = ٠,١,٢, ..., K − ١ بردار می�توان

داریم: بنابراین باشد. کالوکیشن نقاط در ϕr(t), r = ٠,١,٢, ..., K − ١ بردارهاي از ترکیبی هار، ماتریس

Φ̂K×K = [Φ(t١),Φ(t٢), ...,Φ(tK)]. (7.1)
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:[6] است زیر بصورت اول موجک هشت هار ماتریس مثال به�عنوان

Φ̂٨×٨ =


ϕ٠
ϕ١...
ϕ٧

 =



١ ١ ١ ١ ١ ١ ١ ١
١ ١ ١ ١ −١ −١ −١ −١
١ ١ −١ −١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ −١ −١
١ −١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ −١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ −١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ −١


. (8.1)

داریم: (7.1) و (6.1) روابط از استفاده با

[F(t١),F(t٢), ...,F(tK)] = AT Φ̂K×K , (9.1)

می�رسیم: زیر رابطه� به (9.1) رابطه�ي از

AT = [F(t١),F(t٢), ...,F(tK)]Φ̂
−١
K×K ,

:[6] آن در که

Φ̂−١
K×K = (

١
K

)Φ̂T
K×Kdiag(١,١,٢,٢,٢٢, ...,٢٢︸ ︷︷ ︸

٢٢

,٢٣, ...,٢٣︸ ︷︷ ︸
٢٣

, ...,
K

٢
, ...,

K

٢︸ ︷︷ ︸
K
٢

). (10.1)

می�شود: زده تقریب زیر بصورت کالوکیشن نقاط در F(t) تابع بنابراین

F(tl) ≈ AT
١×KΦ̂K×K , l = ١,٢, ..., K.

انتگرالگیري ماتریسعملگر 3.4.1

ناپذیر اجتناب آن�ها از انتگرالگیري یا مشتق�گیر�ي که داریم کار و سر روابطی با بهینه کنترل مسائل حل در همیشه

نیست پذیر امکان پله�اي موج�هاي از مشتق�گیري زده�ایم تقریب هار موجک با را توابع که سیستم�هایی براي است،

:[7] می�آیند بدست زیر رابطه�ي از و می�دهد نتیجه خطی توابعی آن�ها از انتگرالگیري حالیکه ∫در t

٠
Φ(t′)dt′ ≃ P Φ(t). (11.1)

:[7] می�آید بدست زیر رابطه�ي از و است 44 انتگرالگیري عملگر ماتریس ،PK×K ماتریس
44Operational matrix of integration
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0 1
0

1

∫ 0t
 (

φ 0
(t

, ))
d

t,

t
0 1/2 1

0

1/2

∫ 0t
 (

φ 1
(t

, ))
d

t,

t

0 1/2 1
0

1/4

1/2

∫ 0t
(φ

2
(t

, ))
d

t,

t
0 1/2 1

0

1/4

1/2

∫ 0t
 φ

3
(t

, )d
t,

t

0 1/2 1
0

1/8

1/2

∫ 0t
 φ

4
(t

, )d
t,

t
0 1/2 1

0

1/8

1/2

∫ 0t
 φ

5
(t

, )d
t,

t

0 1/2 1
0

1/8

1/2

∫ 0t
 φ

6
(t

, )d
t,

t
0 1/2 1

0

1/8

1/2
∫ 0t

 φ
7
(t

, )d
t,

t
r = ٠,١, ...,٧ براي ϕr(t) انتگرال توابع نمودار :2.1 شکل

PK×K =
١

٢K

[
٢KPK

٢ ×K
٢

−Φ̂K
٢ ×K

٢

Φ̂−١
K
٢ ×K

٢
٠

]
. (12.1)

به می�آیند. بدست (10.1) و (9.1) از بترتیب Φ̂−١
K
٢ ×K

٢
و Φ̂K

٢ ×K
٢
، همچنین P١×١ = [١

٢ ] ،Φ̂١×١ = [١] بطوریکه

است: زیر بصورت P٨×٨ هشت مرتبه انتگرالگیري عملگر ماتریس مثال عنوان

P٨×٨ =
١

۶۴



٣٢ −١۶ −٨ −٨ −۴ −۴ −۴ −۴
١۶ ٠ −٨ ٨ −۴ −۴ ۴ ۴
۴ ۴ ٠ ٠ −۴ ۴ ٠ ٠
۴ −۴ ٠ ٠ ٠ ٠ −۴ ۴
١ ١ ٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ١ −٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ −١ ٠ ٢ ٠ ٠ ٠ ٠
١ −١ ٠ −٢ ٠ ٠ ٠ ٠


. (13.1)

نمایشمی�دهیم: زیر بصورت ،[8] است شده رسم 2.1 شکل در که را ϕr(t), r = ٠,١, ...,٧ از انتگرال�گیري
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∫ t

٠
ϕ٠(t

′)dt′ = t, ٠ ⩽ t < ١ ≃ ١
١۶

[
١ ٣ ۵ ٧ ٩ ١١ ١٣ ١۵

]
, (14.1)

∫ t

٠
ϕ١(t

′)dt′ =

{
t, ٠ ⩽ t < ١

٢ ,
١ − t, ١

٢ ⩽ t < ١, ≃ ١
١۶

[
١ ٣ ۵ ٧ ٧ ۵ ٣ ١

]
, (15.1)

∫ t

٠
ϕ٢(t

′)dt′ =

{
t, ٠ ⩽ t < ١

۴ ,
١
٢ − t, ١

۴ ⩽ t < ١
٢ ,

≃ ١
١۶

[
١ ٣ ٣ ١ ٠ ٠ ٠ ٠

]
, (16.1)

∫ t

٠
ϕ٣(t

′)dt′ =

{
t− ١

٢ ,
١
٢ ⩽ t < ٣

۴ ,
١ − t, ٣

۴ ⩽ t < ١, ≃ ١
١۶

[
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٣ ٣ ١

]
, (17.1)

∫ t

٠
ϕ۴(t

′)dt′ =

{
t, ٠ ⩽ t < ١

٨ ,
١
۴ − t, ١

٨ ⩽ t < ١
۴ ,

≃ ١
١۶

[
١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

]
, (18.1)

∫ t

٠
ϕ۵(t

′)dt′ =

{
t− ١

۴ ,
١
۴ ⩽ t < ٣

٨ ,
١
٢ − t, ٣

٨ ⩽ t < ١
٢ ,

≃ ١
١۶

[
٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠

]
, (19.1)

∫ t

٠
ϕ۶(t

′)dt′ =

{
t− ١

٢ ,
١
٢ ⩽ t < ۵

٨ ,
٣
۴ − t, ۵

٨ ⩽ t < ٣
۴ ,

≃ ١
١۶

[
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠

]
, (20.1)

∫ t

٠
ϕ٧(t

′)dt′ =

{
t− ٣

۴ ,
٣
۴ ⩽ t < ٧

٨ ,
١ − t, ٧

٨ ⩽ t < ١, ≃ ١
١۶

[
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١

]
. (21.1)

داریم: (14.1) - (21.1) روابط ادغام با

∫ t

٠
Φ̂٨×٨(t

′)dt′ ≃ ١
١۶



١ ٣ ۵ ٧ ٩ ١١ ١٣ ١۵
١ ٣ ۵ ٧ ٧ ۵ ٣ ١
١ ٣ ٣ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٣ ٣ ١
١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١ ١


. (22.1)

است. (13.1) ماتریس همان که می�آید بدست P٨×٨ ماتریس (22.1) و (11.1) ،(8.1) روابط به توجه با اکنون
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بهینه کنترل مسائل فرمول�بندي 5.1

داریم: را زیر 45 غیر�خطی کنترلی سیستم

Ẋ(t) = G(t,X(t), U(t)), t ∈ [t٠, tf ], (23.1)

S(t,X(t), U(t)) ⩽ ٠, t ∈ [t٠, tf ], (24.1)

t بعدي، q بردار S پیوسته، دیفرانسیلی توابع بعدي n بردار یک G حالت46، متغیر بعدي n بردار X �بطوریکه

و X(٠) = X٠ معلوم مرزي و اولیه شرایط داراي حالت�ها است. کنترل47 متغیر بعدي m بردار U و زمان متغیر

مسائل این�جا در است. نهایی زمان tf و اولیه زمان t٠ توابع از بعدي p بردار ϑ بطوریکه هستند ϑ(tf , Xf ) = ٠

هستند: زیر بصورت مینیمم�سازي هدف تابع داراي که مسائلی د�هیم، می قرار بررسی مورد را [5] 48 بولزا

J = Ψ(tf , Xf ) +

∫ tf

t٠

H(t,X(t), U(t)) dt (25.1)

حالت زمان، از اسکالر تابع H(t,X, U) و Xf نهایی حالت متغیر و tf نهایی زمان از اسکالر تابع Ψ آن در که

بازه�ي تبدیل از می�شوند، تعریف τ ∈ [٠,١] بازه��ي روي گویا هار توابع که آن�جا از است. U کنترل و X

استفاده با کنیم. تبدیل [٠,١] بازه به را [t٠, tf ] بازه تا می�کنیم استفاده t = [(tf − t٠)τ + t٠], t ∈ [t٠, tf ]

بهینه�سازي مساله�ي به (25.1) هدف تابع با (24.1) و (23.1) غیرخطی سیستم بهینه کنترل مساله تبدیل، این از

می�شود. تبدیل زیر 49

minimize J = ψ(tf , x(١)) + (tf − t٠)

∫ ١

٠
h(τ, tf , x(τ), u(τ)) dτ , (26.1)

subject to

45Nonlinear
46State variable
47Control variable
48Bolza problems
49Optimization problem
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ẋ(τ) = (tf − t٠)g(τ, tf , x(τ), u(τ)), τ ∈ [٠,١], (27.1)

s(τ, tf , x(τ), u(τ)) ⩽ ٠, τ ∈ [٠,١], (28.1)

x(٠) = x٠.

مستقیم کالوکیشن 6.1
� هار گسسته�سازي روش 1.6.1

خواهیم توضیح را آن با متناظر انتگرالگیري عملگر ماتریس و هار موجک با توابع تقریب چگونگی بخش این در

متغیر�هاي پیوسته� جواب بنابراین کنیم. استفاده بهینه کنترل مسائل حل در روش این از که داریم انتظار ما داد.

بازه�ي روش این در استاندارد بازه�ي می�دهیم. نمایش هار توابع مجموع بصورت را مساله یک براي کنترل و حالت

است: زیر بصورت کالوکیشن نقاط مجموعه� با ،[٠,١)

τl =
l − ٠٫ ۵
K

, l = ١,٢, ..., K, (29.1)

تعداد توان افزایش با و است دو از توانی بصورت K اندازه�ي و است، سازي گسسته گره�هاي تعداد K بطوریکه

را u(τ) کنترل متغیر�هاي و ẋ(τ) حالت متغیر�هاي مشتق می�یابد. افزایش تصاعدي بصورت نیز کالوکیشن نقاط

می�زنیم: تقریب زیر بصورت کالوکیشن نقطه�ي K با هار موجک با

ẋ(τ) ≈ CT
x Φ(τ),

u(τ) ≈ CT
u Φ(τ),

آن: در که

CT
x = [Cx١, Cx٢, ..., CxK ], CT

u = [Cu١, Cu٢, ..., CuK ].

می�شود: بیان زیر بصورت حالت متغیر (12.1) P در انتگرالگیري عملگر ماتریس از استفاده با

x(τ) =

∫ τ

٠
ẋ(τ ′) dτ ′ + x٠ ≈

∫ τ

٠
CT

x Φ(τ
′) dτ ′ + x٠ ≈ CT

x P Φ(τ) + x٠.
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نتیجه Φ̂K×K هار ماتریس ، کالوکیشن(29.1) نقطه K در Φ(t) ماتریس توسیع با که شد اشاره این از پیش

می�شود.

ẋ(τl) ≈ CT
x Φ(τl), u(τl) ≈ CT

u Φ(τl), x(τl) ≈ CT
x P Φ(τl) + x٠, l = ١, ..., K.

ستونی بردار در هار ضرایب بردار ضرب از استفاده با کالوکیشن نقاط در را متغیرها می�توانیم بالا توضیح از استفاده با

بزنیم. تقریب هار ماتریس در آن متناظر

غیرخطی برنامه�ریزي 2.6.1

غیر�خطی برنامه�ریزي متغیر�هاي می�کنیم، استفاده بهینه کنترل مسائل در هار کالوکیشن روش از هنگامی�که

است: زیر بصورت نهایی و اولیه زمان کنترل، متغیر حالت، متغیر مشتق مجهول ضرایب بردار شامل مجموعه�اي

x = [Cx١, Cx٢, ..., CxK , Cu١, Cu٢, ..., CuK , t٠, tf ].

است: زیر بصورت (26.1) رابطه بهینه کنترل مساله هدف تابع بنابراین

J ≈ ψ(tf , x(τK)) + (tf − t٠)

∫ ١

٠
h
(
τ, tf , (C

T
x PΦ(τ) + x٠), C

T
u Φ(τ)

)
dτ ,

بنویسیم: زیر بصورت را مساله هدف تابع می�توانیم هستند ثابت مقادیر داراي بازه زیر هر در هار توابع آن�جا�که از

J ≈ ψ(tf , x(τK)) +
tf − t٠
K

K∑
l=١

h
(
τl, tf , (C

T
x PΦ(τl) + x٠), C

T
u Φ(τl)

)
,

می�شود. نوشته زیر بصورت (28.1) قید� و

s(τl, tf , (C
T
x PΦ(τl) + x٠), C

T
u Φ(τl)) ⩽ ٠.

داریم: کنیم جایگزین (1.6.1) در هار موجک بسط با را (27.1) رابطه در x(τ) و ẋ(τ), u(τ)اگر

CT
x Φ(τl) ≈ (tf − t٠)g(τl, tf , (C

T
x PΦ(τl) + x٠), C

T
u Φ(τl)).
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می را آن�ها به مربوط حالت متغیر�هاي بنابراین نیستند tf و t٠ نهایی و اولیه زمان شامل کالوکیشن نقاط مجموعه

:[5] نوشت زیر بصورت توان

x٠ ≈ x(τ١)−
ẋ(τ١)

٢K
, x١ ≈ x(τK) +

ẋ(τK)

٢K
.

بهینه�سازي مسائل نامه پایان این در می�شود. تبدیل غیر�خطی بهینه�سازي مسائل به بهینه کنترل روشمسائل این با

می�کنیم. حل 50 11 لینگو نرم��افزار با را غیرخطی

50Lingo software 11
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مقدمه 1.2

مورد بسیار بزرگ، بازه�هاي و نامتناهی بازه�هاي در �� بهینه کنترل مسائل ساختار مورد در مطالعه اخیر سال�هاي در

و [22] 1 اقتصادي رشد مدل�هاي ، [23] و [24] مهندسی در مسائل نوع این .[9]-[22] �است قرار�گرفته توجه

-[33] دارند فراوان کاربرد 3 مواد ترمودینامیکی تعادل نظریه و [30] و جامد2[29] حالت فیزیک ، [25]-[28]

این می�پردازیم. هار موجک ویژگی�هاي از استفاده با نامتناهی افق بهینه�ي کنترل مسائل حل به فصل این در .[31]

دارد. بالایی محاسباتی پیچیدگی� روش این اما . است[12] شده حل 4 اندازه نظریه روش به این از پیش مسائل نوع

یعنی می�کنیم تبدیل متناهی6 افق مساله به 5را نامتناهی افق مساله ابتدا هار، موجک روش به مساله حل به�منظور

مساله حالت متغیرهاي مشتقات و کنترل متغیرهاي می�کنیم فرض می�دهیم. انتقال [٠,١) بازه به را [٠,∞) بازه

وسیله به حالت متغیرهاي شوند. نوشته مجهولشان ضرایب همراه به هار موجک حسب بر می�توانند بهینه کنترل

سري با را غیرخطی سیستم معادله�هاي متغیرهاي همه�ي بنابراین می�آید. دست به هار انتگرالگیري عملگر ماتریس

می�کنند، بهینه را هدف تابع و برآورده را قیدها که مجهول پارامترهاي نظرگرفتن در با سرانجام می�کنیم. بیان هار

دو با را پیشنهادي کالوکیشن روش این کاربرد پایان، در می�کنیم. حل را آمده بدست غیرخطی ریزي برنامه مساله

می�دهیم. نشان مثال
1Economic growth models
2Solid-state physics
3Theory of thermodynamical equilibrium for material
4Measure theory
5Infinite- Horizon problem
6Finite Horizon problem
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متناهی افق مساله به آن تبدیل و نامتناهی افق مساله معرفی 2.2

است: زیر بصورت می�کنیم، بررسی قسمت این در که بهینه�اي کنترل مساله

minimize

∫ ∞

٠
φ(t, x(t), u(t)) dt, (1.2)

subject to

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), (2.2)

x(٠) = x٠, lim
t→∞

x(t) = x١, (3.2)

بترتیب u(t) = (u١(t), · · · , um(t)) ∈ U ⊆ Rm و x(t) = (x١(t), · · · , xn(t)) ∈ A ⊆ Rn آن در که

می�باشند. t ≥ ٠ زمان در سیستم کنترل و حالت بردارهاي

ابتدایی حالت x٠ ∈ Rn بردار و هستند Rm و Rn در ناتهی و فشرده مجموعه�هایی بترتیب U و A مجموعه�هاي

می�باشد. سیستم

لبگ اندازه�پذیر توابع را φ : [٠,∞)×Rn ×U → R عددي و f : [٠,∞)×Rn ×U → Rn برداري توابع

(2.2) سیستم براي قبول قابل کنترل�هاي جواب مجموعه مشتق�پذیرند. t در پیوسته طور به که می�گیریم درنظر

که u کنترل متغیر متناظر x شدنی حالت متغیر می�باشد. u : [٠,∞) → U لبگ اندازه�پذیر توابع مجموعه�ي

متغیر هر متناظر کنیم فرض می�کند. برآورده را (3.2) مرزي شرایط است، شده تعریف t : [٠,∞) بازه روي بر

باشد. همگرا7 مطلقا (1.2) انتگرال نیز و موجود x شدنی حالت متغیر ، u شدنی کنترل

(x(.), u(.)) شدنی جواب هر براي اگر است، (2.2) و (1.2) مسائل بهینه جواب (x(.), u(.)) شدنی مرتب زوج

باشیم: داشته

∫ ∞

٠
φ((t, x(t), u(t)) dt ≥

∫ ∞

٠
φ(t, x(t), u(t)) dt.

7Absolutely convergent
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می�کنیم: استفاده زیر تبدیل از هار توابع از استفاده به�منظور

t = tan(
π

٢
τ), t ∈ [٠,∞), (4.2)

می�شود: تبدیل زیر بهینه کنترل مساله به (1.2) - (3.2) مساله بنابراین . τ ∈ [٠,١) آن در که

minimize J =

∫
[٠,١)

π

٢
g
(
tan(

π

٢
τ), x(tan(

π

٢
τ)), u(tan(

π

٢
τ))

)
sec٢(

π

٢
τ) dτ, (5.2)

subject to

ẋ(tan(
π

٢
τ)) = f

(
tan(

π

٢
τ), x(tan(

π

٢
)τ), u(tan(

π

٢
τ))

)
, τ ∈ [٠,١), (6.2)

x(٠) = x٠, lim
τ−→١−

x(tan(
π

٢
τ)) = x١, τ ∈ [٠,١), (7.2)

(x(tan(
π

٢
τ)), u(tan(

π

٢
τ))) ∈ A× U, τ ∈ [٠,١). (8.2)

می�کنیم: فرض
{
y(τ) = x(tan(π٢τ)),
v(τ) = u(tan(π٢τ)).

می�شود: جایگزین زیر ساده بصورت (5.2)-(8.2) روابط در موجود بهینه کنترل مساله انتقال، این از استفاده با

minimize J =

∫
[٠,١)

π

٢
g
(
tan(

π

٢
τ), y(τ), v(τ)

)
sec٢(

π

٢
τ) dτ, (9.2)

subject to

ẏ(τ) =
π

٢
f(tan(

π

٢
τ), y(τ), v(τ)) sec٢(

π

٢
τ), (10.2)

y(٠) = y٠ = x٠, lim
τ→١−

y(τ) = y١ = x١, (11.2)

(y(τ), v(τ)) ∈ A× U. (12.2)

کرد. حل می�توان را بالا متناهی افق مساله هار، موجک ویژگی�هاي از استفاده با اکنون
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متناهی افق مساله در هار مستقیم کالوکیشن 3.2
هار گسسته�سازي روش

متناظرش انتگرالگیري عملگر ماتریس و هار موجک از استفاده با را تابع یک چگونه که دادیم توضیح قبل فصل در

تقریبی کنترل و حالت متغیرهاي متناهی، افق بهینه کنترل مسائل روي بر روش این اعمال با می�زنیم. تقریب

زیر بصورت را [٠,١) استاندارد بازه منظور همین به می�شود. تبدیل جبري معادلات دستگاه به مساله، قیدهاي

می�کنیم: بندي تقسیم

τl =
l − ٠٫ ۵
K

, l = ١,٢, ..., K, (13.2)

کالوکیشن نقاط همان نقاط، این می�شود. استفاده مساله سازي مینیمم در که است نقاطی تعداد K آن در که

شده�اند. توزیع [٠,١) بازه سراسر در هم از ١
K

یکسان فواصل با که هستند

کالوکیشن Kنقطه در هار موجک حسب بر بتوان را u(τ) کنترل متغیر و ẏ(τ) حالت متغیر مشتق اینکه فرض با

داریم: زد، تقریب

ẏ(τ) ≈ CT
y Φ(τ), (14.2)

v(τ) ≈ CT
v Φ(τ), (15.2)

آن: در که

CT
y = [Cy١, Cy٢, ..., CyK ], CT

v = [Cv١, Cv٢, ..., CvK ].

می�شود: بیان زیر بصورت y(τ) حالت متغیر ، (12.1) در P انتگرالگیري عملگر ماتریس از استفاده با

y(τ) =

∫ τ

٠
ẏ(τ ′)dτ ′ + y٠ ≈

∫ τ

٠
CT

y Φ(τ
′) dτ ′ + y٠ ≈ CT

y P Φ(τ) + y٠.
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نتیجه Φ̂K×K هار ماتریس ، کالوکیشن نقطه K در Φ(t) ماتریس توسیع با شد، اشاره یک فصل در که همانطور

داریم: ماتریس این از استفاده با می�شود.

ẏ(τl) ≈ CT
y Φ(τl), v(τl) ≈ CT

v Φ(τl), y(τl) ≈ CT
y P Φ(τl) + y٠, l = ١, ..., K. (16.2)

هار ماتریس متناظر ستون در هار ضرایب بردار ضرب با کالوکیشن نقطه هر در را متغیرها می�توان ، بالا عبارت بنابر

بزنیم. تقریب

غیرخطی �ریزي برنامه

و حالت متغیرهاي ضرایب شامل y مجهول بردار درایه�هاي ، بهینه کنترل مسائل بر هار کالوکیشن روش اعمال با

داریم: یعنی می�شوند. نظرگرفته در غیرخطی برنامه�ریزي متغیرهاي عنوان به کنترل

y = [Cy١, Cy٢, ..., CyK , Cv١, Cv٢, ..., CvK ].

می�شود: بیان زیر بصورت (9.2) هدف تابع بنابراین

J ≈
∫
[٠,١)

π

٢
g
(
tan(

π

٢
τ), (CT

y PΦ(τ) + y٠), C
T
v Φ(τ)

)
sec٢(

π

٢
τ) dτ,

می�شود: جایگزین زیر بصورت بالا معادله�ي است، ثابت بازه زیر هر در هار موجک آنجاکه از

J ≈ π

٢K

K∑
l=١

g
(
tan(

π

٢
τl), (C

T
y PΦ(τl) + y٠), C

T
v Φ(τl)

)
sec٢(

π

٢
τl).

داریم: (10.2) در ،(16.2) روابط کردن جایگزین با

CT
y Φ(τl) ≈

π

٢
f(tan(

π

٢
τl), (C

T
y PΦ(τl) + y٠), C

T
v Φ(τl)) sec

٢(
π

٢
τl).

آنجاکه از می�شوند. نظرگرفته در غیرخطی ریزي برنامه مساله قیدهاي عنوان به سیستم معادله قیدهاي بنابراین

روابط از نقاط این در حالت متغیرهاي مقادیر نگرفتیم، نظر در کالوکیشن نقاط عنوان به را نهایی و ابتدایی زمان

�می�آید: بدست زیر

y٠ ≈ y(τ١)−
ẏ(τ١)

٢K
, y١ ≈ y(τK) +

ẏ(τK)

٢K
.
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مساله . کنیم بیان غیرخطی ریزي برنامه مساله بصورت را (1.2) - (3.2) بهینه کنترل مساله توانستیم اکنون

می�کنیم. حل 11 لینگو افزار نرم کمک به را آمده بدست

عددي مثال�هاي 4.2

:[12] بگیرید نظر در را زیر بهینه کنترل مساله .1.4.2 مثال

minimize
١
٢

∫ ∞

٠
(x٢(t) + ۴u٢(t))dt, (17.2)

subject to

ẍ(t) = −ẋ(t) + u(t), (18.2)

x(٠) = ẋ(٠) = ٠٫ ١, limt→∞x(t) = limt→∞ẋ(t) = ٠. (19.2)

می�شود: بیان زیر بصورت (17.2) - (18.2) مساله ،x٢(t) = ẋ(t) و x١(t) = x(t) فرض با

minimize
١
٢

∫ ∞

٠
(x٢

١(t) + ۴u٢(t)) dt, (20.2)

subjectto

ẋ١(t) = x٢(t), (21.2)

ẋ٢(t) = −x٢(t) + u(t), (22.2)

x(٠)١ = x(٠)٢ = ٠٫ ١, limt→∞x١(t) = limt→∞x٢(t) = ٠. (23.2)

است: زیر بصورت بهینه مسیرهاي

x١(t) =

[
٠٫ ١ +

(
٠٫ ١ +

٠٫ ١√
٢

)
t

]
exp

( −t√
٢

)
,

x٢(t) =

[
٠٫ ١ −

(
٠٫ ١ +

٠٫ ١√
٢

)
t√
٢

]
exp

( −t√
٢

)
.
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می�شود: بیان زیر بصورت (20.2) - (23.2) بهینه کنترل مساله ،(4.2) متغیر تغییر با

minimize

∫
[٠,١)

π

۴
(y٢

١(τ) + ۴v٢(τ)) sec٢(
π

٢
τ) dτ,

subject to

ẏ١(τ) =
π

٢
y٢(τ) sec

٢(
π

٢
τ),

ẏ٢(τ) =
π

٢
(−y٢(τ) + v(τ)) sec٢(

π

٢
τ),

y(٠)١ = y(٠)٢ = ٠٫ ١, limτ→١−y١(τ) = limτ→١−y٢(τ) = ٠.

با است برابر بترتیب K = ۴ ، 8 و ١۶ براي J هدف تابع بهینه مقدار هار، موجک روش از استفاده با

.٠٫ ٠۴٢۴ با است برابر هدف تابع دقیق مقدار .٠٫ ٠٣٨٧ ٠٫و ٠۴۵٠،٠٫ ٠١٩٨

موجک تقریب نمودارهاي همراه به y٢(τ) و y١(τ) متناظر مسیرهاي و v(τ) نمودارهاي 1.2-3.2 شکل در

به تقریبی نمودارهاي کالوکیشن، نقاط تعداد افزایش با که می�دهند نشان نمودارها این �است. �شده داده نشان

می�شود. نزدیکتر تحلیلی نمودارهاي
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y١(.) وتقریبی دقیق بهینه مسیرهاي :2.2 شکل
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y٢(.) تقریبی و دقیق بهینه مسیرهاي :3.2 شکل

:[34] بگیرید نظر در را زیر بهینه کنترل مساله .2.4.2 مثال

minimize
١
٢

∫ ∞

٠
(ln٢ x(t) + u٢(t)), dt,

subject to

ẋ(t) = x(t) ln x(t) + x(t)u(t), x(٠) = exp(٢).
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می�رسیم: زیر بهینه کنترل مساله به و می�کنیم استفاده (4.2) متغیر تغییر از هار روشموجک به مساله حل به�منظور

minimize
١
٢

∫
[٠,١)

(ln y٢(τ) + v٢(τ)) sec٢(
π

٢
τ) dτ,

subject to

ẏ(τ) = sec٢(
π

٢
τ)(y(τ) ln y(τ) + y(τ)v(τ)), y(٠) = exp(٢).

است: زیر بصورت اولیه مساله دقیق جواب

x(t) = exp(٢ exp(−t
√

٢)),

u(t) = −١)٢ +
√

٢) exp(−t
√

٢).

تابع تقریبی مقدار می�دهد. نشان را هار موجک تقریبی و دقیق مسیر و کنترل نمودارهاي 5.2 و 4.2 شکل��هاي

۴٫ ٨٣ هدف تابع دقیق مقدار . ۴٫ ٨۴ و ۴٫ ٨۶ با برابراست بترتیب K = ۴ و ٨ کالوکیشن نقاط ازاي به هدف

�است. شده بهتر تقریب کالوکیشن نقاط تعداد افزایش با می�کنید مشاهده که همانطور می�باشد.
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مقدمه 1.3

کنترل مسائل انواع از یکی می�کند. ایفا تغییرات حساب در مهمی نقش 1 خطی دوم درجه�ي بهینه کنترل مسائل

روش به را مسائل نوع این عددي حل فصل این در است. 2 خطی کننده تنظیم سیستم�هاي دوم درجه�ي بهینه

دقیق جواب با را تقریبی جواب سپس کرد خواهیم بررسی را سیستم�ها نوع این ابتدا می�کنیم. بررسی هار موجک

یک بصورت می�تواند بهینه کنترل قانون خطی، تنظیم�کننده مسائل براي که داد �خواهیم نشان می�کنیم. مقایسه

کنترل قانون �کرد، خواهیم بحث که خاصی شرایط تحت �آید. بدست حالت متغیرهاي از زمان با متغیر خطی، تابع

بهینه کنترل .سپس می�کنیم حل سیستم نوع این از مثال�هایی نیز پایان در شد. خواهد زمان با متغیر غیر بهینه

مقایسه دقیق جواب با را تقریبی جواب نمودار روي از و می�زنیم تقریب هار موجک روش به را متناظر مسیرهاي و

می�کنیم.

خطی تنظیم�کننده سیستم�هاي 2.3

�است: شده بیان زیر بصورت باشد، زمان با متغیر ضرایب داراي است ممکن که زیر �خطی معادلات با سیستمی

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t). (1.3)

است: زیر بصورت شود حداقل باید که هدفی تابع

J =
١
٢
xT (tf )Hx(tf ) +

١
٢

∫ tf

t٠

[xT (t)Q(t)x(t) + uT (t)R(t)u(t)]dt, (2.3)

حقیقی ماتریس R و مثبت معین نیمه متقارن حقیقی، Qماتریس�هاي Hو است، 3 ثابت tf نهایی زمان آن در که

غیر�معین یا 4 آزاد x(tf ) و نیستند محدود کنترل�ها و حالت�ها که می�شود فرض می�باشد. مثبت معین متقارن ،

دهیم. قرار مبدا نزدیک زیادي کنترل نیروي صرف بدون را حالت بردار می�خواهیم است.
1Linear quadratic optimal control problems
2Linear regulartor systems
3Consistant
4Free
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می�دهیم: تشکیل زیر بصورت را 5 هامیلتونین (1.3)-(2.3) مساله دقیق جواب آوردن بدست براي

H(x(t), u(t), p(t), t) =
١
٢
xT (t)Q(t)x(t) +

١
٢
uT (t)R(t)u(t)

+pT (t)A(t)x(t) + pT (t)B(t)u(t).

از: عبارتند بهینگی براي لازم شرایط

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t), (3.3)

ṗ(t) = −∂H
∂x

= −Q(t)x(t)− AT (t)p(t),

∂H
∂u

= R(t)u(t) + BT (t)P (t) = ٠. (4.3)

لذا شود، حل u براي می�تواند (4.3) معادله

u(t) = −R−١(t)BT (t)p(t). (5.3)

ایجاب (3.3) معادله در (5.3) معادله جایگزینی داشت. خواهد وجود R−١ است معین مثبت ماتریس R چون

که می�کند

ẋ(t) = A(t)x(t)−B(t)R−١(t)BT (t)p(t).

داشت: خواهیم همگن خطی دیفرانسیل معادله ٢n از مجموعه�اي بنابراین باشد
[
ẋ(t)
ṗ(t)

]
=

[
A(t) −B(t)R−١(t)BT (t)
−Q(t) −AT (t)

] [
x(t)
p(t)

]
. (6.3)

است: زیر �شکل به معادلات این پاسخ
[
x(tf )
p(tf )

]
= ϕ(tf , t)

[
x(t)
p(t)

]
,

5Hamiltonian
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داریم: انتقال ماتریس کردن مجزا با می�باشد. (6.3) 6 سیستم انتقال ماتریس ϕ آن در که

[
x(tf )
p(tf )

]
=

[
ϕ١١(tf , t) ϕ١٢(tf , t)
ϕ٢١(tf , t) ϕ٢٢(tf , t)

] [
x(t)
p(t)

]
, (7.3)

که در�می�یابیم ،[35] حدي شرایط معادلات از می�باشند. n× n ماتریس�هاي {ϕ١١, ϕ١٢, ϕ٢١, ϕ٢٢} که

p(tf ) = Hx(tf ).

�داشت: خواهیم (7.3) معادله در p(tf ) مقدار این جایگزینی با

x(tf ) = ϕ١١(tf , t)x(t) + ϕ١٢(tf , t)p(t),

Hx(tf ) = ϕ٢١(tf , t)x(t) + ϕ٢٢(tf , t)p(t).

داریم: پایینی معادله در بالایی معادله جایگزینی با

Hϕ١١(tf , t)x(t) +Hϕ١٢(tf , t)p(t) = ϕ٢٢(tf , t)p(t) + ϕ٢١(tf , t)x(t).

داریم: شود، حل p(t) براي چون که

p(t) = [ϕ٢٢(tf , t)−Hϕ١٢(tf , t)]
−١[Hϕ١١(tf , t)− ϕ٢١(tf , t)]x(t). (8.3)

دارد. وجود فوق معادله لزوم مورد معکوس ماتریس t ∈ [t٠, tf هر[ ازاي به که است داده نشان [36] 7 کالمن

�شود: نوشته می�تواند نیز زیر بصورت (8.3) معادله

p(t) = K(t)x(t). (9.3)

K حقیقت در است. n× nماتریس یک K است. سیستم حالت�هاي از خطی تابع p(t) که است معنی بدین که
6transition matrix
7Kalman
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داریم: (5.3) معادله در جایگزینی با است. مشخص tf لیکن دارد، بستگی نیز tf به

u(t) = −R−١(t)BT (t)K(t)x(t),

= F (t)x(t). (10.3)

سیستم حالت�هاي از ترکیبی و زمان با متغیر خطی، است قانونی بهینه، کنترل قانون که می�دهد نشان فوق معادله

تمام اگر می�باشد. (6.3) سیستم انتقال ماتریس به احتیاج ،F بازخور8 تقویت ضریب ماتریس تعیین براي است.

لاپلاس معکوس تبدیل برآورد با نیاز مورد انتقال ماتریس باشند، ثابت {A,B,R,Q} بکار�گرفته�شده ماتریس�هاي

}ماتریس
sI −

[
A −BR−١BT

−Q −AT

]}−١

,

و مشکل بسیار کار این باشد بالا سیستم مرتبه وقتی متاسفانه �می�آید. بدست t براي (tf − t) جایگزینی و

براي باید به�طورکلی حالت آن در باشند، زمان با متغیر (6.3) در موجود ماتریس�هاي از کدام هر اگر است. وقت�گیر

نمود. استفاده عددي روش�هاي از ϕ(tf , t)برآورد

زیر ماتریسی دیفرانسیل معادله در K ماتریس که داد نشان می�توان که است این آن و دارد وجود نیز دیگري راه

می�کند. صدق K(tf ) = H حدي شرایط با

K̇ = −K(t)A(t)− AT (t)K(t)−Q(t) +K(t)B(t)R−١(t)BT (t)K(t). (11.3)

یک K چون می�نامیم. ریکاتی معادله را (11.3) معادله می�باشد. ریکاتی نوع از ماتریسی دیفرانسیل معادله این

که داد نشان می�توان می�باشد. اول مرتبه دیفرانسیل معادله n٢ از سیستمی (11.3) معادله است، n× nماتریس

از انتگرالگیري این شود. حل اول مرتبه دیفرانسیل معادله (n)(n+ ١)
٢

باید n٢ به�جاي بنابراین است متقارن K

ماتریس و شده ذخیره K(t) برسد، t = t٠ زمان به تا �می�رود پیش عکس جهت در و شده شروع t = tf زمان

بعد با مسائل در کننده تنظیم مساله دقیق جواب یافتن می�شود. تعیین (10.3) معادله از بازخور تقویت ضریب
8Feedback gain matrix
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R−١ محاسبه�ي بالا بعد با مسائل براي مثال به�عنوان است. همراه بالایی محاسباتی خطاي با و دشوار کاري بزرگ

بپردازیم. (1.3) هدف تابع با (2.3) مساله حل به عددي روش�هاي از استفاده با ناگزیریم بنابراین است. دشوار بسیار

ارائه آن مورد در کاملی نسبتا توضیح اول فصل در که است هار موجک روش از استفاده روش�ها کاراترین از یکی

می�پردازیم. هار موجک روش از استفاده با عددي مثال چند حل به اینک شد.

عددي �مثال�هاي 3.3

سیستم براي را بهینه کنترل قانون .1.3.3 مثال

ẋ(t) = ax(t) + u(t),

هدف تابع که بیابید چنان

J =
١
٢
Hx٢(T ) +

∫ T

٠

١
۴
u٢(t)dt.

می�باشد، مشخص T نهایی زمان نمی�باشند، محدود قبول قابل کنترل�هاي و موقعیت�ها مقادیر کند. حداقل را

داریم: (6.3) معادله از است. غیرمعین یا آزاد x(T ) و H > ٠[
ẋ(t)
ṗ(t)

]
=

[
a −٢
٠ −a

] [
x(t)
p(t)

]
,

می�باشد: زیر انتقال ماتریس داراي که

ϕ(t) =

[
eat

١
a
e−at − ١

a
eat

٠ e−at

]
,

داریم: (9.3) و (8.3) معادله از بنابراین

K(t) =

[
e−a(T−t) − H

a
[e−a(T−t) − ea(T−t)]

]−١ [
Hea(T−t)

]
.

از: عبارتست بهینه کنترل قانون (10.3) معادله از و

u(t) = −٢K(t)x(t),
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آن: در که

H = {۵,٠٫ ۵,٠٫ ٠۵}, a = {٠٫ ٠٫−,٢ ٢}, x(٠) = ۵, T = ١۵. (12.3)

گرفتن درنظر با را متناظر حالت مسیرهاي و u(t) بهینه کنترل تقریبی و دقیق منحنی�هاي 1.3 - 6.3 نمودارهاي

داده هاي H براي J هدف تابع تقریبی و دقیق مقدارهاي �می�دهد. نشان K = ٨ ١۶و به�ازاي (12.3) شرایط

است. موجود (2.3) و (1.3) جداول در K مقدار دو به�ازاي �شده

a = −٠٫ ٢ ازاي Jبه هدف تابع تقریبی و دقیق مقادیر :1.3 جدول
H J دقیق مقدار (K = ٨)J تقریبی مقدار (K = ١۶) J تقریبی مقدار
۵ ٠٫ ٠٠۶٠ ٠٫ ٠٠۵۵ ٠٫ ٠٠۵٩

٠٫ ۵ ٠٫ ٠٠۴٣ ٠٫ ٠٠۴١ ٠٫ ٠٠۴٣
٠٫ ٠۵ ٠٫ ٠٠١٢ ٠٫ ٠٠١٣ ٠٫ ٠٠١٢

a = ٠٫ ٢ ازاي به J هدف تابع تقریبی و دقیق مقادیر :2.3 جدول
H J دقیق مقدار (K = ٨)J تقریبی مقدار (K = ١۶) J تقریبی مقدار
۵ ٢٫ ۵٠١۶ ٢٫ ۵٠۵۵ ٢٫ ۵٠۵٢

٠٫ ۵ ٢٫ ۵٠٣۴ ٢٫ ۵٠٣۴ ٢٫ ۵٠٣٠
٠٫ ٠۵ ٢٫ ۴۵٨۵ ٢٫ ۴٨٢٨ ٢٫ ۴٨١٢
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می�دهیم قرار توجه مورد تقریبی و تحلیلی بهینه کنترل قانون تعیین جهت را زیر دوم مرتبه سیستم .2.3.3 مثال

ẋ١(t) = x٢(t),

ẋ٢(t) = ٢x١(t)− x٢(t) + u(t),

شود: حداقل زیر هدف تابع که شود کنترل چنان باید سیستم این

J =

∫ T

٠
[x٢

١(t) +
١
٢
x٢

٢(t) +
١
۴
u٢(t)dt.

با ریکاتی معادله بسط با

A =

[
٠ ١
٢ −١

]
, B =

[
٠
١

]
, Q =

[
٢ ٠
٠ ١

]
, R =

١
٢
.

داشت: خواهیم

k̇١١(t) = ٢[k٢
١٢(t)− ٢k١٢(t)− ١],

k̇١٢(t) = ٢k١٢(t)k٢٢(t)− k١١(t) + k١٢(t)− ٢k٢٢(t), (13.3)

k̇٢٢(t) = ٢k٢
٢٢(t)− ٢k١٢(t) + ٢k٢٢(t)− ١.

: از عبارتند حدي شرایط گرفته�است، قرار استفاده مورد K تقارن (13.3) به ورود براي

k١١(T ) = k١٢(T ) = k٢٢(T ) = ٠,

است: زیر بصورت بهینه کنترل قانون و

u(t) = −٢[k١٢(t) k٢٢(t)]x(t).

و x(٠) = [−۴ ۴]T براي �7.3 � شکل در آن متناظر مسیرهاي و بهینه کنترل هار تقریبی و دقیق منحنی�هاي

�است. شده داده نشان T = ١۵
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مقدمه 1.4

علوم مختلف هاي زمینه در مسائل نوع این می�باشند. سازي بهینه مسائل از وسیعی رده شامل بهینه کنترل مسائل

کنترل و حالت متغیرهاي از قیودي تحت بهینه کنترل مسائل از بسیاري می�گیرد. قرار استفاده مورد مهندسی و

بنابراین می�باشد. جواب فاقد موارد از بسیاري در آنها آنالیزي حل و سخت مسائل از اینگونه حل لذا باشند. می

بسیاري عددي مدل�هاي حاضر حال در است. نیاز مورد مناسب مسائل این از بسیاري حل در عددي روش�هاي

.[37] - می�باشد[51] موجود مختلف کتب در بهینه کنترل مسائل براي

استفاده مورد مختلفی موضوعات در که است بهینه کنترل مسائل از مهم رده�ي یک زمان، مینیمم کنترل مسائل

جایگاه از نشان مختلف، هاي رشته مهندسین هم و ریاضی�دانان توسط هم مسائل از رده این استفاده می�گیرد. قرار

قرار مطالعه مورد خصوص این در که مسائلی نوع مشهورترین .[52] - [66] است دیگر علوم بین در مسائل این

است. شئ یک حرکت زمان سازي مینیمم آن هدف که است زمانی کنترل سیستمهاي است گرفته

است ممکن وسایل این که می�باشد نظر مورد وسایل در پرواز زمان سازي مینیمم هوافضا1 صنایع در مثال براي

.[67]-[45] و [35] باشند فضایی شاتلهاي و هواپیما راکت،

ثابت اهداف سوي به� راکت حرکت زمانی بهینه�ي کنترل مسائل حل به هار موجک روش از استفاده با فصل این در

و می�باشد کنترل ورودي�هاي به�عنوان راکت پرتاب زاویه و شتاب مساله، مدلسازي این در می�پردازیم. متحرك و

یک بکارگیري با زمانی بهینه کنترل مساله در بهینه زمان می�گیرد. قرار بررسی مورد پرواز زمان سازي مینیمم

آمد. خواهد بدست هار موجک اساس بر سازي بهینه روش

موشک پرتاب زمانی بهینه کنترل مساله 2.4

M که است مطلوب می�نماید. عمل x٢(t) محور روي F = Mα(t) 2 جلوبرنده نیروي با M راکت کنید فرض

امتداد در یا است ثابت x١(t) محور روي یا هدف این می�دهد. قرار اصابت مورد مختلف حالت سه در را T هدف
1Aerospace industries
2Trust
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هدف. به موشک برخورد نمایش :1.4 شکل

طرح این در می�باشد. حرکت حال در x٢(t) و x١(t) محور دو امتداد در اینکه یا و حرکت حال در x١(t) محور

نمایش را مساله شرح شکل(1.4) می�باشد. هدف به برخورد تا پرتاب لحظه از راکت پرواز زمان سازي مینیمم هدف

می�دهد.

نمود[52]: فرمول�بندي زیر بصورت را راکت حرکت توان می فیزیکی لحاظ از

ẋ١(t) = x٣(t),

ẋ٢(t) = x۴(t),

ẋ٣(t) = α(t) cos β(t),

ẋ۴(t) = α(t) sin β(t)− g,

(1.4)

افقی سرعت ، عمودي موقعیت ، افقی موقعیت بترتیب β(t) و α(t) ،x۴(t) ، x٣(t) ، x٢(t) ، x١(t) درآن که

بهینه کنترل مساله است. زمین گرانش شتاب g و باشد می راکت پرتاب زاویه و راکت شتاب ، عمودي سرعت ،

استفاده مورد کنترل�هاي می�باشد. زمان حداقل در xf ∈ R۴ تا x٠ ∈ R۴ از راکت هدایت فوق، سیستم در زمانی
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و حالت متغیرهاي بنابراین می�شود. گرفته نظر در ثابت راکت شتاب اینجا در که است β(t) و α(t) مساله در

است: زیر بشکل مساله کنترل

x(t) =


x١(t)
x٢(t)
x٣(t)
x۴(t)

 , u(t) =

[
u١(t)
u٢(t)

]
, u١(t) = α(t), u٢(t) = β(t).

می�شود: نوشته زیر بصورت راکت حرکت زمانی بهینه کنترل مساله بالا تعاریف به توجه با

minimize

∫ tf

٠
dt, (2.4)

subject to

ẋ١ = x٣, (3.4)

ẋ٢ = x۴, (4.4)

ẋ٣ = α(t) cos β(t), (5.4)

ẋ۴ = α(t) sin β(t)− g, (6.4)

x(٠) = x٠, x(tf ) = xf , (7.4)

نهایی مقادیر xf و حالت متغیرهاي اولیه مقادیر x٠ ، x(٠) = (x(٠)١, x(٠)٢, x(٠)٣, x۴(٠)) آن در که

حالت و کنترل متغیرهاي حالت، متغیرهاي مشتق ، شد اشاره اول فصل در که همانطور است. حالت متغیرهاي

می�شود. نوشته زیر بصورت

ẋi(τl) ≈ CT
i Φ(τl), l = ١, ..., K, i = ١, ...,۴,

β(τl) ≈ CT
β Φ(τl), l = ١, ..., K,

α(τl) ≈ CT
αΦ(τl), l = ١, ..., K,

xi(τl) ≈ CT
i P Φ(τl) + xi(٠), l = ١, ..., K, i = ١, ...,۴,
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است. کالوکیشن نقاط تعداد K و ٠ زمان در xi متغیر مقدار xi(٠) آن در که

می�کنیم: بازنویسی زیر بصورت را (2.4)-(7.4) بهینه کنترل مساله بالا روابط کمک به

minimize tf (8.4)

subject to

CT
١ Φ(τl) ≈ tf (C

T
٣ P Φ(τl) + x(٠)٣), l = ١,٢, ..., K, (9.4)

CT
٢ Φ(τl) ≈ tf (C

T
۴ P Φ(τl) + x۴(٠)), l = ١,٢, ..., K, (10.4)

CT
٣ Φ(τl) ≈ tf ((C

T
αΦ(τl)) cos(C

T
β Φ(τl))), l = ١,٢, ..., K, (11.4)

CT
۴ Φ(τl) ≈ tf ((C

T
αΦ(τl)) sin(C

T
β Φ(τl))− g), l = ١,٢, ..., K, (12.4)

xi(٠) ≈ xi(τ١)−
ẋi(τ١)

٢K
, xi(tf ) ≈ xi(τK) +

ẋi(τK)

٢K
, i = ١, ...,۴, (13.4)

ضرایب ،11 لینگو افزار نرم کمک به اکنون است. tf و 0 زمان در xi مقادیر بترتیب xi(tf ) و xi(٠) آن در که

(8.4)-(13.4) بهینه کنترل مساله در را xi(tf ) و xi(٠) ،tf نهایی زمان ،{Cα, Cβ, Ci; i = ١,٢,٣,۴}

می�کنیم. محاسبه

عددي مثال�هاي 3.4

.[52] �است شده ارائه عددي مثال حالت هر براي بخش این در

بگیرید: نظر در زیر مرزي شرایط با را (2.4) - (7.4) بهینه کنترل مساله


x(٠)١ = x(٠)٣ = x۴(٠) = x٢(tf ) = ٠, x(٠)٢ = ١٠,

x١(tf ) = ١٠٠, x٣(tf ) = x۴(tf ) = .نامعلوم
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بعلاوه می�کنیم. حل بالا مرزي شرایط نظرگرفتن در با ثابت هدف حالت براي را مساله حالت این در .1.3.4 مثال

. α(t) = ١٠٠ داریم:

(13.4) نهایی قیدهاي مربوطه، قیدهاي در xi(٠) جایگذاري با هار، موجک حسب بر مساله بازنویسی از پس

می�شود: جایگزین زیر بصورت

x١(tf ) ≈ ١٠٠ ≈ x١(τK) +
ẋ١(τK)

٢K
,

x٢(tf ) ≈ ٠ ≈ x٢(τK) +
ẋ٢(τK)

٢K
,

x٣(tf ) ≈ x٣(τK) +
ẋ٣(τK)

٢K
,

x۴(tf ) ≈ x۴(τK) +
ẋ۴(τK)

٢K
.

.١٫ ۴١۴ با است برابر K = ۴ و ٨ حالت دو براي tf بهینه زمان موجک، تقریب از استفاده با

است: زیر بصورت مساله تحلیلی بهینه جواب

β(t) = −٠٫ ١١, tf = ١٫ ۴١۴,

x١(t) = ۴٩٫ ٩٩٩ t٢, x٢(t) = −۵ t٢ + ١٠,

x٣(t) = ١٠٠ t, x۴(t) = −١٠ t.

می�دهد. نشان K = ۴ و ٨ حالت دو براي را هار تقریبی و دقیق مسیرهاي (2.4) شکل

است: زیر بصورت هدف مسیر می�باشد، حرکت حال در x١ محور امتداد در هدف اینجا در .2.3.4 مثال

x١(t) = ١٠٠ + ٠٫ ۵t٢,

x٢(t) = ٠.

داریم: (13.4) نهایی قیدهاي براي قیدها، در xi(٠) جایگذاري با
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x١(tf ) ≈ ١٠٠ + ٠٫ ۵t٢f ≈ x١(τK) +
ẋ١(τK)

٢K
,

x٢(tf ) ≈ ٠ ≈ x٢(τK) +
ẋ٢(τK)

٢K
,

x٣(tf ) ≈ x٣(τK) +
ẋ٣(τK)

٢K
,

x۴(tf ) ≈ x۴(τK) +
ẋ۴(τK)

٢K
.

و کنترل . ١٫ ۴٢١ با است برابر K = ۴ و ٨ حالت دو براي tf بهینه زمان موجک، تقریب از استفاده با

است: زیر بصورت تحلیلی بهینه مسیرهاي

β(t) = −٠٫ ٠۶, tf = ١٫ ۴٢١,

x١(t) = ۵٠ t٢, x٢(t) = −۴٫ ٩۵٧ t٢ + ١٠,

x٣(t) = ٩٩٫ ٩٩٩ t, x۴(t) = −٩٫ ٩١۴ t.

است. K = ۴ و ٨ حالت دو براي تقریبی و دقیق مسیرهاي �نشان�دهنده�ي (3.4) نمودارهاي

مسیر است. حرکت حال در نیز x٢ محور امتداد در هدف که تفاوت این با است، (2.3.4) مثال مشابه .3.3.4 مثال

می�باشد: زیر بصورت هدف

x١(t) = ١٠٠ + ٠٫ ۵t٢,

x٢(t) = t٢ + ۵.

داریم: (13.4) نهایی قیدهاي براي قیدها، در xi(٠) جایگذاري با

x١(tf ) ≈ ١٠٠ + ٠٫ ۵t٢f ≈ x١(τK) +
ẋ١(τK)

٢K
,

x٢(tf ) ≈ t٢f + ۵ ≈ x٢(τK) +
ẋ٢(τK)

٢K
,

x٣(tf ) ≈ x٣(τK) +
ẋ٣(τK)

٢K
,

x۴(tf ) ≈ x۴(τK) +
ẋ۴(τK)

٢K
.
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3.3.4 مثال تقریبی و دقیق بهینه مسیرهاي :4.4 شکل

.١٫ ۴٢٣ با است برابر K = ۴ و ٨ حالت دو براي tf بهینه زمان موجک، تقریب از استفاده با

است: زیر بصورت مساله تحلیلی بهینه جواب

β(t) = ٣٫ ٩۴, tf = ١٫ ۴٢٣,

x١(t) = ۴٩٫ ٨٨١ t٢, x٢(t) = −١٫ ۴۶٩ t٢ + ١٠,

x٣(t) = ٩٩٫ ٧۶٣ t, x۴(t) = −٢٫ ٩٣٨ t.

همانطور Kاست. = ۴ و ٨ حالت دو براي را هار موجک تقریبی و دقیق بهینه مسیرهاي نشان�دهنده (4.4) شکل

نقاط تعداد افزایش با تقریبی مسیرهاي می�دهد. ارائه خوبی بسیار تقریب موجک روش می�کنید، ملاحظه که

است. شده نزدیکتر تحلیلی مسیر به کالوکیشن،
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مقدمه 1.5
ردیابی1 مساله تا داده تعمیم را خطی تنظیم�کننده�هاي� سیستم�هاي در آمده بدست نتایج نامه پایان از فصل این در

مثال چند ارائه با انتها در نمی�باشد. مختصات مبدا حالت، بردار مطلوب مقدار که معنی بدین برگیرند، در نیز را

هار موجک تقریبی روش خوب دقت بر تاییدي که می�شود مقایسه تحلیلی جواب با روش این نتایج ،[35] عددي

است.

خطی ردیاب سیستم�هاي 2.5

می�گیریم: نظر در زیر بصورت را حالت معادله

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t),

از: عبارتست شود حداقل باید که هدفی تابع و

J =
١
٢
[x(tf )− r(tf )]

TH[x(tf )− r(tf )] +
١
٢

∫ tf

t٠

{[x(t)− r(t)]TQ(t)[x(t)− r(t)]

+ uT (t)R(t)u(t)}dt,

≜ ١
٢
∥ x(tf )− r(tf ) ∥٢

H +
١
٢

∫ tf

t٠

{∥x(t)− r(t)∥٢
Q(t) + ∥u(t)∥٢

R(t)}dt.

حالت�ها و است غیرمعین یا آزاد x(tf ) بوده، ثابت tf نهایی زمان می�باشد. حالت بردار مطلوب مقدار r(t) که

حقیقی، ماتریسی R و مثبت معین نیمه متقارن، حقیقی، ماتریس�هاي Q و H نمی�باشند، محدود کنترل�ها و

می�باشد: زیر بصورت سیستم هامیلتونین است. مثبت معین و متقارن

H(x(t), u(t), p(t), t) =
١
٢
∥x(t)− r(t)∥٢

Q(t) +
١
٢
∥u(t)∥٢

R(t)

+pT (t)A(t)x(t) + pT (t)B(t)u(t).

1Tracking problem
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از: عبارتند حالت کمک معادلات

ṗ(t) = −∂H
∂x

= −Q(t)x(t)− ATp(t) +Q(t)r(t),

است: زیر بصورت شود، برقرار باید که روابطی و

∂H
∂u

= −R(t)u(t) + BT (t)P (t) = ٠,

بنابراین

u(t) = −R−١(t)BT (t)p(t). (1.5)

می�گردند: ایجاد زیر حالت کمک و حالت معادلات حالت، معادلات در (1.5) جایگذاري با

[
ẋ(t)
ṗ(t)

]
=

[
A(t) −B(t)R−١(t)BT (t)
−Q(t) −AT (t)

] [
x(t)
p(t)

]
+

[
٠
Q(t)r(t)

]
. (2.5)

است: زیر بصورت (2.5) پاسخ نمی�باشند. همگن پس هستند، زمان با متغیر خطی معادلات این

[
x(tf )
p(tf )

]
= ϕ(tf , t)

[
x(t)
p(t)

]
+

∫ tf

t

ϕ(tf , τ)

[
٠
Q(τ)r(τ)

]
dτ,

توسط رابطه در موجود انتگرال و شده تقسیم اجزایی به ϕ اگر می�باشد. (2.5) سیستم انتقال ماتریس ϕ آن در که

بعدي ٢n× ١ ]بردار
f١(t)
f٢(t)

]
,

شوند: نوشته زیر بصورت می�توانند معادلات این شود، جایگزین

x(tf ) = ϕ١١(tf , t)x(t) + ϕ١٢(tf , t)p(t) + f١(t), (3.5)

p(tf ) = ϕ٢١(tf , t)x(t) + ϕ٢٢(tf , t)p(t) + f٢(t). (4.5)
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از: عبارتند حدي شرایط

p(tf ) = Hx(tf )−Hr(tf ). (5.5)

در (3.5) معادله از x(tf ) جایگزینی سپس و (4.5) معادله در (5.5) معادله راست سمت از p(tf ) جایگذاري با

داشت: خواهیم (4.5) معادله

H [ϕ١١(tf , t)x(t) + ϕ١٢(tf , t)p(t) + f١(t)]−Hr(tf ) =

ϕ٢١(tf , t)x(t) + ϕ٢٢(tf , t)p(t) + f٢(t).

داریم: p(t) براي آن حل با

p(t) = [ϕ٢٢(tf , t)−Hϕ١٢(tf , t)]
−١ [Hϕ١١(tf , t)− ϕ٢١(tf , t)] x(t)

+ [ϕ٢٢(tf , t)−Hϕ١٢(tf , t)]
−١ [Hf١(t)−Hr(tf )− f٢(t)] ,

≜ K(t)x(t) + s(t). (6.5)

است: زیر بصورت بهینه کنترل قانون بنابراین می�شوند، مشخص s(t) تعاریفK(t)و ،(6.5) معادله�ي روي دقت با

u(t) = −R−١(t)BT (t)K(t)x(t)−R−١(t)BT (t)s(t),

≜ F (t)x(t) + v(t). (7.5)

پارامترهاي به v(t) که شود توجه می�باشد. فرمان سیگنال v(t) و بازخور کننده Fماتریستقویت (t) آن در که

حالت�ها تمام باشیم قادر باید تنظیم، مساله همچون که کرد دقت باید دارد. بستگی r(t) مبناي سیگنال و سیستم

لیکن هستیم. مواجه انتقال ماتریس تعیین مساله با اکنون کنیم. اندازه�گیري بهینه کنترل قانون طرح به�منظور را

می�کنیم. شروع زیر معادله با دارد. وجود ساده�تري محاسباتی راه گذشته چون

p(t) = K(t)x(t) + s(t). (8.5)
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داریم: t به نسبت طرف دو هر از مشتق�گیري با

ṗ(t) = K̇(t)x(t) +K(t)ẋ(t) + ṡ(t). (9.5)

داریم: ،p(t) حذف براي (8.5) از استفاده با و (2.5) معادله�ي از ẋ(t) و ṗ(t) براي جایگزینی با

[
K̇(t) +Q(t) +K(t)A(t) + AT (t)K(t)−K(t)B(t)R−١(t)BT (t)K(t)

]
x(t)

+
[
ṡ(t) + AT (t)s(t)−K(t)B(t)R−١(t)BT (t)s(t)−Q(t)r(t)

]
= ٠.

لذا کند، صدق r(t) و x(t) تمام براي باید رابطه این چون

K̇(t) = −K(t)A(t)− AT (t)K(t)−Q(t) +K(t)B(t)R−١(t)BT (t)K(t), (10.5)

و

ṡ(t) = −
[
AT (t)−K(t)B(t)R−١(t)BT (t)

]
s(t) +Q(t)r(t), (11.5)

(n+
n(n+ ١)

٢
) تشکیل (11.5) و (10.5) معادلات نتیجه در است، n×١ بردار s و است Kمتقارن آن در که

می�دهند. دیفرانسیل معادله

براي �آوردیم. بدست خطی کننده تنظیم مساله در که است ریکاتی معادله مشابه (10.5) معادله که شود توجه

داریم: (5.5) و (6.5) معادلات از حدي شرایط آوردن بدست

p(tf ) = Hx(tf )−Hr(tf ),

= K(tf )x(tf ) + s(tf ).
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از: عبارتند حدي شرایط بنابراین نماید، صدق r(tf ) و x(tf ) تمام ازاي به باید معادلات این چون

K(tf ) = H, (12.5)

s(tf ) = −Hr(tf ). (13.5)

R−١ یا و انتقال ماتریس محاسبه�ي مثال به�عنوان دارد. بالایی محاسباتی بار خطی ردیاب مساله�ي تحلیلی حل

مسائل حل اول فصل در می�کنیم. استفاده جایگزین عددي روش��هاي از اینرو از است. دشوار بالا بعد با مسائل در

مثال دو در را تقریبی روش این از حاصل نتایج نیز پایان در دادیم. توضیح هار موجک روش به را بهینه کنترل

می�دهیم. نشان

عددي مثال�هاي 3.5

تقریبی و تحلیلی مسیر و کنترل نمودارهاي روي از است. شده ارائه سیستم نوع این از عددي مثال دو اینجا در

است. شده رسم K = ٨ و ١۶ حالت دو براي موجک تقریبی منحنی�هاي می�کنیم. بررسی را نتایج

سیستم .1.3.5 مثال

ẋ١(t) = x٢(t),

ẋ٢(t) = ٢x١(t)− x٢(t) + u(t),

کند. مینیمم را زیر معیار تابعی که شود کنترل چنان باید

J = [x١(T )− ٢[١ +
∫ T

٠
[x١(t)− ٢[١ + ٠٫ ٠٠٢۵u٢(t) dt.

بهینه کنترل قانون نمی�باشند. محدود کنترل و حالت�ها و است غیرمعین یا آزاد x(T ) و بوده معین T نهایی زمان

شود. نزدیک ١ به زیادي کنترل نیروي مصرف بدون باید x١ حالت که می�دهد نشان معیار تابعی آید. بدست باید

است: زیر بصورت خطی ردیاب مساله این در شده بکارگرفته پارامترهاي



66 هار موجک روش به خطی ردیاب سیستم�هاي حل .5 فصل

A =

[
٠ ١
٢ −١

]
, B =

[
٠
١

]
, Q =

[
٢ ٠
٠ ٠

]
= H,

R = ٠٫ ٠٠۵, r(t) =

[
١
٠

]
.

می�آیند. بدست زیر نتایج با (11.5) و (10.5) معادلات از s براي دیفرانسیل معادلات و ریکاتی معادلات

k̇١١(t) = ١٠٠]٢k٢
١٢(t)− ٢k١٢(t)− ١],

k̇١٢(t) = ٢٠٠k١٢(t)k٢٢(t)− k١١(t) + k١٢(t)− ٢k٢٢(t),

k̇٢٢(t) = ٢٠٠k٢
٢٢(t)− ٢k١٢(t) + ٢k٢٢(t),

ṡ١(t) = ١٠٠]٢k١٢(t)− ١]s٢(t) + ٢,

ṡ٢(t) = −s١(t) + [١ + ٢٠٠k٢٢(t)]s٢(t).

از: عبارتند (13.5) و (12.5) معادلات از حدي شرایط و

K(T ) =

[
٢ ٠
٠ ٠

]
, s(T ) =

[
−٢

٠

]
.

از: عبارتست و شده حاصل (7.5) معادله از بهینه کنترل قانون

u(t) = −٢٠٠[k١٢(t)x١(t) + k٢٢(t)x٢(t) + s٢(t)].

T = ١۵ و x(٠) = ٠ براي را مثال این متناظر مسیرهاي و کنترل تقریبی و تحلیلی هاي منحنی 1.5 شکل�

می�دهد. نشان

است: زیر بصورت معیار تابعی لیکن بوده��، قبل مثال همانند شود کنترل باید که سیستمی .2.3.5 مثال

J =

∫ T

٠
[x١(t)− ٠٫ ٢t]٢ + ٠٫ ٠٢۵u٢(t) dt.
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باید بهینه کنترل تابع نمی�باشند. محدود قبول قابل کنترل�هاي و است معین غیر یا آزاد x(T ) و بوده مشخص T

کنترل نیروي مصرف بدون r١(t) = ٠٫ ٢t شیب تابع به x١ حالت کردن نزدیک هدف مثال این در شود. تعیین

جایگزینی با می�باشد. زیادي

A =

[
٠ ١
٢ −١

]
, B =

[
٠
١

]
, Q =

[
٢ ٠
٠ ٠

]
, H =

[
٠ ٠
٠ ٠

]
,

R = ٠٫ ٠۵, r(t) =
[

٠٫ ٢t
٠

]
.

می�آید: بدست زیر دیفرانسیل معادلات (11.5) و (10.5) از

k̇١١(t) = ٢٠k٢
١٢(t)− ۴k١٢(t)− ٢,

k̇١٢(t) = ٢٠k١٢(t)k٢٢(t)− k١١(t) + k١٢(t)− ٢k٢٢(t),

k̇٢٢(t) = ٢٠k٢
٢٢(t)− ٢k١٢(t) + ٢k٢٢(t),

ṡ١(t) = ١٠]٢k١٢(t)− ١]s٢(t) + ٠٫ ۴t,

ṡ٢(t) = −s١(t) + [٢٠k٢٢(t) + ١]s٢(t).

را زیر بهینه کنترل تابع (7.5) معادله از می�باشند. s(T ) = ٠ و K(T ) = ٠ معادله پنج این براي حدي شرایط

داریم

u(t) = −٢٠[k١٢(t)x١(t) + k٢٢(t)x٢(t) + s٢(t)].

شکل در T = و١۵ x(٠) = [−۴,٠]T براي متناظر مسیرهاي و بهینه کنترل تقریبی و تحلیلی منحنی�هاي

نمودارهاي رفتار کالوکیشن، نقاط تعداد افزایش با می�دهد نشان نمودارها که همانطور می�کنید. مشاهده (2.5)

است. شده نزدیکتر متناظر تحلیلی نمودارهاي به تقریبی
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1.3.5 مثال تقریبی و تحلیلی بهینه مسیرهاي و کنترل منحنی�هاي :1.5 شکل
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2.3.5 مثال تقریبی و تحلیلی بهینه مسیرهاي و کنترل منحنی�هاي :2.5 شکل



آتی کار�هاي براي پیشنهاداتی و نتایج

از پس هار موجک روش به معمولی دیفرانسیل معادلات شامل بهینه کنترل مسائل حل در دیدیم که همانطور

براي می�شود. تبدیل جبري معادلات به دیفرانسیل معادلات کلیه�ي ،[٠,١) بازه به مساله زمانی بازه�ي تبدیل

هار انتگرالگیري عملگر ماتریس و هار معکوس ماتریس هار، ماتریس از مسیر مشتق و مسیر کنترل، توابع تقریب

کرد: اشاره زیر موارد به می�توان جمله آن از دارد مزایایی روش این می�شود. استفاده

در حتی محاسبات کوتاهی و سادگی باعث خاصیت این دارند. زیادي ٠ درایه�هاي آن معکوس و هار ماتریس •

می�شود. بالا ابعاد با ماتریس�هاي

می�شود. نزدیکتر بهینه جواب به کالوکیشن نقاط تعداد افزایش با تقریبی جواب •

می�یابد. کاهش بسیار محاسبات پیچیدگی شده تقسیم بازه�هاي زیر در هار توابع مقدار بودن ثابت به توجه با •

جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات شامل بهینه کنترل مسائل حل در را روش این می�توان آتی کارهاي براي

داد. پیشنهاد بالاتر مراتب دیفرانسیل معادلات شامل یا و
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Abstract

In this thesis, at first, the Haar wavelet method is considered. Then after introduc-

ing the class of optimal control problems , we apply this method to those problems.

The presented optimal control promlems consist of the infinite- horizon optimal con-

trol problem, linear regularting systems, optimization of tracking missile time and

linear tracking systems. In each chapter, after presenting the class of optimal con-

trol problems, we solve some numerical examples to demonstrate the applicability

of this collocation direct method. In this examples, we compare the analytical and

approximate graphs of trajectories and control together.

Keywords: Haar wavelet method, optimal control problems, direct collocation

infinite- horizon , linear regularting systems, optimization of tracking missle time,

tracking .
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