
آ�

ͳناظم علیرضا دکتر

بصیرزاده هادی دکتر



ͳریاض دانش΋ده

کاربردی ͳریاض گروه

پایان�نامه

رشته در ارشد ͳکارشناس دریافتدرجه برای
گرایش ،

عنوان

فازی بهینه�ی زمان کنترل مسئله�ی عددی حل

نΎارنده

৤ජ໑مਣඇൺേഊی
١٣٩١ شهریور



ͳممبین مریم نام: دانشجو: ͳخانوادگ نام

فازی بهینه�ی زمان کنترل مسئله�ی عددی حل عنوان:

گرایش: رشته: ارشد ͳکارشناس :ͳتحصیل مقط΄

ͳریاض دانش΋ده شاهرود ͳصنعت دانشΎاه دانشΎاه:
١١٠ صفحات: تعداد ١٣٩١ شهریور :ͳفارغ�التحصیل ΁تاری

ͳریاض Ίآون ماکزیمم، اصل فازی، مجموعه بهینه، زمان کنترل کلیدی: واژگان

چ΋یده
مسئله دینامی�Έهای م�ͳدهیم. قرار ͳبررس مورد قطعیت عدم با را بهینه زمان کنترل مسئله�ی Έی
بیان فازی ͳنهای و آغازین وضعیت�های با دیفرانسیل معادلات از ͳقطع ͳخط سیستم اساس بر کنترل
به را مسئله ΁پاس ،ͳقطع بهینه�ی کنترل مسئله�ی نوع دو به فازی بهینه�ی کنترل مسئله تبدیل با م�ͳشود.
دوم فصل در م�ͳدهیم. قرار ͳبررس مورد و مرور را فازی مجموعه�های اول فصل در م�ͳآوریم. دست
دو سوم فصل در م�ͳدهیم. قرار ͳبررس مورد را بهینه کنترل و تغییرات حساب مسائل از ͳجامع شرح
م�ͳکنیم. تفسیر را ͳمسائل چنین حل روش و م�ͳکنیم ͳمعرف را ͳقطع بهینه�ی زمان کنترل مسئله�ی نوع
مسائل از نوع دو به مسئله این تبدیل با و م�ͳکنیم ͳمعرف را فازی بهینه�ی زمان کنترل مسئله�ی نهایت در

م�ͳکنیم. حل را آن بهینه زمان کنترل
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هست خدا باز شوم، تنها تنها�ترین اگر

نداشتن�هاست... همه جانشین او

سپاس و تقدیر

امانت این سنΎین بار و آموختم را علم تو ویژه مهر و عمیم لطف پرتو در این�که از پروردگارا،
کرمت به�وسیله که م�ͳخواهم تو از مهربانا م�ͳگویم. تو سپاس و ثنا خاکسارانه گرفتم، دوش به را
جانم تا ͳکن عطا من به امنیت از آن�قدر و شود روشن آن به چشمم تا ͳکن عنایت من به را ͳعطای
ای رحمتت به شود. آسان برایم دنیا مش΋لات تا ͳکن عطا من به یقین از آن�قدر و گیرد آرام

مهربانان. مهربان�ترین

م�ͳدانم لازم خود بر است، رسیده اتمام به پایان�نامه این نΎارش خداوند بی΋ران پرتو در که Έاین
ͳراهنمای و نهاد منت من بر که ͳناظم علیرضا دکتر آقای جناب فرزانه، استاد ب�ͳدری΅ زحمات از که
تحقیق این انجام و آغاز در باشم.ایشان داشته ͳقدردان و تش΋ر ،کمال گرفت عهده به را اینجانب
مایه خود دلسوزانه های رهنمود و تشویق با و داده پوشش مرا های ͳکوتاه ،ͳیبای΋باش همواره

بودند. من آرامش و قوت
قرار خویش لطف مورد مرا رساله این در که بصیرزاده هادی دکتر آقای جناب ارجمندم استاد از
به کردن Έکم در ایشان ͳروی گشاده و متانت وقت Ϳهی که کنم.استادی ͳم تش΋ر نیز دادند
کرد. نخواهم فراموش راهرگز ایشان پدرانه های ͳمهربان. شد نخواهد دور نظرم از دانشجویان

. دارم مسئلت منان ایزد از را ایشان عافیت و عزت
تمام در که را همسرم دری΅ ͳب زحمات گزارم ͳم فراوان وسپاس وتش΋ر تقدیر و امتنان هزاران
بوده اینجانب مش΋لات Έشری همواره و ن΋رده فروگذار ͳتلاش Ϳهی از تحقیق این انجام مراحل
کمال کرد ͳهمراه نامه پایان این انجام در مرا این�که خاطر به نیز عزیزم برادر از هم�چنین و است

دارم. را تش΋ر
دانشΎاه و اهواز چمران شهید دانشΎاه در ارجمندم اساتید کلیه از دانم ͳم وظیفه خود بر پایان، در

باشم. داشته را ͳقدردان و تش΋ر کمال شاهرود، ͳصنعت

৤ජ໑مਣඇൺേഊی
৘඼ෙ७ور۱۳۹۱
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فازی مجموعه�های



٢ فازی مجموعه�های .١

مقدمه ١.١

کرستین نام به فلاسفه از ͳ΋ی توسط ١٩٢۶ سال در بار اولین فازی منطق کاربرد تاریخچه�ی

و مبهم مفاهیم با رابطه در را ت΋امل مسیر فرضیه و کلیت فلسفه، کتاب در که م�ͳگردد بر المالز

مقاله�ای کوانتوم فیلسوف ١ Έب ماکس توسط ١٩٣٧ سال در آن از پس نمود. ارائه دقیق غیر

در .[٩] گردید عضویت تاب΄ تعریف به منجر بار اولین برای که کرد منتشر ”ابهام” عنوان تحت

ͳبرکل دانشΎاه الاصل ͳایران استاد ٢ ”زاده” به معروف عسΎرزاده ͳلطف�عل پرفسور ١٩۶۵ سال

کنترل و اطلاعات مجله�ی در فازی” ”مجموعه�های عنوان تحت را خود مقاله اولین کالیفرنیا

بود شده ت΋میل و تدوین انتشارش و چاپ از قبل سال دو گویا مقاله این رسانید. چاپ به [١٢]

ͳپژوهش ͳعلم مجله�ی Ϳهی آن در شده ارائه ریشه�ای و ͳاساس اندیشه�های و نظرات خاطر به اما

زمینه�ی در قطعیت عدم و ابهام قبول زمان، از دوره آن در نداشت را آن چاپ و پذیرش جرات

خود آن دبیر سر که کنترل و اطلاعات مجله�ی تنها م�ͳرسید. نظر به ذهن از دور ͳمهندس مسائل

که را فازی الΎوریتم اندیشه�ی زاده بعد چندی نمود. مقاله این چاپ به مبادرت بود زاده ͳلطف

از ٣ میشیوسوگنو میلادی ١٩٧٢ سال در کرد. ارائه است فازی استدلال و منطق برای ͳمبنای

نمود. تعقیب فازی انتΎرال و فازی اندازه مفاهیم ارائه�ی با را زاده نظرات توکیو انستیتو

لندن دانشΎاه از ۴ ͳممدان ابراهیم بود. فازی منطق برای ͳعطف نقطه�ی میلادی ١٩٧۴ سال

[٧] گرفت کار به ساده بخار موتور Έی کنترل زمینه�ی در را فازی منطق بار نخستین برای
۵ اسمیت میلادی ١٩٨٠ سال در شد. محقق بعد سال شش فازی منطق ͳصنعت کاربرد اولین

دهه�ی در کرد. استفاده سیمان کوره�ی کنترل برای فازی منطق از بار نخستین برای دانمارک از

به آب تصفیه�ی فرآیند Έی کنترل برای را فازی منطق Έتری΋ال ͳفوج موسسه�ی میلادی، ١٩٨٠

به فازی منطق مبنای بر را قطار خودکار کنترل سیستم Έی ͳهیتاچ شرکت آن متعاقب گرفت. کار

ͳ΋ترونی΋ال وسایل کنترل سیستم رایانه�ای، بازی�های ساخت در م�ͳتوان را فازی منطق برد. کار

برد. نام و... پن΋ه یخچال، مانند ͳΎخان وسایل جمله� از

بیان را فازی منطق اولیه�ی مفاهیم سپس پرداخته، فازی منطق ͳمعرف به ابتدا فصل این در

م�ͳکنیم.
١Max Bek
٢Zadeh
٣Mishiosogno
۴Mamdani
۵Smit



٣ فازی تف΋ر .٢.١

فازی تف΋ر ٢.١

که ساخت جاری زبان بر را ͳعبارات و کلمات همواره نمود آغاز را اندیشیدن انسان که زمان آن از

و... ”قوی” ”بلند”، ”زشت”، نظیر ͳکلمات نداشتند. ͳروشن مرزهای

”درخت گزاره�ی در مثال برای یافت. ͳمشخص مرز کلمات این برای نم�ͳتوان که است روشن

در بودن” ”زیبا یا بودن” ”بلند برای ͳمشخص مرز نم�ͳتوان زیباست” ”گل یا است” بلند سرو

که است این بر فرض ،Έکلاسی منطق و ریاضیات نظیر علوم از بسیاری در اما گرفت. نظر

مرز آن محدوده� در یا خاص، موضوع Έی و دارد وجود شده�ای تعریف دقیق محدوده�های و مرزها

در ͳمفاهیم زن” یا ”مرد سیاه”، یا ”سفید مرده”، یا ”زنده چون مواردی نم�ͳگنجد یا م�ͳگنجد

یا هستند ”زنده” نادرست. یا است درست یا گزاره��ای هر علوم این در هستند. Έکلاسی منطق

فازی مجموعه�های نظریه در م�ͳشوند بیان دقیق صورت به که ͳمعمول مجموعه�های این ”مرده”.

هستند. معروف ۶ قاط΄” ”مجموعه�های به

موضوعات و مفاهیم به مختلف عناصر تعلق و ندارد وجود ͳمشخص مرز فازی تف΋ر در

سرشت و طبیعت با اندازه چه تا تف΋ر این که دید م�ͳتوان ترتیب این به است. ͳنسب گوناگون

نیاز ت΋نولوژی و ͳعلم پیشرفت�های و ͳانسان اندیشه رشد با است. سازگار جهان محیط و انسان

است. شده آش΋ار انسان محیط و ͳزندگ پیچیده�تر مفاهیم بیان برای ͳعلم مناسب�تر ابزارهای به

چندان است، استوار ͳارزش دو معیارهای بر که ͳمعمول ریاضیات با آن نمایش دیΎر که ͳمفاهیم

نیست. مقدور و مناسب

ͳارزش دو مفاهیم جای به ͳارزش چند مفاهیم بیان کارگیری به نیاز پاسخΎوی فازی ریاضیات

که ͳقالب�های در جهان بیان جای به هست که آن�گونه جهان واقعیت�های بیان برای نیاز م�ͳباشد

΀واض در ͳسع تا [٢٠] دارد را ابهام از درجه�ای چیزی هر فازی منطق در نم�ͳگنجد. آن در چندان

کرد. نخواهید درک را آن ن΋نید آن کردن روشن و

ͳمناسب ابزار باشد، داشته کار و سر (١,٠) ͳارزش دو جهان با که مواردی ریاضیاتکلاسیΈدر

منطق نم�ͳکند. تامین را ͳعلم نیازهای همه�ی اما است. انسان ͳزندگ در پیچیده مفاهیم بیان برای

است. حقایق بیان برای Έکلاسی منطق یافته توسعه فازی
۶Crip sets



۴ فازی مجموعه�های .١

قاط΄ مجموعه�های اجتماع :١.١ ش΋ل

قاط΄ مجموعه�های اشتراک :٢.١ ش΋ل

قاط΄ مجموعه�های ٣.١

م�ͳشوند: تعریف زیر صورت به متمم و اشتراک اجتماع، قاط΄، مجموعه�های نظریه�ی در

صورت: این در باشند X مرج΄ مجموعه�ی مجموعه�های زیر B و A کنید فرض

م�ͳکنیم بیان زیر صورت به را B و A قاط΄ مجموعه�های اجتماع (اجتماع). تعریف١.٣.١

A ∪B = {x|x ∈ A یا x ∈ B} (١.١)

م��ͳشود بیان زیر صورت به B و A قاط΄ مجموعه�های اشتراک (اشتراک). تعریف٢.٣.١

A ∩B = {x|x ∈ A و x ∈ B} (٢.١)

م�ͳشود بیان زیر صورت به A قاط΄ مجموعه��ی متمم (متمم). تعریف٣.٣.١

Ā = {x|x ̸∈ A} (٣.١)

قاط΄: مجموعه�های متمم (٣) و اشتراک (٢) اجتماع، (١) به مربوط ش΋ل�های



۵ مشخصه تواب΄ .۴.١

قاط΄ مجموعه�های متمم :٣.١ ش΋ل

مشخصه تواب΄ ۴.١

٧ مشخصه تاب΄ باشد. X مرج΄ مجموعه�ی روی بر قاط΄ مجموعه�ی Έی بیانΎر A کنید فرض

کرد: تعریف زیر نΎاشت با م�ͳتوان را مجموعه

χA : X → {٠,١} (۴.١)

χA(x) =

{
١ x ∈ A
٠ x ̸∈ A

(۵.١)

این غیر در و χA = ١ آن�گاه باشد A به متعلق x عنصر اگر که م�ͳدهد نشان (۵.١) رابطه�ی

χA = ٠ صورت

م�ͳتوان (µ) مشخصه تاب΄ از استفاده با قاط΄ مجموعه�های متمم و اشتراک اجتماع، تعاریف

کرد: بیان زیر صورت به

µA∪B = µA(x) ∨ µB(x) (۶.١)

µA∩B = µA(x) ∧ µB(x) (٧.١)

µĀ = ١− µA(x) (٨.١)

م�ͳباشد. مینیمم بیانΎر ” ∧ ” و ماکزیمم بیانΎر ” ∨ ” رابطه�ها این در که

فازی مجموعه�های نظریه پایه��ای مفاهیم ۵.١

گردایه��ای مجموعه؛ م�ͳدهد، تش΋یل را مدرن ریاضیات اساس که ͳقطع مجموعه�های نظریه�ی در

مجموعه هر دیΎر عبارت به م�ͳشود. تاکید معین لفظ بر مجموعه تعریف در و است اشیا از معین
٧Characteristic function



۶ فازی مجموعه�های .١

و مجموعه عضو باشد، ͳویژگ آن دارای ͳشیئ اگر م�ͳشود. مشخص تعریف خوش ͳویژگ Έی با

نیست. مجموعه عضو نباشد، اگر

Έی تش΋یل و است تعریف خوش ͳویژگ Έی ” ١٠٠ از بزرگتر ͳحقیق ”اعداد ͳویژگ مثلا

یا هست ١٠٠ از بزرگتر ͳحقیق عدد Έی که گفت م�ͳتوان یقین به که چرا م�ͳدهد، مجموعه�

تعریف خوش و دقیق و روشن ͳویژگ Έی ” ١٠٠ Έنزدی ͳحقیق ”اعداد ͳویژگ ͳول نیست.

ͳویژگ این در ( ١١١ (مثلا̈ مشخص ͳحقیق عدد Έی آیا گفت نم�ͳتوان یقین به که چرا نیست

نم�ͳگنجد. یا م�ͳگنجد

اعداد مجموعه�ی از عدد هر به که است مناسب مش΋ل، این رف΄ برای که م�ͳکند پیشنهاد زاده

به عدد چه هر دهیم نسبت ١٠٠ به عدد ͳ΋نزدی درجه عنوان به [٠,١] بازه�ی از عددی ،ͳحقیق

،” ١٠٠ به Έنزدی ͳحقیق ”اعداد گردایه�ی در آن عضویت برای متناظر عدد بود، نزدی΋تر ١٠٠

آن عضویت درجه�ی باشد ١٠٠ از دورتر نظر مورد عدد چند هر برع΋س و م�ͳشود نزدی΋تر Έی به

مفاهیم از بسیاری ترتیب این به م�ͳشود. Έنزدی صفر به ” ١٠٠Έنزدی ͳحقیق ”اعداد گردایه در

زبان تف΋رات، به و م�ͳشود ریاضیات دنیای وارد ͳقطع مجموعه�های با بیΎانه و تعریف ناخوش

نظریه�ی ،ͳریاض ساختار این م�ͳدهد. ترتیب و نظم ͳریاض ساختار Έی قالب در بشری منطق و

م�ͳشود. نامیده فازی مجموعه�های

عضویت تواب΄ و فازی مجموعه�های ۶.١

بیانΎر که µA
٨ عضویت تاب΄ Έی وسیله�ی به X روی بر A فازی مجموعه) (زیر مجموعه Έی

م�ͳشود: تعریف است زیر نΎاشت

µA : X → [٠,١] (٩.١)

است. x ∈ X عضویت درجه�ی یا عضویت اندازه از عبارت µA(x) مقدار این�جا در

م�ͳدهیم. نمایش B̃ و Ã با را B و A فازی مجموعه�های این�جا در .١.۶.١ تذکر

باشΎاه اعضا است. ششعضو دارای دارد تعلق آن به حسن که تنیس باشΎاه Έی مثال١.۶.٢.

م�ͳگیریم. نظر در دانشجو و مونث مجموعه�ی در را

X = {مریم،فاطمه،زهرا،علͳ،محمد،حسن}
٨Membership function



٧ عضویت تواب΄ و فازی مجموعه�های .۶.١

A = {فاطمه،مریم،زهرا}

B = {علͳ،مریم،حسن}

دانشجو اعضا : B و مونث اعضا : A اعضا، : X

را B̃ و Ã فازی مجموعه�های هستند قاط΄ مجموعه�ها�ی دو B و A مجموعه�های مثال این در

م�ͳکنیم. B و A قاط΄ مجموعه�های جایΎزین

Ã : چاق افراد مجموعه�ی

B̃ : قد میان افراد مجموعه�ی

نظر از قد” ”میان و ”چاق” مفاهیم زیرا است. دشوار ون نمودار وسیله�ی به فازی مجموعه�های بیان

و ”چاق” گروه�های به افراد بندی دسته دارد. ͳΎبست موقعیت به و است متفاوت اشخاصمختلف

سنΎین فوق�العاده تا وزن سنΎین ͳکم از است مم΋ن ”ͳچاق” میزان است. ͳعمل غیر چاق” ”غیر

م�ͳکنیم ͳسع مثال، این در شود. تعریف ͳچاق درجه�ی و میزان است لازم بنابراین شود. تعبیر وزن

دهیم. تخصیص ͳچاق درجه�ی یا میزان به ١ تا ٠ بین عددی تا

دارد. تعلق چاق افراد مجموعه به کاملا̈ شخص که است این ͳمعن به : ١ درجه

است. مجموعه این به شخص تعلق عدم بیانΎر : ٠ درجه

م�ͳکند: بیان را قد” ”طول و ”ͳچاق” درجه�ی ١.١ جدول

:١.١ جدول

م�ͳکند. تعریف را بالا جدول در شده داده نشان درجات فازی، مجموعه�های عضویت تواب΄

یا است ٠ یا که مجموعه به عضو Έی تعلق مورد در باید قاط΄ مجموعه�های مشخصه�ی تواب΄ در

را درجه یا تعلق میزان که م�ͳدهد ما به را ام΋ان این عضویت تواب΄ که ͳحال در بΎیریم تصمیم ١

.[٢٠] کنیم انتخاب ١ تا ٠ بین ͳحقیق عدد Έی صورت به



٨ فازی مجموعه�های .١

فازی مجموعه�های نمادگذاری ٧.١

کرد: تقسیم دسته دو به زیر تعاریف به بنا م�ͳتوان را فازی مجموعه�های بیان روش�های

باشد): ͳمتناه مرج΄ مجموعه�ی ͳوقت) ٩ گسسته بیان تعریف١.٧.١.

باشد زیر صورت به X مرج΄ مجموعه�ی کنید فرض

X = {x١, x٢, . . . , xn}

کرد بیان زیر صورت به م�ͳتوان را X روی بر A مثل فازی مجموعه�ی Έی صورت این در

Ã = µÃ(x١)/x١ + µÃ(x٢)/x٢ + . . .+ µÃ(xn)/xn =
n∑
i=١

µÃ(xi)/xi (١٠.١)

م�ͳشود. استفاده مجموعه عناصر بیان برای و ندارد را جم΄ مفهوم
∑

این�جا در که

باشد): ͳنامتناه مرج΄ مجموعه�ی ͳوقت) ١٠ پیوسته بیان تعریف٢.٧.١.

X روی بر A فازی مجموعه�ی Έی باشد، پیوسته مجموعه�ی Έی X مرج΄ مجموعه�ی ͳوقت

کرد بیان زیر صورت به م�ͳتوان را

Ã =

∫
x

µÃ(xi)/xi (١١.١)

سمت در م�ͳشود. نامیده کننده جدا (١١.١) و (١٠.١) رابطه�های در / نماد .٣.٧.١ تذکر

مجموعه�ی در عنصر عضویت مقدار سمتچپ در و مرج΄ مجموعه�ی از عنصری کننده راستجدا

م�ͳنویسیم. را شده تعریف

نماد از هم به جملات کردن مربوط برای و م�ͳنویسیم صورت همین به را مجموعه از عنصر هر

ͳمعن به (/و+) نمادهای ͳمعمول ریاضیات در چند هر که باشیم داشته توجه م�ͳکنیم. استفاده ”+”

لازم اگر است. متفاوت فازی مجموعه�های تعریف در آن�ها ͳمعن اما م�ͳروند کار به جم΄ و تقسیم

م�ͳکنیم. استفاده
∑

نماد از کنیم، جم΄ گسسته بیان در را جملات تا باشد

دارد وجود نیز دیΎر قاعده دو گسسته بیان برای .۴.٧.١ تذکر

،µA(x′) = ٠ ͳوقت دیΎر عبارت به است، صفر x′ مثلا̈ عنصری عضویت درجه�ی که ͳامΎهن (١)

نم�ͳنویسیم. را ٠/x′ دیΎر و م�ͳکنیم حذف را آن
٩Diserete expression

١٠Continous expression



٩ عضویت تواب΄ .٨.١

م�ͳتوانیم باشد، متعلق مرج΄ مجموعه�های از عنصر Έی به مقدار Έی از بیش چنان�چه (٢)

x′ برای مثلا̈ بΎیریم نظر در عضویت درجه��ی مقدار عنوان به را مقدار بزرگترین

٠٫۵/x′ + ٠٫٨/x′ + ٠٫٢/x′ → ٠٫٨/x′

گرفته کار به پیوسته دنیای به
∑

از ͳتوسیع عنوان به
∫
نماد پیوسته، عبارت در .۵.٧.١ تذکر

را مرج΄ مجموعه�ی نام نماد، این پایین راست سمت در ندارد. انتΎرال با ͳارتباط هی; و شده

است. مرج΄ مجموعه�ی کدام نمایانΎر فازی مجموعه�های که شود مشخص تا م�ͳنویسیم

فازی مجموعه زیر Έی م�ͳگیریم. نظر در را X = {a, b, c, d, e} مرج΄ مجموعه�ی مثال٧.١.۶.

کرد: تعریف زیر صورت به عضویت تاب΄ با م�ͳتوان را است بودن ͳویژگ دهنده نشان که X از Ã

µÃ(x) =


٠ x = a

٠٫٢ x = b
٠٫۵ x = c
٠٫٧ x = d
١ x = e

نوشت: م�ͳتوان زیر صورت به شد، اشاره (١٠.١) رابطه�ی در که ͳنمادهای از استفاده با را Ã

Ã = ٠٫١/b+ ٠٫۵/c+ ٠٫٧/d+ ١/e

عضویت تواب΄ ٨.١

ͳΎبست آن�ها کاربرد دامنه و زمینه به آن�ها عضویت تواب΄ و فازی مجموعه�های ایجاد نحوه�ی [٢]

برای مناسب عضویت تاب΄ Έی تعریف با نظر مورد مفهوم برای فازی مجموعه Έی تعریف دارد.

شده تعریف عضویت تاب΄ اگر زیرا است مهم بسیار مناسب عضویت تاب΄ تعریف م�ͳشود. کامل آن

در م�ͳشوند. انحراف دچار آن از پس بررس�ͳهای و تحلیل کلیه نباشد مناسب فازی مجموعه�ی برای

شده�اند. ͳمعرف عضویت تاب΄ تعریف برای ͳمختلف روش�های فازی، مجموعه�های نظریه�ی مبحث

تعریف {a, b, c} پارامتر سه توسط ١١ ͳمثلث عضویت تاب΄ .(ͳمثلث عضویت (تاب΄ تعریف١.٨.١

است: زیر صورت به که م�ͳشود

trn(x : a, b, c) =


٠ , x < ٠

x−a
b−a , a ≤ x ≤ b
c−x
c−b , b ≤ x ≤ c
٠ , x ≥ ٠

(١٢.١)

است: زیر صورت به ͳمثلث عضویت تاب΄ ش΋ل
١١Triangular Membership Function



١٠ فازی مجموعه�های .١

ͳمثلث عضویت تاب΄ :۴.١ ش΋ل

{a, b, c, d} پارامتر توسطچهار ١٢ عضویتذوزنقه�ای تاب΄ عضویتذوزنقه�ای). تعریف٢.٨.١(تاب΄

م�ͳشود: تعریف زیر شرح به

trp(x : a, b, c, d) =


٠ , x < a

x−a
b−a , a ≤ x < b
١ , b ≤ x ≤ c

d−x
d−c , c ≤ x < d
٠ , x > d

(١٣.١)

است: زیر صورت به آن نمایش که

ذوزنقه�ای عضویت تاب΄ :۵.١ ش΋ل

به {a, σ} پارامتر دو با ١٣ ͳگوس عضویت تاب΄ .((ͳنمای) ͳگوس عضویت (تاب΄ تعریف٣.٨.١

م�ͳشود: تعریف زیر صورت

gsn(x : a, σ) = exp

(
−(x− a)٢

σ٢

)
(١۴.١)

است: زیر ش΋ل طبق آن نمایش و
١٢Trapezoid al Membership Function
١٣Gaussian Membership Function



١١ متداول فازی مجموعه�های .٩.١

ͳگوس عضویت تاب΄ :۶.١ ش΋ل

متداول فازی مجموعه�های ٩.١

١۶ ͳنمای ١۵ ذوزنقه�ای، ١۴ ،ͳمثلث نام�های به را فازی مجموعه�های از مختلف نوع سه زیر مثال در

م�ͳکنیم. ͳمعرف

و پیوسته نمودار ترتیب به (ب) و (الف) ش΋ل�های :ͳمثلث فازی مجموعه�های .١.٩.١ مثال

م�ͳدهد. نشان ١ ارتفاع و ۴ قاعده با را ͳمثلث فازی مجموعه�های گسسته

(ͳمثلث) ͳنامتناه بیان (الف) :٧.١ ش΋ل

از است عبارت (الف) ش΋ل فازی مجموعه پیوسته�ی بیان

Ã =

∫ ٠

−٢

(٢+ x)

٢ /x+

∫ ٢

٠

(٢− x)

٢ /x

م�ͳکنیم. ͳبازنویس مجدداً گسسته بیان Έکم به را عبارت این حال

باشد شده داده زیر صورت به مرج΄ مجموعه�ی اگر اول: حالت

X = {−١,٠,١,٢−,٢}

Ã = {٠٫۵
−١ +

١
٠ +

٠٫۵
١ }

باشد زیر صورت به و پیچیده�تر X مرج΄ مجموعه�ی اگر دوم: حالت
١۴Tringulur fuzzy sets
١۵Tropezeidal fuzzy sets
١۶Exponextial fuzzy sets



١٢ فازی مجموعه�های .١

اول) (حالت ͳمتناه بیان (ب) :٨.١ ش΋ل

X = {−١٫−,٢۵,−١.− ٠٫۵,٠,٠٫۵,١,١٫۵,٢}

Ã = {٠٫٢۵
−١٫۵ +

٠٫۵
−١ +

٠٫٧۵
−٠٫۵ +

١
٠ +

٠٫٧۵
٠٫ ۵ +

٠٫۵
١ +

٠٫٢۵
١٫ ۵ }

دوم) (حالت ͳمتناه بیان (ب) :٩.١ ش΋ل



١٣ متداول فازی مجموعه�های .٩.١

را ذوزنقه�ای فازی مجموعه�های از ͳمثال زیر ش΋ل ذوزنقه�ای: فازی مجموعه�های .٢.٩.١ مثال

است ارائه قابل زیر پیوسته بیان با ذوزنقه�ای فازی مجموعه�ی این م�ͳدهد نشان

ذوزنقه�ای فازی مجموعه :١٠.١ ش΋ل

B̃ =

∫ −٢

−۴

(۴+ x)

٢ /x+

∫ ٢

−٢
١/x+

∫ ۴

٢

(۴− x)

٢ /x

X مرج΄ مجموعه�ی اگر م�ͳکنیم. ͳبررس را ذوزنقه�ای فازی مجموعه گسسته بیان ͳΎونΎچ حال

باشد زیر صورت به

X = {−۵,−۴,−١,٠,١,٢,٣−,٢−,٣,۴,۵}

بود خواهد زیر صورت به فازی مجموعه�ی ͳمتناه بیان آن�گاه

B̃ =
٠٫۵
−٣ +

١
−٢ +

١
−١ +

١
٠ +

١
١ +

١
٢ +

٠٫۵
٣

نشان را ͳنمای فازی مجموعه�های از ͳمثال زیر ش΋ل :ͳنمای فازی مجموعه�های .٣.٩.١ مثال

ͳنامتناه بیان م�ͳشود. بیان ͳنمای تاب΄ وسیله�ی به فازی مجموعه�ی نوع این عضویت تاب΄ م�ͳدهد

باشد زیر صورت به م�ͳتواند فازی مجموعه�ی از نوع این

D̃ =

∫
x

e−٠٫۵(x−۵)
٢
/x

ͳنمای فازی مجموعه :١١.١ ش΋ل



١۴ فازی مجموعه�های .١

مرج΄ مجموعه�ی اگر م�ͳکنیم. ͳبررس را ͳنمای فازی مجموعه�های ͳمتناه بیان ͳΎونΎچ حال

باشد مفروض زیر صورت به X

X = {٠,٢,۴,۶,٨,١٠}

است زیر صورت به D̃ ͳمتناه بیان آن�گاه

D̃ =
٠٫١١
٢ +

٠٫۶٠٧
۴ +

٠٫۶٠٧
۶ +

٠٫١١
٨

عبارت از را آن�ها است Έنزدی صفر به و است Έکوچ بسیار ١٠ و ٠ عضویت مقادیر چون

کردیم حذف

µD̃(٠) = µD̃(١٠) = ٣٫٣٧× ١٠−۶ ≃ ٠

آن�ها ͳاصل عدد محدبو نرمال، فازی مجموعه�های ١٠.١

داریم: باشد، X مرج΄ مجموعه�ی روی بر فازی مجموعه�ی Έی Ã کنیم فرض
١٧ نرمال: فازی مجموعه�ی

هرگاه: است نرمال Ã فازی مجموعه�ی

maxµÃ(x) = ١ (١۵.١)

نرمال فازی مجموعه :١٢.١ ش΋ل

١٨ محدب: فازی مجموعه�ی

گاه هر است محدب Ã فازی مجموعه�ی

∀x١, x٢ ∈ X, ∀λ ∈ [٠,١]

µÃ(λx١ + (١− λ)x٢) ≥ min(µÃ(x١), µÃ(x٢)) (١۶.١)

١٧Normal fuzzy set
١٨Convex fuzzy sets



١۵ آن�ها ͳاصل عدد و محدب نرمال، فازی مجموعه�های .١٠.١

نرمال غیر فازی مجموعه :١٣.١ ش΋ل

محدب فازی مجموعه :١۴.١ ش΋ل

محدب غیر فازی مجموعه :١۵.١ ش΋ل

١٩ :ͳاصل عدد

زیر صورت به X بر Ã فازی مجموعه�ی ͳاصل عدد است، ͳمتناه مجموعه�ی Έی X ͳوقت

م�ͳشود: تعریف

|Ã| = µÃ(x١) + µÃ(x٢) + . . .+ µÃ(xn) =
∑
xi∈X

µÃ(xi) (١٧.١)

عناصر: ͳنسب تعداد

از: است عبارت X بر Ã فازی مجموعه�ی عناصر ͳنسب ∥∥∥Ã∥∥∥تعداد =
|Ã|
|X|

(١٨.١)

است. X مرج΄ مجموعه�ی عناصر تعداد |X| و Ã مجموعه�ی عناصر تعداد |Ã| آن در که
١٩Cardinality



١۶ فازی مجموعه�های .١

:Ã فازی مجموعه�ی ارتفاع

M = (Ã)ارتفاع = max
x∈X

µÃ(x) (١٩.١)



١٧ آن�ها ͳاصل عدد و محدب نرمال، فازی مجموعه�های .١٠.١

ت΋یه�گاه:

SuppÃ با و م�ͳشود نامیده Ã ٢٠ ت΋یه�گاه را باشد µÃ(x) > ٠ که X از عناصری مجموعه

م�ͳشود داده نشان

SuppÃ = {x ∈ X|µÃ(x) > ٠} (٢٠.١)

عضویت درجه�ی و ندارد ͳیه�گاه΋ت Ϳهی که است مجموعه�ای ͳته فازی مجموعه اساس، این بر

است. صفر برابر آن عناصر تمام

گذر: نقطه�ی

(معبر) گذر نقطه�ی Έی را x آن��گاه µÃ(x) = ١
٢ باشیم داشته Ã در x مثل عنصری برای اگر

م�ͳگویند. Ã

نظر در را X از Ã فازی مجموعه�ی و X = {١,٢,٣,۴,۵} مرج΄ مجموعه�ی .١.١٠.١ مثال

م�ͳگیریم

µÃ(x) =


١ x = ١

٠٫۵ x = ٢
٠٫٣ x = ٣
٠ x = ۴٫۵

(٢١.١)

آوریم. دست به را Ã مجموعه�ی گذر نقطه�ی و ارتفاع ت΋یه�گاه، م�ͳخواهیم

حل:

SuppA = {١,٢,٣}

M = SuppµÃ(x) = ١

با x = ٢ نقطه و است نرمال فازی مجموعه�ی Έی Ã بنابراین است، ١ برابر Ã مجموعه�ی ارتفاع

م�ͳباشد. Ã گذر نقطه�ی µÃ(٢) = ١
٢

نفر ۵ اداره�ی مسئولیت و باشید ”الف” سازمان از ͳبخش مدیر شما کنیم فرض .٢.١٠.١ مثال

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به نفر ۵ این ازعمل΋رد شما رضایت میزان و دارید عهده بر را

Ã = مریم٠٫٨} ,
٠٫۴
فاطمه ,

٠٫۴
محمد ,

١
ͳعل ,

٠٫٨
{زینب

با: است برابر A مجموعه�ی ͳنسب ͳاصل عدد و ͳاصل عدد صورت این در

|Ã| =
∑
x∈X

µÃ(x) = ٠٫٨+ ٠٫۴+ ٠٫۴+ ١+ ٠٫٨ = ٣٫۴

٢٠Support



١٨ فازی مجموعه�های .١

∥A∥ =
|Ã|
|X|

=
٣٫۴
۵ = ٠٫۶٨

فازی مجموعه�های ͳاصل عملیات ١١.١

:(B و A فازی مجموعه�های (اجتماع تعریف١.١١.١.

تعریف زیر صورت به عضویت تاب΄ Έکم به Ã∪ B̃ ͳیعن B̃ و Ã فازی مجموعه�های اجتماع

م�ͳشود:

µÃ∪B̃ = µÃ(x) ∨ µB̃(x) (٢٢.١)

آن در که

µÃ(x) ∨ µB̃(x) =
{
µÃ(x) µÃ(x) ≥ µB̃(x)
µB̃(x) µÃ(x) < µB̃(x)

(٢٣.١)

نوشت. max{µÃ(x), µB̃(x)} صورت به م�ͳتوان را µÃ(x) ∨ µB̃(x)

م�ͳدهد. نشان را قاط΄ و فازی مجموعه�های اجتماع زیر ش΋ل�های

فازی مجموعه�های اجتماع :١۶.١ ش΋ل



١٩ فازی مجموعه�های ͳاصل عملیات .١١.١

قاط΄ مجموعه�های اجتماع :١٧.١ ش΋ل

:(B و A فازی مجموعه�های (اشتراک تعریف٢.١١.١.

تعریف زیر صورت به عضویت تاب΄ Έکم به Ã∩ B̃ ͳیعن B̃ و Ã فازی مجموعه�های اشتراک

م�ͳشود:

µÃ∩B̃ = µÃ(x) ∧ µB̃(x) (٢۴.١)

آن در که

µÃ(x) ∧ µB̃(x) =
{
µÃ(x) µÃ(x) ≤ µB̃(x)
µB̃(x) µÃ(x) > µB̃(x)

(٢۵.١)

نوشت. min{µÃ(x), µB̃(x)} صورت به م�ͳتوان را µÃ(x) ∧ µB̃(x)

م�ͳدهد. نشان را قاط΄ و فازی مجموعه�های اشتراک زیر ش΋ل�های

فازی مجموعه�های اشتراک :١٨.١ ش΋ل



٢٠ فازی مجموعه�های .١

قاط΄ مجموعه�های اشتراک :١٩.١ ش΋ل

:(Ã فازی مجموعه (متمم تعریف٣.١١.١.

عضویت تاب΄ وسیله�ی به که است فازی مجموعه�ی Έی خود ¯̃A ͳیعن Ã فازی مجموعه متمم

م�ͳشود: تعریف زیر

µ ¯̃A
(x) = ١− µÃ(x) (٢۶.١)

م�ͳدهد. نشان را نرمال و فازی مجموعه�های متمم زیر ش΋ل�های

فازی مجموعه�های متمم :٢٠.١ ش΋ل

قاط΄ مجموعه�های متمم :٢١.١ ش΋ل

فازی خصوصیاتمجموعه�های ١٢.١

باشند X مرج΄ مجموعه روی بر فازی مجموعه سه C̃ و B̃ و Ã کنید فرض



٢١ فازی مجموعه�های خصوصیات .١٢.١

فازی: و قاط΄ مجموعه�های بین مشترک خصوصیات الف)

:ͳتوان خود قانون (١)

Ã ∪ Ã = Ã , Ã ∩ Ã = Ã (٢٧.١)

:ͳجابجای قانون (٢)

Ã ∪ B̃ = B̃ ∪ Ã , Ã ∩ B̃ = B̃ ∩ Ã (٢٨.١)

شرکت�پذیری: قانون (٣)

Ã ∪ (B̃ ∪ C̃) = (Ã ∪ B̃) ∪ C̃ (٢٩.١)

Ã ∩ (B̃ ∩ C̃) = (Ã ∩ B̃) ∩ C̃ (٣٠.١)

توزی΄�پذیری: قانون (۴)

Ã ∪ (B̃ ∩ C̃) = (Ã ∪ B̃) ∩ (Ã ∪ C̃) (٣١.١)

Ã ∩ (B̃ ∪ C̃) = (Ã ∩ B̃) ∪ (Ã ∩ C̃) (٣٢.١)

مضاعف: ͳمنف قانون (۵)

Ã =
¯̃̄
A (٣٣.١)

دمورگان: قوانین (۶)

Ã ∪ B̃ = ¯̃A ∩ ¯̃B (٣۴.١)

Ã ∩ B̃ = ¯̃A ∪ ¯̃B (٣۵.١)

فازی مجموعه برای ͳکل حالت در ͳول است صادق قاط΄ مجموعه مورد در که ͳخصوصیات ب)

نیست: صادق

شمول: غیر میانه�ی قانون (١)

Ã ∪ ¯̃A ̸= X (٣۶.١)

تناقض: قانون (٢)

Ã ∩ ¯̃A ̸= ∅ (٣٧.١)



٢٢ فازی مجموعه�های .١

.[۵] م�ͳباشد ͳته مجموعه�ی ͳمعن به ∅ ،(٣٧.١) رابطه در که

تناقض): و مشمول غیر میانه�ی (قوانین .١.١٢.١ مثال

مورد در که م�ͳدهیم ارائه را تناقض و مشمول غیر میانه�ی قوانین از ͳنمونه�های مثال این در

نیست. برقرار فازی مجموعه

قاط΄ مجموعه�های برای مشمول غیر میانه�ی قانون :٢٢.١ ش΋ل

فازی مجموعه�های برای مشمول غیر میانه�ی قانون :٢٣.١ ش΋ل



٢٣ فازی مجموعه�های خصوصیات .١٢.١

قاط΄ مجموعه�های برای تناقض قانون :٢۴.١ ش΋ل



٢۴ فازی مجموعه�های .١

فازی مجموعه�های برای تناقض قانون :٢۵.١ ش΋ل

فازی مجموعه�های شمول و تساوی ١٣.١

باشند. X مرج΄ مجموعه روی بر فازی مجموعه دو B̃ و Ã کنید فرض

فازی): مجموعه�های (تساوی تعریف١.١٣.١.

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به B̃ و Ã فازی مجموعه�های تساوی

Ã = B̃ ⇔ µÃ(x) = µB̃(x) , ∀x ∈ X (٣٨.١)

فازی مجموعه�های تساوی :٢۶.١ ش΋ل

فازی): مجموعه��های (شمول تعریف٢.١٣.١.

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به B̃ در Ã بودن زیرمجموعه یا B̃ در Ã فازی مجموعه شمول

Ã ⊂ B̃ ⇔ µÃ(x) ≤ µB̃(x) , ∀x ∈ X (٣٩.١)

مشمول Ã و باشد ͳ΋ی آن�ها عضویت مقادیر گاه هر هستند مساوی B̃ و Ã فازی مجموعه�های

از متناظر عضویت مقادیر از بزرگتر یا مساوی B̃ مجموعه�ی عضویت مقادیر کلیه اگر است B̃

باشد. Ã مجموعه



٢۵ تجزیه اصل و α−برشها .١۴.١

فازی مجموعه�های شمول :٢٧.١ ش΋ل

تجزیه اصل و α−برشها ١۴.١

٢١ (α−برش): تعریف١.١.١۴.

X از عناصری مجموعه بΎیرید. نظر در را آن از Ã فازی زیرمجموعه�ی و X مرج΄ مجموعه�ی

α−برش باشد ٠ < α ≤ ١ ͳبزرگ به حداقل Ã فازی مجموعه�ی در آن�ها عضویت درجه�ی که را

،ͳیعن م�ͳدهیم؛ نشان Ãα با و گوییم (Ã از α تراز مجموعه (یا Ã

Ãα = {x ∈ X|µÃ(x) ≥ α}, α ∈ (٠,١] (۴٠.١)

تعریف زیر صورت به و م�ͳشود داده نشان Ãᾱ با که م�ͳشود استفاده قوی α−برش از نیز ͳگاه

م�ͳشود:

Ãᾱ = {x ∈ X|µÃ(x) > α}, α ∈ [٠,١) (۴١.١)

دارای و م�ͳدهد ارائه ͳقطع مجموعه�های از استفاده با فازی مجموعه از ͳتوصیف α−برش�ها،

هستند: زیر ویژگ�ͳهای

،ͳیعن ی΋نواست؛ {Ãα|α ∈ (٠,١]} خانواده (١)

٠ < α ≤ β ≤ ١ ⇒ Ãβ ≤ Ãα (۴٢.١)

Ã ⊆ B̃ ⇒ Ãα ⊆ B̃α (۴٣.١)

(٢)

(Ã ∪ B̃)α = Ãα ∪ B̃α (۴۴.١)

(Ã ∩ B̃)α = Ãα ∩ B̃α (۴۵.١)

م�ͳباشد α−برش به مربوط زیر ش΋ل
٢١α−cuts



٢۶ فازی مجموعه�های .١

α−برش :٢٨.١ ش΋ل

٢٢ تجزیه): (اصل تعریف١.٢.١۴.

عضویت تواب΄ ͳنامتناه تعداد به را µÃ(x) عضویت، یΈتاب΄ م�ͳتوانیم αبرش�های از استفاده با

کنیم. تجزیه α ∧ χÃα
(x) یا α ∧ χÃᾱ

(x) ͳمستطیل

اجرا آن�ها مورد در را max عمل و م�ͳکنیم جم΄ ی΋دیΎر با را ͳمستطیل عضویت تاب΄ این ͳوقت

آوردیم. دست به رام�ͳتوانیم Ã اولیه فازی مجموعه�ی م�ͳکنیم،

µÃ(x) = max
α∈(٠,١]

[α ∧ χÃα
(x)] = max

α∈[٠,١)
[α ∧ χÃᾱ

(x)] (۴۶.١)

است. Ãα مجموعه برای مشخصه معادله Έی χÃα
(x) آن در که

٢٢Decomposition principle



٢٧ تجزیه اصل و α−برشها .١۴.١

م�ͳباشد تجزیه اصل به مربوط زیر ش΋ل

تجزیه اصل :٢٩.١ ش΋ل

یαΈ−برش مشخصه�ی تاب΄ کنید فرض م�ͳکند. ΀تشری را تجزیه اصل ایده�ی (٢٩.١) ش΋ل

صدق α∧χÃα
(x) در که ͳمستطیل عضویت باشد.یΈتاب΄ (α ∈ ازای[٠,١) (به χÃα

(x)ضعیف

تعداد و م�ͳکنیم ت΋رار را فوق عمل α ∈ (٠,١] بازه�ی در α مقدار تغییر با م�ͳکنیم. تعریف کند

تاب΄ که است مطلب این گویای تجزیه اصل م�ͳآوریم. دست به ͳمستطیل عضویت تاب΄ ͳنامتناه

ͳعضویت�های تاب΄ روی بر max عمل انجام با م�ͳتوان را Ã ͳیعن اولیه فازی مجموعه�ی عضویت

کرد: تعریف زیر صورت به م�ͳتوان را این آورد. دست به آمده، حاصل گفته پیش روش به که

µÃ(x) = max
α∈(٠,١]

[α ∧ χÃα
(x)] (۴٧.١)

بیانΎر که X = {۵,١٠,٢٠,٣٠,۴٠,۵٠,۶٠,٧٠,٨٠,٩٠} مرج΄ مجموعه .٣.١۴.١ مثال

است انسان بودن �پیر دهنده�ی نشان که Ã فازی مجموعه م�ͳگیریم. نظر در را است انسان�ها سن

م�ͳکنیم: تعریف زیر صورت به را

Ã = {٠٫٣۵٠ ,
٠٫۵
۶٠ ,

٠٫٨
٧٠ ,

١
٨٠ ,

١
٩٠}

نوشت: زیر صورت به م�ͳتوان Ã فازی مجموعه برای را Ãα تراز مجموعه

Ã٠٫٣ = {۵٠,۶٠,٧٠,٨٠,٩٠}

Ã٠٫۵ = {۶٠,٧٠,٨٠,٩٠}

Ã٠٫٨ = {٧٠,٨٠,٩٠}

Ã١ = {٨٠,٩٠}

نوشت: م�ͳتوان تجزیه اصل اساس بر

∪α · Ãα = ٠٫٣{ ١
۵٠ ,

١
۶٠ ,

١
٧٠ ,

١
٨٠ ,

١
٩٠}



٢٨ فازی مجموعه�های .١

+٠٫۵{ ١
۶٠ ,

١
٧٠ ,

١
٨٠ ,

١
٩٠}

+٠٫٨{ ١
٧٠ ,

١
٨٠ ,

١
٩٠}+ ١{ ١

٨٠ ,
١
٩٠}

= {٠٫٣۵٠ ,
٠٫٣
۶٠ ,

٠٫٣
٧٠ ,

٠٫٣
٨٠ ,

٠٫٣
٩٠ }

+{٠٫۵۶٠ ,
٠٫۵
٧٠ ,

٠٫۵
٨٠ ,

٠٫۵
٩٠ }

+{٠٫٨٧٠ ,
٠٫٨
٨٠ ,

٠٫٨
٩٠ }+ { ١

٨٠ ,
١
٩٠}

= {٠٫٣۵٠ ,
٠٫۵
۶٠ ,

٠٫٨
٧٠ ,

١
٨٠ ,

١
٩٠} = Ã

در α ∈ (٠,١] ضرب حاصل و است اجتماع بیانΎر ”+” علامت فوق رابطه�ی در که شود دقت

م�ͳشود: تعریف زیر عضویت تاب΄ با فازی مجموعه�ی Έی صورت به Ãα مجموعه�ی

µα · Ãα(x) = α · µÃα
(x) (۴٨.١)

تعریف زیر گسسته�ی عبارت وسیله�ی به Ã مثل فازی یΈمجموعه�ی فرضکنیم مثال١.١۴.۴.

باشد: شده

Ã =
٠٫٢
١ +

٠٫۵
٢ +

٠٫٧
٣ +

١
۴ +

٠٫٨
۵ +

٠٫۴
۶ +

٠٫٢
٧

مورد در ٠٫ ١ عرض به گام�های با را ١ تا ٠٫ ١ از α ∈ (٠,١] ازای به را ضعیف α−برش اگر

م�ͳآوریم: دست به را زیر α−برش�های ببریم، کار به فوق مجموعه�های

Ã٠٫١ = Ã٠٫٢ = {١,٢,٣,۴,۵,۶,٧}

Ã٠٫٣ = Ã٠٫۴ = {٢,٣,۴,۵,۶}

Ã٠٫۵ = {٢,٣,۴,۵}

Ã٠٫۶ = Ã٠٫٧ = {٣,۴,۵}

Ã٠٫٨ = {۴,۵}

Ã٠٫٩ = Ã١ = {۴}

نخست م�ͳکنیم. بازسازی α−برش�ها این Έکم به را Ã ͳیعن اولیه فازی مجموعه�ی حال

م�ͳکنیم: ͳبازنویس زیر صورت به فازی مجموعه�های گسسته�ی بیان وسیله�ی به را α−برش�ها

Ã٠٫١ =
١٫٠
١ +

١٫٠
٢ +

١٫٠
٣ +

١٫٠
۴ +

١٫٠
۵ +

١٫٠
۶ +

١٫٠
٧



٢٩ تجزیه اصل و α−برشها .١۴.١

Ã٠٫٢ =
١٫٠
١ +

١٫٠
٢ +

١٫٠
٣ +

١٫٠
۴ +

١٫٠
۵ +

١٫٠
۶ +

١٫٠
٧

Ã٠٫٣ =
١٫٠
٢ +

١٫٠
٣ +

١٫٠
۴ +

١٫٠
۵ +

١٫٠
۶

Ã٠٫۴ =
١٫٠
٢ +

١٫٠
٣ +

١٫٠
۴ +

١٫٠
۵ +

١٫٠
۶

Ã٠٫۵ =
١٫٠
٢ +

١٫٠
٣ +

١٫٠
۴ +

١٫٠
۵

Ã٠٫۶ =
١٫٠
٣ +

١٫٠
۴ +

١٫٠
۵

Ã٠٫٧ =
١٫٠
٣ +

١٫٠
۴ +

١٫٠
۵

Ã٠٫٨ =
١٫٠
۴ +

١٫٠
۵

Ã٠٫٩ =
١٫٠
۴

Ã١̄ =
١٫٠
۴

١٫ ٠ مقدار که ͳامΎهن شده داده Ã٠٫١ = {١,٢,٣,۴,۵,۶,٧} صورت به Ã٠٫١ چون این�جا در

م�ͳآوریم: دست به م�ͳدهیم تخصیص مشخصه� معادله�ی به را

Ã٠٫١ =
١٫٠
١ +

١٫٠
٢ +

١٫٠
٣ +

١٫٠
۴ +

١٫٠
۵ +

١٫٠
۶ +

١٫٠
٧

م�ͳآوریم. دست به Ã١̄ تا Ã٠٫٢ از را ͳقبل عبارت مشابه، عمل

داریم: مشخصه معادله�ی برای که کنیم توجه

χÃᾱ
(١) = χÃᾱ

(٢) = χÃᾱ
(٣) = . . . = χÃᾱ

(٧) = ١ , α = ٠٫١,٠٫٢

کنیم فرض م�ͳکنیم. محاسبه را α ∧ χÃᾱ
(x) Έاین

Xi = i , i = ١,٢, . . . ,٧ , X١ = ١, X٢ = ٢, X٣ = ٣, X۴ = ۴, X۵ = ۵, X۶ = ۶, X٧ = ٧

م�ͳتوانیم را Ã∗
ᾱ دهیم. نشان Ã∗

ᾱ با را است α∧χÃᾱ
(x) آن عضویت مقدار که فازی مجموعه�ی اگر



٣٠ فازی مجموعه�های .١

بنویسیم: زیر صورت به

Ã∗
٠٫١ =

٧∑
i=١

([٠٫١ ∧ χÃ٠٫١
(xi)]/xi)

= [٠٫١ ∧ χÃ٠٫١
(x١)]/x١ + [٠٫١ ∧ χÃ٠٫١

(x٢)]/x٢

+ [٠٫١ ∧ χÃ٠٫١
(x٣)]/x٣ + [٠٫١ ∧ χÃ٠٫١

(x۴)]/x۴

+ [٠٫١ ∧ χÃ٠٫١
(x۵)]/x۵ + [٠٫١ ∧ χÃ٠٫١

(x۶)]/x۶

+ [٠٫١ ∧ χÃ٠٫١
(x٧)]/x٧

=
٠٫١
١ +

٠٫١
٢ +

٠٫١
٣ +

٠٫١
۴ +

٠٫١
۵ +

٠٫١
۶ +

٠٫١
٧

Ã∗
٠٫٢ =

٧∑
i=١

([٠٫٢ ∧ χÃ٠٫٢
(xi)]/xi)

=
٠٫٢
١ +

٠٫٢
٢ +

٠٫٢
٣ +

٠٫٢
۴ +

٠٫٢
۵ +

٠٫٢
۶ +

٠٫٢
٧

Ã∗
٠٫٣ =

٧∑
i=١

([٠٫٣ ∧ χÃ٠٫٣
(xi)]/xi)

=
٠٫٣
٢ +

٠٫٣
٣ +

٠٫٣
۴ +

٠٫٣
۵ +

٠٫٣
۶

Ã∗
٠٫۴ =

٧∑
i=١

([٠٫۴ ∧ χÃ٠٫۴
(xi)]/xi)

=
٠٫۴
٢ +

٠٫۴
٣ +

٠٫۴
۴ +

٠٫۴
۵ +

٠٫۴
۶

Ã∗
٠٫۵ =

٧∑
i=١

([٠٫۵ ∧ χÃ٠٫۵
(xi)]/xi)

=
٠٫۵
٢ +

٠٫۵
٣ +

٠٫۵
۴ +

٠٫۵
۵



٣١ تجزیه اصل و α−برشها .١۴.١

Ã∗
٠٫۶ =

٧∑
i=١

([٠٫۶ ∧ χÃ٠٫۶
(xi)]/xi)

=
٠٫۶
٣ +

٠٫۶
۴ +

٠٫۶
۵

Ã∗
٠٫٧ =

٧∑
i=١

([٠٫٧ ∧ χÃ٠٫٧
(xi)]/xi)

=
٠٫٧
٣ +

٠٫٧
۴ +

٠٫٧
۵

Ã∗
٠٫٨ =

٧∑
i=١

([٠٫٨ ∧ χÃ٠٫٨
(xi)]/xi)

=
٠٫٨
۴ +

٠٫٨
۵

Ã∗
٠٫٩ =

٧∑
i=١

([٠٫٩ ∧ χÃ٠٫٩
(xi)]/xi)

=
٠٫٩
۴

Ã∗
١٫٠ =

٧∑
i=١

([١٫٠ ∧ χÃ١٫٠
(xi)]/xi) =

١٫٠
۴

به زیر صورت به را Ã ͳیعن اولیه فازی مجموعه�ی ،ͳقبل فازی مجموعه�های اجتماع محاسبه�ی با

م�ͳآوریم: دست

∪
α∈(٠,١]

Ã∗
ᾱ =

∪{ ٧∑
i=١

(α ∧ χÃᾱ
(xi)/xi)

}

=
٠٫٢
١ +

٠٫۵
٢ +

٠٫٧
٣ +

١٫٠
۴ +

٠٫٨
۵ +

٠٫۴
۶ +

٠٫٢
٧ = Ã (۴٩.١)

بنویسیم: زیر صورت به م�ͳتوانیم را (۴٩.١) رابطه�ی

µÃ(x) = max
α∈(٠,١]

[α ∧ χÃᾱ
(x)] (۵٠.١)



٣٢ فازی مجموعه�های .١

ͳنامتناه تعداد به را µĀ(x) عضویت تاب΄ م�ͳتوانیم α برش�های از استفاده با که م�ͳشود نتیجه لذا

مورد در max عمل و تواب΄ این جم΄�بندی از که کنیم. تجزیه α∧χĀα
(x) ͳمستطیل عضویت تواب΄

آوریم. دست به را Ã اولیه، فازی مجموعه�ی م�ͳتوانیم آن��ها

نیستند؛ تعویض�پذیر فازی، مجموعه Έی بر α−برش عمل با متمم�گیری عمل .۵.١۴.١ تذکر

α−برش ،ͳیعن ؛ (Ã′)α = (Ã١−α)
′ داریم مورد این در اما .( ¯̃A)α ̸= ( ¯̃Aα) ͳکل حالت در ،ͳیعن

.Ã قوی −١)−برش α) متمم با است برابر Ã مستقیم

فازی اعداد ١۵.١

فازی ریاضیات در ͳاساس نقش هم فازی عدد دارد، ریاضیات در ͳاساس نقش عدد، که همان�طور

گوناگون صورت�های به م�ͳدهند قرار استفاده مورد که ͳجای حسب بر را فازی اعداد البته دارد.

فازی عدد Έی از ٢٣ زیمرمان که است ͳتعریف تعاریف، این رای;�ترین از ͳ΋ی کرده�اند تعریف

است. آورده

فازی): (عدد تعریف١.١.١۵.

اگر: گوییم فازی عدد Έی را R روی Ã محدب نرمال فازی مجموعه

.µÃ(x٠) = ١ که باشد داشته وجود x٠ ∈ RΈی دقیقاً ͳیعن باشد، ͳنمای�Έت µÃ(x) (١)

باشد. پیوسته قطعه قطعه µÃ(x) (٢)

م�ͳدهیم. نشان F (R) با را فازی اعداد تمام مجموعه

باشیم داشته (x > ٠) ،x < ٠ هر برای اگر گوییم (ͳمنف) مثبت را Ã فازی عدد .٢.١۵.١ تذکر

µÃ(x) = ٠

Ẽ و D̃ و هستند فازی اعداد C̃ و B̃ و Ã م�ͳشود ملاحظه (٣٠.١) ش΋ل در .٣.١۵.١ مثال

نیستند. فازی اعداد

آن باشد، دارا را زیر شرط Ã مانند فازی عدد Έی اگر .(΀مسط فازی (اعداد تعریف١.١۵.۴

م�ͳگوییم. ΀مسط فازی عدد Έی را

∃[m١,m٢] ⊆ R ∋ ∀x ∈ [m١,m٢] , µÃ(x) = ١
٢٣Zimmermann



٣٣ فازی اعداد .١۵.١

:٣٠.١ ش΋ل

΀مسط فازی عدد :٣١.١ ش΋ل

پارامتری فرم به تواب΄ از مرتب زوج Έی با را Ã دلخواه فازی عدد Έی .۵.١۵.١ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در صورت�ͳکه در م�ͳدهیم نشان ٠ ≤ r ≤ ١ ،(A(r), A(r))

باشد. [٠,١] روی ͳنزول غیر و کراندار چپ، از پیوسته تاب΄ A(r) (١)

باشد. [٠,١] روی صعودی غیر و کراندار چپ، از پیوسته تاب΄ A(r) (٢)

∀٠ ≤ r ≤ ١ , A(r) ≤ A(r) (٣)

است. شده استفاده فازی اعداد ͳمعرف برای ٢۵ اللهویرانلو و ٢۴ حجاری توسط فوق تعریف

،A(r) = A(r) = α صورت به م�ͳتوان را α اس΋الر عدد Έی فوق، تعریف به توجه با

Έی از α−برش فازی، عدد Έی از فوق تعریف به توجه با هم�چنین داد. نمایش ٠ ≤ r ≤ ١

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به Ã دلخواه فازی عدد

[Ã]α = {S/Ã(x) ≥ α} = [A(α), A(α)] , ٠ ≤ α ≤ ١ (۵١.١)

٢۴Hajari
٢۵Allahviranoloo



٣۴ فازی مجموعه�های .١

Ã = (A(r), A(r)) فازی عدد :٣٢.١ ش΋ل



فصل2

بهینه کنترل و تغییرات حساب



٣۶ بهینه کنترل و تغییرات حساب .٢

مقدمه

به و م�ͳباشد مفید بسیار ͳیاب بهینه مسائل حل در که است ریاضیات از رشته�ای ١ تغییرات حساب

چنین با که بود ͳکس اولین کارتاژ مل΋ه ٢ دیدو ظاهراً است. شده اطلاق انتΎرال�ها سازی بهینه

محدود ͳطناب قطعه با که را ͳزمین تمام که بود شده داده قول او به .[١١] بود مواجه مسئله�ای

و تقسیم مختلف نازک رشته�های به را طناب او منظور این برای نماید. تصاحب م�ͳتواند کند،

ͳثابت محیط که مختلف ͳهندس سطوح بین در که بود این مسئله آن�گاه زد، گره هم به را آن�ها

م�ͳنمود. انتخاب را دایره باید او که م�ͳدانیم داشت. خواهد را مساحت بزرگترین کدام دارند

تاریخچه چند هر .[٨] م�ͳرسد اثبات به تغییرات حساب در دیΎر مهم�تر نتای; نیز و حقیقت این

زمینه این در ͳغرب اروپای زیاد پیشرفت لی΋ن م�ͳباشد قدیم یونانیان به مربوط تغییرات حساب

جسم ش΋ل تعیین برای تغییرات اصول از نیوتن اسحاق انجامید. طول به میلادی هفده قرن تا

مسئله�ی نمود. استفاده باشد داشته خود مقابل در را مقاومت کمترین طوری�که به هوا در متحرک

است شده داده نشان (١.٢) ش΋ل در که م�ͳباشد ٣ بارچیستوچرون مسئله�ی دیΎر، جالب ͳتاریخ

جاذبه نیروی تاثیر تحت مهره�ای مثال) این (در گردید. ارائه ͳبرنول جان توسط ١۶٩۶ سال در و

یافتن این�جا در مسئله میلغزد. B و A ثابت ͳانتهای نقطه�ی دو با ͳاک΋اصط بدون سیم روی بر

گیرد. انجام زمان حداقل در B به A از مهره حرکت شود باعث که است ͳحالت برای سیم ش΋ل

و نیوتن جاکوب)، و (جان ͳبرنول برادران به که است قائم صفحه Έی در سی΋لوئید Έی ،΁پاس

.[٨] است شده داده نسبت هوپیتال

بارچیستوچرون مسئله :١.٢ ش΋ل

باعث م�ͳگیرند قرار جستجو مورد که ͳهای�ͳمنحن بارچیستوچرون، و دیدو مسئله�ی دو هر در
١Calculus variations
٢Dido
٣barchistocheron



٣٧ تغییرات حساب .١.٢

تغییرات حساب مسائل روی زیادی دانشمندان چه اگر بپذیرد. را خود ۴ نهایت معیاری که م�ͳشوند

پایه�گذاران از باید را ۶ هامیلتون و ۵ اویلر اما آوردند دست به نیز را مفیدی نتای; و کرده کار

نماید ایجاد را تغییرات حساب که افتاد ف΋ر این به ماوراالطبیعه ایده�ی Έی با اویلر دانست. ͳاصل

با اویلر البته دارد” وجود ͳپنهان سادگ�ͳهای آشفته، هم در پدیده�های پشت ”در که بود این آن و

(دانشمند هامیلتون اویلر، از بعد قرن Έی اما بΎشاید حقایق این از پرده تا نمود ͳسع خود تلاش

نمود. بدل واقعیت به را او رویای ایرلندی)

روش ͳحت و داشته بحث این پیشبرد در ͳسزای به سهم بوده، نیز اویلر معاصر که لاگرانژ البته

نمود. بود او ذهن در که ͳسوالات به دادن جواب در ͳفراوان Έکم اویلر به او ضرایب

بحث مورد ساده�ای طرز به است مم΋ن که ͳجای تا تغییرات حساب شده ͳسع فصل این در

که بود آن در ما ͳسع اما شود. آورده بیشتر فهم برای نیز ͳمثال�های است لازم جا هر و گیرد قرار

دهیم. قرار بحث مورد بیشتری دقت با را بهینه کنترل

قضیه�های دانستن به نیاز ͳجای اگر و گزینیم دوری ͳپراکنده�گوی از که کردیم ͳسع المقدور ͳحت

کنیم. بسنده مرج΄ ͳمعرف به تنها نم�ͳرسد نظر به ضروری آن اثبات که م�ͳباشد ͳمخصوص ͳریاض

تغییرات حساب ١.٢

.[۶] م�ͳدهیم قرار ͳبررس مورد را تعریف چند تغییرات حساب مسئله�ی بیان از قبل

تعریف J تاب΄ آن�ها برای که باشند ͳتاب΄�های x+ δx و x اگر .(ͳتابع Έی (نمو تعریف١.١.٢

از عبارتست م�ͳشود داده نشان ∆J صورت به که J نمو آن�گاه باشد، شده

∆J
∆
= J(x+ δx)− J(x) (١.٢)

و x به نمو این که دهیم نشان تا م�ͳنویسیم ∆J(x, δx) صورت به را آن بیشتر صراحت برای که

م�ͳنامیم. x تاب΄ ٧ تغییرات را δx دارد. ͳΎبست δx

نوشت: زیر صورت به م�ͳتوان را ͳتابع Έی نمو تعریف٢.١.٢.

∆J(x, δx) = δJ(x, δx) + g(x, δx) · ∥δx∥ (٢.٢)
۴Extremom
۵Euler
۶Hamilton
٧Variation



٣٨ بهینه کنترل و تغییرات حساب .٢

را J آن�گاه ، lim∥δx∥→٠{g(x, δx)} = ٠ اگر م�ͳباشد. δx حسب بر ͳخط قسمت δJ آن در که

است. شده آورده x تاب΄ برای که م�ͳباشد J تغییرات δJ و گفته x حسب بر دیفرانسیل�پذیر

اگر است x∗ در ͳنسب نهایت ͳمنحن Έی دارای Ωتعریف میدان با J ͳتابع Έی تعریف٣.١.٢.

صدق ∥x− x∗∥ < ε رابطه�ی در که Ω در موجود x هر ازای به که باشد داشته وجود ε > ٠ Έی

اگر باشد. مثبت علامت دارای J نمو م�ͳکند،

∆J = J(x)− J(x∗) ≥ ٠ (٣.٢)

اگر و ͳنسب حداقل را J(x∗) باشد

∆J = J(x)− J(x∗) ≤ ٠ (۴.٢)

م�ͳنامند. ͳنسب حداکثر را J(x∗) باشد

م�ͳباشد. مطلق حداقل Έی J(x∗) آن�گاه باشد صادق ͳبزرگ اختیاری εΈی برای (٣.٢) اگر

م�ͳباشد. مطلق حداکثر Έی J(x∗) آن�گاه باشد صادق ͳبزرگ اختیاری εΈی برای (۴.٢) اگر و

م�ͳشوند. نامیده ٩ ͳتابع نهایت نام به J(x∗) و ٨ نهایت ͳمنحن نام به x∗

ͳتابع J(x) و Ω در t از برداری تاب΄ x فرضکنید تغییرات). حساب ͳاساس ۴.١.٢(قضیه قضیه

ͳاساس قضیه نباشند. حدی Ϳهی به محدود Ω در تواب΄ که کنیم فرض باشد. x از دیفرانسیل�پذیر

است: زیر صورت به تغییرات حساب

،ͳیعن باشد؛ صفر باید x∗ روی J تغییرات باشد، نهایت ͳمنحن Έی x∗ اگر

قبول قابل δx هر ازای به δJ(x∗, δx) = ٠

تواب΄ کلاس Ω اگر بنابراین باشد. Ω از عضوی باید x+ δx که است این قبول قابل δx از (منظور

باشند.) پیوسته نیز δx و x که است لازم باشد پیوسته

م�ͳکنیم: ثابت را قضیه خلف برهان از استفاده با برهان.

این که م�ͳدهیم نشان باشد، δJ(x∗, δx) ̸= ٠ و بوده نهایت ͳمنحن Έی x∗ کنید فرض

علامت تغییر باشد، Έکوچ x∗ محدوده که هم قدر هر ،∆J نمو که م�ͳکند ایجاب مفروضات
٨Extermal
٩extremum



٣٩ تغییرات حساب .١.٢

است: زیر صورت به J نمو م�ͳدهد.

∆J(x∗, δx) = J(x∗ + δx)− J(x∗)

= δJ(x∗ + δx) + g(x∗, δx) · ∥δx∥ (۵.٢)

دارد وجود ∥δx∥ < εΈکوچ محدوده بنابراین ،∥δx∥ → ٠ که ͳوقت g(x∗, δx) → ٠ آن در که

قسمت ∆J رابطه در δJ طوری�که به م�ͳباشد Έکوچ ͳکاف اندازه�ی به g(x∗, δx) · ∥δx∥ آن در که

تغییر حال م�ͳدهد. تش΋یل را ͳاصل

δx = αδx(١) (۶.٢)

.
∥∥αδx(١)∥∥ < ε و α > ٠ آن در که م�ͳکنیم، انتخاب است شده داده (٢.٢) ش΋ل در که را

صورت به ͳنΎهم اصل است، δx از ͳخط تاب΄ Έی δJ چون δJ(x∗, αδx(١)) < ٠ کنید فرض

بود: خواهد زیر

δJ(x∗, αδx(١)) = αδJ(x∗, δx(١)) < ٠ (٧.٢)

حال ∆J(x∗, αδx(١)) < ٠ بنابراین م�ͳباشد، ی΋سان ∥δx∥ < ε محدوده در δJ و ∆J علامت

م�ͳگیریم. نظر در شده داده نشان (٢.٢) ش΋ل در که را زیر تغییر



۴٠ بهینه کنترل و تغییرات حساب .٢

آن مجاور ͳمنحن دو و نهایت ͳمنحن Έی :٢.٢ ش΋ل

علامت بنابراین
∥∥−αδx(١)∥∥ < ε که م�ͳکند ایجاب

∥∥αδx(١)∥∥ < ε ،(۶.٢) رابطه�ی طبق

کار به را ͳنΎهم اصل اگر حال است. ی΋سان δJ(x∗,−αδx(١)) علامت و ∆J(x∗,−αδx(١))

داریم: ببریم،

δJ(x∗,−αδx(١)) = −αδJ(x∗, δx(١)) (٨.٢)

م�ͳکندکه ایجاب خود این م�ͳباشد، δJ(x∗,−αδx(١)) > ٠ و δJ(x∗, αδx(١)) < ٠ چون بنابراین

Έی در آن�گاه باشد، δJ(x∗, δx) ̸= ٠ اگر که دادیم نشان بنابراین ∆J(x∗,−αδx(١)) > ٠

داریم: x به Έنزدی اختیاری Έکوچ محدوده

∆J(x∗, αδx(١)) < ٠ (٩.٢)

و

∆J(x∗,−αδx(١)) > ٠ (١٠.٢)

م�ͳآید. وجود به باشد نهایت ͳمنحن Έی x∗ این�که فرض در ͳتناقض ٣.١.٢ تعریف طبق بنابراین

باشیم داشته اختیاری Έکوچ δx ازای به که است لازم باشد نهایت ͳمنحن Έی x∗ اگر بنابراین

.δJ(x∗, δx) = ٠

پیوسته مشتقات که بΎیرید نظر در چنان را δx تاب΄ .( تغییرات حساب ͳاساس (لم ۵.١.٢ لم

h اگر که داد نشان م�ͳتوان δx(tf ) = ٠ و δx(t٠) = ٠ باشیم داشته t٠ ≤ t ≤ tf بر و باشد داشته

باشیم: داشته [t٠, tf ] محدوده�ی در δx پیوسته تاب΄ هر برای و بوده پیوسته ͳتابع∫ tf

t٠

h(t)δx(t)dt = ٠ (١١.٢)

باشد. صفر [t٠, tf ] محدوده�ی تمام در باید h آن�گاه



۴١ تاب΄ Έی به وابسته تابع�ͳهای .٢.٢

م�ͳکنیم: ثابت را قضیه خلف برهان از استفاده با برهان.

h(t∗) ̸= ٠ آن ازای به که باشد داشته وجود [t٠, tf ] بازه�ی در t∗ مانند نقطه�ای کنیم فرض

مانند t∗ از ͳΎهمسای Έی در است پیوسته h چون باشد. h > ٠ نقطه آن در کنیم فرض باشد.

م�ͳکنیم: تعریف زیر صورت به را δx تاب΄ .t٠ < t∗١ < t∗٢ < tf آن در که h > ٠ داریم [t∗١, t∗٢]

δx(t) =

 ٠ , t٠ ≤ t ≤ t∗١
(t− t∗١)

٢(t− t∗٢)
٢ , t∗١ ≤ t ≤ t∗٢
٠ , t∗٢ ≤ t ≤ tf

(١٢.٢)

داریم: و است مشتق�پذیر تاب΄ Έی δx(t) صورت این ∫در tf

t٠

h(t)δx(t)dt =

∫ t∗٢

t∗١

h(t)(t− t∗١)
٢(t− t∗٢)

٢dt > ٠ (١٣.٢)

h < ٠ فرض برای صورت همین به و است مثبت اکیدا [t∗١, t∗٢] بر انتΎرال زیر تاب΄ بنابراین

و است تناقض این که صفر، از کوچ΋تر انتΎرال زیر تاب΄ داریم و م�ͳکنیم عمل h > ٠ مشابه

.h = ٠

یΈتاب΄ به وابسته تابع�ͳهای ٢.٢

به وابسته فقط که ͳهای�ͳتابع نهایت ͳمنحن ،ͳاساس قضیه�ی از استفاده با م�ͳخواهیم بخش این در

کنیم: پیدا را اویلر معادله�ی ابتدا است ͳکاف منظور این برای کنیم. پیدا را باشند تاب΄ Έی

پیدا چنان را x∗ تاب΄ م�ͳخواهیم باشد. پیوسته اول مرتبه مشتقات با اس΋الر تاب΄ x کنید فرض

ͳتابع که کنیم

J(x) =

∫ tf

t٠

g(x(t), x′(t), t)dt (١۴.٢)

به م�ͳباشد، x تاب΄ از ͳتابع Έی J که است ͳمعن بدین J(x) باشد. ͳنسب نهایت Έی دارای

ͳحقیق عدد Έی (x(t), x′(t), t) نقطه هر به g است، تاب΄ Έی g(x(t), x′(t), t) دیΎر عبارت

به نسبت پیوسته دوم و اول مرتبه�ی ͳنسب مشتقات دارای g که است شده فرض م�ͳدهد. نسبت

xf و x٠ صورت به ͳمنحن ͳانتهای نقاط و باشند ثابت tf و t٠ و بوده خود متغیرهای از Έی هر

قابل منحن�ͳهای م�ͳکنند صدق نیز ͳانتهای نقاط در که Ω در واق΄ منحن�ͳهای شده�اند. مشخص

م�ͳشوند. نامیده قبول



۴٢ بهینه کنترل و تغییرات حساب .٢

است. شده داده نشان (٣.٢) ش΋ل در قبول قابل ͳمنحن چند

قبول قابل منحن�ͳهای :٣.٢ ش΋ل

ͳهای�ͳمنحن ͳبررس با نهایتکند. را J(x) که صورتوجود) (در هستیم منحن�ͳای جستجوی در

باشد. Ω در منحن�ͳای x که کنید فرض م�ͳکنیم. شروع م�ͳکنند صدق ͳاساس قضیه شرایط در که

م�ͳکنیم. تعیین زیر نمو روی از را δJ(x, δx) تغییرات

∆J(x, δx) = J(x+ δx)− J(x)

=

∫ tf

t٠

g(x(t) + δx(t), x′(t) + δx′(t), t)dt−
∫ tf

t٠

g(x(t), x′(t), t)dt

(١۵.٢)

داریم: انتΎرال�ها ترکیب از

∆J(x, δx) =

∫ tf

t٠

[g(x(t) + δx(t), x′(t) + δx′(t), t)− g(x(t), x′(t), t)]dt (١۶.٢)

δx و x′ ،x زیرا است، نشده داده نشان δx′ و x′ به آن ͳΎوابست ∆J آرگومان در که شود توجه

نم�ͳباشند. مستقل δx′ و

x′(t) =
d

dt
[x(t)] , δx′(t) =

d

dt
[δx(t)] (١٧.٢)

شد. خواهد بیان δx و x′ ،x حسب بر کاملا ∆J نهایتاً

بسط x′(t) و x(t) نقطه�ی ͳحوال در تیلور سری حسب بر را (١۶.٢) معادله�ی انتΎرال اگر



۴٣ تاب΄ Έی به وابسته تابع�ͳهای .٢.٢

داریم: دهیم

∆J =

∫ tf

t٠

{g(x(t), x′(t), t) + [
∂g

∂x
(x(t), x′(t), t)]δx(t)

+ [
∂g

∂x′
(x(t), x′(t), t)]δx′(t) +

١
٢ [[

∂٢g

∂x٢
(x(t), x′(t), t)][δx(t)]٢

+ ٢[ ∂
٢g

∂x∂x′
(x(t), x′(t), t)]δx(t)δx′(t) (١٨.٢)

+ [
∂٢g

∂x′٢
(x(t), x′(t), t)][δx′(t)]٢]

+ ٠([δx(t)]٢, [δx′(t)]٢)− g(x(t), x′(t), t)}dt

δx′(t) و δx(t) حسب بر بالا به سوم مرتبه از جملات نشان�دهنده ٠([δx(t)]٢, [δx′(t)]٢) عبارت

و [δx(t)]٢ دامنه�ی از م�ͳکنند میل صفر سمت به δx′(t) و δx(t) که ͳوقت جملات این و بوده

ͳمنحن روی در ͳنسب مشتقات که م�ͳشود مشخص (١٨.٢) معادله�ی از کوچ΋ترند. [δx′(t)]٢

م�ͳشوند. برآورد x′ و x مسیر

به تغییرات م�ͳباشند ͳخط δx′(t) و δx(t) حسب بر که ∆J از ͳجملات کردن جدا با حال

م�ͳشوند. حاصل زیر صورت

δJ(x, δx) =

∫ tf

t٠

{[∂g
∂x

(x(t), x′(t), t)]δx(t) + [
∂g

∂x′
(x(t), x′(t), t)]δx′(t)}dt (١٩.٢)

م�ͳباشند مربوط هم به زیر رابطه�ی توسط δx′(t) و δx(t)

δx(t) =

∫ tf

t٠

δx′(t)dt+ δx(t٠) (٢٠.٢)

به جزء انتΎرال�گیری روش با را δx′ شامل جمله�ی ،δx حسب بر کامل به�طور (١٩.٢) بیان برای

داریم: م�ͳآوریم، دست به جزء

δJ(x, δx) = [
∂g

∂x
(x(t), x′(t), t)]δx(t)|tft٠

+

∫ tf

t٠

{[∂g
∂x

(x(t), x′(t), t)] (٢١.٢)

− d

dt
[
∂g

∂x′
(x(t), x′(t), t)]}δx(t)dt

لذا بΎذرند، نقاط این از باید قبول قابل منحن�ͳهای تمام شده�اند مشخص x(tf ) و x(t٠) چون

باشند. صفر باید انتΎرال خارج جملات و δx(tf ) = ٠ و δx(t٠) = ٠



۴۴ بهینه کنترل و تغییرات حساب .٢

داریم: ͳاساس قضیه اعمال با بΎیریم نظر در را نهایت ͳمنحن اگر

δJ(x∗, δx) = ٠ =

∫ tf

t٠

{[∂g
∂x

(x∗(t), x′
∗
(t), t)]− d

dt
[
∂g

∂x′
(x∗(t), x′

∗
(t), t)]}δx(t)dt

(٢٢.٢)

برای لازم شرط (٢٢.٢) معادله�ی در ͳاساس لم کارگیری به با شود. صفر باید انتΎرال بنابراین

بود: خواهد زیر صورت به باشد t ∈ [t٠, tf ] ازای به نهایت Έی بتواند x∗ این�که
∂g

∂x
(x∗(t), x′

∗
(t), t)− d

dt
[
∂g

∂x′
(x∗(t), x′

∗
(t), t)] = ٠ (٢٣.٢)

این ͳمعن به x′∗(t) یا و d
dt
وجود است. معروف ١٠ لاگرانژ - اویلر معادله�ی به (٢٣.٢) معادله�ی

م�ͳباشد. دیفرانسیل معادله�ی معادله، که است

م�ͳگیریم نظر در را زیر ͳتابع .١.٢.٢ مثال

J(x) =

∫ π
٢

٠
[x′

٢
(t)− x٢(t)]dt (٢۴.٢)

م�ͳآوریم. دست به را ͳتابع نهایت x(π٢) = ١ و x(٠) = ٠ حدی شرط دو از استفاده با

است: زیر صورت به اویلر معادله�ی حل:
∂g

∂x
(x∗(t), x′

∗
(t), t)− d

dt
[
∂g

∂x′
(x∗(t), x′

∗
(t), t)] = ٠ (٢۵.٢)

⇒ −٢x∗(t)− d

dt
[٢x′∗(t)] = ٠ (٢۶.٢)

⇒ x′′
∗
(t) + x∗(t) = ٠ (٢٧.٢)

کنیم عمل زیر صورت به م�ͳتوانیم مشخصه ریشه�های آوردن دست به برای

s٢ + ١ = ٠ ⇒ s = ±i (٢٨.٢)

م�ͳباشد: زیر صورت به (٢٧.٢) ΁پاس بنابراین

x∗(t) = c١e
−t + c٢e

t (٢٩.٢)

یا

x∗(t) = c١ cos t+ c٢ sin t (٣٠.٢)

داریم: مرزی شرایط از استفاده با و بوده انتΎرال ثابت�های c٢ و c١ آن در که

٠ = c١ cos(٠) + c٢ sin(٠) ⇒ c١ = ٠ (٣١.٢)
١٠Euler-lagrang



۴۵ تاب΄ Έی به وابسته تابع�ͳهای .٢.٢

آزاد انتهای مسئله�ی برای قبول قابل منحن�ͳهای :۴.٢ ش΋ل

١ = c١ cos(
π

٢) + c٢ sin(
π

٢) ⇒ c٢ = ١ (٣٢.٢)

م�ͳباشد: زیر صورت به اویلر معادله�ی جواب پس

x∗(t) = sin t⇒ J =

∫ π
٢

٠
sin tdt = − cos |

π
٢٠ = ١ (٣٣.٢)

م�ͳگیریم. نظر در را م�ͳباشد ثابت غیر ͳانتهای نقطه�ی با که ͳمسائل حال

معین: غیر یا آزاد x(tf ) و مشخص ͳنهای زمان

کند. اکسترمم را زیر ͳتابع که کنیم پیدا ͳنهایت ͳمنحن م�ͳخواهیم کنید فرض

J(x) =

∫ tf

t٠

g(x(t), x′(t), t)dt (٣۴.٢)

قبول قابل منحن�ͳهای تمام است. معین غیر یا آزاد x(tf ) و بوده مشخص tf و x(t٠) و t٠ که

از استفاده برای م�ͳشود. ختم (۴.٢) ش΋ل مطابق عمودی خط Έی به و شروع نقطه Έی از

جزء به جزء انتΎرال�گیری با آن�گاه م�ͳکنیم. پیدا را تغییرات قبل حالت مطابق ابتدا ،ͳاساس قضیه

داشت: خواهیم

∂J(x, δx) = [
∂g

∂x′
(x(t), x′(t), t)]δx(t)|tft٠

+

∫ tf

t٠

{[∂g
∂x

(x(t), x′(t), t) (٣۵.٢)

− d

dt
[
∂g

∂x′
(x(t), x′(t), t)]}δx(t)dt

م�ͳباشد. اختیاری δx(tf ) لی΋ن است δx(t٠) = ٠ قبول قابل ͳمنحن هر ازای به

انتΎرال که م�ͳدهیم نشان سپس باشد. صفر δJ(x∗, δx) باید x∗ نهایت ͳمنحن برای م�ͳدانیم

ش΋ل x∗ ͳمنحن که کنید فرض باشد. صفر نهایت ͳمنحن Έی روی باید (٣۵.٢) در موجود

x∗(tf ) = xf مقدار باشد، آزاد یا معین غیر ͳانتهای نقطه�ی مسئله� برای نهایت ͳمنحن Έی (۵.٢)



۴۶ بهینه کنترل و تغییرات حساب .٢

مسئله�ی در شده مشخص معیار ͳتابع با ͳول ثابت ͳانتهای نقطه�ی با دیΎری مسئله�ی حال است.

صورت به نیز را مرزی نقاط و مشخصفرضکرده را پایان و شروع زمان�های گرفته، نظر در را فوق

یا آزاد ͳانتهای نقطه�ی مسئله�ی در ،x∗ نهایت ͳمنحن مرزی نقاط نظیر x(tf ) = xf و x(t٠) = x٠

مسئله برای نهایت ͳمنحن باید م�ͳبینیم (۵.٢) ش΋ل در که x∗ ͳمنحن م�ͳگیریم. نظر در معین غیر

ͳرالΎانت جمله�ی و بوده (٢٣.٢) اویلر معادله�ی برای ͳجواب باید x∗ بنابراین باشد. ثابت انتهای با

ͳانتهای نقطه�ی با مسئله نهایت ͳمنحن دیΎر، عبارت به باشد. صفر نهایت ͳمنحن Έی روی در باید

آن�ها معیار ͳتابع و ͳانتهای نقاط که ͳشرط به است ثابت ͳانتهای نقطه�ی با مسئله ͳمنحن معین، غیر

چون برقرارگردد، باید لاگرانژ - اویلر معادله�ی مرزی، شرایط از نظر صرف بنابراین باشند. ی΋سان

،t ∈ [t٠, tf ] هر ازای به

δJ(x∗, δx) = ٠ (٣۶.٢)

و
∂g

∂x
(x∗(t), x′

∗
(t), t)− d

dt
[
∂g

∂x′
(x∗(t), x′

∗
(t), t)] = ٠ (٣٧.٢)

داریم: (٣۵.٢) معادله�ی از

[
∂g

∂x′
(x∗(tf ), x

′∗(tf ), tf )]δx(tf ) = ٠ (٣٨.٢)

که: است لازم بنابراین بوده، اختیاری δx(tf ) است معین غیر x(tf ) چون اما
∂g

∂x′
(x∗(tf ), x

′∗(tf ), tf ) = ٠ (٣٩.٢)

لازم مرزی شرط دومین (٣٩.٢) معادله�ی و است دوم مرتبه�ی معادله�ی لاگرانژ - اویلر معادله�ی

شرط را (٣٩.٢) معادله�ی م�ͳدهد. قرار اختیار در را م�ͳباشد) دیΎر حدی شرط x(t٠) = x٠)

م�ͳنامیم. ͳطبیع حدی

معین غیر ͳانتهای نقطه�ی با مسئله�ا�ی برای نهایت ͳمنحن Έی :۵.٢ ش΋ل



۴٧ تاب΄ Έی به وابسته تابع�ͳهای .٢.٢

م�ͳگیریم نظر در را زیر ͳتابع .٢.٢.٢ مثال

J(x) =

∫ ٢

٠
[x′

٢
(t) + ٢x(t)x′(t) + ۴x٢(t)]dt (۴٠.٢)

دست به است، معین غیر یا آزاد x(٢) و x(٠) = ١ که ͳصورت در را (۴٠.٢) ͳتابع نهایت ͳمنحن

م�ͳآوریم.

داریم: حل:

g(x) = x′
٢
(t) + ٢x(t)x′(t) + ۴x٢(t) (۴١.٢)

م�ͳباشد: زیر صورت به لاگرانژ - اویلر معادله�ی
∂g

∂x
− d

dt

(
∂g

∂x′

)
= ٠ (۴٢.٢)

− x′′
∗
(t) + ۴x∗(t) = ٠ (۴٣.٢)

م�ͳباشد: زیر ش΋ل آن ΁پاس که

x∗(t) = c١e
−٢t + c٢e

٢t (۴۴.٢)

ͳطبیع مرزی شرط و x(٠) = ١ مرزی شرط انتΎرال، ثابت�های تعیین برای
∂g

∂x′
(x∗(٢), x′∗(٢)) = ٠ (۴۵.٢)

م�ͳدهد: دست به را زیر رابطه�ی فوق شرط م�ͳبریم. کار به را

x′
∗
(٢) + x∗(٢) = ٠ (۴۶.٢)

داشت: خواهد زیر صورت به جواب که

x′
∗
(t) = −٢c١e−٢t + ٢c٢e٢t (۴٧.٢)

(۴۶.٢) معادله�ی ͳزینΎجای با و t = اختصاص٢ با (۴٧.٢) و (۴۴.٢) معادلات کردن جم΄ با

داشت: خواهیم

− c١e
−۴ + ٣c٢e۴ = ٠ (۴٨.٢)

معادلات دستΎاه هم�زمان حل و باشد c١ + c٢ = ١ که م�ͳکند ایجاب x(٠) = ١ مرزی شرط

داشت خواهیم c٢ و c١ برای جبری

c١ =
٣e۴

e−۴ + ٣e۴ (۴٩.٢)

و

c٢ =
e−۴

e−۴ + ٣e۴ (۵٠.٢)



۴٨ بهینه کنترل و تغییرات حساب .٢

باشند مستقل تاب΄ چندین شامل که ͳهای�ͳتابع ٣.٢

حال بودند. آن اول مشتق و تاب΄ Έی شامل فقط دادیم قرار ͳبررس مورد که ͳهای�ͳتابع تاکنون

اول مرتبه مشتقات و مستقل تاب΄ چندین شامل که ͳهای�ͳتابع و داده کلیت را خود بحث م�ͳخواهیم

.[۶] دهیم قرار ͳبررس مورد را باشند آن�ها

ثابت: ͳانتهای نقاط الف)

م�ͳگیریم نظر در را زیر ͳتابع :١ مسئله

J(x١, . . . , xn) =

∫ tf

t٠

g(x١(t), . . . , xn(t), x١
′
(t), . . . , xn

′
(t), t)dt (۵١.٢)

مرتبه مشتقات دارای g و بوده پیوسته اول مرتبه مشتقات با مستقل تواب΄ xn, . . . , x٢, x١ آن در که

عبارتند مرزی شرایط و بوده مشخص tf و t٠ م�ͳباشد. متغییرها کلیه�ی حسب بر پیوسته دوم و اول

از:

x١(t٠) = x١, x٢(t٠) = x٢, . . . , , xn(t٠) = xn (۵٢.٢)

و

x١(tf ) = x١, x٢(tf ) = x٢, . . . , , xn(tf ) = xn (۵٣.٢)

م�ͳآوریم دست به لاگرانژ - اویلر معادله n ،ͳاساس قضیه از استفاده با و ͳقبل بخش مشابه تحلیل با

است: برقرار زیر صورت به لاگرانژ - اویلر معادله�ی ای xi هر برای که
∂g

∂xi∗
− d

dt

(
∂g

∂xi∗
′

)
= ٠ i = ١,٢, . . . , , n (۵۴.٢)

م�ͳگیریم نظر در را زیر ͳتابع .١.٣.٢ مثال

J(x) =

∫ π
۴

٠
[x١

٢(t) + ۴x٢٢(t) + x١
′
(t)x٢

′
(t)]dt (۵۵.٢)

م�ͳآوریم دست به م�ͳکند صدق زیر مرزی شرایط در که ͳصورت در را (۵۵.٢) ͳتابع نهایت ͳمنحن

x(٠)١ = ٠ , x١(
π

۴) = ١ , x(٠)٢ = ١ , x٢(
π

۴) = ٠ (۵۶.٢)

م�ͳآوریم: دست به زیر صورت به x٢∗ برای هم و x١∗ برای هم را لاگرانژ - اویلر معادلات حل:

x١
∗ :

∂g

∂x١∗
− d

dt

(
∂g

∂x١
′∗

)
= ٠ ⇒ ٢x١∗(t)− x٢

′′∗(t) = ٠ (۵٧.٢)

x٢
∗ :

∂g

∂x٢∗
− d

dt

(
∂g

∂x٢
′∗

)
= ٠ ⇒ ٨x٢∗(t)− x١

′′∗(t) = ٠ (۵٨.٢)



۴٩ باشند مستقل تاب΄ چندین شامل که ͳهای�ͳتابع .٣.٢

م�ͳآوریم: دست به (۵٨.٢) در جایΎذاری و (۵٧.٢) معادلات حل از

x٢
′′∗(t) = ٢x١∗(t) (۵٩.٢)

x٢
′′′∗(t) = ٢x١

′
(t) (۶٠.٢)

x٢
′′′′∗(t) = ٢x١′′(t) (۶١.٢)

داریم: آن حل و (۵٨.٢) معادله�ی در جایΎذاری با

x١
∗(t) = c١e

٢t + c٢e
−٢t + c٣ cos٢t+ c۴ sin٢t (۶٢.٢)

ͳزینΎجای و x١∗(t) از مشتق�گیری بار دو با م�ͳباشند. انتΎرال ثابت�های c۴ و c٣ و c٢ و c١ آن در که

داریم: (۵٨.٢) معادله�ی در

x٢
∗(t) =

١
٢c١e

٢t +
١
٢c٢e

−٢t − ١
٢c٣ cos٢t−

١
٢c۴ sin٢t (۶٣.٢)

ایجاد مجهول چهار و معادله چهار (۶٣.٢) و (۶٢.٢) معادلات در مرزی شرایط دادن قرار با

،ͳیعن م�ͳگردند؛

x١
∗(٠) = ٠ , x٢

∗(٠) = ١ , x١
∗(
π

۴) = ١ , x٢
∗(
π

۴) = ٠ (۶۴.٢)

داریم: انتΎرال ثابت�های برای معادلات این حل با

c١ =
−١
٢ + e

−π
٢

e
−π
٢ − e

π
٢

(۶۵.٢)

و

c٢ =
١
٢ − e

π
٢

e
−π
٢ − e

π
٢

(۶۶.٢)

و

c٣ = −١ , c۴ =
١
٢ (۶٧.٢)

معین: غیر یا آزاد انتهای نقاط با ͳمسائل ب)

یا آزاد ها xi از ͳبعض در که ͳشرط به آوریم دست به را زیر ͳتابع نهایت ͳمنحن بخواهیم اگر

قبل. بخش همانند م�ͳکنیم استفاده آزاد انتهای شرط از آن�گاه باشد نامعین

J =

∫ tf

t٠

g(x١(t), . . . , xn(t), x١
′
(t), . . . , xn

′
(t), t)dt (۶٨.٢)

نامعین های xi برای آزاد انتهای شرط از سپس و م�ͳنویسیم xi هر برای را اویلر معادله�ی ابتدا

م�ͳکنیم. استفاده
∂g

∂x
− d

dt

(
∂g

∂x′

)
= ٠ (۶٩.٢)



۵٠ بهینه کنترل و تغییرات حساب .٢

∂g

∂xi
′ = ٠ آزاد: انتهای شرط

م�ͳگیریم نظر در را زیر ͳتابع .٢.٣.٢ مثال

J(x) =

∫ π
۴

٠
[x١

٢(t), x١
′
(t)x٢

′
(t) + x٢

′٢(t)]dt (٧٠.٢)

عبارتند حدی شرایط و بوده مستقل x٢ و x١ تواب΄ که ͳصورت در را (٧٠.٢) ͳتابع نهایت ͳمنحن

از:

x(٠)١ = ١ , x(٠)٢ =
٣
٢ , x١(

π

۴) = ٢ , x٢(
π

آزاد(۴ (٧١.٢)

م�ͳآوریم. دست به

م�ͳآوریم: دست به زیر صورت به را اویلر معادلات ابتدا حل:

x١
∗ : ٢x١∗(t)− x٢

′′∗(t) = ٠ (٧٢.٢)

x٢
∗ : −x١′′∗(t)− ٢x٢′′∗(t) = ٠ (٧٣.٢)

داشت: خواهیم دوم معادله�ی از آن کردن کم و اول معادله�ی کردن برابر دو با

x١
′′∗(t) + ۴x١∗(t) = ٠ (٧۴.٢)

است: زیر جواب دارای که

x١
∗(t) = c١ cos٢t+ c٢ sin٢t (٧۵.٢)

بنابراین

x٢
′′∗(t) = ٢c١ cos٢t+ ٢c٢ sin٢t (٧۶.٢)

داریم: انتΎرال�گیری بار دو با

x٢
∗(t) =

−c١
٢ cos٢t− −c٢

٢ sin٢t+ c٣t+ c۴ (٧٧.٢)

داریم: x٢(π۴) در آزاد انتهای شرط از استفاده و مرزی شرایط بردن کار به با
∂g

∂x٢
′ (x

∗(
π

۴), x
′∗(
π

۴)) = x١
′∗(
π

۴) + ٢x٢
′∗(
π

۴)) = ٢c٣ (٧٨.٢)

داریم: مرزی شرایط از و است c٣ = ٠ پس

x(٠)١ = ١ = c(١)١ + c(٠)٢ ⇒ c١ = ١ (٧٩.٢)

x(٠)٢ =
٣
٢ =

−c١
٢ (١)− −c٢

٢ (٠) + c(٠)٣ + c۴ ⇒ c۴ = ١٫۵+
c١
٢ = ٢ ⇒ c۴ = ٢

(٨٠.٢)



۵١ بهینه کنترل .۴.٢

x١(
π

۴) = ٢ = c(٠)١ + c(١)٢ ⇒ c٢ = ٢ (٨١.٢)

است: زیر صورت به نهایت ͳمنحن لذا

x∗١(t) = cos٢t+ ٢ sin٢t (٨٢.٢)

x∗٢(t) =
−١
٢ cos٢t− sin٢t+ ٢ (٨٣.٢)

بهینه کنترل ۴.٢

Έی تا م�ͳشود باعث که بوده Ίهماهن کنترل قابل دستΎاه�های از مجموعه�ای ͳکنترل یΈسیستم

سیستم Έی دیΎر عبارت به پذیرد. تحقق ͳخاص هدف یا و دستورالعمل مطابق عملیات از سری

حاصل سیستم�ها ورودی روی بر ͳعملیات وسیله�ی به مطلوب، ͳخروج که است ͳسیستم آن ͳکنترل

بر تا گرفته�اند قرار استفاده مورد که است ͳوسیله�های به روش�ها اعمال ͳمعن به کنترل م�ͳشود.

اساس بر معمولا Έکلاسی کنترل نظریه بΎذارد. اثر ماشین یا دستΎاه یا سیستم Έی عمل΋رد

دارای که م�ͳرود کار به ͳخط مستقل دستΎاه�های مورد در و است شده پ�ͳریزی ͳلاپلاس تبدیلات

ͳخط مستقل سیستم�های بر فقط جدید کنترل نظریه اما است. اس΋الر ͳخروج و اس΋الر ورودی

حالت فضای ،ͳکنترل مسائل در دارد. کاربرد نیز ͳزمان متغییر سیستم�های بر بل΋ه ندارد، کاربرد

زمینه ،Έکلاسی کنترل نظریه�ی مطالعه برای م�ͳگردد. بیان ͳدیفرانسیل معادلات صورت به سیستم

نظریه�ی ماتریس�ها، نظریه�ی مختلط، متغییرهای نظریه�ی قبیل از ͳموضوعات شامل لازم، ͳریاض

ͳریاض عناوین سایر و ͳریاض ریزی برنامه تغییرات، حساب ،ͳخط تبدیلات و جبر مجموعه�ها،

م�ͳباشد. پیشرفته

ت΋نولوژی و تمدن پیشرفت و توسعه در فزاینده�ای اهمیت ͳکنترل سیستم�های اخیر سال�های در

تهویه سیستم�های در خودکار کننده�های کنترل فردی، ͳزندگ محدوده�ی در مثلا یافته�اند. جدید

م�ͳدارد. نΎه مطلوب حد در را خانه�ها رطوبت و دما مطبوع،

که داد تعمیم ١١ بهینه کنترل مسائل به ͳآسان به م�ͳتوان را تغییرات حساب مناسب روش�های

بهینه�سازی روش Έی بهینه، کنترل نظریه باشد. ب�ͳکران یا کراندار م�ͳتواند u کنترل بردار آن در

تغییرات. حساب بر است ͳتعمیم و ͳکنترل سیاست�گذاری�های آوردن دست به برای است، ͳریاض
١١Optimal control



۵٢ بهینه کنترل و تغییرات حساب .٢

آمری΋ا در ١٣ بلمن ریچارد نیز و شوروی در هم΋ارانش و ١٢ لوپونتریاگین وسیله�ی به روش این

شد. ابداع

که ͳل΋ش به است معین سیستم Έی برای کنترل قانون یافتن ͳپ در بهینه کنترل نظریه�ی

متغییرهای و کنترل متغییرهای از ͳتابع کنترل، مسئله�ی آید. دست به ͳخاص ͳΎبهین ضابطه�ی

است. وضعیت

متغییرهای از ”مسیری” که است دیفرانسیل معادلات از مجموعه�ای واق΄ در بهینه، کنترل

اصل از استفاده با م�ͳتواند بهینه کنترل م�ͳدهند. نشان م�ͳکند، مینیمم را هزینه تاب΄ که کنترل،

آید. دست به (ͳکاف (شرط ١۴ هامیلتون معادله�ی حل یا لازم) (شرط پونتریاگین حداکثرسازی

پیش همواری تپه روی ͳمستقیم خط روی بر که م�ͳگیریم نظر در را ͳاتومبیل مثال، عنوان به

حداقل وی برای مسافرت زمان کل که بفشارد را گاز پدال چطور راننده که است آن مسئله م�ͳرود.

شود؟

م�ͳگردد. بر م�ͳکند عوض دنده و م�ͳفشارد را گاز راننده که ͳطریق به مثال، این در کنترل قانون

سازی حداقل مثال، این در ͳΎبهین ضابطه�ی است، اتومبیل و جاده شامل مثال، این در سیستم،

مثال، این در ͳفرع قیود است. ͳفرع قیود شامل معمولا بهینه کنترل مسائل است. مسافرت زمان

مثال این در هزینه” ”تاب΄ باشد. و... سرعت حداکثر دسترس، قابل سوخت حداکثر شامل م�ͳتواند

اولیه شرایط و ͳجغرافیای ملاحظات سرعت، از ͳتابع عنوان به را زمان که است ͳریاض ͳعبارت

م�ͳکند. ͳمعرف سیستم

بهینه: کنترل مسئله�ی ͳمعرف

مرزی، شرایط ،ͳ΋دینامی سیستم�های حسب بر Έکلاسی بهینه کنترل مسئله�ی Έی معمولا˦

م�ͳشود. ͳمعرف هدف) (تاب΄ هزینه معیار و کنترل متغییرهای

:ͳ΋دینامی سیستم�های

آن در که x′ = f(x, u, t) حالت فضای معادلات صورت به ͳ΋دینامی سیستم�های

f = [f١, . . . , fn]
T , x = [x١, . . . , xn]

T , u = [u١, . . . , um]
T (٨۴.٢)

م�ͳباشد.

ͳجزئ مشتقات دارای f که م�ͳشود فرض ͳکل حالت در و م�ͳشود نامیده برداری میدان f تاب΄
١٢Lopontryagin
١٣Richard Belman
١۴Hamilton
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م�ͳشود. داده نشان t١ و t٠ با ترتیب به ͳانتهای و ͳابتدای زمان�های است. x و t به نسبت پیوسته

که م�ͳشود محدود x(t٠) ∈ M٠ و x(t١) ∈ M١ مرزی شرایط کردن برقرار به حالت بردار

م�ͳشوند: ͳمعرف زیر صورت به M١ و M٠ مجموعه�های

M = {x ∈ Rn : gk(x) = ٠ , k = ١, . . . , p} p < n (٨۵.٢)

است. مسئله شرایط معرف gk(x) رابطه�ی که
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کنترل: متغییرهای

U ⊆ Rm مجموعه�ی Έی در را مقادیر که پیوسته قطعه�ای قطعه تاب΄�های به کنترل متغییرهای

است: زیر صورت به u برای ͳعموم انتخاب�های بیشترین م�ͳشوند. محدود م�ͳگیرند

u ∈ Rm , U = {u ∈ Rm : −١ ≤ uk ≤ ١ , k = ١, . . . ,m} (٨۶.٢)

هزینه: تاب΄

عبارت شامل ͳکل حالت در هزینه تاب΄

φ(x(t١)) +

∫ t١

t٠

f٠(x, u, t)dt (٨٧.٢)

آن در که است

و است φ, f٠ ∈ c١(R)

م�ͳشود. قلمداد ͳانتهای حالات ͳبعض از انحراف φ(x(t١)) پایانه هزینه (i)

م�ͳباشد. کنترل مسیرهای و حالت�ها با مرتبط هزینه Έی هزینه، ͳرالΎانت قسمت (ii)

است: زیر صورت به ͳریاض فرم به بهینه کنترل مسئله�ی

min J =

∫ t١

t٠

f(x(t), u(t), t)dt (٨٨.٢)

S.t. x′ = f(x, u, t) (٨٩.٢)

x(t٠) = p (٩٠.٢)

x(t١) = q (٩١.٢)

u ∈ U (٩٢.٢)

است. مشتق�پذیر و پیوسته قطعه قطعه ͳتابع u آن در که

بهینه: کنترل و قبول قابل کنترل

محدودیت�های در و بوده پیوسته قطعه قطعه اگر م�ͳشود نامیده ١۵ قبول قابل کنترل، یΈمسئله�ی

ͳابتدای نقطه�ی Έی بتواند ،t ∈ [t٠, t١] هر برای u(t) ∈ U ͳیعن کند صدق (٨٨.٢)-(٩٢.٢)

دهد. انتقال x′ = f(x, u, t) ͳ΋دینامی معادلات با q ͳانتهای نقطه�ی Έی به را p

م�ͳشود. نامیده قبول قابل نیز قبول، قابل کنترل با متناظر x(t) حالت تاب΄
١۵Admissible
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به را J(x(٠), u(٠), t) هزینه تاب΄ ،x(٠) متناظر حالت تاب΄ و u(٠) قبول قابل کنترل هر برای

م�ͳکنیم: ͳمعرف زیر صورت

J(x(٠), u(٠)) = φ(x(t١)) +

∫ t١

t٠

f٠(x, u, t) (٩٣.٢)

u ͳمنحن که است این ͳمعن به u ∈ U شده، مشخص U وسیله�ی به قبول قابل کنترل�های مجموعه

م�ͳدهیم. نمایش u∗ با و م�ͳباشد قبول قابل

قبول: قابل مسیر

وضعیت متغییر محدودیت�های در [t٠, t١] زمان مدت تمام در که وضعیت متغییر مسیر ͳمنحن

م�ͳشود. نامیده ١۶ قبول قابل مسیر ͳمنحن نماید، صدق

این ͳمعن به x ∈ X و شد. داده نشان X توسط قبول قابل وضعیت متغییرهای مسیر مجموعه

م�ͳدهیم. نشان x∗ با و است قبول قابل x ͳمنحن که است

قابل جفت هر برای اگر فقط و اگر م�ͳباشد بهینه (x∗(٠), u∗(٠)) قبول، قابل زوج Έی پس

باشیم. داشته (x(٠), u(٠)) قبول

J(x∗(٠), u∗(٠)) ≤ J(x(٠), u(٠)) (٩۴.٢)

حالت که u(t) ∈ U قبول قابل کنترل کردن پیدا از عبارتست بهینه کنترل مسئله Έی اصل در

مقدار کمترین هزینه ͳتابع طوری�که به م�ͳدهد انتقال x(t١) نقطه به x(t٠) نقطه�ی از را سیستم

باشد. داشته را مم΋ن

بهینه: کنترل مسئله حل

ضرایب و م�ͳشود استفاده لاگرانژ ضرایب از تغییرات حساب همانند بهینه کنترل مسئله حل در

م�ͳبریم. کار به u برای هم و ها x برای هم را لاگرانژ

باشیم: داشته اگر ،ͳیعن

J =

∫ t١

t٠

f(x, u, t)dt (٩۵.٢)

S.t. x′ = f(x, u, t) (٩۶.٢)

x(t٠) = p (٩٧.٢)

x(t١) = q (٩٨.٢)
١۶Admissible trajectory
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م�ͳکنیم: تعریف زیر صورت به را افزوده ͳتابع

F = f + ψx′ (٩٩.٢)

استفاده زیر صورت به u و x برای هم لاگرانژ ضرایب از آن�گاه م�ͳشود. نامیده لاگرانژ ضریب ψ

م�ͳکنیم:
∂F

∂x
− d

dt

∂F

∂x′
= ٠ (١٠٠.٢)

∂F

∂u
− d

dt

∂F

∂u′
= ٠ (١٠١.٢)

ͳتابع اکسترمم مقادیر م�ͳگیریم، نظر در را زیر ͳتابع .١.۴.٢ مثال

J =

∫ T

٠
(x٢ + u٢)dt (١٠٢.٢)

دیفرانسیل معادله�ی در و باشد کنترل متغییر u و وضعیت متغییر x آن در که م�ͳکنیم پیدا ͳقسم به را

x′ + x = u , x(٠) = x٠ , x(T ) = ٠ (١٠٣.٢)

کند. صدق

(١٠٢.٢) معادله�ی در x′ + x = u معادله از u جایΎذاری مسئله این حل مستقیم روش حل:

متغییر نم�ͳتوان ͳکل حالت در ͳول م�ͳکند. تبدیل تغییرات حساب مسئله�ی Έی به را آن که است

مسئله قیدهای در بحث برای لاگرانژ ضرایب مبنای بر را دیΎر روش لذا کرد. حذف را کنترل

داد. خواهیم بسط

م�ͳدهیم. تش΋یل را افزوده ͳتابع و کرده ͳمعرف را ψ لاگرانژ ضرایب

J∗ =

∫ T

٠
[x٢ + u٢ + ψ(x′ + x− u)]dt (١٠۴.٢)

و x برای را اویلر معادله�ی است. u و x متغییر دو از ͳتابع F = x٢ + u٢ + ψ(x′ + x− u) تاب΄

م�ͳکنیم. محاسبه u
∂F

∂x
− d

dt

(
∂F

∂x′

)
= ٠ → ٢x+ ψ − ψ′ = ٠ (١٠۵.٢)

∂F

∂u
− d

dt

(
∂F

∂u′

)
= ٠ → ٢u+ ψ = ٠ → ψ = −٢u (١٠۶.٢)

u′ = −ψ′

٢ و u = −ψ
٢ بنابراین

.x+ u− u′ = ٠ داریم (١٠۵.٢) معادله�ی در ψ = −٢u جایΎذاری با
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بنابراین: u = x′ + x م�ͳدهیم قرار u جای به

x+ (x′ + x)− (x′′ + x′) = ٠ ⇒ ٢x− x′′ = ٠ ⇒ x′′ − ٢x = ٠ ⇒ x′′ = ٢x (١٠٧.٢)

⇒ x = Ae
√
٢t +Be−

√
٢t (١٠٨.٢)

داریم: دیΎر عبارت به یا

x = a cosh
√
٢t+ b sinh

√
٢t (١٠٩.٢)

داریم: x(T ) = ٠ و x(٠) = x٠ اولیه شرایط و بسط این از استفاده با

x٠ = a (١١٠.٢)

x(T ) = ٠ ⇒ ٠ = x٠ cosh
√
٢T + b sinh

√
٢T (١١١.٢)

x = x٠ cosh
√
٢t− x٠

cosh
√
٢T

sinh
√
٢T

sinh
√
٢t (١١٢.٢)

x =
x٠ sinh

√
٢(T − t)

sinh
√
٢T

(١١٣.٢)

با: است برابر بهینه کنترل صورت این در

u = x+ x′ → u = x٠
sinh

√
٢(T − t)−

√
٢ cosh

√
٢(T − t)

sinh
√
٢t

(١١۴.٢)

ضرایب با هزینه تاب΄ یافتن عموماً بهینه کنترل مسئله�ی حل استراتژی .(ͳهامیلتون)تعریف٢.۴.٢

آورده دست به ΀صری م�ͳتواند پیوسته، زمان مسائل در ویژه به و موارد ͳبرخ در که م�ͳباشد ψ(t)

م�ͳباشد. ͳهامیلتون روش از استفاده بهینه کنترل مسئله�ی حل روش�های از ͳ΋ی شود.

Έی که کرد اثبات وی شد. ابداع پونتریاگین وسیله�ی به بهینه کنترل تئوری در ١٧ هامیلتونین

که شود انتخاب گونه�ای به باید کنترل که است این بهینه کنترل مسئله�ی حل برای لازم شرط

کند. کمینه را هامیلتونین

باشد: زیر صورت به سازی مینیمم ͳکل مسئله�ی کنیم فرض

min J =

∫ T

٠
f٠(x, u, t)dt (١١۵.٢)

م�ͳشود. گرفته نظر در x(t٠) = p مرزی شرایط و x′ = f(x, u, t) دیفرانسیل معادله�ی شرط با که

م�ͳدهیم تش΋یل را زیر افزوده ͳتابع ،ψ لاگرانژ ضریب از استتفاده با

J∗ =

∫ t١

t٠

[f٠(x, u, t) + ψf((x, u, t)− x′)]dt (١١۶.٢)

١٧Hamiltonian
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اویلر معادله�ی دو نتیجه در و است u و x متغییر دو از ͳتابع F = f٠ + ψ(f − x′) انتΎران تاب΄

داشت: خواهیم
∂F

∂x
− d

dt

(
∂F

∂x′

)
= ٠ (١١٧.٢)

∂F

∂u
− d

dt

(
∂F

∂u′

)
= ٠ (١١٨.٢)

رام�ͳتوان (١١٨.٢) و (١١٧.٢) معادله�های H = f٠ + ψf صورت به ͳهامیلتون تاب΄ تعریف با

نوشت: زیر صورت به

ψ′ = −∂H
∂x

(١١٩.٢)

٠ =
∂H

∂u
(١٢٠.٢)

در ψ = ٠ ،ͳیعن ؛ ∂F
∂x′

= ٠ آزاد” ”انتهای شرط از باشد نامعین t = T در x اگر .٣.۴.٢ تذکر

باشد: زیر صورت به ͳکل حالت در بهینه کنترل مسئله�ی اگر م�ͳکنیم. استفاده t = T

min J =

∫ t١

t٠

f٠(x, u, t)dt (١٢١.٢)

S.t. xi
′
= fi(x, u, t) , i = ١, . . . , n (١٢٢.٢)

x(t٠) = p (١٢٣.٢)

x(t١) = q (١٢۴.٢)

کراندار ناحیه�ی در شده محدود و پیوسته قطعه (قطعه u(t) قبول قابل کنترل�های از یΈمجموعه و

م�ͳکند هدایت q به p از را دستΎاه که x∗(t) متناظرش مسیر و u∗(t) بهینه�ی کنترل م�ͳخواهیم (u

از ͳزوج با دستΎاه بنابراین .n = ٢ م�ͳکنیم فرض شود کاسته مسئله کلیت از این�که بدون بیابیم.

از: عبارتند حالت معادلات اکنون پس م�ͳشود. همراه اول مرتبه�ی دیفرانسیل معادلات

x١
′ = f١(x١, x٢, u) , x٢

′ = f٢(x١, x٢, u) (١٢۵.٢)

م�ͳکنیم ͳمعرف زیر صورت به را J∗ افزوده تاب΄ ابتدا

J∗ =

∫ t١

t٠

ψi(t)(xi
′ − fi(x١, x٢, u)) (١٢۶.٢)

J∗ =

∫ t١

t٠

(f٠ + ψ١(f١ − x١
′) + ψ٢(f٢ − x٢

′))dt (١٢٧.٢)

م�ͳباشند. لاگرانژ ضرایب ψ٢ و ψ١
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انتΎران تاب΄ بنابراین

F = f٠ + ψ١(f١ − x١
′) + ψ٢(f٢ − x٢

′) (١٢٨.٢)

و x١ برای را (١١٨.٢) و (١١٧.٢) اویلر معادلات م�ͳباشد. u و x٢ و x١ متغییر دو از ͳتابع

م�ͳنویسیم. u و x٢
∂F

∂x١
− d

dt

(
∂F

∂x١′

)
= ٠ (١٢٩.٢)

∂F

∂x٢
− d

dt

(
∂F

∂x٢′

)
= ٠ (١٣٠.٢)

∂F

∂u
− d

dt

(
∂F

∂u′

)
= ٠ (١٣١.٢)

داریم: زیر صورت به ͳهامیلتون تاب΄ ͳمعرف با حال

H = ψ٠f٠ + ψ١f١ + ψ٢f٢ (١٣٢.٢)

م�ͳکنند صدق زیر معادلات در که هستند ͳتوابع ها ψi آن در که

ψi
′ = −∂H

∂xi
(١٣٣.٢)

م�ͳشود. گفته ͳهامیلتون تاب΄ H به و هم�وضعیت، معادلات را معادلات این

شرط که م�ͳشویم متذکر
∂H

∂u
= ٠ (١٣۴.٢)

u به نسبت را خود اکسترمم باید H که است این بیانΎر و بوده برقرار بهینه مسیر از نقطه هر در

شرط این به ͳارتباط هستند u به وابسته x٢ و x١ که حقیقت این برگزیند. بهینه مسیر نقطه هر در

م�ͳباشد. مهم بهینه مسیر تشخیص در که است u به H ͳضمن غیر و مستقیم ͳΎوابست تنها ندارد.

ͳتابع .۴.۴.٢ مثال

J =

∫ ١

٠
(x٢ + u٢)dt (١٣۵.٢)

در که م�ͳکنیم پیدا ͳقسم به را u بهینه کنترل ،ͳهامیلتون روش از استفاده با م�ͳگیریم. نظر در را

کند صدق زیر شرایط

x′ = u , x(٠) = ١ , x(١) = نامعین

م�ͳکنیم ͳمعرف زیر صورت به را افزوده ͳتابع ابتدا حل:

J∗ =

∫ ١

٠
(x٢ + u٢) + ψ(u− x′) (١٣۶.٢)
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از: عبارتست ͳهامیلتون

H = x٢ + u٢ + ψu (١٣٧.٢)

صورت: به (١١٧.٢) معادله
∂H

∂u
= ٠ → ٢u+ ψ = ٠ (١٣٨.٢)

٢u′ + ψ′ = ٠ (١٣٩.٢)

ψ′ = −∂H
∂x

⇒ ψ′ = −٢x (١۴٠.٢)

داریم: ψ حذف از پس و

u′ = x→ x′′ = u′ = x (١۴١.٢)

م�ͳکنیم. حل را x′′ − x = ٠ معادله�ی پس

x′′ = x→ x = a sinht+ b cosht (١۴٢.٢)

انتهای شرط از پس است نامعین x(١) دیΎر شرط م�ͳآید. دست به b = ١ ،x(٠) = ١ شرط از

u = ٠ داریم t = ١ در ٢u + ψ = ٠ نتیجه در .ψ = ٠ صورت این در که م�ͳشود استفاده آزاد

ͳول

u = x′ = a cosht+ sinht→ ٠ = a cosh١+ sinh١ → a =
− sinh١
cosh١ (١۴٣.٢)

از: عبارتست بهینه کنترل متغییر پس

u∗ =
− sinh١
cosh١ cosht+ sinht =

− sinh(١− t)

cosh١ (١۴۴.٢)

از: عبارتست متناظر بهینه مسیر و

x∗ =
cosh(١− t)

cosh١ (١۴۵.٢)

ͳکل مسئله�ی ۵.٢

هستند بی΋ران و پیوسته کنترل�ها که ͳحالت در را ͳکل بهینه�ی کنترل مسئله م�ͳتوانیم قسمت این در

کنیم. حل

اکسترمم مقادیر که است u مانند بهینه، کنترل�های کردن پیدا ͳاساس مسئله�ی

J =

∫ t١

t٠

f٠(x, u, t)dt (١۴۶.٢)
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دهد. نتیجه زیر دیفرانسیل قیود با را

xi
′ = fi(x, u, t) (i = ١,٢, . . . , n)

مانند لاگرانژ ضرایب ͳمعرف با .u = [u١, u٢, . . . , um]
T و x = [x١, x٢, . . . , xn]

T آن در که

م�ͳدهیم. تش΋یل را افزوده تاب΄ م�ͳشوند نامیده ͳالحاق متغییرهای معمولا که ψi ،(i = ١,٢, . . . , n)

J∗ =

∫ t١

t٠

[f٠ +
n∑
i=١

ψi(fi − xi
′)]dt (١۴٧.٢)

م�ͳکنیم: تعریف زیر صورت به را H ͳهامیلتون هم�چنین

H = f٠ +
n∑
i=١

ψifi (١۴٨.٢)

صورت این در

J∗ =

∫ t١

t٠

(H −
n∑
i=١

ψixi
′)dt (١۴٩.٢)

انتΎران تاب΄

F = H −
n∑
i=١

ψixi
′ (١۵٠.٢)

م�ͳدهیم. تش΋یل را اویلر معادله�ی (m+ n) حال دارد. ͳΎبست t و u و x به
∂F

∂xi
− d

dt

(
∂F

∂xi′

)
= ٠ , i = ١,٢, . . . , n (١۵١.٢)

:ͳیعن

ψi
′ = −∂H

∂xi
(١۵٢.٢)

و معروفند، ͳالحاق معادلات به که
∂F

∂uj
− d

dt

(
∂F

∂uj ′

)
= ٠ , j = ١,٢, . . . ,m (١۵٣.٢)

یا
∂H

∂uj
= ٠ (١۵۴.٢)

دست به (١۵۴.٢) و (١۵٢.٢) ،(١۴۶.٢) معادله (٢n +m) از ψ و u و x بهینه جواب�های

معلوم (i = ١,٢, . . . , q) xi(t١) و xi(٠) ،i = ١,٢, . . . , n مرزی شرایط از استفاده با م�ͳآیند.



۶٢ بهینه کنترل و تغییرات حساب .٢

آزاد انتهای شرط ͳبایست نتیجه در و آزادند xq+١(T ), . . . , xn(T ) باقیمانده مقادیر و بود خواهند

بریم. کار به t = t١ نقطه�ی در را
∂F

∂xk ′
= ٠ , k = q + ١, . . . , n (١۵۵.٢)

داریم: مطلب این به توجه با

ψk(t١) = ٠ , k = q + ١, . . . , n (١۵۶.٢)

م�ͳگوییم. ͳمورب شرط را آن که

پونتریاگین بیشینه اصل ۶.٢

یا ماکزیمم اصل نام (به اصل Έی او ͳروس هم΋اران و پونتریاگین ١٩۶٠ سال�های اوایل در

محدود کنترل�های درباره�ی بل΋ه پیوسته کنترل�های درباره�ی تنها نه که رساندند چاپ به را مینیمم)

م�ͳکرد. بحث نیز ناپیوسته احتمالا و

م�ͳگیریم: نظر در را زیر ͳکنترل دستΎاه

x١
′ = f١(x١, x٢, u) , x٢

′ = f٢(x١, x٢, u) (١۵٧.٢)

با و t١ مشخص غیر زمان در (x١
′, x٢

′) به t = t٠ زمان در (x١
′, x٢

′) از را دستΎاه م�ͳخواهیم

به کنیم هدایت هستند، کراندار و پیوسته قطعه قطعه که u(t) قبول قابل کنترل تواب΄ از استفاده

طوری�که

J =

∫ t١

t٠

f٠(x١, x٢, u)dt (١۵٨.٢)

عددی تاب΄ رفتار ما که م�ͳکند پیشنهاد Έکلاسی نظریه باشد. شده کمینه نیز

H = ψ٠f٠(x١, x٢, u) + ψ١f١(x١, x٢, u) + ψ٢f٢(x١, x٢, u) (١۵٩.٢)

م�ͳکنند: صدق زیر معادلات در ها ψi که دهیم قرار ͳبررس مورد را

ψi
′ = −∂H

∂xi
, i = ٠,١,٢ (١۶٠.٢)

مسیر و باشد قبول قابل یΈکنترل u∗(t) فرضکنید ١٨ پونتریاگین). بیشینه ١.۶.٢(اصل قضیه

در x١ نقطه�ی به t = t٠ زمان در x٠ نقطه�ی از را دستΎاه که باشد x∗ = (x١
∗, x٢

∗) نیز آن متناظر
١٨ Maximom principle Pontryagin



۶٣ پونتریاگین بیشینه اصل .۶.٢

کنند) کمینه را J ͳیعن) باشند بهینه x∗ و u∗ این�که برای م�ͳکند. هدایت t١ مشخص غیر زمان

عددی تاب΄ نیز و م�ͳکند صدق (١۵۴.٢) در که ψ = (ψ٠, ψ١, ψ٢)
T صفر غیر بردار که است لازم

H(ψ, x, u) = ψ٠f٠(x, u) + ψ١f١(x, u) + ψ٢f٢(x, u) (١۶١.٢)

طوری�که به باشند موجود

برسد. u = u∗(t) در u به نسبت خود بیشینه به H ،t٠ ≤ t ≤ t١ هر ازای به الف)

u = u∗(t) ازای به جواب(١۶٠.٢) ψ∗(t) که ψ٠ ≤ ٠ ،t = t١ در و H(ψ∗, x∗, u∗) = ٠ ب)

م�ͳباشد.

که، داد نشان م�ͳتوان علاوه به

H(ψ∗(t), x∗(t), u∗(t)) = ثابت عدد (١۶٢.٢)

نیز و

ψ٠(t) = ثابت عدد (١۶٣.٢)

.ψ٠(t) ≤ ٠ و H = ٠ بهینه، مسیر روی نقطه هر ازای به بنابراین

ثابت عددی ψ٠ که م�ͳکند بیان ψ٠ به مربوط دیفرانسیل معادله�ی که کنید توجه .٢.۶.٢ تذکر

توجه هم�چنین نیست. x٠ هزینه متغییر از ͳتابع هرگز H زیرا است چنین همیشه مطلب این است.

آن�گاه باشد، آن جواب Έی w بردار اگر که هستند طوری همواره هم�وضعیت معادلات که شود

که را مقداری هر م�ͳتوانیم بنابراین بود. خواهد جواب Έی c صفر غیر ثابت هر ازای به نیز cw

.ψ٠ = −١ بنابراین شود نامثبت باید ψ٠ قضیه طبق این�که بر مشروط برگزینیم ψ٠ برای بخواهیم

دست به را آن جواب ماکزیمم اصل از استفاده با م�ͳگیریم، نظر در را زیر ͳتابع .٣.۶.٢ مثال

م�ͳآوریم.

min J =
١
٢

∫ t١

٠
u٢dt (١۶۴.٢)

x′ = −x+ u (١۶۵.٢)

x(٠)١ = a (١۶۶.٢)

x١(t١) = b (١۶٧.٢)

t١نامشخص (١۶٨.٢)



۶۴ بهینه کنترل و تغییرات حساب .٢

داریم: حل:

f٠(x١, x٢, u) =
١
٢u

٢ , f١(x١, x٢, u) = −x١ + u , , f٢(x١, x٢, u) = ٠ (١۶٩.٢)

بیان ψ١ و ψ٠ هم�وضعیت متغییرهای با که را ͳمعادلات و H اس΋الر تاب΄ باید که م�ͳکند بیان قضیه

بنویسیم. شده

H = ψ٠
u٢

٢ + ψ١(−x١ + u) (١٧٠.٢)

هم�وضعیت: معادلات

ψ١
′ = − ∂H

∂x١
= ψ١ (١٧١.٢)

ψ٠
′ = − ∂H

∂x٠
= ٠ (١٧٢.٢)

م�ͳشود: نتیجه که کنیم حل را وضعیت معادلات م�ͳتوانیم }اکنون
ψ٠ = −١
ψ١ = Aet

(١٧٣.٢)

است. ثابت عددی A

Ϳهی ،u از ͳتابع عنوان به آن سازی بیشینه به ͳاهΎن با م�ͳدهیم قرار امتحان مورد را H اکنون

م�ͳگیریم. مشتق u به نسبت H از ͳسادگ به بنابراین نیست. u بر قیدی
∂H

∂u
= −u+ ψ١ (١٧۴.٢)

∂٢H

∂u٢
= −١ (١٧۵.٢)

∂H

∂u
= ٠ (١٧۶.٢)

x١ برای متناظر جواب حال م�ͳگردد. بیشینه u = ψ = Aet ازای به u از ͳتابع عنوان به H پس

م�ͳآوریم. دست به را

x١
′ = −x١ + u⇒ x١

′ = −x١ + Aet ⇒ x١ = Be−t +
١
٢Ae

t (١٧٧.٢)

است. ثابت عددی B که

م�ͳکنیم: اعمال را ͳانتهای شرایط اکنون

x١(t٠) = a⇒ B +
١
٢A = a (١٧٨.٢)

x(t١) = b⇒ Be−t١ +
١
٢Ae

t١ = b (١٧٩.٢)



۶۵ پونتریاگین بیشینه اصل .۶.٢

پونتریاگین) (قضیه بهینه مسیر Hروی = ٠ شرط از استفاده با هدف، به رسیدن زمان ،t١ باید البته

داریم: گردد. مشخص

H = ٠ ⇒ H = ψ٠
u٢

٢ + ψ١(−x١ + u) (١٨٠.٢)

− ١
٢A

٢e٢t + Aet(−Be−t − A

٢ e
t + Aet) = ٠ , ∀t (١٨١.٢)

نم�ͳکند وارد محاسبات در ͳخطای t از جمله�ای Ϳهی (حذف AB = ٠ داریم کردن ساده از پس

م�ͳکند). ایجاد اتحاد Έی واق΄ در ،H = ٠ همواره t هر ازای به زیرا

م�ͳکنیم: امتحان را خاص حالت دو اکنون

که م�ͳهد نتیجه یا AB = ٠ شرط آن�گاه ،b = ٢ و a = ١ الف)

A = ٠ ⇒ B = a⇒ B = ١ , A = ٠ ⇒ e−t١ = ٢ (١٨٢.٢)

یا است. مم΋ن غیر t١ > ٠ برای که

B = ٠ ⇒ et١ = ٢ (١٨٣.٢)

دست به x١ = et بهینه مسیر و u = ٢et بهینه کنترل وضعیت این در .t١ = ln٢ نتیجه در و

.J = ٣ نتیجه در م�ͳآید.

که م�ͳهد نتیجه یا AB = ٠ شرط آن�گاه ،b = ١ و a = ٢ ب)

B = ٠ ⇒ et١ =
١
٢ (١٨۴.٢)

یا است. مم΋ن غیر که

A = ٠ ⇒ et = ٢ (١٨۵.٢)

بهینه مسیر و u = ٠ از عبارتست بهینه کنترل حالت این در

x١ = ٢e−t١ → J = ٠ (١٨۶.٢)



فصل3

فازی بهینه�ی زمان کنترل مسئله حل



۶٧ اول نوع Έکلاسی ͳخط بهینه�ی زمان کنترل مسئله�ی .١.٣

مقدمه

دینامی�Έهای م�ͳدهیم. قرار توجه قطعیتمورد عدم با را بهینه زمان کنترل یΈمسئله�ی فصل این در

فازی ͳنهای و اولیه وضعیت با ͳدیفرانسیل معادلات با ͳقطع ͳخط سیستم با شده کنترل موضوع

دو به را آن محاسبات و کرد خواهیم ͳمعرف را فازی بهینه زمان از نظریه Έی است. شده داده نشان

آزمایش مثال Έی روی بر را شده ͳمعرف روش سپس م�ͳدهیم. کاهش ͳقطع بهینه کنترل مسئله�ی

کرد. خواهیم

گاباسف [١٧] در داده�اند. قرار ͳبررس مورد را فازی بهینه�ی کنترل مسائل محققان از بسیاری

ͳاساسجواب�های بر که ͳوضع جواب�های با قطعیت عدم تحت را بهینه کنترل مسئله�ی هم΋اران و

قرار ͳبررس مورد آمده دست به شده، داده ͳخروج و ورودی داده�های از دقیق غیر محاسبات از

مطالعه مورد [١٠] و [١۵] ،[۴] در ͳمتفاوت ش΋ل�های در بهینه زمان کنترل مسئله�ی دادند.

ماکسیمین برای لازم شرایط کنترل، مسئله�ی Έی برای ١ پلوتنی΋وف [۴] در است. گرفته قرار

Έی رفتار که ͳزمان داد قرار ͳبررس مورد را ماکس ͳماکس و مینیمم�ها) از مجموعه�ای (ماکزیمم

روش Έی هم΋اران و ٢ ساکاوا [١۵] در م�ͳشود. توصیف کنترل قابل متغیر Έی توسط تاب΄

گسسته�سازی با آن�ها مسائل این حل برای م�ͳکند. پیشنهاد ͳخط بهینه کنترل مسائل برای را فازی

م�ͳکند. تبدیل ͳتفاضل معادلات با مسئله Έی به را مسئله زمان

اولیه وضعیت�های با و ͳقطع دینامی�Έهای با را بهینه زمان کنترل مسئله�ی Έی فصل این در

روش Έی و م�ͳکنیم ͳمعرف فازی متغیرهای برای را بهینه زمان دادیم. قرار توجه مورد ͳنهای و

م�ͳکنیم. پیشنهاد آن محاسبه�ی برای را عددی

اول کلاسیΈنوع ͳبهینه�یخط زمان کنترل مسئله�ی ١.٣

وضعیت Έی از سیستم انتقال هدف آن�ها، در که م�ͳشوند گرفته نظر در ͳمسائل بخش این در

در مثال عنوان به م�ͳباشد. زمان حداقل در مشخص ͳنهای وضعیت Έی به آغازین اختیاری

سیستم به Έنزدی ͳخیل م�ͳکنند شرکت مسابقه این در که ͳکسان عمل΋رد ͳران اتومبیل مسابقه�ی

تنش�های تاثیر تحت نتیجه در و برده کار به را ترمز و گاز اغلب آن�ها زیرا است بهینه زمان کنترل

مقصد به شروع نقطه�ی از م�ͳخواهند زمان کمترین در و سرعت به و گرفته قرار ͳ΋انی΋م شدید
١Plotinikov
٢Sakawa



۶٨ فازی بهینه�ی زمان کنترل مسئله حل .٣

در و بوده y = ٠ و x = ٠ نقطه�ی در اولیه لحظه�ی در که بΎیرید نظر در را ͳهواپیمای یا برسند.

مثال این در م�ͳباشد. y = ٠ و x = a > ٠ در لحظه این در است. ͳ΋بالستی Έموش تعقیب حال

است. Έموش موقعیت هدف مجموعه�ی

به م�ͳباشد. دیΎر نقطه�ی به نقطه Έی از زمان کمترین آوردن دست به هدف� بالا مثال�های در

کنترل است ͳنهای و آغازین نقطه�ی دو بین بهینه زمان آوردن دست به هدف که مسائل نوع این

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به که م�ͳشود گفته اول نوع بهینه�ی زمان

گردد: توصیف زیر کنترل معادلات با سیستم Έی کنید فرض

x′ = Ax+ u (١.٣)

مشخص را ͳشیئ وضعیت و است سیستم وضعیت بیانΎر و است n−بعدی بردار Έی x طوری�که به

توصیف را کنترل متغیر که است n−بعدی بردار Έی u و است n × n ماتریس Έی A م�ͳکند.

م�ͳکند.

اگر باشد. کراندار) و محدود ͳیعن) فشرده و ͳته غیر مجموعه�ی Έی U ⊆ Rn کنید فرض

u(t) ∈ U شرط t ∈ I هر برای و باشد شده تعریف I = [t٠, t١] بازه�ی روی ،u اندازه�پذیر تاب΄

م�ͳنامند. قبول قابل کنترل Έی را u آن�گاه باشد برقرار



۶٩ اول نوع Έکلاسی ͳخط بهینه�ی زمان کنترل مسئله�ی .١.٣

اولیه�ی مسئله�ی ،p آغازین نقطه�ی هر و u قبول قابل تاب΄ هر برای

x′ = Ax+ u (٢.٣)

x(t٠) = p (٣.٣)

تحت را ͳش حالت ͳΎونΎچ x ͳشدن جواب .[٢١] م�ͳباشد فرد به منحصر جواب Έی دارای

م�ͳکند. بیان u قبول قابل کنترل تاثیر

بخواهیم اگر باشد. شده داده p (آغازین) شروع نقطه�ی t٠ شروع لحظه�ی در که کنید فرض

مسئله�ی کنیم، جا جابه مناسب، قبول قابل u انتخاب با زمان، کوتاهترین در q نقطه�ی به را ͳشیئ

داشت: خواهیم است زیر ش΋ل به که را اول نوع Έکلاسی بهینه�ی زمان کنترل

min

∫ t١

t٠

dt = t١ − t٠ (۴.٣)

x′ = Ax+ u (۵.٣)

x(t٠) = p (۶.٣)

x(t١) = q (٧.٣)

شد. خواهد مشخص مسئله حل صورت در و نیست مشخص قبل از t١ ͳپایان زمان مسئله این در

برای است مسئله�ای (۴.٣)-(٧.٣) اول نوع Έکلاسی بهینه�ی زمان مسئله�ی خلاصه طور به

کوتاهترین در q ͳنهای حالت به p ͳابتدای حالت از را سیستم که ،u قبول قابل کنترل کردن پیدا

�دهد. انتقال زمان

اول: نوع Έکلاسی بهینه زمان کنترل مسئله�ی حل روش

ͳبررس مورد قبل فصل در که پونتریاگین ماکزیمم اصل نیز (۴.٣)-(٧.٣) مسئله�ی حل برای

سپسمعادلات بنویسیم، ,H(xرا u, ψ) هامیلتونین استکه لازم بنابراین م�ͳگردد اعمال دادیم قرار

کنیم. بیشینه u از ͳتابع عنوان به را H و بیابیم را هم�وضعیت

ͳاهΎدست اگر ͳکل حالت در باشد. n = ٢ کنیم فرض شود کاسته مسئله کلیت از این�که بدون

مقید که u(t) کنترل Έی و م�ͳکنند توصیف را دستΎاه وضعیت که x٢(t) و x١(t) متغیر دو با را

زیر ͳخط دیفرانسیل معادلات از ͳزوج با دستΎاه کنیم فرض بΎیریم. نظر در |u| ≤ ١ و است

باشد }همراه
x١

′ = ax١ + bx٢ + l
x٢

′ = cx١ + dx٢ +mu
(٨.٣)



٧٠ فازی بهینه�ی زمان کنترل مسئله حل .٣

هستند. شده داده ثابت�های m و l و d و c و b و a و |u| ≤ ١ آن�ها در که

است: زیر صورت به (٨.٣) دستΎاه ،ͳماتریس ش΋ل در

x′ = Ax+Bu (٩.٣)

آن: در که

A =

[
a b
c d

]
و

B =

[
l
m

]
م�ͳکنیم: حل زیر صورت به را هامیلتونین تاب΄

H = −١+ ψ١(ax١ + bx٢ + lu) + ψ٢(cx١ + dx٢ +mu)

= −١+ ψ١(ax١ + bx٢) + ψ٢(cx١ + dx٢) + (lψ١ +mψ٢)u (١٠.٣)

از: عبارتند هم�وضعیت معادلات

ψ١
′ = − ∂H

∂x١
= −aψ١ − cψ٢ (١١.٣)

ψ٢
′ = − ∂H

∂x٢
= −bψ١ − dψ٢ (١٢.٣)

:ͳماتریس ش΋ل به یا

ψ′ = −A∗ψ

م�ͳگزینیم. بر م�ͳکند بیشینه را H که u = u(t) مقدار ،t مقدار هر ازای به اکنون

که است لازم H کردن بیشینه برای بنابراین است ͳخط u حسب بر H که م�ͳکنیم یادآوری

lψ١ +mψ٢ ضریب علامت به وابسته مقادیر این انتخاب کنیم. انتخاب را u = −١ یا u = ١

از: عبارتند شوند انتقال کمینه زمان به منجر م�ͳتوانند که ͳکنترل�های تنها بنابراین م�ͳباشند.

u∗ = sgn(lψ١ +mψ٢) (١٣.٣)

تاب΄ صفرهای محل در آن ͳΎناپیوست نقاط و است ثابت قطعه�ای به قطعه کنترل این

s = lψ١(t) +mψ٢(t) (١۴.٣)

این به باشد s = ٠ که م�ͳکند Ϳسوئی ͳامΎهن ١ به −١ از یا −١ به ١ از کنترل این ͳیعن م�ͳباشد.

م�ͳنامند. Ϳسوئی تاب΄ شده تعریف (١۴.٣) در که را s تاب΄ دلیل



٧١ اول نوع Έکلاسی ͳخط بهینه�ی زمان کنترل مسئله�ی .١.٣

زیر صورت به وضعیت معادلات بنابراین است، ثابت کنترل s صفرهای بین ͳزمان بازه در

م�ͳباشند:

x′ = Ax+ Lu∗ , u∗ = ١ یا u∗ = −١ (١۵.٣)

مسیرها آن�گاه باشد |A| ̸= ٠ چنان�چه م�ͳآید. دست به ͳراحت به (x١, x٢) صفحه در مسیرها ش΋ل و

دارند: زیر وضعیت معادلات ͳتلاق محل در ت΋ین نقطه�ی Έی u∗ = ١ ازای }در
ax١ + bx٢ + l = ٠
cx١ + dx٢ +m = ٠ (١۶.٣)

داشت: خواهند زیر معادلات ͳتلاق محل در ت΋ین یΈنقطه�ی u∗ = −١ برای مسیرها که ͳحال }در
ax١ + bx٢ − l = ٠
cx١ + dx٢ −m = ٠ (١٧.٣)

تعیین A دستΎاه ماتریس ویژه مقادیر محاسبه�ی با مسیرها خانواده دو هر رفتار .١.١.٣ تذکر

است. ͳشدن

م�ͳکنیم. بیان را شده ارائه [١٣] هم΋اران و پونتریاگین توسط که مهم قضیه�ی چند

باشند، مثبت غیر و ͳحقیق A ماتریس ٣ ویژه�ی مقادیر تمام اگر .(΁پاس (وجود ٢.١.٣ قضیه

م�ͳکند. منتقل مبدا به را x٠ ͳابتدای وضعیت هر که دارد وجود بهینه�ای کنترل آن�گاه

کنید. مراجعه [١۴] مرج΄ به برهان.

ͳحقیق ͳΎهم A ویژه�ی مقادیر اگر کنترل)). Ϳسوئی) ۴ علامت�ها تغییر (تعداد ٣.١.٣ قضیه

حداکثر بهینه زمان کنترل آن�گاه باشد، داشته وجود فردی) به (منحصر بهینه ͳزمان کنترل و بوده

بزند). (کلید بدهد علامت تغییر مرتبه (n− ١) م�ͳتواند

کنید. مراجعه [١۴] مرج΄ به برهان.

صدق زیر شرایط در که x٢(t) و x١(t)وضعیت متغیرهای با ͳ΋دینامی یΈسیستم مثال١.٣.۴.

م�ͳشود توصیف م�ͳکند

x١
′ = −x١ − u

x٢
′ = −٢x٢ − ٢u

٣Characteristic value
۴Switch



٧٢ فازی بهینه�ی زمان کنترل مسئله حل .٣

|u| ≤ ١

به (x١′, x٢′) دلخواه وضعیت از را سیستم که م�ͳکنیم پیدا را ͳکنترل ماکزیمم اصل از استفاده با

[١] دهد. انتقال زمان کمترین در (٠,٠) مبدا

حل:

A =

[
−١ ٠
−٢ ٠

]
⇒ λ١ = ٠, λ٢ = −١

از عبارتست هامیلتونین

H = −١+ ψ١(−x١ − u) + ψ٢−)٢x٢ − ٢u) (١٨.٣)

آن در که

ψ١
′ = − ∂H

∂x١
= ψ١ ⇒ ψ١ = Aet (١٩.٣)

ψ٢
′ = − ∂H

∂x٢
= ٢ψ٢ ⇒ ψ٢ = Be٢t (٢٠.٣)

ماکزیمم اصل طبق پس H = −(ψ١ + ٢ψ٢)u− ١− x١ψ١ − ٢x٢ψ٢ ͳطرف از

u =

{
+١ ;ψ١ + ٢ψ٢ < ٠
−١ ;ψ١ + ٢ψ٢ > ٠ (٢١.٣)

حال

ψ١ + ٢ψ٢ = Aet + ٢Be٢t = Aet((١+ ٢Bet)/A) (٢٢.٣)

است. موجود u کنترل در کلید Έی حداکثر پس دارد صفر Έی حداکثر معادله این و

اگر

u = k = ±١

آن�گاه:

x١
′ + x١ = −k یا x١ = Aet − k (٢٣.٣)

x٢
′ + ٢x٢ = −٢k یا x٢ = Be−٢t − k (٢۴.٣)

داریم tحذف با

(x١ + k)٢ = c(x٢ + k) (٢۵.٣)

پس

k = ١ : (x١ + ٢(١ = c(x٢ + ١) (٢۶.٣)



٧٣ اول نوع Έکلاسی ͳخط بهینه�ی زمان کنترل مسئله�ی .١.٣

است شده ΀تشری زیر ش΋ل در که

u∗ = −١ با متناظر بهینه مسیرهای :١.٣ ش΋ل

k = −١ : (x١ − ٢(١ = c(x٢ − ١)

u∗ = +١ با متناظر بهینه مسیرهای :٢.٣ ش΋ل



٧۴ فازی بهینه�ی زمان کنترل مسئله حل .٣

م�ͳشود: نتیجه زیر ش΋ل قبل نمودار دو ترکیب از

ͳترکیب بهینه :٣.٣ ش΋ل

م�ͳشود تعریف زیر صورت به کلیدی ͳمنحن

x٢ =

{
(x١ + ٢(١ − ١ ;x١ > ٠
١− (x١ − ٢(١ ;x١ < ٠ (٢٧.٣)

مختلط: ویژه مقادیر با دستΎاه�های

ماتریس آن�گاه باشند مختلط ویژه�ی مقادیر دارای x′ = Ax + bu دستΎاه از A ماتریس اگر

بود. خواهد مختلط ویژه�ی مقادیر دارای نیز A∗ هم�وضعیت

رفتار ،(u = ٠) نشده اعمال کنترل و است مختلط ویژه�ی مقادیر داری دستΎاه که ͳامΎهن

تنها بهینه کنترل اعمال دهد. تغییر را رفتار این م�ͳتواند کنترل اعمال است. ͳنوسان دستΎاه

بودند ͳحقیق ویژه مقادیر که ͳحالت در م�ͳکند. ایجاد ͳطبیع رفتار این در مختصری دست΋اری

در این�که به نظر آوریم دست به آن هم�وضعیت معادله حل بدون را ͳترکیب بهینه�ی م�ͳتوانیم که دیدیم

مسیرهای رفتار امتحان با تنها را جواب م�ͳتوانیم باشد، موجود م�ͳتواند ͿسوئیΈی تنها حالت این

کنیم. ت΋میل u = −١ و u = ١ با متناظر

هستند: نوع سه مختلط ویژه�ی مقادیر با دستΎاه�های

محض ͳموهوم الف)

ͳمنف ͳحقیق جزء با ویژه مقادیر ب)

مثبت ͳحقیق جزء با ویژه مقادیر ج)



٧۵ اول نوع Έکلاسی ͳخط بهینه�ی زمان کنترل مسئله�ی .١.٣

م�ͳباشند. محض ͳموهوم ویژه مقادیر آن در که م�ͳآوریم ͳمثال زیر در

دستΎاه .۵.١.٣ }مثال
x١

′ = x٢
x٢

′ = −x١ + u
(٢٨.٣)

|u| ≤ ١

u = u(t) کنترل تاب΄ گردد کنترل مبدا به زمان کمترین در فاز صفحه�ی در اولیه یΈنقطه�ی از باید

م�ͳآوریم. دست به را ͳترکیب بهینه م�ͳباشد، |u| ≤ ١ قید دارای

حل:

داریم مثال این در

A =

[
٠ ١
−١ ٠

]
→ −A∗ =

[
٠ ١
−١ ٠

]

ویژه مقادیر : |A− λI| =
∣∣∣∣−λ ١
−١ λ

∣∣∣∣ = ٠ → λ = ±i

است. م�ͳباشند، محض ͳموهوم که ±i ویژه مقادیر دارای نیز −A∗ بنابراین

م�ͳدهیم: تش΋یل را هامیلتونین ابتدا

H = −١+ ψ١x٢ + ψ٢(−x١ + u) (٢٩.٣)

بنابراین: گردد. بیشینه u∗ = −sgnψ٢ = ±١ باید H پس است ͳخط u به نسبت H چون

ψ′ = −A∗ψ ⇒
{
ψ١

′ = ψ٢
ψ٢

′ = −ψ١
صفرهای و ثابت اعداد l, k آن در که s = ψ٢ = k sin(t+ l) م�ͳآوریم دست به A ویژه مقادیر از

دارند. قرار t = −l ± nπ در s

از: عبارتند وضعیت معادلات

x١
′ = x٢ (٣٠.٣)

x٢
′ = −x١ + u∗ (٣١.٣)

داریم: ،u∗ = ١−,١ فرض با

u∗ = ١ ⇒
{
x١ − ١ = a sin(t+ α)

x٢ = a cos(t+ α)

داریم نتیجه در هستند. دلخواه ثابت�های α و a

(x١ − ٢(١ + x٢ = a٢ (٣٢.٣)



٧۶ فازی بهینه�ی زمان کنترل مسئله حل .٣

جهت همان آن�ها جهت که (١,٠) نقطه�ی مرکز به م�ͳباشند دوایر از خانواده�ای معادلات این

باشد. خانواده این از عضوی کننده مشخص φ+ کنیم فرض است. ساعت عقربه�های

داریم: است u∗ = −١ که ͳامΎهن

x١ + ١ = a sin(t+ α) (٣٣.٣)

x٢ = a cos(t+ α) (٣۴.٣)

⇒ (x١ + ٢(١ + x٢
٢ = a٢ (٣۵.٣)

باشد. خانواده این از عضوی کننده مشخص φ− کنیم فرض .(−١,٠) مرکز به دوایر از خانواده�ای



٧٧ اول نوع Έکلاسی ͳخط بهینه�ی زمان کنترل مسئله�ی .١.٣

م�ͳدهد. نشان را مربوطه دوایر زیر ش΋ل

u∗ = +١ با متناظر بهینه مسیر :۴.٣ ش΋ل

u∗ = −١ با متناظر بهینه مسیر :۵.٣ ش΋ل



٧٨ فازی بهینه�ی زمان کنترل مسئله حل .٣

مبدا به نیم�دایره مسیر دو :۶.٣ ش΋ل

انجام Ϳسوئی آن�ها در که ͳنقاط با باشد φ− و φ+ از ͳقوس�های شامل باید o به بهینه مسیر

در و بود خواهد π ریشه دو بین ͳزمان بازه�های شده�اند. معین s ریشه�های با نقاط این و م�ͳپذیرد

م�ͳدانیم م�ͳکند. جاروب را نیم�دایره از ͳقوس φ− یا φ+ مسیرهای از Έی هر بر نقطه Έی زمان این

م�ͳبینیم (۶.٣) ش΋ل در که همان�طور برسیم. مبدا به م�ͳتوانیم φ− یا φ+ کمان دو از ͳ΋ی با فقط

م�ͳباشد. (٢,٠) نقطه�ی P١ و (١,٠) نقطه�ی N ،(−١,٠) نقطه�ی M

بهینه: مسیر جزئیات

t = φ−π در را خود ͳقبل Ϳسوئی باید م�ͳکند Ϳسوئی t = φ زمان در و P١ در φ١+ به که مسیری

به ایست دایره که باشد واق΄ P١ بر مار φ− مسیر ͳبالای نیمه بر نتیجه در و باشد شده داده انجام

. ٣ شعاع و (−١,٠) مرکز

در باید مسیر این کند. Ϳسوئی Q نقطه�ی در φ١+ مسیر به که م�ͳگیریم نظر در را مسیری اکنون

طوری�که به داده انجام R در را خود ͳقبل Ϳسوئی که باشد واق΄ Q بر مار φ١− بر φ− π ≤ t ≤ φ

واق΄ در باشد Ϳسوئی نقاط ͳهندس م΋ان که داریم Ϳسوئی ͳمنحن به نیاز ما است. نیم�دایره قطر RQ

(٧.٣) ش΋ل از باشد. φ١+ دلخواه نقطه�ی هر Q که ͳحال در کنیم تعیین را R ͳهندس م΋ان باید

آن�گاه باشد، (١,٠) نقطه�ی N و (−١,٠) نقطه�ی M ،(−٣,٠) نقطه�ی L اگر که م�ͳشود دیده

متشابهند. MQN و MRL مثلث�های

خواهد ١ شعاع و L مرکز به دایره ͳبالای نیمه�ی R ͳهندس م΋ان لذا ،LR = NQ = ١ بنابراین

دایره ͳپایین نیمه�ی در را خود ͳقبل Ϳسوئی باید φ١− به کننده Ϳسوئی بهینه مسیر مشابه، طور به بود.

دهد. انجام ١ شعاع و (٣,٠) مرکز به



٧٩ اول نوع Έکلاسی ͳخط بهینه�ی زمان کنترل مسئله�ی .١.٣

م�ͳدهیم. ادامه Q از پسرو صورت به را عمل کننده Ϳسوئی منحن�ͳهای ͳباق محاسبه�ی برای

(۵,٠) مرکز به دایره ͳپایین نیمه�ی در را خود ͳقبل Ϳسوئی R در کننده Ϳسوئی مسیر که است ΀واض

آخر. ͳال و بود خواهد ١ شعاع و

همان�گونه .١ شعاع به Έی هر نیم�دایره�هاست از رشته�ای شامل Γ کننده Ϳسوئی ͳمنحن بنابراین

مسیرهای از ͳبعض و کننده Ϳسوئی ͳمنحن (٩.٣) ش΋ل است. شده داده نشان (٨.٣) ش΋ل در که

از: عبارتست ͳترکیب بهینه�ی که م�ͳشود دیده م�ͳدهد. نشان را نمونه

u∗ =

{
−١ φ−

روی١ بالایΓیا
+١ φ+

روی١ زیرΓیا
(٣۶.٣)

R ͳهندس م΋ان محاسبه�ی :٧.٣ ش΋ل

هستند نیم�دایره طوقه�های از رشته�ای کننده، Ϳسوئی منحن�ͳهای :٨.٣ ش΋ل



٨٠ فازی بهینه�ی زمان کنترل مسئله حل .٣

نمونه مسیرهای و کننده Ϳسوئی ͳمنحن :٩.٣ ش΋ل

دوم بهینه�یکلاسیΈنوع زمان کنترل مسئله�ی ٢.٣

دادیم. قرار ͳبررس مورد را اول نوع Έکلاسی بهینه�ی زمان کنترل مسئله�ی قبل بخش در [٢١]

رسیدن و آغازین) (نقطه�ی یΈنقطه از کردن هدفحرکت مسائل، نوع این در که کردیم ملاحظه

زمان کنترل مسئله�ی بخش این در م�ͳخواهیم حال است. مم΋ن زمان حداقل با دیΎر نقطه�ی به

م�ͳکنیم شروع M٠ مانند آغازین مجموعه�ی Έی از مسئله این در کنیم. ͳمعرف را دوم نوع بهینه�ی

برسیم. M١ مانند ͳپایان مجموعه�ی Έی به م�ͳخواهیم قبول قابل کنترل Έی با و

م�ͳگیریم نظر در M١ را پایان خط و M٠ را شروع خط ͳمیدان و دو مسابقه در مثال: عنوان به

مم΋ن زمان کمترین با م�ͳخواهند و دارند قرار خط این مختلف نقاط در دوندگان از ͳگروه که

برسانند. ͳپایان خط به را خود

دوم: نوع بهینه�ی زمان کنترل مسئله�ی ͳمعرف

قبول قابل کنترل تاب΄ Έی u و ،Rn از ͳته غیر و فشرده مجموعه�های M١ و M٠ کنیم فرض

جواب دارای شد توصیف اول بخش در که (١.٣) سیستم اگر باشد. I = [t٠, t١] بازه�ی روی

،u کنترل که م�ͳشود گفته صورت این در ،x(t١) ∈M١ و x(t٠) ∈M٠ که گونه�ای به باشد x(t)

بازه�ی روی بر M١ مجموعه�ی روی ͳنهای حالت به M٠ مجموعه�ی روی آغازین حالت از را �ͳش

م�ͳدهد. انتقال I = [t٠, t١]

بهینه�ی زمان کنترل مسئله�ی دهیم انتقال زمان کوتاهترین M١در M٠به از را �ͳش بخواهیم اگر
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داشت: خواهیم زیر صورت به را دوم نوع

min
u

∫ t١

t٠

dt = t١ − t٠ (٣٧.٣)

S.t. x′ = Ax+ u (٣٨.٣)

x(t٠) ∈M٠ (٣٩.٣)

x(t١) ∈M١ (۴٠.٣)

مسئله�ی از که u(t)جواب شده�اند. داده پایان و آغازین مجموعه�های عنوان M١به M٠و آن در �که

سیستم از که x(t) جواب و م�ͳنامند قبول قابل کنترل را م�ͳآید دست به (٣٧.٣)-(۴٠.٣)

م�ͳنامند. بهینه مسیر را م�ͳآید دست به (٣٨.٣)-(۴٠.٣)

بهینه زوج Έی (u(t), x(t)) زوج به ترتیب این به باشد بهینه مسیر x(t) و بهینه کنترل u(t) اگر

کنیم: ͳنویس فرمول زیر صورت به م�ͳتوانیم را دوم نوع Έکلاسی مسئله�ی م�ͳشود. گفته قبول قابل

min
u,p∈M٠,q∈M١

∫ t١

t٠

dt = t١ − t٠ (۴١.٣)

S.t. x′ = Ax+ u (۴٢.٣)

x(t٠) = p (۴٣.٣)

x(t١) = q (۴۴.٣)

به ((۴١.٣)-(۴۴.٣)) یا (٣٧.٣)-(۴٠.٣) دوم نوع Έکلاسی بهینه زمان کنترل مسئله�ی

است. گرفته قرار مطالعه مورد [٢١] در ͳخوب

.[٢١] م�ͳدهیم ارائه مسئله سازی بهینه برای را لازم شرایط حال

I = [t٠, t١] بازه�ی روی قبول قابل کنترل Έی u کنید فرض ماکزیمم). (اصل تعریف١.٢.٣

ماکزیمم اصل در (u(t), x(t)) زوج گوییم باشد. (٣٨.٣)-(۴٠.٣) مسئله�ی جواب x و باشد

باشد. ψ ͳبدیه غیر جواب دارای زیر مزدوج سیستم اگر م�ͳکند صدق [t٠, t١] روی

ψ′ = −A∗ψ

کند: صدق زیر شرایط در ،ψ = (ψ١, ψ٢, . . . , ψn) و م�ͳباشد Aماتریس ترانهاده A∗ آن در که

ماکزیمم: شرط (١

< u(t), ψ(t) >= c(U, ψ(t)) ∀t ∈ [t٠, t١] (۴۵.٣)
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:M٠ روی تراگردی شرط (٢

< x(t), ψ(t) >= c(M٠, ψ(t٠)) (۴۶.٣)

:M١ روی تراگردی شرط (٣

< x(t١)− ψ(t١) >= c(M١,−ψ(t١)) (۴٧.٣)

از را ψ و u بردارهای ͳداخل ضرب حاصل < u, ψ >= u١ψ١ + u٢ψ٢ + . . .+ unψn این�جا در

فشرده�ی مجموعه�ی ͳحمایت تاب΄ دهنده�ی نشان c(S, ψ) = maxs∈S < s, ψ > و م�ͳدهد نشان Rn

م�ͳباشد. Rn از S

M١ و M٠ کنید فرض بهینه). زمان کنترل مسئله�ی سازی بهینه برای لازم (شرایط ٢.٢.٣ قضیه

[t٠, tبازه�ی[١ روی قبول قابل کنترل یΈتاب΄ u(t) و باشند فشرده و محدب ،ͳته غیر مجموعه�های

(x(t), u(t)) زوج صورت این در باشد. (٣٧.٣)-(۴٠.٣) مسئله�ی برای بهینه مسیر Έی x(t) و

م�ͳسازد. برقرار [t٠, t١] بازه�ی روی را ماکزیمم اصل

حالت این در کنیم. پرتاب ͳفضای ایستΎاه سمت به زمین از را ͳ΋موش م�ͳخواهیم مثال٣.٢.٣.

فرضم�ͳکنیم م�ͳکند، پیروی زیر ͳحرکت روابط از که حرکت حال در یΈجسم عنوان به موشΈرا

x′′ = f(t)

Έموش انحراف مقدار :x

Έموش شتاب :x′′

t لحظه�ی در Έموش به شده وارد نیروی :f(t)

�ͳشرط به کند، تغییر م�ͳشود، وارد Έموش به که ͳزمان در f(t) نیروی که است این بر فرض

x(٠) = −۵
٢ م΋ان در t٠ = ٠ زمان در Έموش آغاز، لحظه�ی در باشد. برقرار |f(t)| ≤ ١ که

لازم لحظه این در م�ͳباشد. |x′(t)| ≤ ١ محدوده�ی در Έموش اولیه�ی سرعت هم�زمان دارد. قرار

باشد. x′(t١) = ٠ برابر سرعت و شود پرتاب ١ ≤ x(t١) ≤ ٢ به اولیه محل از Έموش که است

است. ͳفضای ایستΎاه به رسیدن زمان برسد، صفر به سرعت که ͳامΎهن

پذیرد. انجام ͳزمان هر در و ١ ≤ x ≤ ٢ از ͳموقعیت هر در م�ͳتواند شدن Έنزدی این

کنیم: ͳبازنویس زیر صورت به جدیدی ش΋ل به م�ͳتوانیم را بالا مسئله�ی

x١ = x (۴٨.٣)



٨٣ دوم نوع Έکلاسی بهینه�ی زمان کنترل مسئله�ی .٢.٣

x٢ = x′ (۴٩.٣)

u١ = ٠ (۵٠.٣)

u٢ = f (۵١.٣)

ͳحرکت معادله�ی که م�ͳباشد X = (x١, x٢) بعدی دو حالت فضای به تبدیل واق΄ در مسئله�ای چنین

کنیم: ͳبازنویس زیر صورت به م�ͳتوانیم را }آن
x′١ = x٢
x′٢ = u٢

(۵٢.٣)

م�ͳکنیم: تعریف زیر صورت به و م�ͳنامیم کنترل بردار را U = (u١, u٢) آن در که

U = {u ∈ R٢|u١ = ٠ , |u٢| ≤ ١} (۵٣.٣)

م�ͳشود آغاز شده، تعریف زیر صورت به که M٠ مجموعه�ی از ابتدا Έموش حرکت

M٠ = {x ∈ R٢|x١ =
−۵
٢ , |x٢| ≤ ١} (۵۴.٣)

م�ͳیابد. خاتمه شده، تعریف زیر صورت به که M١ مجموعه�ی به نهایت در و

M١ = {x ∈ R١|٢ ≤ x ≤ ٢ , x٢ = ٠} (۵۵.٣)
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شده�اند. داده نشان (١٠.٣) ش΋ل در M١ و M٠ مجموعه�های

M١ و M٠ مجموعه�های :١٠.٣ ش΋ل

کنیم. پیدا حرکت برای ͳکل قاعده�ی Έی ماکزیمم اصل از استفاده با م�ͳخواهیم

صورت به (۵٢.٣) معادلات برای Aماتریس

A =

[
٠ ١
٠ ٠

]
بنابراین م�ͳباشد.

A∗ =

[
٠ ٠
١ ٠

]
م�ͳباشد: زیر صورت به دستΎاه مزدوج سیستم معادلات و است

ψ′ = −A∗ψ ⇒
{
ψ′
١ = ٠

ψ′
٢ = −ψ١

داریم M١ و M٠ ،U مجموعه�های برای ماکزیمم اصل تعریف از استفاده با حال

c(U, ψ) = |ψ٢| , c(M٠, ψ) =
−۵
٢ ψ١ + |ψ٢| , c(M١, ψ) =

٣
٢ψ١ +

١
٢ |ψ١| (۵۶.٣)

داریم: تعریف از ماکزیمم شرط به توجه با

u٢(t)ψ٢(t) = |ψ٢(t)| (۵٧.٣)

بنابراین دارد. ψ٢ علامت به ͳΎبست u٢ علامت که است این نشان�دهنده�ی این که u٢(t) = ١ if ψ٢(t) > ٠
u٢(t) = −١ if ψ٢(t) < ٠

−١ < u٢(t) < ١ if ψ٢(t) = ٠
(۵٨.٣)

داریم: M٠ مجموعه�ی روی تراگردی اصل از استفاده با هم�چنین و
−۵
٢ ψ(٠)١ + x(٠)٢ψ(٠)٢ =

−۵
٢ ψ(٠)١ + |ψ(٠)٢| (۵٩.٣)
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دارد. ψ(٠)٢ علامت به ͳΎبست x٢(t٠) علامت م�ͳشود ملاحظه که همان�طور x٢(t٠) = ١ if ψ(٠)٢ > ٠
x٢(t٠) = −١ if ψ(٠)٢ < ٠

−١ < x٢(t٠) < ١ if ψ(٠)٢ = ٠
(۶٠.٣)

داریم: M١ روی تراگردی اصل از هم�چنین و

x١(t١)(−ψ١(t١)) =
−٣
٢ ψ١(t١) +

١
٢ |ψ١(t١)| (۶١.٣)

دارد. ψ١(t١) علامت به ͳΎبست x١(t١) که است آن نشان�دهنده�ی این که x١(t١) = ١ if ψ١(t١) > ٠
x١(t١) = ٢ if ψ١(t١) < ٠

١ < x١(t١) < ٢ if ψ١(t١) = ٠
(۶٢.٣)

اولیه�ی جواب دارای مزدوج سیستم کنیم فرض حال

ψ(٠) = (ψ(٠)١, ψ(٠)٢) ∈ S (۶٣.٣)

داریم: بنابراین باشد.

ψ١(t) = ψ(٠)١ و ψ٢(t) = −ψ(٠)١t+ ψ(٠)٢ (۶۴.٣)

به ͳΎبست u٢(t) علامت ماکزیمم اصل تعریف از ماکزیمم شرط طبق کردیم ذکر که همان�طور

م�ͳکند میل صفر سمت به ψ٢(t) آن در که بΎیریم نظر در ͳزمان را θ اگر حال دارد. ψ٢(t)علامت

کند میل صفر سمت به ψ٢(θ) که ͳحالت در زیرا نم�ͳکند پیروی u٢(θ) از زمان تاب΄ حالت این در

هی�Ϳگاه حالت این در و است t زمان به وابسته و ͳخط ψ٢(t) تاب΄ .−١ < u٢(θ) < ١ داریم آن�گاه

باشد. صفر نم�ͳتواند

داشته م�ͳتواند −١ و +١ مقدار دو u ،u٢(t) به توجه با و ماکزیمم اصل به توجه با بنابراین

که ͳوقت م�ͳباشد θ زمان در هم آن که بخورد Ϳسوئی م�ͳتواند بار Έی تنها این بر علاوه باشد.

م�ͳکنیم. ͳبررس را u٢ برای شده ذکر حالت�های اکنون باشد. ψ٢(θ) = ٠

صورت به (۵٢.٣) حالت فضای معادلات صورت این در است، u٢(t) = +١ که ͳحالت ابتدا

م�ͳباشد: }زیر
x′١ = x٢
x′٢ = ١ (۶۵.٣)

ثابت را c مقدار که ،x١ = ١
٢(x

٢
٢) + c م�ͳآوریم دست به اول معادله�ی از انتΎرال�گیری با که

است. شده داده نشان کار روند (١١.٣) ش΋ل در م�ͳنامیم. انتΎرال�گیری

پی΋ان�ها وسیله�ی به حرکت امتداد و جهت که م�ͳگذارد نمایش به را ͳهای�ͳسهم ش΋ل این

شده�اند. مشخص
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u٢ = +١ با متناظر بهینه مسیرهای :١١.٣ ش΋ل

معادله�ی گذاشتن اختیار در موجب اشاره مورد روند نیز u٢(t) = −١ حالت برای مشابه به�طور

م�ͳباشد. سهم�ͳها از خانواده�ای و شده داده نشان (١٢.٣) ش΋ل در که م�ͳباشد x١ = −١
٢ (x٢٢)+ c

u٢ = −١ با متناظر بهینه مسیرهای :١٢.٣ ش΋ل

اساس بر را حل مسیرهای و معادلات تمام و کرده ایجاد را (١٣.٣) ش΋ل نمودار م�ͳتوان حال

ͳخط معادله��ی به منظور این به رسیدن و اثبات برای آوریم. دست به ماکزیمم اصل معادلات ایجاد

داریم: نیاز زیر

ψ٢(t) = −ψ(٠)١t+ ψ(٠)٢ (۶۶.٣)

م�ͳدهیم. قرار ͳبررس مورد را حالت سه (ψ(٠)١, ψ(٠)٢) ∈ S عضو هر برای اساس این بر

نقطه�ی از و کرده M٠استفاده مجموعه�ی شرایط از آن�گاه باشد، ψ(٠)٢ < ٠ اگر اول: حالت

دارنده باز یΈحالت عنوان به م�ͳتواند حالت این در ψ٢(t) تاب΄ م�ͳکند. عبور x(٠) ∈ (−۵٢ ,−١)
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م�ͳکند. ایجاد را (١٣.٣) ش΋ل در (I) خط باشد ψ(٠)١ > ٠ اگر حالت این در کند. عمل

داریم صورت این در که م�ͳکند ایجاد را (١٣.٣) ش΋ل در (I ′) خط باشد ψ(٠)١ < ٠ اگر و

که م�ͳشود خارج x(٠) = (−۵٢ ,−١) نقطه�ی از x(t) مسیر از ͳحالت هر در بنابراین .u٢(t) = −١

شده داده نشان مسیر خط و رسیدن نتیجه�ی به نم�ͳرسد M١ مجموعه�ی به هی�Ϳگاه حالت این در

کنید. توجه شده�اند مشخص I ′ و I با که (١۴.٣) ش΋ل در

نقطه�ی که م�ͳکند M٠پیروی روی تراگردی اصل از آن�گاه باشد، ψ(٠)٢ = ٠ اگر دوم: حالت

کند. انتخاب را M٠ مجموعه�ی از مقداری اختیاری صورت به و کند تغییر م�ͳتواند x(٠) آغاز

و t > ٠ اگر ψ٢(t) مقدار به توجه با و ψ(٠) ∈ S که ͳآن�جای از .ψ(٠)١ ̸= ٠ حالت این در

.(١٣.٣) ش΋ل در II ′ خط ψ(٠)١ < ٠ و t > ٠ اگر و (١٣.٣) ش΋ل در II خط ψ(٠)١ > ٠

کنیم: بیان زیر صورت به م�ͳتوانیم را u٢(t) ماکزیمم، شرط طبق صورت این در

آن�گاه باشد، ψ(٠)١ < ٠ اگر و u٢(t) = −١ آن�گاه باشد، ψ(٠)١ > ٠ اگر t > ٠ برای

به مربوط مسیرهای م�ͳکنید ملاحظه (١۴.٣) ش΋ل در که همان�طور بود. خواهد u٢(t) = +١

نم�ͳرسند. M١ مجموعه�ی به هی�Ϳکدام II ′ و II

.x(٠) = (−۵٢ ,+١) داریم، M٠ مجموعه�ی روی آن�گاه باشد، ψ(٠)٢ > ٠ اگر سوم: حالت

در III خط ψ(٠)١ > ٠ برای و (١٣.٣) ش΋ل در III ′ خط ψ(٠)١ < ٠ برای صورت این در

داریم. را (١٣.٣) ش΋ل

:١٣.٣ ش΋ل
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M١ مجموعه�ی به M٠ مجموعه�ی از Έموش حرکت مسیر :١۴.٣ ش΋ل

شده آغاز x(٠) = (−۵٢ ,+١) آغاز نقطه�ی از که x(t) مسیر آن�گاه باشد، u٢(t) = +١ اگر

نشان III ′ صورت به (١۴.٣) ش΋ل در ͳمسیرهای چنین نم�ͳکند. قط΄ M١را مجموعه�ی هی�Ϳگاه

است. شده داده

مسیرها ،θ زمان�های از ͳبرخ در باشد، −١ سپس و +١ برابر ابتدا در u٢(t) معادله�ی اگر

ش΋ل از .((١٣.٣) ش΋ل در III ) م�ͳرسند M١ مجموعه�ی به و م�ͳکنند قط΄ را هم�دیΎر

M١ مجموعه�ی مسیر خط توسط بسیاری نقاط در ͳمسیرهای چنین که م�ͳشود ملاحظه (١۴.٣)

م�ͳآید. وجود به جدید ش΋ل Έی م�ͳشود ملاحظه که همان�طور که م�ͳرسند هم به

م�ͳپردازیم: (۶٢.٣) در M١ مجموعه�ی شرایط ͳبررس به حال

رابطه�ی از که است آن بیانΎر ψ(٠)١ > ٠ حالت شده، داده مسیرهای تمام برای که ͳآن�جای از

م�ͳشود. مشخص x١(t١) = ١ شرایط از x(t) مسیرهای ͳپایان نقاط م�ͳکند، پیروی (۶٢.٣)

راست خط Έی آن�ها موقعیت و ͳپایان معادلات تمام که م�ͳشود ملاحظه (١۴.٣) ش΋ل در

م�ͳکنیم. ایجاد را ماکزیمم اصل آن از استفاده با و م�ͳکنیم پیدا را فرد به منحصر خط است.

نوع ͳسهم با آن تقاط΄ محل و م�ͳکند قط΄ (−۵٢ ,+١) نقطه��ی در را I نوع ͳسهم x(٠) نقطه�ی

بیابیم. را II و I نوع سهم���ͳهای م�ͳتوانیم نقاط این از استفاده با که م�ͳباشد (١,٠) نقطه��ی در II

x١ = −١
٢ (x٢)

٢ + ١ صورت به II نوع ͳسهم و x١ = ١
٢(x٢)

٢ − ٣ صورت به I نوع ͳسهم

از حرکت شروع نقطه�ی م�ͳباشد. x(θ) = (−١,٢) نقطه�ی در آن�ها تقاط΄ محل م�ͳباشد.

و مسیر خط (۶۵.٣) معادله�ی از م�ͳباشد. u٢(t) = +١ معادله�ی با و x(٠) = (−۵٢ ,+١)

م�ͳباشد: زیر جواب� دارای که م�ͳکنیم، پیدا را م�ͳشود آغاز x(٠) = (−۵٢ ,+١) از که x(t) مسیر

x١(t) =
١
٢(t− ٢(١ − ٣ و x٢(t) = t+ ١ (۶٧.٣)



٨٩ فازی ͳخط بهینه�ی زمان کنترل مسئله�ی .٣.٣

شده داده نشان تصویر در که آن�چنان نقاط θ لحظه�ی در مسیری خط و مسیر چنین امتداد در

وجود به سبب ٢ = θ + ١ آن از که کرده قط΄ را همدیΎر (−١,٢) نقطه�ی در x(t) مسیر است

با همراه (۶٢.٣) معادله�ی از که م�ͳگیریم نظر در را ͳخط آن متعاقب م�ͳشود. θ = ١ آمدن

معادله�ی م�ͳکنید ملاحظه که همان�طور م�ͳکند. پیروی x(٠) = (−١,٢) شرط از و u٢(t) = −١

جواب دو دارای (۶۵.٣)

x١(t) =
−(t− ٢(٣

٢ + ١ و x٢ = −(t− ٣) (۶٨.٣)

دست به که م�ͳباشد (١,٠) ͳانتهای نقطه�ی در مسیر خط برخورد صورت به t وقوع زمان م�ͳباشد.

به ماکزیمم اصل روش اساس بر را u(t) فرد به منحصر معادله�ی توانستیم بنابراین .t١ = ٣ م�ͳآوریم

I = [٠,٣] بازه�ی M١روی مجموعه�ی M٠به مجموعه�ی از را Έموش انتقال جهت و آوریم دست

آوریم. دست به

فازی ͳبهینه�یخط زمان کنترل مسئله�ی ٣.٣

توجه مورد ͳقبل بخش�های در که دوم و اول نوع Έکلاسی مسئله�ی ͳپایان و آغازین مقادیر اگر

داشت: خواهیم زیر صورت به را بهینه زمان کنترل مسئله�ی باشند، فازی گرفت، قرار

min
u

∫ t١

t٠

dt = t١ − t٠ (۶٩.٣)

S.t. x′ = Ax+ u (٧٠.٣)

x(t٠) = ε̃ (٧١.٣)

x(t١) = ξ̃ (٧٢.٣)

م�ͳشوند. داده فازی ͳخروج و ورودی مجموعه�های عنوان به ξ̃ و ε̃ آن در که

راه�های از را (۶٩.٣)-(٧٢.٣) مسئله�ی م�ͳتوان فازی تاب΄ برای مختلف تعاریف اساس بر

مسائل از سری Έی عنوان به م�ͳتوانیم را (۶٩.٣)-(٧٢.٣) مسئله�ی کرد. تفسیر ͳمتفاوت

مقدار و ε از p آغازین مقدار صورت این در کنیم. تفسیر (۴.٣)-(٧.٣) اول نوع Έکلاسی

و upq ،t١pq صورت به (۴.٣)-(٧.٣) مسئله�ی جواب آن در که م�ͳآید، دست به ξ از q ͳپایان

م�ͳباشد. xpq

م�ͳباشد. ε در p عضویت دهنده�ی نشان µε(p) آن در که باشد α = min{µε(p), µξ(q)} اگر



٩٠ فازی بهینه�ی زمان کنترل مسئله حل .٣

α عضویت درجه�ی با (۶٩.٣)-(٧٢.٣) مسئله�ی جواب (t١pq, upq, xpq) که داد خواهیم نشان

م�ͳباشد.

t̃١ محاسبه�ی ͳΎونΎچ م�ͳکند. مشخص را t̃١ فازی عدد Έی گردید تعریف بالا در که t١pq

م�ͳدهیم. قرار مطالعه مورد را

را t̃١ عدد م�ͳکنند، معین را α−برش محدوده�ی چپ و راست حدود که t١(α) و t١(α) تواب΄

ارقام محاسبه�ی به فازی بهینه�ی زمان محاسبه�ی مسئله�ی بنابراین م�ͳکنند. مشخص کامل طور به

م�ͳیابد. کاهش t١(α) و t١(α)

مسئله�ی برای x(t) بهینه�ی جواب ͳنهای و آغازین مقادیر م�ͳدانیم که همان�طور

مقدار بنابراین .[٢١] م�ͳآیند دست به M١ و M٠ محدوده�های روی بر (٣٧.٣)-(۴٠.٣)

M١به = ξα M٠و = εα دادن قرار با (٣٧.٣)-(۴٠.٣) مسئله�ی کردن حل با م�ͳتوان را t١(α)

آورد. دست

م�ͳباشند.) ξ و ε از ͳبرش�های−α دهنده�ی نشان ξα و εα)

م�ͳکنیم: بیان گونه این را مسئله حال

min
u

∫ t١

t٠

dt = t١ − t٠ (٧٣.٣)

S.t. x′ = Ax+ u (٧۴.٣)

x(t٠) ∈ εα (٧۵.٣)

x(t١) ∈ ξα (٧۶.٣)

م�ͳباشد. دوم نوع Έکلاسی مسئله�ی Έی (٧٣.٣)-(٧۶.٣) مسئله�ی

که: دید م�ͳتوان (۴١.٣) کردن محاسبه با

t١(α) = min
p∈εα,q∈ξα

t١pq (٧٧.٣)

که حالت بهترین در نقطه دو بین مم΋ن زمان کوتاهترین ͳیعن t١(α) مقدار که باشید داشته توجه

در مم΋ن زمان کوتاهترین معنای به t١(α) متشابها م�ͳباشد. ξα از دیΎری و εα از آن�ها از ͳ΋ی

هاست: حالت بدترین

t١(α) = max
p∈εα,q∈ξα

t١pq (٧٨.٣)

داد. انجام t١(α) محاسبه�ی مشابه م�ͳتوان را t١(α) محاسبه�ی

م�ͳکنیم. بیان را t١(α) محاسبه�ی ͳΎونΎچ مثال Έی با بعد بخش در



٩١ مثال با فازی بهینه�ی زمان محاسبه�ی روش .۴.٣

مثال با فازی بهینه�ی زمان روشمحاسبه�ی ۴.٣

اجرا فازی بهینه�ی زمان کنترل مسئله�ی Έی روی بر را شده پیشنهاد روش�های بخش این در [١٩]

م�ͳباشد. آویخته Ίآون ͳقطع ͳریاض مسئله�ی شده فازی حالت�های از ͳ΋ی مسئله این م�ͳکنیم.

م�ͳگیریم. نظر در شده داده فازی مرزی شرایط با را زیر بهینه زمان کنترل مسئله�ی .١.۴.٣ مثال

(t٠ = ٠ که کنید (توجه

min

∫ t١

٠
dt = t١ (٧٩.٣)

S.t.
{
x١

′ = x٢
x٢

′ = −x١ + u٢
(٨٠.٣)

U = {u = (u١, u٢)|u١ = ٠, |u٢| ≤ ١} ⊂ R٢ (٨١.٣)

x(٠)١ = ε١ = (−۶,−۵,−۴) ; x(٠)٢ = ε٢ = (٢,٣,۴) (٨٢.٣)

x١(t١) = ξ١ = (−٠٫۵,٠,٠٫۵) ; x٢(t١) = ξ٢ = (−٠٫۵,٠,٠٫۵) (٨٣.٣)

کنترل مسئله�ی به مسئله این تبدیل با م�ͳباشند. ͳمثلث فازی اعداد ξ٢ و ξ١ و ε٢ و ε١ این�جا در

م�ͳکنیم. حل را آن ͳقطع بهینه�ی زمان

حل:

که م�ͳیابیم در بالا داده�های از استفاده با

εα = {(x١, x٢)|α− ۶ ≤ x١ ≤ −۴− α , α + ٢ ≤ x٢ ≤ ۴− α} ⊂ R٢ (٨۴.٣)

ξα = {(x١, x٢)|α− ١ ≤ x١ ≤ ١− α , α− ١ ≤ x٢ ≤ ١− α} ⊂ R٢ (٨۵.٣)

آوردن دست به برای پس م�ͳباشند ͳمثلث فازی اعداد ξ٢ و ξ١ و ε٢ و ε١ گفتیم که همان�طور زیرا

م�ͳکنیم. عمل زیر صورت به x٢ و x١ محدوده�های

ͳمثلث فازی اعداد (در م�ͳدهیم نمایش ش΋ل روی زیر صورت به را ε٢ و ε١ محدوده�های ابتدا

دارد) ١ عضویت تاب΄ وسط عنصر

م�ͳباشد. α−برش دهنده�ی نشان y = α خط

آوریم دست به را x حدود م�ͳتوانیم خط معادله�ی از استفاده با

A = (٢,٠), B = (٣,١)

y − y٠ = m(x− x٠)



٩٢ فازی بهینه�ی زمان کنترل مسئله حل .٣

:١۵.٣ ش΋ل

y − ١ = m(x− ٣)

y − ١ = ١(x− ٣) ⇒ y = x− ٢ y=α
=⇒ α = x− ٢ ⇒ x = α + ٢

آوریم. دست به م�ͳتوانیم روش همین به نیز x دیΎر طرف برای و

م�ͳپردازیم: مثال حل ادامه�ی به حال

با است برابر سیستم ماتریس

A =

[
٠ ١
−١ ٠

]
ͳموهوم ویژه�ی مقادیر دارای A ماتریس م�ͳباشد) A ماتریس ترانهاده�ی ،A∗) A = −A∗ که

م�ͳباشد. محض

صورت: به مزدوج سیستم

ψ′ = −A∗ψ[
ψ١

′

ψ٢
′

]
=

[
٠ ١
−١ ٠

] [
ψ١
ψ٢

]
⇒

{
ψ١

′ = ψ٢
ψ٢

′ = −ψ١

داریم: ١.٢.٣ تعریف از ماکزیمم شرط طبق م�ͳباشد c(u, ψ) = |ψ٢| صورت به u ͳحمایت تاب΄ و

< u(t), ψ(t) >= c(u, ψ(t)) (٨۶.٣)

علامت به ͳΎبست u٢ علامت م�ͳشود ملاحظه که همان�طور بنابراین .u٢(t)ψ٢(t) = |ψ٢(t)| داریم

پس: دارد ψ٢ u٢(t) = ١ if ψ٢(t) > ٠
u٢(t) = −١ if ψ٢(t) < ٠

−١ < u٢(t) < ١ if ψ٢(t) = ٠
(٨٧.٣)
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که ͳجای کنیم پیدا ψ(٠) ∈ C آغازین شرط Έی اساس بر را مزدوج سیستم جواب م�ͳخواهیم

م�ͳآید: دست به زیر صورت به آغازین نقطه�ی است. واحد دایره�ی Έی C

ψ١
′ = ψ٢ ⇒ ψ١

′′ = ψ٢
′ (٨٨.٣)

ψ٢
′ = −ψ١

م�ͳکنیم جایΎذاری (٨٨.٣)را
=⇒ ψ١

′′ = −ψ١ ⇒ ψ١ = cosα , ψ٢ = sinα (٨٩.٣)

جواب پس بود. خواهد α ∈ [٠,٢π] با ψ٠ = (cosα, sinα) صورت به آغازین نقطه�ی بنابراین

م�ͳباشد. ψ٢(t) = sin(α− t) و ψ١(t) = cos(α− t) صورت به مزدوج سیستم

تغییر π ͳزمان دوره دو هر از بعد سپس ،T ≤ π در بار اولین برای ψ٢(t) = sin(α − t) تاب΄

م�ͳدهد. علامت

هم و باشد مثبت هم م�ͳتواند [٠, T ] بازه�ی روی ψ٢ = sin(α − t) علامت ،α به توجه با

T ≤ π از بعد باشد. −١ یا ١ م�ͳتواند u(t) بهینه کنترل ماکزیمم، شرایط طبق بر بنابراین .ͳمنف

را �ͳش رفتار زیر در م�ͳشود. تبدیل −١ به ١ از م΋رر طور به π متناوب دوره هر از بعد هم�چنین و

م�ͳدهیم. ΀توضی x١x٢ صفحه�ی در حرکت Έی عنوان به

بود: خواهد زیر صورت به u(t) = ١ برای Έدینامی سیستم جواب

x١
′ = x٢ ⇒ x١

′′ = x٢
′ (٩٠.٣)

x٢
′ = −x١+١

م�ͳکنیم جایΎذاری (٩٠.٣)را
=⇒ x١

′′ = −x١+١ ⇒ x١ = ١+c cos(α−t) , x٢ = c sin(α−t)

(٩١.٣)

دایره�های صورت به R٢ صفحه�ی در که م�ͳباشد x(t) = (١+c cos(α−t), c sin(α−t)) بنابراین

حرکت موافق دایره�ها این روی حرکت که م�ͳباشد ((١۶.٣) (ش΋ل L(١,٠) مرکز با مرکز هم

م�ͳکشد. طول ٢π دور هر و است ثابت سرعت با ساعت عقربه�های

م�ͳباشد زیر صورت به نیز u٢(t) = −١ برای (٨٠.٣) Έدینامی سیستم جواب مشابه طور به

x(t) = (−١+ c cos(α− t), c sin(α− t)) (٩٢.٣)

است. ((١۶.٣) (ش΋ل K(−١,٠) مرکز با مرکز هم دایره�های صورت به R٢ در که

٢π دور هر و م�ͳباشد ثابت سرعت با و ساعت عقربه�های حرکت موافق دایره�ها این حرکت

م�ͳکشد. طول ͳزمان واحد

دایره�های روی بر ترکیبحرکت�ها وسیله�ی به م�ͳتوان را بهینه یΈمسیر :(١۶.٣) شماره ش΋ل

کرد. مشخص ساعت عقربه�های حرکت جهت در K و L مرکزهای با
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u∗ = −١ و u∗ = +١ با متناظر بهینه مسیرهای :١۶.٣ ش΋ل

گرفته نظر در بالا در که است ͳحرکت دو هر برای w = ١ زاویه�ای سرعت که باشید داشته توجه

هستند. برابر هم با شده ͳط زمان و حرکت طول در �ͳش توسط شده تش΋یل زاویه�ی بنابراین شد.

گردید: خواهند استفاده زیر موارد در که م�ͳکنیم تاکید را تذکر دو این�جا در

مرکز، با متقارن موقعیت در π ͳزمان دوره هر از بعد w = ١ با ͳدوران حرکت در .٢.۴.٣ تذکر

گرفت. خواهند قرار خود ͳقبل موقعیت به نسبت

به مرکز این به نسبت (c, d) نقطه�ی تقارن آن�گاه باشد، K(−١,٠) دایره مرکز اگر .٣.۴.٣ تذکر

نسبت (a, b) نقطه�ی تقارن آن�گاه باشد، L(١,٠) دایره مرکز اگر و م�ͳباشد (−c−٢,−d)صورت

م�ͳباشد. (−a+ ٢,−b) صورت به مرکز این به
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تغییر سه با بهینه مسیر از نمونه�ای :١٧.٣ ش΋ل

باشیم داشته (a, b) مانند نقطه�ای ،L(١,٠) مرکز به دایره�ا�ی در کنیم فرض

:١٨.٣ ش΋ل

L =
√

(a− ٢(١ + b٢

م�ͳآید. دست به زیر رابطه�ی از (a, b) نقطه�ی تقارن تا دایره مرکز فاصله�ی ͳطرف از

L =
√

(x− x٢(٠ + (y − y٢(٠
(١,٠)
=⇒ L =

√
(١− x)٢ + (−y)٢

داریم پس است برابر هم با تقارن تا مرکز فاصله�ی و (a, b) نقطه�ی تا مرکز فاصله�ی √م�ͳدانیم
(a− ٢(١ + (+b)٢ =

√
(١− x)٢ + (−y)٢

a− ١ = ١− x⇒ −x = a− ٢ ⇒ x = −a+ ٢

y = −b⇒ y = −b

آوریم. دست به K(−١,٠) مرکز به دایره در را (c, d) تقارن م�ͳتوانیم روش همین به و
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نقطه�ی Έی برای فاز صفحه�ی در بهینه کنترل Έی با متناظر ͳش Έی حرکت ͳΎونΎچ حال

م�ͳکنیم: ͳبررس را T ͳپایان نقطه�ی Έی و S شروع

کنترل با شروع (حالت م�ͳگردد. آغاز u = −١ کنترل با �ͳش که بΎیرید نظر در را ͳحالت

نمود). محاسبه متشابها م�ͳتوان نیز را u = ١

بدون (حرکت k = ٠ که بΎیرید نظر در را ͳحالت باشد. کنترل کلیدهای تعداد k کنید فرض

.k ≥ ١ ترتیب همین به و کلید)

م�ͳکند حرکت به شروع K مرکز به دایره�ی طول در S آغاز نقطه�ی از �ͳش ،k = ٠ حالت در

این�جا (در باشد. |KS| = |KT | که م�ͳدهد رخ ͳامΎهن فقط این م�ͳرسد. T ͳپایان نقطه�ی به و

است). AB خط پاره طول نشان�دهنده�ی |AB|

م�ͳدهد). نشان را SKT زاویه�ی میزان ∠SKT) .∠SKT با است برابر t١ = θ حرکت زمان

یا زوج k که ͳزمان م�ͳگیریم. نظر در را ͳمختلف حالت�های م�ͳگیریم. نظر در را k ≥ ١ حال

م�ͳدهیم. تغییر را حالت�ها باشد فرد

باشد. k = ٣ و فرد k که کنیم فرض ابتدا

نقطه�ی به t ͳزمان دوره از بعد و م�ͳکند حرکت K مرکز به دایره�ی طول در S نقطه�ی از �ͳش

بنابراین: هستند دایره Έی روی بر دو هر X١ و S نقاط م�ͳرسد. ((١٧.٣) (ش΋ل X١(x, y)

|KX١| = |KS| (٩٣.٣)

در �ͳش کنترل این تحت است u = ١ چون و م�ͳخورد کلید اول بار برای کنترل X١ نقطه�ی در

X٢ = (−x+ ٢,−y) نقطه�ی به π ͳزمان گذشت از بعد و م�ͳکند حرکت L مرکز به دایره�ی طول

،u = −١ جدید کنترل تحت و م�ͳخورد کلید دوم بار برای کنترل این�جا در (٣.۴.٣ (طبق م�ͳرسد

نقطه�ی به �ͳش ،π زمان از پس م�ͳباشد. K مرکز به دایره�ی طول در حرکت

Xk = X٣ = (−(−x+ ٢)− ٢,−(−y)) = (x− ۴, y)

را خود حرکت �ͳش و م�ͳشود u = ١ و م�ͳخورد کلید آخر بار برای کنترل Xk نقطه�ی در م�ͳرسد.

برسد. T ͳپایان نقطه�ی به تا م�ͳدهد ادامه L مرکز به دایره�ی طول در

داریم: باشند L مرکز به دایره Έی روی بر م�ͳبایست T Xkو نقطه�های شده، اشاره حرکت برای

|LXk| = |LT | (٩۴.٣)

بهینه حرکت برای کنترل تغییرات ،k − th نقاط :(١.٣) جدول
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:١.٣ جدول

کنترل کلید نقطه�ی آخرین (k = ١ (شامل فرد k Έی برای که دید (١.٣) جدول در م�ͳتوان

صورت به

Xk = (xk, yk) = (x− ٢(k − ١), y) (٩۵.٣)

م�ͳباشد.

و x نامشخص مختصات�های محاسبه�ی برای باشد، T = (qx, qy) و S = (px, py) اگر

این م�ͳتوان (٩۵.٣) از استفاده با کرد. استفاده (٩۴.٣) و (٩٣.٣) معادلات از م�ͳتوان y

کرد: ͳبازنویس زیر ش΋ل به مختصات برای را معادلات

(x+ ٢(١ + y٢ = r١
٢ = (px + ٢(١ + py

٢ (٩۶.٣)

(x+ ١− ٢k)٢ + y٢ = r٢
٢ = (qx + ٢(١ + qy

٢ (٩٧.٣)

م�ͳتوانیم پس ۴k(x+١)−۴k٢ = r١
٢− r٢

٢ داشت خواهیم (٩۶.٣) از (٩٧.٣) کردن کم با

کنیم: محاسبه زیر ش΋ل به را y و x

x =
r١

٢ − r٢
٢

۴k + k − ١ (٩٨.٣)

y = ±
√
r١٢ − (x+ ٢(١ (٩٩.٣)

نماییم. محاسبه نیز را شده مصرف زمان م�ͳتوانیم گردند تعیین و محاسبه y و x اگر

t١ = ∠SKX١ + (k − ١)π + ∠XkLT (١٠٠.٣)

داریم: (٩٩.٣) و (٩٨.٣) از م�ͳکنیم، پیدا محدوده Έی k برای حال

y٢ = r١
٢
(
r١

٢ − r٢
٢

۴k − k

)٢

≥ ٠ ⇔ k۴ − r١
٢ + r٢

٢

٢ k٢ +

(
r١

٢ − r٢
٢

۴

)٢

≤ ٠
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⇔ (r١ − r٢)
٢

۴ ≤ k٢ ≤ (r١ + r٢)
٢

۴ (١٠١.٣)

داریم: بالا عبارت از گرفتن جذر با

kmin = ⌈|r١ − r٢/|٢⌉ ≤ k ≤ ⌊|r١ + r٢/|٢⌋ = k̂ (١٠٢.٣)

از k = kmin گرفتن درنظر با هستند. x مقدار کمترین و بیشترین نشان�دهنده�ی ⌊x⌋ و ⌈x⌉ که

داریم: (١٠٠.٣) فرمول

t١opt ≤ t١ = ∠SKX١ + (kmin −١)π+∠XkLT < ٢π+ (kmin −١)π+٢π (١٠٣.٣)

داشت: خواهیم پس

kmax < kmin + ۴ ⇔ kmax ≤ kmin + ٣ (١٠۴.٣)

بنابراین: آورد. دست به (١٠٢.٣) از استفاده با k برای م�ͳتوان را بالا ͳارزیاب هم�زمان طور به

kmax = min{kmin + ٣, k̂} (١٠۵.٣)

مورد این در آورد. دست به را آن روش همین به م�ͳتوان است زوج k و k ≥ ١ که مواردی در

( (١.٣) (جدول در کنترل کلید آخر نقطه�ی

Xk = (xk, yk) = (−x+ ٢(k − ١),−y) (١٠۶.٣)

پایان K مرکز با دایره�ی روی بر را حرکتش �ͳش هم�زمان است. u = −١ ͳنهای کنترل و م�ͳباشد

و (٩٨.٣) شبیه y و x برای فرمول مقدار، این جز به r٢٢ = (qx − ٢(١ + qy
٢ این�جا در م�ͳدهد.

با: است برابر حرکت زمان بود. خواهد (٩٩.٣)

t١ = ∠SKX١ + (k − ١)π + ∠XkKT (١٠٧.٣)

باشد u = ١ که ͳحال در بود. u = −١ با کنترل شروع که م�ͳکنیم محاسبه را مواردی بالا در

داشت: خواهیم را زیر ͳنهای فرمول�های

r١
٢ = (px − ٢(١ + py

٢ (١٠٨.٣)

r٢
٢ =

{
(qx + ٢(١ + qy

٢ if باشد kفرد
(qx − ٢(١ + qy

٢ if باشد kزوج (١٠٩.٣)

Xk = (xk, yk) =

{
(x+ ٢(k − ١), y) if باشد kفرد

(−x− ٢(k − ١),−y) if باشد kزوج (١١٠.٣)

x = −
(
r١

٢ − r٢
٢

۴k + k − ١
)

(١١١.٣)
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y = ±
√
r١٢ − (x− ٢(١ (١١٢.٣)

t١ = ∠SLX١ + (k − ١)π +

{
∠XkKT if باشد kفرد
∠XkLT if باشد kزوج (١١٣.٣)

سازی بهینه بری لازم شرایط تحت گردید، ارائه مختلف موقعیت�های برای بالا در که ͳفرمول�های

بهینه است مم΋ن آید دست به فرمول�ها این اساس بر که ͳجواب هر بنابراین بودند. آمده دست به

کنترل برای آغازین نقاط اساس بر که هستند ͳجواب�های سایر میان در بهینه جواب چه اگر نباشد.

شده�اند. ساخته k متفاوت مقادیر برای و

برای بهینه کنترل محاسبه برای کامپیوتری برنامه Έی بالا فرمول�های و نظریات اساس بر

م�ͳشود. گرفته کار به T ͳپایان نقطه�ی و S شروع نقطه�ی در شده ارائه زوج�های

از k مقدار تغییر با مورد دو هر در و u = ١ از بعد u = −١ کنترل گرفتن نظر در با نخست

وجود). صورت (در م�ͳآید دست به جواب Έی kmax به kmin
بود. خواهد بهینه جواب ،T به S از �ͳش انتقال برای زمان کوتاهترین با جواب

برای کنیم. محاسبه عددی طور به را t̃١ فازی بهینه زمان چΎونه که م�ͳدهیم ΀توضی حالا

کوتاهترین م�ͳدهیم. قرار ξα و εα محدوده�های در را برابر منحن�ͳهایسرعت t١(α) مقدار محاسبه�ی

مشخص را t١(α) ͳتقریب مقدار ،(p, q) پایان - آغاز مم΋ن منحن�ͳهای زوج همه�ی میان در زمان

م�ͳکند.

م�ͳکنیم. محاسبه را t١(α) عدد طور به آن حل و (٧٨.٣) مسئله�ی سازی گسسته با

(١٩.٣) شماره�ی ش΋ل در آمده دست به محاسبات از که t١ فازی بهینه زمان ͳعضویت تاب΄

ͳقطع مسئله�ی جواب�های با متناسب ، ١ عضویت تاب΄ با t١ ≈ ٨٫٧٨ مقدار است شده داده نشان

١ عضویت درجه�ی وسط، نقاط ͳمثلث فازی اعداد در چون است. q = (٠,٠) و p = (−۵,٣)

دارند.

S = (−۵,٣) و T = (٠,٠)

داریم: (٩٧.٣) و (٩۶.٣) فرمول�های }طبق
(x+ ٢(١ + y٢ = r١

٢ = (px + ٢(١ + py
٢

(x+ ١− ٢k)٢ + y٢ = r٢
٢ = (qx + ٢(١ + qy

٢ ⇒
{
r١

٢ = ٢۵ ⇒ r١ = ۵
r٢

٢ = ١ ⇒ r١ = ١
(١١۴.٣)

و x = ٢۵−١
١٢ + ٢ = ۴ ،(٩٨.٣) فرمول از و k = ٣ داریم (١٠٢.٣) در r٢ و r١ جایΎذاری با

Xk = X٣ = (٠,٠) و X١ = (۴,٠) بنابراین y =
√
٢۵− ٢۵ = ٠ ،(٩٩.٣) فرمول از
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داریم: (٩٣.٣) بنابر هستند k(−١,٠) مرکز به دایره�ی روی ͳنقاط S و X١

|KS| =
√
١۶+ ٩ = ۵

|KX١| =
√
٢۵ = ۵

|SX١| =
√
٨١+ ٩ =

√
٩٠

داریم: مثلث�ها در cos فرمول از استفاده با

|SX٢|١ = |KS|٢ + |KX٢|١ − ٢|KS||KX١| cos θ

⇒ θ = ٢٫۴٩ ⇒ ∠SKX١ = ٢٫۴٩

داریم: آمده دست به فرمول�های از ∠X٣LT آوردن دست به برای و

X٣ = (٠,٠) , T = (٠,٠) , L = (١,٠)

|KX٣| = ١ , |KT | = ١ , |TX٣| = ٠ ⇒ θ = ٠ ⇒ ∠X٣LT = ٠

بنابراین

t١ = ∠SKX١ + (k − ١)π + ∠X٣LT = ٢٫۴٩+ ٢(٣٫١۴) + ٠ ≃ ٨٫٧٨

داریم q = (−٠٫۵,٠٫۵) و p = (−۴,٢) زوج�های برای و

(x+ ٢(١ + y٢ = r١
٢ = ٩+ ۴ = ١٣

(x+ ١− ٢k)٢ + y٢ = r٢
٢ = ٠٫۵

kmin = ⌈١٫۴۵⌉ ≤ k ≤ k̂ = ⌊٢٫١۵⌋ ⇒ k = ٢

x = ٢٫۵۶ , y = ٠٫۵٧

X١ = (٢٫۵۶,−٠٫۵٧) , K = (−١,٠) , S = (−۴,٢)

|KX١| = ٣٫۶ , |KS| = ٣٫۶ , |SX١| =
√
۴٩٫۶٣ ⇒ ۴٩٫۶٣ = (١٣)٢−١٣+١٣ cos θ

⇒ θ = ٢٫٧١ ⇒ ∠SKX١ = ٢٫٧١

X٢ = (−٠٫۵۶,+٠٫۵٧) , T = (٠٫۵,٠٫۵) , K = (−١,٠)

|KX٢| =
√
٠٫۵ = ٠٫٧ , |KS| =

√
٠٫۵ = ٠٫٧ , |TX٢| =

√
٠٫٠٠٨۵ ⇒ θ = ٠٫١٣

∠X٢KT = ٠٫١٣

t١ = ٢٫٧١+ ٣٫١۴+ ٠٫١٣ ≃ ۵٫٩٨
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عضویت درجه�ی که t١ = ۵٫٩٨ ،ͳیعن م�ͳباشد؛ زوج�ها همین به مربوط t١ مقدار حداقل که

و p = (−۶,۴) زوج�های برای را t١ مقدار بیشترین ترتیب همین به و م�ͳباشد صفر آن

است. صفر عضویت درجه�ی با t١ ≈ ١١٫٧۶ آن مقدار که داریم، q = (٠٫۵,٠٫۵)

م�ͳدهد. نشان مختلف عضویت�های درجه� با را t١ مقدار ، (١٩.٣) ش΋ل

مختلف عضویت�های درجه با t١ :١٩.٣ ش΋ل
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مختلف ͳانتهای و آغازین نقاط برای مختلف های t١ :(٢.٣) جدول

:٢.٣ جدول



ͳآت کارهای برای پیشنهاد و نتیجه�گیری

ͳبررس مورد فازی ͳانتهای و آغازین حالت�های با را بهینه زمان کنترل مسئله�ی نامه پایان این در

فازی بهینه زمان و کردیم بیان ͳقطع مسئله�های از یΈمجموعه عنوان به را مسئله این و دادیم قرار

مسئله Έی روی بر نهایت در و کردیم حساب ͳقطع بهینه�ی کنترل مسئله�های از نوع دو حل با را

شرایط در را بهینه کنترل مسائل م�ͳتوان بنابراین دادیم. نمایش را مسئله دو این ͳ΋نزدی عددی،

کنترل مسائل به تبدیل با قطعیت، عدم شرایط در را مسئله نتای; و داد قرار ͳبررس مورد فازی

کرد. حل ͳقطع بهینه�ی

ͳنهای و اولیه شرایط که ͳحالت در را فازی بهینه�ی کنترل مسئله�ی حل م�ͳتوان ͳآت کارهای برای

دهیم. قرار ͳبررس مورد را است فازی ͳ΋دینامی معادله�ی اما هستند، فازی غیر

١٠٣
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