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 نمره(  20)                                        را محاسبه کنيد.   

-  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -  

cosجسم صلبي را بيابيد که از پايين به کرهحجم   -2سوال  =2  از بالا به مخروط و z x y= +2 2 23  

    نمره( 20)                                                                                                       .محدود شده است               
-  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -  

zمساحت بخشي از مخروط   -3سوال  x y= +2 zصفحه بيابيد که در يک هشتم اول محدود به  را 2 =2 

zسهمي  و               x y= +2  نمره(  20)                                                                                       است. 2
-  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -  

     انتگرال ابتدا نشان دهيد که  -4سوال 
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x y dx dy dz
yx yz xy z xyz
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 نمره(  20)                                                 است و سپس آن را محاسبه کنيد.  )پايستار( مستقل از مسير              
-  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -  

انتگرال   -5سوال 
C
F dR يعني، کار حاصل از گردش ميدان برداری( , , ) ( ln )

x
x e

F x y z y e y i j
y

= + +2 

 که  است ایمرز ناحيه  ، Cمنحني  را بيابيد.در خلاف حرکت عقربه های ساعت و  Cروی منحني بسته               

yمنحني   توسط               x= +2 y  خط و 1 x= +2  نمره(  20)                                         .محدود شده است 1
-  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -  

انتگرال   -6سوال 
S

F nd سوی ميدان برداریشارّ برون يا ( ) ( )F x xy i y x z j x y k= − + + +2 2 2 36 2 2 4 

 را محاسبه کنيد.   Sگذرنده از سطح                

               S  سطح خارجي ناحيه بسته{( , , ) : , , }V x y z x x y z=  +   2 20 4 0  نمره(  20)         است.  3
-  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -  
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 برای حل اين انتگرال بايد ترتيب انتگرالگيری را تغيير دهيم. برای اين کار بهتر است که ناحيه انتگرالگيری :  1پاسخ سوال

را رسم کنيم.         
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cosه صورت در دستگاه کروی بمخروط  معادله : 2پاسخ سوال sin   =2 2 2 يا و 23
 =

3
 نوشت.  

 توان ديد که مبدا مختصات يک نقطه اشتراک دو رويه است. بقيه نقاط اشتراک دو رويه مي

)  نقاط به صورت cos , , ) ( , , )
  

 =2 1
3 3 3

 در مختصات کروی هستند و يک دايره با   

3شعاع 
2

 مي سازند.  

برابر است با  مورد نظر حجم ناحيه 
R

V dxdydz=   کنيم.    مي و برای محاسبه آن از مختصات کروی استفاده 
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ای:            محاسبه حجم با استفاده از مختصات استوانه 
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zاشتراک صفحه :  3پاسخ سوال zو مخروط   2= x y= +2  است 2يک دايره افقي با شعاع  2

xدايره  xyکه تصوير آن بر صفحه  y+ =2 2 zاشتراک سهميگون  است. همچنين، 4 x y= +2 2   

zو مخروط  x y= +2  دايره  xyاست که تصوير آن بر صفحه  1يک دايره افقي با شعاع  2
x y+ =2 2   است. 1

zسهميگون به سطح مورد نظر بر روی مخروط، يعني قسمتي از مخروط که x y= +2 z، صفحه  2 =2  
  ناحيه محدود به دو ربع xyبر روی صفحه   S  آنگاه تصوير سطح ناميم.مي Sمحدود شده است را  yzو   xzو دو صفحه مختصات 

 ناميم.مي Dاست که آن را   2و  1های برابر  با شعاع  دايره
 کنيم. را به کمک بردار گراديان مخروط محاسبه مي  Sبردار يکه عمود بر سطح  

grad ( , ) ( , , ) ( , , )
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را به عناون ناحيه انتگرالگيری در نظر بگيريم، داريم :    xyبر صفحه  Sخواهيم تصويرمي
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)تابع برداری  برای بررسي پايستاری  : 4پاسخ سوال ln ) ( )
x

F x y i j k
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= − + − −
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1 1 را   curlFبايد 12

 محاسبه کنيم.     

curl ( ) ( ) ( )
x x
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)توانيم ببينيم که اگر  يک ميدان پايستار است و مي Fميدان برداری  , , ) lnf x y z x y
xyz

= +2 1
 آنگاه داريم : 

grad ( , , )F f x y z= 

curlFبا توجه به = انتگرال   ،0
C

F d r    يک انتگرال مستقل از مسير است و خواهيم داشت 
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yناحيه محدود به منحني :   5پاسخ سوال x= +2 yخط و 1 x= +2  يک ناحيه بسته است که آن  1

)  های برخورد سهمي و خطنقطه ناميم. مي Dرا   , )A = 0 ) و 1 , )B = 2    هستند.  5

)دو تابع   , ) lnxp x y y e y= )و در  2+ , )
xe

q x y
y

 و مرز آن تعريف شده و مشتقپذير   Dدر ناحيه  =

  هستند. پس شرايط استفاده از قضيه گرين و جود دارد.
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  است. 3و ارتفاع  2ستوانه با شعاع ادرون يک نيم  Vناحيه  : 6پاسخ سوال 

 کنيم.  برای محاسبه اين انتگرال از قضيه واگرايي )ديورژانس( استفاده مي

                       div ( )
S V V

F nd F dxdydz x y dxdydz = = − +   12 2 2 

 کنيم.ای استفاده مي با توجه به ناحيه انتگرالگيری، از دستگاه مختصات استوانه 
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