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 توجه :
 ماشین حساب مجاز نیست. شود. استفاده از از نوشتن با مداد خودداری نمائید. به هیچ سوالي در جلسه امتحان پاسخ داده نمي

 
 نمره(  15) مقدار انتگرال دوگانه زير را محاسبه کنيد.    ،گيریگيری و تغيير ترتيب انتگرالبا رسم ناحيه انتگرال -1سوال 

cos( )
y

I y x dxdy=   2
2 2 2

0
 

-  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -  

zهای حجم محدود به رويه  -2سوال  x y= +2 zو  2 x y= − +2     نمره( 15)            کنيد.    را محاسبه 28
-  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -  

)  الخط تابعانتگرال منحني  -3سوال  , )f x y x y=  نمره( 15)                    روی مسير شکل مقابل           را  2+
)  .          بدست آوريد                , ) , ( , ) , ( , )A B C= = =0 0 1 0 11 

-  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -  

 است  2به مرکز مبدا مختصات و شعاع  دايره C،که در آنبا استفاده از قضيه گرين، انتگرال زير را  -4سوال 
 نمره(  15)                                          . شود، محاسبه کنيد های ساعت پيموده ميکه در جهت عکس عقربه             

( ) ( )

C

K x x y dx y x y dy= − + +
3 2 2 33 

-  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -  

 نمره(  20)                                                                    ميدان برداری زير مفروض است :                -5سوال 

( , , ) (ln cos ) ( ) ( sin )
x

F x y z y z i z j y x z k
y

= − + + + +2 2 2 

 را بررسي کنيد.  Fالف( پايستار بودن  
ب ( انتگرال 

C
F d R  را با فرض اينکه مسيرC  .خم برداری زير باشد، محاسبه کنيد 

( ) ,R t t i t j t k t= + +  2 3 1 1
2

 
-  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -  

zگون سهميسطح  مساحت بخشي از  -6سوال  x y= +2 xبين دو رويه   که 2 y+ =2 2 xو  1 y+ =2 2 4  
 نمره(   20)                                                                                        بدست آوريد.محدود است را               

-  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -  

Fفرض کنيد      -7سوال  xy i yz j zx k= + +2 2  نمره(  20)               ناحيه بسته محدود بهسطح خارجي   Sو  2

xکره                 y z+ + =2 2 2 )و داخل مخروط   4 )z x y= +2 21
3

باشد. انتگرال شارّ  
S

F nd  

        را بدست آوريد.               
-  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -   -  -   -  -   - -  -  -   -  -   -  -  
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)cos                                                   :  1پاسخ سوال ) cos( )
x

y
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zاشتراک دو مخروط   : 2پاسخ سوال x y= +2 zو  2 x y= − +2 x,، دايره 28 y z+ = =2 2 16 است و تصوير ناحيه   4

z، بر روی صفحه  Rمحدود به دو مخروط،   = x، ناحيه 0 y+ 2 2     رابر است با :ب Rحجم ناحيه  .تاس 16
R

V dxdydz=  

کنيم.  ای استفاده ميبرای حل انتگرال از مختصات استوانه

  ( )
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)الخط  بايد انتگرال منحني  :  3پاسخ سوال ) ( ) ( ) ( )J x y ds x y dx dy
 

= + = + + 
2 2 2  را حل کنيم.   2

)است. پس داريم :                          BCو    ABخط شامل دو پاره  منحني   ) ( )
AB BC

J x y ds x y ds= + + + 
2 2 

)       :            اکنون داريم )
AB

x y ds x dx+ = = 
1

2 2
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1
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          ،    ( ) ( )
BC

x y ds y dy+ = + = + = 
1

2

0

2 51 1
3 3

 

Jو در نتيجه   = + =
1 5 2
3 3

 .  

 

P  داريم  : 4پاسخ سوال x x y= −3 Qو  23 y x y= +2 و در نتيجه   3
x yQ P x y− = +2 2 . 

)پس طبق قضيه گرين داريم  )
D

K x y dxdy= +
2  است.  Cناحيه درون دايره   Dکه در آن  2

کنيم.      مختصات قطبي استفاده ميبرای حل اين انتگرال از 
r r

K r d dr r dr r
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       کنيم.را محاسبه مي curlFبايد   Fبرای بررسي پايستاری  الف( :  5پاسخ سوال

( ) ( sin sin ) ( )curlF i z z j k i j k
y y

= − + − + − = + +
1 11 1 2 2 2 2 0 0 0 

)توانيم ببينيم که اگر  و مي  يک ميدان پايستار است  Fميدان برداری   , , ) (ln cos )f x y z x y z yz= −  آنگاه داريم : 2+

( , , )F grad f x y z= 

ب ( با توجه به قسمت )الف(، انتگرال  
C

F dr   يک انتگرال مستقل از مسير است و خواهيم داشت( ) ( )
C

F dr f B f A = − 

 هستند.   Cنقاط ابتدا و انتهای مسير  ، به ترتيب،Bو   Aکه 

y x=

2
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( ) ( , , ) , ( ) ( , , ) ( ) (ln cos ) , ( ) cosA R B R f A f B= = = = → = − + = −
1 1 1 1 1 1 1 11 111 1 2
2 2 4 8 2 4 4 32

 

( ) ( ) ln cos cos
C

F dr f B f A = − = + − +
31 1 12 2
32 2 4

 

  

z و تصوير آن بر روی صفحه Rسطح مورد نظر را   :  6پاسخ سوال = ناميم و بايد مقدار انتگرال  مي D  را 0
R

S d=   

x گونسهمي ابتدا بردار يکه قائم بر سطح خارجي  محاسبه کنيم.را  y z+ − =2 2  کنيم.  را پيدا مي 0

)داريم                 ) ( , , ) , | ( ) |grad x y z x y grad x y z x y+ − = − + − = + +2 2 2 2 2 22 2 1 4 4 1 

)                      و در نتيجه          , , ) cosn x y
x y x y


−

= − → =
+ + + +2 2 2 2
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اکنون داريم  
| cos |

dxdy
d x y dxdy


= = + +2 24 4 نتيجه :          و در  1

R D

S d x y dxdy= = + + 
2 24 4 1 

 کنيم. دوگانه از مختصات قطبي استفاده مي انتگرالبرای محاسبه اين 
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 کنيم. برای محاسبه اين انتگرال از قضيه واگرايي )ديورژانس( استفاده مي  –  7پاسخ سوال

( )
S V V

F n d divF dxdydz x y z dxdydz = = + +  
2 2 2 

 کنيم.  ی استفاده ميکروبرای حل اين انتگرال از مختصات 
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