
 :قسمت هفتم 

 دهی فلزاتهای شکلتحلیل فرایند

 

از تحلیل   دهی، تعیین کردن مقدار بار یا نیروی لازم برای انجام یک تغییرشکل مشخص فرایندهای شکل هدف 

 است. 

 

 :شونداستفاده می های زیادی برای تحلیل روش 

 ( Ideal Work) آل( . روش تحلیل کار همگن )کار ایده 1

 (Slab Analysisقاچی )تعادل نیروها(  ). روش تحلیل  2

 (Slip-Line Field. روش تحلیل میدان خطوط لغزش )3

 (Upper-Bound Analysis. آنالیز حد بالایی )4

 (Lower-Bound Analysis. آنالیز حد پایینی )5

 ( Finite Element Method (FEM). روش المان محدود )6

 ( Finite Difference Method (FDM). روش تفاضل محدود ) 7

 .گیرددر این درس دو روش اول مورد بحث قرار می 

 

 ( Wire Drawingفرایند کشش سیم ) 

 شود. مفتول یا سیم با قطرهای زیاد هستند. میله از طریق نورد تولید میمیله، ماده اولیه در این فرایند، 

 



 شود پس کار سرد است. به طور معمول، در دمای پایین انجام می 

( در تماس با ماده از جنس کاربید تنگستن یا الماس است. الماس کیفیت سطحی بهتری ایجاد Dieقالب )جنس  

 کند.می 

 آل و آنالیز قاچی است. هدف در این قسمت تحلیل فرایند کشش سیم با استفاده از دو روش کار ایده 

 شود. آل توضیح داده می ابتدا روش کار ایده  

 

 آلایده. روش تحلیل کار 1

 شود:شود صرف انجام چند نوع کار می نیروی خارجی که برای تغییرشکل فلز استفاده می 

𝑤𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝑤𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙 +𝑤𝑓𝑟𝑖𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 +𝑤𝑟𝑒𝑑𝑢𝑛𝑑𝑎𝑛𝑡 

𝑤𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 کار کلی انجام شده به وسیله نیروی خارجی : 

𝑤𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙 آل: کار ایده 

𝑤𝑓𝑟𝑖𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 کار اصطکاکی : 

𝑤𝑟𝑒𝑑𝑢𝑛𝑑𝑎𝑛𝑡 کار اضافی : 

 

 



آل انجام شود و کار اصطکاکی و تغییر شکل به صورت کاملاً همگن یا ایده   که  شودآل فرض میدر روش کار ایده 

 گیریم. اضافی را نادیده می 

 

 کار خارجی  = آل مادهکار لازم برای تغییرشکل ایده در واقع در این روش:                                  

 

 

 :آلایدهمحاسبه کار لازم برای تغییرشکل 

 آن برابر بود با: پلاستیک داشتیم کار انجام شده در واحد حجم ماده در اثر تغییرشکل

𝑑𝑤 = �̅�𝑑𝜀 ̅

   :کل کار انجام شده

w = ∫ 𝜎𝑑𝜀̅
�̅�

0

 

 

 توان این کار را برای رفتارهای متفاوت مواد به دست آورد، مثلاً:می 

- Rigid-Perfectly Plastic 

                       

w = ∫ �̅�𝑑𝜀̅
�̅�

0

= 𝑌 × 𝜀 = 𝑌 × 𝐿𝑛(
1

1 − 𝑟
) 

𝑟 =
𝐴0 − 𝐴1
𝐴0

 



- Rigid-Workharden Plastic 

 

w = ∫ �̅�𝑑𝜀̅
�̅�

0

= ∫ 𝐾𝜀̅𝑛𝑑𝜀̅
�̅�

0

= 𝐾
𝜀̅𝑛+1

𝑛 + 1
 

 

 کنند. زمانی که ماده کرنش قبلی نداشته باشد:تنش تسلیم متوسط برای محاسبات استفاده می گاهی اوقات از 

�̅� =
1

𝜀̅
∫ �̅�𝑑𝜀̅
�̅�

0

 

w = �̅� × 𝜀̅ = �̅� × 𝐿𝑛 (
1

1 − 𝑟
) 

 

 تحت تغییرشکل قرار دهیم: 𝜀2̅در ماده وجود داشته باشد و آن را تا کرنش   𝜀1̅زمانی که کرنش اولیه  

�̅� =
1

�̅�2−�̅�1
∫ �̅�𝑑𝜀̅
�̅�2
�̅�1

                  w = �̅� × (𝜀2̅ − 𝜀1̅) 

 

 

 

 

 



 آل:تحلیل فرایند کشش سیم به وسیله روش کار ایده

 

شود در فرایند کشش سیم تغییرشکل اضافی نیز داریم. همچنین به دلیل تماس ماده با  طور که در شکل دیده میهمان

 داریم: قالب، کار اصطکاکی نیز داریم ولی از هر دوی آنها صرفنظر می شود و 

𝒘𝒕𝒐𝒕𝒂𝒍 = 𝒘𝒊𝒅𝒆𝒂𝒍 

 

ای با کنیم مقطع دایره برای تحلیل فرایند لازم است کار انجام شده توسط نیروی خارجی محاسبه شود. فرض می 

 تبدیل شود. 𝐿1و طول   𝐴1به مقطعی با مساحت  𝐿0و طول اولیه   𝐴0)اولیه مساحت سطح مقطع 

 

 



 تغییرشکل:کل کار انجام شده برای این 

𝑊 = 𝐹𝑑𝐿1 = 𝜎𝑑𝐴1𝐿1 

 

 کل کار انجام شده در واحد حجم:

𝑤 =
𝜎𝑑𝐴1𝐿1
𝐴1𝐿1

     ⟹    𝑤 =  𝜎𝑑 

𝜎𝑑 تنش لازم برای کشش : 

𝐹𝑑 نیروی لازم برای کشش : 

𝒘𝒕𝒐𝒕𝒂𝒍 = 𝒘𝒊𝒅𝒆𝒂𝒍 

 برای مواد با رفتار کارسخت شونده:

⟹   𝜎𝑑 = ∫ �̅�𝑑𝜀̅
�̅�

0

= �̅� × 𝜀̅ = �̅� × 𝐿𝑛 (
1

1 − 𝑟
) 

 مواد با رفتار پلاستیک کامل:برای 

𝜎𝑑 = ∫ �̅�𝑑𝜀̅
�̅�

0

= 𝑌 × 𝜀̅ = 𝑌 × 𝐿𝑛 (
1

1 − 𝑟
) 

 

برای تخمین دو جمله مربوط به کار اضافی و کار اصطکاکی و لحاظ کردن آنها گاهی از پارامتر بازدهی استفاده  

 کنیم. می 

𝑤𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝑤𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙 +𝑤𝑓𝑟𝑖𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 +𝑤𝑟𝑒𝑑𝑢𝑛𝑑𝑎𝑛𝑡 

η =
𝑤𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙
𝑤𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙

 

𝑤𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 =
1

η
𝑤𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙  

 آیند.با لحاظ کردن پارامتر بازدهی روابط به صورت زیر در می 

 



 برای مواد با رفتار کارسخت شونده:

⟹   𝝈𝒅 =
𝟏

𝜼
× ∫ �̅�𝒅�̅�

�̅�

𝟎

= �̅� × �̅� 

 برای مواد با رفتار پلاستیک کامل:

𝝈𝒅 =
𝟏

𝜼
× 𝒀 × �̅� 

توان توان الکتروموتور مورد استفاده برای کشش را  می  𝐹𝑑را محاسبه کرد و با داشتن  𝐹𝑑توان  می  𝜎𝑑با محاسبه 

 محاسبه کرد:

𝑃 = 𝐹𝑑 × 𝑣 

𝑣 سرعت کشش : 

 

 حداکثر کاهش سطح مقطع ممکن در یک مرحله از فرایند کشش سیم 

های لازم را پیدا کنیم ابتدا باید حداکثر کاهش سطح مقطع اگر بخواهیم یک خط تولید راه بیندازیم و تعداد قالب

شود.  محدود می  𝜎𝑑ممکن در یک مرحله از کشش را به دست آوریم، حداکثر کاهش سطح مقطع به وسیله مقدار  

از آنجا که معمولاً کرنش اعمال شده به ماده در    شود.از حد باشد، ماده پاره و دچار گسیختگی می بیش    𝜎𝑑اگر  

( است، بنابراین استحکام کششی و تنش سیلان  𝜀𝑢)  در کشش تک محوری کشش سیم، بیشتر از کرنش ناپایداری

ماده کشیده شده برابر هستند. پس حداکثر کاهش سطح مقطع ممکن در یک مرحله از تغییرشکل مربوط به حالتی 

 )تنش سیلان ماده( برسد: �̅�به   𝜎𝑑است که   

       



𝜎𝑑 =
1

𝜂
× ∫ �̅�𝑑𝜀̅

�̅�

0

 

⟹   �̅� =
1

𝜂
× ∫ �̅�𝑑𝜀̅

�̅�

0

      
𝑖𝑓 �̅�=K�̅�𝑛 
⇒        K𝜀∗𝑛 =

1

𝜂
×
K𝜀∗𝑛+1

𝑛 + 1
  

⟹   𝜺∗ = 𝜼 × (𝟏 + 𝒏) 

𝜀∗  حداکثر کرنش قابل اعمال در یک مرحله از فرایند : 

𝑳𝒏 (
𝟏

𝟏 − 𝒓𝒎𝒂𝒙
) = 𝜼 × (𝟏 + 𝒏) 

𝑟𝑚𝑎𝑥در یک مرحله از فرایند  نسبی : حداکثر کاهش سطح مقطع 

 

 آل باشد و بازدهی را کامل بگیریم: اگر ماده مومسان ایده 

𝑛 = 0      .     𝜂 = 1   ⟹  𝜀∗ = 1       .    𝑟𝑚𝑎𝑥 = 0.63 

𝜂آل باشد و بازدهی را مقدار معمول اگر ماده مومسان ایده  =  بگیریم:  0.65

𝑛 = 0      .     𝜂 = 0.65   ⟹  𝜀∗ = 0.65       .    𝑟𝑚𝑎𝑥 = 0.48 

 

�̅�کرنش حقیقی با رابطه  -ای خاص، منحنی تنشدر ماده   :1مثال   = 𝐵 + 𝐶𝜀̅  شود که  نشان داده می𝐵    و𝐶 

فرایند کشش سیم  شد و بازدهی  اب  psi  10000برابر با    𝐶و    psi  30000برابر با    𝐵مقادیر ثابت هستند. اگر مقدار  

 توان در یک عبور ایجاد نمود حساب کنید. فرض کنیم، حداکثر کرنشی را که می  %75را برابر با 

 

 حل: 

�̅� =
1

𝜂
× ∫ 𝜎𝑑𝜀̅

𝜀∗

0

    ⟹      𝐵 + 𝐶𝜀∗ =
1

𝜂
×∫ (𝐵 + 𝐶𝜀)̅ 𝑑𝜀̅

𝜀∗

0

 

𝐵 + 𝐶𝜀∗ =
1

𝜂
× (𝐵𝜀∗ + 𝐶

𝜀∗2

2
) 



𝐵 + (𝐶 −
𝐵

𝜂
) 𝜀∗ −

𝐶

2𝜂
𝜀∗2 = 0 

6.67𝜀∗2 + 30𝜀∗ − 30 = 0 {
𝜀∗ = 0.837
𝜀∗ = −5.316

 

 را محاسبه کرد.  𝑟𝑚𝑎𝑥توان از آن مقدار مقدار منفی قابل قبول نیست، مقدار مثبت قابل قبول بوده و می

 

کرنش مؤثر آن به صورت  -از کشش سیمی که رابطه تنش  : حداکثر کاهش سطح مقطع نسبی در یک مرحله2مثال  

�̅� = 300𝜀̅ 0.25 های زیر محاسبه کنید:باشد را در هر یک از حالت 

 آل باشد.یده االف( تغییرشکل به صورت  

 نظر شود. ب( تغییرشکل به صورت همگن بوده و از کارسختی صرف

 باشد.  %80نظر کنیم و راندمان تغییرشکل  ج( از کارسختی صرف 

 باشد.  %80د( کارسختی را در نظر گرفته و راندمان تغییرشکل نیز برابر با 

 

 mmبه  mm 1فرض کنید هدف ما طراحی یک فرایند کشش سیم است که در آن باید قطر سیمی از   :3مثال 

 کاهش یابد. چند مرحله )چند قالب( کشش سیم مور نیاز است؟  2/0

جریان ماده بیشتر نمی شود و بازدهی  %80تنش خارجی مورد استفاده برای کشش سیم هیچ گاه از )فرضیات: 

 است. از کارسختی ضرفنظر می شود.(  0/ 6فرایند 

 

 

 

 

 



 طراحی زاویه قالب: 

ای تغییرشکل در فرایند کشش سیم تأثیرگذار است. این موضوع را با بررسی و مقایسه دو  رزاویه قالب بر کار لازم ب

 کنیم. های یکسان ولی زوایای قالب متفاوت مشاهده می فرایند با کاهش سطح مقطع

 

 

آل در نظر بگیریم، کار کل در هر دو حالت برابر است زیرا میزان  لازم برای تغییرشکل را برابر با کار ایده اگر کار  

 کاهش سطح مقطع در هر دو حالت برابر است:

w𝐼𝑑𝑒𝑎𝑙 = ∫ �̅�𝑑𝜀̅
�̅�

0

                  .      𝜀 ̅ = 𝐿𝑛(
𝐷0
𝐷1
)2 .    �̅� = 𝐾𝜀̅𝑛 

 

 آید:اصطکاکی را در نظر بگیریم تغییرات به صورت زیر در می اما اگر دو عبارت کار اضافی و 

 

 



شود و کار اصطکاکی کاهش تر می ح تماس ماده با قالب کمسط   در یک کرنش یکسان،   با افزایش زاویه قالب  -

 یابد.می 

 یابد. از طرفی با افزایش زاویه قالب در یک کرنش یکسان، کار اضافی افزایش می -

که در آن کار کل   د( وجود دار𝛼𝑜𝑝𝑡ای ) نمودار کار کل بر حسب زاویه قالب را رسم کنیم، زاویه بهینه بنابراین اگر  

(𝑤𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 حداقل می ) نتیجه کمشود، در ( ترین تنش خارجی𝜎𝑑 .را برای کشش سیم نیاز داریم ) 

 

 ( Slab analysisروش آنالیز قاچی ) -2

معادلات تعادل نیروها روی یک المان )قاچ( از فلز در حال تغییرشکل با ضخامت جزئی است.  این روش شامل نوشتن  

، جواب معادله  و در نظر گرفتن شرایط مرزی مناسب  گیری از آنآید که با انتگرالیک معادله دیفرانسیلی به دست می 

 )نیروی لازم برای تغییرشکل( به دست می آید.

( 𝑤𝑟𝑒𝑑𝑢𝑛𝑑𝑎𝑛𝑡( را وارد محاسبات می کنیم و فقط از کار اضافی )𝑤𝑓𝑟𝑖𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙اصطکاکی ) در این روش، کار  

صرفنظر می کنیم. در نتیجه به نظر می رسد که این روش، دقیق تر است. تحلیل فرایند کشش سیم با استفاده از  

 این روش نیز انجام می شود: 

 



 

              
 

∑𝐹𝑥 = 0     

⟹    (𝜎𝑥 + 𝑑𝜎𝑥)
𝜋

4
(𝐷 + 𝑑𝐷)2 − 𝜎𝑥

𝜋

4
𝐷2 + 𝑃 sin 𝛼 (

𝜋𝐷𝑑𝑥

cos 𝛼
)

+ 𝜇𝑃 cos 𝛼 (
𝜋𝐷𝑑𝑥

cos 𝛼
) = 0 

÷
𝜋

4
⇒  (𝜎𝑥 + 𝑑𝜎𝑥)(𝐷

2 + 2𝐷𝑑𝐷 + 𝑑2𝐷) − 𝜎𝑥𝐷
2 + 4𝑃𝐷 tg 𝛼 𝑑𝑥 + 4𝜇𝑃𝐷𝑑𝑥 = 0 

⟹ 𝜎𝑥𝐷
2 + 2𝜎𝑥𝐷𝑑𝐷 + 𝜎𝑥𝑑

2𝐷 + 𝐷2𝑑𝜎𝑥 + 2𝐷𝑑𝐷𝑑𝜎𝑥 + 𝑑𝜎𝑥𝑑
2𝐷 − 𝜎𝑥𝐷

2

+ 4𝑃𝐷 tg 𝛼 𝑑𝑥 + 4𝜇𝑃𝐷𝑑𝑥 = 0 



 نظر هستند. بسیار کوچک بوده و قابل صرف)جملات قرمز رنگ( های شامل حاصلضرب دو دیفرانسیل عبارت 

⟹ 2𝜎𝑥𝐷𝑑𝐷 + 𝐷
2𝑑𝜎𝑥 + 4𝑃𝐷 tg 𝛼 𝑑𝑥 + 4𝜇𝑃𝐷𝑑𝑥 = 0 

×
1

𝐷
⇒  2𝜎𝑥𝑑𝐷 + 𝐷𝑑𝜎𝑥 + 4𝑃 tg 𝛼 𝑑𝑥 + 4𝜇𝑃𝑑𝑥 = 0 

 

 داریم: 𝛼برای زاویه  

𝑡𝑔 𝛼 =
𝑑𝐷/2

𝑑𝑥
       ⟹    𝐝𝐱 =

𝟏

𝟐
𝐜𝐨𝐭𝜶  𝒅𝑫        𝒐𝒓        𝐝𝐃 = 𝟐 𝐭𝐠𝜶  𝒅𝒙  

 

⟹ 2𝜎𝑥𝑑𝐷 + 𝐷𝑑𝜎𝑥 + 2𝑃𝑑𝐷 + 2𝜇𝑃𝑐𝑜𝑡 𝛼 𝑑𝐷 = 0 

⟹ (2𝜎𝑥 + 2𝑃 + 2𝜇𝑃𝑐𝑜𝑡 𝛼) 𝑑𝐷 + 𝐷𝑑𝜎𝑥 = 0 

⟹ 2(𝜎𝑥 + 𝑃(1 + 𝜇𝑐𝑜𝑡 𝛼))𝑑𝐷 = −𝐷𝑑𝜎𝑥 

𝐵در رابطه قرار داده می شود:   𝐵وابسته به قالب بوده و به صورت یک ثابت   𝜇𝑐𝑜𝑡 𝛼عبارت   = 𝜇𝑐𝑜𝑡 𝛼  

⟹ 2(𝜎𝑥 + 𝑃(1 + 𝐵))𝑑𝐷 = −𝐷𝑑𝜎𝑥 

⟹ 
𝑑𝜎𝑥 

𝜎𝑥 + 𝑃(1 + 𝐵)
= −

2𝑑𝐷

𝐷
 

مشخص شود. اگر مقدار اصطکاک    𝜎𝑥و    𝑃رابطه دیفرانسیلی به دست آمده ابتدا باید رابطه بین    زگیری ابرای انتگرال 

μدر سطح بسیار کم باشد )مثلاً داریم  ≈ )به طور معمول   دزاویه قالب کوچک باشکه کاملاً کم است.( و    0/05

α = 6 −  های اصلی در نظر گرفت.ها را معادل تنش توان تنش ( می10°

 

 را مشخص کرد.  𝜎𝑥و  𝑃توان رابطه بین و با استفاده از معیار فون میزز می 

𝑉𝑜𝑛 −𝑚𝑖𝑠𝑒𝑠:     
1

√2
 [(𝜎1 − 𝜎2)

2 + (𝜎1 − 𝜎3)
2 +(𝜎

2
− 𝜎3)

2]
1
2 = 𝑌 



   ⟹ 
1

√2
 [(𝜎𝑥 + 𝑃)

2 + (𝜎𝑥 + 𝑃)
2 + (−𝑃 + 𝑃)2]

1
2 = 𝑌 

⟹ 𝜎𝑥 + 𝑃 = 𝑌    𝑜𝑟    𝑃 = 𝑌 − 𝜎𝑥 

 

 در رابطه اصلی:  𝜎𝑥بر حسب  Pبا قرار دادن 

⟹ 
𝑑𝜎𝑥 

𝜎𝑥 + (𝑌 − 𝜎𝑥)(1 + 𝐵)
= −

2𝑑𝐷

𝐷
 

⟹ 
𝑑𝜎𝑥 

𝜎𝑥 + 𝑌 − 𝜎𝑥 + 𝑌𝐵 − 𝐵𝜎𝑥
= −

2𝑑𝐷

𝐷
 

⟹ 
𝑑𝜎𝑥 

𝐵𝜎𝑥 − (1 + 𝐵)𝑌
=
2𝑑𝐷

𝐷
 

 گیری از دو طرف رابطه بالا:با انتگرال 

1

𝐵
𝐿𝑛[𝐵𝜎𝑥 − (1 + 𝐵)𝑌] = 2𝐿𝑛 𝐷 + 𝐶 

C گیری: ثابت انتگرال 

⟹  𝐿𝑛[𝐵𝜎𝑥 − (1 + 𝐵)𝑌] = 𝐿𝑛 𝐷
2𝐵 + 𝐶′ 

⟹ 𝐵𝜎𝑥 − (1 + 𝐵)𝑌 = 𝐶
" 𝐷2𝐵 

 

 قرار دادن شرایط مرزی:

𝑖𝑓  𝐷 = 𝐷0      →  𝜎𝑥 = 0     ⟹       −(1 + 𝐵)𝑌 = 𝐶" 𝐷0
2𝐵      ⟹  𝐶" =

−(1 + 𝐵)𝑌

𝐷0
2𝐵   

𝐵𝜎𝑥 − (1 + 𝐵)𝑌 =
−(1 + 𝐵)𝑌

𝐷0
2𝐵

  𝐷2𝐵 

 

𝜎𝑥
𝑌
=
1 + 𝐵

𝐵
[1 − (

𝐷

𝐷0
)
2𝐵

] 

 



𝜎𝑥    مقدار تنش در فاصلهx    است و جایی که قطر سیم برابر𝐷    است. اگر بخواهیم مقدار تنش لازم برای کشیدن

شود را بدست آوریم، رابطه را به صورت زیر می   𝐷1( در جایی که سطح مقطع برابر  𝜎𝑑سیم توسط الکتروموتور ) 

 نویسیم:می 

𝝈𝒅
𝒀
=
𝟏 + 𝑩

𝑩
[𝟏 − (

𝑫𝟏
𝑫𝟎
)
𝟐𝑩

] 

 

𝒐𝒓    
𝝈𝒅
𝒀
=
𝟏 + 𝑩

𝑩
[𝟏 − (𝟏 − 𝒓)𝑩] 

𝑟 =
𝐴0 − 𝐴1
𝐴0

=
𝜋𝐷0

2 − 𝜋𝐷1
2

𝜋𝐷0
2 = 1 −

𝐷1
2

𝐷0
2 

 

 شود. تنش تسلیم میانگین استفاده می   �̅�)یک تنش تسلیم ثابت(، از   𝑌اگر ماده کارسخت شونده فرض شود، بجای 

𝝈𝒅
�̅�
=
𝟏 + 𝑩

𝑩
[𝟏 − (𝟏 − 𝒓)𝑩] 

 

کشیده می شود. در صورتی   mm  4تا قطر نهایی    mm  5: در یک فرایند کشش سیم، سیم مسی با قطر  1  تمرین

𝜇که ضریب اصطکاک بین سیم و قالب برابر با  =  درجه باشد، مطلوب است: 10و زاویه قالب  0/05

 نیروی مورد نیاز برای کشش سیم  الف( 

باشد و برای انجام این فرایند از یک موتور الکتریکی با راندمان    m/s  5ب( در صورتی که سرعت کشش سیم برابر با  

 استفاده شود، شدت جریان لازم برای این موتور را به دست آورید.  90%

𝑌)تنش سیلان ثابت فرض شود،  = 20
𝑘𝑔
𝑚𝑚2
⁄) 

 

 

 



و ضریب اصطکاک   °6: حداکثر کاهش سطح مقطع یک سیم را در عملیات کشش به وسیله قالب با زاویه  2تمرین  

 آل(بدست آورده و نتایج را با حالت بدون اصطکاک مقایسه کنید. )فرض: ماده مومسان ایده  05/0

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 نیروها( و در حالت بدون اصطکاک به دست آورید.: فرمول کار همگن را با استفاده از آنالیز قاچی )تعادل 3تمرین 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 ( Sheet (strip) drawingکشش تسمه یا ورق )

شود. ای کشیده می گیریم که از داخل یک جفت قالب گوه در نظر می   𝑡0و ضخامت اولیه    wورق فلزی با عرض اولیه  

𝑤  از آنجا که  هر دو گوه شیب یکسان به طرف خط مرکزی دارند و ≫ 𝑡0  کرنش  توان فرض کرد شرایط  می

 گویند. . این فرایند را کشش ورق یا تسمه میاست ایصفحه 

 

 
 

𝑤از آنجا که   ≫ 𝑡0( کرنش در راستای عرض ،zنادیده و صفر در نظر گرفته می )( شودw  هدف ثابت می .).ماند

𝜎𝑑تسمه ) ( یا تنش کشش 𝐹𝑑ما محاسبه نیروی لازم برای کشش تسمه )  =
𝐹𝑑

𝑤𝑡1
 ( است.

 

 ای:در حالت کرنش صفحه

𝜀1 = 𝜀𝑥 > 0  .   𝜀2 = 𝜀𝑧 = 0    𝜀3 = 𝜀𝑦 = −𝜀𝑥 

 

𝜎1 = 𝜎𝑥 > 0  .   𝜎3 = 𝜎𝑦 < 0    σ2 = 𝜎𝑧 =
𝜎𝑥 + 𝜎𝑦

2
=
𝜎1 + 𝜎3
2

 

 



 قاچی آنالیز  -1

 

 

∑𝐹𝑥 = 0     

⟹    (𝜎𝑥 + 𝑑𝜎𝑥)(𝑡 + 𝑑𝑡)𝑤 − 𝜎𝑥𝑡𝑤 + 2𝑃 sin 𝛼 (
𝑑𝑥

cos 𝛼
)𝑤

+ 2𝜇𝑃 cos 𝛼 (
𝑑𝑥

cos 𝛼
)𝑤 = 0 

 نسیلی از مرتبه بالا:اپس از ساده کردن عبارات مشابه و حذف جملات دیفر

𝜎𝑥𝑑𝑡 + 𝑡𝑑𝜎𝑥 + 2𝑃 tg 𝛼 𝑑𝑥 + 2𝜇𝑃 𝑑𝑥 = 0 

 داریم:  

𝑡𝑔 𝛼 =
𝑑𝑡/2

𝑑𝑥
       ⟹ 𝑑𝑥 =

1

2
𝑐𝑜𝑡 𝛼 𝑑𝑡 

⟹ 𝜎𝑥𝑑𝑡 + 𝑡𝑑𝜎𝑥 + 𝑃𝑑𝑡 + 𝜇𝑃 𝑐𝑜𝑡 𝛼 𝑑𝑡 = 0 

 

 گیریم:  می Bرا برابر با ثابت   𝜇𝑐𝑜𝑡 𝛼شبیه به فرایند کشش سیم  

𝑡𝑑𝜎𝑥 + [𝜎𝑥 + 𝑃(1 + 𝐵)] 𝑑𝑡 = 0                  



𝑑𝜎𝑥

𝜎𝑥+𝑃(1+𝐵)
= −

 𝑑𝑡

𝑡
  (1) 

برای برش زیر بیابیم. اگر برایند نیروها را    𝜎𝑥و    𝑃ای بین  باید رابطه   𝜎𝑥و محاسبه    قبلگیری از رابطه  برای انتگرال 

 م:یبنویس 𝑦در جهت  از المان 

 

 

∑𝐹𝑦 = 0        ⟹      𝜎𝑦𝑤𝑑𝑥 + 𝑃𝑐𝑜𝑠 𝛼 
𝑤𝑑𝑥

cos 𝛼
−  𝜇𝑃 𝑠𝑖𝑛 𝛼

𝑤𝑑𝑥

cos 𝛼
= 0 

⟹      𝜎𝑦 + 𝑃 − 𝜇𝑃𝑡𝑔 𝛼 = 0 

⟹      𝜎𝑦 = 𝑃(𝜇𝑡𝑔 𝛼 − 1) 

 

𝜇متغیر است.( و همچنین اصطکاک بسیار کم باشد )  𝛼کوچک و ثابت )گاهی   𝛼اگر فرض کنیم   ≈ 0   :) 

 

𝜎𝑦 = −𝑃 

 ، جهات اصلی بوده و:zو  x ،yتوان نتیجه گرفت که جهات های بالا میبا فرض

𝜎1 = 𝜎𝑥 > 0  .       σ2 = 𝜎𝑧 =
𝜎1 + 𝜎3
2

=
𝜎𝑥 − 𝑃

2
       .       𝜎3 = 𝜎𝑦 = −𝑃 < 0 



𝑉𝑜𝑛 −𝑚𝑖𝑠𝑒𝑠:     
1

√2
 [(𝜎1 − 𝜎2)

2 + (𝜎1 − 𝜎3)
2 +(𝜎

2
− 𝜎3)

2]
1
2 = 𝑌 

𝑜𝑟       
1

√6
 [(𝜎1 − 𝜎2)

2 + (𝜎1 − 𝜎3)
2 +(𝜎2 − 𝜎3)

2]
1
2 = 𝑘 

𝜎1 − 𝜎3 =
2

√3
𝑌 = 2𝑘 

𝜎𝑥 + 𝑃 =
2

√3
𝑌       𝑜𝑟       𝜎𝑥 + 𝑃 = 2𝑘                        (2) 

 

𝐹𝑟𝑜𝑚 (1)𝑎𝑛𝑑 (2):   
𝑑𝜎𝑥

𝜎𝑥 + (2𝑘 − 𝜎𝑥)(1 + 𝐵)
= −

 𝑑𝑡

𝑡
 

 

𝑑𝜎𝑥
2𝑘(1 + 𝐵) − 𝐵𝜎𝑥

= −
 𝑑𝑡

𝑡
 

𝑑𝜎𝑥
𝐵𝜎𝑥 − 2𝑘(1 + 𝐵)

=
𝑑𝑡

𝑡
 

1

𝐵
𝐿𝑛[𝐵𝜎𝑥 − 2𝑘(1 + 𝐵)] = 𝐿𝑛 𝑡 + 𝐶 

⟹ 𝐿𝑛[𝐵𝜎𝑥 − 2𝑘(1 + 𝐵)] = 𝐿𝑛 𝑡
𝐵 + 𝐶′ 

⟹ 𝐵𝜎𝑥 − 2𝑘(1 + 𝐵) = 𝐶"𝑡
𝐵 

 

 استفاده می کنیم: یاز شرایط مرز "Cبدست آوردن مقدار برای 

𝑡 = 𝑡0    →   𝜎𝑥 = 0    ⟹ −2𝑘(1 + 𝐵) = 𝐶"t0
B   ⟹ C" =

−2𝑘(1 + 𝐵)

t0
B  

 

 در رابطه اصلی: "Cبا قرار دادن مقدار 

𝐵𝜎𝑥 − 2𝑘(1 + 𝐵) =
−2𝑘(1 + 𝐵)

t0
B

𝑡𝐵 



⟹ 
𝜎𝑥
2𝑘
=
1 + 𝐵

𝐵
[1 − (

𝑡

𝑡0
)
𝐵

] 

 tاست، تنش لازم برای کشش تسمه( را به دست آوریم باید به جای  𝑡1)تنش جایی که   𝜎𝑑برای اینکه مقدار  

 را در رابطه قرار دهیم: 𝑡1مقدار  

𝝈𝒅
𝟐𝒌
=
𝟏 + 𝑩

𝑩
[𝟏 − (

𝒕𝟏
𝒕𝟎
)
𝑩

] 

 

𝝈𝒅
𝟐

√𝟑
𝒀
=
𝟏 + 𝑩

𝑩
[𝟏 − (

𝒕𝟏
𝒕𝟎
)
𝑩

] 

 آلروش کار ایده  -2

 آل رسید:توان با در نظر نگرفتن اصطکاک در تحلیل قاچی به رابطه روش کار ایده می 

∑𝐹𝑥 = 0     

⟹    (𝜎𝑥 + 𝑑𝜎𝑥)(𝑡 + 𝑑𝑡)𝑤 − 𝜎𝑥𝑡𝑤 + 2𝑃 sin 𝛼 (
𝑑𝑥

cos 𝛼
)𝑤

+ 2𝜇𝑃 cos 𝛼 (
𝑑𝑥

cos 𝛼
)𝑤 = 0 

 پس از ساده کردن عبارات مشابه و حذف جملات دیفرانسیلی از مرتبه بالا:

𝜎𝑥𝑑𝑡 + 𝑡𝑑𝜎𝑥 + 2𝑃 tg 𝛼 𝑑𝑥 = 0 

 داریم:  

𝑡𝑔 𝛼 =
𝑑𝑡/2

𝑑𝑥
       ⟹ 𝑑𝑥 =

1

2
𝑐𝑜𝑡 𝛼 𝑑𝑡 

⟹ 𝜎𝑥𝑑𝑡 + 𝑡𝑑𝜎𝑥 + 𝑃𝑑𝑡 = 0 

⟹ (𝜎𝑥 + 𝑃)𝑑𝑡 + 𝑡𝑑𝜎𝑥 = 0 

 

 



 :   میزز داریم-با استفاده از معیار فونقاچی مشخص شد که  لاز روش تحلی 

𝜎𝑥 + 𝑃 =
2

√3
𝑌       𝑜𝑟       𝜎𝑥 + 𝑃 = 2𝑘 

 در نتیجه داریم:

2

√3
𝑌 𝑑𝑡 + 𝑡𝑑𝜎𝑥 = 0 

⟹
𝑑𝜎𝑥
2

√3
𝑌
= −

𝑑𝑡

𝑡
 

⟹
𝜎𝑥
2

√3
𝑌
= −𝐿𝑛 𝑡 + 𝐶 

 آید:گیری به دست می ت انتگرال استفاده از شرایط مرزی مقدار ثاب شبیه به قبل با

𝑡 = 𝑡0    →   𝜎𝑥 = 0    ⟹ 𝐶 = 𝐿𝑛 𝑡0 

⟹
𝜎𝑥
2

√3
𝑌
= 𝐿𝑛 

𝑡0
𝑡

 

𝝈𝒙 =
𝟐

√𝟑
𝒀 × 𝑳𝒏 

𝒕𝟎
𝒕

 

𝝈𝒅 =
𝟐

√𝟑
𝒀 × 𝑳𝒏 

𝒕𝟎
𝒕𝟏

 

 

از میان قالبی با وجوه مستقیم و زاویه رأس    inch  12و عرض    inch  1 /0ورقی از یک فلز با ضخامت اولیه    مثال:

و مقدار میانگین ضریب اصطکاک برابر با    ksi  30شود. اگر تنش تسلیم در برش خالص برابر با  درجه کشیده می   30

 کاهش سطح مقطع را حساب کنید.  %10باشد، نیروی لازم برای انجام این عملیات و ایجاد  08/0

 الف( با استفاده از تحلیل کار همگن 

 ب( با استفاده از آنالیز قاچی



 آنالیز قاچی: حل:

𝑟 =
𝐴0 − 𝐴1
𝐴0

=
𝑡0 − 𝑡1
𝑡0

    ⟹    𝑟 = 1 −
𝑡1
𝑡0
     ⟹

𝑡1
𝑡0
= 1 − 𝑟 

 

⟹   
𝜎𝑑
2𝑘
=
1 + 𝐵

𝐵
[1 − (1 − 𝑟)𝐵] 

 

𝐵 = 𝜇 cot 𝛼 = 0.08 cot 15 = 0.3 

𝜎𝑑
2 × 30

=
1 + 0.3

0.3
[1 − (1 − 0.1)0.3]    ⟹  𝜎𝑑 = 8.1 𝑘𝑠𝑖 

𝑡1
𝑡0
= 1 − 𝑟 = 0.9    ⟹  𝑡1 = 0.9 × 0.1 𝑖𝑛𝑐ℎ 

𝐹𝑑 = 𝜎𝑑 × 𝐴1 = 8.1 × (12 × 0.9 × 0.1) = 8.74 𝑘𝑙𝑏 

 

 آل:کار ایده 

𝜎𝑑 =
2

√3
𝑌𝐿𝑛 (

1

1 − 𝑟
)     ⟹   𝜎𝑑 = 2 × 30 × 𝐿𝑛 (

1

1 − 0.1
) 

⟹   𝜎𝑑 = 6.3 𝑘𝑠𝑖   ⟹ 𝐹𝑑 = 6.3 × (12 × 0.9 × 0.1) = 6.82 𝑘𝑙𝑏 

 

 

 

 

 

 

 



 (: Extrusion( )رانیاکستروژن )فشارکاری، روزن

نظر )پروفیل در و  ( وارد قالب شده و با فشار اعمالی به انتهای آن به مقطع موردBilletشمشال )   ، فراینددر این  

ای یا  های استوانه شود. به طور کلی این روش برای تولید میله ای و ...( تبدیل می شکل، استوانه   Iپنجره، قطعات  

 . شوداستفاده می شوند اکستروژن می  ترتر از فلزاتی که راحت اشکال پیچیده  و همچنینهای توخالی لوله

 

 ها:مزیت

 های پیچیده قابلیت تولید مقاطع با شکل  -

 دقت ابعادی بالا و کیفیت سطحی مناسب -

 پذیری کمامکان تغییرشکل مواد با شکل  -

 

 

 انواع فرایند اکستروژن: 

 الف( از نظر نوع قالب 

 (  Open-dieاکستروژن قالب باز )  -1

 های ساده تغییرشکل برای 



 ( Closed-dieاکستروژن قالب بسته ) -2

 شود.به دو صورت انجام می 

 ( Direct Extrusionاکستروژن مستقیم ) -

 . اعمال نیرو نداریمدر این نوع اکستروژن محدودیتی برای 

 ( Indirect Extrusion) اکستروژن غیرمستقیم  -

به دلیل    .محدودیت برای اعمال نیرو وجود داردهمان طرف اکسترود شدن محصول است،    چون محل اعمال نیرو

 عدم حرکت نسبی شمشال و محفظه، اصطکاک نسبی بین این دو نداریم و به نیروی کمتری نیاز است. 

 
 

 ب( از نظر دما 

 اکستروژن داغ   -1

 اکستروژن سرد  -2

 

 ( Extrusion ratioنسبت اکستروژن )

 کنند:پارامتر نسبت اکستروژن را به صورت زیر تعریف می 

𝑅 =
𝐴0
𝐴𝑓

 

𝐴0 )مساحت سطح مقطع اولیه )شمشال : 

𝐴𝑓 )مساحت سطح مقطع نهایی )محصول : 



𝑅  40برای فولاد تا (r=97% و برای فلز نرمی مانند آلومینیم تا )رسد.نیز می  400 

( قابلیت بهتری برای نشان دادن تغییرات در سطح مقطع نسبت به کاهش سطح مقطع نسبی Rنسبت اکستروژن )

 دارد. rیا 

  𝑟 =
𝐴0−𝐴𝑓

𝐴0
= 0.95        →    𝑅 = 20 

𝑟 = 0.98     → 𝑅 = 50 

 توان با رابطه زیر بیان کرد:سرعت حرکت محصول تولید شده را می 

 Rسرعت حرکت محصول= سرعت حرکت سنبه )سرعت حرکت شمشال( × 

1اگر سنبه با سرعت 
𝑐𝑚

𝑠
𝑅حرکت کند و   = 40باشد محصول با سرعت  40

𝑐𝑚

𝑠
 کند.حرکت می 

 

 زاویه قالب 

 ار اضافی و هم کار اصطکاکی داریم. در اکستروژن نیز هم ک

نسبت به کشش  زاویه قالب    است، کار اضافی مقدار زیادی دارد.از آنجا که در این فرایند زاویه قالب معمولاً بزرگ  

 سیم بیشتر است. 

. یی مخروطدهای با زاویه وروهای با وجوه مسطح و قالبشود. قالبمعمولاً در اکستروژن دو نوع قالب استفاده می 

طرفی کار اصطکاکی را  طور که در مورد کشش سیم گفتیم، کاهش زاویه قالب کار اضافی را کاهش داده و از  همان

ن  یبه هم  و  شوددرجه استفاده می   45دهد. برای بیشتر فرایندهای اکستروژن تجاری زاویه قالب بالای  افزایش می 

 قدار کار اضافی زیاد است. دلیل م

 



 تجربی مربوط به اکستروژن روابط نیمه

دقت محاسبات برای صنعت زیاد نیست و معمولاً شود،  از آنجا که مقدار کار اضافی زیاد بوده و در محاسبات وارد نمی 

 شود. از روابط تجربی برای محاسبه نیروی لازم برای اکستروژن استفاده می 

𝑃𝑒𝑥𝑡
�̅�
= 𝑎 + 𝑏 𝐿𝑛 𝑅 

𝑎 و 𝑏ثوابت رابطه : 

𝑅 نسبت اکستروژن : 

�̅� تنش تسلیم متوسط : 

𝑃𝑒𝑥𝑡فشار لازم برای اکستروژن : 

 

 :صورت زیر باشد فشار اکستروژن آلومینیم بهمثال: اگر رابطه مربوط به 

𝑃𝑒𝑥𝑡
�̅�
= 𝑎 + 𝑏 𝐿𝑛 𝑅 

  Iباشند، تناژ پرس )نیروی پرس( اکستروژن که بتواند پروفیل آلومینیمی با مقطع    5/1و    0/ 8به ترتیب    bو    aثوابت  

از یک شمش ابعاد داده شده در شکل را  �̅�تولید کند محاسبه نمایید. )   cm  25ای به قطر  استوانه   الشکل و  =

150𝑀𝑃𝑎  ) 

 

𝐴0 =
𝜋

4
𝐷2 = 490.8 

𝐴𝑓 = 2(6 × 1.6) + (1.6 × 8.8) = 33.28 

𝑃𝑒𝑥𝑡
150

= 0.8 + 1.5 𝐿𝑛 
490.8

33.28
    ⟹    𝑃 = 725.5 



 تحلیل فرایند اکستروژن

 الف( قالب باز: 

 گیریم:ای را در نظر میاکستروژن یک مقطع ساده دایره

 

 آل: روش کار ایده  -1

𝑤𝑜𝑟𝑘

𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒
=
𝑃𝑒𝑥𝑡 × 𝐴0 × 𝐿0
𝐴0 × 𝐿0

= 𝑃𝑒𝑥𝑡 

𝑃𝑒𝑥𝑡 = ∫ �̅�𝑑𝜀̅
�̅�

0

 

 آل:پلاستیک ایده برای رفتار 

𝑃𝑒𝑥𝑡 = 𝑌 × 𝐿𝑛(
1

1 − 𝑟
) 

 برای رفتار کارسخت شونده:

𝑃𝑒𝑥𝑡 = �̅� × 𝐿𝑛(
1

1 − 𝑟
) 

 

 اگر بازدهی را نیز لحاظ کنیم:

𝑃𝑒𝑥𝑡 =
1

𝜂
× 𝑌 × 𝐿𝑛(

1

1 − 𝑟
) 

 

𝑃𝑒𝑥𝑡 =
1

𝜂
× �̅� × 𝐿𝑛(

1

1 − 𝑟
) 



 : قاچیروش آنالیز  -2

 

∑𝐹𝑥 = 0     

⟹    (𝜎𝑥 + 𝑑𝜎𝑥)
𝜋

4
(𝐷 + 𝑑𝐷)2 − 𝜎𝑥

𝜋

4
𝐷2 − 𝑃 sin 𝛼 (

𝜋𝐷𝑑𝑥

cos 𝛼
)

− 𝜇𝑃 cos 𝛼 (
𝜋𝐷𝑑𝑥

cos 𝛼
) = 0 

 

÷
𝜋

4
⇒   (𝜎𝑥 + 𝑑𝜎𝑥) (𝐷

2 + 2 𝐷𝑑𝐷 + 𝑑2𝐷) − 𝜎𝑥𝐷
2 − 4 𝑃𝐷 tg 𝛼 𝑑𝑥 − 4 𝜇𝑃𝐷𝑑𝑥 = 0 

 

⟹     𝜎𝑥𝐷
2 + 2𝜎𝑥𝐷𝑑𝐷 + 𝜎𝑥𝑑

2𝐷 + 𝐷2𝑑𝜎𝑥 + 2 𝐷𝑑𝐷𝑑𝜎𝑥 + 𝑑𝜎𝑥𝑑
2𝐷 − 𝜎𝑥𝐷

2

− 4 𝑃𝐷 tg 𝛼 𝑑𝑥 − 4 𝜇𝑃𝐷𝑑𝑥 = 0 

 

)جملات قرمز رنگ( بسیار کوچک بوده و قابل   یدیفرانسیلعبارت شامل حاصلضرب دو یا تعداد بیشتری  جملات

 نظر هستند.صرف

×
1

𝐷
⇒       2𝜎𝑥𝑑𝐷 + 𝐷𝑑𝜎𝑥 − 4 𝑃 tg 𝛼 𝑑𝑥 − 4 𝜇𝑃𝑑𝑥 = 0 

 داریم: 𝛼برای زاویه  

𝑡𝑔 𝛼 =
𝑑𝐷/2

𝑑𝑥
       ⟹  𝑑𝑥 =

1

2
cot 𝛼 𝑑𝐷 



⟹ 2𝜎𝑥𝑑𝐷 + 𝐷𝑑𝜎𝑥 − 2 𝑃𝑑𝐷 − 2 𝜇𝑃𝑐𝑜𝑡 𝛼 𝑑𝐷 = 0 

⟹ (2 𝜎𝑥 − 2 𝑃 − 2 𝜇𝑃𝑐𝑜𝑡 𝛼)𝑑𝐷 = −𝐷𝑑𝜎𝑥 

⟹ 2(𝜎𝑥 − 𝑃(1 + 𝐵))𝑑𝐷 = −𝐷𝑑𝜎𝑥 

⟹ 
𝑑𝜎𝑥 

𝜎𝑥 − 𝑃(1 + 𝐵)
= −

2 𝑑𝐷

𝐷
 

های اصلی در نظر گرفت و معادل تنش مطابق زیر، ها را توان تنش می 𝜎𝑥  بر حسب 𝑃  محاسبهبرای در اینجا نیز 

 . میزز استفاده کرد- فوناز معیار 

𝜎1 = −𝜎𝑥      .         𝜎2 = −𝑃          .         𝜎3 = −𝑃 

 

 را مشخص کرد. 𝜎𝑥و  𝑃توان رابطه بین  میزز می - و با استفاده از معیار فون

𝑉𝑜𝑛 −𝑚𝑖𝑠𝑒𝑠:     
1

√2
 [(𝜎1 − 𝜎2)

2 + (𝜎1 − 𝜎3)
2 +(𝜎

2
− 𝜎3)

2]
1
2 = 𝑌 

   ⟹ 
1

√2
 [(−𝜎𝑥 + 𝑃)

2 + (−𝜎𝑥 + 𝑃)
2 + (−𝑃 + 𝑃)2]

1
2 = 𝑌 

⟹ −𝜎𝑥 + 𝑃 = 𝑌    𝑜𝑟    𝑃 = 𝑌 + 𝜎𝑥 

 

 

 در رابطه اصلی:  𝜎𝑥بر حسب  Pبا قرار دادن 

⟹ 
𝑑𝜎𝑥 

𝜎𝑥 − (𝑌 + 𝜎𝑥)(1 + 𝐵)
= −

2 𝑑𝐷

𝐷
 

⟹ 
𝑑𝜎𝑥 

𝐵𝜎𝑥 + (1 + 𝐵)𝑌
=
2 𝑑𝐷

𝐷
 

 گیری از دو طرف رابطه بالا:با انتگرال 

1

𝐵
𝐿𝑛[𝐵𝜎𝑥 + (1 + 𝐵)𝑌] = 2 𝐿𝑛𝐷 + 𝐶 



C گیریانتگرال : ثابت 

⟹  𝐿𝑛[𝐵𝜎𝑥 + (1 + 𝐵)𝑌] = 𝐿𝑛 𝐷
2𝐵 + 𝐶′ 

⟹ 𝐵𝜎𝑥 + (1 + 𝐵)𝑌 = 𝐶
" 𝐷2𝐵 

 

 قرار دادن شرایط مرزی:

𝑖𝑓  𝐷 = 𝐷1      →  𝜎𝑥 = 0     ⟹       (1 + 𝐵)𝑌 = 𝐶" 𝐷1
2𝐵      ⟹  𝐶" =

(1 + 𝐵)𝑌

𝐷1
2𝐵   

 

𝐵𝜎𝑥 + (1 + 𝐵)𝑌 =
(1 + 𝐵)𝑌

𝐷1
2𝐵

  𝐷2𝐵 

 

𝜎𝑥
𝑌
= −

1 + 𝐵

𝐵
[1 − (

𝐷

𝐷1
)
2𝐵

] 

 

𝜎𝑥  مقدار تنش در فاصلهx  را بدست آوریم، رابطه را به صورت زیر  فشار اکستروژن. اگر بخواهیم مقدار است

 نویسیم:می 

𝑷𝒆𝒙𝒕
𝒀
= −

𝟏 + 𝑩

𝑩
[𝟏 − (

𝑫𝟎
𝑫𝟏
)
𝟐𝑩

] 

شود و در دمای بالا تنش ز آنجایی که اکستروژن برخلاف فرایندهایی مانند کشش سیم در دمای بالا انجام میا

 شود:طبق رابطه زیر وابسته به نرخ کرنش است، معمولاً از این رابطه برای محاسبه تنش سیلان استفاده می  سیلان

σ = 𝐶𝜀°
𝑚

 

 

 رابطه بر حسب نسبت اکستروژن:

𝑷𝒆𝒙𝒕
𝒀
= −

𝟏 + 𝑩

𝑩
[𝟏 − 𝑹𝑩] 



دهد و فرایند اکستروژن انجام  بیشتر از تنش تسلیم شود قبل از ورود به قالب تغییرشکل پلاستیکی می    𝑷𝒆𝒙𝒕اگر  

توان برای محاسبه حداکثر کاهش برابر با تنش سیلان ماده است. از این می  𝑷𝒆𝒙𝒕شود. بنابراین مقدار حداکثر نمی

 قطر در یک مرحله از فرایند استفاده کرد.

 

 اکستروژن قالب بستهب( 

 قاچی روش آنالیز 

 

∑𝐹𝑥 = 0     ⟹    (𝜎𝑥 + 𝑑𝜎𝑥)
𝜋

4
𝐷0
2 − 𝜎𝑥

𝜋

4
𝐷0
2 − 𝜇𝑃𝜋𝐷0𝑑𝑥 = 0 

÷
𝜋

4
⇒  𝜎𝑥𝐷0

2 + 𝐷0
2𝑑𝜎𝑥 − 𝜎𝑥𝐷0

2 − 4𝜇𝑃𝐷0𝑑𝑥 = 0 

 

÷𝐷0
⇒    𝐷0𝑑𝜎𝑥 − 4𝜇𝑃𝑑𝑥 = 0 

⟹
𝑑𝜎𝑥
𝑃
=
4𝜇𝑑𝑥

𝐷0
 

 

توان از معیار تسلیم استفاده کرد زیرا المان انتخاب شده در ناحیه تغییرشکل  در اینجا نمی  𝜎𝑥بر حسب    𝑃برای نوشتن  

 ندارد.  ر قرا داخل قالبپلاستیکی 

 



 های اعمالی به صورت هیدرواستاتیکی هستند یعنی داریم:کنیم تنش در این مورد فرض می 

 

𝜎𝑥 = 𝑃 

 

⟹ 
𝑑𝜎𝑥

𝜎𝑥
=
4𝜇

𝐷0
𝑑𝑥 

⟹ 𝐿𝑛𝜎𝑥 =
4𝜇

𝐷0
𝑥 + 𝐶 

 :از شرایط مرزی گیریانتگرال محاسبه ثابت 

𝑖𝑓  𝑥 = 0     →   𝜎𝑥 = 𝜎𝑥0      

𝜎𝑥0 )تنش لازم برای اکستروژن قالب باز )محاسبه شده در قسمت قبل : 

 

⟹ 𝐿𝑛𝜎𝑥0 =
4𝜇

𝐷0
(0) + 𝐶   ⟹    𝐶 = 𝐿𝑛𝜎𝑥0 

⟹ 𝐿𝑛𝜎𝑥 =
4𝜇

𝐷0
𝑥 + 𝐿𝑛𝜎𝑥0 

⟹ 𝐿𝑛
𝜎𝑥

𝜎𝑥0
=
4𝜇

𝐷0
𝑥 

 :xتنش در فاصله 

⟹
𝜎𝑥

𝜎𝑥0
= exp (

4𝜇

𝐷0
𝑥) 



ای  یا طول لحظه lدر رابطه بالا،  xبرای اینکه تنش لازم برای فرایند اکستروژن را به دست آوریم باید به جای 

 شمشال قرار داده شود:

𝑃𝑒𝑥𝑡
𝜎𝑥0

= exp (
4𝜇𝑙

𝐷0
) 

 تغییرات نیرو در فرایند اکستروژن: 

 

 

دادن   فشار  برای  لازم  نیروی  از  ناشی  ابتدا  نیرو  برای افزایش  است.  اکستروژن  محفظه  کردن  پر  برای  شمشال 

کند که به این فشار، فشار باز کننده راه  اکستروژن مستقیم، فلز با حداکثر مقدار فشار اعمالی شروع به سیلان می 

(breackthrough pressureمی )  گویند. با اکسترود شدن شمشال از میان قالب، به دلیل کاهش طول شمشال

نیروی اصطکاکی مقاوم )به دلیل کاهش طول در تماس فلز با محفظه(، فشار لازم برای ادامه فرایند و و کاهش  

یابد. اما در اکستروژن غیرمستقیم که شمشال و محفظه حرکت نسبی ندارند، فشار لازم برای  جریان فلز کاهش می 

 ماند.اکستروژن با حرکت سنبه تقریباً ثابت و برابر با تنش لازم برای تغییرشکل فلز داخل قالب باقی می 

یابد. در این قسمت از نمودار، سنبه به انتهای قالب رسیده است و  به سرعت افزایش می   ر ها، فشادر انتهای منحنی 

 باید ماده موجود در ناحیه مرده )گوشه قالب( خارج شود که احتیاج به نیروی بیشتری دارد. 



 ( Forgingآهنگری )

 نیروهای فشاری متوالی است. شامل تغییرشکل فلز به وسیله 

 

 انواع آهنگری بر اساس دمای تغییرشکل: 

 ( Hot forging)  آهنگری داغ -1

 ( Cold forging) آهنگری سرد -2

 شوند.فرایندهای آهنگری در محدوده کار داغ انجام می  %90بیش از 

 

 فشاری:انواع آهنگری بر اساس نحوه اعمال نیروی  

ای برای  ( و با اعمال بارهای ضربهHammer(: از یک چکش یا پتک )Impact forgingای )آهنگری ضربه   -1

 شود.تغییرشکل استفاده می 

 شود. (: از یک پرس برای تغییرشکل استفاده می Press forgingآهنگری فشاری )پرسی( ) -2

 

 مقایسه چکش و پرس:  

 تر هستند.ها ارزان چکش  -

 قالب ای زمان تماس با ماده کمتر و در نتیجه افت دمایی کمتر همچنین اصطکاک و سایش  آهنگری ضربهدر    -

 کمتر است. 

 ها بهتر و در نتیجه دقت ابعادی قطعات تولیدی بیشتر است. کنترل نیرو در پرس -

 تخریب قالب در استفاده از پرس کمتر است.  -

 توان استفاده کرد. ( از تمام نیروی پرس میramمسیر کوبه )در پرس هیدرولیک در هر نقطه از  -

 



 انواع آهنگری بر اساس نوع قالب: 

 ( Open-die forgingباز )آهنگری قالب -1

  ( Closed-die forgingبسته )آهنگری قالب -2

 

 شود. محدود نمیبوسیله قالب و ابزار در همه جهات   فلز ، تغییرشکلبرعکس حالت قالب بسته فرایند آهنگری قالب بازدر 

  شود. در آهنگری قالب بسته از قطعات جفت شونده و با ابعاد دقیق برای تبدیل قطعه به شکل نهایی استفاده می

 

 

 



 مقایسه کاربرد آهنگری قالب باز و قالب بسته:

و    سنگین و برای شکستن ساختار قطعاتهای ساده، قطعات بزرگ و  آهنگری قالب باز عمدتاً برای تولید قطعات با شکل

ها )شکسته شدن  در اثر آهنگری شاهد از بین رفتن جدایش  شود.گری شده و بهبود خواص آنها استفاده میریخته  هایشمش

 ها و در نتیجه بهبود خواص مکانیکی هستیم. ها(، از بین رفتن حفرهدندریت

 شود.آهنگری قالب بسته عموماً برای تولید قطعات کوچک و پیچیده و با تعداد زیاد استفاده می

 شود.به دلیل پیچیدگی شکل قطعه، معمولاً آهنگری قالب بسته در مراحل مختلفی انجام می

پری تهیه  شامل  اولیه  )مراحل  شکلPreformفرم  یا  لبه(  فرایندهای  طریق  از  مراحل،  این  در  است.  میانی  زنی  های 

(Edging  )باریک  و( سازیFullering  به ترتیب ماده را به سمت نواحی مورد نیاز آن جمع کرده یا ماده را از نواحی که )

 کنند.ماده کمتری نیاز دارد دور می

 

( قرار گرفته و بیشترین مقدار تغییرشکل )در میان کل مراحل( به  Blocking dieزنی )در مرحله بعد، ماده در قالب قطعه

( قطعه کاملاً به شکل  Finishing dieشود تا شکلی شبیه به شکل نهایی پیدا کند. سپس در قالب نهایی )ماده اعمال می

 شوند.زنی و قالب نهایی در یک قالب واحد تراشیده و ایجاد میمعمولاً حفرات قالب قطعهآید. و ابعاد نهایی در می

 شود.( برداشته میTrimming dieزنی )در مرحله نهایی تولید، پلیسه اطراف قطعه در قالب پلیسه



 

 

اینکه فلز به از حجم قطعه نهایی  خوبی به همه قسمتبرای  اولیه را کمی بیشتر  ماده خام  های حفره قالب برسد، حجم 

زند. برای  گیرند. در نتیجه در مرحله نهایی آهنگری، مقداری از ماده به صورت پلیسه از شیار بین دو نیمه قالب بیرون میمی

 گیرند. رو در نظر میتر پلیسهاینکه ضخامت پلیسه زیاد نشود، ابتدای مسیر آن را نازک و در انتها یک شیار ضخیم

 



 وظایف پلیسه: 

 کند. به عنوان دریچه اطمینان برای فلز اضافی در حفره قالب بسته عمل می -1

ضخامت پلیسه کم است فلز در آن زودتر سرد شده و فرار  کند. از آنجا که به پر شدن کامل حفره اصلی قالب کمک می -2

های  تر داخل حفره اصلی فشار وارد کرده و این باعث کمک به پر شدن کلیه فرورفتگیکند. به فلز گرمفلز را تنظیم می

 شود.قالب می

تر  سختدر طراحی پلیسه و ابعاد آن باید توجه داشت که ابعاد آن به شکلی انتخاب شود که اکسترود شدن فلز به دهانه زائده  

های قالب و جزئیات آن باشد. از طرفی نباید آنقدر دهانه شیار پلیسه رو باریک باشد که باعث ایجاد  از پر شدن تمام قسمت

 نیروهای بزرگ آهنگری یا احتمال شکست و سایش قالب شود. 

 

 توان به صورت زیر بیان کرد: به طور کلی مراحل تولید قطعه به روش آهنگری قالب بسته را می

 تهیه ماده خام از شمش -

 اه اولیه تا درجه حرارت فورجینگ حرارت دادن م -

 اکسیدزدایی  -

 فرم تهیه پیش -

 آهنگری نهایی  -

 ها از بین بردن زائده -

 کاری انجام ماشین -

 انجام عملیات حرارتی )نرماله کردن و ...(   -

 گیری گیری و تابتنش -

 کنترل کیفی  -

 

 

 



 تحلیل فرایند آهنگری: 

 کنیم:بررسی می ا دو حالت ساده ر

 

 (Plain strainای )آهنگری کرنش صفحه -

                                                                                                            

 

 (Symmetricآهنگری متقارن )  -

                                

 

 

 ایآهنگری کرنش صفحه

 قاچیآنالیز   -

 

 



 

در خلاف جهت سیلان و به  𝜇𝑃شود و المان در سمت راست است پس سیلان ماده به سمت راست هدایت می 

 سمت چپ است.

𝜀𝑦در این حالت داریم:   = 0 

∑𝐹𝑥 = 0 

(𝜎𝑥 + 𝑑𝜎𝑥)ℎ𝑤 − 𝜎𝑥ℎ𝑤 − 2𝜇𝑃𝑤𝑑𝑥 = 0 

⟹ ℎ𝑤𝑑𝜎𝑥 − 2𝜇𝑃𝑤𝑑𝑥 = 0 

⟹ ℎ𝑑𝜎𝑥 − 2𝜇𝑃𝑑𝑥 = 0 

⟹
𝑑𝜎𝑥
𝑃
=
2𝜇

ℎ
𝑑𝑥 

Von-mises criterion in plane strain state: 𝜎1 − 𝜎3 =
2

√3
𝑌 = 2𝑘      ⟹   𝜎𝑥 + 𝑃 =

2

√3
𝑌 =

2𝑘      ⟹   𝑑𝜎𝑥 = −𝑑𝑃 

⟹
𝑑𝑃

𝑃
= −

2𝜇

ℎ
𝑑𝑥 

⟹ 𝐿𝑛 𝑃 = −
2𝜇

ℎ
𝑥 + 𝐶 

⟹  𝑃 = 𝐶′exp (−
2𝜇

ℎ
𝑥) 

{ 𝑥 =
𝑏

2
𝜎𝑥 = 0   

} ⟹ 𝑃 =
2

√3
𝑌 = 2𝑘  ⟹ 𝐶′ =

2𝑘

exp (−
𝜇𝑏
ℎ
)

 



⟹   
𝑃

2𝑘
= exp [

2𝜇

ℎ
(
𝑏

2
− 𝑥)] 

𝑖𝑓   𝑥 = 0   ⟹    (
𝑃

2𝑘
)
𝑚𝑎𝑥

= exp (
𝜇𝑏

ℎ
) 

𝑖𝑓   𝑥 =
𝑏

2
            ⟹     (

𝑃

2𝑘
)
𝑚𝑖𝑛

= 1 

 

 در نتیجه توزیع تنش مطابق شکل زیر داریم:

 

 شود. لازم زیاد می  Pشود هر چه ضخامت کمتر باشد مقدار  نتیجه می 

( 𝜇𝑃در حالتی که تنش برشی ایجاد شده در اثر اصطکاک )  و 𝜇رابطه بالا برای فشار آهنگری، برای مقادیر کوچک  

 :، صادق است( باشد𝑘) تحت برشکمتر از استحکام 

  

 

 ای: فشار متوسط در آهنگری کرنش صفحهنیرو و 

در نظر   𝜎گیری کنیم و یا یک مقدار متوسط برای  چون تنش فشاری متغیر است، برای محاسبه نیرو باید انتگرال 

 بگیریم:



𝐹𝑧 = ∫𝑃𝑑𝐴 = 2𝑤∫ 𝑃𝑑𝑥

𝑏
2

0

            𝑑𝐴 = 𝑤𝑑𝑥 

⟹   𝐹𝑧 = 2𝑤 ×∫ 2k × exp [
2𝜇

ℎ
(
𝑏

2
− 𝑥)] 𝑑𝑥

𝑏
2

0
 

⟹   𝐹𝑧 = 2𝑤 × 2𝑘 × (−
ℎ

2𝜇
) exp [

2𝜇

ℎ
(
𝑏

2
− 𝑥)]

0

𝑏
2

 

⟹   𝐹𝑧 = 2𝑤 × 2𝑘 × (−
ℎ

2𝜇
) [1 − exp (

𝜇𝑏

ℎ
)] 

⟹   𝐹𝑧 = 2𝑘 × (
ℎ𝑤

𝜇
) [exp (

𝜇𝑏

ℎ
) − 1] 

 

 توان به صورت زیر در نظر گرفت:اما فشار میانگین لازم برای این تغییرشکل را می 

𝑃𝑎𝑣 =
𝐹𝑧
𝐴
    ⟹  

𝑃𝑎𝑣
2𝑘
=
1

𝑏𝑤
×
ℎ𝑤

𝜇
× [exp (

𝜇𝑏

ℎ
) − 1] 

𝑃𝑎𝑣
2𝑘
=
ℎ

𝜇𝑏
× [exp (

𝜇𝑏

ℎ
) − 1] 

 یلی بالا داریم:سبا بسط دادن عبارت اکسپونان

exp (
𝜇𝑏

ℎ
) = 1 + (

𝜇𝑏

ℎ
) +

1

2!
(
𝜇𝑏

ℎ
)
2

+⋯ 

به ازای مقادیر کوچک 
𝜇𝑏

ℎ
 شود: نتیجه می  

𝑃𝑎𝑣
2𝑘
= 1 + (

𝜇𝑏

2ℎ
) + ⋯ ≈ 1 +

𝜇𝑏

2ℎ
 

⇒  
𝑃𝑎𝑣
2𝑘
= 1 +

𝜇𝑏

2ℎ
 

 

 ها قرار دهیم:از روابط بالا مشخص است که در فرایندهای آهنگری باید ابعاد نهایی قطعه را در فرمول 



 گیریم.و تنش تسلیم را مقدار ثابتی در نظر می آهنگری، معمولاً یک فرایند کار داغ است. معمولاً کارسختی نداریم  

 اما وقتی نرخ کرنش زیاد باشد باید به کمک رابطه زیر آن را به دست آوریم:

σ = 𝐶𝜀°
𝑚

 

 

 حالت اصطکاک چسبنده 

 رسد که مقدار اصطکاک باید زیاد باشد:شود، به نظر میچون فرایند آهنگری معمولاً به صورت داغ انجام می 

𝜏 = 𝑚𝑘 

 

{

𝑚 = 0                     𝐹𝑟𝑖𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑙𝑒𝑠𝑠                                       𝜏 = 𝜇𝑃 = 0    
0 < 𝑚 < 1              𝑆𝑙𝑖𝑑𝑖𝑛𝑔 𝑓𝑟𝑖𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛                             𝜏 = 𝜇𝑃 = 𝑚𝑘 
𝑚 = 1                         𝑆𝑡𝑖𝑐𝑘𝑖𝑛𝑔 𝑓𝑟𝑖𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛                             𝜏 = 𝜇𝑃 = 𝑘 

   } 

 

خوب صورت نگیرد ممکن است اصطکاک از نوع چسبنده بوده و در نتیجه روابط   آهنگریکاری در فرایند اگر روان 

 کند:تغییر می 

 

∑𝐹𝑥 = 0 

(𝜎𝑥 + 𝑑𝜎𝑥)ℎ𝑤 − 𝜎𝑥ℎ𝑤 − 2𝑘𝑤𝑑𝑥 = 0 



⟹ ℎ𝑑𝜎𝑥 − 2𝑘𝑑𝑥 = 0 

⟹
𝑑𝜎𝑥
2𝑘

=
𝑑𝑥

ℎ
 

Von-mises criterion in plane strain state: 𝜎1 − 𝜎3 =
2

√3
𝑌 = 2𝑘      ⟹   𝜎𝑥 + 𝑃 =

2

√3
𝑌 = 2𝑘       ⟹   𝑑𝜎𝑥 = −𝑑𝑃 

 

⟹
𝑑𝑃

2𝑘
= −

𝑑𝑥

ℎ
 

⟹
𝑃

2𝑘
= −

𝑥

ℎ
+ 𝐶 

{ 𝑥 =
𝑏

2
𝜎𝑥 = 0 

}   ⟹ 𝑃 = 2𝑘 

⟹
2𝑘

2𝑘
= −

𝑏

2ℎ
+ 𝐶          ⟹        𝐶 = 1 +

𝑏

2ℎ
 

 

⟹
𝑃

2𝑘
= 1 +

𝑏
2
− 𝑥

ℎ
 

 

{
 

 𝑥 = 0    ⟹     (
𝑃

2𝑘
)
𝑚𝑎𝑥

= 1 +
𝑏

2ℎ

𝑥 =
𝑏

2
     ⟹              (

𝑃

2𝑘
)
𝑚𝑖𝑛

= 1 
}
 

 

  ⟹ (
𝑃

2𝑘
)
𝑎𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒

= 1 +
𝑏

4ℎ
 

 

 تغییرات تنش در این حالت برخلاف حالت اصطکاک لغزنده، خطی است.



 

 

 حالت مخلوط اصطکاک لغزنده و چسبنده: 

یا حالت مخلوط اصطکاک لغزنده و چسبنده را داشته باشیم. با توجه به رابطه   زیردر فرایند ممکن است توزیع تنش  

𝜏 = 𝜇𝑃   هایی که مقدار  در قسمتP    زیاد باشد𝜏   بزرگ شده و به سمتk   رود. در نتیجه اصطکاک از نوع می

 چسبنده خواهد بود.

 

{
 

 0 < 𝑥 < 𝑥∗      ⟹      𝜇𝑃 = 𝑘      ⟹        
𝑃

2𝑘
=
1

2𝜇

𝑥∗ < 𝑥 <
𝑏

2
    ⟹              

𝑃

2𝑘
= exp [

2𝜇

ℎ
(
𝑏

2
− 𝑥)] }

 

 
  

⟹ exp [
2𝜇

ℎ
(
𝑏

2
− 𝑥∗)] =

1

2𝜇
 



⟹   
2𝜇

ℎ
(
𝑏

2
− 𝑥∗) = 𝐿𝑛 (

1

2𝜇
)     ⟹    

𝑏

2
− 𝑥∗ =

ℎ

2𝜇
× 𝐿𝑛 (

1

2𝜇
) 

⟹ 𝑥∗ =
𝑏

2
−
ℎ

2𝜇
× 𝐿𝑛 (

1

2𝜇
) 

 

 آهنگری قالب باز متقارن )تقارن محوری(

 :است به صورت زیر ای دهنده آهنگری یک دیسک دایره این حالت، نشان

 

 

 



استوانه می تغییر نمی  𝜎𝜃مقدار   اگر  کند چون شکل  از حالت دایره   𝜎𝜃ماند.  ای به سمت بیضی تغییر کند، شکل 

 رود.می 

 

∑𝐹𝑟 = 0 

(𝜎𝑟 + 𝑑𝜎𝑟)ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟)𝑑𝜃 − 𝜎𝑟ℎ𝑟𝑑𝜃 − 2𝜎𝜃 sin
𝑑𝜃

2
ℎ𝑑𝑟 − 2𝜇𝑃𝑟𝑑𝜃𝑑𝑟 = 0 

⟹ 𝜎𝑟ℎ𝑟𝑑𝜃 + 𝜎𝑟ℎ𝑑𝑟𝑑𝜃 + ℎ𝑟𝑑𝜎𝑟𝑑𝜃 + ℎ𝑑𝑟𝑑𝜎𝑟𝑑𝜃 − 𝜎𝑟ℎ𝑟𝑑𝜃

− 2𝜎𝜃
𝑑𝜃

2
ℎ𝑑𝑟 − 2𝜇𝑃𝑟𝑑𝜃𝑑𝑟 = 0 

 در حالت تغییرشکل با تقارن محوری داریم: 

𝑑𝜀𝑟 = 𝑑𝜀𝜃      ⟹    𝜎𝑟 = 𝜎𝜃  

⟹ 𝜎𝑟ℎ𝑑𝑟 + ℎ𝑟𝑑𝜎𝑟 − 𝜎𝜃ℎ𝑑𝑟 − 2𝜇𝑃𝑟𝑑𝑟 = 0 

 

⟹ ℎ𝑟𝑑𝜎𝑟 − 2𝜇𝑃𝑟𝑑𝑟 = 0 

 

𝜎1 = 𝜎𝑟     .     𝜎2 = 𝜎𝜃      .    𝜎3 = 𝜎𝑧 = −𝑃 

𝑉𝑜𝑛 −𝑚𝑖𝑠𝑒𝑠: (σ1 − σ2)
2 + (σ1 − σ3)

2 + (σ2 − σ3)
2 = 2𝑌2   ⟹    σr + P = 𝑌    

⟹   𝑑σr = −𝑑𝑃 

 

⟹−ℎ𝑑𝑃 − 2𝜇𝑃𝑑𝑟 = 0 

⟹
𝑑𝑃

𝑃
= −

2𝜇𝑑𝑟

ℎ
 

⟹ 𝐿𝑛 𝑃 = −
2𝜇𝑟

ℎ
+ 𝐶 

 



 :Cاستفاده از شرایط مرزی برای یافتن ثابت 

𝑟 = 𝑅    ⟹    σr = 0    .  𝑃 = 𝑌      ⟹ 𝐿𝑛 𝑌 = −
2𝜇𝑅

ℎ
+ 𝐶    ⟹ 𝐶 = 𝐿𝑛 𝑌 +

2𝜇𝑅

ℎ
 

 

⟹ 𝐿𝑛 𝑃 = −
2𝜇𝑟

ℎ
+ 𝐿𝑛 𝑌 +

2𝜇𝑅

ℎ
 

⟹ 𝐿𝑛 
𝑃

𝑌
=
2𝜇

ℎ
(𝑅 − 𝑟) 

 

⟹ 
𝑃

𝑌
= 𝑒𝑥𝑝 [(

2𝜇

ℎ
(𝑅 − 𝑟)] 

 

 

 

 توان فشار میانگین را محاسبه کرد:ای می با استفاده از رابطه به دست آمده، مطابق حالت کرنش صفحه 

𝑃𝑎𝑣 =
1

𝜋𝑅2
∫ 𝑃 𝑑𝐴
𝑅

0

=
1

𝜋𝑅2
∫ 𝑃 × 2𝜋𝑟𝑑𝑟
𝑅

0

=
2𝑌

𝑅2
∫ 𝑟 𝑒𝑥𝑝 [(

2𝜇

ℎ
(𝑅 − 𝑟)] 𝑑𝑟

𝑅

0

 

 

𝑃𝑎𝑣 =
1

2
(
ℎ

𝜇𝑅
)
2

𝑌 [𝑒𝑥𝑝 (
2𝜇𝑅

ℎ
) −
2𝜇𝑅

ℎ
− 1] 



و مقادیر متوسط   𝜇به ازای مقادیر کوچک 
𝑅

ℎ
 توان به صورت زیر نوشت:، تقریب خوبی از عبارت بالا می 

𝑃𝑎𝑣 = 𝑌 (1 +
𝑎

3
+
𝑎2

12
+⋯)     .      𝑎 =

2𝜇𝑅

ℎ
 

 استفاده شده است.  𝑒𝑎جمله اول بسط  5که در این عبارت از  

 

 اصطکاک چسبنده:حالت 

𝜇𝑃 = 𝑘 

ℎ𝑑𝜎𝑟 − 2𝑘𝑑𝑟 = 0 

−ℎ𝑑𝑃 − 2𝑘𝑑𝑟 = 0   ⟹    𝑑𝑃 = −
2𝑘

ℎ
𝑑𝑟     ⟹    𝑃 = −

2𝑘𝑟

ℎ
+ 𝐶      

{
𝑟 = 𝑅                                     
𝜎𝑟 = 0     ⟹              𝑃 = 𝑌 

}          ⟹        𝐶 = 𝑌 +
2𝑘𝑅

ℎ
 

 ⟹  𝑃 = 𝑌 +
2𝑘

ℎ
(𝑅 − 𝑟) 

 

 را در این حالت نیز محاسبه کرد که داریم: نتوان فشار میانگی به همان ترتیب قبل می 

𝑃𝑎𝑣 = 𝑌+
2𝑘𝑅

3ℎ
 

 



 چسبنده: -حالت مخلوط اصطکاک لغزنده

اگر در فرایند مقدار اصطکاک به قدری باشد که هم اصطکاک لغزنده و هم چسبنده   ایمشابه حالت کرنش صفحه 

𝜇𝑃توان مرز این دو ناحیه را بدست آورد )با قرار دادن شرایط  داشته باشیم، از رابطه زیر می  = 𝑘    در رابطه حالت

 اصطکاک لغزنده(.

𝑘

𝜇
= 𝑌 exp [(

2𝜇

ℎ
(𝑅 − 𝑟∗)]         ⟹    𝑟∗ = 𝑅− (

ℎ

2𝜇
)𝐿𝑛 (

𝑘

𝜇𝑌
) 

ها، فشار میانگین در های مجزا برای دو حالت در نواحی مربوط به خود و جمع کردن انتگرالگیریباز با انتگرالو  

 این ناحیه را بدست آورد.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 ( Rollingنورد )

های غلتکفرایند نورد شامل تغییرشکل پلاستیکی فلزات در اثر اعمال نیروهای فشاری است که از طریق عبور از بین  

 شود.در حال چرخش اعمال می 

 

 انواع نورد بر اساس دمای تغییرشکل: 

 (  Hot rolling)  نورد داغ -1

 (Cold rolling) نورد سرد -2

 انواع نورد بر اساس شکل محصول: 

 (  Flat rolling) نورد تخت -1

 (Shape rolling) مقطعنورد  -2

 

 تحلیل فرایند نورد تخت 

 روش کار همگن:  -1

 :سازی کرددر ناحیه نشان داده شده شبیه  ایصفحه ند فشار کرنش یتوان فرایند نورد را با یک فرامی 

 



𝐹 = 𝑆̅𝐿𝑤 =
2

√3
�̅�𝐿𝑤 

 

∆ℎ = ℎ0 − ℎ𝑓 

𝐿2 = 𝑄2 + (
∆ℎ

2
)
2

 

𝑄2 = 𝑅2 − (𝑅 −
∆ℎ

2
)
2

= 𝑅∆ℎ − (
∆ℎ

2
)
2

 

𝐿 = √𝑅∆ℎ 

 

⟹  𝐹 = 𝑆̅𝑤√𝑅∆ℎ 

 

⟹  𝐹𝑠 =
𝐹

𝑤
= 𝑆̅√𝑅∆ℎ 

 کنند. اعمال می  1/ 2اعمال ضریب تقریبی برای بهتر جواب دادن معادله بالا، تأثیر اصطکاک را با 

⟹  𝐹𝑠 =
𝐹

𝑤
= 1.2 𝑆̅√𝑅∆ℎ 

 

 



 روش آنالیز قاچی  -2

 فرضیات برای استفاده از این روش:

 ای شرایط کرنش صفحه  -

 ک ثابت بودن ضریب اصطکا -

 ثابت بودن شعاع قوس تماس -

 تغییرشکل الاستیک کم  -

 پوشی تغییرشکل اضافی قابل چشم -

 خنثی در منطقه تماس وجود نقطه  -

 

 (Neutral pointنقطه خنثی )

در منطقه تغییرشکل وجود دارد که در آن سیلان ماده به هر دو طرف راست و چپ یکسان است   Nای مانند  نقطه

 لتک به سرعت سطحی ورق برابر است. و در آن سرعت سطحی غ

 

است )سیلان ماده به سمت چپ و  عت سطحی ورق از سرعت سطحی غلتک کمتر  ر، سNدر سمت چپ نقطه  

ها عمل ها( در نتیجه اصطکاک بین غلتک و ورق در جهت کشیده شدن ورق به فضای بین غلتکورودی غلتک 

 کند.می 



ها بیشتر است )سیلان ماده به  ، سرعت سطحی ورق از سرعت سطحی غلتک Nاز طرفی در سمت راست نقطه  

اصطکاک بین غلتک ها و ورق در جهت نگه داشتن ماده زیر غلتک عمل  ها( در نتیجه  سمت راست و خروجی غلتک

 کند.می 

 جهت نیروی اصطکاکی تغییر می کند.(  N)در 

 

توان از انحنای غلتک چشم پوشی کرد. در این حالت، تغییرشکل ماده بین دو غلتک را  برای تحلیل فرایند نورد می

 نظر گرفت.ای در توان تحت فشار با شرایط کرنش صفحهمی 

 ای داریم:در حالت اصطکاک لغزشی، مشابه فشار تحت شرایط کرنش صفحه

𝑃

2𝑘
= exp [

2𝜇

ℎ
(
𝐿

2
− 𝑥)] 

𝐿  طول تماس غلتک و ماده و برابر با  𝐿که در این رابطه،  = √𝑅∆ℎ     وℎ    ارتفاع میانگین فلز در شکاف غلتک

(ℎ =
ℎ0+ℎ𝑓

2
  ( است.

 ای( داریم:برای فشار متوسط نیز )مشابه فشار کرنش صفحه 

𝑃𝑎𝑣
2𝑘
=
ℎ

𝜇𝐿
× [exp (

𝜇𝐿

ℎ
) − 1] 

𝑃𝑎𝑣
2𝑘
= 1 +

𝜇𝐿

2ℎ
 

 در حالت کرنش صفحه ای داشتیم:

Von-mises criterion in plane strain state: 𝜎1 − 𝜎3 = 2𝑘 =
2

√3
𝑌 = 𝑆 

 در نتیجه:

𝑃𝑎𝑣
𝑆 
=
ℎ

𝜇𝐿
× [exp (

𝜇𝐿

ℎ
) − 1] 

 



 را به صورت تقریبی و با رابطه زیر بیان کرد:  𝑆توان  شود، می هنگامی که دمای نورد پایین است و ماده کارسخت می

𝑆̅ =
𝑆1 + 𝑆2
2

 

𝑆1  و𝑆2  ها هستند.های سیلان به ترتیب در ورودی و خروجی شکاف غلتک تنش 

 

با پیش نورد همراه  از موارد،  )در بسیاری  )front tensionکشش   )𝜎𝑓𝑡یا پس )( و  (  back tensionکشش 

(𝜎𝑏𝑡 است. این تنش فشاری غلتک را ) توان نوشت:دهد. رابطه را در این حالت به صورت زیر می کاهش می 

𝑃𝑎𝑣 =
ℎ

𝜇𝐿
× [exp (

𝜇𝐿

ℎ
) − 1] (�̅� −

𝜎𝑏𝑡 + 𝜎𝑓𝑡

2
) 

 

خواهیم ورقی از این فلز به عرض است. می   psi  3000( در فلزی برابر با  𝑆ای ) تنش سیلان کرنش صفحه   مثال:

inch  24    و ضخامتinch  
1

8
برسد. با فرض اینکه این عمل در    inch  1 /0را نورد سرد کنیم تا ضخامت آن به    

 باشد، مطلوب است: 0/ 075و ضریب اصطکاک  inch 12ها یک عبور انجام شود، قطر غلتک 

 ها را محاسبه کنید. الف( فشار میانگین اعمالی از طرف غلتک 

 میانگین چقدر خواهد بود؟ راعمال شود، فشا psi 10000کشش  ب( اگر تنش پیش 



مقطع باعث جابجایی نقطه خنثی به سمت خروجی کشش، کاهش اصطکاک یا افزایش کاهش سطح افزایش پس 

 شود. ها میغلتک 

ورودی مقطع باعث جابجایی نقطه خنثی به سمت کشش، افزایش اصطکاک و کاهش کاهش سطح افزایش پیش 

 شود. ها میغلتک 

 

 ها:تخت شدن غلتک 

 کند.تر و قطر غلتک بزرگتر باشد، فشار متوسط افزایش پیدا می هر چه ورق نازک 

𝑅 ↑   .  ℎ ↓     ⟹    𝑃𝑎𝑣  ↑ 

ها( به ازای واحد عرض نیز  شود )نیروی جدا کننده غلتک ها اعمال می نیروی لازم برای تغییرشکل که توسط غلتک 

 یابد:افزایش می  𝑃𝑎𝑣با سرعت بیشتر نسبت به  

𝐹𝑠 = 𝑃𝑎𝑣  𝐿 

ها ها است.  بنابراین شعاع انحنای واقعی غلتک یکی از اثرات نیروی زیاد در این حالت، تخت شدن الاستیک غلتک 

(𝑅′ ( در ناحیه تماس با ورق از شعاع انحنا در حالت بارگذاری نشده )𝑅  ).رابطه بین این دو پارامتر به   بیشتر است

 طور تقریبی به صورت زیر ارائه شده است:

 



𝑅′ = 𝑅 (1 +
16𝐹𝑠
𝜋𝐸′∆ℎ

)     .              𝐸′ =
𝐸

1 − 𝜗2
 

 کند:وقتی تخت شدن غلتک داشته باشیم طول ناحیه تماس نیز تغییر می 

𝐿 = √𝑅′∆ℎ 

𝐹𝑠 = 𝑃𝑎𝑣√𝑅
′∆ℎ 

𝑃𝑎𝑣 =
ℎ

𝜇√𝑅′∆ℎ
[exp(

𝜇√𝑅′∆ℎ

ℎ
) − 1] (𝑆̅ −

𝜎𝑏𝑡 + 𝜎𝑓𝑡
2

) 

𝐹𝑠 =
ℎ

𝜇
[exp(

𝜇√𝑅′∆ℎ

ℎ
) − 1] (𝑆̅ −

𝜎𝑏𝑡 + 𝜎𝑓𝑡
2

) 

 را مشخص می کند. 𝐹𝑠رسم شده و محل تقاطع آنها مقدار   ، نمودارهای دو رابطه مشخص شده با رنگ قرمز

 

را از یک مقدار حداقل ) تخت شدن غلتک  نتوان ضخامت ورق  ( بیشتر ℎ𝑚𝑖𝑛ها ممکن است در حدی باشد که 

 :ℎ𝑚𝑖𝑛کاهش داد. رابطه ارائه شده برای 

ℎ𝑚𝑖𝑛 =
𝐶𝜇𝑅

𝐸′
(𝑆̅ −

𝜎𝑏𝑡 + 𝜎𝑓𝑡
2

) 

 

𝐶 8و  7: ثابت بین 

 آید.ها شرایط گفته شده معمولاً پیش می های بسیار نازک یا فویل در نورد ورق

 

 :ℎ𝑚𝑖𝑛های کاهش  راه 

 کششکشش و پیش اعمال پس -

 کاهش قطر غلتک  -

 ضریب اصطکاککاهش  -

 𝑆̅آنیل ماده و کاهش   -



 ها: خمش غلتک 

ها تواند باعث خمیدگی غلتک نیروی اعمالی از طرف ورق به غلتک در قسمت وسط عرض بیشتر است و این می 

ها کمی محدب ساخته می شوند. میزان این خمیدگی با پهنای ورق، تنش سیلان ماده و  شود. به همن دلیل غلتک 

 ضخامت در هر مرحله متغیر است. هش میزان کا

 

ها تنش فشاری و  ها بیشتر از مرکز ورق افزایش طول می یابند. در لبه ها: لبه در صورت ناکافی بودن خمیدگی غلتک 

می ایجاد  کششی  تنش  وسط  می در  این  ورق شود.  وسط  خوردن  ترک  باعث  یا تواند  تابیدگی  عرضی(،  )ترک  ها 

 کاغذکشی( شود.های ورق )اثر چروکیدگی لبه 

 



در صورت خمیده بودن بیش از حد غلتک ها: وسط ورق افزایش طول بیشتری می یابد. در لبه ها تنش کششی و در 

وسط ورق تنش فشاری ایجاد می شود. این می تواند باعث ترک خوردن لبه ورق )ترک عرضی(، شکاف مرکزی 

 ورق )در راستای طولی( یا حالت موجی وسط ورق شود.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 آرایش های مختلف غلتک ها: 

 های مختلفی داشته باشند. توانند آرایش های نورد میبا توجه به شکل، غلتک 

 
های با قطر کمتر، در یک کاهش ضخامت مشخص طول تماس کمتری داشته و در نتیجه به نیرو و انرژی  غلتک 

ها بیشتر است و ماده عبور کرده از وسط  غلتک کمتری برای تغییرشکل نیاز دارند. از طرفی احتمال خم شدن این  

 کنند.ها دقت ابعادی بهتری ایجاد می ها ضخامت بیشتری دارد. همچنین این غلتکاین غلتک 

 شود. های دوتایی استفاده می های ضخیم از آرایش غلتک در مراحل اولیه کاهش ضخامت تختال و ورق 

ای استفاده  برای نورد داغ ورق های پهن و همچنین صفحات با ضخامت کم و همچنین در نورد سرد از آرایش خوشه 

 شود.می 

 



 (: Angle of biteزاویه نیش )

 ها پس زده نشود.دهند تا به وسیله غلتکسر ورق یا شمش را زاویه می 

 

 محاسبه زاویه نیش:

 

 

μ 𝑃 cos 𝛼𝑏 𝑑𝐴 ≥ 𝑃 sin 𝛼𝑏 𝑑𝐴 

⟹  μ ≥ tan𝛼𝑏    ⟹   𝛼𝑏
∗ = tan−1 𝜇 


