
 قسمت دوم:  

 ( strainکرنش )

 

 تغییرشکل ماده تحت اعمال تنش  تعریف کرنش:

 نسبت تغییر طول ماده به طول اولیه آن  (:linear (axial) strainالف( کرنش خطی یا محوری )

 

𝑒    کرنش خطی میانگین  =
𝑙−𝑙0

𝑙0
=

Δ𝑙

𝑙0
 

 

𝑙0 طول اولیه = 

𝑙 نهایی = طول 

 کرنش کمیتی بدون بعد است. 

طول اولیه به سمت    کهی هنگام کرنش خطی در یک نقطه برابر است با نسبت تغییر طول به طول اولیه،  

 صفر میل کند.

 توان به دو صورت مهندسی و حقیقی محاسبه کرد: از طرفی کرنش خطی را می 

 طور که در بالا گفته شد( نسبت تغییر طول به طول اولیه ماده )همان  کرنش مهندسی: -

𝑒 =
𝑙 − 𝑙0

𝑙0
=

Δ𝑙

𝑙0
 

 

 

σx σx 

l0 

l 



 ای طولماده تقسیم بر مقدار لحظه ای تغییرطول لحظه   کرنش حقیقی: -

 

 

𝜀 =
𝑙1 − 𝑙0

𝑙0
+

𝑙2 − 𝑙1
𝑙1

+
𝑙3 − 𝑙2

𝑙2
+ ⋯ ⟹ 𝜀 = ∑

𝑙𝑖 − 𝑙𝑖−1

𝑙𝑖−1

𝑛

𝑖=1

 

 

𝑑𝑙اگر مقدار   = 𝑙𝑖 − 𝑙𝑖−1  :بسیار کوچک باشد، داریم 

𝜀 = ∫
𝑑𝑙

𝑙

𝑙

𝑙0

= 𝑙𝑛
𝑙

𝑙0
⟹ 𝜀 = 𝑙𝑛

𝑙

𝑙0
 

 

 ارتباط بین کرنش مهندسی و حقیقی )مهم و کاربردی(:

𝑒 =
𝑙 − 𝑙0

𝑙0
=

𝑙

𝑙0
− 1 ⟹

𝑙

𝑙0
= 1 + 𝑒 

⇒ 𝜀 = ln (1 + 𝑒) 

 



در مقادیر خیلی کوچک کرنش که معادلات کشسانی معتبر است، مقادیر کرنش مهندسی و حقیقی برابر  

 هستند: 

𝜀 = ln(1 + 𝑒) = 𝑒 −
𝑒2

2
+

𝑒3

3
−

𝑒4

4
+ ⋯ ⇒     𝑖𝑓      𝑒 ≤ 0.1 ⟹ 𝜀 ≈ 𝑒 

 

 تر است، زیرا: های حقیقی مخصوصاً در تغییر شکل پلاستیکی مطلوبکار کردن با کرنش 

 های حقیقی برای تغییرشکل معادل در فشار و کشش برابرند و تنها علامت آنها برعکس است. کرنش  -1

 

 مثال: 

 

  

𝑒 = 1     𝑒 = −
1

2
 

𝜀 = 𝑙𝑛2    𝜀 = 𝑙𝑛
1

2
= −𝑙𝑛2 

 

 

ای با  پذیرند. یعنی کرنش حقیقی کل محاسبه شده در یک فرایند چندمرحلههای حقیقی جمع کرنش  -2

 تک مراحل برابر است. های حقیقی تک مجموع کرنش 

L0 
L0 

2L0 
L0/2 



 

𝜀1 = 𝑙𝑛
𝑙1
𝑙0

      𝜀2 = 𝑙𝑛
𝑙2
𝑙1

         𝜀3 = 𝑙𝑛
𝑙3
𝑙2

        𝜀𝑡𝑜𝑡 = 𝑙𝑛
𝑙3
𝑙0

 

𝜀𝑡𝑜𝑡 = 𝜀1 + 𝜀2 + 𝜀3 

 

 

𝑒1 =
𝑙1 − 𝑙0

𝑙0
         𝑒2 =

𝑙2 − 𝑙1
𝑙1

      𝑒3 =
𝑙3 − 𝑙2

𝑙2
       𝑒𝑡𝑜𝑡 =

𝑙3 − 𝑙0
𝑙0

  

𝑒𝑡𝑜𝑡 ≠ 𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3 

 

 بیان کرد، یعنی داریم:های خطی توان کرنش حجمی را بر حسب کرنش در حالت حقیقی می  -3

ε𝑣 = ln (
𝑉

𝑉0
) = ln (

𝑙𝑤𝑡

𝑙0𝑤0𝑡0
) = ln (

𝑙

𝑙0
) + ln (

𝑤

𝑤0
) + ln (

𝑡

𝑡0
) = 𝜀𝑙 + 𝜀𝑤 + 𝜀𝑡 

 

آوریم( و  های الاستیک کم را به حساب نمی حجم نداریم )کرنش   در تغییرشکل پلاستیکی فلزات، تغییر

𝑉 = 𝑉0 :و در نتیجه داریم 

 

ε𝑣  رابطه مهم در تغییرشکل پلاستیکی فلزات  = ln (
𝑉

𝑉0
) = 0     or    𝜀𝑙 + 𝜀𝑤 + 𝜀𝑡 = 0 

 اند.(های کل به حساب آمدههای پلاستیک کرنش )در این رابطه، قسمت 

L0 

L1 

L2 

L3 

ε1 

ε2 

ε3 



 نشان داد:نیز توان به صورت زیر کرنش طولی را می 

 

 

𝑈∂به اندازه   Aنسبت به  Bجابجایی 

∂x
dx :بیشتر بوده و داریم 

𝑒x =
∆L

L
=

A′B′ − AB

AB
=

dx +
∂U
∂x

dx − dx

dx
=

∂U

∂x
 

𝑒x =
∂U

∂x
 

   همین ترتیب: به 

                            𝑒y =
∂V

∂y
          .             𝑒z =

∂W

∂z
 

 

   

 

 

 

 

U ،V  وW   های جابجایی در راستای محورx،  y  وz هستند . 



 ای کرنش برشی یا صفحهب( 

شود، کرنش برشی در اثر اعمال ( ایجاد می𝜎برعکس کرنش محوری که در اثر اعمال تنش عمودی یا نرمال ) 

در درس خواص مکانیکی، کرنش برشی را به عنوان تغییر زاویه اولیه بین دو خط از شود.  تنش برشی ایجاد می

 جسم در اثر اعمال تنش برشی تعریف کرده و به صورت زیر نشان دادیم: 

    

 

 γ =
𝑎

h
= tgθ ≈ θ 

𝑎  پایینی نسبت به هم : جابجایی صفحه بالایی و 

ℎ فاصله بین دو صفحه : 

θوقتی زاویه کوچک باشد  ≈ tgθ⇐  کنند. کرنش برشی را معمولاً با خود زاویه چرخش بیان می 

 

 آید: دست میکرنش مطابق روابط زیر به اعمال شده و   در حالت کلی تنش به صورت زیراما  

         

τxy 

τyx 



دهیم. جابجایی نقاط در امتداد  نشان می  𝑒𝑦𝑥و    𝑒𝑥𝑦شود که آنها را با  یعنی در المان دو تغییر زاویه ایجاد می

AD    در جهت موازی با محورx  افتد ولی این جابجایی متناسب با فاصله از مبدأ در امتداد محور  اتفاق میy 

 برابر است با:  𝑒𝑥𝑦 زاویه  تغییراست. بنابراین  

𝑒𝑥𝑦 =
𝐷𝐷′

𝐷𝐴
=

𝜕𝑈

𝜕𝑦
 

      به همین ترتیب:

𝑒𝑦𝑥 =
𝐵𝐵′

𝐴𝐵
=

𝜕𝑉

𝜕𝑥
 

 

 و داریم:

𝛾𝑥𝑦 = 𝑒𝑥𝑦 + 𝑒𝑦𝑥 

 

کنند. اگر بخواهیم کرنش را به هم کرنش برشی و هم چرخش جسم صلب ایجاد می 𝑒𝑦𝑥و   𝑒𝑥𝑦 زاویه   غییر تاما  

 : jو    i، برای هر  صورت تنسور نشان دهیم باید دو سهم کرنشی و چرخشی را از هم جدا کنیم

 

𝑒ij =
1

2
(𝑒ij + 𝑒ji) +

1

2
(𝑒ij − 𝑒ji) 

 

 

𝑒xy    :مثلاً =
1

2
(𝑒xy + 𝑒yx) +

1

2
(𝑒xy − 𝑒yx) 

 

⟹ 𝑒𝑥𝑦 =      εxy        +        ωxy 

 

ε𝑥𝑦کرنش   مولفه =
1

2
(
∂U

∂y
+

∂V

∂𝑥
ωxyچرخش   مولفه  ( =

1

2
(
∂U

∂y
−

∂V

∂𝑥
) 



 در نظر گرفت:  توانیمرا    خاص برای درک بهتر موضوع، چند حالت  

1- 𝑒xy = 𝑒yx 

 

ε𝑥𝑦در این حالت:   =
1

2
(𝑒xy + 𝑒yx) = 𝑒xy    وωxy =

1

2
(𝑒xy − 𝑒yx) = 0 

2-  𝑒xy = −𝑒yx 

 

εxyدر این حالت:   =
1

2
(𝑒xy + 𝑒yx) = ω𝑥𝑦و    0 =

1

2
(𝑒xy − 𝑒yx) = 𝑒xy 



3-  𝑒xy = 𝛾𝑥𝑦  . 𝑒yx = 0 

 

εxyدر این حالت:   =
1

2
𝑒xy    وωxy =

1

2
𝑒xy 

 

 های تنسور کرنش و چرخش: مؤلفه

εij = [

εxx εxy εxz

εyx εyy εyz

εzx εzy εzz

] =

[
 
 
 
 
 
 

∂U

∂x

1

2
(
∂U

∂y
+

∂V

∂x
)

1

2
(
∂U

∂z
+

∂W

∂x
)

1

2
(
∂U

∂y
+

∂V

∂x
)

∂V

∂y

1

2
(
∂V

∂z
+

∂W

∂y
)

1

2
(
∂U

∂z
+

∂W

∂x
)

1

2
(
∂V

∂z
+

∂W

∂y
)

∂W

∂z ]
 
 
 
 
 
 

 

 

ωij = [

ωxx ωxy ωxz

ωyx ωyy ωyz

ωzx ωzy ωzz

] =

[
 
 
 
 
 
 0

1

2
(
∂U

∂y
−

∂V

∂x
)

1

2
(
∂U

∂z
−

∂W

∂x
)

1

2
(
∂V

∂x
−

∂U

∂y
) 0

1

2
(
∂V

∂z
−

∂W

∂y
)

1

2
(
∂W

∂x
−

∂V

∂z
)

1

2
(
∂W

∂y
−

∂V

∂z
) 0

]
 
 
 
 
 
 

 

 ⟸ εij = εji  .تنسور کرنش متقارن است 

 ⟸ ωij ≠ ωji.تنسور چرخش نامتقارن است 

⟸اگر   ωij =  چرخش نداریم و تغییرشکل غیرچرخشی است.  0



ای کل نسبت به زاویه ( به صورت تغییرشکل زاویهγپس به طور کلی، کرنش برشی کل )کرنش برشی مهندسی،  

 شود و داریم:قائم تعریف می

𝛾𝑥𝑦 = 𝑒𝑥𝑦 + 𝑒𝑦𝑥 = 𝜀𝑥𝑦 + 𝜀𝑦𝑥 = 2𝜀𝑥𝑦 

 

𝛾𝑥𝑦 =
∂U

∂y
+

∂V

∂x
  ,  ,𝛾𝑥𝑧 =

∂U

∂z
+

∂W

∂x
  𝛾𝑦𝑧 =

∂V

∂z
+

∂W

∂y
 

 

 کرنش روابط تبدیل و دایره مور برای 

( نیز εijنسور کرنش ) توان برای تتمام روابط تبدیل و دایره مور که برای تنش در قسمت قبل به دست آمد را می

 استفاده کرد.

 :مثلاً

 در حالت دو بعدی روابط تبدیل کرنش مطابق روابط تبدیل تنش داریم:  -

 

𝜀�́� =
𝜀𝑥+𝜀𝑦

2
+

𝜀𝑥−𝜀𝑦

2
𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝜀𝑥𝑦𝑠𝑖𝑛2𝜃   

𝜀�́� =
𝜀𝑥+𝜀𝑦

2
−

𝜀𝑥−𝜀𝑦

2
𝑐𝑜𝑠2𝜃 − 𝜀𝑥𝑦𝑠𝑖𝑛2𝜃   

𝜀�́��́� =
𝜀𝑦−𝜀𝑥

2
𝑠𝑖𝑛2𝜃 + 𝜀𝑥𝑦𝑐𝑜𝑠2𝜃    

 

ها و گرد جهت تنشمحورهای کرنش اصلی داریم )در امتداد آنها کرنش برشی نداریم( و در یک جسم همسان  -

 آیند: دست میبههای اصلی از روابط زیر  اند. مقادیر کرنشهای اصلی بر هم منطبقکرنش

 

𝜀3 − I1ε
2 + I2ε − I3 = 0 

I1  همان کرنش حجمی  = εx + εy + εz 

I2 = εxεy + εxεz + εyεz − εxy
2 − εxz

2 − εyz
2  

I3 = |εij| 



 . های اصلی استهای اصلی مشابه با رابطه جهات تنشرابطه جهات کرنش  -

 

 های برشی اصلی های برشی اصلی )حداکثر( همانند تنشرابطه کرنش  -

γ3 = ε1 − ε2  γmax = γ2 = ε1 − ε3  γ1 = ε2 − ε3 

 

 مانند تنش، برای کرنش نیز دایره مور داریم:  -

 

 

 

 های هیدرواستاتیک و دویاتوریک با روابط مشابه با حالت تنش داریم. مانند تنش، کرنش  -

 

 


