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گسستهاجزایروش(DEM)توسطکهاستعددیسازیمدلروشیکCundallدر

.شدایجادهاسنگمکانیکمشکلاتتحلیلجهت1974تا1971هایسالبین

واهدیسکرفتارسازیشبیهوعددیسازیمدلبرایمناسبروشیگسستهاجزایروش
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ردرایگانوآزادانهصورتبهکههستندبازمتنافزارهاینرمافزارهانرمایندیگردسته

ستمسیدرهاآناکثرتقریباًکهاستاینبازمتنافزارهاینرممشکلاماهستند،دسترس

ایندیگرلمشک.شوندمیاجرالینوکسعاملسیستمباتنهاونیستنداجراقابلویندوزعامل
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روشبهگردانآسیاهایعملکردبرمؤثرپارامترهایدیگریپژوهشدر2011سالدر

وگرفتقراربررسیومطالعهموردPFC3Dافزارنرمازاستفادهباوگسستهاجزای

.شدانجامشفافایگلولهآسیاییکساختوطراحیباپارامترهااینسازیبهینه



https://www.demsoftware.net/software/



http://www.technalysis.tech/dem_software.aspx



https://www.itascacg.com/software/pfc











https://altair.com/edem/features





https://www.ansys.com/products/fluids/ansys-rocky



https://www.granoo.org/

What is GranOO ?
GranOO is not a software, GranOO is a collection of C++ libraries and tools that help users for
building a specific DEM simulation. Python bindings have been recently released to improve
user experience.



http://www.applieddem.com/software/what-is-dem.aspx
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LIGGGHTSاستگسستهاجزایروشبهذراتسازیشبیهبازمتنافزارنرميك.

LIGGGHTSمخففLAMMPS Improved for General Granular and Granular Heat

Transfer SimulationsمعنایبهوLAMMPSمیعموایدانههایسازیشبیهبرایبهبوديافته

.استایدانهحرارتانتقالو





https://yade-dem.org/doc/



https://www.itm.uni-stuttgart.de/en/software/pasimodo/



مستلزم آشنايی  LAMMPS/LIGGGHTSافزارهای توسعه دادن و کامپايل کردن نرم
.، فرترن و پايتون است++C ،Cنويسی های برنامهبا سیستم عامل لینوکس و زبان







گسستهاجزایروش(Discrete Element Method)راگیا(DEM)روشیک
اززیادیادتعدباهاییسیستممکانیکیرفتارکردنسازیشبیهبرایقدرتمندعددی
.استذرات

اقعی،وفیزیکیذراتبنابرایناست،ذراتاندرکنشوحرکترویبرروشاینتمرکز
بهیرند،گمیبردرعظیمسنگیتشکیلاتتامیکرومقیاسپودرهایازراطیفیکه

.شوندمیدادهنشانصلبهندسیاجسامصورت

دلمشودمیاستفادهگسستهاجزایروشدرکهذراتاندرکنشبرایمدلترینرایج
.است(Hertz)هرتز

هایسیستمشدنقدرتمندتروبرخوردهایمدلبهبودباگذشته،دههسهطیدر
.اندیافتهافزایشسرعتبهگسستهاجزایروشکاربردهایکامپیوتری

کرویذراتباهاسازیشبیهدرحالیکه.استرایجبسیارکرویذراتکاربرداینجا،در
کارهمهنوزغیرکرویذراتازاستفادهکنند،منظورراذرههامیلیونتوانندمی

.نیستایساده

گ
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ی 
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 :

ب
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م

(DEM)روش اجزای گسسته 



رکنشیاندنیروهایوشودمیتوصیفشعاعبوسیلههندسهکرویذراتبرایدرحالیکه
برای،شوندمحاسبههرتزیبرخوردمانندبرخوردقوانینبوسیلهآسانیبهتوانندمی

.استترپیچیدهبسیاربرخوردنیروهایمحاسبهوهندسهنمایشغیرکرویذرات

ایانهدموادکهمعنابدیناست،لاگرانژیرویکردیکاساسبرگسستهاجزایروش
نقوانیبوسیلههاآنازیکهرکهکند،میتلقیمجزاذراتازایمجموعهصورتبهرا

.شوندمیکنترلفیزیکی

هردرتوانندمیکهایذرهبهذرهبرخوردهایطریقازهایشهمسایهباذراتازیکهر
.کندمیاندرکنششوند،شکستهیاشوندتشکیلزمانیگام
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عای

و م
یا 
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امگیکطیدرکهشودمیانتخابکوچکآنقدرگسستهاجزایروشدرزمانیگام
صلشبلافهمسایگانازبیشتربهتوانندنمیذرههرازحاصلهایآشفتگیزمانی
صاریانحطوربهذرههررویبرآیندنیروهایمتوالی،زمانیگامهردر.شوندتکثیر

.شوندمیتعیینمجاورشذراتباآناندرکنشوسیلهبه

(DEM)روش اجزای گسسته 



گ
 را

ش
رو

ی 
رف

مع
 :

ب
عای

و م
یا 

زا
م

بهکهشوندانجامسازیشبیههایدادهرویازآسانیبهتوانندمیراگهایبینیپیش
.بودخواهدهزینهپرودشوارتجربیطوربههاآنآوردندست

هبراامکانایندسترسقابلمحاسباتیتواندرشدیدافزایشاخیر،هایسالدر
ایکاربردهبرایچندمنظورهابزاریبهکهاستدادهگسستهاجزایهایسازیشبیه

.شوندتبدیلصنعتی
ذرههایونمیلباهاییسازیشبیهکردناجرااکنونگسسته،اجزایسازیشبیهبلوغبا

درتحملقابلهایزماندرذراتبینچسبندهنیروهایوپیچیدههایشکلبا
.شودمیممکندارد(رومیزیکامپیوترهای)هاپردازندهتک

اینکهشودانتخابکوچکنهایتبیبایدزمانیگامکهاستاینراگروشعیب
.شودمیهاسازیشبیهزمانشدیدافزایشسببامر

رایبپارامتریمطالعاتانجامسهولتگسستهاجزایسازیمدلدیگرقوتنقطه
ازبعلاوه،.استتجهیزاتطراحییافرآیند،شرایطذرات،خواصاثراتکردنمطالعه
اشتهدخواصازتوزیعیتوانندمیذراتاست،گسستهرویکردیکراگکهآنجایی
اشتهدهااندازهازتوزیعیمثالبرایتوانندمیسیستمدرونذراتبنابراین.باشند
.باشند

(DEM)روش اجزای گسسته 



(راگ)روش اجزای گسسته 
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رفتارنکردبینیپیشبرایکهاستعددیتکنیکیک(راگ)گسستهاجزایروش
هر.گیردمیقراراستفادهمورداست،حاکمبرخوردهاآندرکهذراتیهایجریان

وذراتبینوذراتبینبرخوردهاهمهوشوندمیردیابیجریانایندرذراتازیک
.شوندمیمدلمرزها

نرمذراتروشاوقاتگاهیلایتزدرشدهاستفادهراگنوع(soft particle)نامیده
میزاناینوباشندداشتههمپوشانیکهشودمیدادهاجازهذراتبه.شودمی

ایحظهلنیروهایکردنتعیینبرایبرخوردنیرویقانونیکهمراهبههمپوشانی
موردذراتجاریهایچرخشوهاسرعتها،جهتها،مکانشناختازحاصل

.گیردمیقراراستفاده

میندلین-هرتزایدانهبرخوردمدلیک(Hertz-Mindlin)لایتزدرجدید
بردیوار-ذرهوذراتمیانهااندرکنشبرخورد،مدلایندر.استشدهسازیپیاده
برمماسوعمودجهاتدر(spring-dashpot)فنرکمک-فنرمدلیکطبق

.هستندمراکزشانخطوط
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(راگ)روش اجزای گسسته 
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کند؛یماستفادهایدانهذرهدوبیناصطکاکینیرویبرایزیرفرمولازایدانهمدلاین
تماسشانفاصلهازکمترRjوRiهایشعاعباذرهدوبینrفاصلهکههنگامی

(d = Ri + Rj)کههنگامی.استr > d،نداردوجودذراتاینبیننیروییهیچ:



(راگ)روش اجزای گسسته 
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:ندشوتعریفتماسحالدرذرهدوبرایتوانندمیزیرمعادلات

نسبتυاست،برشیمدولGاست،یانگمدولYهاآندرکه
ذرهیکشعاعRواستجرمmاست،استردادضریبeاست،پوآسون

𝐺.استتماسدرذرهدونماینده2و1هایاندیس.است =
𝑌

2 1 + υ
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رکتحدومقانونبوسیلهتوانندمیکهدورانی،حرکتوانتقالیحرکتذره،هربرای

:شوندمیتعیینزیرترتیببهشوند،توصیفنیوتن

ذرهیکرویکهاستبرخوردینیرویFاست،ذرهیکسرعتبردارvهاآندرکه

ایزاویهسرعتبردارωهستند،گرانشیشتابوذرهیکجرمgوmکند،میعمل

Moment)لختیگشتاورومماسینیرویازناشیگشتاوربرIوMاست، of

inertia)کنندمیدلالت.



سازی راگافزارهای شبیهمعرفی نرم
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س

دوجوصورتدوبهراگزمینهدرتخصصیافزارهاینرم
:دارند
هزینهکههستندتجاریافزارهاینرماولدسته

تهیهامکانواستتوجهقابلبسیارهاآناجاره
.نداردوجودهمگانبرایهاآن
ورتصبهکههستندبازمتنافزارهاینرمدومدسته

رهاافزانرماینهستند،دسترسدررایگانوآزادانه
وندنیستاجراقابلویندوزعاملسیستمدراکثراً
قابللینوکسبرمبتنیهایعاملسیستمدرتنها
بازمتنافزارهاینرمکهجاییآناز.هستنداجرا

اینکردنکامپایلهستند،منبعکدهایصورتبه
دشواربسیارهاآنازاجراییفایلساختنوکدها
هایعاملسیستمدرتنهاکاراینانجامواست

.استپذیرامکانلینوکسبرمبتنی



سازی راگافزارهای شبیهمعرفی نرم
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LIGGGHTSمخففLAMMPS Improved for General Granular and

Granular Heat Transfer SimulationsمعنایبهوLAMMPSبراییافتهبهبود

.استایدانهحرارتانتقالوعمومیایدانههایسازیشبیه

توسعهانیازهبامطابقلایتزافزارینرمبستهازاینسخهراگ،هایسازیشبیهمنظوربه
.شدداده

LAMMPSمخففLarge-scale Atomic/Molecular Massively Parallel

Simulatorیاسمقبزرگمولکولی/اتمیموازیطورگستردهبهسازشبیهمعنایبهو

.است



های لمپس و لايتزويژگی
ایدانهذراتاگر.استپیوستهیامزو،اتمی،مقیاسدرذراتموازیسازشبیهیکلمپس

.شودمینامیدهراگروشاینشوند،سازیشبیهدانهدرشت

ارائهدوهر(هرتز)غیرخطیو(هوک)خطیایدانههایپتانسیلبرایراهاسازیپیادهلمپس

.دهدمی

فتهبهبودیاهایویژگیایندهد،میبهبودایدانههایسازیشبیهبرایراهاویژگیاینلایتز

برایCatiaوSolidWorksمانندافزارهایینرماز)CADهایفایلازهندسهکردنواردشامل

،متحرکمشقابلیتو(.شودمیذخیرهstlفرمتباحاصلفایلوشودمیاستفادههندسهترسیم

وشربوسیلهکهغیرکرویذراتمتعدد،برخوردهایمدلبندی،بستهوذراتدرجبرایامکانات

فرسودگی،یبینپیشودیوارتنشتحلیلپیوندیافته،ذراتمدلیکشوند،میکنترلایچندکره

.شوندمیصلباجسامبرایآزادیدرجهششقابلیتو



های لمپس و لايتزويژگی

هایتکنیکازاستفادهباموازیصورتبهیاتکیهایپردازندهدردوهرلمپسولایتز

Massage)پیامعبوردهنده Passing Interface (MPI))مکانیتجزیهو

(spatial-decomposition)شوندمیاجراسازیشبیهحوزه.

جدیدهایقابلیتباآنگسترشواصلاحبهبود،تغییر،کهاستشدهطراحینحویبهکداین

.باشدآسان

اربرکتوسطشدهتعریفبرخوردهایمدلبرایکردننویسیبرنامهلایتز،افزارنرمکاربرددر

بایدازیسشبیهفرآیندتوصیفبرایکدهمهونداردوجودکاربریرابطهیچامااستپذیرامکان

.شوددرآوردهمتنصورتبه



STEP(.stp)ایجاد هندسه با فرمت 

gmshو CATIAهای لايتز با سازیپردازش شبیهپیش



gmshو CATIAهای لايتز با سازیپردازش شبیهپیش



.شودانجام میgmshافزار توسط نرمstlبه stpبندی و تبدیل فرمت مش
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.شودانجام میgmshافزار توسط نرمstlبه stpبندی و تبدیل فرمت مش

gmshو CATIAهای لايتز با سازیپردازش شبیهپیش
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نحوه پردازش در لايتز
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Paraviewو Pizza.pyهای لايتز با سازیپردازش شبیهپس

.شودانجام میPizzaتوسط vtkبه فرمت dumpهای تبدیل فایل



31

Paraviewو Pizza.pyهای لايتز با سازیپردازش شبیهپس

.شودمیانجامParaViewافزارنرمتوسطسازیشبیهانجاموvtkفرمتباهایفایلخواندن
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یخودشکن مقیاس پايلوت و صنعتسازی آسیاهای نیمهشبیه
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پايلوتای مقیاسآسیای گلوله–نتايج و بحث 
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اعتبارسنجی–نتايج و بحث 



اسباتیدينامیك سیالات مح: فصل دوم
Computational Fluid Dynamics



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

یامحاسباتیسیالاتدینامیک(CFD)(Computational fluid dynamics)

،ددیعهایالگوریتموعددیآنالیزازاستفادهباکهاستسیالاتمکانیکهایشاخهازیکی

.کندمیتحلیلوتجزیهرا(گازهاومایعات)سیالاتبهمربوطمسائل

تفادهاسمرزیشرایطسطوحباگازهاومایعاتکنشهمبرسازیشبیهبرایابرکامپیوترهااز

.شودمی

اسباتیمحنوینتوانمندی هایورایانهعلومبهراقدیممکانیکسیالات،مکانیکازشاخهاین

.می کندوصلمیلادیجدیدقرندروبیستمقرندومنیمهدرآن

مکاناجبریمعادلاتبهسیالاتبرحاکمجزئیدیفرانسیلمعادلاتتبدیلباروشایندر

.می شودفراهممعادلاتاینعددیحل



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

برایمرزیشرایطاعمالوکوچک ترالمان هایبهتحلیلبرایموردنظرناحیهتقسیمبا

لحباکهمی آیدبدستخطیمعادلاتدستگاهیکتقریب هاییاعمالبا،مرزیگره های

.می آیدبدستموردنظرناحیهدردماوفشارسرعت،مقدارجبری،معادلاتدستگاهاین

رایبضسطوح،برواردنیروهایبرآیندمی توانمعادلاتحلازآمدهبدستنتایجازاستفادهبا

محاسبهراحرارتانتقالضریبو(drag)(بازدارندهنیروی)پساو(lift)(بالابرنیروی)برا

.نمود



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

بهرهجواببهرسیدنجهتیمختلفهایالگوریتموهاروشازمحاسباتیسیالاتدینامیکدر

ودمی کننتقسیمکوچکاجزاءزیادیتعدادبهرامسئلهدامنهموارد،تمامیدرامامی برند،

.می کنندحلرامسئلهاجزاءاینازیکهربرای

ضلعی100یکرسمازپس(hectagon)حاصلشکلکهنمودخواهیممشاهدهمنتظم

پدیدهنایحقیقتدر.شدخواهدبیشترشباهتایناضلاعتعدادافزایشبا.استدایرهمشابه

.داشتخواهدمفهومنیزCFDمبحثدر



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

محاسباتیسیالاتدینامیکدرمورداستفادهعددیروش های(CFD)

سازیگسستههایروش(discretization)دیفرانسیلمعادلات:

محدوداجزاءروش(Finite Element Method)

محدودحجمروش(Finite Volume Method)

محدودتفاضلروش(Finite Difference Method)

طیفیروش های(Spectral Methods)

جریان هایسازیمدلدرخصوصبهبیشتریکاربردمحدودحجمروشروش ها،اینمیاندر

.داردناپذیرتراکم

بسطروشاینمبنایبرنیزمحاسباتیسیالاتدینامیکزمینهدرتجارینرم افزارهایبیشتر

.یافته اندتوسعهو



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

محاسباتیسیالاتدینامیکدرمورداستفادهعددیروش های(CFD)

آشفتگیمدل های:

استوکس-ناویرمعادلاترینولدزمیانگین گیریروشبهشبیه سازی((RANS)

(Reynolds-Averaged Navier-Stokes))(رینولدزبااستوکس-ناویر

(شدهگیریمیانگین

مستقیمعددیشبیه سازی((DNS) (Direct Numerical Simulation ))

بزرگگردابه هایشبیه سازی((LES) (Large Eddy Simulation))



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

کاربردها:

وآزمایشگاهیروش هایمیاندرراخودجایمحاسباتیسیالاتدینامیکروشاکنون

برایروش اینازاستفادهو استکردهبازحرارتانتقالوسیالاتمسائلتحلیلبرایتحلیلی

. استشدهعادیامریمهندسیتحلیل هایانجام

سیالات،بامرتبطصنعتیمختلفزمینه هایدرگستردهصورتبهمحاسباتیسیالاتدینامیک

.می شودگرفتهبکارسیالکمکبهموادانتقالوحرارتانتقال

ین ها،تورب)توربوماشین هاهوافضا،صنایعخودروسازی،صنایعبهمی توانموارداینجملهاز

ویانرژوگازونفتصنایعنظامی،صنایعهسته ای،صنایع،(کمپرسورهاودمنده هاپمپ ها،

بهاتیمحاسبسیالاتدینامیکدانشکهنموداشارهدیگرصنعتیگستردهمواردبسیاری

.استشدهتبدیلمرتبطصنعتیمسائلگشایگرهعنوان



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

محدودالمانروشیامحدوداجزاءروش(FEM)(Finite Element Method)

.استالیانتگرمعادله هایحلنیزوجزئیدیفرانسیلمعادلاتتقریبیحلبرایعددیروشی

محدوداجزاتحلیلنامبامعمولاًمحدوداجزایعملیکاربرد(FEA)(Finite Element

Analysis)می شودخوانده.

معادلاتبههاآنساده سازییادیفرانسیلمعادلاتکاملحذفروشاینکاراساس

.می باشدمی شوند،حلاویلرمانندعددیهایروشباکه،معمولیدیفرانسیل

نظرازکهساده ایمعادلهبهکهاستاینمهممسئلهجزئیدیفرانسیلمعادلاتحلدر

حدیبهحلحیندرواولیهداده هایدرخطاکهمعنااینبه)برسیماست،پایدارعددی

.(شودمنتهینامفهومنتایجبهکهنباشد

ازیکیمحدوداجزاءروشکهدارد،وجودامراینبرایمختلفمعایبومزایاباهاییروش

.هاستآنبهترین



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

محدودالمانروشیامحدوداجزاءروش(FEM):

وهنقلیوسایلمانند)پیچیدهدامنه هایرویجزئیدیفرانسیلمعادلاتحلدرروشاین

جایههمدربالادقتکهوقتییااست،متغیردامنهکههنگامییا،(نفتانتقاللوله های

مفیدیاربس،ندارندراکافییکنواختیوهمبستگینتایجاگریانیستالزامیدامنه

.می باشد

نتایجبالایدقتبهنیازیخودرو،جلویقسمتدرتصادفیکشبیه سازیدرمثال،عنوانبه

رویهوایزمین،کرهرویهوابینیپیشوشبیه سازیدرهمچنین.نیستخودروعقبدر

.دارددریارویهوایبهنسبتبیشتریاهمیتخشکی

ههندسدقیقنمایش:جملهازاستزیادیمزایایدارایترکوچکنواحیبهناحیهتقسیم

.جسمموضعیویژگی هایدرک،جسممتفاوتویژگی هایگنجایش،پیچیده



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

محدودالمانروشیامحدوداجزاءروش(FEM):



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

محدودحجمروش(FVM)(Finite Volume Method)عددیهایروشازیکی

.استدیفرانسیلمعادلاتتقریبیحلبرای

اینتقریبروشآندرکهاستمحدوداجزاءروشازنوعیواقعدرمحدودحجمروش

کدینامیمسائلحلبرایبیشترروشاین.استمتفاوتمحدوداجزاءروشباهاانتگرال

.کندمیپیرویروشاینازفلوئنتنرم افزار.استمناسبحرارتانتقالومحاسباتیسیالات



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

محدودتفاضلروش(FDM)(Finite Difference Method)هایروشازیکی

فاضلاتتباتوابعمشتقروشایندر.استدیفرانسیلمعادلاتتقریبیحلبرایعددی

.می شودزدهتقریبهاآنمعادل

استتیلورروشباتابعتقریبازاستفادهمعادلاتحلبرایروشایناساس.



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

طیفیروش های(Spectral Methods)ریاضیاتدرکههستندتکنیک هاییازکلاسی

ازتفادهاسدرگیربالقوهطوربهکهدیفرانسیلمعادلاتحلبرایعلمیمحاسباتوکاربردی

Fast)فوریهسریعتبدیل Fourier Transform)می شونداستفاده،هستند.

سسپو«پایهتوابع»مجموععنوانبهمتفاوتمعادلاتازحلیراهنوشتنکار،اینایده

ازروشاین.استممکنحدتامتفاوتمعادلاتارضایبرایمجموعدرضریبانتخاب

. باشدمیجزئیمشتقاتبادیفرانسیلمعادلاتحلبرایعددیشیوه هایپردقت ترینجمله



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

استوکسناویرمعادلاترینولدزگیریمیانگینروش(RANS)

(Reynolds-Averaged Navier-Stokes)

می شوندحلشده اندزمانیگیریمتوسطکهاستوکس-ناویهمعادلاتروشایندر.

کیازاستفادهبا،هستندمعادلاتدرمجهولصورتبهکهرینولدزتنش هایروشایندر

.می شوندسازیمدلآشفتگیمدل

وجریانات،حرکات،برحاکمریاضیمدلاستوکس-ناویهمعادلاتغیرخطیدستگاه

.می دهدتشکیلرا(گازهایامایعاتازاعم)سیالاتدینامیک



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

استوکس-ناویهمعادلهفرم

لختمرجعدستگاهدر(inertial reference frame)کلی تریندراستوکس-ناویهمعادله

:استزیرشکلبهحالت

وننیوتدومواولقانونآندرکهاستدستگاهیلختمرجعچارچوبیالختمرجعدستگاه

چرخشدرحالدستگاهاگر.نیستشتابدارایکهمختصاتیدستگاهیعنیهستند،معتبر

.می شودمحسوبشتاب دارباشد،ثابتسرعتباحتی



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 



استوکس-معادلات ناوير

https://blog.faradars.org/navier-stokes-equations/

https://blog.faradars.org/navier-stokes-equations/


استوکس-معادلات ناوير



شوندمیواردسیالازمکعبیالمانیکبرکهمی پردازیمسطحینیروهایبررسیبهادامهدر .
رزیشکلدرموجودروابطمطابقالمان،دیواره هایبرواردشدهتنش هایبرحسبنیروهااین

.هستندبیانقابل

استوکس-معادلات ناوير



استوکس-معادلات ناوير



استوکسناویرمعادلاتولزججریان

تیجهناینبهشد،بیانقبلقسمتدرکهحرکتدیفرانسیلیمعادله  هایدقیقبررسیبا

.هستندمعادلاتخودتعدادازبیشترمعادلاتایندرموجودمجهولاتتعدادکهمی رسیم

رفبرطبرایوکردمحاسبهرامسئلهمجهولاتنمی توانمعادلهسهاینکمکبهبنابراین

.شودنوشتهآنبرواردتنشوسیالسرعتبینرابطه ایبایدموضوعاینکردن

سرعتوتنشبینرابطه

سرعتقمشتبرحسبخطیصورتبهمی توانراتنشتراکم،غیرقابلونیوتنیسیالاتبرای

نمایشزیرشکلبهکارتزینمختصاتدرسرعتمشتق هایوعمودیتنشبینرابطه.نوشت

.می شودداده

استوکس-معادلات ناوير



استوکس-معادلات ناوير



استوکس-معادلات ناوير



استوکس-معادلات ناوير



سمتدرواردهنیروهایوچپسمتدرشتابکهشده اندنوشتهگونه ایبهبالامعادلات
شناخته«استوکس-ناویر»معادلاتعنوانتحتمعادلاتاین.باشندموجودمعادلهراست

.می شوند
ژگی هایویازکاملیتوصیفشوند،ترکیبجرمبقایمعادلهبامعادلهسهاینکهصورتیدر

در.دهندارقرمااختیاردرمی توانندراتراکمغیرقابلونیوتنیسیالیکجریانمیدانمختلف
سرعت)مجهول4و(جرمبقایرابطه1واستوکس-ناویررابطه۳)معادله4مااینجادرواقع

-well)«وضعخوش»اصطلاحاًمسئلهاینبهبنابراینداریم؛(Pفشاروzو،x،yراستایدر

posed)برابریکدیگربامجهولاتومعادلاتتعدادوضعخوشمسائلدر.می شودگفته
.هستند

حلدارایخاصحالتچندازغیربهآن،درغیرخطیترم هایحضوربهتوجهبامعادلاتاین
سیالاتدینامیکعلمدرموجودعددیروش هایازآن هاحلبرایونیستنددقیقریاضی

.می شوداستفادهمحدودحجمروشومحدودتفاضلروشمانندمحاسباتی
طابقتواندشدهمقایسهتجربیآزمایش هاینتایجبامختلفحالاتدرمعادلاتایننتایج

نابراینب.استشدهدادهنشاناستوکس-ناویرمعادلاتوتجربیآزمایش هاینتایجبینخوبی
برمحاکدیفرانسیلیمعادلاتعنوانبهمی توانرابالاشکلبهاستوکس-ناویرمعادلات

.کردبیانتراکمغیرقابلنیوتنیسیال های

استوکس-معادلات ناوير

https://blog.faradars.org/continuity-and-conservation-of-mass/
https://blog.faradars.org/computational-fluid-dynamics/
https://blog.faradars.org/finite-difference-method/
https://blog.faradars.org/finite-volume-method/


(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

مستقیمعددیشبیه سازی(DNS)(Direct Numerical Simulation)یک

بهساستوک-ناویهمعادلاتآندرکهاستمحاسباتیسیالاتدینامیکدرشبیه سازیروش

.می شوندحلآشفتهجریانمدل سازیگونههیچبدونوعددیصورت

ایکامپیوتر هوجودعدمدلیلبهروشاینازاستفادهباسازیشبیهمیلادیهفتاددههتا

.بودغیرممکنپرسرعت

دلیلهمینبه.داردمستقیمرابطهرینولدزعددسومتوانباشبیه سازیاینانجامهزینه

الابرینولدزعددهایدرواستبالابسیارپایین،رینولدزعددهایدرحتیروشاینهزینه

.نیستپذیرامکان



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

بزرگگردابه هایشبیه سازی(LES)(Large Eddy Simulation)روشیک

برایاستوکس-ناویهمعادلاتروشایندر.استمحاسباتیسیالاتدینامیکدرشبیه سازی

برکوچکمقیاس هایاثرومی شوندحلهستندانرژیحاویکهبزرگمقیاس های

.می شودمدل سازیبزرگمقیاس های

روشبهسازیشبیهومستقیمعددیسازیشبیهروشبینروشاینهزینهنظراز

.داردقراراستوکس-ناویرمعادلاترینولدزگیریمیانگین

این،شوندمیحلطورمستقیمبهجریانبزرگهایمقیاسروشایندرکهازآنجایی

-اویرنمعادلاترینولدزگیریمیانگینروشبهسازیشبیهروشازتردقیقبسیارروش

.استاستوکس



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

https://www.ansys.com/products/fluids



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 
https://www.ansys.com/Products/Fluids/ANSYS-Fluent

ANSYS Fluent:

 ANSYS Fluent software is the most-powerful computational fluid

dynamics (CFD) tool available, empowering you to go further and

faster as you optimize your product's performance.

 Fluent includes well-validated physical modeling capabilities to

deliver fast, accurate results across the widest range of CFD and

multiphysics applications.



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

انسیس(ANSYS)کلماتمخفف(ANalysis SYStems)کمکبهمهندسینرم افزاریک

ANSYSشرکتمحصولکهمی باشدرایانه Incازکهاستتحلیلیابزارهایدستهازواست

.می شوداستفادهآندرتحلیلومدل سازیبرای(FEM)محدوداجزاءروش

ساختاریبهینه سازیراحتیبهتامی سازدقادرراطراحانومهندسینانسیس،نرم افزار،

ریبضوارتعاشیمُدشبیه سازی هایهمچنینوعملکردیووزنیتعادلدینامیکی،حرارتی،

.کننداعمالمرحلهبهمرحلهصورتبهطرح هایشاندرراایمنیواطمینان

سد،،مخزنقاب،مانندسازه هامختلفانواعتحلیلامکانانسیسدرشدهبینیپیشابزارهای

ورهاایزولاتبتنی،یافولادیاعضایفولادی،اتصالاتمانندسازه ایاجزاینیزوغیرهوپل

(Isolators)،استساختهفراهممختلفروش هایبهراغیرهو.

زمانی،چهتاریخمودال،برگشتی،ورفتبارگذاریاستاتیکی،تحلیل هایبهمی توانجملهآناز

.کرداشارهغیرهوطیفی



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

ANSYSعتبرمطراحییکتواناییقدرتکهمی باشدساده ایشبیه سازوقدرتمندنرم افزار

شانکامپیوترهایصفحهرویبرراایده هایشانتامی دهدمهندسینوطراحانبهرااستانداردو

.کنندپیاده

اعثبومی گردداستفادهداده هاپایگاهاتوماسیونآسانوکارآمدسیستمازنرم افزارایندر

قدرتمنددریقبهمی تواندنرم افزارسازندهگفتهبهکهگردیدهنرم افزاراینآسانبسیارکاربری

.گرددواقعاعتمادقابلومفیدمؤثر،طراحیمشکلاتحلجهتآیندهسال۳0برایکهباشد

دربهترکیفیتبامحصولاتیتولیدوطراحیبهقادرمهندسیننرم افزاراینبردنکاربهبا

.بودخواهندکمترزمانی

ی،حرارتساختاری،بهینه سازیراحتیبهتامی سازدقادرراطراحانومهندسیننرم افزاراین

ویناناطمضریبوارتعاشیمُدشبیه سازی هایهمچنینوعملکردیووزنیتعادلدینامیکی،

.کننداعمالمرحلهبهمرحلهصورتبهطرح هایشاندرراایمنی



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

نرم افزارDesign Space ANSYSًاصلینرم افزارهایورژنآخرینبرکاملاCAD

PTC)(Pro/Engineer)اینجینیر/پروشاملکهبعدیسه Creo Elements Pro)،

Autodesk)اینونتور،(SOLIDWORKS)سالیدورکس Inventor)،مکانیکال

Autodesk)دسکتاپ Mechanical Desktop)،(ان ایکسزیمنس)یونیگرافیکس

(unigraphics)(Siemens NX)،اجسالیدو(Solid Edge)استمنطبقمی شود.

کتیانرم افزارخروجیاطلاعاتازمی تواندنرم افزاراین(Catia)فرمت هایازونمودهاستفاده

ParaوSATمانندبرداریوهندسیرایج solidنمایدپشتیبانی.



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

https://www.ptc.com/en/products/cad/pro-engineer

https://www.ptc.com/en/products/cad/pro-engineer


(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

https://www.solidworks.com/

https://www.solidworks.com/


(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

https://www.solidworks.com/

https://www.solidworks.com/


(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

https://www.autodesk.com/products/inventor/

https://www.autodesk.com/products/inventor/


(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 
https://www.plm.automation.siemens.com/global/en/products/nx/

https://www.plm.automation.siemens.com/global/en/products/nx/


(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

نرم افزارDesign Space ANSYSوپیچیدهوبزرگمجموعه هایتاواحدیتکاجزایاز

مجازیسیستمیامحصولیکبهCADبعدیسهنماهایکلیهباراکاملسیستم هایحتی

.می سازدتبدیلتوسعهقابلوکامل

تبعیتمختلفکاربردیقابلیت هایبامختلفتابعچهارازنرم افزاراینشبیه سازیسیستم

طوریومی باشندمتحرکاتصالاتوCADپلاگین هایاضافی،مدل هایازکهمی نماید

.سازندبرآوردهنیزراخاصکاربراننیازهایکلیهتاشده اندطراحی



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

فلوئنتانسیسافزارنرممعرفی:

باشدمیانسیسشرکتمحصولوشدهشناختهصنعتیافزارهاینرمازیکیفلوئنتافزارنرم

.استشدهنوشتهCنویسیبرنامهزبانبهکه

رارتحانتقالوسیالجریانسازیشبیهوتحلیلبرایمحدودحجمروشازفلوئنتافزارنرم

تحالدرچهارضلعیمثلثیهایسلولباهاییشبکه)باسازمانوسازمانبیهایشبکهدر

هایهندسهبرای(بعدیسهحالتدرایگوهوهرمیوجهی،ششچهاروجهی،ودوبعدی

.کندمیاستفادهپیچیده

شدهعریفتتوابعقابلیتکمکبهحالاینبا.باشدمیفراوانیهایتواناییدارایافزارنرماین

تولیدویفیزیکخواصتعریفمرزی،شرایطتشریحدرراآنهایقابلیتتوانمیکاربرتوسط

.دادافزایشبهتر،فیزیکیهایشبکه



افزار انسیس فلوئنتمعرفی نرم

ومرزهادرهشبککردندرشتیاکردنریزمثل)شبکهبهبودوتطبیقاجازهکاربربهفلوئنت

.دهدمیرا(هندسهدرلازمهایمکان

دارایهکمرزیلایهمانندنواحیدرنتایجکهشودمیباعثشبکهحلبرایسازیبهینهاین

.شوندتردقیقهستند،بزرگتغییرات

باشندمیزیرشرحبهفلوئنتانسیسافزارنرمهایتوانایی:

بعدیسههایجریانو(نامتقارنومتقارنصورتبه)دوبعدیهایجریانتحلیل

هاآنترکیبومختلفهایسلولباهاشبکهانواعکارگیریبهتوانایی

غیردائمیادائمهایجریانتحلیل

آشفتهوآرامغیرلزج،لزج،هایجریانتحلیل

غیرنیوتنیونیوتنیسیالاتهایجریانتحلیل



افزار انسیس فلوئنتمعرفی نرم

ووتصنزدیکصوت،مادونهایحالتتمامدرتراکمغیرقابلیاتراکمقابلهایجریانتحلیل

صوتمافوق

حرارتانتقالتحلیل

شیمیاییترکیباتوهاواکنشتحلیل

انعقادوتفکیکها،حبابوقطراتجامد،ذراتمجزافازهایمحاسبهوایدانهجریانتحلیل

هاآن

گسستهاجزایبرخوردمدلدارای(DEM)

مایعوجامد-گازمایع،-گازهایحالتدرآزادسطحوپراکندهچندفازیهایجریانتحلیل-

جامد

متخلخلهایمحیطوهاحفرهدرجریانسازیشبیه

انجمادیاوذوبفرآیندهایبرایفازتغییرسازیشیبه



افزار انسیس فلوئنتمعرفی نرم

مرجعقابودینامیکشبکهویژگیکمکبامتحرکهایهندسهکردنسازیشبیهتوانایی

متحرک

هاآلایندهانواعکردنسازیشبیهتوانایی

حساسیتآنالیزطریقازشکلوهندسهسازیبهینهتوانایی

زمانبهوابستهمرزیشرایطوخروجیوورودیمرزیشرایطازگستردهتنوعدارای

موادازکردنسفارشیقابلووسیعکتابخانهدارای

شدهشبکهیامحلیهایرایانهدرموازیپردازشامکان

مانهمزصورتبهگرافیکیپردازندهومرکزیپردازندهواحدتوسطپردازشازپشتیبانی



افزار انسیس فلوئنتمعرفی نرم

ردرویکازکهاستفلوئنتانسیسافزارنرمدرچندفازیهایمدلازجملهگسستهفازمدل

.کندمیپیرویلاگرانژ–اویلر

اینباتهگسسدومفازسازیشبیهبهپیوسته،فازبرایانتقالمعادلاتحلبرعلاوهمدلاین

.پردازدمیدیدگاه

سیالپیوستهفازدرکهباشدمیهاحبابیاقطراتجامدات،ازکرویذراتشاملدومفاز

پیوسته،فازوگسستهفازمدلمیاناندرکنشکردنفعالباهاسازیشبیهدر.اندشدهپراکنده

.گیرندمیقرارتلفیقیحالتدرهاسازیشبیه



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

ansys-cfd-scale-resolving-turbulence-cylinder-drag



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

 ANSYS Fluent



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

 CFB = Circulating Fluidized Bed



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

https://www.openfoam.com/



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

 About OpenFOAM

 OpenFOAM is the free, open source CFD software released and developed

primarily by OpenCFD Ltd since 2004. It has a large user base across most

areas of engineering and science, from both commercial and academic

organizations.

 OpenFOAM has an extensive range of features to solve anything from complex

fluid flows involving chemical reactions, turbulence and heat transfer, to

acoustics, solid mechanics and electromagnetics.

 OpenFOAM is professionally released every six months to include customer

sponsored developments and contributions from the community. It is

independently tested by ESI-OpenCFD's Application Specialists, Development

Partners and selected customers, and supported by ESI's worldwide

infrastructure, values and commitment.



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

 About OpenFOAM

Quality assurance is based on rigorous testing. The process of

code evaluation, verification and validation includes several

hundred daily unit tests, a medium-sized test battery run on a

weekly basis, and large industry-based test battery run prior to

new version releases. Tests are designed to assess regression

behavior, memory usage, code performance and scalability.

OpenFOAM releases are scheduled every six months in June and

December.



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

فوماوپنافزارنرممعرفی:

محاسباتیسیالاتدینامیکزمینهدربازمتنافزارینرمکتابخانهترینمعروفواولینفوماوپن

.استشدهنوشته++Cزبانبهکهاست

2000تا199۳هایسالبینپروژهاینوشدآغاز1991سالاززمینهایندرهاگاماولین

کالجامپریالدانشگاهترموسیالاتیبخشو(Gosman)گوسمنتحقیقاتیگروهدستورکاردر

.قرارگرفتلندن

هیل-چارلیدکترینامهپایاندر199۳سالدرافزارنرماینهایکلاساولین(Charli

Hill)لروژاساکوهنریتوسطعددیکارهایاولینسالهماندروشدارائه

(Henri and Lerozhasak)شدشروع.

اپذیرنتراکموپذیرتراکمهایجریانسازیشبیهتواناییافزارنرمایندرموجودایگرهحل،

.دارندراپیچیدهفیزیکباهاجریانانواعوچندفازیهایجریاناحتراق،



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

فوماوپنافزارنرممعرفی:

ودکتریدانشجویانبهویژهبهمحققینوپژوهشگرانبهافزارنرماینبازمتنقابلیت

زارافنرماینفراوانهایقابلیتازگیریبهرهضمنکهدهدمیراامکاناینارشدکارشناسی

ازیسشبیهراخودنظرموردفیزیکوکننداعمالکددرراخودنظرموردتغییراتبتوانند

.نمایند

امکانوشوندمیکوپلهمباخوبیبهافزارنرمدواین.داردوجودلایتزوفوماوپنکوپلامکان

.سازندمیفراهمهمزمانطوربهراجامدوسیالفازسازیشبیه



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

https://www.ansys.com/products/fluids/ansys-cfx

ANSYS CFX:

ANSYS CFX is a high-performance computational fluid dynamics (CFD) software tool

that delivers reliable and accurate solutions quickly and robustly across a wide range of

CFD and multi-physics applications. CFX is recognized for its outstanding accuracy,

robustness and speed with rotating machinery such as pumps, fans, compressors, and

gas and hydraulic turbines.



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

https://www.flow3d.com/



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 
FLOW-3D:

 Optimize product designs and reduce time to market with FLOW-3D, a highly-accurate
CFD software that specializes in solving transient, free-surface problems. FLOW-3D‘s
complete multiphysics suite includes our state-of-the-art postprocessor, FlowSight.

 FLOW-3D provides a complete and versatile CFD simulation platform for engineers
investigating the dynamic behavior of liquids and gas in a wide range of industrial
applications and physical processes. FLOW-3D focuses on free surface and multi-phase
applications, serving a broad range of industries including microfluidics, bio-medical
devices, water civil infrastructure, aerospace, consumer products, additive
manufacturing, inkjet printing, laser welding, automotive, offshore, energy and
automotive.

 A uniquely powerful, multiphysics tool, FLOW-3D provides the functionality, ease-of-
use and power that helps engineers advance their modeling objectives. Built for the
highest level of performance, FLOW-3D seamlessly scales from standard workstation
solutions to hundreds of CPU core solutions on high performance computing cluster
solutions.

 High Performance Computing: In-House and on the Cloud
 Need the highest performance? Faced with massive simulations? Overcoming runtime

challenges? FLOW-3D seamlessly transitions from desktop workstation solutions to
high performance on-demand cloud computing and cluster solutions to cater to the
industry’s most demanding simulations.



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

محاسباتیسیالاتدینامیکروشبهسازیشبیه:

بهواستکردهپیدازیادیاهمیتایرایانهمحاسباتدرعددیهایروشازاستفادهامروزه

.رودمیکاربهمهندسیتجهیزاتطراحیدرکارآمدابزاریعنوان

حرارتقالانتوسیالتحلیلبرایتواناابزاریکصورتبهمحاسباتیسیالاتدینامیکدانش

مدهدرآمهندسانومحققانبرایپیچیدهحاکممعادلاتوناموزونهندسهباهاییسیستمدر

.استداشتهچشمگیریپیشرفتگذشتهدههدرو

درهکدهند،مینسبتریچاردسونبهرارشتهایندراهمیتباکارنخستینموارداغلبدر

حمصالازشدهساختهسدیکدرتنشتوزیعنحوهبهمربوطمحاسباتمیلادی1911سال

.رسانیدانجامبهرابنایی



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

استفادهلاپلاسمعادلهحلبرایرهاسازیبهموسومتازهروشیازریچاردسونکارایندر

سازیتازهبرایراتکرارپیشینمرحلهازآمدهفراهمهایدادهعددیحلشیوهایندراو.نمود

.گرفتمیکاربهجدیدگامدرمجهولمقادیرتمامی

روشتوسطجریانمسائلحل1981دههازCFDمحققانازبسیاریتحقیقحوزهموضوع

آموزشاصولیطوربهکهسازیشبیهمتخصصانیاودکتریدانشجویاندکتری،فوق

.استدرآمدهانددیده

ازهاستفاداماباشند،متنوعاستممکناست،موجودبازاردرحاضرحالدرکهافزارهایینرم

هایحالتدرقبولیقابلنتایجتاباشدمیکاربرسویازبالابسیاردرکومهارتنیازمندهاآن

.آیددستبهپیچیده



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

یامحاسباتیسیالاتدینامیکCFDسیالجریانشاملهاییسیستمتحلیلازاستعبارت،

وایرایانهسازیشبیهاساسبرشیمیاییهایواکنشنظیرهمراههایپدیدهوحرارتانتقال

.گیردمیبردرراغیرصنعتیوصنعتیکاربردهایکهتوانابسیاراستروشی

کدهایCFDتوسطکهدامنهیکرویراحرکتاندازهوانرژیجرم،پیوستگیمعادلات

.نمایدمیحلشود،میمشخصکاربر



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

هایبرنامهاساسCFDآنبرایمجزاروشسهکلیطوربهواستعددیهایروشبرمبتنی

(BEM)مرزیاجزاءروشمحدود،تفاضلروشمحدود،اجزاءروش:داردوجود

(Boundary Element Method).

گیرندمیصورتزیرمراحلهاروشایندر:

سادهتوابعازاستفادهباجریانمجهولمتغیرهایتقریب-1

مانجاسپسوجریانبرحاکممعادلاتدرهاتقریبجاگذاریازاستفادهباسازیگسسته-2

ریاضیتغییرات

.جبریمعادلاتحل-۳

کدهایCFDشوندمیتشکیلاصلیقسمتسهاز:

.نهاییگرتحلیل-۳گرحل-2گرتحلیلپیش-1



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

مجهزپردازشپیشرفتهامکاناتبهمحاسباتیسیالاتدینامیکافزارینرمهایبستهامروزه

:ازعبارتندامکاناتاین.اندشده

گرهومسألهابعادوشکلدامنهنمایش

دارسایهوخطیصورتبهبرشینمودارهایمنحنی

برداریهایمنحنی

سطوحبعدیسهودوبعدیهایمنحنی

ذراتکردندنبال

(غیرهوشکلکردنکوچکوبزرگچرخاندن،کردن،جابهجا)دیدارتنظیم

رنگوسیلهبهمتمایزشدههایخروجی

دیگرهایافزارنرمدراستفادهبرایهادادهخروجینیزونتایجپویانماییشاملامکاناتیاخیراًو

.استشدهتهیه



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

اکمحسیالذراتسرعتتعیینجهتاصلیدیدگاهدومحاسباتیسیالاتدینامیکدر

رعتسوگرفتهنظردررافضاازثابتینقطهدیدگاهایندر.استاویلریاولدیدگاه.است

نژیلاگرادومدیدگاه.شودمیتعیینکنندمیگذرنقطهاینازکهراسیالذراتازایدسته

.کندمیبررسیرامنفردذرهیکحرکتکهاست

(ممنتوم)استوکس-ناویر،(1)پیوستگیمعادلاتبراساسسیالحرکتبهمربوطاساسوپایه

:شودمیتشریح(4و۳)انرژیو،(2)



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

هاآندرکه

جهتسهدرسیالسرعتزمان،سیال،توسطشدهاشغالحجمیکسر:چپبهراستازترتیببه

انرژیاذبه،جشتابسیال،گرانرویتنشتانسورسیال،ذرهاندرکنشنیرویسیال،چگالیاصلی،

متحرکسیالالمانسرعتجرم،واحدازاءبهحرارتحجمیانتقالجرم،واحددرورودی

.باشندمی



(CFD)دينامیك سیالات محاسباتی 

واردهاینیروآنراستسمتوسیالشتاببیانگرمعادلهچپسمتاستوکسناویرمعادلهدر

.(گرانرویوفشاریجاذبه،نیرویمانند)باشدمیسیالحجمواحدبر

بردکاربهتوانمیغیرپایاهایجریانهموپایاهایجریانبرایهمرافوقمعادلات.

رخطیغی.هستندجزئیمشتقاتباغیرخطیدیفرانسیلمعادلاتنوعازمعادلاتازنوعاین

فازیچندمسائلمانندحالاتازبسیاریدرهاآنتحلیلیحلکهاستشدهباعثهاآنبودن

.باشدغیرممکنآشفتهو

شودمیاستفادهعددیهایروشازمعادلاتاینحلبرایلذا.



CFDو DEMکوپل 

چندفازیهایجریاندرتلفیقمختلفراهبردهای:

ادلتبطریقازکهباشدمیچندفازیهایجریانتوصیفدرپایهمفهومیکفازیتلفیق

جرموانرژی،(جرمانتقالدلیلبهآنکاهشیاافزایشفازی،بیناندرکنشنیروهای)ممنتوم

.افتدمیاتفاقفازهابین(انجمادیاتبخیر)

صاتمشخبراساسبایستمیچندفازی،جریانیکبرایمدلیکتوسعهیاانتخابازقبل

.شودانتخابتلفیقصحیحراهبردیکجامدذراتوزنیدرصدمانندجریان

درسته،گساجزاءروشومحاسباتیسیالاتدینامیکمیانتلفیقانتخاببرایاصلیحلراه

.باشدمیذره-سیالاندرکنشنیروهایصحیحگرفتننظر

برایمختلفبندیدستهچهارفازها،بینهایاندرکنشاساسبرچندفازیجریانیکدر

شانننمونهارائهوهرکدامتوضیحباراهابندیدستهاینزیرشکل.داردوجودفازیتلفیق

.دهدمی



CFDو  DEMکوپل 

 Various coupling strategies



CFDو  DEMکوپل 

ایوزنیدرصدبهتوجهبامعمولاًمعدنیموادفرآوریصنعتدرعملیاتیواحدهایبرخیدر

یقتلفوبودهبالاهاآنایذرهانباشتگیمقدارخوراک،پالپدرجامدذراتبالایحجمیکسر

.باشدمیچهارطرفهصورتبهسیالوذراتمیان

اجرایبهقادرآنهایزیرمدلواویلرینچندفازیمدلتنهافلوئنتانسیسافزارنرمدر

بودنپایینفرضدلیلبهتنهاییبهگسستهفازمدلوهستندچهارطرفههایسازیشبیه

.باشدنمیاستفادهقابلآن،بندیفرمولدرذراتحجمیکسر

فازلمدازراگبرخوردزیرمدلواویلرینمدلازمتراکمگسستهفاززیرمدلکارگیریبهبا

.استشدهفراهمچهارطرفهتلفیقیسازیشبیهامکانعملدرگسسته



رهیدرودينامیك ذرات هموا: فصل سوم
Smooth Particle Hydrodynamics

Joseph J. Monaghan

هیدرودینامیک هموارشده ذرات
هیدرودینامیک ذرات صاف

هیدرودینامیک ذرات هموارشده



(SPH)هیدرودينامیك ذرات هموار 

روشSPHباشدمیالمانبدونتحلیلهایروشگروهازعددیهایروشازیکی.

المانیکتعریفبهنیازمحدود،اجزاءروشبرخلافالمان،بدونتحلیلهایروشدر

شبکهزینجایگهاگرهازگروهیهاروشایندروباشدنمیفیزیکیرفتارتفسیربرایاستاندارد

.شوندمیهاالمان

ًروشدرشبکهتولیدصرفکهاستزیادیزمانکاهشهاروشاینازاستقبالعلتاساسا

.شودمی(adaptive)پذیروفقدینامیکیهایتحلیلدربویژه،محدوداجزاء

روشSPHعددیمقادیرازوزنیمیانگینصورتبههاگرهعددیمقادیربیانپایهبر

.باشدمیمجاورهایگره

درآنکارگیریبهوسازیمدلقابلیتمحدود،هایتفاضلروشبهنسبتروشاینبرتری

.باشدمیهاگرهنامنظمتوزیعوپیچیدههندسهباهاییمحیطبرازش



(SPH)هیدرودينامیك ذرات هموار 

روشSPHبعدی،سهفضایدرشناسیستارهمسائلحلبرای1977سالدرباراولینبرای

.گرفتقراراستفادهمورد

ابداعآغازازSPHکیدینامیماهیتکهفیزیکیمسائلازبسیاریحلدرروشاینتاکنون

.استگرفتهقراراستفادهمورددارند

یخوردگترکسازیمدلمصالح،دینامیکیپاسخهایزمینهدرمیلادینوددههدرروشاین،

انفجاروانفجارپدیده،سیالاتدینامیکفلزات،دهیشکلتردشکن،مصالح،برخوردسازیمدل

.استگرفتهقراراستفادهموردآبزیردر

دستگاهدرروابطکهاستایناست،شدهروشاینبهتوجهموجبکهدلائلیجملهاز

مرکزمتصورتبههاآندرمصالحکهییهاگرهآزادانهحرکتوشوندمینوشتهثابتمختصات

.باشدمیممکنشوند،میگرفتهنظردر

خاصیتایناهمیتSPHاستآشکاربسیاربزرگهایتغییرشکلمسائلدربویژه.



تابع دلتای ديراک
the Dirac delta function (δ function)

/dɪˈræk/

https://en.wikipedia.org/wiki/Help:IPA/English


تابع دلتای ديراک
the Dirac delta function (δ function)

تابعیادیراک،دلتایتابععلوم،وریاضیاتدرδ،محوررویتوزیع،یاتعمیم یافته،تابعیک
حقیقیمحورکلرویوصفر،درجزبهداردصفرمقدارجاهمهکهاستحقیقیاعداد

.داردیکمقدارباانتگرالی
دیراکاولپانگلیسیفیزیکدانتوسطباراولینکهاستواحدضربهازخاصیشکلتابعاین

.گردیدنامگذاریاونامبهوشدمطرح
یونانیحرفباکهتابعاینδنقطهدرمی شود،دادهنمایشx=0دروبی نهایتبرابرمقداری

تا نهایتبیمنفیبازهروینیزآنانتگرالنتیجهدروداردصفربابرابرمقدارینقاطدیگر
.بودخواهدیکبرابربی نهایتمثبت

ابعتمفهوم،درمی شود،خواندهتابععنوانبااینکهوجودبادلتاتابعکهداشتتوجهباید
. استشبیهدارد،کاربردآمارعلمدرکهتوزیعتابعیکبهبیشترونیست

مکانیکنپایه گذاراازوبریتانیاییبرجستهریاضیدانوفیزیکداندیراکموریسآدِریَنپال
.شدنوبلجایزهبرنده(19۳۳)سالدروبودکوانتومی

ی دانند،ماینشتینهم عصرجدیرقیبتنهانظری،مبانیوریاضیسوادنظرازرادیراکبرخی
نیوتناسحاقزمانازنظریفیزیکدانبزرگترینرادیراکهاوکینگ،استیونمانندبرخی،و

.دانسته اندتاکنون،



تابع دلتای ديراک
the Dirac delta function (δ function)



SPHمبانی روش 

تابعبیانu(x)نقطهدرx،یراکددلتایتابعخاصیتاینازاستفادهباانتگرالیصورتبه

δ(x1 – ξ)نقطهدرجزاستصفرنقاطهمهدرکهξ = x1،باشدمیزیرصورتبه:

u(x1)تابعمقدارuنقطهدرξ = x1باشدمی.

واصخمشابهخواصیکهنحویبهراهستندبیانقابلعددینظرازکهوزنیتوابعتوانمی

بهزیرشرحبه(1)رابطهتقریبصورتایندر.نمودمعرفیباشند،داشتهدیراکدلتایتابع

:آیدمیدست

آندرکهh،وزنتابعتأثیرمحدودهشعاعwگویندمینیزهموارسازیطولآنبهواست.

زای، سای، کسی



وزنتابعهایویژگیwاستزیرشرحبه:

1)استمثبتهموارههموارسازیمحدودهدروزنتابع:w > 0.

2)استصفرهموارههموارسازیمحدودهازخارجدروزنتابع:w = 0.

۳)بودنیکهشرط(Unity)ξ)dξ = 1 Ω 𝑤(𝑥1 −.

4)(استنرمالتوزیعدارای)باشدمیشکلایزنگولهوزنتابع.

5)هموارسازیدامنهاندازههنگامیکه(h)وزنتابعکند،میمیلصفرسمتبهw،مشابه

.شودمیدیراکدلتای

SPHمبانی روش 



وزنتابعازاستفادهباw،(2)رابطهتوسطراگسستهرشتهیکازمیانیمقادیرتوانمی

:نوشتگسستهصورتبهتوانمیرا(2)رابطهانتگرالپیوستهشکل.نمودیابیدرون

آندرکهx1ومرکزینقطهxJوuJنقطهدرموردنظرتابعمقدارومختصاتترتیببهJ

.باشدمی

جهت،اطرافنقاطدرتابعمقادیربرحسبوزنیگیریمتوسطیک(۳)رابطهدیگر،بیانبه

.استنظرموردنقطهدرتابعمقدارارائه

ΔvJبعدی،یکحالتدر.استگرههراطرافمحدودهΔvJبهΔxJفاصلهمتوسطبابرابرکه

بوجودراپیوستهمحیطیکهامحدودهایناجتماع.شودمیتبدیل،استطرفیننقاطاز

.آوردمی

SPHمبانی روش 



SPHدقت روش 

تأثیردامنهمقدارانتخاببهزیادیحدتاروشایندقتhاستوابسته.

کهدرصورتیhمکنموشدهکموزنتابعتأثیردامنهدرقرارگرفتهنقاطتعدادباشد،کوچک

.دباشنمیاعتمادقابلمیانینقاطدربرآوردشدهمقدارصورتایندربرسدصفربهاست

کهصورتیدربرعکسhمؤثرمقداربرآورددرنیزموردنظرنقطهازدورنقاطباشد،بزرگ

.آیدنمیبدستمناسبجوابترتیب،اینبه،بودخواهد

آندرکهرا،دیراکدلتایتابعاگرمثال،عنوانبهhبرازشبرایکند،میمیلصفرسمتبه

ایندر.باشدیمضربانیصورتبهونیستهمواربرازشتابعشکلکنیم،استفادهگسستهنقاط

.استصفرنقاطبقیهدروباشدمیصحیحدادهنقاطدرتنهاجوابصورت

باشدمیشکلتابعیاوزنتابعنوعاست،مؤثرروشایندقتدرکهدیگریعامل.



SPHدقت روش 

تاسبودهزیرصورتبهمقالهیکهایتحلیلکلیهدرمورداستفادهوزنتابعمثال،برای:

فوقرابطهدرsمرکزیذرهفاصلهنسبتIذرهوJشعاعبهhیاتأثیردامنهشعاعهمانکه

.باشدمیاست،هموارسازیطول



SPHدقت روش 

تابعفوق،وزنیتابعازاستفادهباy = x2شدهدادهبرازشمختلفهموارسازیهایطولبا

اندشدهتعریفورودیعنوانبهکهنقاطیاست،شدهترسیم1شکلدرآننتایجواست

:ازعبارتند



انتخابشود،میبرداشت1شکلازهمانطورکهhاست،مؤثربسیارمیانینقاطبرآورددقتدر
h)شودگرفتهنظردربزرگhدرصورتیکه = وباشدمیکممرزحوالیدرحلدقت،(2
h)باشدکوچکhدرصورتیکه = .شودمیدیدهجوابدرنوساناتی،(1

SPHدقت روش 



(SPH)هیدرودينامیك ذرات هموار 

هموارذراتهیدرودینامیک(SPH)اجزاازمجموعه ایبهسیالتقسیممبنایبرروشی

.استمی شوند،نامیدهسیالذراتکه،همازجدا(المان های)

طول»نامبافاصلهاینازکههستندیکدیگربهنسبتفضاییفاصله ایدارایذراتاین

.می شودظاهرhحرفبامعادلاتدرومی شودیاد«هموارسازی

کهفهومماینبه؛می شوندهموارسازیکرنلتوابعتوسطسیالخواصفضایی،فاصلهایندر

تبطمرخاصیت هایمجموعمی بایستباشیم،سیالازکمیتیمقداریافتندنبالبههرگاه

.آوریمبه دست،می گیرندقرارکرنلحوزهدرونکهراذراتیتمامی

مکعبیباریکنواربهکهروشاینتکنیک هایازیکیازاستفادهبامثالبرای(Cubic

spline)موناگان(Monaghan)موقعیتدردمامحاسبهاست،مشهورr،همهدمایبهوابسته

.استrشعاعمبنایبر2hشعاعیفاصلهدرموجودذرات



(SPH)هیدرودينامیك ذرات هموار 

مشخصوزنیدارایمدنظرذرهازآنفاصلهبراساسخاصیتیکمحاسبهدرذرههرسهم

.می شودمحاسباتواردچگالیتابعمفهومتعریفباسهماینواست

کرنلتابعریاضی،زبانبه(w)کمیت هاومحاسباتهمهدراساسینقشآنخصوصیاتو

.دارند

روشدرکهکرنلیتوابعSPHاسپلاین هاوگاوسیتوابعشاملمی شود،بردهبهرهآن هااز

.می شوند

رابربدقیقاًهموارسازی،طولبرابردوازبیشفاصله ایدرموجودذراتبرایاسپلاین هامقدار

دچنهرسهمیداراینیزدورخیلیفواصلدرحتیکهگاوسیتوابعخلافبر)استصفر

.(هستندنیزاندک

اتذرخواصتخمینازحاصلمحاسباتیخطاهایازتامی کنندفراهمراامکاناینتوابعاین

.شودجلوگیریهمسایه



(SPH)هیدرودينامیك ذرات هموار 

روشSPHشبکهبدونلاگرانژیروشیک(Meshfree)است.

کندیماستفادهایپایهمعادلاتعنوانبهاستوکس-ناویروجرمبقایمعادلاتازروشاین.

SPHادهاستفثانویهاصلاحواولیهبینیپیشمرحلهدوازذراترویبرمعادلاتحلبرای

.کندمی

نظردربدونوواردهنیروهایمجموعهبراساسذراتموقتیسرعت،اولیهبینیپیشمرحلهدر

رکتحبهموقتیسرعتاینبراساسذراتوآیندمیدستبهناپذیریتراکمشرطگرفتن

.شوندمیواداشته

ًاستازنیایثانویهمرحلهبهنتیجهدر،ماندنمیثابتذراتچگالیاولیهمرحلهطیدرمعمولا

.بازگردانداولیهثابتمقداربهراذراتچگالیکه

حرافانمقدارآنکمکبهبتوانکهشودمیتعریفایگونهبهجرمبقایمعادله،دوممرحلهدر

.نمودمحاسبهرااولیهثابتچگالیاز



(SPH)هیدرودينامیك ذرات هموار 

اینهگوبهفشاریمیدانیکباذراتچگالیتغییر،فشارپوآسونمعادلهکمکبهسپس

دوریکدیگرازراذراتایجادشدهمثبتفشارچگالی،افزایشصورتدرکهشودمیمرتبط

هبذراتمنفیفشارینیروییکایجادباذرات،موضعیچگالیکاهشصورتدرونماید،

.کنندحرکتیکدیگرطرف



(SPH)هیدرودينامیك ذرات هموار 

روشSPHباشدمیحرارتانتقالوسیالجریانسازیمدلبرایلاگرانژیروشیک.

ذراتیباسیالمحیطاویلری،ثابتهایشبکهازاستفادهجایبهروش،ایندر(particles)

.باشندمیحرکتبهقادرراحتیبهکهشودمیزدهتقریب

دما،رنظیسیالفیزیکیخواصکهباشندمییمتحرکیابیمیاننقاطصرفاًذرات،واقعدر

.کنندمیحملخودباراغیرهوچگالیآنتالپی،

باشندذراترئولوژیخواصوکرنشتنش،توانندمیحتیخواصاین.

روشSPHبرایطورگستردهبهاولیه،اصولتدوینازپسگذشته،دههدوطولدر

بهبتنسآسمانیاجرامحرکتسازیمدلواخترشناسیفیزیکبهمربوطمسائلسازیشبیه

.استشدهاستفادهیکدیگر

درناپذیرتراکمهایجریانسازیمدلبرایروشاینازلازم،اصلاحاتانجامازپس

.شداستفادهنیزبستههایمحفظه



(SPH)هیدرودينامیك ذرات هموار 

روشعمدهمزایایSPHصنعتیکاربردهایدرجرموحرارتانتقالسازیمدلبرای

:ازعبارتند

1-راحتیهبوطبیعیطوربه،موادمشترکسطحرفتاروبسیارپیچیدهاشکالباآزادسطح

.شوندمیسازیمدل

2-استمومنتوممعادلهدرغیرخطیهایترمحذفمعنیبهلاگرانژیچارچوبازاستفاده،

بغالمومنتوممسائلبندیطبقهدرکههاییپدیدهکردبینیپیشتوانمیبنابراین

(momentum dominated)باشندحلقابلروشاینباراحتیبهگیرندمیقرار.

درریانجانجماد،،پذیریتراکم،واقعیحالتمعادله،چندفازیمسائلنظیرپیچیدههایفیزیک

سازیمدلراحتیبهموادخواصبهوابستهالکترومغناطیسیهایمیدان،متخلخلمحیط

.گرددمی



(SPH)هیدرودينامیك ذرات هموار 

شدتهبناپذیرتراکمجریاناتسازیمدلبرایاخیرهایسالدرروشاینشدگفتههمانطورکه

زارابیکعنوانبههازمینهازبسیاریدرهنوزدلیلهمینبهواستگرفتهقرارتوجهمورد

اثباتیدرستبهآننتایجدقتوعملکردنحوهتااستنگرفتهقراراستفادهموردمحاسباتی

.گردد

شیمیاییهایواکنشسازیمدلوکاویتاسیونسازیمدلبهتوانمیهازمینهاینجملهاز

نشدهمنتشرSPHروشباهاپدیدهاینسازیمدلمورددرایمقالهتاکنونکهکرداشاره

(.استمناسبدکتریتزبرای).است



SPHاصول روش 

روشذاتدرSPH،رمقادیبراساسدهدمیاجازهتابعیهربهکهداردقراریابیمیانروشیک

ذراتSPHروشدرنقاطاینکه،گرددتعریفنقاطازنامنظممجموعهیکدرخود

(particles)شوندمینامیده.

شودمیتعریفزیرصورتبهتابعهرانتگرالییابمیان:

آندرکهwباشدمیدارارازیراساسیخاصیتدوکهاستیابمیانکرنلتابع:



SPHاصول روش 

شودمیزدهتقریبیابمیانمجموعیکبامعمولاًانتگرالییابمیانعددیهایروشدر:

فوقرابطهدرmjوρjذرهچگالیوجرمjدرواقعذراتتمامیرویبرجمععملکهاست

.استشدهتعریفrمکانیموقعیتاز2hهمسایگیشعاعداخل

رابطهایندرw(r,h)یکخصوصیاتباتابعیC2 – splineشعاعدارایکهباشدمی

صورتبهفوقیابمیانتابعازگیریمشتقباAتابعگرادیان.باشدمی2hکرنلهموارسازی

:آیدمیدستبهزیر



تابع کرنل

روشدرمتفاوتهایکرنلازاستفادهSPHمتفاوتهایروشکارگیریبههمانند

.باشدمیمحدودتفاضلروشدرسازیگسسته

روشدرکههاییکرنلترینمتداولازیکیSPHفتعریاسپلاینتابعبراساسشودمیاستفاده

:استشده

فوقمعادلهدرvومسئلهابعادتعدادσ10/7و2/3مقادیرباشدهنرمالثابتیکπ1و/πبه

.باشدمیبعدسهودویک،برایترتیب



تابع کرنل

انتگرالیابمیاندرحاکمخطایترمواستپیوستهکرنلایندوممشتقO(h2)باشدمی.

2کرنلاینهموارسازیشعاعh2ازدورترفاصلهدرذراتکهمعنیاینبهباشدمیhهیچ

.ندارندیکدیگرباکنشیبرهم



معادله پیوستگی

شودمینوشتهزیرشکلبهپیوستگیمعادله:

فوقمعادلهدرρiذرهچگالیiسرعتباviوبودهmjذرهجرمjباشدمی.

ذرهازموقعیتبردارjذرهتاiصورتبهrij = ri – rjوشودمیدادهنشانwij = w(rij,h)

.باشدمی

منفیعلتبهوبودهمنفیهاآننسبیسرعتشوند،مینزدیکیکدیگربهذرهدوکهوقتی

.شدخواهدمثبتاست،مقداردواینضربحاصلکهdρi/dtکرنل،تابعگرادیانبودن

دیگرعبارتبهρiدرکهشدهمثبتفشاریکایجادباعثعاملاین.یافتخواهدافزایش

.کردخواهددوریکدیگرازراذراتنهایت



معادله پیوستگی

فشارویافتخواهدکاهشهاآنچگالیبگیرند،فاصلهیکدیگرازذرهدواگرمشابهطریقبه

.کشاندمییکدیگرسمتبهراذرهدوایجادشدهمنفی

رفتارنبتواکهشودمیسببذراتنسبیسرعتبرحسبفشاروچگالیمتقابلرفتاراین

و(اولیهنیبیپیش)اولیهپیشگوییمرحلهدوانجامباکهچراکردفرضناپذیرتراکمراسیال

پروسهلکدریکدیگربهنسبتذراتفاصلهزمانی،گامهردر(ثانویهاصلاح)ثانویهتصحیح

.ماندمیثابتحل



Smoothed Particle Hydrodynamics
Quick review

 Note: SPH particles are not actual particles!

 They are really fluid samples of constant mass

 Particles are placed inside a container to represent a fluid

 Every particle is then assigned a set of initial properties

 After every time step (a few milliseconds), update the

properties of all particles

 Use interpolation methods to solve the Navier-Stokes

equation to find force contributions, then integrate to

find new velocity and position



SPH
Particle Properties

Support Radius (constant)

Minimum interaction distance between particles

Mass (constant; ensures Conservation of Mass explicitly)

Position (varying)

Surface normal (varying)

Velocity (varying)

Acceleration (varying)

Sum of external forces (varying)

Density (varying due to constant mass and varying volume)

Pressure (varying)

Viscosity (constant)



Smoothed Particle Hydrodynamics
Solver pseudocode



Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH)

Fluid dynamics
The fluid is 

represented by a 

particle system

Some particle properties 

are determined by 

taking an average over 

neighboring particles

1. Only neighbors contribute to the average

2. Close particles should contribute more than 

distant particles

In the average:  Use a weight function



(SPH)هیدرودينامیك ذرات هموار 

Before we consider the details…

How do we describe our particle system?

Each particle is specified by a state list:

mass, velocity, position, force,

density, pressure, color 

),,,,,,( iiiiiii Cprm FvParticle i  



(SPH)هیدرودينامیك ذرات هموار 

The Goal

The acceleration of a particle is

gravity

i

einteractiv

i

viscosity

i

pressure

i
i aaaa

dt

dv


Let us now learn how to set up the particle list…



(SPH)هیدرودينامیك ذرات هموار 

In our simulation we choose to have the same mass for 
all particles,  mi = m

The mass m is calculated by

   
particlesofnumberTotal

volumeTotalfluidofDensity
m




Note! Do not change the mass during the simulation

Particle mass



Let us now go back to the weighted averages…

How do we determine the density of a particle?

ijr


j

ijji rWm )(

Weight function or 

Kernel function

•The density calculation is done every 

time step

•The neighbor list must be updated 

every time step 
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Surface tracking

It is not trivial to know where the surface should be…

 We can find the surface by monitoring the density

 If the density at a particle deviates too much compared 
to expected density we tag it as a surface particle



(SPH)هیدرودينامیك ذرات هموار 

Pressure

We get the pressure from the relation:

 0

2
  isi cp

where cs is the speed of sound and ρ0

is the fluid reference density



Let us take a look on the particle property 

list again

),,,,,,( iiiiiii Cprm Fv

 The next property we focus on is the force

 Velocities and positions are calculated from the forces in a 

way similar to an ordinary particle system

 But before we go into that we need to learn more about 

taking averages…



In SPH we formally define averages in the following 

way:

 
V

drrrWrArA ')'()'()(

In practice we use a discrete version of this:
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Example

Meshless method!!

∇  = (Del Operator)



Velocities and Forces

Motion equation in elasticity:
extF

dt

dv






11


We also had:  C

Now we instead use:   p

All this together produces the following fluid 

equation called Navier-Stokes equation

gv
v

 extFp
dt

d







11



(SPH)هیدرودينامیك ذرات هموار 

 Our task is now to convert each term on the RHS

(Right Hand Side) in Navier-Stokes to SPH-averages

 First term (pressure) becomes:

 
j

ijij

i

rWPp )(
1
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where  



(SPH)هیدرودينامیك ذرات هموار 

 The second term (viscosity):
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ijij
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rW )(2Vv
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Vwhere  



(SPH)هیدرودينامیك ذرات هموار 



(SPH)هیدرودينامیك ذرات هموار 

For each time step:

 Find neighbors to each particle and store in a list

 Calculate density for each particle

 Calculate pressure for each particle

 Calculate all type of accelerations for each particle, 

and sum it up

 Find new velocities and positions by using the same 

integration method as before… 



(SPH)هیدرودينامیك ذرات هموار 

The color property?

What is the use of this property?
 We can use it to detect the position of the surface of 

our fluid 

 We can also use it to find the normal vectors at the 
surface  (important for rendering!)

 The normal vectors allow us to implement surface 
tension

 By adding several color fields we can for example 
implement a simple model of flame propagation



(SPH)هیدرودينامیك ذرات هموار 

The color field

 The color parameter is a quantity that is zero everywhere 
except at the particle where it has a finite value

 Similar to how we calculated density we now calculate 
the average color at particle i as


j

ijj

j

j

i
rWC

m
C )(



 Deviations of the color field show us where the surface is, 
and this case we choose to study the derivative of color 
field



(SPH)هیدرودينامیك ذرات هموار 

 The gradient of a color field is

 
j

ijj

j

j

i
rWC

m
C )(



When the magnitude of the gradient is 

larger than a certain value, we tag the 

particle as a surface particle



(SPH)هیدرودينامیك ذرات هموار 

Surface tension

The force that tends to make surfaces 

smooth (like a drop of liquid) can be 

modeled in the following way:

in

ni

i
s

tension

i Ca 2 

where  
j

ijj

j

j

i
rWC

m
C )(22

ii Cn and

Note: If the magnitude of ni is small we can get numerical problem in the 

division above. To avoid this we only calculate if the magnitude of 

ni exceeds a certain threshold.
inn /i



SPHافزارهای موجود در زمینه نرم



SPHhttps://github.com/pypr/pysphافزارهای موجود در زمینه نرم



SPHافزارهای موجود در زمینه نرم

 The code is developed to study free-surface flow phenomena where Eulerian

methods can be difficult to apply, such as waves or impact of dam-breaks on

off-shore structures. DualSPHysics is a set of C++, CUDA and Java codes

designed to deal with real-life engineering problems.

http://www.dual.sphysics.org/



SPHافزارهای موجود در زمینه نرم

https://wiki.manchester.ac.uk/sphysics/index.php/Main_Page



SPHافزارهای موجود در زمینه نرم

 The SPHysics Code:

 SPHysics is a platform of Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH)

codes inspired by the formulation of Monaghan (1992) developed

jointly by researchers at the Johns Hopkins University (U.S.A.), the

University of Vigo (Spain), the University of Manchester (U.K.) and the

University of Rome La Sapienza (Italy).

 Developed over a number of years primarily to study free-surface flow

phenomena where Eulerian methods can be difficult to apply, such

as waves, impact of dam-breaks on off-shore structures.

 We are excited to announce that there are 3 codes available: Code

Features, while future versions can be found under (Future

Developments & Releases).



SPHافزارهای موجود در زمینه نرم

https://www.fluidix.ca/

What is Fluidix?

 Fluidix is a flexible CUDA-based parallel particle simulation library which can be used to

create practically ANY particle-based model in high performance using the GPU.

 A development environment combines ease of compiling, running, and learning to allow you

to build both large and small-scale simulations quickly, with only a working knowledge of C

programming required.



SPHافزارهای موجود در زمینه نرم



SPHافزارهای موجود در زمینه نرم

 Fluids v.2 - A Fast, Open Source, Fluid Simulator (2009)

 Fluids v.2 is a simple, easy-to-understand, efficient

implementation of Smoothed Particle Hydrodynamics on the

CPU. Fluids simulates breaking waves, vorticies, turbulence, and

flows. Designed to allow developers to easily explore and

understand SPH methods.



SPHافزارهای موجود در زمینه نرم

 GPUSPH was the first implementation of Weakly-Compressible Smoothed Particle

Hydrodynamics (WCSPH) to run entirely on GPU with CUDA.

 The initial version was developed by Alexis Hérault (INGV, CNAM), Giuseppe Bilotta

(DMI, INGV) and Robert A. Dalrymple (JHU).

http://www.gpusph.org/



SPHافزارهای موجود در زمینه نرم



SPHافزارهای موجود در زمینه نرم

http://www.nextflow-software.com/



SPHافزارهای موجود در زمینه نرم



SPHافزارهای موجود در زمینه نرم



SPHافزارهای موجود در زمینه نرم
http://sympler.org/#SYMbolicParticLEsimulatoR



SPHافزارهای موجود در زمینه نرم

Why a SYMbolic ParticLE simulatoR (SYMPLER)?

 Because you are in need for a unified flexible and modular

simulation tool allowing for the investigation of structural,

thermodynamic, and dynamical properties of fluids and solids

from microscopic over mesoscopic up to macroscopic time and

length scales with suitable particle based simulation methods

such as molecular dynamics, dissipative particle dynamics or

smoothed particle hydrodynamics. The user should be enabled to

define her/his own physical models without the need for recoding

or code extensions.



SPHافزارهای موجود در زمینه نرم

http://www.adrianboeing.com/pal/index.html



SPHافزارهای موجود در زمینه نرم

http://canal.etsin.upm.es/aquagpusph/



SPHافزارهای موجود در زمینه نرم



SPHافزارهای موجود در زمینه نرم



روش : فصل چهارم
اجزای محدود

Finite Element 
Method

Dr .Antonio A.Munjiza



(FEM)روش اجزای محدود 

اجزایروشگیرد،میقراراستفادهموردجامداتمکانیکمسائلاغلبدرکهعددیروش

قابلغیرهوAnsys،Abaqus،Nastranمانندافزارهایینرمقالبدرکهاستمحدود

.استاستفاده

ًدیفرانسیلمعادلاتازدستگاهیوسیلهبهرافیزیکیپدیدهیکفیزیکدانانومهندسانمعمولا

ومرزیشرایطواستصادقخاصی(region)محدودهدرکه(partial)جزئییاومعمولی

.کنندمیتوصیف،کندمیتأمینرامناسبیآغازین

ازاملکریاضیمدلیکخودموردنیازاولیهومرزیشرایطبادیفرانسیلمعادلهیکواقعدر

.استپدیدهیک

حاکمادلهمعتوسطدیفرانسیلیفرمدرهاآنارتباطکهموردنظرمتغیرهایتوزیعیافتنبرای

درراطمرتبکمیتهرعددیمقادیربتوانتاگرددحلمذکورمعادلهبایستمیگردد،میبیان

.آورددستبهدلخواهنقاط



(FEM)روش اجزای محدود 

هایناحیهدرهمآنرامعادلاتاینسادهبسیاراشکالتوانمیتنهااینکهبهتوجهبااما

روشبهحاکممعادلاتاغلبحلدر،نمودحلتحلیلیهایروشباسادهبسیارهندسی

.هستیممواجهبزرگیمشکلباتحلیلی

قرنردموجودوسیلهقدرتمندترینازاستفادهجهتنیزومشکلاتیچنینبامقابلهبرای

تاشودهریختجبریکاملاًقالبیکدرموردنظرمسألهکهاستضروریکامپیوتر،یعنیحاضر

.باشدجبریعملیاتنیازمندتنهاآنحل

سازیگسستههایروشمختلفانواعازتوانمیهدفیچنینبهدستیابیبرای

(discretization)تفادهاسدیفرانسیلمعادلاتوسیلهبهشدهتعریفپیوستهمسألهیک

.نمود

اعدادازنامتناهیایمجموعهباراهاآنتوانمیکهمجهولتوابعیاوتابعها،روشایندر

حالتردطبیعتاًکهگردندمیجایگزینمجهولپارامترهایازمتناهیتعدادبوسیلهداد،نشان

.داردبردرراتقریبنوعیکلی



(FEM)روش اجزای محدود 

زیرندشرحبهدیفرانسیلمعادلهیکعددیحلدرعمدهروشسه:

1-محدودتفاضلروش(Finite Difference Method)

2-(تغییراتحساب)(تغییرات)تغییرروش(Variational Method)

۳-وزنیباقیماندههایروش(Weighted Residual Methods)



(FEM)روش اجزای محدود 

1-محدودتفاضلروش:

استمجهولتابعمشتقاتبرمبتنیروشاین.

سریبسطسپس،.شودمیتقسیمکوچکزیرناحیهتعدادیبهموردنظرناحیهروش،ایندر

.شودمینوشتهکوچکنواحیمرکزینقاطحولمجهولتابعتیلور

،پیوستهاتتغییروسیلهبدینو(تقریب)شودمینظرصرفبالابهدوممرتبهجملاتازسپس

.شودمیگسستهتغییراتنوعیبهتبدیلزمانیامکانبرحسبتابع

تیلوربسطنوشتنازپس
𝑑

𝑑𝑥
بهتبدیل

Δ

Δ𝑥
نقاطهمهبرایمذکوربسطنوشتنباوشودمی

توسطوعددیهایروشطریقازکهشودمیحاصلجبریمعادلاتازایمجموعهها،زیربازه

.باشندمیحلقابلکامپیوتر

استشدهمیاستفادهسیالاتمکانیکوحرارتانتقالمسائلحلجهتروشاینگذشته،در.



(FEM)روش اجزای محدود 

2-(تغییراتحساب)(تغییرات)تغییرروش(Variational Method):

کندمیتولیدعددیککهاستمجهولتابعازخاصانتگرالیکبرمبتنیروشاین.

لیدتوعددیکبارهرودادقرارتقریبعنوانبهرامختلفیتوابعتوانمیانتگرالایندر

.شودمی

دیفرانسیلمعادلهیکبرایمناسبیتقریبتواندمیکند،تولیدراعددکوچکترینکهتابعی

.باشدخاص

بگیریدنظردررازیرانتگرال:

Π =  

0

𝐻
𝐷

2

𝑑𝑦

𝑑𝑥

2

− 𝑄𝑦 𝑑𝑥

عددیمقدارΠمانندتابعیتعیینبابارهرتوانمیراy = f(x)آورددستبه.



(FEM)روش اجزای محدود 

مانندتابعیدهدمینشانتغییراتحسابy = g(x)عددکمترینکهΠجوابکند،تولیدرا

y(0)مرزیشرایطبازیردیفرانسیلمعادله = y0وy(H) = yHاست:

𝐷
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑄 = 0

 شوداز روی انتگرال به معادله دیفرانسیل مربوطه پی برده میدر واقع، در عملیات فوق  .

تگرالانیکآنرویازوشوددادهدیفرانسیلمعادلهیعنی.باشدبالعکستواندمیفرآیند

حاصلΠنیمممیکههنگامیوشوندمیدادهقرارانتگرالدرمختلفتوابعآنگاه.شودتعریف

.بودخواهددیفرانسیلمعادلهبرایتقریببهترینتابعآنشد،

ایرادیکاماباشدمیمحدوداجزایروشهایبندیفرمولازبسیاریمبنای،تغییرروش

بهمرتمشتقدارایدیفرانسیلمعادلاتدرخصوصاعمالقابلکهاستاینآنودارداساسی

.باشدنمیاول



(FEM)روش اجزای محدود 

3-وزنیباقیماندههایروش(Weighted Residual Methods):

باشندمیانتگرالیکشاملنیزوزنیباقیماندههایروش.

رارقمربوطهدیفرانسیلمعادلهدروشودمیزدهجواببرایتخمینیکابتداها،روشایندر

.گیردمی

مانندخطایییاباقیماندهکند،نمیصدقمعادلهدراولیهتقریبکهازآنجاییRشودمیحاصل.

مانندتابعیکنیدفرضy = h(x)کارهبزیردیفرانسیلمعادلهبرایتقریبعنوانبهابتدادر

:رود

𝐷
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑄 = 0

با قرار دادن تابع در معادله خواهیم داشت:



(FEM)روش اجزای محدود 

𝐷
𝑑2ℎ(𝑥)

𝑑𝑥2
+ 𝑄 = 𝑅(𝑥) ≠ 0

باشدبرقرارزیررابطهبایستمیوزنیباقیماندههایروشدر:

 

0

𝐻

𝑊𝑖(𝑥)𝑅 𝑥 𝑑𝑥 = 0

صفربرابربایستمیضربحاصلانتگرالواستشدهضربوزنیتابعیکدرمعادلهباقیمانده

.باشد

تقریبیحلدرمجهولضرایبتعدادبااستبرابرموردنیازوزنیتوابعتعداد.



(FEM)روش اجزای محدود 

اشارهنآمشهورترنوعچندبهزیردرکهنمودانتخابحلبرایتوانمیرامختلفیوزنیتوابع

:شودمی

1-(آیندیهم)(همنشینی)(همجواری)ترتیبروش(Collocation Method)

2-(زیردامنه)تبعیروش(Subdomain Method)

3-گالرکینروش(Galerkin’s Method)

4-مربعاتحداقلروش(Least Squares Method)

/ˌkɒləˈkeɪʃən $ ˌkɑː-/



(FEM)روش اجزای محدود 

1-(آیندیهم)(همنشینی)(همجواری)ترتیبروش(Collocation Method):

(دیراکدلتای)ضربهتوابعروش،ایندر𝑊𝑖 𝑥 = δ 𝑥 − 𝑋𝑖وزنیتوابععنوانبه

باقیماندهارمقدخاصینقاطدربایستمیکهاستاینبیانگرانتخابنوعاین.شوندمیانتخاب

.باشدصفر

استتقریبیحلدرمجهولضرایبتعدادبرابرنقاطاینتعداد.



(FEM)روش اجزای محدود 

2-(زیردامنه)تبعیروش(Subdomain Method):

واحد،برابروزنیتابعهرWi(x) = .شودمیانتخابخاصناحیهیکدر،1

(انتگرال)مجموعناحیه،یکازایفاصلهطولدربایستمیکهاستاینبیانگرانتخابنوعاین

.گرددصفربرابرهاباقیمانده

استتقریبیحلدرنامعینضرایبتعدادبرابرگیریانتگرالفواصلتعداد.



(FEM)روش اجزای محدود 

3-گالرکینروش(Galerkin’s Method):

وزنیابعتعنوانبهشود،میاستفادهتقریبیحلعنوانبهکهتابعیهمانگالرکین،روشدر

.گیردمیقراراستفادهموردنیز

ائلمسبسیاریواولمرتبهمشتقدارایمسائلبرایمحدوداجزایروشمبنایرویکرد،این

.استدیگر



(FEM)روش اجزای محدود 

3-گالرکینروش(Galerkin’s Method):

Boris Grigoryevich Galerkin

Galerkin was born on 

March 4 1871 

in Polotsk, Vitebsk

Governorate, Russian 

Empire, now part 

of Belarus.

https://en.wikipedia.org/wiki/Polotsk
https://en.wikipedia.org/wiki/Vitebsk_Governorate
https://en.wikipedia.org/wiki/Russian_Empire
https://en.wikipedia.org/wiki/Belarus


(FEM)روش اجزای محدود 

4-مربعاتحداقلروش(Least Squares Method):

خطایمقدارروش،ایندرRحاصلزیرانتگرالبنابراین،.شودمیاستفادهوزنیتابععنوانبه

:شودمی

𝐸𝑟 =  

0

𝐻

𝑅 𝑥 2𝑑𝑥

شودنیمم میاین میزان خطا نسبت به ضرایب نامعلوم موجود در حل تقریبی، می.

ایناماشودمیاستفادهمحدوداجزایحلکردنفرمولهجهتنیزمربعاتحداقلروشاز

.گیردنمیقراراستفادهموردگالرکینروشوتغییرروشاندازهبهروش



(FEM)روش اجزای محدود 

توسطکهباشدمیفیزیکیمسائلحلجهتعددیدستورالعملیکمحدوداجزایروش

.شوندمیتوصیفدیفرانسیلمعادله

سازدمیمتمایزعددیهایروشسایرازراآنکهاستویژگیدودارایروشاین:

1-ریجبمعادلاتدستگاهیکایجادجهتانتگرالیبندیفرمولیکازروش،ایندر

.شودمیاستفاده

2-هایکمیتتقریبجهتپیوستهایطورقطعهبههموارتوابعازروش،ایندر

.شودمیاستفادهمجهول

دارند،انتگرالیبندیفرمولکهعددیهایروشسایرازرامحدوداجزایروشدوم،مشخصه

.کندمیمتمایز



(FEM)روش اجزای محدود 

کردتقسیماصلیمرحلهپنجبهتوانمیرامحدوداجزایروش:

1-المانبهموسومکوچکزیرناحیهزیادیتعدادبهبحثموردناحیهتقسیم(Element).

.شودمینامیده(Node)گرهیکدیگربههاالماناتصالنقاط

2-خطییاههموارکهمجهولثابتضرایبباتابعیکصورتبهحلبرایاولیهتقریبتعیین

(Linear)(دومدرجه)دوممرتبهیاواست(Quadratic).تقریبمرتبهشدنتعیینازپس

.شودمینوشتهگرههردرحاکممعادلهاولیه،



(FEM)روش اجزای محدود 

۳-هررایبوزنیتابعگالرکین،روشازاستفادهصورتدر.جبریمعادلاتدستگاهاستخراج

براییری،گانتگرالبا.گرددمیتشکیلوزنیباقیماندهانتگرالسپسوشودمیمشخصگره

دستگاهها،گرههمهمعادلاتاستخراجازپسکهگرددمیایجادجبریمعادلهیکگرههر

.آیدمیوجودبهمعادلات

4-ایجادشدهمعادلاتدستگاهحل.

5-گرهیمقادیررویازهاکمیتسایرمحاسبه.



(FEM)روش اجزای محدود 

مانالبهموسومکوچکینواحیبهمسئلههندسهگردید،اشارهکههمانگونهاولمرحلهدر

.گرددمیتقسیم

مشیکهایشگرهباالمانیکمجموعهبه.باشندمیهاگرهها،الماناشتراکنقاط(Mesh)

.شودمیگفته

تلفمخاشکالالمان،بعدبهبستههمچنین.باشندبعدیسهیاودویک،توانندمیهاالمان

.استتصورقابلالمانیکبرای

باشددیگریدلخواهشکلهریاومربع،مثلثشکلبهتواندمیدوبعدیالمانیک.

عبمکیاومنشورهرم،چهاروجهی،ماننداشکالیتواندمینیزبعدیسهالمانیکطرفی،از

.باشدداشته

بمناسمهارتودقتمستلزمکهباشدمیسازیمدلمهممراحلازمسئلههندسهبندیمش

.باشدمی



(FEM)روش اجزای محدود 

ابتثضرایبباتابعیکصورتبهمسئلهجواببرایاولیهتقریبواقعدر،دوممرحلهدر

.شودمیگرفتهنظردرمجهول

عنوانهب.گیردنمیانجاممسئلهشکلکلبرایوشودمیزدهالمانیکمحدودهدرتقریباین

uمثال، = c1x + c2استبعدییکالمانیکدرجابجاییتوزیعبرایخطیتقریبیک.

بسیارراهاالمانابعادتوانمیکهازآنجاییشوند،میحلافزارنرمتوسطکهمسائلیخصوصدر

تقریبدیگر،عبارتبه.شودنمیزدهدوازبیشتردرجهباتقریبیگاههیچکرد،انتخابریز

.سهموییاواستخطییاافزارهانرمدرهموارهجواببرایاولیه



(FEM)روش اجزای محدود 

ازپسوشودمینوشتههاگرهتکتکبرایحاکممعادله،(سوممرحله)بعدمرحلهدر

.گرددمیتبدیلجبریمعادلهیکفرمبهلازم،هایگیریانتگرال

(شکل)شکلیتابعمفهوممعرفیبهموضوع،شدنترروشنبرای(Shape Function)

.پردازیممی

حاسبهمموردنظرکمیتگرهیمقادیرابتدامحدوداجزایتحلیلیکدرشد،ذکرکههمانگونه

.آورددستبهرامجهولکمیتمقدارتوانمیدلخواهنقطههردریابیمیانباسپس.گردندمی

،یاگردید،ارهاشقبلمرحلهدرکههمانگونهکهباشدمعلومیابیمیانمرتبهبایستمیبنابراین

.استدومرتبهیاوخطی

اگر.گیریممینظردررابعدییکخطیالمانφحاکممعادلهکهباشدمجهولکمیت

:ازاستعبارتیابیمیانتابعهمانیاوتقریبیحلالمانایندراست،آنبرحسب



(FEM)روش اجزای محدود 

φ= a1 + a2x

آندرکهa1وa2گرهدوبینالماناینکهدرصورتی.باشندمیمجهولiوjهایموقعیتبا

XiوXjگرهیمقادیروباشدشدهواقعφiوφj،مجهولضریبدوباشندa1وa2قابل

.اندمحاسبه

φ𝑖 = 𝑎1 + 𝑎2𝑋𝑖

φ𝑗 = 𝑎1 + 𝑎2𝑋𝑗

داشتخواهیمنتیجهدرکه:

𝑎1 =
φ𝑖𝑋𝑗 −φ𝑗𝑋𝑖

𝑋𝑗 − 𝑋𝑖

𝑎2 =
φ𝑗 −φ𝑖
𝑋𝑗 − 𝑋𝑖



(FEM)روش اجزای محدود 

مقادیراگرحالa1وa2داشتخواهیمدهیم،قراراولیهرابطهدررا:

φ =
𝑋𝑗 − 𝑥

𝐿
φ𝑖 +

𝑋𝑖 − 𝑥

𝐿
φ𝑗

 که در آنLطول المان است  .

گرهیادیرمقخطیترکیبزیرااستیابیمیانبرایاستانداردایرابطهفوق،آمدهدستبهرابطه

.باشندمیxازخطیتوابعنیزهاآنضرایبکهاست

حرفباراخطیتوابعاینNنامندمیشکلیتوابعراهاآنودهندمینمایش.

درهگرآنگرهیمقدارسهمبیانگرکهداردراخودبهمخصوصشکلیتابعگرههرواقع،در

.باشدمییابیمیان

باشندمیزیرصورتبهشکلیتوابعبنابراین:



(FEM)روش اجزای محدود 

𝑁𝑖 =
𝑋𝑗 − 𝑥

𝐿
𝑁𝑗 =

𝑋𝑖 − 𝑥

𝐿

کردخلاصهزیرصورتبهتوانمیرایابیمیانرابطهو:

φ = 𝑁𝑖φ𝑖 +𝑁𝑗φ𝑗

استذکرقابلشکلیتوابعخصوصدرنکتهچند:

استصفرمقداردارایدیگرگرهمحلدرویکمقداردارایخودگرهمحلدرشکلیتابعهر.

استیکبرابرهموارهنقطهیکدرشکلیتوابعمجموع.

استیکسانیابیمیانوشکلیتوابعمرتبههمواره.

نیزهارهگشکلیتوابعباشد،خطیتابعییابیمیانهمانیاتقریبیحلاگرمثال،عنوانبه

.بودخواهندخطیتوابعی



(FEM)روش اجزای محدود 

مانند)غیرمتیکبهنسبتهاآنمشتقاتمجموعکهاستاینشکلیتوابعهایویژگیدیگراز

x)استصفربرابر.

یکاابتدشد،گفتهکههمانگونه.دادقراربررسیموردراگالرکینروشتوانمیبهترحال

uمثالطوربه)تخمین = c1x + c2برای(بعدییکالماندرمکانتغییرتوزیعخصوصدر

.شودمیزدهحاکممعادله

،رالانتگاولیه،تخمیندرموجودمجهولاتتعدادبهومناسبوزنیتابعانتخابباسپس

تابعومنامعلضرایببرحسبعبارتیکهگرددمیمحاسبهباقیماندهووزنیتابعضربحاصل

.بودخواهدتقریب

باشندمیشکلیتوابعهمانوزنیتوابعگالرکین،روشدر.

هباقیمانددرشکلیتوابعازیکهرضربحاصلانتگرالخطیالمانیکدرطورمثال،به

.آیدمیدستبهφjوφiمجهولاتبامعادلهدودرنهایتوگرددمیمحاسبه



(FEM)روش اجزای محدود 

ًضرایبکهگردیداشارهقبلاa1وa2شوندمینوشتهگرهیمقادیربرحسب.

ملشامعادلههرآنکهدلیلبه.آیدمیدستبهمعادلهیکگرههرازایبهدیگر،عبارتبه

ها،رهگتعدادبهابتدابایستمیوبودنخواهدحلقابلتنهاییبهاست،مجهولیکازبیش

.گردندحلیکجاصورتبهمعادلاتتمامیآنگاهتاشوداستخراجمعادله

متنوعیهایروشکه(چهارممرحله)رسدمیهاآنحلبهنوبتمعادلاتاستخراجازپس

هبتوجهباگرهی،مقادیرشدنمشخصازپسوبعدمرحلهدرسپس،.استموجودحلبرای

گشتاورونیروتنش،کرنش،نظیرهاکمیتسایرشده،تعریفمادههندسیخواصواولیهابعاد

.(پنجممرحله)گردندمیمحاسبه



(FEM)روش اجزای محدود 

مرزیمقدارمسائلحلکلاسیکهایروش:

زابسیاریدرامااستتحلیلیحلروش،مرزیمقدارمسائلبرایحلروشترینمطلوب

حلرایبرو،ازاین.نداردوجودآنتحلیلیحلامکانوباشدمیپیچیدهبسیارمسئلهکاربردها

وتزریروشدوها،روشاینبیندر.نموداستفادهتقریبیحلهایروشازتوانمیمسئلهاین

.دارندقرارتوجهموردهاروشسایرازبیشترگالرکین

کهینگالرکروشوریتزتغییراتیروشازعبارتندمرزیمقدارمسائلحلکلاسیکروشدو

.دشمعرفیقبلاًگالرکینروش.هستندمدرنمحدوداجزایروشمبنایواقعدرروشدواین

.پردازیممیریتزتغییراتیروشمعرفیبهاینجادر



(FEM)روش اجزای محدود 

ریتزروش:
Walther Heinrich Wilhelm Ritz

(22 February 1878 – 7 July 1909) was a 

Swiss theoretical physicist.

https://en.wikipedia.org/wiki/Physics


(FEM)روش اجزای محدود 

ریتزروش:

ریتز-رایلیروشنامبهکهریتزروش(Rayleigh-Ritz)روشیکشود،میشناختهنیز

functionalکهتغییراتیعبارتیکفرمبهرامرزیمقدارمسئلهآندرکهاستتغییراتی

.کندمیبندیفرمولشود،مینامیده

اینمقدارنیمممیواقعدرشده،تعیینمرزیشرایطتحتمسئلهجوابfunctionalاست.

،کردننیمممیطریقازتقریبیحلبنابراینfunctionalیککهمتغیرهاییبهنسبت

.شودمیحاصلدهندمینشانراجوابازخاصتقریب



(FEM)روش اجزای محدود 

حلهبرسیدنواقعی،مسائلدرموجودمرزیشرایطومادهپیچیدهرفتارهندسی،پیچیدگی

.استساختهروبرودشواریبارادقیق

است؛رناپذیاجتنابآیندمیدستبهمحدودزماندرکهقبولقابلتقریبیهایحلازاستفاده

.استهاانتخاباینازیکیمحدوداجزایروش

زیکیفیمسائلازبسیاریدرتقریبیحلبهرسیدنبرایعددیروشیکمحدوداجزایروش

معادلهاهدستگیکیاودیفرانسیلمعادلهیکتوسطهاآنبرحاکمرفتارکهاستمهندسیو

.شودمیبیاندیفرانسیل

سودرموردنظمجهولکمیتتقریببرایهمواروایچندتکهپیوستهتوابعازروشایندر

.شودمیبرده



(FEM)روش اجزای محدود 

باآنجایگزینیطریقازپیچیدهمسئلهیکحلیافتنمحدود،اجزایروشدراصلیهدف

.استترسادهمدلیک

همبهمتصلکوچکهایزیرناحیهازایمجموعهصورتبهحلناحیهمحدود،اجزایروشدر،

.شودمیگرفتهنظردرمحدوداجزاییاوالماننامبه

نمودنسواربا.شودمیفرضمناسبتقریبیحلیکالمانیاقطعههربرایادامهدر

(Assembling)ودشمیاستخراج(سازهمانند)سیستمکلیتعادلشرایطغیرهواجزااین.

یدآمیدستبه(هاتغییرمکان)موردنظرکمیتبرایتقریبیجوابشرایطاینارضایبا.



(FEM)روش اجزای محدود 

عددیسازیشبیهجهتسازیگسستههایروش:

محدوداجزایروش(FEM)Finite Element Method

محدودتفاضلروش(FDM)Finite Difference Method

مرزیاجزایروش(BEM)Boundary Element Method

محدودحجمروش(FVM)Finite Volume Method

المانبدونروشMesh Free Method

طیفیروشSpectral Method



(FEM)روش اجزای محدود 

محدوداجزایروشعمومیتوصیف:

سازهمجزاسازییاسازیگسسته:1مرحله

متقسی(المان)ترکوچکهایبخشبهموردنظرحلناحیهیامکانیکیسازهمرحلهایندر

تیبتروتعدادنوع،مورددر.شوندمیشناختهگرهنامبهالمانمرزدرمشترکنقاط.شودمی

.نمودگیریتصمیمبایدالمان

کمیصورتبهالمانبرحاکمفیزیکیرفتارارائه:2مرحله

یاو)یکصورتبهمکانیکیسازههایالمانبرحاکمفیزیکیرفتاراستلازممرحلهایندر

.شودبیانمعادله(چند



(FEM)روش اجزای محدود 

محدوداجزایروشعمومیتوصیف:

مناسبجابجاییمدلیایابدرونمدلیکانتخاب:3مرحله

داخلرد(سرعتیافشاردما،تنش،جابجایی،مانند)میدانمتغیرواقعیتغییراتکهازآنجایی

یلهوسبهمحدودالمانیکداخلدرمیدانمتغیرتغییراتاست،مجهولپیوستهمحیطاین

بیانهاگرهدرمیدانمتغیرهایمقادیربرحسبوشوندمیزدهتقریبسادهتابعیک

.شوندمی

ًرندگیمینظردرایچندجملهشکلبهرا(شکلتوابعتقریب،تابع)یابدرونمدلمعمولا.



(FEM)روش اجزای محدود 

محدوداجزایروشعمومیتوصیف:

الماننیرویبردارهایوسختیماتریسآوردندستبه:4مرحله

مجهولاتشدند،نوشتهالمانیکبرای(تعادلمعادلاتمانند)میدانمعادلاتکههنگامی

لمانانیرویبرداروسختیماتریسمرحلهایندر.بودخواهندهاگرهدرمیدانمتغیرمسئله،

.شودمیمحاسبه

کلیمعادلاتآوردندستبهبرایهاالمانمعادلاتکردن(جمع)سوار:5مرحله

تعادل

نیرویبردارهایوسختیماتریساست،شدهتشکیلالمانچندینازسازهکهازآنجایی

.شوندمیجمعیکدیگربامناسبروشیکبامنفردهایالمان



(FEM)روش اجزای محدود 

محدوداجزایروشعمومیتوصیف:

هاگرهدر(هاجابجایی)میدانمتغیرهایآوردندستبه:6مرحله

باآنزاپسوشونداصلاحمرزیشرایطبرایباید(تعادلمعادلاتمانند)میدانکلیمعادلات

.شونداستخراجمیدانمتغیرهایمقادیرمناسبعددیروشیکازاستفاده

(المانهایکرنشوهاتنشنظیر)وابستهمتغیرهایمحاسبه:7مرحله

تهوابسمتغیرهایتوانمی(هاجابجایینظیر)میدانمتغیرهایازاستفادهبانیازصورتدر

یرنظ)مسئلهبرحاکمموردلزوممعادلاتازاستفادهبارا(المانهایکرنشوهاتنشنظیر)

.نمودمحاسبه(جامداتمکانیکمعادلات



(FEM)روش اجزای محدود 

محدوداجزایروشسازیپیاده:

پردازشپیش:1مرحله

دشومیساختهمسئله(شدهبندیمش)شدهبندیشبکهمدلوهندسیمدلمرحلهایندر.

.گرددمیاعمالمدلبهمرزیشرایطوبارگذاریسپس

محدوداجزایمدلحل:2مرحله

پذیردمیانجاممرحلهایندرکلیمعادلاتحلوسیستممعادلاتکردنسوار.

پردازشپس:3مرحله

نتایجنمایشونمودنآماده



(FEM)روش اجزای محدود 

محدوداجزایروشکاربرد:

 Static analysis

 Deflection

 Stresses

 Strains

 Forces

 Energies

 Dynamic analysis

 Frequencies

 Deflection (mode shape)

 Stresses

 Strains

 Forces

 Energies

 Heat transfer analysis

 Temperature

 Heat fluxes

 Thermal gradients

 Heat flow from Convection faces

 Fluid analysis

 Pressures

 Gas temperatures

 Convection coefficients

 Velocities

خمش

همرفت



(FEM)روش اجزای محدود 

محدوداجزایروشکاربرد: Automotive industry

 Static analyses

 Modal analyses

 Transient dynamics

 Heat transfer

 Mechanisms

 Fracture mechanics

 Metal forming

 Crashworthiness

 Architectural

 Soil mechanics

 Rock mechanics

 Hydraulics

 Fracture mechanics

 Aerospace industry

 Static analyses

 Modal analyses

 Aerodynamics

 Transient dynamics

 Heat transfer

 Fracture mechanics

 Creep and plasticity analyses

 Composite materials

 Aeroelasticity

 Metal forming

 Crashworthiness

پذیری خودرو در محافظت از سرنشینان خودقابلیت ضربه

creep: خزش
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https://www.comsol.com/



(FEM)روش اجزای محدود 

https://www.3ds.com/products-services/simulia/products/abaqus/

abacus /ˈæbəkəs/



(FEM)روش اجزای محدود 

https://www.3ds.com/products-services/simulia/products/abaqus/

What's New in Abaqus 2018

Product simulation is often performed today by engineering groups using niche

simulation tools from different vendors to simulate various design attributes. The use of

multiple vendor software products creates inefficiencies and increases costs. SIMULIA

delivers a scalable suite of unified analysis products that allow all users, regardless of

their simulation expertise or domain focus, to collaborate and seamlessly share

simulation data and approved methods without loss of information fidelity.

The Abaqus Unified FEA product suite offers powerful and complete solutions for both

routine and sophisticated engineering problems covering a vast spectrum of industrial

applications. For example, in the automotive industry engineering work groups can

consider full vehicle loads, dynamic vibration, multibody systems, impact/crash,

nonlinear static, thermal coupling, and acoustic-structural coupling using a common

model data structure and integrated solver technology. Best-in-class companies are

taking advantage of Abaqus Unified FEA to consolidate their processes and tools,

reduce costs and inefficiencies, and gain a competitive advantage.
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ABAQUSاجزایروشبرمبتنیتوانمندبسیارسازیمدلهایبرنامهازمجموعهیک

هایسازیمدلترینپیچیدهتاسادهخطیتحلیلیکازمسائلحلقابلیتکهباشدمیمحدود

.باشدمیداراراغیرخطی

هایالمانمجموعهدارایافزارنرماین(Element Library)کهباشدمیایگستردهبسیار

.کردمدلهاالماناینتوسطمجازیصورتبهتوانمیراایهندسهنوعهر

،باموادانواعسازیمدلدرکهاستزیادیبسیارمهندسیموادهایمدلدارایهمچنین

شده،تقویتبتنها،کامپوزیتپلیمرها،ها،لاستیکفلزات،نظیرگوناگونرفتاروخواص

قابلیتسنگ،وخاکنظیرزمیندرموجودموادهمچنینوشکنندهنیزوفنریهایفوم

.سازدمیممکنرابالایی
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اینکهبهنظرABAQUSبهمحدودتنهاآنازاستفادهباشد،میگستردهوعمومیابزاریک

.شودنمی(مکانتغییر–تنش)سازهوجامداتمکانیکهایتحلیل

لیلتحجرم،نفوذحرارت،انتقالنظیرمختلفیمسائلتوانمیافزارنرماینازاستفادهبا

را(Piezoelectric)پیزوالکتریکوخاکمکانیکاکوستیک،الکتریکی،اجزایحرارتی

.دادقرارمطالعهمورد

افزارنرمازاستفادهABAQUSدرراایگستردهبسیارهایقابلیتمجموعهاینکهوجودبا

.باشدمیایسادهنسبتاًکاردهد،میقرارکاربراختیار

یکازبیششاملمسائلمثال،عنوانبه.کردمدلآسانیبهتوانمیرامسائلترینپیچیده

هربهمربوطهمادهرفتاردادننسبتسپسوجزءهرهندسیمدلایجادباتوانمیراجزء

.کردمدلمختلفاجزایمونتاژسپسوجزء
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هایدادهتنهابایستمیکاربربالا،غیرخطیدرجهباهایمدلحتیها،سازیمدلاغلبدر

رائلهمسآنبارگذاریومرزیشرایطآن،بهمربوطمادهرفتارمسئله،هندسهنظیرمهندسی

.کندتعیین

غیرخطی،تحلیلیکدرABAQUSبارنمومیزانطوراتوماتیکبه(Load Increment)

بهدستیابیجهتراهاآنمقادیرتحلیلطولدرهمچنینوانتخابراهمگراییهایتلرانسو

هایپارامترمقادیربایستمیندرتبهکاربرنتیجهدر.کندمیتعدیلصحیحجوابیک

.کندتعیینرامسئلهعددیحلکنترلی
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http://www.lstc.com/products/ls-dyna

LS-DYNA is a general-purpose finite element program capable of simulating complex

real world problems. It is used by the automobile, aerospace, construction, military,

manufacturing, and bioengineering industries. LS-DYNA is optimized for shared and

distributed memory Unix, Linux, and Windows based, platforms, and it is fully QA'd by

LSTC. The code's origins lie in highly nonlinear, transient dynamic finite element

analysis using explicit time integration.
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 NASTRAN is a finite element analysis (FEA) program that was

originally developed for NASA in the late 1960s under United

States government funding for the aerospace industry.

http://www.mscsoftware.com/product/msc-nastran
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 The eventual formal name approved by NASA for the program,

NASTRAN, is an acronym formed from NASA STRucture

ANalysis. The NASTRAN system was released to NASA in 1968.
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The goal of this book is to provide students with a theoretical and
practical knowledge of the finite element method and the skills
required to analyze engineering problems with ANSYS®, a
commercially available FEA program.

https://caeai.com/ansys-software-support/ansys-software/mechanical-simulation-software
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ANSYS structural analysis software enables you to solve complex structural
engineering problems and make better, faster design decisions. With the finite
element analysis (FEA) tools available in the suite, you can customize and
automate solutions for your structural mechanics problems and parameterize
them to analyze multiple design scenarios. You can connect easily to other physics
analysis tools for even greater fidelity. ANSYS structural analysis software is used
throughout the industry to enable engineers to optimize their product designs
and reduce the costs of physical testing.



(FEM)روش اجزای محدود 
https://www.ansys.com/en-gb/products/electronics/ansys-maxwell
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https://www.plaxis.com/



(FEM)روش اجزای محدود 

 PLAXIS is the leading geotechnical finite element software

developed specifically for deformation analysis of soils and rock.

Renowned for ease of use and accuracy, it will help you optimize

your designs more effectively than applying traditional

conservative calculation methods.

http://wildeanalysis.co.uk/software/design-simulation/plaxis/
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https://dianafea.com/



(FEM)روش اجزای محدود 

 DIANA (acronym DIsplacement ANAlyser) is a Finite Element Analysis (FEA) solver

developed and distributed by DIANA FEA BV (previously TNO DIANA BV) and several

other resellers worldwide. The software is utilised at both ends of the market, by small

consultancies and global engineering consultants, research institutions and is utilised

by many highly respected educational institutions worldwide in both civil and

geotechnical engineering courses. DIANA is equipped with very powerful solvers which

enables the analysis of a wide range of structures, large and small - with basic or

advanced analyses. A large selection of material models, element libraries and analysis

procedures are available within the package which gives DIANA a large degree of

flexibility.

 The main fields of use of DIANA include design and analysis of dams & dikes; tunnels &

underground structures; oil & gas[1] & historical constructions and large reinforced

concrete structures.[2] Some of the specialised analyses available in DIANA for these

fields of use include seismic analysis;[3] fire analysis and young hardening concrete.[4]

https://dianafea.com/



(FEM)روش اجزای محدود 
The ASKA Finite Element System

ASKA (Abkürzung für: Automatic System for Kinematic Analysis)

 The program system ASKA (abbreviation for: Automatic System for Kinematic Analysis)

was one of the first universally applicable computer programs for calculations according

to the finite element method.

 The development of ASKA began at the beginning of the 1960s at the Institute for Statics

and Dynamics of Aerospace Constructions (ISD) at the University of Stuttgart under the

direction of John Argyris.

 The first version, ASKA 105, was developed in assembly language Sleuth on a UNIVAC

1107. After the installation of another CDC 6600 supercomputer in 1968, a new version

of ASKA was developed in the Fortran programming language. In the years between

1970 and 1983 ASKA was ported to other computer systems, z. Univac 11/80 IBM 360/370,

Amdahl, Cray, Prime and VAX.

 The first applications with ASKA came from the field of aerospace engineering.

 A non-linear application was the calculation of the roof structure of the Olympic

Stadium in Munich by Frei Otto.
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http://www.adina.com/

Fluid Structure Interaction (FSI)

Thermo-mechanical coupling

Thermo-mechanical coupling (TMC)

electromagnetic effects (EM)

http://www.adina.com/fluid-structure-interaction.shtml


(FEM)روش اجزای محدود 

http://www.adina.com/

ADINA 9.4.0 has been released

ADINA R&D, Inc. was founded in 1986 by Dr. K.J. Bathe, a teacher
and researcher, and associates. The exclusive mission of the
company is the development of the ADINA System for linear and
nonlinear finite element analysis of solids and structures, heat
transfer, CFD and electromagnetics (EM). ADINA also offers a
comprehensive array of multiphysics capabilities including fluid-
structure interaction (FSI) and thermo-mechanical coupling (TMC).
Some of the nonlinear structural analysis capabilities of ADINA are
offered as Solution 601/701 of NX Nastran by Siemens PLM
Software.
ADINA offers a wide range of capabilities based on reliable and
efficient finite element procedures. For this reason, ADINA is often
selected for applications where reliability is of critical importance,
e.g., dynamic analysis of bridges for earthquake, biomedical
applications, design of nuclear reactors, studies for safety and many
more!

http://www.adina.com/relnotes_94.pdf
http://meche.mit.edu/people/faculty/index.html?id=10
http://www.uct.ac.za/dailynews/?id=8528
http://www.adina.com/theory/theory14.shtml
http://www.adina.com/newsgrp.shtml
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https://nisasoftware.com/
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https://nisasoftware.com/

NISA is one of the most comprehensive engineering analysis suites

available to address the Automotive, Aerospace, Energy & Power, Civil,

Electronics and Sporting Goods industries. NISA has been an engineer’s

favorite for more than 35 years.

NISA features a completely integrated pre/post- processing environment

within a state-of-the-art GUI, seamless interoperability with leading

commercial CAD software, excellent technical support and flexible

purchase options.
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http://www.lusas.com/
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http://www.swmath.org/software/4289

COSMOS/M

 COSMOS/M is a complete, modular, self-contained finite element system

developed by Structural Research and Analysis Corporation (SRAC) for

personal computers and workstations.

 The program includes modules to solve linear and nonlinear static and

dynamic structural problems, in addition to problems of heat transfer, fluid

mechanics, electromagnetics and optimization. Modules for such special

analysis options as fatigue are also available.

 The system is constantly developed and maintained by using state-of-the-art

techniques and up-to-date hardware capabilities. This chapter introduces

the COSMOS/M product line and outlines the features of its various

modules.
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http://www.mscsoftware.com/product/patran
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http://www.mscsoftware.com/product/patran

Patran Complete FEA Modeling Solution:

 Patran is the world's most widely used pre/post-processing software for Finite
Element Analysis (FEA), providing solid modeling, meshing, analysis setup and
post-processing for multiple solvers including MSC Nastran, Marc, Abaqus, LS-
DYNA, ANSYS, and Pam-Crash.

 Patran provides a rich set of tools that streamline the creation of analysis ready
models for linear, nonlinear, explicit dynamics, thermal, and other finite
element solutions. From geometry cleanup tools that make it easy for engineers
to deal with gaps and slivers in CAD, to solid modeling tools that enable
creation of models from scratch, Patran makes it easy for anyone to create FE
models. Meshes are easily created on surfaces and solids alike using fully
automated meshing routines, manual methods that provide more control, or
combinations of both. Finally, loads, boundary conditions, and analysis setup
for most popular FE solvers is built in, minimizing the need to edit input decks.

 Patran's comprehensive and industry tested capabilities ensure that your virtual
prototyping efforts provide results fast so that you can evaluate product
performance against requirements and optimize your designs.



(FEM)روش اجزای محدود 

https://altairhyperworks.com/product/HyperMesh
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 Over the last 20 years, HyperMesh has evolved into the leading premier pre-

processor for concept and high fidelity modeling. The advanced geometry and

meshing capabilities provide an environment for rapid model generation. The ability to

generate high quality mesh quickly is one of HyperMesh’s core competencies.

 Industry trends show a migration to modular sub-system design and continued

exploration of new materials; HyperMesh has advanced model assembly tools

capable of supporting complex sub-system generation and assembly, in addition,

modeling of laminate composites is supported by advanced creation, editing and

visualization tools. Design change is made possible via mesh morphing and geometry

dimensioning. HyperMesh is a solver neutral environment that also has an extensive

API which allows for advanced levels customization.

 HyperMesh is used by thousands of customers worldwide to generate and manage

their models, it supports a wide variety of CAD and solver interfaces, making it a

perfect solution for a majority of verticals and domains.



(FEM)روش اجزای محدود 

ASAS—a general purpose finite element analysis system

he ASAS finite element system, incorporating statics, dynamics, heat transfer and

substructure analysis, is described, paying particular attention to the structure of the

data required. The current range of elements is shown and examples from the available

pre- and post-processing programs are listed. Details of some recent analyses are

given, with computer plots of the idealizations used.



(FEM)روش اجزای محدود 
http://www.oofem.org/

 OOFEM is free finite element code with object oriented

architecture for solving mechanical, transport and fluid

mechanics problems that operates on various platforms.

 The aim of this project is to develop efficient and robust tool for

FEM computations as well as to provide modular and

extensible environment for future development. OOFEM is

released under GNU Lesser General Public License (LGPL).

 The current version of OOFEM is 2.5 released Dec, 30, 2017
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https://www.itascacg.com/software/flac

FLAC = Fast Lagrangian Analysis of Continua
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https://cuylaerts.net/

Very powerful but easy to use FEM software for structural engineering of 2D and 3D

frames and trusses

Analysis3D

خرپا /trʌs/
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https://www.dune-project.org/modules/dune-fem/

DUNE (Distributed and Unified Numerics Environment) is a modular C++ library for the

solution of partial differential equations using grid-based methods.

https://en.wikipedia.org/wiki/C++
https://en.wikipedia.org/wiki/Partial_differential_equations
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https://www.femto.eu/femap/

About Femap

Femap, part of Siemens PLM Simcenter product portfolio, is one of the best-known FEA

solutions. It’s applied in the industry for over 30 years now. With the program you

prepare your simulation models (pre-process) and get a comprehensive display of the

analysis results (post-process). The software is open to all commercial solvers, including

NX Nastran, Ansys, LS-DYNA, and Abaqus and can access geometry data from all

major CAD systems. From beginner to advanced users, Femap combines exceptional

ease of use, with cost efficiency and has the power to model the toughest problems.



(FEM)روش اجزای محدود 
http://www.hiflow3.org/

HiFlow3 is a multi-purpose finite element software providing

powerful tools for efficient and accurate solution of a wide range of

problems modeled by partial differential equations (PDEs). Based

on object-oriented concepts and the full capabilities of C++ the

HiFlow³ project follows a modular and generic approach for

building efficient parallel numerical solvers.
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https://en.z88.de/
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Z88 is a software package for the finite element method (FEM) and topology

optimization. A team led by Frank Rieg at the University of Bayreuth started

development in 1985 and now the software is used by several universities, as well

as small and medium-sized enterprises. Z88 is capable of calculating two and three

dimensional element types with a linear approach. The software package contains

several solvers and two post-processors and is available for Microsoft Windows, Mac

OS X and Unix/Linux computers in 32-bitand 64-bit versions. Benchmark tests

conducted in 2007 showed a performance on par with commercial software.[1]

https://en.wikipedia.org/wiki/Finite_element_method
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Frank_Rieg&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/wiki/University_of_Bayreuth
https://en.wikipedia.org/wiki/Small_and_medium-sized_enterprises
https://en.wikipedia.org/wiki/Microsoft_Windows
https://en.wikipedia.org/wiki/Mac_OS_X
https://en.wikipedia.org/wiki/Unix
https://en.wikipedia.org/wiki/Linux
https://en.wikipedia.org/wiki/32-bit_computing
https://en.wikipedia.org/wiki/64-bit_computing
https://en.wikipedia.org/wiki/Z88_FEM_software#cite_note-1


(FEM)روش اجزای محدود 

Part of SolidWorks

CosmosWorks

https://en.wikipedia.org/wiki/SolidWorks
https://en.wikipedia.org/wiki/CosmosWorks


Traditional Discretisation 

Methods 

•Finite Difference

•Finite Element  

•Finite Volume



Finite Difference Method (FDM)

i-1,j

i,j+1i-1,j+1

i,j

i+1,j+1

i+1,j

x

uu

x

u jiji

ji 






 

2

))(,)(()( ,11

,



x

0
2

))(,)((

2

))(,)((

0
)()(

1,1,11

, 































y

vv

x

uu

t

y

v

x

u

t

jijijiji

ji






y

)( 2xO 

central

x

uu

x

u jiji

ji 






  ))(,)(()( ,1

,



forward

)( xO 



Finite Volume Method (FVM)
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From Gauss Divergence Theorem: 
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Finite Element Method (FEM)
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Weighted residual analysis:
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Finite Element Method (FEM) Weighted residual analysis:

If W is chosen to be the same as N the method is called Galerkin method.
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For easy implementation of boundary conditions this is integrated by parts.
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Finite Element Method (FEM) 

1)  Divides computational space into elements

For every element constructs   

2)  Reconnects elements at nodes  

Agglomerates for the whole domain

3)  As a result a set of algebraic equations is formed and its solution follows

0
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The tetrahedron family of elements
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And when derivatives are of interest:
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dx

dN
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We know functions N,

they are frequently polynomials

-obtaining their derivatives is easy.

SHAPE FUNCTIONS

After Zienkiewicz et al  FEM 2000 



Development of Theory

 Rayleigh-Ritz Method

Total potential energy equation

 Galerkin’s Method
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Basic Concept of the Finite Element Method

Any continuous solution field such as stress, displacement,

temperature, pressure, etc. can be approximated by a

discrete model composed of a set of piecewise continuous

functions defined over a finite number of subdomains.

Exact Analytical Solution

x

T

Approximate Piecewise 

Linear Solution

x

T

One-Dimensional Temperature Distribution



Two-Dimensional Discretization
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Approximate Piecewise 

Linear Representation



Discretization Concepts

x

T

Exact Temperature Distribution, T(x)

Finite Element Discretization

Linear Interpolation Model
        (Four Elements)

Quadratic Interpolation Model
             (Two Elements)

T1

T2 T2
T3 T3

T4 T4

T5

T1

T2

T3

T4 T5

Piecewise Linear Approximation

T

x

T1

T2

T3 T3

T4 T5

T

T1

T2

T3
T4 T5

Piecewise Quadratic Approximation

x

Temperature Continuous but with 
Discontinuous Temperature Gradients

Temperature and Temperature Gradients
Continuous



Common Types of Elements

One-Dimensional Elements

Line

Rods, Beams, Trusses, Frames

Two-Dimensional Elements

Triangular, Quadrilateral

Plates, Shells, 2-D Continua

Three-Dimensional Elements

Tetrahedral, Rectangular Prism (Brick)

3-D Continua



Discretization Examples

One-Dimensional 

Frame Elements

Two-Dimensional 

Triangular Elements

Three-Dimensional 

Brick Elements



Basic Steps in the Finite Element Method

Time Independent Problems

- Domain Discretization

- Select Element Type (Shape and Approximation)

- Derive Element Equations (Variational and Energy Methods)

- Assemble Element Equations to Form Global System

[K]{U} = {F}

[K] = Stiffness or Property Matrix

{U} = Nodal Displacement Vector

{F} = Nodal Force Vector

- Incorporate Boundary and Initial Conditions

- Solve Assembled System of Equations for Unknown Nodal         

Displacements and Secondary Unknowns of Stress and Strain Values



Common Sources of Error in FEA

• Domain Approximation

• Element Interpolation/Approximation

• Numerical Integration Errors

(Including Spatial and Time Integration)

• Computer Errors (Round-Off, etc., )



Measures of Accuracy in FEA

Accuracy

Error = |(Exact Solution)-(FEM Solution)|

Convergence

Limit of Error as: 

Number of Elements (h-convergence) 

or

Approximation Order (p-convergence) 

Increases

Ideally, Error  0 as Number of Elements or 

Approximation Order 

همگرایی



Common Approximation Schemes

One-Dimensional Examples

Linear Quadratic Cubic

Polynomial Approximation

Most often polynomials are used to construct approximation functions for each element. Depending on

the order of approximation, different numbers of element parameters are needed to construct the

appropriate function.

Special Approximation

For some cases (e.g. infinite elements, crack or other singular elements) the approximation function is

chosen to have special properties as determined from theoretical considerations
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Wprowadzenie do MES

Mathematical Model
Dividing of the geometry into simple

elements and assembling all elements

[K] =  Stiffness matrix of the part

(Sum of all elements)

{U} =  Components of the displacements

of the single nodes of the part 

{F}  = Components of the loads of 

the single nodes of the part 

[K] *{U} = {F}

Solving the matrix equation with

thousands of unknowns



Wprowadzenie do MES

Steps in an FE Analysis

Geometry

Elements

Loads

Constraints

Materials

Analysis

Model
Solver Analysis Results

Displacements

Stresses

Forces

Strains

Contour Plots

X-Y-Plots

Listings

Properties



Wprowadzenie do MES

What an FEA user has to specify:

Choose the element type

Creation of the Finite Element Mesh

Specification of the material properties

Specification of the element properties

Verification of the Mesh quality

Application of the loads and boundary conditions

Specification of the options of the desired analysis type 

Request of the desired results 

 Interpretation of the results

Introduction to FEM



Wprowadzenie do MES

Standard Elements

First order

Second order

Line                             Triangle/Quadrilateral                  Hexahedral                         Tetrahedral

(tri/quad) (hex) (tet)

Line                         Triangle/Quadrilateral               Hexahedral                     10-noded Tetrahedral



Wprowadzenie do MES

Element selection criteria

Which element type should be used?

 Beams, plates or solids?

Quadrilateral or triangle?

 Hexahedral, pentahedral  or tetrahedral ?

 Higher or lower order?

The choice of the element type is strongly dependent

on the structure to be analyzed



Wprowadzenie do MES

Examples of shell models



Wprowadzenie do MES

Examples of Solid Models

Courtesy of Volvo Car



Wprowadzenie do MES

Element Selection Guidelines

Choose the simplest element type

 if you can make a shell model - do it

 If you can make a beam model - do it

For structural analysis, don’t use first order tetra-elements.

(But they are ok for thermal analysis)



Wprowadzenie do MES

The Model

 We have the following model:

It consist of rectangular beams that

are 100 mm wide and 200 mm high

with thickness 5 mm. The longest

beams are 2000 mm and the total width of the 

model is 1000 mm. The centerline of the crossing 

bars are located 550 mm from each end.

 The beams are welded together, but the weld fillets 

are to be neglected due to their small size

 The structure carries a load of 2000 kg evenly 

distributed over the two cross bars



Wprowadzenie do MES

Beam Model

Element size 100 mm



Wprowadzenie do MES

Shell Model

Element size 33 mm



Wprowadzenie do MES

Solid Model

Element size 25 mm



Wprowadzenie do MES

Element Type

Before meshing the user must chose between different

element types: 

 Beam, Shell or Solid

 First or second order

 Triangle or quadrilateral basis shape

When this is done, meshing of the structure can begin



Cantilever plate

in plane strain 

uniform loading

F
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Problem: Obtain the 

stresses/strains in the 

plate

Node

Element

Finite element 

model

•Approximate method

• Geometric model

• Node

• Element

• Mesh 

• Discretization

وصلدیواربهطرفیکازفقطکهطاقییاقطعه(معماری)
که)دیوارازآمدهپیشطاقکیابلوک،(بالکنطاقمثل)است
ازفقطهکافقیستونیاتیر)،(دارداتکاآنبرقرنیزیابالکن

سرآزادستونسرآزاد،تیر(استوصلدیواربهطرفیک
cantilever



Engineering design

..General scenario..

Finite element analysis

FEM analysis scheme

Step 1: Divide the problem domain into non

overlapping regions (“elements”) connected to

each other through special points (“nodes”)

Finite element model

Element

Node



Engineering design

..General scenario..

Finite element analysis

FEM analysis scheme

Step 2: Describe the behavior of each element

Step 3: Describe the behavior of the entire body by

putting together the behavior of each of the

elements (this is a process known as “assembly”)



Joint Advanced Student School  

St.Petersburg 2005

2.0 Finite Element Method

• Two interpretations

1. Physical Interpretation:
The continous physical model is divided
into finite pieces called elements and laws
of nature are applied on the generic
element. The results are then recombined
to represent the continuum.

2. Mathematical Interpretation:
The differetional equation reppresenting the
system is converted into a variational form,
which is approximated by the linear
combination of a finite set of trial functions.
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St.Petersburg 2005

2.1 FEM Notation

Elements are defined by the following 

properties:

1. Dimensionality

2. Nodal Points

3. Geometry

4. Degrees of Freedom

5. Nodal Forces 

(Non homogeneous RHS of the DE)
RHS (Rectangular Hollow Section) DE (Differential Equations)
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St.Petersburg 2005

2.2 Element Types
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INTRODUCTION TO FINITE ELEMENT METHOD

• What is the finite element method (FEM)?

– A technique for obtaining approximate solutions to boundary value 

problems.

– Partition of the domain into a set of simple shapes (element)

– Approximate the solution using piecewise polynomials within the 

element

F

Structure

Element

u

x

Piecewise-Linear Approximation

0

0

xyxx
x

xy yy

y

b
x y

b
x y
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• How to discretize the domain?

– Using simple shapes (element)

– All elements are connected using “nodes”.

– Solution at Element 1 is described using the values at Nodes 1, 2, 6, 

and 5 (Interpolation).

– Elements 1 and 2 share the solution at Nodes 2 and 6.

INTRODUCTION TO FEM cont.

1           2           3

1            2             3            4

5            6             7            8

Elements

Nodes
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INTRODUCTION TO FEM cont.

• Finite element analysis solves for nodal values.

– All others can be calculated (or interpolated) from nodal solutions

– Displacement within the element

– Strain of the element

u1 u2

L
x

N1 N2

Interpolation (Shape) Function

2 1
1 1 2( )

u u L x x
u x a bx u x u u

L L L

 
     

1 2

1 1
( )

u
x u u

x L L
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EXAMPLE: FINITE ELEMENTS

• Plastic Wheel Cover Model

– 30,595 Nodes, 22,811 Elements

– Matrix size is larger than 150,000150,000.

– MSC/PATRAN (Graphic user interface)
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ABAQUS: Rolling



(FEM)روش اجزای محدود 

FEM simulation of heating disc brake with ABAQUS
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