
 

3درس ریاضی فیزیک   

سوّم: توابع لژاندر                                    فصلِ   

 

 

 ریاضی فیزیک ظاهر می شوند. به عنوانِ وسیعی از مسائلِ چند جمله ای های لژاندر در گسترۀ

 نمونه:

کروی به این چند  اتِهلمهولتز در مختصّ معادلۀ لاپلاس و یا اساساً در حلِِّ معادلۀ در حلِِّ – 1

 جمله ای برمی خوریم.

اندازه  ویژه توابعِ هارمونیک های کروی و برای نمایشِ کوانتومی، به صورتِ در مکانیکِ – 2

 زاویه ای مطرح می شود. حرکتِ

 ژاندر، به چند جمله ای لژاندر معروف است.ل معروف به معادلۀ یفرانسیلِد معادلۀ پاسخِ – 3

د ایجاد کرد و این همان شیوه ای است مولِّ ط یک تابعِمی توان این چند جمله ای را توسّ – 4

 کتاب های ریاضی ـ فیزیک از دیدگاه ریاضی به آن می پردازند. که اغلبِ

 

 لژاندر: فیزیکی توابعِ ال از الکتروستاتیک به عنوان پایۀمث  – 1

 

 چند جمله ای لژاندر استفاده می کنیم. بارِ فیزیکی در بارۀ  مستقیمِ در این قسمت از تعبیرِ

zرا در نقطۀ  q الکتریکی a ِروی محورz ِالکتروستاتیک این بار در  قرار می دهیم. پتانسیل

 مذکور چنین است: از بارِ 1rصلۀ نقطه ای از فضا به فا
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تقارن  ه به دلیلِبیان کنیم )البتِّ و rکروی بر حسبِ اتِمی خواهیم این پتانسیل را در مختصّ

 ظاهر نمی شود(. ۀ مختصّ
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 میانِ نیز زاویۀ  نشان می دهیم.  rرا با  اتتا مبدأ مختصّ فضامطالعه در  موردِ ۀ نقطۀفاصل 

r است. حالتِ zو محورِ rبردارِ a  2یا دقیق تر 2 2 Cosr a ar   را در نظر می

 گیریم.:
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 CosnP   نمایشِ سری توان های
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است که چند جمله ای  

 زیر تعریف می کنیم: د به صورتِمولِّ تابعِ لژاندر نامیده می شود و در ریاضیات آن را از طریقِ
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مساوی قرار را با هم  (2)و   (1)راست معادلات  سمتِاین نحوه نمایش معادل این است که 

Cosxدهیم با این فرض که   و
a

t
r
 ادامه بحث نشان می دهیم که  انتخاب شود. در

 Cos 1nP   1برای   (3)است بدین معنا که بسط سریt ِهمگراست. مگر حالت 

1x     . 

 

 به کار می بریم: (3)سط دو جمله ای را در موردِ رابطۀ ب اکنون قضیۀ        
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بسط رابطه      توان های همانند را با ضرایبِ چند جمله ای فوق را بسط می دهیم و ضرایبِ

 مساوی هم قرار می دهیم. چند جمله نخست بسط لژاندرچنین می شود:
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ری ها می دانیم که بسط عبارتِس از مبحثِ 
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 زیر نوشت: دوگانۀ
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را برابر قرار دهیم، چند جمله ای  (3)چنانچه در بسط بالا جمله های مشابه با بسط سری 

 زیر نتیجه می شود: لژاندر به شکلِ
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 قرار بر این است کهکه در آن 
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فرد   nبرای   

 انتخاب شود.

 برداری زیر استفاده می شود: ۀر کاربردهای فیزیکی اغلب از رابطد نکته ـ
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 است و  2rناشی از از واحد بار نقطه ای در   1rرابطه نمایشگر پتانسیل در نقطه  در واقع این

 است.  2r و 1rزاویه بین دو بردار

 روابط بازگشتی و چند ویژگی توابع لژاندر: – 2

 

د مولِّ روابط بازگشتی کمک می گیریم. از تابعِ د چند جمله ای لژاندر برای یافتنِمولِّ عِاز تاب      

 مشتق می گیریم.  tنسبت به  (3)
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 :فوق قرار داده جملات را مرتب می کنیم را در عبارتِ (3) رابطۀ
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 را برابر صفر می گذاریم. در نتیجه tهر توانِ ضریبِ
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1m حال با انتخابِ n   1وs n  :خواهیم داشت 
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 بازگشتی سه جمله ای توابع بسل است. شبیه رابطۀاین رابطۀ بازگشتی 

 

 لژاندر: دیفرانسیلِ معادلۀ  – 3

 

 مشتق می گیریم: xنسبت به   (3) از معادلۀ
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 را  برابر صفر قرار می دهیم: tتوان های مساوی  ضریبِ
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می  ضرب 2مشتق می گیریم. نتیجه را در  xاستفاده کرده نسبت به  (8بازگشتی ) از رابطۀ

آن را از  کنیم. آنگاه تفاضلِ 2 1n ( حساب می کنیم. جمله 9) ر رابطۀبرابnP  را حذف می

 کنیم. نتیجه چنین می شود:
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 خواهیم داشت: از معادلات فوق
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 : قبل آن را جایگزین می کنیم رابطۀ  مشتق می گیریم و (11) آخر  از رابطۀ
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Cosx )با انتخابِ  و یا بر حسبِ  :) 
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 ید و نتایج زیر را به دست آورید:از تابع مولد کمک بگیر تمرین ـ
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 . پاریته:  1 –4
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0xلژاندر نسبت به  یعنی توابعِ   یا(
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
 ّپاریته یا  تِ( زوج یا فرد هستند. این خاصی

وی توجه داریم کر اتِمختصّ کوانتومی دارد. در موردِ عمده ای در مکانیکِ ویژگی بازتابی نقشِ

 که وارونی نقطۀ , ,r   زیر صورت می گیرد: تبدیلِ از طریقِ نسبت به مبدأ 
r r ;       ;        

آنگاه Cos Cos     که وابسته بهx x .است 

 

 دیفرانسیل لژاندر: معادلۀ حلِِّ –5

 

 لژاندر را قبلاً استخراج کردیم: دیفرانسیلِ معادلۀ
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0x نیوس کمک می گیریم، هر چند نقطۀفروب برای حل از شیوۀ  عادی این معادله  نقطۀ

 آن کفایت می کند: است و سری مک لورن نیز برای حلِِّ
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 بین ضرایب چنین می شود:بازگشتی  و در نهایت رابطۀ
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2nنشانه ای یا اندیسی به ازای   معادلۀ    :به دست می آید 
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0 پاسخ قطعاً وجود دارد که به ازایصحیح است یک  ریشه ها عددِ چون تفاضلِ    همان

1 و در فاصلۀ lبسط مک لورن خواهد بود. این پاسخ مستقل از  1x     همگراست. سری

1xبرای    ِچند جمله ای در آید. واگراست، مگر اینکه به صورت 

 سری لژاندر را در زیر می نویسیم: نخستِ چند جملۀ       
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 زیر نوشت: چند جمله ای را به صورتِ فشردۀ بدین ترتیب می توان شکلِ

   21
1

2 !

l

l l l

d
P x x

l dx
  

 معروف است.( Rodrigues’ formula)رودریگرز  این رابطه به فرمولِ

 



 

دیفرانسیل را بیابید. از  معادلۀ فردِ و زوج لژاندر را ادامه دهید و دو پاسخِ معادلۀ حلِِّ تمرین ـ

1xگاوس نشان دهید که سری پاسخ های معادله به ازای   آزمونِ طریقِ   .واگرا هستند 

 

 شرودینگر در پتانسیل مرکزی: معادلۀ لژاندر ـ حلِِّ چند جمله ای وابستۀ –6

 

 وابستۀ لژاندر شناخته می شود:چند جمله ای  چند جمله ای زیر به نامِ
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 شرودینگر در پتانسیلِ معادلۀزاویه ای  بخشِ ای پاسخِ در ادامه خواهیم دید که این چند جمله

0m حالتِمرکزی است.    را نتیجه می دهد. تابعِچند جمله ای شناخته شدۀ لژاندر   
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mP x ِِّشود که مسئله دارای تقارنِلژاندر ظاهر می  دیفرانسیلِ معادلۀ هنگامی در حل 

  نباشد. سمتی 

 

 :مرکزی شرودینگر در پتانسیلِ ۀمعادل  -7
 

 کند چنین است:عدی حرکت میکه در فضای سه بُای ههامیلتونی ذرّ

 

 rیعنی  بردارِ ۀحرکت است. چنانچه پتانسیل فقط به اندازاندازه عملگرِ که در آن

رها جداسازی متغیّ نامیم که در این صورت روشِمرکزی می بستگی داشته باشد آن را پتانسیلِ

دو  سیستمِ قبل در موردِ گونه که در قسمتِآید؛ همانکار میشرودینگر کاملاً بهۀ معادل در حلِِّ

فیزیک است  ترین مباحثِِّمرکزی یکی از مهم جا که حرکت در پتانسیلِه بحث کردیم. از آنذرّ

هیدروژن  ویژه که سرانجام به اتمِدهیم، بهمی خود را به این نوع پتانسیل اختصاص بحثِ ۀعمد

مرکزی  از نوعِ نیز هیدروژن اتمِ شویم و پتانسیلِنهایی این درس رهنمون می هدفِ به عنوانِ

 است.

 توان نشان داد که مرکزی این است که می های پتانسیلِاز ویژگی

این پتانسیل وجود  بقایی در موردِ در پی آن انتظار داریم قانونِ .ران نیز ناورداستوَدَ تحتِ

 چرخش. ناوردائی در اثرِ و انتقال؛ پاریته؛  ناوردایی در اثرِ بقای شته باشد، ماننددا
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  :مرکزی ه در پتانسیلِحرکت ذرّ. 7-1

 که   راچ  ک است؛یزیف در هتوجّ قابلِ لِئاز مسا یکی V(r) یمرکز لِیه در پتانسذرّ حرکتِ ۀئلمس

های  اتم  ۀهای دو اتمی، نظریمولکول بِمربوط به بینا توان مطالبِ عمومی می   ۀین نظریا یاریبه 

 این است که بخشِ مهمّۀ را بررسی کرد. نکت …تی دوترون و غیرنسبیّۀ شبه هیدروژن، نظری

پتانسیل بستگی ندارد. بدین ترتیب این  بینیم، به شکلِ که در زیر میموج، چنان ای تابعِ زاویه

 های مرکزی یکی است. یلمربوط به پتانس لِئمسا بخش در تمامِ

 V(r)مرکزی  که در پتانسیلِ  ای به جرمِهشرودینگر برای ذرّۀ معادل – شرودینگر ۀمعادل

 ر است:یز صورتِقرار دارد به

(13          )                                                               

 که در آن،

(14                )                                                       

خود را در دستگاه  ، بهتر است محاسباتِ rآن فقط به  یو وابستگ V(r) خاصِِّ شکلِ لِیبه دل

 (x,y,z) یدکارت اتِن مختصّیل بیتبد معادلاتِ ن کار را با نوشتنِیم. ایانجام ده یکرو اتِمختصّ

 م:یدهیر انجام میآن با روابط ز  یکرو اتِک نقطه و مختصّی

 

                                                                                 

 
 ن است:یچن یکرو اتِن در مختصّیلاپلاس و عاملِ

                                                                          

 که در آن

                                                    

               

 د:یآیر در میز صورتِنگر بهیشرود ۀن معادلیبنابرا
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 رها:یّمتغ یجداساز روش .7-2

 م:یریگیر در نظر میز به صورتِ یپاسخ 

                                         
 شود:یر حاصل میز ۀجینگر نتیشرود ۀن پاسخ در معادلیا با بردنِ

                                                  

ه، در یاز آن مستقل است و وابسته به زاو یگریدارد و د یبستگ rبه  یکیدو تابع که  یبرابر

 باشند.  ثابتِ مذکور هر کدام برابر با مقدارِ ر است که توابعِیپذامکان یصورت

   ی   شعاع بخشِ                                           

                   یاهیزاو بخشِ                                   

ندارد و  یل بستگیپتانس خاصِِّ نگر به شکلِیشرود ۀمعادل یاهیزاو شود که بخشِ یمشاهده م

ه است. توجّ یرفتنیپذ یمرکز لِیهر نوع پتانس ین بخش برایا م پاسخِیگفت گونه که قبلاًهمان

 V(r) صورتِل بهیر است که پتانسثِّؤم یرها تنها هنگامیّمتغ یجداساز روشِ د اساساًیداشته باش

 باشد. یمرکز لِیپتانس یعنینوشته شود؛ 

 م:یسینویجدا شده م یرهایّمتغ را به شکلِ  اکنون تابعِ

                                                                         
 شود:یاز هم جدا م ۀدو معادل صورتِبه یاهیزاو جه بخشِیدر نت

         

                                       

به جهت  صرفاً  انتخاب شده است، و انتخابِ است که مانند  یمثبت عددِ که در آن 

 م است.دوّ ۀکار با معادل یراحت

 د.یدست آورمعادلات بالا را به تمامِ -نیتمر
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 یبرا د.شومیل یتبد یریّک متغی ۀنگر به سه معادلیشرود یریّسه متغ ۀب معادلین ترتیبد

 م:یسینویر را میط زیموج شرا تابعِ  بهنجارشِ عملِ

                                                                                  

 

-موج که حاصل ب تابعِین ترتیم، بدیکنیم بهنجارجداگانه  طورِرا به و  R ،ن سه تابع یا

 شود:یحل م یبه راحت  ۀخواهد بود. معادل بهنجارن سه تابع است یا ضربِ

                                                                                

دست به ریز د از شرطِیز باین m دهد و پارامترِیم  را برابرِ c ثابتِ مقدارِ بهنجارش شرطِ

 د:یآ

                                                                            

ه را ذرّ حضورِ یاحتمال چون  یعنیدهد، یبورن را نشان م رِیبه تعب ین شرط بستگیا

ز در ین  و   ۀباشد و دو نقط یکید احتمال ین بایّمع ۀک نقطیدهد پس در ینشان م

 جه،ید برقرار باشد. در نتیفوق بان شرط یک نقطه هستند، بنابرایواقع 

                                                  

 

 یاهیزاو حرکتِاست که اندازه یدرست وقت ست و حالتِیدرست ن استدلال کاملاًۀ ن نحویه االبتِّ

مه درست یا نیدرست  معادلِ m رِیم که مقادیآن را بساز ینردبان فِیجا طم و از آنیرا بحث کن

است و  یعدد ثابت cکه  ،حیصح د نوشت: عددِین در واقع بایشود. همچنیحاصل م

 بین ترتیا صفر باشد. بدی 1/2د برابر یشود بایثابت م

                                                                          

 هستد:  راست هنجار  ق کرد که توابعِیتوان تحقیم یآسانبه 
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ز یا تفاضلشان. و در بالا نی ،درست باشند عددِهر دو  و   دیبااین ویژگی یا  تحقِّقِ یبرا

 مه درست.یا نید درست باشد و یا بای mم که یدید

 م:یپردازیم  ۀمعادل حلِِّ اکنون به

                                                             

 د:یآیر در میز صورتِبه ۀم. معادلیبریکار مرا به  رِیّمتغ رِییتغ

                                            

 آوریم:دست میرا بهبالا ۀرابطاکنون 

 

 
 

 شود.ینظر حاصل م مورد ۀمعادلو بلافاصله 

 ین است که به ازایت ام. علِّیریگیدر نظر م  صورتِبه یپاسخ 

ن یافت، و چنانچه ایتوان یم  به شکلِ خاصّ ک پاسخِی 

ن یبرقرار شود. ا  د شرطِین امر بایا قِتحقِّ یم، برایبالا بگذار ۀپاسخ را در معادل

ه معادل شکلِ رِییتغ چ(. فعلاًیورویگاس ، کتاب10ِ فصلِ -10 ۀلأیم )مسکنیم یبررس نکته را بعداً

 م. یکنیم یداده شده بررس خاصِِّ پاسخِ یگذاریرا در جا
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 ،رابطه بر  نِیطرف مِیبا تقس

 

                               

 

   

     

   

         

     

  0)(1
1

)(1)(11
2

2)(1

)(1)(11)(1)(12

)(1)(11
2

2

)(1)(1)(1

)(1)(1

)(1)(

22

2

2

1
221

2221
22

1
222221

2222

1
222

22

1
2

2

1
221

2222

1
2222

22






































































xux
x

m

xuxxsxux
s

sxxuxs

xuxxsxuxxxuxxsxuxx

xuxxsxux
s

sx

xuxsxuxxsxux

xuxxsxux

xuxxuSin

s

sss

ssss

ss
s

sss

ss

s
s





 221
s

x

 

 

 

 

  0)(
11

)()1(2)(1

0)(
11

)()1(2)(1

0)(
11

2

1

2
)()1(2)(1

0)(1
21

2

1
)()1(2)(1

0)(
1

)()(1
21

2

)()()(1)(
1

2
)(2

2

2

2

2222
2

2

2

2

2
2

2

2

2

222

2

2
2

2

2

2

2
2

2

2

2

2

2

2

2










































































































xu
x

m

x

sssx
sxusxxux

xu
x

m

x

sx
sxusxxux

xu
x

m

x

sxsx

x

sx
sxusxxux

xu
s

x

sx

x

m
xusxxux

xu
x

m
xuxsxu

s

x

sx

xsuxuxsxuxxu
x

sx
xux











0)
1

()1(2)1(
2

22
22 




 u

x

ms
ssusxux 



 

 و  ت نشود )اکنون در ینهاین باشد و بیّمع یادر هر نقطه u بِیکه ضرنیا یبرا

 یاصل م و چون پاسخِیکنیانتخاب م را برابر sپارامتر  شود(یت مینهایب 

 1ر را در نظر گرفت:یز ۀتوان رابطیدارد م یبستگ تنها به 

 
 م داشت:ی، خواه شرطِ ب با در نظر گرفتنِین ترتیبد

                                      
آن  لورن در حلِِّمک یسر ندارد، پس روشِ یژگیو  ۀل در نقطیفرانسید ۀن معادلیچون ا

 است: معتبر

   
 

 

 

                                                 

                                                 
 له فرقيأ، مس است، با انتخابِ باشد، چون  s=-mكه اگر توضیح اين" -تهنك -1

 كند زيرانمي

 
 خواهیم داشت:  و باز با انتخابِ

 
 "شود.معادله ايجاد نمي و تفاوتي در صورتِ
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لازم  شرطِ همچنینرود. ینم است پس   میدانی، مu در بحثِ

 ن شرطِیا ان است. امّیز چنیجا ننیباشند و در ا ین است که جملات نزولیا ییهمگرا یبرا

باشد.  یاد چند جملهیبا u ،یسر یینان از همگرایاطم یست. پس براین ییهمگرا یبرا یکاف

شود که یدهد، مشاهده میرا نشان م یسر بِیان ضراین رابطه که ارتباط میب در این ترتیبد

 از  ینِّیمع بیشینۀ مقدارِ یپاسخ، به ازا یم سریخواهیا فرد خواهد بود. میا زوج و ی uتابع 

 طور که گفته د. همانیدست آبه A ۀدرج یاف شود تا چند جملهمتوقِّ   A  ۀتا درج مثلاً

است و  از  یز بخشین u است و تابعِ  یرو یکیزیف تِین کار محدودیا تِشد علِّ

 ان شد. پسیفوق که ب ز استدلالِیت شود، و نید رعایبا یکیزیف شرطِ

                                                                
 م داشت:ین صورت خواهیدر ا

 
 م. آنگاهیریگیم را برابرِ A+m ۀجمل

                                                  
 م داشت:یفوق خواه ۀرابط رب. بنااست:  m یا مساویبزرگتر   یعنی

                                                                                     
 شود:ین میچن u ۀو معادل

 
 یا

                                               

شناخته شده  یهایاچند جمله صورتِم )بهیسیبنو یبهتر که پاسخ را به شکلِنیا یبرا
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v x  که:یطورم بهیکنیف میرا تعر 
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از  یریگبار مشتق است. با  ن است که ید بر ایکأن انتخاب در واقع تیبا ا

 و با قرار دادنِ 2تزیب نیلا ۀرابط بالا و به کمکِ ۀمعادل

                                                              

 د:یآیدست مر بهیز ۀمعادل

                           

 ۀدربارتز یب نیلا ۀم: رابطیکنیر عمل میز بِیفوق به ترت ۀاستخراج رابط در موردِ -نکته

 ن است:یچن یریگمشتق

 

 م:یفوق دار دستورِ به کمکِ یریگبار مشتق باپس 
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 کنند، پس با هم متناسبند.یصدق م یکسانی لِیفرانسید
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 بالا را برابرِ ثابتِ م عددِیان نکردهیمع  تابع یرا هنوز برا بهنجارش بِیو چون ضر

د )چند یدرآ یاشناخته شده یاچند جمله  ینظر برا موردِ پاسخِ یم تا حداقلریگیم

 (.3لژاندر یاجمله

 

 :4رودریگز فرمولِ

(15       )                                    

 شود:ین میچن  رابطه باز در ین  و تابعِ

 

 شود:ین میچن و بالاخره تابعِ

                                                        

 شود: یف میر تعریز صورتِاست که به 5لژاندر ۀوابست یاچند جمله جا نیدر ا
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 ر است:یز صورتِبه m راتِییتغ و حدودِ

                                                                          
 دهد:یدست مرا به  ثابتِ ۀانداز بهنجارش شرطِ

                                                                      

 ن یبنابرا
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- Legendre 

4
- Rodrigues formula 

5
- Associated Legendre polynomial 


!2

1



0m








dx

xd )1(

!2

1 2 


u1u









 
)1(

!2

1

!2

1 2

)(

)(
)(

1 



 x

dx

d
vuu

m

m
m



)()1()1( 2222 xpcuxux mm

ms

m

 

)(xpm



 ...,,2,1,0m
mc

2

1

)!(

)!(

2

12














m

m
cm





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 یهاکیم و به هارمونیف کردیتعر را که قبلاً  بالا تابعِ روابطِ یاریم به یتوانیاکنون م

کروی و روی کره تعریف می  اتِ)چون این تابع در مختصّ میسیبنوچنین  6معروف است یکرو

 زاویه ای معادلۀ لاپلاس است، و پاسخ های معادلۀ لاپلاس عموماً به توابعِ بخشِ شود. ثانیاً پاسخِ

 :هارمونیک های کروی متداول است( رو نامِ هارمونیک معروف هستند، از این
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 ر است:یز به شکلِ  یبرا راست هنجارش ۀرابط

                                                                       

 معلوم باشد. V(r)تابع  کرد که شکلِ توان حلِّیم ینگر را هنگامیشرود ۀمعادل یشعاع بخشِ

 

 حل شده: چند مسئلۀ - 8

 

 دهید که رابطه زیر برقرار است: نشان  – 1
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- Spherical Harmonics 
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گرفته شده صفر  ل انتگرالِه به اینکه همواره جزء اوّبار انتگرال گیری جزء به جزء و با توجّ nبا 

 می شود، خواهیم داشت:
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 اورتوگونال از توابع در فاصلۀ کاملِ لژاندر یک مجموعۀچند جمله ای های نشان دهید که  – 2

1 1x    ِنرمالیزه )بهنجار( چند جمله ای های مذکور را  تشکیل می دهند. همچنین مقدار

 به دست آورید.

 

 لژاندر چنین عمل می کنیم: معادلۀ ت تعامد چند جمله ای هایخاصیّ برای اثباتِ –حل 

اصلی لژاندر را در دیفرانسیلِ lP x نظر انتگرال می گیریم: موردِ ضرب کرده و در فاصلۀ 

       
1

2

1

1 1 0
n

l
l l

dPd
P x x l l P x dx

dx dx




 
    

 
 

 

 انتگرال جزء به جزء می گیریم:
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را با هم عوض می کنیم. سپس  lو lو فقط جای دیگر می نویسیم بالا را یک بارِ اکنون رابطۀ

 دو رابطه را از هم کم می کنیم. نتیجه چنین می شود:
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lچنانچه l تعامد بین چند جمله ای  تگرال صفر می شود و این خود رابطۀان یباشد، عبارت

lدهد. برای حالتِژاندر را نشان می های ل lن می شود یعنی انتگرال مقداری معیّ ی، عبارت

رودریگرز استفاده می  فرمولِآن از  مقدارِ لزومی ندارد صفر گردد. در یک روش برای یافتنِ

 کنیم:
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 بازگشتی بالا نشان داد که بدین ترتیب می توان از رابطۀ
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 چند مسئله برای حل :

 

 د.یسیبنو و   برحسبِ  عملگرِ یبرا یا، رابطه عملگرهای الف( به کمکِ -1

 است:ر برقرار یز جابجایی ۀد که رابطیب( نشان ده

 
قبل نشان  ۀد و با استفاده از رابطی( اثر دهیکرو یهاکی)هارمون را بر  آنگاه 

 یعنی هستند؛ یردبانعملگرهای ن واقعاً عملگرهان ید که ایده
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 د.یدست آوررا به  بِی، ضر   ژه توابعِیع ویتوز بهنجارشِ فرضِپ( با 

برقرار است.  فضای هیلبرت استفاده کنید و نشان دهید که همواره  ت( از خواصِِّ

 ای هستند.زاویه حرکتِکوانتومی مداری و مغناطیسی اندازه به ترتیب اعدادِ mو  
 

 است. لژاندر  معادلۀ ریگرز پاسخِرود نشان دهید که فرمولِـ  2
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