

فصل اول:

اصل انرژی و بقای انرژی

در این فصل اصل انرژی را برای سیستم های چند ذره ای مورد بررسی قرار خواهیم داد و نشان 
خواهیم داد که تحت شرایط خاصی می توان بقای انرژی را به دست آورد. اکنون می توان بقای 


انرژی را برای شمار زیادی از سیستم ها بکار گرفت.
نکته: برای سیستم های تنها با یک درجه آزادی رابطه بقای انرژی برای توصیف کامل حرکت 


سیستم کافی است. 

فضای پیکربندی و درجات آزادی

� را در  � با جرم های  � چند ذره ای  با توجه به شکل سیستم 

نظر می گیریم. 

فضای پیکربندی: از لحاظ هندسی به مجموعه بردار 
�  مربوط به ذرات فضای  مکان 


پیکربندی گفته می شود. 
نکته: اگر سیستم مقید نباشد مکان مربوط به ذرات 

مستقل از هم می تواند انتخاب شود، در حالی که برای 
سیستم های مقید مکان ذرات از همدیگر مستقل نمی 


باشد و به هم وابسته هستند.
� به یکدیگر متصل باشند در این  � مطابق شکل زیر با یک میله ای به طول  � و  مثال: اگر ذره 

� میان بردارهای  صورت مکان ذره ۱ مستقل از مکان ذره ۲ نمی باشد و قید 

مکان دو ذره حاکم است.


 

درجـــه آزادی: بـــه تـــعداد مـــتغیرهـــای اســـکالـــری کـــه شـــما بـــرای تـــوصـــیف فـــضای پـــیکر بـــندی بـــه آن نـــیاز 
�  مـشخص مـی  � را بـا بـردار  داریـد.   بـرای مـثال اگـر سیسـتم دارای قـید نـباشـد شـما مـکان هـر ذره 
� اســت. بــنابــرایــن بــرای تــوصــیف  کــنید کــه هــر بــردای دارای ســه مــولــفه اســکالــر در ســه راســتای 


� درجه آزادی است. � ذره دارای  ذره شما سه درجه آزادی دارید. اکنون 

SP1, P2, . . . , PNm1, m2, . . . , mN
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نـکته: حـضور قـید در سیسـتم درجـات آزادی را کـاهـش مـی دهـد. بـرای نـمونـه در شـکل بـالا اگـر دو ذره 
آزاد (بـــدون قـــید) بـــودنـــد شـــما نـــیاز بـــه ۶ درجـــه آزادی بـــرای تـــوصـــیف آنـــها داشـــتید و بـــا وارد کـــردن قـــید 
� شـما از تـعداد کـل درجـات آزادی ۲ عـدد کـم کـردیـد از طـرفـی اگـر  � تـنها در جهـت  مـثلا حـرکـت ذره 
� بــاشــد ۱ درجــه آزادی دیــگر نــیز از تــعداد  � نــیز مــجاز بــه نــوســان در صــفحه  فــرض شــود ذره 
� نــیز یــک درجــه آزادی دیــگر از سیســتم  کــل کــاســته خــواهــد شــد. از ســوی دیــکر قــید 
� یــعنی بــرای تــوصــیف ایــن سیســتم  کــاهــش مــی دهــد پــس داریــم، 


� است.  � و  نیاز به دو متغیر اسکالر 
نــکته: تــعداد درجــه آزادی بــرابــر بــا تــعداد مــعادلات مســتقل بــرای تــوصــیف حــرکــت یــک سیســتم هســتند. 


برای مثال برای توصیف حرکت سیستم بالا تنها نیاز به دو معادله مستقل است. 

� نــوســان مــی کــند، نــیاز بــه چــند  تــمریــن: ۱- بــرای تــوصــیف یــک پــانــدلــم ســاده کــه تــنها در صــفحه 

درجه آزادی است؟ ۲- لغزش یک ذره در یک پوسته نیم کره؟ 

� در نــظر بــگیریــد، مــمکن اســت بــه تــعدادی از ایــن ذرات  اصــل انــرژی: بــار دیــگر سیســتم چــند ذره ای 
� وارد شـــود، عـــلاوه بـــر آن مـــمکن اســـت ذرات سیســـتم بـــه یـــکدیـــگر نـــیز نـــیروی داخـــلی  نـــیروی خـــارجـــی 
� وارد  � بـه ذره  � کـه از ذره  � را وارد کـنند. هـمان طـور کـه در شـکل پـیداسـت نـیروهـای داخـلی 
� اسـت کـه از  مـی شـود کـه در امـتداد خـط واصـل مـیان دو ذره و در جهـت مـخالـف بـا نـیرود داخـلی  


� وارد می شود. بنابراین  � به  طرف ذره  
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� با رابطه زیر داده می شود. بنابراین طبق قانون دوم نیوتن، معادله حرکت برای ذره 

 


با ضرب داخلی دو طرف معادله در بردار سرعت داریم 

�  اصل انرژی برای سیستم های چند  اکنون با گرفتن انتگرال از طرفین در بازه زمانی 

ذره ای با رابطه زیر داده می شود.


بقای انرژی 

سیستم های غیر مقید: زمانی که سیستم بدون هیچ گونه قیدی باشد تمام نیروها اعمال شده به 
سیستم به طور مستقیم قابل تشخیص هستند. اگر فرض کنیم نیروهای خارجی وارد بر چنین 

� تابع انرژی پتانسیل از  � که در آن  سیستمی نیروهای پایستار باشند یعنی 
� است. در این صورت معادله اول قسمت سمت راست معادله (۹.۴) را می توان به صورت  نیروی 


زیر نوشت.

Pi

[t𝒜, tℬ]

Fi = − ▽ ϕiϕi
Fi




که در این رابطه به علت عدم وجود هرگونه قیدی می توان پتاسیل ها را به طور مستقل نوشت.



� تحت نیروی یکنواخت گرانش قرار گیرید در این صورت نیروی که  مثال: اگر تمام ذرات سیستم  
�  است و به علت پاستار بودن نیروی گرانش، انرژی  � نیروی گرانش  به ذره   

� داده می شود. (توجه تمام ذرات در جهت z جهت دهی  پتانسیل گرانشی با رابطه 

کرده اند.) در این صورت انرژی پتاسیل کل با رابطه زیر محاسبه خواهد شد.


 


تمرین: رابطه بالا را با استفاده از رابطه مربوط به مختصات مرکز جرم باز نویسی کنید؟

اکنون قصد داریم مشابه قسمت قبل برای نیروهای خارجی، رابطه ی مشابه ای را برای نیروهای 

داخلی به دست آوریم. 

� بستگی داشته باشد در این  �  تنها به فاصله بین دو ذره    نکته: اگر بزرگی نیروی داخلی 
صورت نیروی پایستار نامیده می شود. (مانند نیروی گرانش وارد شده از سیارات گوناگون در 


منظومه شمسی). 

 حال اگر نیرو داخلی پایستار باشد بنابراین داریم:


� نیروی دافعه میان دو ذره و نیز بردار یکه با رابطه زیر تعریف می شود. که در رابطه بالا  


در این صورت داریم.
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� استفاده شده است. اکنون کارانجام شده توسط نیروی  در رابطه بالا  از رابطه   

� با داخلی 

به دست می آید. بنابراین کار کل انجام شده توسط تمام نیروهای داخلی با رابطه زیر داده می 

شود.





که 


انرژی پتانسیل مربوط به نیروهای داخلی است. 
�  باشد که در سه راس مثلث  تمرین: اگر سیستمی متشکل از سه ذره باردار با بارهای  

متساوی الاضلاع قرار گرفته اند. در این صورت انرژی پتانسیل کل چقدر است؟ نیروی وارد بر 


( � ذرات باردار نیروی الکترواستاتیک است. (

،  معادله پایستگی  به صورت  � اکنون با تعریف پتانسیل کل به صورت 

� تعریف می شود. 

 � � و  � توسط دو جسم دیگر با جرم های  مثال: اگر فرض کنید ستاره ای پر جرمی به جرم 

چرخانیده می شود. در این صورت معادله پایستگی این سیستم را به دست آورید؟

� در نظر گرفت در ان صورت  به علت بزرگ بودن جرم ستاره می توان آن را تقریبا ثابت و در مبدا 
نیروی که این ستاره به دو جسم دیگر وارد می کند را به عنوان نیروهای خارجی و نیز نیروهایی که 


این دو جسم به هم وارد می کنند را به عنوان نیروی داخلی در نظر می گیریم.

نکته: سیستم مذکور را می توان به عنوان یک سیستم دو ذره ای در نظر گرفت. 


در این صورت انرژی پتانسیل ناشی از نیروهای خارجی به صورت

rij . ·rij = rijrij
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� داده می شود. بنابراین انرژی   همچنین نیروی داخلی بین دو جسم با رابطه 


پتانسیل مربوط به نیروی داخلی به صورت زیر محاسبه می گردد.

 


نهایتا معادله پایستگی با رابطه زیر نوشته می شود.

نکته: به علت اینکه درجات آزادی این سیستم ۶ است بنابراین معادله پایستگی به تنهایی برای 

توصیف تحول سیستم کافی نیست.


%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

بقای انرژی در سیستم قیدی: زمانی که سیستم دارای قید باشد نیروهای به طور روشنی قابل 
تشخیص نیستند. در واقع در این سیستم ها نیروهای قیدی، قید روی سیستم را اعمال می کنند. 
همچنین محاسبه کار انجام شده توسط این نیروهای قیدی خیلی مشکل است بنابراین ما خود را 
محدود به حالتی می کنیم که کار انجام شده توسط این نیروهای قیدی صفر در نظر گرفته شده 


باشد. 
نکته: نیروهای قیدی را می توان به دو دسته نیروهای قیدی خارجی (مانند نیروی است ذرات 

سیستم را ساکن نگه داریم و یا روی سطح نگه داریم. ) و نیروهای قیدی داخلی (مثلا نیروی که 

لازم است تا ذرات نسبت به یکدیگر در فاصله مشخصی قرار گیرند.)

 قضیه: اگر روی سیستم این قید که ذرات از هم فاصله ثابتی داشته باشند، را اعمال کنیم، در این 

صورت کار انجام شده توسط نیروی قیدی داخلی صفر است.


� باشند یعنی � نسبت به هم دارای فاصله ثابت  �  و   اثبات: فرض کنید دو ذره 

  �


با گرفتن مشتق زمانی از رابطه بالا داریم,

hij = −
Gm1m2

r12

PiPja
|ri − rj | = (ri − rj) . (ri − rj) = a




 �  

 � � عمود بر خط واصل است. بنابراین به علت اینکه نیروهای داخلی   که نشان می دهد 

موازی با خط واصل است بنابراین 

در این صورت طبق رابطه ۹.۴ کار انجام شده توسط نیرهای داخلی با اعمال قید ثابت بودن 

فاصله ذرات در سیستم برابر با صفر است.


نکته: همچنان می توان حتی با وجود قید بقای انرژی را برای سیستم در نظر گرفت.

� در  � و  � و  مثال: مانند شکل بالا یک سیستم سه جسمی را در نظر بگیرید. در ابتدا جسم 
� شروع به نوسان کند اگر فرض کنیم دو فاصله  � در جهت  روی ریل قرار دارند و سپس جسم 


� باشد در این صورت مطلوبست: � برابر با  میان دو ذره  با 

الف: تعداد درجات آزادی سیستم چقدر است؟


ب: معادله بقای انرژی را به دست آورید. 

� با یکدیگر برخورد می کنند؟ � و  ج: چه زمانی دو ذره 

� مقید به  � و  الف: اگر سه ذره آزاد بودند ما ۹ درجه آزادی داشتیم اما به علت اینکه دو ذره 
� است بنابراین از  �  مقید به حرکت تنها در راستای  حرکت در راستای x هستند و نیز ذره 

درجات آزادی ۶ درجه آزادی کاسته خواهد شد. از طرفی دیگر به علت دو قید یعنی ثابت بودن  
، ۲ درجه آزادی دیگر نیز کاسته خواهد شد. بنابراین  � � از ذره  � و  فاصله دو ذره 


� است.

(ri − rj) . (vi − vj) = 0

vi − vjGij
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DOF = 9 − 6 − 2 = 1



� در نظر می گیرم بنابراین می توان  ب:  با توجه به شکل آن درجه آزادی را زاویه 

� تعریف نمود.  � و 


در این صورت انرژی جنبشی کل با رابطه زیر محاسبه می شود.

�  روی سطح ریل قرار دارند بنابراین به آنها نیروی خارجی قیدی  � و  در این سیستم ذرات 
(نیروی عمود) بر سطح وارد می شود که به علت عمود بودن بر سرعت دو ذره، هیج کاری انجام نمی 
� به علت ثابت بودن فاصله هیچ  � و ذره  � و  دهد. از طرف دیگر نیروی برهم کنشی میان دو ذره 


گونه کاری انجام نمی دهد.
� با هم برابر است لذا نیروی داخلی میان دو ذره هیچ  � و  نکته: به علت اینکه سرعت دو ذره 


کاری انجام نمی دهد.

بنابراین انرژی پتانسیل کل برابر با 


است. در این صورت معادله بقای انرژی با رابطه زیر به دست می آید.


�  است. بنابراین داریم، � مقدار انرژی  با توجه به شرایط اولیه 


 


� با یکدیگر برخود خواهند کرد. بنابراین � و  � شود دو ذره  ج: زمانی که 

θ
x = a cos(θ)y = a sin(θ)

QR

QRP

QR

θ = ·θ = 0E = 0
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π
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و زمان برخورد با رابطه زیر داده می شود.

جسم صلب: زمانی که تعداد ذرات یک سیستم چند ذره ای به سمت بی نهایت میل کند، جسم 

صلب داریم. 

نکته:۱- نیروهای خارجی مانند نیروی گرانش وارد بر جسم صلب به مرکز جرم جسم صلب وارد می 
شوند.  ۲- نیروهای داخلی در جسم صلب به علت قضیه ثابت بودن فاصله همواره هیچ کاری انجام 


نمی دهند به عبارت دیگر در معادله بقای انرژی نقشی ندارند.

۳- در جسم صلب پتاسیل کل تنها از نیروهای خارجی سهم می گیرد.

� را به ترتیب  �  و نیز نیم صفحه دایره ای به شعاع  تمرین: مرکز جرم مربوط به میله ای به طول 

محاسبه نمایید؟

مثال: مطابق شکل طناب از لبه میز اویزان است اگر رها شود در این صورت سرعت آن زمانی که  
� از مکان اولیه پایین آمد چقدر است؟ و نیز جابه جایی طناب را بر حسب زمان  به اندازه  


محاسبه نمایید؟

�  قرار  � اویزان است مرکز جرم آن در نقطه  الف: زمانی که جسم به فاصله 


دارد. بنابراین انرژی پتانسیل کل و انیز انرژی جنبشی کل با روابط زیر داده می شود.




La

x

xycom = b +
x
2



� در نظر بگیریم آنگاه  � و طول کل آن را  نکته: به علت توزیع یکنواخت جرم اگر جرم کل طناب را 

جرم مقدار اویزان شده از رابطه زیر محاسبه می شود.

� 



بنابراین معادله پایستگی انرژی با رابطه زیر داده می شود.


� است. بنابراین داریم  � مقدار انرژی  اکنون با توجه به شرایط اولیه 


برای یافتن جابجایی در هر زمانی کافی رابطه بالا را به صورت 


نوشته و سپس با گرفتن انتگرال زمانی داریم.

� و جابجایی نهایتا با رابطه زیر داده  � مقدار  که با استفاده از شرایط اولیه 

می شود.

Ma

M
a

=
M′�
x

⇒ M′ � = x
M
a

v = x = 0E = 0

x = t = 0C = 0



� در نظر بگیرید که بدون لغزش روی سکه  تمرین: مطابق شکل میله ای را روی سکه ای به شعاع 
می غلتد. نشان دهید که نقطه تعادلی در این سیستم زمانی است که میله به طور متقارن در بالای 


سکه قرار می گیرید؟ 
� مربوط به این سیستم را  نکته: برای به دست آوردن نقطه تعادل ابتدا بایستی پتانسیل کل 

�). نقطه  محاسبه نمود و سپس با گرفتن مشتق از آن نقاط اکسترمم را محاسبه نمود (

� است.  تعادلی نقطه مینیمم پتانسیل است یعنی در این نقطه 

� و سر دیگر آن توسط فنری با طول  � به نقطه  مثال: مطابق شکل یک سر از میله ای به طول 

� متصل است. نقطه تعالی و غیر تعادلی  � به نقطه ی  � و جرم ناچیز و ثابت فنر  اولیه 


این پیکر بندی را مشخص نمایید.

a

V
V′ � = 0

V′ �′� > 0

2aO
aα =

mg
2a

A



همان طور که پیداست انرژی پتانسیل شامل انرژی پتانسیل فنر و انرژی پتانسیل گرانشی است 
زیرا در این سیستم تنها نیروهای خارجی نیروی گرانش و نیروی بازگرداننده فنر است. همچنین 


کار تمام نیروهای داخلی صفر است.

� است بنابراین طول بازشدگی فنر از نقطه تعادلی  با توجه به شکل طول  


�  و نیز انرژی پتانسیل فنر برابر با برابر با 

� 



� است. از طرفی دیگر انرژی پتانسیل مربوط به گرانش با 

تمرین: ادامه محاسبه را انجام دهید.

� از دیوار اویزان شده است اگر در انتدا دو سر  � و طول  تمرین: مطابق شکل طنابی به جرم 
این طناب به دیوار باشد و سپس قسمت سمت راست رها شود در این صورت سرعت این طناب 
� خواهد  � می رسد چقدر است؟ به در چه فاصله ای شتاب این طناب به  زمانی که به مکان 


رسید؟

  � � به فنری با ثابت فنر  � و طول  تمرین: مطابق شکل یک سر از طنابی به جرم 


متصل شده و سر دیگر ان از میز آویزان است. اگر طناب را رها کنیم مطلوبست محاسبه:

� می رسد؟ ب: دوره تناوب فنر؟ الف: سرعت طناب زمانی که به مکان 

AB = 4a sin(
θ
2

)

d = a[4 sin(
θ
2

) − 1]
ϕs =

1
2

αd2 =
1
2 ( mg

2a )a2(4 sin(
θ
2

) − 1)2

ϕg = mga cos(θ)
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انرژی جنبشی مربوط به اجسام صلب

� حول  جسم صلب با محور ثابت: فرض کنید مطابق شکل جسم صلب 
� باشد. در این صورت اگر  � در حال دوران با سرعت زاویه ای  محور 

� از محور  �  از این جسم را در نظر بگیریم این ذره به فاصله  ذره 
� د حال حرکت دایره ای است. بنابراین انرژی  دوران با سرعت 


جنبشی این حرکت با 


که جمله داخل پرانتز لختی دورانی نامیده می شود.
نکته: برای اجسام صلب به علت بینهایت بودن تعداد ذرات جمع در رابطه بالا به انتگرال تبدیل می 


شود.

� 


� را که محور چرخش در وسط میله قرار  � و جرم  تمرین: لختی دورانی مربوط به میله به طول 

دارد را بیابید؟

� که محور دوران از وسط آن می گذرد  � و شعاع  تمرین: لختی دورانی مربوط به قرصی به جرم 

را محاسبه نمایید. 


در جدول زیر لختی دورانی مربوط به شکل های مختلف آورده شده است.

ℬ
CDω

Pipi
vi = piω

ICD = ∫ p2dm ⇒ T =
1
2

ICDω2
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Ma





قضیه محورهای موازی: با داشتن لختی دورانی حول مرکز جرم می توان لختی دورانی حول هر 

� از محور دوران حول مرکز جرم قرار دارد را با رابطه زیر محاسبه نمود. محور دیگر که به فاصله 

� 


اثبات: در صفحه ۵۷۲ کتاب آورده شده است.


تمرین: ممان ایرنسی (لختی دورانی) مربرط به دیسک شکل مقابل را محاسبه نمایید.

� بر یکدیگر عمود باشند به طوری که جسم  � و  � و  قضیه محورهای عمود: اگر سه محور 
� باشد در این صورت لختی دورانی حول محورها با رابطه زیر به هم مربوط می  در صفحه 


شوند.
� 


� را حول محوری عمود بر آن دوران دهیم در این  � و عرض  تمرین: اگر مستطیلی با طول 

صورت لختی دورانی آن چقدر است؟

a
I = IG + Ma2

OXOYOZ
X − Y

IOZ = IOX + IOY

a2a



� مطابق شکل با طناب ناچیزی در دو طرف قرقره ای  � و  ماشین اتود: دو جسم به جرم های 

� را حساب کنید. � قرار دارند. در این صورت شتاب جسم  به جرم 

نکته: برای قرقره تنها انرژی جنبشی دورانی و برای اجسام دیگر تنها انرژی جنبشی انتقالی 

داریم.


انرژی جنبشی دورانی برای قرقره با رابطه 

� 



انرژی کل برای این سیستم سه ذره ای با رابطه زیر داده می شود.

 


همچنین انرژی پتانسیل کل، 

نکته: به علت اینکه نیروی عکس العمل میان قرقره و طناب بر بردار سرعت قرقره عمود است لذا این 
نیرو هیچ کاری انجام نمی دهد و متقابلا هیچ انرژی پتانسیلی ندارد. همچنین نیروهای کششی 

طناب به علت اینکه برای جسم ها در خلاف جهت هم هستند لذا کار کل انجام شده توسط آنها نیز 
صفر است. از سوی دیگر نیروی داخلی قیدی برای قرقره به علت جسم صلب بودن آن هیچ گونه 

m2m
4mm

Tpulley =
1
2

IGω2 =
1
2 ( 1

2
(4m)a2)( v

a )
2



کاری انجام نمی دهند. بنابراین انرژی پتانسیل تنها از نیروی خارجی گرانش اعمال شده بر 

سیستم است. 


بنابراین معادله بقای انرژی به صورت زیر نوشته می شود.

  

به علت اینکه شتاب جسم مد نظر است، بنابراین کافی است از رابطه بالا مشتق بگیریم که داریم 


.�


 حرکت کلی جسم صلب 
به طور کلی حرکت واقعی یک جسم صلب شامل حرکت 


چرخشی و حرکت انتقالی است.
� دارای جرم کلی  قضیه: فرض کنید سیستم چند ذره ای 

� حرکت کند (مطابق  � با سرعت  � و مرکز جرم آن 
شکل). در این صورت انرژی جنبشی کل با رابطه زیر داده 


می شود. 

 


اثبات:

a =
dv
dt

=
1
5

g

S
MGV



� انرژی جنبشی  � مربوط به حرکت چرخشی و نیز جمله  در رابطه بالا 


� است.  انتقالی است. بنابراین انرژی کل 


� می غلتد چقدر است؟ مثال: شتاب استوانه توخالی که روی سطح شیب داری با زاویه 



نکته: حرکت غلتشی شامل حرکت دورانی و حرکت انتقالی است اما حرکت لغزشی فقط شامل 

حرکت انتقالی است مانند لغزش یک جسم روی سطح شیب دار 

نکته: در حرکت غلتشی چرخ میزان چرخش چرخ (کمان طی شده ) با میزان انتقال چرخ برابر 

�  است.   است، یعنی 

TG =
IG

2
ω21

2
MV 2

T =
1
2

MV 2 +
1
2

IGω2

α

S = Rθ




بنابراین انرژی جنبشی کل برابر است با 

� است بنابراین انرژی   ، � با توجه به اینکه لختی دورانی برای استوانه توخالی به شعاع 

� است. � است. از طرفی انرژی پتانسیل کل نیز  جنبشی 

نکته: نیروهای عکس العملی که از سطح به استوانه وارد می شود به علت اینکه در نقطه تماس در 
حرکت غلتشی سرعت صفر است بنابراین این نیروها هیچ کاری انجام نمی دهند. از طرف دیگر 


تمام نیروهای داخلی در استوانه به علت جسم صلب بودن نیز هیچ کاری انجام نمی دهند.


معادله بقای انرژی با رابطه زیر داده می شود.

� به دست می  اکنون با گرفتن مشتق زمانی از رابطه بالا شتاب حرکت 


آید.

� از حالت سکون زمانی که با دیوار عمودی زاویه ۶۰ درجه  تمرین: مطابق شکل نرده ای به طول 

ساخته بود، رها می شود معادله بقای انرژی را برای این سیستم بنویسید؟

bI = Mb2

T = MV 2V = − Mgx sin(α)

a =
dv
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=
1
2

g sin(θ)
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� باشد.   � زاویه نرده با دیوار عمودی برابر  فرض کنید در زمان 

� شروع به حرکت کند و از سطح ناهموراری به ارتفاع  مثال: مطابق با شکل قرصی با سرعت اولیه 

� عبور کند بعد از آن سرعت این قرص چقدر است؟ 

�  است  انرژی جنبشی اولیه این قرص برابر با 

� است (توجه نیروی گرانش به مرکز  همچنین انرژی پتانسیل اولیه برابر با 
جرم قرص وارد می شود.). به طور مشابه انرژی جنبشی نهایی 

 � � و انرژی پتانسیل نهایی 

� سرعت نهایی  هستند. حال با استفاده از رابطه بقای انرژی  


� است. 
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تمرین: یویو شکل مقابل را در نظر بگیرید اگر این یویو رها شود با فرض اینکه قرقره تنها رو طناب 

� در نظر بگیرید.  بغلتد شتاب آن چقدر است؟ شعاع قرقره را 

تمرین: مطابق شکل ورق کاغذی را می خواهیم به صورت یک رول در بیاوریم اگر شعاع اولیه این 
� می رسد، سرعت آن چقدر  � باشد زمانی که شعاع رول به  � و با سرعت اولیه  رول در شروع 


� جسم به حالت سکون می رسد.   می شود؟ نشان دهد در شعاع  

� از سر میله  �  (که در فاصله  � حول نقطه ی  تمرین: مطابق شکل میله ای به طول 

قرار دارد) شروع به نوسان می کند دوره تناوب این نوسان چقدر است؟
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