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.مینک‌یمیفرعم
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اتبعیزوتیاربدرشور
٢٫)Betaعیزوتزامیراد ٧, ۶٫ هکدینکتقدادتبا.مینکدیلوتهنومن،شریذپودرشوراب(٣

:تسایبایتسدلباقریزروتسدابهکتساتبلامتحایلاگچعباتممیسکامرادقم،c،لاابنارک

c=optimize(f=function(x){dbeta(x,2.7,6.3)},
interval=c(0,1),maximum=T)$objective

هاگرهدوش‌یمهتفریذپyیداهنشیپرادقمنیاربانب.دیریگبرظنرددرادناتساتخاونکیارgعبات
c × U < f(y).

Uدیلوتهکدینکتقد ∼ U(٠, دیلوتابتسالداعم،cردنآبرضسپسو(١
U ∼ U(٠, c).

ys=runif(1000)
us=c*runif(1000)
val=seq(0,1.,.01)
valf=dbeta(val,shape1=2.7,shape2=6.3)
plot(val,valf,type="l",xlab="x",ylab="density",lwd=2)
polygon(c(val,rev(val)),c(valf,0*valf),col="gold2")
points(ys,us,cex=.4,pch=20)
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اتبعیزوتیاربدرشور

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0
.0

0
.5

1
.0

1
.5

2
.0

2
.5

x

d
e
n
s
it
y

١٣٩۵۴/۴٠نابآ٢۴هتفرشیپیرامآتابساحم()ینشیغابنیسح



اه‌شورییاراکهسیاقم
:میریگ‌یمرظنردشورود،یدازآهجرد۶ابود‌یاکعیزوتزاییاه‌ققحتدیلوت

test1=function(){
U=runif(3*10^4)
U=matrix(data=U,nrow=3) # matrix for sums
X=-log(U) # uniform to exponential
X=2*apply(X,2,sum)

return(X)
}
##
test2=function(){

X=rchisq(10^4,df=6)
return(X)
}
##
> system.time(test1());system.time(test2())

user system elapsed
0.11 0.00 0.08
user system elapsed
0.00 0.00 0.01
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یزکرمریغود‌یاکیفداصتریغتمدیلوت
.درادندوجونآیلاگچعباتیاربیصخشممرف،یزکرمریغود‌یاکعیزوت

لیدبتشورزاهدافتسااراکشورکی.دراددوجوشورنیدنچ،عیزوتنیازادیلوتیارب

:دشاب‌یم

Z ∼ χ٢
p−١,Y ∼ N(

√
λ, ١) −→ Z + Y٢ ∼ χ٢

p(λ).

rnchisq = function(n,p,lambda){
z = rchisq(n,df=p-1)
y = rnorm(n,sqrt(lambda),1)
x = z+y^2
return(x)
}
> xx = rnchisq(1000,3,3)
> mean(xx) # theoretical value is (p+lambda)=6
[1] 6.114251
> var(xx) # theoretical value is 2(p+2lambda)=18
[1] 18.25124
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.درادندوجونآیلاگچعباتیاربیصخشممرف،یزکرمریغود‌یاکعیزوت

لیدبتشورزاهدافتسااراکشورکی.دراددوجوشورنیدنچ،عیزوتنیازادیلوتیارب

:دشاب‌یم
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p−١,Y ∼ N(

√
λ, ١) −→ Z + Y٢ ∼ χ٢

p(λ).

rnchisq = function(n,p,lambda){
z = rchisq(n,df=p-1)
y = rnorm(n,sqrt(lambda),1)
x = z+y^2
return(x)
}
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یزکرمریغود‌یاکیفداصتریغتمدیلوت
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Z ∼ χ٢
p−١,Y ∼ N(

√
λ, ١) −→ Z + Y٢ ∼ χ٢

p(λ).

rnchisq = function(n,p,lambda){
z = rchisq(n,df=p-1)
y = rnorm(n,sqrt(lambda),1)
x = z+y^2
return(x)
}
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نیرمتکی

,٠)Nیفداصتریغتمکیدیلوت ناونعهبهناگودییامنعیزوتابدر‐شریذپشورهلیسوهب(١

g(x|α)یلاگچاببختنم = α
٢ exp{−α|x|}دیریگبرظنردار.

دیهدناشن١

f(x)
g(x|α)

≤
√

٢

π
α−١e

α٢

٢ ,

αردαبسحربنارکنیاممین‌یمدیهدناشنو = دیآ‌یمتسدهب١

رباربشریذپلامتحادیهدناشن٢
√

π
٢e = ٠٫ یفداصتریغتمکیدیلوتیاربوتسا٧۶

١طسوتمروطهبلامرن
٠٫٧۶ = ١٫ تسامزلاتخاونکییاهریغتمدیلوت٣
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هتخیمآیاه‌عیزوت

یاهریغتمزایا‌هلابندیارب،نآعیزوترگا،تساهتسسگهتخیمآعیزوتیارادXیفداصتریغتم

,X٢,X١یفداصت · · FX(x)ینزوعومجمتروصهب،· =
∑

θiFXi(x)هکیروطهبدشاب ∑
θi = ١.

.دنیوگیگتخیمآیاه‌نزو،θiیاه‌تباثهب

X|Yهداوناخکییاربرگا،تساهتسویپهتخیمآعیزوتیارادXیفداصتریغتم = yابهک

تروصهبنآعیزوت،تساهدشیراذگ‌سیدناyیقیقحریداقم

FX(x) =
∫∞
−∞ FX|Y=y(x)fY(y)dyنآردهکیروطهب،دشابfyوتساهدنهد‌نزوعبات ∫∞

−∞ fY(y)dy = ١.

هجوتریزلاثمهب.دنرادقرفمهابشچیپزالصاحیاه‌عیزوتابهتخیمآیاه‌عیزوتدینکتقد

.دینک
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هتخیمآیاه‌عیزوت

یاهریغتمزایا‌هلابندیارب،نآعیزوترگا،تساهتسسگهتخیمآعیزوتیارادXیفداصتریغتم

,X٢,X١یفداصت · · FX(x)ینزوعومجمتروصهب،· =
∑

θiFXi(x)هکیروطهبدشاب ∑
θi = ١.

.دنیوگیگتخیمآیاه‌نزو،θiیاه‌تباثهب

X|Yهداوناخکییاربرگا،تساهتسویپهتخیمآعیزوتیارادXیفداصتریغتم = yابهک

تروصهبنآعیزوت،تساهدشیراذگ‌سیدناyیقیقحریداقم

FX(x) =
∫∞
−∞ FX|Y=y(x)fY(y)dyنآردهکیروطهب،دشابfyوتساهدنهد‌نزوعبات ∫∞

−∞ fY(y)dy = ١.

هجوتریزلاثمهب.دنرادقرفمهابشچیپزالصاحیاه‌عیزوتابهتخیمآیاه‌عیزوتدینکتقد

.دینک
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هتخیمآیاه‌عیزوت

یاهریغتمزایا‌هلابندیارب،نآعیزوترگا،تساهتسسگهتخیمآعیزوتیارادXیفداصتریغتم

,X٢,X١یفداصت · · FX(x)ینزوعومجمتروصهب،· =
∑

θiFXi(x)هکیروطهبدشاب ∑
θi = ١.

.دنیوگیگتخیمآیاه‌نزو،θiیاه‌تباثهب

X|Yهداوناخکییاربرگا،تساهتسویپهتخیمآعیزوتیارادXیفداصتریغتم = yابهک

تروصهبنآعیزوت،تساهدشیراذگ‌سیدناyیقیقحریداقم

FX(x) =
∫∞
−∞ FX|Y=y(x)fY(y)dyنآردهکیروطهب،دشابfyوتساهدنهد‌نزوعبات ∫∞

−∞ fY(y)dy = ١.

هجوتریزلاثمهب.دنرادقرفمهابشچیپزالصاحیاه‌عیزوتابهتخیمآیاه‌عیزوتدینکتقد

.دینک
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هتخیمآیاه‌عیزوت
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,X٢,X١یفداصت · · FX(x)ینزوعومجمتروصهب،· =
∑

θiFXi(x)هکیروطهبدشاب ∑
θi = ١.

.دنیوگیگتخیمآیاه‌نزو،θiیاه‌تباثهب
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.دینک
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؟شچیپایهتخیمآ

X١دینکضرف ∼ N(٠, X٢و(١ ∼ N(٣, S.دنشابمهزالقتسمو(١ = X١ + X٢

µ١نیگنایمابلامرنSعیزوت.دهد‌یمناشنارریغتمودشچیپ + µ٢ = سنایراوو٣

σ٢١ + σ٢٢ = :میرادشچیپنیادیلوتیارب.تسا٢

١xعیزوتزاار١N(٠, نکدیلوت(١

٢xزا٢N(٣, نکدیلوت(١

sهدبرارق٣ = x١ + x٢

FX(x)ینعی،٪۵٠هتخیمآکیتخاسیارب = ٠٫ ۵FX١(x) + ٠٫ ۵FX٢(x)،میراد:

,١}هعومجمزاارkحیحصددع١ (١)Pهکیروطهبنکدیلوت{٢ = P(٢) = ٠٫ ۵

kرگا٢ = ١،xزاارN(٠, kرگاونکدیلوت(١ = ٢،xزاارN(٣, نکدیلوت(١

١٣٩۵٩/۴٠نابآ٢۴هتفرشیپیرامآتابساحم()ینشیغابنیسح



؟شچیپایهتخیمآ

X١دینکضرف ∼ N(٠, X٢و(١ ∼ N(٣, S.دنشابمهزالقتسمو(١ = X١ + X٢

µ١نیگنایمابلامرنSعیزوت.دهد‌یمناشنارریغتمودشچیپ + µ٢ = سنایراوو٣

σ٢١ + σ٢٢ = :میرادشچیپنیادیلوتیارب.تسا٢

١xعیزوتزاار١N(٠, نکدیلوت(١

٢xزا٢N(٣, نکدیلوت(١

sهدبرارق٣ = x١ + x٢
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n <- 1000
x1 <- rnorm(n, 0, 1)
x2 <- rnorm(n, 3, 1)
s <- x1 + x2 # the convolution
u <- runif(n)
k <- as.integer(u > 0.5) # vector of 0's and 1's
x <- k * x1 + (1-k) * x2 # the mixture
par(mfcol=c(1,2)) # two graphs per page
hist(s, prob=TRUE)
hist(x, prob=TRUE)
par(mfcol=c(1,1)) # restore display
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عیزوتدنچزایا‌هتخیمآ

دینکضرفًلاثم.تشوناریا‌هتخیمآلکش،مهعیزوتودزارتشیبیاربناوت‌یملاابهباشم

FXنیاربانب.دشابرظندروماماگعیزوت۵زایا‌هتخیمآ =
∑۵

i=١ θiFXi،هکیروطهب

Xi ∼ Gamma(s = ٣, λi = ١/i)یگتخیمآیاه‌نزونینچمه.دنتسهمهزالقتسمو

iیارب = ١, . . . , θiزادنترابع۵ = i/١۵.

:مینک‌یملمعریزتروصهب،عیزوتنیاابیفداصتریغتمکیدیلوتیارب

kحیحصددع١ ∈ {١, ٢, ٣, ۴, P(k)یاه‌لامتحاابار{۵ = θk،یاربk = ١, . . . , ۵
مینک‌یمدیلوت

,Gamma(sریغتم٢ λk)مینادرگ‌یمربهدشدیلوترادقمناونعهبار

forهقلحکیزادیابراکنیایارب.مینکرارکترابnارلاابهلحرموددیابهنومنnدیلوتیارب
.دشاباراکانگرزبهنومنمجحیاربدناوت‌یمهکدوشهدافتسا
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:درکرتاراکیزاسرادربابریزتروصهبناوت‌یمارلااب

kیفداصتهنومن١ = (k١, . . . , kn)هکیروطهبنکدیلوتحیحصدادعازاار

P(k) = θk.نیاربانبk[i]وضعدیلوتیاربهکدنک‌یمصخشمiعیزوتمادکزاهنومنما
.تساهدشهدافتسااماگ

.تساλkریداقمیواحهکنکمیظنتnلوطابارrateرادرب٢

نکدیلوتnمجحهبیا‌هنومنrateرادربو٣لکشرتماراپابrgammaروتسداب٣

n <- 5000
k <- sample(1:5, size=n, replace=TRUE, prob=(1:5)/15)
rate <- 1/k
x <- rgamma(n, shape=3, rate=rate)
# plot the densities of the mixture alongside the components
plot(density(x), xlim=c(0,40), ylim=c(0,.3),
lwd=3, xlab="x", col="red", main="")
for (i in 1:5)

lines(density(rgamma(n, 3, 1/i)))
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n <- 5000
k <- sample(1:5, size=n, replace=TRUE, prob=(1:5)/15)
rate <- 1/k
x <- rgamma(n, shape=3, rate=rate)
# plot the densities of the mixture alongside the components
plot(density(x), xlim=c(0,40), ylim=c(0,.3),
lwd=3, xlab="x", col="red", main="")
for (i in 1:5)

lines(density(rgamma(n, 3, 1/i)))
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)یهانتم(لامرنهتخیمآیاه‌عیزوت

لامرنهتخیمآیاه‌عیزوتابناوت‌یم،هریغونهپیاه‌مداب،هلوچیاه‌عیزوتلماشاراه‌عیزوتزا

:درکدیلوت

FX(x) = ٠٫ ٣N(−٢, ١) + ٠٫ ۴N(٠, ١) + ٠٫ ٣N(٢, ١)

n <- 10000
m <- c(-2,0,2) # Means
p <- c(.3,.4,.3) # Probabilities
s <- c(1, 1, 1) # Standard deviations
x <- cbind( rnorm(n, m[1], s[1]),

rnorm(n, m[2], s[2]),
rnorm(n, m[3], s[3]) )

a <- sample(1:3, size=n, prob=p, replace=TRUE)
y <- x[ 1:n + n*(a-1) ]
par(mfrow=c(2,1))
qqnorm(y,

main="Gaussian QQ-plot of a mixture of gaussians")
qqline(y, col="blue", lwd=3)
hist(y, col="light blue", probability=TRUE,

ylim=c(0,.25),
main="Mixture of gaussians")

curve(dnorm(x, mean=mean(y), sd=sd(y)),
add=TRUE, col="red", lwd=3, lty=2)

lines(density(x), col="blue", lwd=3)
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اه‌هتخیمآردیلاگچرادومنمسر

f(x)لکشادتبادیاب،اماگهتخیمآلاثمناونعهبلامتحایلاگچعباتمسر =
∑۵

i=١ θifi(x)
:مینکفیرعتRردعباتکیناونعهبار

f <- function(x, lambda, theta) {
# density of the mixture at the point x
sum(dgamma(x, 3, lambda) * theta)

}

،dgammaعباترددینکتقد.دنک‌یمهبساحمxرهیازاهبارهتخیمآیلاگچرادقمعباتنیا

دهاوخlambdaلوطرباربیلوطابیرادربهجیتن،)رادربهن(دشابیقیقحرادقمکیxرگا

,(x)f١)ینعی،دوب . . . , f۵(x)).ردبرضعباتنیمهیاربنینچمهθ.

x <- seq(0, 8, length=200)
dim(x) <- length(x) # need for apply
# compute density of the mixture f(x) along x
y <- apply(x, 1, f, lambda=lambda, theta=p)
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#plot the density of the mixture
plot(x, y, type="l", ylim=c(0,.85), lwd=3, col="red",

ylab="Density")
for (j in 1:5) {

# add the j-th gamma density to the plot
y = apply(x, 1, dgamma, shape=3, rate=lambda[j])
lines(x, y)

}
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اماگ‐نوساوپهتخیمآ:هتسویپهتخیمآدیلوت

یارادΛنآردهکتساPoisson(Λ)نوساوپیاه‌عیزوتزاهتخیمآکی،یفنمیا‌هلمجود

.تسااماگعیزوت

X|Λ = λ ∼ Piosson(λ); Λ ∼ Gamma(r, β),

X ∼ NB(r, p =
β

١+ β
).

# generate a Poisson-Gamma mixture
n <- 1000
r <- 4
beta <- 3
lambda <- rgamma(n, r, beta) #lambda is random
# now supply the sample of lambda's as the Poisson mean
x <- rpois(n, lambda) #the mixture
# compare with negative binomial
mix <- tabulate(x+1) / n
negbin <- round(dnbinom(0:max(x), r, beta/(1+beta)), 3)
se <- sqrt(negbin * (1 - negbin) / n)
> round(rbind(mix, negbin, se), 3)

[,1] [,2] [,3] [,4] [,5] [,6] [,7] [,8]
mix 0.316 0.328 0.196 0.087 0.048 0.014 0.008 0.003
negbin 0.316 0.316 0.198 0.099 0.043 0.017 0.006 0.002
se 0.015 0.015 0.013 0.009 0.006 0.004 0.002 0.001
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tعیزوت

X|y ∼ N(٠, ν/y) & Y ∼ χ٢
ν −→ X ∼ Tν .

Nsim=10^4
nu=9
y=rchisq(Nsim,df=nu)
x=rnorm(Nsim,0,sqrt(nu/y))
hist(x,main="",freq=F,col="grey",breaks=40)
z = seq(-6,6,length.out=200)
lines(z,dt(z,nu),lwd=2,col="sienna")
> mean(x) # the mean of a t variable is 0
[1] 0.007723547
> var(x) # the variance of a t-variable is nu/nu-2=1.2857
[1] 1.294373
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هریغتمدنچلامرن:هریغتمدنچیاه‌عیزوت

Xرادرب = (X١, . . . ,Xd)لامرنعیزوتیارادdدامنابوتساهریغتمNd(µ,Σ)شیامن

:دشابریزتروصهبنآلامتحایلاگچعباتهاگره،دنهد‌یم

f(x) = ١

(٢π)d/٢|Σ|١/٢
exp{−١

٢
(x − µ)TΣ−١(x − µ)}, x ∈ <d

µهکیروطهب = (µ١, . . . , µd)
TونیگنایمرادربΣ = (σij)سیرتامd × dونراقتم

σijیاه‌هیاردابتبثمنیعم = Cov(Xi,Xj)تسا.

.دشاب‌یمتقدسیرتامهبفورعم،تساسنایراووکسیرتامسوکعمهک١−Σسیرتام

:درکدیلوتهلحرمودردناوت‌یمارهریغتمدنچلامرنریغتمکی

Zهداسیفداصتهنومنکیدیلوتادتبا١ = (Z١, . . . ,Zd)درادناتسالامرنعیزوتزا

دشابرظندرومسنایراووکسیرتامونیگنایمرادربیارادهکیروطهبZرادربلیدبت٢

تساسنایراووکسیرتامهیزجتدنمزاینرظندروملیدبت
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σijیاه‌هیاردابتبثمنیعم = Cov(Xi,Xj)تسا.

.دشاب‌یمتقدسیرتامهبفورعم،تساسنایراووکسیرتامسوکعمهک١−Σسیرتام

:درکدیلوتهلحرمودردناوت‌یمارهریغتمدنچلامرنریغتمکی

Zهداسیفداصتهنومنکیدیلوتادتبا١ = (Z١, . . . ,Zd)درادناتسالامرنعیزوتزا

دشابرظندرومسنایراووکسیرتامونیگنایمرادربیارادهکیروطهبZرادربلیدبت٢

تساسنایراووکسیرتامهیزجتدنمزاینرظندروملیدبت

١٣٩۵٢٢/۴٠نابآ٢۴هتفرشیپیرامآتابساحم()ینشیغابنیسح



هریغتمدنچلامرن:هریغتمدنچیاه‌عیزوت

Xرادرب = (X١, . . . ,Xd)لامرنعیزوتیارادdدامنابوتساهریغتمNd(µ,Σ)شیامن

:دشابریزتروصهبنآلامتحایلاگچعباتهاگره،دنهد‌یم

f(x) = ١

(٢π)d/٢|Σ|١/٢
exp{−١

٢
(x − µ)TΣ−١(x − µ)}, x ∈ <d

µهکیروطهب = (µ١, . . . , µd)
TونیگنایمرادربΣ = (σij)سیرتامd × dونراقتم

σijیاه‌هیاردابتبثمنیعم = Cov(Xi,Xj)تسا.

.دشاب‌یمتقدسیرتامهبفورعم،تساسنایراووکسیرتامسوکعمهک١−Σسیرتام

:درکدیلوتهلحرمودردناوت‌یمارهریغتمدنچلامرنریغتمکی

Zهداسیفداصتهنومنکیدیلوتادتبا١ = (Z١, . . . ,Zd)درادناتسالامرنعیزوتزا

دشابرظندرومسنایراووکسیرتامونیگنایمرادربیارادهکیروطهبZرادربلیدبت٢

تساسنایراووکسیرتامهیزجتدنمزاینرظندروملیدبت
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Z ∼ Nd(µ,Σ) −→ CZ + b ∼ Nd(Cµ+ b,CΣCT)

Z ∼ Nd(0, Id) −→ CZ + b ∼ Nd(b,CCT).

ΣتروصهبCسیرتامکییاربارسنایراووکسیرتاممیناوتبدینکضرفلاح = CCT

:سپ.مینکهیزجت

CZ + µ ∼ Nd(µ,Σ).

یکسلوچهیزجت،یفیطهیزجتیاه‌شورهلیسوهبناوت‌یمارΣیاربزایندرومهیزجت

)Choleski(،هژیورادقمهیزجتای)SVD(دادماجنا.

.svdو،eigen،cholزادنترابعRرداه‌نآرظانتمعباوت

Zدینکضرف،یسیرتامتلاحرد = (Zij)سیرتامکیn × dهکدشابZijیفداصتهنومناه

تلاحنیارد.دنتسهدرادناتسالامرنزاهداس

X = ZQ + JµT,

QTQنآردهک = ΣوJدشاب‌یماه١زارادربکی.
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Z ∼ Nd(µ,Σ) −→ CZ + b ∼ Nd(Cµ+ b,CΣCT)

Z ∼ Nd(0, Id) −→ CZ + b ∼ Nd(b,CCT).

ΣتروصهبCسیرتامکییاربارسنایراووکسیرتاممیناوتبدینکضرفلاح = CCT

:سپ.مینکهیزجت

CZ + µ ∼ Nd(µ,Σ).

یکسلوچهیزجت،یفیطهیزجتیاه‌شورهلیسوهبناوت‌یمارΣیاربزایندرومهیزجت

)Choleski(،هژیورادقمهیزجتای)SVD(دادماجنا.

.svdو،eigen،cholزادنترابعRرداه‌نآرظانتمعباوت

Zدینکضرف،یسیرتامتلاحرد = (Zij)سیرتامکیn × dهکدشابZijیفداصتهنومناه

تلاحنیارد.دنتسهدرادناتسالامرنزاهداس

X = ZQ + JµT,

QTQنآردهک = ΣوJدشاب‌یماه١زارادربکی.

١٣٩۵٢٣/۴٠نابآ٢۴هتفرشیپیرامآتابساحم()ینشیغابنیسح



Z ∼ Nd(µ,Σ) −→ CZ + b ∼ Nd(Cµ+ b,CΣCT)

Z ∼ Nd(0, Id) −→ CZ + b ∼ Nd(b,CCT).

ΣتروصهبCسیرتامکییاربارسنایراووکسیرتاممیناوتبدینکضرفلاح = CCT

:سپ.مینکهیزجت

CZ + µ ∼ Nd(µ,Σ).

یکسلوچهیزجت،یفیطهیزجتیاه‌شورهلیسوهبناوت‌یمارΣیاربزایندرومهیزجت

)Choleski(،هژیورادقمهیزجتای)SVD(دادماجنا.

.svdو،eigen،cholزادنترابعRرداه‌نآرظانتمعباوت

Zدینکضرف،یسیرتامتلاحرد = (Zij)سیرتامکیn × dهکدشابZijیفداصتهنومناه

تلاحنیارد.دنتسهدرادناتسالامرنزاهداس

X = ZQ + JµT,

QTQنآردهک = ΣوJدشاب‌یماه١زارادربکی.
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Z ∼ Nd(µ,Σ) −→ CZ + b ∼ Nd(Cµ+ b,CΣCT)

Z ∼ Nd(0, Id) −→ CZ + b ∼ Nd(b,CCT).

ΣتروصهبCسیرتامکییاربارسنایراووکسیرتاممیناوتبدینکضرفلاح = CCT

:سپ.مینکهیزجت

CZ + µ ∼ Nd(µ,Σ).

یکسلوچهیزجت،یفیطهیزجتیاه‌شورهلیسوهبناوت‌یمارΣیاربزایندرومهیزجت

)Choleski(،هژیورادقمهیزجتای)SVD(دادماجنا.

.svdو،eigen،cholزادنترابعRرداه‌نآرظانتمعباوت

Zدینکضرف،یسیرتامتلاحرد = (Zij)سیرتامکیn × dهکدشابZijیفداصتهنومناه

تلاحنیارد.دنتسهدرادناتسالامرنزاهداس

X = ZQ + JµT,

QTQنآردهک = ΣوJدشاب‌یماه١زارادربکی.
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هریغتمدنچلامرنزاییاه‌هنومندیلوت

:دیابNd(µ,Σ)زاییاتnهنومنکیدیلوت

nسیرتامکی١ × d،Z،لماشndمینکدیلوتدرادناتسالامرنریغتم

Σهیزجت٢ = QTQمیهدماجناار

Xلیدبت٣ = ZQ + JµTمینکارجاار

nدعبابXسیرتام۴ × dارتساهریغتمدنچلامرنکییاه‌هنومننآیاهرطسهکار

مینادرگرب

Xلیدبت = ZQ + JµTردارRدرکارجاریزتروصهبناوت‌یم:

Z = matrix(rnorm(n*d), nrow = n, ncol = d)
X = Z%*%Q+matrix(mu, n, d, byrow=TRUE)
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یفیطشورهبسنایراووکسیرتامهیزجت
Σ١/٢زاتسترابعسنایراووکسیرتاممود = PΛ١/٢P−نآردهک١Λابیرطقسیرتام

ابرظانتمΣهژیویاهرادربنآیاه‌نوتسهکتسایسیرتامPوتساΣسیرتامهژیوریداقم
.تسانآهژیوریداقم

١−Pمیرادهیزجتنیارد = PTنیاربانبوΣ١/٢ = PΛ١/٢PT

Q،هیزجتنیاردنیاربانب = Σ١/٢.

سنایراووکسیرتامورفصنیگنایمرادربابهریغتمودلامرنعیزوتزاهنومندیلوتلاثمناونعهب

Σ =

[
١٫ ٠ ٠٫ ٩

٠٫ ٩ ١٫ ٠

]
دیریگبرظنردار

# mean and covariance parameters
mu <- c(0, 0)
Sigma <- matrix(c(1, .9, .9, 1), nrow = 2, ncol = 2)
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یفیطشورهبسنایراووکسیرتامهیزجت
Σ١/٢زاتسترابعسنایراووکسیرتاممود = PΛ١/٢P−نآردهک١Λابیرطقسیرتام

ابرظانتمΣهژیویاهرادربنآیاه‌نوتسهکتسایسیرتامPوتساΣسیرتامهژیوریداقم
.تسانآهژیوریداقم

١−Pمیرادهیزجتنیارد = PTنیاربانبوΣ١/٢ = PΛ١/٢PT

Q،هیزجتنیاردنیاربانب = Σ١/٢.

سنایراووکسیرتامورفصنیگنایمرادربابهریغتمودلامرنعیزوتزاهنومندیلوتلاثمناونعهب

Σ =

[
١٫ ٠ ٠٫ ٩

٠٫ ٩ ١٫ ٠

]
دیریگبرظنردار

# mean and covariance parameters
mu <- c(0, 0)
Sigma <- matrix(c(1, .9, .9, 1), nrow = 2, ncol = 2)

١٣٩۵٢۵/۴٠نابآ٢۴هتفرشیپیرامآتابساحم()ینشیغابنیسح



یفیطشورهبسنایراووکسیرتامهیزجت
Σ١/٢زاتسترابعسنایراووکسیرتاممود = PΛ١/٢P−نآردهک١Λابیرطقسیرتام

ابرظانتمΣهژیویاهرادربنآیاه‌نوتسهکتسایسیرتامPوتساΣسیرتامهژیوریداقم
.تسانآهژیوریداقم

١−Pمیرادهیزجتنیارد = PTنیاربانبوΣ١/٢ = PΛ١/٢PT

Q،هیزجتنیاردنیاربانب = Σ١/٢.

سنایراووکسیرتامورفصنیگنایمرادربابهریغتمودلامرنعیزوتزاهنومندیلوتلاثمناونعهب

Σ =

[
١٫ ٠ ٠٫ ٩

٠٫ ٩ ١٫ ٠

]
دیریگبرظنردار

# mean and covariance parameters
mu <- c(0, 0)
Sigma <- matrix(c(1, .9, .9, 1), nrow = 2, ncol = 2)
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یفیطشورهبسنایراووکسیرتامهیزجت
Σ١/٢زاتسترابعسنایراووکسیرتاممود = PΛ١/٢P−نآردهک١Λابیرطقسیرتام

ابرظانتمΣهژیویاهرادربنآیاه‌نوتسهکتسایسیرتامPوتساΣسیرتامهژیوریداقم
.تسانآهژیوریداقم

١−Pمیرادهیزجتنیارد = PTنیاربانبوΣ١/٢ = PΛ١/٢PT

Q،هیزجتنیاردنیاربانب = Σ١/٢.

سنایراووکسیرتامورفصنیگنایمرادربابهریغتمودلامرنعیزوتزاهنومندیلوتلاثمناونعهب

Σ =

[
١٫ ٠ ٠٫ ٩

٠٫ ٩ ١٫ ٠

]
دیریگبرظنردار

# mean and covariance parameters
mu <- c(0, 0)
Sigma <- matrix(c(1, .9, .9, 1), nrow = 2, ncol = 2)
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rmvn.eigen = function(n, mu, Sigma) {
# generate n random vectors from MVN(mu, Sigma)
# dimension is inferred from mu and Sigma
d = length(mu)
ev = eigen(Sigma, symmetric = TRUE)
lambda = ev$values
V = ev$vectors
R = V %*% diag(sqrt(lambda)) %*% t(V)
Z = matrix(rnorm(n*d), nrow = n, ncol = d)
X = Z %*% R + matrix(mu, n, d, byrow = TRUE)
X

}
##
X = rmvn.eigen(1000, mu, Sigma)
> print(colMeans(X))
[1] -0.06803006 -0.06935001
> print(cor(X))

[,1] [,2]
[1,] 1.0000000 0.8969038
[2,] 0.8969038 1.0000000
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plot(X, xlab = "x", ylab = "y", pch = 20)
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SVDشورهبسیرتامهیزجت

singular(هژیورادقمهیزجت value(،میمعتیلیطتسمیاه‌سیرتامهبارهژیویاهرادربهدیا

:تساریزتروصهبXسیرتامیاربهیزجتنیا.دهد‌یم

X = UDVT,

پچهژیویاهرادربلماشیاه‌نوتسابیسیرتامX،UهژیوریداقملماشیرادربDنآردهک

XوVسیرتامتسارهژیویاهرادربلماشیاه‌نوتسابیسیرتامXتسا.

UVTنآیاربهکتساΣاجنیاردامهقلاعدرومسیرتام = I.هیزجتSVDسیرتامکی

Uهطبار،تبثمنیعمنراقتم = V = Pنیاربانب.دهد‌یمهجیتنارΣ١/٢ = UD١/٢VT.

هبتبسنیرتمکییاراکزااما،تسایکییفیطهیزجتابSVDهیزجتشور،دربراکنیایارب

نراقتمسنایراووکسیرتامهکعلاطانیازاSVDهیزجتاریز.تسارادروخربیفیطهیزجت

.دنک‌یمنهدافتسا،تسایعبرم
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SVDشورهبسیرتامهیزجت

singular(هژیورادقمهیزجت value(،میمعتیلیطتسمیاه‌سیرتامهبارهژیویاهرادربهدیا

:تساریزتروصهبXسیرتامیاربهیزجتنیا.دهد‌یم

X = UDVT,

پچهژیویاهرادربلماشیاه‌نوتسابیسیرتامX،UهژیوریداقملماشیرادربDنآردهک

XوVسیرتامتسارهژیویاهرادربلماشیاه‌نوتسابیسیرتامXتسا.

UVTنآیاربهکتساΣاجنیاردامهقلاعدرومسیرتام = I.هیزجتSVDسیرتامکی

Uهطبار،تبثمنیعمنراقتم = V = Pنیاربانب.دهد‌یمهجیتنارΣ١/٢ = UD١/٢VT.

هبتبسنیرتمکییاراکزااما،تسایکییفیطهیزجتابSVDهیزجتشور،دربراکنیایارب

نراقتمسنایراووکسیرتامهکعلاطانیازاSVDهیزجتاریز.تسارادروخربیفیطهیزجت

.دنک‌یمنهدافتسا،تسایعبرم
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SVDشورهبسیرتامهیزجت

singular(هژیورادقمهیزجت value(،میمعتیلیطتسمیاه‌سیرتامهبارهژیویاهرادربهدیا

:تساریزتروصهبXسیرتامیاربهیزجتنیا.دهد‌یم

X = UDVT,

پچهژیویاهرادربلماشیاه‌نوتسابیسیرتامX،UهژیوریداقملماشیرادربDنآردهک

XوVسیرتامتسارهژیویاهرادربلماشیاه‌نوتسابیسیرتامXتسا.

UVTنآیاربهکتساΣاجنیاردامهقلاعدرومسیرتام = I.هیزجتSVDسیرتامکی

Uهطبار،تبثمنیعمنراقتم = V = Pنیاربانب.دهد‌یمهجیتنارΣ١/٢ = UD١/٢VT.

هبتبسنیرتمکییاراکزااما،تسایکییفیطهیزجتابSVDهیزجتشور،دربراکنیایارب

نراقتمسنایراووکسیرتامهکعلاطانیازاSVDهیزجتاریز.تسارادروخربیفیطهیزجت

.دنک‌یمنهدافتسا،تسایعبرم
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rmvn.svd = function(n, mu, Sigma) {
# generate n random vectors from MVN(mu, Sigma)
# dimension is inferred from mu and Sigma
d = length(mu)
S = svd(Sigma)
R = S$u %*% diag(sqrt(S$d)) %*% t(S$v)
Z = matrix(rnorm(n*d), nrow=n, ncol=d)
X = Z %*% R + matrix(mu, n, d, byrow=TRUE)
X

}
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یکسلوچشورهبهیزجت

Xتروصهبتبثمنیعمنراقتمسیرتامکییکسلوچ = QTQنآردهکتسا،Qکی

کینآیجورخودهد‌یمماجناارهیزجتنیاRردchol(X)عبات.تسایثلثملاابسیرتام

STSهکیروطهبتساSدننامیثلثملاابسیرتام = Σ.

rmvn.Choleski = function(n, mu, Sigma) {
# generate n random vectors from MVN(mu, Sigma)
# dimension is inferred from mu and Sigma
d = length(mu)
Q = chol(Sigma) # Choleski factorization of Sigma
Z = matrix(rnorm(n*d), nrow=n, ncol=d)
X = Z %*% Q + matrix(mu, n, d, byrow=TRUE)
X

}
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irisیاه‌هدادیاربیکسلوچهیزجت

y <- subset(x=iris, Species=="virginica")[, 1:4]
mu <- colMeans(y)
Sigma <- cov(y)
> mu
Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width

6.588 2.974 5.552 2.026
> Sigma

Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length Petal.Width
Sepal.Length 0.40434286 0.09376327 0.30328980 0.04909388
Sepal.Width 0.09376327 0.10400408 0.07137959 0.04762857
Petal.Length 0.30328980 0.07137959 0.30458776 0.04882449
Petal.Width 0.04909388 0.04762857 0.04882449 0.07543265
X <- rmvn.Choleski(200, mu, Sigma)
pairs(X)
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هیزجتیاه‌شورهسیاقم

؟تساحجرااه‌شورنیازاکیمادکهکتسانآ،دوشحرطمتسانکمماجنیاردهکلاوس

.تساشوردنچنیاتعرسهسیاقملاوسنیاهبندادباوجیاربرایعمکی

mvtnormهتسبردrmvnormوMASSهتسبردmvrnormعباتودابارشورهسنیا
.مینک‌یمهسیاقم

.دنک‌یملمعیفیطهیزجتساساربmvrnormعبات

.تسارترادیاپیفیطهیزجت،تسارتعیرسیکسلوچهیزجتهچرگا:هکتساهدشناونع
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هیزجتیاه‌شورهسیاقم

؟تساحجرااه‌شورنیازاکیمادکهکتسانآ،دوشحرطمتسانکمماجنیاردهکلاوس

.تساشوردنچنیاتعرسهسیاقملاوسنیاهبندادباوجیاربرایعمکی

mvtnormهتسبردrmvnormوMASSهتسبردmvrnormعباتودابارشورهسنیا
.مینک‌یمهسیاقم

.دنک‌یملمعیفیطهیزجتساساربmvrnormعبات

.تسارترادیاپیفیطهیزجت،تسارتعیرسیکسلوچهیزجتهچرگا:هکتساهدشناونع
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هیزجتیاه‌شورهسیاقم

؟تساحجرااه‌شورنیازاکیمادکهکتسانآ،دوشحرطمتسانکمماجنیاردهکلاوس

.تساشوردنچنیاتعرسهسیاقملاوسنیاهبندادباوجیاربرایعمکی

mvtnormهتسبردrmvnormوMASSهتسبردmvrnormعباتودابارشورهسنیا
.مینک‌یمهسیاقم

.دنک‌یملمعیفیطهیزجتساساربmvrnormعبات

.تسارترادیاپیفیطهیزجت،تسارتعیرسیکسلوچهیزجتهچرگا:هکتساهدشناونع
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هیزجتیاه‌شورهسیاقم

؟تساحجرااه‌شورنیازاکیمادکهکتسانآ،دوشحرطمتسانکمماجنیاردهکلاوس

.تساشوردنچنیاتعرسهسیاقملاوسنیاهبندادباوجیاربرایعمکی

mvtnormهتسبردrmvnormوMASSهتسبردmvrnormعباتودابارشورهسنیا
.مینک‌یمهسیاقم

.دنک‌یملمعیفیطهیزجتساساربmvrnormعبات

.تسارترادیاپیفیطهیزجت،تسارتعیرسیکسلوچهیزجتهچرگا:هکتساهدشناونع
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هیزجتیاه‌شورهسیاقم

؟تساحجرااه‌شورنیازاکیمادکهکتسانآ،دوشحرطمتسانکمماجنیاردهکلاوس

.تساشوردنچنیاتعرسهسیاقملاوسنیاهبندادباوجیاربرایعمکی

mvtnormهتسبردrmvnormوMASSهتسبردmvrnormعباتودابارشورهسنیا
.مینک‌یمهسیاقم

.دنک‌یملمعیفیطهیزجتساساربmvrnormعبات

.تسارترادیاپیفیطهیزجت،تسارتعیرسیکسلوچهیزجتهچرگا:هکتساهدشناونع
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library(MASS)
library(mvtnorm)
n = 100 # sample size
d <- 30 # dimension
N <- 2000 # iterations
mu <- numeric(d)
##
> set.seed(100)
> system.time(for (i in 1:N)
+ rmvn.eigen(n, mu, cov(matrix(rnorm(n*d), n, d))))

user system elapsed
4.02 0.00 4.07

> set.seed(100)
> system.time(for (i in 1:N)
+ rmvn.svd(n, mu, cov(matrix(rnorm(n*d), n, d))))

user system elapsed
5.05 0.00 5.12

> set.seed(100)
> system.time(for (i in 1:N)
+ rmvn.Choleski(n, mu, cov(matrix(rnorm(n*d), n, d))))

user system elapsed
3.74 0.02 3.76

> set.seed(100)
> system.time(for (i in 1:N)
+ mvrnorm(n, mu, cov(matrix(rnorm(n*d), n, d))))

user system elapsed
3.88 0.02 3.93

> set.seed(100)
> system.time(for (i in 1:N)
+ rmvnorm(n, mu, cov(matrix(rnorm(n*d), n, d))))

user system elapsed
4.82 0.00 4.87
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هریغتمدنچلامرنهتخیمآیاه‌عیزوت

:هفلومودابهتخیمآلامرن

pNd(µ١,Σ١) + (١− p)Nd(µ٢,Σ٢),

میهاوخیتوافتمصاوخواه‌لکشابتوافتمیاه‌عیزوت،یگتخیمآرتماراپناونعهب،pرییغتاب

.تشاد

هتخیمآکیهکیلاحرد،تساکبسیاه‌مدابنراقتمیعیزوت٪۵٠هتخیمآکیلاثمناونعهب

.تسانیگنسیاه‌مدابهلوچ٪٩٠

هدافتسادایزدنمونتیاه‌طابنتسارداه‌نآزا،لامرنهتخیمآیاه‌عیزوتیگژیونیاهبهجوتاب

.دوش‌یم

:درکدیلوتهنومن،ریزقیرطهبناوت‌یمیعیزوتنینچزا

Uدیلوت١ ∼ Uniform(٠, ١)

Uرگا٢ ≤ p،XزاارNd(µ١,Σ١)زاتروصنیاریغرد،نکدیلوتNd(µ٢,Σ٢)
نکدیلوت
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هریغتمدنچلامرنهتخیمآیاه‌عیزوت

:هفلومودابهتخیمآلامرن

pNd(µ١,Σ١) + (١− p)Nd(µ٢,Σ٢),

میهاوخیتوافتمصاوخواه‌لکشابتوافتمیاه‌عیزوت،یگتخیمآرتماراپناونعهب،pرییغتاب

.تشاد

هتخیمآکیهکیلاحرد،تساکبسیاه‌مدابنراقتمیعیزوت٪۵٠هتخیمآکیلاثمناونعهب

.تسانیگنسیاه‌مدابهلوچ٪٩٠

هدافتسادایزدنمونتیاه‌طابنتسارداه‌نآزا،لامرنهتخیمآیاه‌عیزوتیگژیونیاهبهجوتاب

.دوش‌یم

:درکدیلوتهنومن،ریزقیرطهبناوت‌یمیعیزوتنینچزا

Uدیلوت١ ∼ Uniform(٠, ١)

Uرگا٢ ≤ p،XزاارNd(µ١,Σ١)زاتروصنیاریغرد،نکدیلوتNd(µ٢,Σ٢)
نکدیلوت

١٣٩۵٣۵/۴٠نابآ٢۴هتفرشیپیرامآتابساحم()ینشیغابنیسح



هریغتمدنچلامرنهتخیمآیاه‌عیزوت

:هفلومودابهتخیمآلامرن

pNd(µ١,Σ١) + (١− p)Nd(µ٢,Σ٢),

میهاوخیتوافتمصاوخواه‌لکشابتوافتمیاه‌عیزوت،یگتخیمآرتماراپناونعهب،pرییغتاب

.تشاد

هتخیمآکیهکیلاحرد،تساکبسیاه‌مدابنراقتمیعیزوت٪۵٠هتخیمآکیلاثمناونعهب

.تسانیگنسیاه‌مدابهلوچ٪٩٠

هدافتسادایزدنمونتیاه‌طابنتسارداه‌نآزا،لامرنهتخیمآیاه‌عیزوتیگژیونیاهبهجوتاب

.دوش‌یم

:درکدیلوتهنومن،ریزقیرطهبناوت‌یمیعیزوتنینچزا

Uدیلوت١ ∼ Uniform(٠, ١)

Uرگا٢ ≤ p،XزاارNd(µ١,Σ١)زاتروصنیاریغرد،نکدیلوتNd(µ٢,Σ٢)
نکدیلوت
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هریغتمدنچلامرنهتخیمآیاه‌عیزوت

:هفلومودابهتخیمآلامرن

pNd(µ١,Σ١) + (١− p)Nd(µ٢,Σ٢),

میهاوخیتوافتمصاوخواه‌لکشابتوافتمیاه‌عیزوت،یگتخیمآرتماراپناونعهب،pرییغتاب

.تشاد

هتخیمآکیهکیلاحرد،تساکبسیاه‌مدابنراقتمیعیزوت٪۵٠هتخیمآکیلاثمناونعهب

.تسانیگنسیاه‌مدابهلوچ٪٩٠

هدافتسادایزدنمونتیاه‌طابنتسارداه‌نآزا،لامرنهتخیمآیاه‌عیزوتیگژیونیاهبهجوتاب

.دوش‌یم

:درکدیلوتهنومن،ریزقیرطهبناوت‌یمیعیزوتنینچزا

Uدیلوت١ ∼ Uniform(٠, ١)

Uرگا٢ ≤ p،XزاارNd(µ١,Σ١)زاتروصنیاریغرد،نکدیلوتNd(µ٢,Σ٢)
نکدیلوت
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:درکلمعناوت‌یممهریزشور

١NعیزوتزاارBer(p)نکدیلوت

Nرگا٢ = ١،XزاارNd(µ١,Σ١)زاتروصنیاریغردنکدیلوتNd(µ٢,Σ٢)

library(MASS) #for mvrnorm
# ineffecient version loc.mix.0 with loops
loc.mix.0 <- function(n, p, mu1, mu2, Sigma) {

# generate sample from BVN location mixture
X <- matrix(0, n, 2)
for (i in 1:n) {

k <- rbinom(1, size = 1, prob = p)
if (k)

X[i,] <- mvrnorm(1, mu = mu1, Sigma) else
X[i,] <- mvrnorm(1, mu = mu2, Sigma)

}
return(X)

}
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#more efficient version
loc.mix <- function(n, p, mu1, mu2, Sigma) {

#generate sample from BVN location mixture
n1 <- rbinom(1, size = n, prob = p)
n2 <- n - n1
x1 <- mvrnorm(n1, mu = mu1, Sigma)
x2 <- mvrnorm(n2, mu = mu2, Sigma)
X <- rbind(x1, x2) #combine the samples
return(X[sample(1:n), ]) #mix them

}
x <- loc.mix(1000, .5, rep(0, 4), 2:5, Sigma = diag(4))
r <- range(x) * 1.2
par(mfrow = c(2, 2))
for (i in 1:4)

hist(x[ , i], xlim = r, ylim = c(0, .3), freq = FALSE,
main = "", breaks = seq(-5, 10, .5))
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تراشیوعیزوت

nسیرتامیاهرطسرگا × dXعیزوتزاهداسیفداصتهنومنکیNd(٠,Σ)هاگ‌نآ،دشاب

M = XTX ∼ Wishartd(Σ,n).

:تساتراشیوعیزوتیاراد)S(هنومنسنایراووکسیرتاملاثمناونعهب

S ∼ Wishartd(Σ/n − ١,n − ١).

Sرگا ∼ Wishartd(Σ,n)،وAسیرتامکیq × dلماکهبترابqدشاب،
ASAT ∼ Wishartq(AΣAT,n).

سیرتامیاربهکینامزینویسرگریاه‌لدمیزیبیدنب‌لدمردنآیاهدربراکزایکی

.دوش‌یمباختناتراشیونیشیپعیزوتسنایراووک

ماجنااه‌نآیسیرتامبرضوهریغتمدنچلامرنزاهنومندیلوتابتراشیوعیزوتزایریگ‌هنومن

:درادیساسابیعوداما.دوش‌یم

تسیناراکگرزبیاهnیارب•

تسیندربراکلباقحیحصانیاهnیارب•
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تراشیوعیزوت

nسیرتامیاهرطسرگا × dXعیزوتزاهداسیفداصتهنومنکیNd(٠,Σ)هاگ‌نآ،دشاب

M = XTX ∼ Wishartd(Σ,n).

:تساتراشیوعیزوتیاراد)S(هنومنسنایراووکسیرتاملاثمناونعهب

S ∼ Wishartd(Σ/n − ١,n − ١).

Sرگا ∼ Wishartd(Σ,n)،وAسیرتامکیq × dلماکهبترابqدشاب،
ASAT ∼ Wishartq(AΣAT,n).

سیرتامیاربهکینامزینویسرگریاه‌لدمیزیبیدنب‌لدمردنآیاهدربراکزایکی

.دوش‌یمباختناتراشیونیشیپعیزوتسنایراووک

ماجنااه‌نآیسیرتامبرضوهریغتمدنچلامرنزاهنومندیلوتابتراشیوعیزوتزایریگ‌هنومن

:درادیساسابیعوداما.دوش‌یم

تسیناراکگرزبیاهnیارب•

تسیندربراکلباقحیحصانیاهnیارب•
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تراشیوعیزوت

nسیرتامیاهرطسرگا × dXعیزوتزاهداسیفداصتهنومنکیNd(٠,Σ)هاگ‌نآ،دشاب

M = XTX ∼ Wishartd(Σ,n).

:تساتراشیوعیزوتیاراد)S(هنومنسنایراووکسیرتاملاثمناونعهب

S ∼ Wishartd(Σ/n − ١,n − ١).

Sرگا ∼ Wishartd(Σ,n)،وAسیرتامکیq × dلماکهبترابqدشاب،
ASAT ∼ Wishartq(AΣAT,n).

سیرتامیاربهکینامزینویسرگریاه‌لدمیزیبیدنب‌لدمردنآیاهدربراکزایکی

.دوش‌یمباختناتراشیونیشیپعیزوتسنایراووک

ماجنااه‌نآیسیرتامبرضوهریغتمدنچلامرنزاهنومندیلوتابتراشیوعیزوتزایریگ‌هنومن

:درادیساسابیعوداما.دوش‌یم

تسیناراکگرزبیاهnیارب•

تسیندربراکلباقحیحصانیاهnیارب•
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تراشیوعیزوت

nسیرتامیاهرطسرگا × dXعیزوتزاهداسیفداصتهنومنکیNd(٠,Σ)هاگ‌نآ،دشاب

M = XTX ∼ Wishartd(Σ,n).

:تساتراشیوعیزوتیاراد)S(هنومنسنایراووکسیرتاملاثمناونعهب

S ∼ Wishartd(Σ/n − ١,n − ١).

Sرگا ∼ Wishartd(Σ,n)،وAسیرتامکیq × dلماکهبترابqدشاب،
ASAT ∼ Wishartq(AΣAT,n).

سیرتامیاربهکینامزینویسرگریاه‌لدمیزیبیدنب‌لدمردنآیاهدربراکزایکی

.دوش‌یمباختناتراشیونیشیپعیزوتسنایراووک

ماجنااه‌نآیسیرتامبرضوهریغتمدنچلامرنزاهنومندیلوتابتراشیوعیزوتزایریگ‌هنومن

:درادیساسابیعوداما.دوش‌یم

تسیناراکگرزبیاهnیارب•

تسیندربراکلباقحیحصانیاهnیارب•
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تراشیوعیزوت

nسیرتامیاهرطسرگا × dXعیزوتزاهداسیفداصتهنومنکیNd(٠,Σ)هاگ‌نآ،دشاب

M = XTX ∼ Wishartd(Σ,n).

:تساتراشیوعیزوتیاراد)S(هنومنسنایراووکسیرتاملاثمناونعهب

S ∼ Wishartd(Σ/n − ١,n − ١).

Sرگا ∼ Wishartd(Σ,n)،وAسیرتامکیq × dلماکهبترابqدشاب،
ASAT ∼ Wishartq(AΣAT,n).

سیرتامیاربهکینامزینویسرگریاه‌لدمیزیبیدنب‌لدمردنآیاهدربراکزایکی

.دوش‌یمباختناتراشیونیشیپعیزوتسنایراووک

ماجنااه‌نآیسیرتامبرضوهریغتمدنچلامرنزاهنومندیلوتابتراشیوعیزوتزایریگ‌هنومن

:درادیساسابیعوداما.دوش‌یم

تسیناراکگرزبیاهnیارب•

تسیندربراکلباقحیحصانیاهnیارب•
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تلترابهیزجت

.دشاب‌یمتلترابهیزجتزاهدافتسارتاراکشورکی

Sرگا ∼ Wishartd(I,n)یکسلوچهیزجتیارادS = LLTهاگنآ،دشابp(p + ٢/(١
یاه‌عیزوتیارادومهزالقتسمLرفصانوضع

•tii ∼
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