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 فصل اول

 
  

  هاي اوليه اعداد نمادها و دستگاه
  

  1سركي. جي. سي. دان اين است هدف رياضي: انديشيدن است انديشيدن به آنچه قابل
  

  هاي آموزشي فصل اول هدف
  هاي كلي هدف) الف

هاي شمارش ابتدايي اعداد در  هدف كلي از ارائه اين فصل آشنايي با نمادها و دستگاه
  .باشد ونان و بابليان ميدوران باستان مصر، ي

  هاي آموزشي هدف) ب
  :دانشجو پس از مطالعه و فراگيري اين فصل بايد

 .با ثبت شمارش توسط ايجاد شكاف روي چوب آشنا شده باشد •

 .وسيله گره زدن روي ريسمان آشنا شده باشد با ثبت اعداد به •

 .بتواند اعداد را با خط هيروگليف بنويسيد •

 .ري به اعداد در دستگاه خودمان باشدقادر به تبديل اعداد مص •

                                                 
1. C. J. Keyser 
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 .قادر به اعمال جمع و تفاضل اعداد با خط هيروگليف باشد •

 .قادر به تبديل اعداد در دستگاه شمارش يوناني يونيان و برعكس باشد •

 .قادر به تبديل اعداد به خط رومي و برعكس باشد •

 .قادر به تبديل اعداد با نماد خط ميخي بابلي و برعكس باشد •

  .ر به حل مسائل آخر هر بخش باشدقاد •
  شمارش ابتدايي 1- 1
  درك اعداد 1-1- 1

 گرفته شده كه در متون اوليه عموماً  mathemataاز كلمه يوناني 2رياضياتريشه كلمه 

با توسعه علوم، محدود كردن اين . رفت كار مي هبراي اشاره به آموزش يا پژوهش ب
گويند فيثاغورسيان از  مي. نظر رسيد هب تر هاي خاصي از علم مناسب اصطلاح به رشته

در قديم، هر يك از اين دو . اين اصطلاح براي بيان حساب و هندسه استفاده كردند
احتمالاً . گونه ارتباط اسمي با يكديگر نداشتند رشته با نامي جداگانه خوانده شده و هيچ

هاي  يات در طي سالاستفاده فيثاغورسيان از اين نام پايه گذار اين عقيده شد كه رياض
اما تاريخ رياضيات بسيار . است قبل از ميلاد در يونان باستان آغاز گرديده 300تا  600

سه يا چهار هزار سال قبل در مصر و بابل باستان مجموعه قابل . تر از اينهاست قديمي
اگر . وجود داشت كه بايد آن را با نام رياضيات توصيف كنيماز دانش علمي توجهي 

 يا فواصل طبيعيكه رياضيات به مطالعه امور كمي يدگاه كلي را در نظر بگيريم اين د
پردازد، خواهيم ديد كه اين فعاليت از نخستين  مي )عدد، اندازه، ترتيب، و شكل(

در هر زمان و فرهنگي افرادي با تمايلي . روزهاي تجارب انساني وجود داشته است
قول  به. اند طبيعي اطراف خود وجود داشتهقوي به درك و كسب احاطه بر شكل دنياي 

  ".اين هزارتوي عظيم بدون برنامه نيست": 3الكساندر پوپ
عموماً باور بر اين است كه رياضيات براي حل مشكلات كاربردي از قبيل 

شمار  هاي بي تولد مفهوم عدد چنان در پس پرده قرن. شمارش و ثبت اعداد آغاز شد
. دهد ها از اعداد ما را آزار مي بجا مانده از درك انسان پنهان شده كه تعمق در شواهد

احتمالاً نياز به  -اند كه تقريباً به اندازه ما باهوش بوده –سال پيش 000,20اجداد ما از 

                                                 
2. mathematics 
3. Alexander Pope 
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شمارش حيوانات اهلي، محاسبه اشياء براي مبادله پاياپاي، يا گذر روزها را احساس 
ها، عملي  ي اعداد و علايم نوشتاري آنبا كلمات شفاه ،اما تكامل شمارش. اند كرده

غيرممكن  گيري مراحل مختلف آن را تدريجي بوده و لذا تعيين دقيق تاريخ شكل
  . سازد مي

توان فرهنگي هرچند ابتدايي را يافت كه از  شناسان، به زحمت مي به عقيده انسان
عنوان  به. باشد ي آن مثل تمايز بين يك و دو، آگاهي نداشته شكل اوليه اعداد، هرچند به

شمردند و هر عدد بزرگتر از آن را  مثال برخي از قبايل بومي استراليايي فقط تا دو مي
هاي  سرخپوستان آمريكاي جنوبي ساكن در امتداد ريزآبه. ناميدند مي "خيلي"صرفاً 

ها  ها از بومي اگرچه آن. همين ترتيب فاقد كلماتي براي ناميدن اعداد بودند آمازون نيز به
يك قدم پيشتر رفته و ياد گرفتند كه تا شش بشمارند، با اين حال نام مستقلي براي 

 -دو"ها سه را بنام  آن ،در واژگان شمارش. تايي نداشتند تايي يا شش هاي سه گروه
بدويان . خواندند و بقيه اعداد را به همين شكل مي "دو –دو"، چهار را بنام "يك

ها فقط با كمك دو كلمه تا ده  آن. كردند استفاده ميآفريقايي نيز از دستگاهي مشابه 
قابل . شد ؛ بعد از ده، عبارت توصيفي بسيار طولاني مي)10=2+2+2+2+2: (شمردند مي

اي، تمايلي به مبادله دو گاو در مقابل چهار خوك  هاي قبيله توجه است كه اين گروه
دوم را با دو خوك ديگر  دادند يك گاو را با دو خوك و گاو نداشتند، بلكه ترجيح مي

  .معاوضه كنند
 در. اولين تكنيك مشهود براي بيان مفهوم عدد، جمع بستن به كمك چوبخط است

نياكان  .كنند اي كه بايد شمرده شود را با يك سري اشياء متناظر مي اين عمل مجموعه
مثال عنوان  به. كردند اوليه ما براي اين مقصود از انگشت، صدف، يا سنگ استفاده مي

يكي از گذرگاهي باريك عبور داده و در  ها را يكي شد آن براي شمارش گوسفندان مي
شب هنگام در موقع جمع كردن گله، . ازاي هر كدام يك سنگريزه را كنار گذاشت

كردند تا شمارش همه  جا مي هيكي از يك كپه به كپه ديگر جاب ها را يكي سنگريزه
تيابي به يك پيروزي، بستن قرارداد، يا تأسيس يك در مواقع دس. گوسفندان انجام گيرد

كردند، به اين ترتيب كه به هر  روستا، غالباً سنگچين يا ستوني از سنگ را برپا مي
  .يافت شخص حاضر يك سنگ تخصيص مي
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ها، شكاف دادن روي عصاهاي  شمارش از طريق خراش انداختن روي سنگ
. ي با رنگ يا طول متفاوت ادامه يافتهاي ها و يا گره زدن ريسمان چوبي يا استخوان

شدند  هاي چوبخطي دست و پاگير و غيرقابل تشخيص مي هنگامي كه تعداد نشانه
هاي  هايي كه به سادگي قابل تشخيص باشند مثل گروه ها را به گروه هاي اوليه آن انسان

بندي  محتمل است كه گروه. كردند تقسيم مي) برابر با تعداد انگشتان دست(تايي  پنج
تايي  تايي و بيست تايي، ده هاي پنج اول كشف شده و خيلي زود به نفع گروه ،دوتايي

پيشرفت قابل توجهي نسبت به شمارش  ،نظام شمارش گروهي. كنار گذاشته شده باشد
پيشرفتي موقت در جهت  ،تايي عنوان مثال شمارش پنج به. شود يكي محسوب مي يكي

 "پنج روز"يا  "پنج انگشت"هاي توصيفي  ر برابر ايدهد "پنج"رسيدن به مفهوم انتزاعي 
در حقيقت اين عمل گامي كوچك در مسير طولاني به سوي جدا . دهد را نشان مي

  . كردن سلسله اعداد از اشياي مورد شمارش بود
  

  عنوان علائم چوبخطي  ها به شكاف 1-2- 1
دهد كه مردم  ، نشان ميها هاي حكاكي شده بر روي آن هاي بجا مانده با نشانه استخوان

دستگاه محاسبه گروهي با چوبخط را  ،سال پيش از ميلاد 000,30عصر پارينه سنگي 
ترين نمونه مربوط به استخوان قلم پاي يك گرگ جواني  برجسته. اختراع كرده بودند
به روي اين استخوان كه هفت اينچ  .در چكسلواكي پيدا شد 1937است كه در سال 

ف عميق حكاكي شده كه كم و بيش طول يكسان داشته و در شكا 55طول دارد 
هاي  گذاري مشابه در دسته هاي نشانه دستگاه. (اند بندي شده تايي بسته پنجهاي  گروه

گيري در شهرهاي كوچك  مثلاً نتايج رأي. اند هنوز هم مورد استفاده  تايي مثل پنج
ها تصور بر  سال). شوند يهنوز هم به روشي كه توسط اجداد ما ابداع شد، شمارش م

هاي شكار بوده و هريك از  هاي شيار داده شده نشانگر چوب خط اين بود كه استخوان
هاي  هاي جديدتر، اولين نشانه اما براساس نظريه. ها نشانه يك شكار هستند بريدگي

ها  هاي كشف شده به روي استخوان نشانه. شود مردم باستان به محاسبه زمان مربوط مي
ي اي از اعداد تكرار صورت مجموعه به 1880ارهاي فرانسه در اواخر دهه در غ

////
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توان  لذا مي ؛اند كه با اعداد روزها در مراحل متوالي ماه مطابقت دارند بندي شده دسته
  .هاي قمري دانست هاي حكاكي شده را نوعي تقويم اين استخوان

در طول سواحل  »4ايشانگو«هاي استخوان حكاكي شده در  يكي ديگر از نمونه
شايان ذكر است كه بهترين . كشف شد )هاي نيل يكي از سرچشمه( 5درياچه ادوارد
سال پيش از ميلاد يا  500,17شناسي، اين ناحيه را به  شناسي و زمين مدرك باستان

. دهد سال قبل از ظهور اولين جوامع كشاورزي در دره نيل نسبت مي 000,12حدود 
كوبي و يا حتي  است كه براي حكاكي، خال اري بودهي ابز ستهاين قطعه فسيل احتمالاً د

هاست كه در سه  هايي از شكاف اين فسيل شامل گروه. است رفته كار مي نوعي نوشتن به
رسد كه اين تركيب عجيب و نامنظم براي  نظر نمي به. اند بندي شده ستون مشخص دسته

شكاف  9، و 19، 21، 11بي از اعداد ها تركي ها، گروه در يكي از ستون. تزئين بوده باشد
در . باشد مدنظر بوده 10-1و  20-1، 20+1، 10+1باشند كه ممكن است الگوي  مي

، 5، 10، 8، 4، 6، 3: شوند ها در هشت گروه با ترتيب زير ديده مي ستون ديگر، شكاف
دو رسد كه اين ترتيب بيانگر مفهوم دو برابر سازي يا ضرب كردن در  نظر مي به. 7، 5

شكاف مجزا  19و  17، 13، 11آخرين ستون شامل چهار گروه است كه از . باشد
كار رفته لزوماً نشانگر ارتباطي  ممكن است الگويي كه در ستون آخر به. اند تشكيل شده

و  11+13+17+19=60كه  اما از آنجايي. با اعداد اول نبوده و تصادفي باشد
هاي ماقبل تاريخ استخوان  نشانه توان گفت كه ممكن است مي 9+19+21+11=60

دهنده دو ماه  هاي اول و سوم نشان به شمارش قمري مربوط بوده و ستون» ايشانگو«
  .قمري باشند

هاي مختلف به كرار مورد استفاده قرار  ها و مكان يك شيوه شمارش كه در زمان
با شايان ذكر است . دستي است گرفته عبارت از ايجاد شكاف بر روي عصا يا چوب

آيد، كاربرد آن به  ترين اشكال ثبت شمارش به حساب مي آنكه اين ابزار يكي از قديمي
پذيرش . شود هاي بسيار دور محدود نمي و زمان "هاي اوليه انسان"هيچ وجه به 

داري انگلستان به  هاي خزانه عنوان سفته يا برات در حساب هدار ب عصاهاي چوبخط

                                                 
4. Ishango 
5. Lake Edward 
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ها از قرن دوازده به بعد  اي كه اين چوب دستي گونه هب ،بالاترين سطح توسعه خود رسيد
  .دادند اي از اسناد دولتي را تشكيل مي بخش عمده

هاي مسطحي از چوب فندق به  در اين مورد، ابزار محاسبه عبارت بودند از قطعه
ها و انواع  هايي با اندازه شكاف. اينچ و قطر حداكثر يك اينچ 9تا  6طول تقريبي 

. شد و هر شكاف بيانگر ميزان مشخصي پول بود ها حكاكي مي تخته متفاوت در اين
پوندي عرضي به  1000عنوان مثال شكاف  به. عرض شكاف تعيين كننده ارزش آن بود

 20پوندي به اندازه قطر يك انگشت شصت بود؛ و  100اندازه يك دست داشت؛ 
متناسب با  هايي شد، شكاف وقتي وامي پرداخت مي. پوندي به عرض انگشت كوچك
كردند  اي كه وقتي عصا را به دو نيم مي گونه هشد ب مبلغ وام بر روي عصا ايجاد مي

داري يك نيمه  خزانه. ها بر روي هر دو بخش بيانگر ميزان بدهي وام گيرنده بود شكاف
بدين ترتيب با قرار دادن دو نيمه . داشت ي ديگر را نزد خود نگاه مي و بدهكار نيمه
راحتي قابل تأييد ه معامله انجام شده ب ،ها هم و توجه به برابري شكافعصا در كنار 

داري تكه عصاي مربوط به خود را نابود  احتمالاً با پايان پرداخت بدهي، خزانه. بود مي
اما نيمه مربوط . كرد ها عصا را صاف مي سوزاند و يا با بريدن شكاف كرد يا آن را مي مي

در بسياري از جوامع، حتي پس . داشت براي آينده نگاه ميعنوان مدرك  هبه بدهكار را ب
دليل وابستگي سرسختانه به سنن،   هاز ظهور مؤسسات بانكي و شمارش مدرن، تنها ب

اي  بالاخره با تصويب لايحه. شد طور رسمي استفاده مي هاين دستگاه حسابداري چوبي ب
، زماني كه 1834در سال . اين شيوه كنار گذاشته شد 1826در مجلس انگلستان به سال 

هاي مجلس  عصاهاي محاسباتي كه در طي ايام طولاني جمع شده بودند را در كوره
هاي قديمي مجلس را  سوزاندند، آتش از كنترل خارج شد و حريق ساختمان اعيان مي
  .نابود كرد

  
  
  
  
 

 
 داري بريتانيا هاي خزانه حساب -قرن سيزدهم
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ها  زياد است كه ارائه گزارشي دقيق از آن هاي عملي محاسبه چنان تنوع در شيوه
زدن  اما رويه شمارش روزها و اشياء از طريق گره. در اينجا غيرممكن خواهد بود

اين ابزار به وفور در . ريسمان، سنتي چنان قديمي است كه ارزش اشاره كردن را دارد
قرن اني مورخ يون( 6گرفت و در كتاب هرودوت يونان باستان مورد استفاده قرار مي

دارد كه  خود اظهار مي تاريخاو در كتاب . به آن اشاره شده است) پنجم قبل از ميلاد
 .داد 7ها ريسماني گره زده را در حكم تقويم به يونيان ،شاه ايران ،داريوش

  
  ها در حكم اعداد گره: كيپوس پرويي 1-3- 1

 .دهند مي خوبي نشان هب راوجود رشته اعداد ، زده شده هاي گره در قاره آمريكا ريسمان
ها در  آن. پرو گرفته شده است 9شوند كه از اينكاهاي ناميده مي 8كيپوسها  اين ريسمان

يكي از قبايل سرخپوست آمريكاي جنوبي يا گروهي از قبايل خويشاوند بودند  ،اصل
اين افراد بر اثر توسعه تدريجي و بروز . كردند كه در مناطق كوهستاني آند زندگي مي

اي حاكم شدند كه مناطق ساحلي و  هاي گسترده اي گوناگون، بر سرزمينه جنگ
كوهستاني اكوادور، پرو، بوليوي و مناطق شمالي شيلي و آرژانتين امروزي را در بر 

هاي  هاي مهندسي و ساختن معابد سنگي و ساختمان مهارت خاطر اينكاها به. گرفت مي
ها خلق شبكه  قابل توجه آنيكي از دستاوردهاي . عمومي بزرگ شهرت يافتند

هاي دور دست  هايي بود كه بخش ها و پل از جاده) مايل 14000به بزرگي (اي  گسترده
از وحشت چيرگي  ،ايمن بودن اينكاها. ساخت امپراطوري را به يكديگر متصل مي

تن از فاتحان اسپانيايي به شمال پرو خاتمه  180با ورود  1532در سال  ،ها اسپانيايي
را تسخير كرده و  10تا پايان سال، مهاجمين پايتخت كشور يعني شهر كوزكو. يافت

اي از زندگي را به مردم تحميل كردند  ها شيوه اسپانيايي. امپراطور را به زندان افكندند
  .سال تمدن اينكا را كاملاً نابود ساخت 40كه ظرف حدوداً 

وع گره زدن در حالت كلي سه ن. نحوه شمارش توسط كيپوس قابل توجه است
، يك 1گره به شكل هشت براي نماياندن : شد كار برده مي براي نمايش مقادير عددي به

                                                 
6. Herodotus 
7. Ionians 
8. quipus 
9. Incas 
10. Cuzco 
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، بسته به اينكه چند پيچش در آن گره 9تا  2گره بلند براي نماياندن يكي از مقادير 
شكل هشت و گره بلند فقط در  گره به. 1وجود دارد، و نيز يك گره تك براي 

. شوند هاي تك در طرف ديگر ظاهر مي ي گره ريسمان و دسته )يكان(ترين مكان  پايين
يك (هاي آويخته شده داراي طول يكسان هستند، يك فضاي خالي  از آنجا كه ريسمان

خوبي قابل رؤيت  ههاي مجاور ب روي يك ريسمان در مقايسه با ريسمان) عدد صفر
گره بلند اشاره به  شكل هشت يا يك همچنين، دوباره نمودار شدن يك گره به. باشد مي

  .عدد ديگر ثبت شده بر همان ريسمان است
ترتيب صعودي ارقام يك عدد داراي ارزش مكاني براي  گردد كه به يادآوري مي

هايي با  براي نمونه فرض كنيد كه يك ريسمان داراي گره. پي ده هستند در هاي پي توان
  :مشخصات زير باشد

ك فضاي خالي، هفت دسته گره تك، و پيچش، دو گره تك، ي 4يك گره بلند با 
  :براي يك اينكايي اين آرايه به مثابه عدد زير است .يك گره تك

  

)104×1) + (103×7) + (102×0) + (10×2+ (4  =17024  
هاي قاره آمريكا كه از يك دستگاه محاسبه ارزش مكاني استفاده  از ديگر تمدن

هاي جنوب مكزيك  هنه وسيعي از سرزمينها در پ مايا. كردند، تمدن باستاني مايا بود مي
تمدن ماياها . كردند هايي از گواتمالا، السالوادور و هندوراس امروز زندگي مي و بخش
تا  300هاي  ترين دوره شكوفايي آن بين سال سال پا برجا بوده و بزرگ 2000بيش از 

  .است ميلادي بوده 900
روزي تقسيم شده و  20ماه  18ه به شد ك روز تشكيل مي 365تقويم سال ماياها از 

اين امر به اتخاذ يك دستگاه شمارش بر . ماند روزه در انتهاي آن باقي مي 5يك دوره 
صورت نمادين به دو شكل بيان  اعداد به. منجر شد) تايي يك دستگاه بيست( 20مبناي 

اي هاي عجيب و غريب خدايان را بر اي از صورت طبقه كشيشان خط پيچيده. شدند مي
اين اشكال براي حكاكي تاريخ بر روي سنگ به . گرفتند كار مي هب 19تا  1نمايش اعداد 

ها را با مردم عادي همان شماره. رفت كار مي همنظور بزرگداشت رويدادهاي مهم ب
. بود 1و نقطه نشانگر  5خط افقي كوتاه نشانگر . كردند تركيبي از خط و نقطه ثبت مي

شد، نماينده صفر بود؛ اين اولين  ف تصنعي رسم ميشكل خاصي كه شبيه يك صد
  .باشد مورد استفاده از يك علامت براي نشان دادن صفر مي
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هاي عمودي مرتب  در ستون 19تر از  علائم مورد استفاده براي نمايش اعداد بزرگ

شد، هر عدد در تواني از  مت بالا حركت ميشدند كه در هر جايگاهي وقتي به س مي
قرار گرفتن . شد ترتيب ضرب مي و غيره به 000,160، 8000، 400، 20، 1؛ يعني در 20

 20عدد  به ويژه. منزله فقدان خط يا نقطه در آنجا بود يك صدف در يك مكان به
. شد وسيله يك صدف در پايين ستون و يك نقطه در جايگاه دوم نشان داده مي به
بگذاريد نمادها . عنوان نمونه عدد زير را كه در اين دستگاه ثبت شده ملاحظه نماييد هب

ترين مقدار را در سمت چپ  صورت افقي بنويسيم و كوچك را بجاي حالت عمودي، به
  :قرار دهيم

  

                    
  

  باشد، زيرا مي 62808اين عبارت براي ما نشان دهنده عدد 
  

8000×7  +400×17  +20×0  +1×8  =62808  
 

وجود آمده  هكه دستگاه شمارش ماياها در درجه اول براي تهيه تقويم ب از آنجايي
نماد جايگاه . شويم هاي كوچكي مواجه مي گونه محاسبات با تفاوت بود، در انجام اين

بود، زيرا اعتقاد بر  18×20باشد، مضربي از  20×20سوم ستون بجاي آنكه مضربي از 
بدين ترتيب كه ارزش . 400تري از عدد سال است تا  تقريب مناسب 360بوده كه  اين
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، 20، 1: يافت؛ يعني مضارب عبارتند از برابر رقم قبلي افزايش مي 20مكاني هر رقم 
360 ،7200، ,144 با اين تنظيمات، ارزش مجموعه نمادهاي بررسي شده . و غيره 000

  :بود ازدر بالا عبارت خواهد 
7200×7  +360×17  +20×0  +1×8  =56528  

  

مصريان و  -هاي مهم خاور نزديك  هاي محاسباتي تمدن كار را با بررسي دستگاه
. ها نشئت گرفته، ادامه خواهيم داد كه خط اصلي توسعه رياضي خودمان از آن – بابليان

در . خورد چشم مي هاي يافت شده اين ملل به حروف در اولين نوشته هاي اعداد با نام
ها از نمادها براي اعداد، جداي از برقراري ارتباط با اشياء مورد  حقيقت استفاده آن

بسيار محتمل است كه اين امر . است شمارش، نقطه عطف بزرگي در تاريخ تمدن بوده
از . ها، يعني هنر نوشتن است ترين دستاورد عقلي انسان نخستين گام در تكامل عالي

تر از نمايش تصويري گفتار بوده، مدارك قابل  بسيار ساده ،بت مقاديركه ث آنجايي
هاي  هاي باستاني از دستگاه هاي نوشتاري اين فرهنگ اعتمادي وجود دارد كه زبان

  .نشئت گرفته باشند ،اند تر نوشته كه پيش ،عددي
  

  
  
  
  
  
  
  

 11اسكان بشري بنا به گفته هردوت

  ثبت اعداد مصري و يوناني 2- 1
  )خط هيروگليف(تصويري اعداد  نمايش 2-1- 1
محض آنكه اتحاد مصر تحت حكومت يك رهبر واحد به حقيقت پيوست، يك دستگاه  به

آمارگيري، وضع ماليات، حفظ ارتش، و . اجرايي قدرتمند و گسترده شروع به رشد نمود

                                                 
11. From Stories from Herodotus by B. Wilson and D. Miller. Reproduced by permission of Oxford 
University Press. 
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. دامثال آن كارهايي ضروري بودند كه همه مستلزم انجام محاسباتي با اعداد نسبتاً بزرگ بو
وقوع پيوست كه بنام سال ظهور  هاي سلسله دوم حكومت به اين در يكي از سال

مصريان تقريباً از . هاي كوچك و بزرگ شمال و جنوب نام گرفت گذاري تمام گله شماره
اي داشتند كه انجام شمارش براي  سال پيش از ميلاد، دستگاه عددي كاملاً پيشرفته 3500

گاه نمادهاي جديد ميسر  به سب احتياجشان تنها با معرفي گاهتر را برح اعداد بزرگ و بزرگ
يكي از چشمگيرترين بقاياي دنياي باستان،  12اين امر بر روي سر گرز شاه نارمر. ساخت مي

در آغاز عصر . شود، مشهود است كه اكنون در موزه دانشگاه آكسفورد نگهداري مي
اي  افسانه 13احتمالاً همان منس كنندنظران تصور مي كه برخي صاحب(پادشاهي، نارمر 

هاي طغيانگر در دلتاي  مجبور به تنبيه ليبيايي) يعني نخستين حاكم ملت متحد مصر باشد
گرز  را به همراه يك سر - پالت مشهور نارمر –با شكوهي  14او لوح پالت. غربي شد

ها  بر جاي گذاشت كه بر روي هر دوي آن» 15هيراكونوپليس«تشريفاتي در معبد 
گرز دستاورد شاه را براي هميشه ثبت و حفظ  سر. نقش بسته بود كه گواه پيروزي او بودند

سخن  هانر و بز هايو به دام انداختن گاو انزنداني اسارتاين نوشته از . كرده است
  .گويد مي

 1898در سال  16كيبل.اي.اين صحنه از سر گرز سنگي نارمر برداشته شده كه جي
دست آمده توسط نارمر در  اي از غنائم به در اينجا خلاصه. كشف كرد در هيراكونوپليس

,، بز 400000,گاو ": شود كه بدين شرح است زمان جنگ وي ديده مي ,1422 و  000
   "120000,اسرا 

اند  شده دا، نمادهاي عددي هيروگليفي پي17ها در نزديكي هرم گيزه در يكي از مقبره
دستي، و نوعي نعل  به وسيله خطي عمودي يا تصويري از يك چوب 1ها عدد  كه در آن

عنوان نمادي اشتراكي براي جايگزيني ده خط  به ∩اسب يا علامت استخوان پاشنه 
دهي بود  عبارت ديگر، دستگاه مصري، دستگاهي ده به. كار رفته است عمودي جداگانه به

هاي  غالباً اساس دستگاه 10اين كه عدد . داد انجام مي 10هاي  كه شمارش را با توان
ها  دهد بدون شك بدين خاطر است كه انسان هاي باستان را تشكيل مي شمارش ملت

                                                 
12. Narmer King 
13. Menes 
14. Palette 
15. Hierakonopolis 
16. J. E. Quibell 
17. Gize 
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همين دليل نمادي شبيه  به. ها حساب كنند انگشت داشته و عادت دارند كه روي آن10
 .كار رفته است بيان شماره يك به جا براي ، تقريباً در همه1به عدد 

  

  
  

,تا  10براي هر توان جديد از  از نمادهاي تصويري بخصوصي استفاده  10000000,
، يك انگشت خميده 1000، يك نيلوفر آبي بجاي 100يك طناب خميده بجاي : شد مي

، يك شخص كه در 100000,، يك بچه قورباغه بجاي 10000,در حال اشاره بجاي 
,حال حيرت دستانش را به سمت بالا گرفته بجاي  و نمادي كه گاهي به  1000000,
,خورشيد در حال طلوع شباهت داده شده است بجاي  ,10000000.  

  

000,000,10      000,000,1         000,100         000,10      1000        100       10         
1  

  
طوري كه هر نماد  كمك اين نمادها قابل بيان است، به صورت جمعي به اعداد ديگر به

اي از نمادها نمايش داده  يعني عدد داده شده با مجموعه. شود حداكثر تا نه بار تكرار مي
مايش، برابر با كار برده شده در اين ن تك نمادهاي به شود كه مجموع اعداد مربوط به تك مي
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تر  طوري كه يكان بزرگ
  رو نمايش زير 

    |||    
                                |||    

10,000×4  +100,000×1  

 10از آنجا كه براي هر توان 
تصاوير  نمادي متفاوت وجود داشت، ارزش عدد نمايش داده شده متأثر از ترتيب

  
لهذا روش مصريان براي نوشتن اعداد يك 

  .يعني يك نماد در دو مكان متفاوت داراي ارزش عددي متفاوت نبود
براي جمع، تنها . آفرين بود

لازم بود كه نمادهاي مثل هم را با هم جمع كنند و معادل ده از نمادهاي مثل هم را به 
و  345كردند، مثلاً جمع 

                                                               345  
                                                                                            678  
                                                                                           1023  

طوري كه يكان بزرگ غالباً، جهت نوشتاري از راست به چپ بود، به. عدد مفروض است
رو نمايش زير  از اين. آمدند ترتيب اهميت مي آمد، سپس بقيه به در ابتدا مي

                                                            
                                             

  :گر عدد زير است
142,136 =1× 6  +10×3  +100×1  +1000×2  +10,000

از آنجا كه براي هر توان . شد تر در سمت چپ نوشته مي هاي بزرگ گاهي يكان
نمادي متفاوت وجود داشت، ارزش عدد نمايش داده شده متأثر از ترتيب

  براي مثال،. شد هيروگليفي در يك گروه نمي
  

لهذا روش مصريان براي نوشتن اعداد يك . است 1232ها برابر عدد  ي آن كه همه
يعني يك نماد در دو مكان متفاوت داراي ارزش عددي متفاوت نبود. نبود "دستگاه مكاني

آفرين بود ي مصري كمي مشكلجمع و تفريق در دستگاه عدد
لازم بود كه نمادهاي مثل هم را با هم جمع كنند و معادل ده از نمادهاي مثل هم را به 

كردند، مثلاً جمع  ها جمع مي به اين طريق مصري. تر بعدي بدهند نماد بزرگ
  :شد صورت زير انجام مي

                                                                                            
                                                                                            
                                                                                           

  

  :شد به كه تبديل مي

عدد مفروض است
در ابتدا مي

  

  
گر عدد زير است بيان

142,136
  

گاهي يكان
نمادي متفاوت وجود داشت، ارزش عدد نمايش داده شده متأثر از ترتيب

هيروگليفي در يك گروه نمي

 

كه همه
دستگاه مكاني"

جمع و تفريق در دستگاه عدد
لازم بود كه نمادهاي مثل هم را با هم جمع كنند و معادل ده از نمادهاي مثل هم را به 

نماد بزرگ
صورت زير انجام مي به 678

                             
                                                                                            
                                                                                           

  
  

كه تبديل مي
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  :شد به و دوباره تبديل مي

  
  

 "قرض گرفتن"گاهي از . شد صورت معكوس انجام مي تفريق با همان روند به
تر را با ده تا از  عدد بزرگ صورت كه هرجا لازم بود، نمادها در شد، به اين استفاده مي

كه بتوان از عدد قدر كافي بزرگ شود  كردند تا به اش عوض مي نمادهاي مرتبه قبل
  :مثلاً تفريق زير را در نظر بگيريد. تر كم كرد كوچك

                                                                                          123  
                                                                                          45-  

                                                                                          78  
  

  :اش عبارت است از ل يافتهيكه تبد
  

  
  

ها عموماً نمادگذاري يكساني  اگرچه مصريان نمادهايي براي اعداد داشتند، اما آن
قبل از  1650ريباً در سال تق( 18در مورد پاپيروس رايند. براي اعمال رياضي نداشتند

و  ""را با تصاوير هيروگليفي  "تفريق"و  "جمع"ي اين نسخه خطي  ، نگارنده)ميلاد
  ."رود مي"و  "آيد مي"نشان داد كه شبيه پاي شخصي است كه  ""
  شمارش مقدس مصريان 2-2- 1

                                                 
18. Rhind Papyrus 
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تنها  ها و فلزات بود، هاي حكاكي شده بر روي سنگ تا زماني كه نوشتن منحصر به كتيبه
چيزي كه بدان نياز داشتند عبارت بود از . شد ها ثبت مي العاده مهم روي آن اسناد فوق

مصريان اين مشكل را با . اي ارزان قيمت و در دسترس كه بتوان بر روي آن نوشت ماده
صفحات پاپيروس با بريدن طولي نوارهاي نازك ساقه . اختراع پاپيروس حل كردند

. آمد دست مي بههاي دلتاي نيل فراوان بود،  پيروس، كه در باتلاقگياهي ني مانند بنام پا
شدند تا يك برگه  هاي بريده شده برروي يك تخته در كنار هم طوري قرار داده مي تكه

بعد از . گرفت طور عمود روي اولي قرار مي را تشكيل دهند و دوباره يك لايه ديگر به
يك چكش چوبي روي آن كوبيده و براي با  ،خيساندند ها را در آب مي آن اين برگه

هاي روي هم قرار گرفته را  صمغ طبيعي گياه تكه. دادند خشك شدن در آفتاب قرار مي
شد را با يك صدف  سپس سطحي كه بايد روي آن نوشته مي. چسباند به يكديگر مي

چ اين 18تا  10كه معمولاً بين (دست آمده  هسرانجام ورقه ب. تراشيدند تا صاف شود مي
مصريان با . شد اي رنگ ضخيم و آماده نوشتن مي شبيه به كاغذهاي قهوه) پهنا داشت

يكديگر نوارهايي  ها به طور متوالي بر روي هم و چسباندن آن ي كاغذها به قرار دادن لبه
ها  توانستند در مواقع عدم استفاده، آن ترتيب مي بدين. كردند متر توليد مي 100تا طول 

هايي برس مانند و جوهري ساخته شده از خاك رنگي يا ذغال  ها با قلم آن. را لوله كنند
در حال حاضر طومارهاي بسياري براي . نوشتند مي ،كه با صمغ يا آب مخلوط شده بود

تر به  دليل دوام پاپيروس و بيش شرايط خوبي برخوردارند و اين به ما حفظ شده كه از
خشك مصراست كه از كپك زدن و رشد قارچ بر روي  خاطر آب و هواي بسيار

  . كرد كاغذها جلوگيري مي
. هاي بعدي درجهت تسهيل نوشتن برداشته شد وجود آمدن پاپيروس، گام هپس از ب
اي براي نگارش  آنان شيوه .ها عمدتاً توسط روحانيون مصري برداشته شد نخستين گام

در . طوري كه با قلم و جوهر سازگارتر بود هتر را ابداع نمودند ب تر با تصاوير كم سريع
شدند،  ناميدند، نمادها به شكل شكسته يا آزاد نوشته مي مي "مقدس"را  اين خط كه آن

ها شباهت چنداني با علائم قديمي هيروگليف  كه در نگاه اول اشكال آن طوري به
يف را به هاي خودمان و خط هيروگل دست خط توان اين خط را به در واقع مي. نداشت

با گذشت زمان و رواج يافتن كتابت مردم حس كردند كه . مان نسبت داد متون چاپي
تري از الفبا بنام  رو شكل كوتاه حتي نوشتن خط مقدس نيز بسيار كند است و از اين
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مقايسه با خط  خط مقدس در. ظهور كرد "خط همگاني"يا جديد هيروگليفي خط 
هاي  هاي متعددي از ويرگول خط همگاني از رديفهاست، زيرا  همگاني مثل بازي بچه

  .درهم ريخته تشكيل شده كه هريك نماينده علامت كاملاً متفاوتي هستند
صورت جمعي و براساس  در هر دوي اين اشكال نوشتاري، نمايش اعداد به

بردن  كار بود با اين تفاوت كه اصل تكرار هيروگليف در خط جديد با به 10هاي  توان
اين نوع . اي از نمادهاي مشابه جايگزين شد مشخص براي نمايش دسته يك نشانه

  <ال، عدد پنج با علامت مشخص  عنوان مث به. ناميد "رمزگذاري"توان  علائم را مي
  . شد جاي پنج خط عمودي نشان داده ميب

  
      10        9          8         7       6       5       4        3          2        1  

  
  1000    100     90     80     70     60       50         40        30         20  

  
  

در دستگاه شمارش مقدس، اعداد به شكلي كه در جدول بالا آمده نمايش داده 
  .شد مي

اساساً صورت خلاصه شده  1000و  100، 10، 1توجه كنيد كه علائم مربوطه به 
به شكل زير  37در خط هيروگليف عدد . كه پيشتر مورد استفاده بودتصاويري هستند 

  :ترسيم مي شد

  
  

  : اما درخط مقدس اين علامت با شكل ساده تر زير جايگزين شد

  
  

گرفت بار مضاعفي  افزايش تعداد علائمي كه در اين دستگاه مورد استفاده قرار مي
دستگاه جديد را به خاطر كرد، اما كاتبان مصري بدون شك  بر حافظه تحميل مي

هاي قطعي در پيشرفت  ايده رمزگذاري يكي از گام. كردند سرعت و ايجاز آن توجيه مي
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ها كه از اصل ارزش مكاني استفاده  با بابلي ؛ قابل قياسشود شمارش محسوب مي
  .كردند مي

  
  دستگاه شمارش الفبايي يوناني 2-3- 1

نيز يك دستگاه شمارش رمزگذاري  19ونيادر حدود قرن پنجم پيش از ميلاد، يونانيان ي
. هاي حفظ كردني بود تري از علامت شده را درست كردند كه شامل مجموعه مفصل

حرف الفباي معمولي يوناني رمزگذاري كردند، كه با  24ها اعداد خود را براساس  آن
براي   ، سامپي90براي  ، كوپا 6براي  ديگاما (سه حرف قديمي فينيقي 

نه . گرفتند شكل زير مورد استفاده قرار مي حرف حاصله به 27. شد ل ميكام) 900
 10در ارتباط بودند؛ نه حرف بعدي اولين نه مضرب صحيح  9تا  1حرف اول با اعداد 

  .رفتند كار مي به 100دادند؛ نه حرف آخر براي نمايش نه مضرب صحيح  را نشان مي
) به انضمام اشكال خاص(ا دهد كه چگونه حروف الفب جدول مربوطه نشان مي

  .رفتند كار مي منظور نمايش اعداد به به
  

 ρ100       ι10       α1  
σ200       κ20       β2  
τ300       λ30       γ3  
υ400       µ40       δ4  
φ500       ν50       ε5  
χ600       ξ60        6  

ψ700       ο70       ζ7  
ω800       π80       η8  

900      90      θ9  
  

 999تا  1از آنجا كه دستگاه يونيايي هنوز دستگاهي جمعي بود، تمام اعداد از 
  :شود اين اصل در مثال زير ملاحظه مي. حداكثر با سه نماد قابل بيان بود

                                                 
19. Ionia 
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ψπδ = + + =700 80 4 784  
ر با قرار دادن يك علامت د .شد مي كار برده تر روش زير به براي اعداد بزرگ

نه  βرو  از اين. كرد ضرب مي 1000سمت چپ يا زير حرف يكان، عدد متناظر را در 
نمايش  Mهزار با حرف جديد   ده. داد نمايش مينيز را  2000بلكه عدد  2تنها عدد 

نزديك  Mاگر حرف . است مدهآ )Myriad(از لغت ده هزار  Mحرف . شد مي داده
شود كه  است، باعث مي قرار گرفته 9999تا  1يا زير نمادهايي كه براي يك عدد از 

10,عدد در    لذا. ضرب شود 000

,=40000M
δ

  Mδيا  

., ,=1 500000M
ρν

  Mρνيا  
  

  نوشتند با اين قراردادها، يونانيان مي
./ , ,Mτµε βρµδ = 3 452 144  

  

10,هاي  تر، توان يونانيان براي بيان اعداد بزرگ مثلاً يك . گرفتند كار مي را به 000
)بيانگر  MMجفت  ), 210   .بود 000

در  10ترين مضرب  آمدند، از بزرگ ساني پشت هم ميهمواره نمادها به يك ترتيب يك
 علائم ،لذا زماني كه مطلب روشن بود. در سمت راست ها آن ترين سمت چپ به كوچك

  كار بردن يك حرف هم براي هزارگان و هم يكان، همانند به. شدند حذف مي
4234  =δσλδ  

  

منظور تمايز دادن  ونانيان بهي. داد به حرف سمت چپ ارزش مكاني موضعي مي
در انتها يا يك  علامتها در زبان، يك  از كاربرد معمولي آن ،بين مفهوم عددي حروف

  :شد صورت زير نشان داده مي به 1085رو مثلاً عدد  از اين. دادند ها قرار مي روي آن 
,απε  يا,,απε  

  

مثلاً حروف (ه اين دستگاه در مجموع براي اختصارنويسي فراهم شده بود كبا اين
تنها يك حرف بود و در مقابل مصريان مجبور  900الفباي عددي يوناني براي نمايش 

  . ، اما نيازمند به تسلط بر علائم متعدد بودند)بودند  به استفاده از نه بار نماد
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ترين مرتبه در هريك از  با شروع از بزرگ ضرب در حروف الفباي عددي يوناني
براي . شدند هاي جزيي با هم جمع مي ضرب شد و سپس حاصل عوامل ضرب شروع مي

  :24×53مثال، ضرب 

/

/

κ δ
ν γ

αξ
σ ιβ
ασ οβ

×

=

24
53

1000 60
200 12

1200 72 1272

 

  
بودند اين بود كه هر  ي ضرب اعدادي كه از بيش از يك حرف تشكيل شده ايده

از . شد شدند، نوشته مي مي ايش دادهصورت جمع اعدادي كه با يك حروف نم عدد به
( 20×3، سپس با ضرب )νدر  κ(شروع كردند  20×50ي  رو يونانيان با محاسبه اين
κ  درγ( 4×50، بعد )δ  درν( 4×3، و در آخر )δ  درγ .( ضرب اين روش، كه

  شد، متناظر با محاسبات مدرن مي ناميده يوناني
)3+50)(4+20=(53 ×24  

3×4+50×4+3×20+50×20=    

1272 =  
  .است

  
  مسائل 3- 1
 .هريك از اعداد زير را با خط هيروگليف مصري بنويسيد .1

  1492) الف
  1999) ب
12,) ج 321  
70,) د 807  
   456,123 )ه
,) و ,3 040 276  
 .هريك از اعداد مصري زير را در دستگاه خودمان بنويسيد .2
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                         )الف
  

  ) ب
  ) ج
  
  

  ) د

  
 .دها را به خط هيروگليف بنويسي اعمال زير را انجام داده و جواب .3

    و                  جمع )الف
  
   و                 جمع) ب

  
  
  

   از                تفاضل ) ج
  
  

   از                         تفاضل) د
  
 .ضرب كرده و حاصل را به خط هيروگليف بيان كنيد) 10( ∩عدد زير را در  .4

  
  

  .بيان كنيد 10د مصري در قانوني ساده براي ضرب هر عد
 .هريك از اعداد زير را در دستگاه شمارش يوناني يونيان بنويسيد .5

  396) الف
  1492) ب
  1999) ج
24,) د 789  
123,) ه 456  
,) و ,1 234 567  
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دمان هريك از اعداد زير از دستگاه شمارش يوناني يونيان را به دستگاه شمارش خو .6
 .برگردانيد

  ασλδ/) الف
  /βα) ب

M/) ج
ε

εφνε  
MM/) د Mθ τ βχδ  
 :محاسبات زير را انجام دهيد .7

  .φογو  νζجمع ) الف
  ./λωπαو  σλβجمع ) ب
  ./γφιβاز  χµθتفاضل ) ج
  .δدر  σπεضرب ) د
كار  قبل از ميلاد به 85تا  450ها از حدود  يكي ديگر از نمادهاي عددي كه يوناني .8

20آتيك"بردند بنام  مي
21هروديانيك"يا  "

از حروف اول كلمات در اين دستگاه . بود "
 :ها عبارتند از آن. شد براي نمايش اعداد متناظر استفاده مي 10هاي  و توان 5براي 

Γ  پنتا حرف اول)penta( ، پنج"به معني"  
  "ده"به معني ، )deka(دكا حرف اول  ∆
Η  هكاتن حرف اول)hekaton( ، صد"به معني"  
  "هزار"به معني ، )kilo(كيلو حرف اول  ×
Μ  ميريد حرف اول)myriad( ، هزار ده"به معني"  

، 50همراه حروف ديگر منتج به نمادهايي براي  رفته براي پنج به كار تركيب حرف به
  :شد مي 50,000، و 5000، 500

  

                                        500       100       50         10         5      1  
  

                                       000,50           000,10            5000        1000  

                                                 
20. Atic 
21. Herodianic 
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تر  تر قبل از كوچك شدند كه يكان بزرگ اي ساخته مي گونه اعداد ديگر بر مبناي جمع به
عنوان يك مثال از اين دستگاه  به. شد لذا هر نماد بيش از چهار بار تكرار نمي. آمد مي

  شمارش

  
  

,16 073=3+20+50+1000+5000+,10000=  
  

  .اعداد زير را در دستگاه شمارش يوناني آتيك بنويسيد
  386) الف
  1492) ب
  1999) ج
24,) د 789  
   802,74 )ـه
  456,123 )و
هريك از اعداد زير از دستگاه شمارش يوناني آتيك را به دستگاه شمارش خودمان . 9

 .برگردانيد

                                              ) الف
  

  ) ب
  

  ) ج
  

  ) د
  

 .ها را دستگاه شمارش يوناني آتيك بنويسيد اعمال زير را انجام داده و جواب. 10

  و                  جمع )لفا
   و                                   جمع) ب

  

   از                     تفاضل ) ج
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V L C DΙ Χ Μ
1 5 10 50 100 500 1000

  

   در          ضرب) د
ها استفاده  اعداد رومي هنوز در موارد تزئيني از قبيل صفحات ساعت و مجسمه. 11
عنوان نمادهايي براي  حروفي بهاين اعداد روي دستگاه شمارش آتيك با داشتن . شود مي

 .شوند هستند الگو مي 10هاي  همانند اعدادي كه توان 5مضارب مشخصي از 

  :ها عبارتند از آن نمادهاي ابتدايي و مقادير
  

 
اگر مقادير . اساساً دستگاه شمارش رومي جمعي است، با تفريق و ضرب مشخصي

  :شوند انند مثال زير با هم جمع مينمادها از چپ به راست افزايش يابد، مقاديرشان هم
1828=3+5+20+300+500+1000=MDCCCXXVIII  

 

بر آن كنند كه بنا اصل تفريق پيروي مي است، از كار رفته به 9و  4ها  اعدادي كه در آن
هرگاه يك حرف با يك مقدار كوچك قبل از يك حرف با مقدار بزرگ قرار  ،اصل

  مثلاً. كرد تر كم تر را از بزرگ بگيرد، بايد كوچك
495=5)+10-100)+(100-500=(CDXCV  

  

صورت زير  هرحال، قوانين مشخصي به به.) VI=6كه  در حالي IV=4بدين ترتيب (
  :وجود داشت

I تواند جلوتر از  فقط ميV  ياX بيايد.  
X تواند جلوتر از  فقط ميL  ياC بيايد.  
C تواند جلوتر از  فقط ميD  ياM بيايد. 

  

كارگيري  به بارهر. د براي اعداد بزرگ، يك ابزار ضربي معرفي شدبجاي نمادهاي جدي
  رو از اين. است 1000روي كل نماد متناظر با ضرب عدد در  "" نماد

, ,VΧ =15 VΧ,و  000000 =15 000 

  :اعداد رومي متناظر را بنويسيد
  1492) الف
  1066) ب
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  1999) ج
74,) د 802  
123,) ه 456  
,) و ,3 040 279  

 .هريك از اعداد رومي زير را در دستگاه خودمان برگردانيد. 12

  CXXIV) الف
  MDLXI) ب
  MDCCXLVIII) ج
 DCCLXXXVII) د

  ΧΙΧ) ـه
C) ز VΧ ΧΧ  

 .ها را برحسب اعداد رومي بنويسيد و جواباعمال زير را انجام داده . 13

  XIX.  و  CMجمع ) الف
  MDCXX. و  MMCLXI جمع) ب

   XLVI. و  XXIV جمع) ج
  XXX.  از  XXIIIتفاضل ) د

   CCLII.  از  CLXIتفاضل ) ه
   XVI. در  XXXIVضرب ) و

  
  ثبت عددي بابليان 4- 1
  الفباي خط ميخي بابليان 4-1- 1

نوعي نوشتن  –يش از ميلاد، بابليان ازعلائم تصويري موجودپ 3000اندكي پس از سال 
اما . دستگاهي را براي نگارش ابداع كردند –به كمك تصاوير شبيه به حروف تصويري 

كرد كه اين امر سبب  هاي خاص را ايجاد مي محدوديت ،مواد انتخاب شده براي نوشتن
ها بودند از دست  آن شد تا علائم تصويري شباهت خود را به اجسامي كه نماينده

  .بدهند
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ها  گرفتند، بابلي جوهر بهره مي
ها با اين وسيله  آن. كردند

گل از آنجا كه . گذاشتند
بايست نسبتاً كوتاه بوده و كلاً در يك زمان نوشته 
اما پس از پخته شدن و سخت شدن در كوره يا در زير حرارت آفتاب، عملاً 

ها از مواد خراب شدني از قبيل 
رو اين مواد امكان  از اين

لبه تيز قلم مثلثي . نگهداري دائمي اسناد و دستاوردهاي اوليه فرهنگ چين را از بين برد
كرد،  را ايجاد مي )▲(

. بود )( گوُِه يا يك ميخ با سر و انتهايش

با . عنوان ابزار نگارش بود
بنابراين تمام علائم . 

) ( ، افقي عمودي

ي ديگر نيز به اين سه نوع افزوده شد؛ اين حرف شبيه يك پرانتز 
قلم را از و براي رسم آن، كمي 

از اين چهار شكل بايد براي ترسيم تمام حروف استفاده 
هم براي دست خسته كننده بود و نيز بسيار وقت 

كه تا نزديكي پايان تمدن مصريان 
كم ساده  ري تصويري باقي ماند، حروف خط ميخي كم

علائم تصويري قابل تشخيصي 
براي  توانستند از تصوير قديمي دايره 

  شكل ه،كه بعدها سادتر شده و ب

جوهر بهره مي كه مصريان براي ثبت اسناد خود از قلم و درحالي
كردند ابتدا از ني و بعداً از نوعي قلم با سر مثلثي شكل استفاده مي

گذاشتند بر روي خاك رس مرطوب علامت مي) بجاي خراشيدن كاغذ
بايست نسبتاً كوتاه بوده و كلاً در يك زمان نوشته  شود، اسناد مي رس سريع خشك مي

اما پس از پخته شدن و سخت شدن در كوره يا در زير حرارت آفتاب، عملاً . 
  .شدند خراب نمي

ها از مواد خراب شدني از قبيل  چيني. ها را با سبك چيني مقايسه كنيد اين لوحه
از اين. كردند يا بامبو براي نوشتن استفاده ميپوست درختان 

نگهداري دائمي اسناد و دستاوردهاي اوليه فرهنگ چين را از بين برد
( تر و پايه آن علامتي كم و بيش عميق ) | ( شكل، خطي عمودي

گوُِه يا يك ميخ با سر و انتهايش بنابراين نتيجه حاصل اثري شبيه به يك
  .نامند مي "خط ميخي"همين خاطر اين سبك نوشتار را 

عنوان ابزار نگارش بود الفباي خط ميخي پيامدي طبيعي از انتخاب گل رس به
. قلم مثلثي شكل امكان ترسيم خطوط منحني وجود نداشت

عمودي: شدند يي با جهات مختلف تشكيل ميها تصويري بايد از گوه
  ).يا

ي ديگر نيز به اين سه نوع افزوده شد؛ اين حرف شبيه يك پرانتز  بعدها يك گوه
و براي رسم آن، كمي  )( شد زاويه داري بود كه به سمت راست گشوده مي

از اين چهار شكل بايد براي ترسيم تمام حروف استفاده . كردند حالت عمودي كج مي
هم براي دست خسته كننده بود و نيز بسيار وقت  ،شد زيرا اضافه كردن اشكال ديگر

  .شد
كه تا نزديكي پايان تمدن مصريان ) هيروگليف(برخلاف حروف تصويري 

ري تصويري باقي ماند، حروف خط ميخي كمصورت يك دستگاه نوشتا
علائم تصويري قابل تشخيصي  ،كه پس از مدتي، ديگر اشكال اصلي طوري
توانستند از تصوير قديمي دايره  ترين شكلي كه بابليان مي نزديك

،كه بعدها سادتر شده و ب نمايش خورشيد ترسيم كنند عبارت بود از

درحالي
ابتدا از ني و بعداً از نوعي قلم با سر مثلثي شكل استفاده مي

بجاي خراشيدن كاغذ(
رس سريع خشك مي

. شدند مي
خراب نمي

اين لوحه
پوست درختان 

نگهداري دائمي اسناد و دستاوردهاي اوليه فرهنگ چين را از بين برد
شكل، خطي عمودي

بنابراين نتيجه حاصل اثري شبيه به يك
همين خاطر اين سبك نوشتار را  به

الفباي خط ميخي پيامدي طبيعي از انتخاب گل رس به
قلم مثلثي شكل امكان ترسيم خطوط منحني وجود نداشت

تصويري بايد از گوه
(و مايل 

بعدها يك گوه
زاويه داري بود كه به سمت راست گشوده مي

حالت عمودي كج مي
شد زيرا اضافه كردن اشكال ديگر مي

شد گير مي
برخلاف حروف تصويري 

صورت يك دستگاه نوشتا به
طوري شدند به

نزديك. نبودند

نمايش خورشيد ترسيم كنند عبارت بود از
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  صورت بود سرانجام به  همين ترتيب نماد ماهي كه ابتدا به شكل به. در آمد
مثل رد پاي پرندگان بر "رسد كه تأثير نهايي خط ميخي براي عوام  نظر مي به. در آمد

تنها در طي دو سده اخير بود كه دانشمندان توانستند معناي . باشد "روي شن مرطوب
اند يا صرفاً جنبه  ها متن ا دريابند و بفهمند كه آنهاي موجود از خط ميخي ر نوشته

  .تزئيني داشتند
  

  دستگاه شمارش ارزش مكاني بابليان 1-4-2
دهد كه رياضيات بابليان بسيار  مطالعات گسترده انجام شده طي قرن گذشته نشان مي

ه ها تنها مردمي بودند ك بابلي. شد تر متصور مي تر از آن چيزي بوده كه پيش پيشرفته
. طور نسبي از دستگاه شمارش ارزش مكاني بهره گرفتند هپيش از يونانيان حتي ب

ها بر مبناي نظريه ارزش مكاني قرار دارند كه در آن ارزش هر نماد به  گونه دستگاه اين
مزيت عظيم چنين . كند بستگي دارد موقعيتي كه در نمايش عددي اشغال مي

ت كه مجموعه محدودي از نمادها براي بيان ها اين اس هايي بر ساير دستگاه دستگاه
دهي نبود بلكه  مقياس شمارش بابليان ده. اعداد هر قدر كوچك يا بزرگ كافي است

كه با هر حركت يك رقم به سمت چپ ارزش آن با ضريب  طوري شصت تايي بود، به
شوند،  تايي نمايش داده مي وقتي تمام اعداد در دستگاه شصت. يافت افزايش مي 60

شود، جايگاه يكي مانده به آخر براي  حفظ مي 59تا  1براي اعداد  جايگاهخرين آ
 بابلي عنوان مثال عدد به. همين ترتيب و به 602براي مضارب  بعدي، جايگاه 60مضارب 

  : احتمالاً بيانگر عدد زير بود 3 25 4
,12 304=4+60×25+602×3  

  و نه عدد
3254=4+10×25+103×3  

  .دهي ما وجود دارد ر دستگاه دهكه د
حتي نمايش اعداد كوچك . معايب شمارش حروف تصويري مصري آشكارند

نماد هيروگليف  27حداقل  999براي نمايش عدد (نيازمند نمادهاي نسبتاً زيادي بوده 
، آن در مقابل. شد ، نماد جديدي هم بايد اختراع مي10؛ و با هر توان جديد )لازم بود

) (ترين گوه مستقيم  ساده. كرد اي تأكيد مي بابليان بر كاراكترهاي دو گوه نظريه عددي
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كه گوه پهن يك  بار مورد استفاده قرار گيرد، درحالي
بابليان كه در مسير . بار مورد استفاده واقع شود

عداد ديگر را از تركيب اين نمادها ساختند و هركدام را هر 
 ،ها پس از استفاده از هر دو نماد، نمادهاي نشانگر ده

 60هاي  شدن توان هم چسبيده متناظر با كم

  

ها گاهي  بابلي. تفسير شود
ترتيب  ينبد. كردند رها مي

  :صورت زير استفاده نمايند

ها مشكلي وجود داشت و آن اينكه، هيچ نمادي براي صفر در نظر 

60×1  

بار مورد استفاده قرار گيرد، درحالي 9توانست  داشت و مي
بار مورد استفاده واقع شود 5توانست  بود و مي 10نماينده ) 

عداد ديگر را از تركيب اين نمادها ساختند و هركدام را هر رفتند تمام ا مصريان پيش مي
پس از استفاده از هر دو نماد، نمادهاي نشانگر ده. بردند كار مي چند بار كه لازم بود به

  گرفتند، همانند ها قرار مي در سمت چپ نمادهاي نشانگر يك

  

هم چسبيده متناظر با كم هاي به فضاهاي ظاهر شده مابين گروه
  طور كه  همان. شوند است كه از چپ به راست خوانده مي

  

319,عنوان  تواند به تفسير شود 1× 28+603× 52+602× 20+60=940
رها مي  بردن يك نماد تفريق كار شان را با به نقصان دستگاه

  بنويسند 20-1 صورت توانستند به را مي 19اعدادي از قبيل 

  

صورت زير استفاده نمايند تايي و در كنار آن نه تا يك به بجاي اينكه از يك نماد ده

  

ها مشكلي وجود داشت و آن اينكه، هيچ نمادي براي صفر در نظر  در دستگاه بابلي
  مايز قرار دادن دو عددمثلاَ راهي براي مت. گرفته نشده بود

60+24=84و       1×0+602×24+60=3624
  وجود نداشت و هر دو با نماد مشترك 

  
  .شدند نمايش داده مي

 1ارزش 
) ( وري

مصريان پيش مي
چند بار كه لازم بود به

در سمت چپ نمادهاي نشانگر يك

  

فضاهاي ظاهر شده مابين گروه
است كه از چپ به راست خوانده مي

  

تواند به مي
نقصان دستگاه

اعدادي از قبيل 

  

بجاي اينكه از يك نماد ده

  

در دستگاه بابلي
گرفته نشده بود

وجود نداشت و هر دو با نماد مشترك 
  

نمايش داده مي
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اغلب وجود يك فضاي . شد به بافت متن اعتماد كرد براي پرهيز از ابهام فقط مي
نشده و دقت اجرا  تايي بود، اما اين قانون به خالي حاكي از فقدان يك مكان شصت

ها اگر به فضاهاي خالي  نويسي لوح گاهي در دوباره. شد اغلب به سردر گمي منجر مي
دادند و لذا ارزش مكاني اعداد تغيير  شد، ارقام را نزديك يكديگر قرار مي توجه نمي

كه تنها در دستگاه ارزش مكاني وجود فضاي خالي بايد مشخص  از آنجايي. ( يافت مي
پيش از ميلاد به بعد نماد  300از سال .) شكل مواجه نشدندشود، مصريان با اين م

بجاي جاهاي خالي قرار معرفي شد تا  "جدا كننده"نام ب  يا  شكله جديدي ب
 84ترتيب عدد  بدين. گرفته و نشان دهنده فضاي خالي بين دو رقم در داخل يك عدد باشد

  :شد شكل نشان داده ميكه دومي بدين  قابل تشخيص بود چرا 3624راحتي از عدد ه ب
  

  
  

سردرگمي پايان نيافت، زيرا نماد جدا كننده بابليان تنها در ميانه عدد مورد استفاده 
گرفت و هنوز هيچ نمادي براي نمايش فقدان رقم در پايان يك عدد وجود  قرار مي
ميلادي بطلميوس، ستاره شناس اهل اسكندريه، شروع به  150در حدود سال . نداشت
شبيه به عدد صفر ما نه فقط در ميانه اعداد بلكه در انتهاي  22اوميكرونه كردن از استفاد

مدركي در ). است هيچبه معناي  oυδενاولين حرف از كلمه يوناني  ο( ها نمود  آن
عنوان يك عدد در نظرگرفته باشد  نهايي بهرا ت οدست نيست كه نشان دهد بطلميوس 

  .كه بتواند با ساير اعداد وارد محاسبات شود
فقدان نماد صفر در انتهاي اعداد به معناي اين بود كه هيچ راهي وجود نداشت كه 

است يا  602يا  60ترين ارزش مكاني يك واحد است، مضربي از  بتوان گفت آيا كم

1حتي مضربي از 
) در خط ميخي، ( 224مقدار نماد . است 60

  توانست برابر با مي
144=24+60×2  

  اما تفاسير ديگر از آن . باشد

                                                 
٢٢. omicron 
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8640=60×24+602×2  
  معني كسر بگيريم برابر با يا اگر به

+ =24 22 260 5  
  .خواهد بودنيز 

. ت نيافتندرو بابليان باستان هيچگاه به يك دستگاه ارزش مكاني كامل دس از اين
ها ترتيب نسبي ارقام را بيان كرده و متن فقط بزرگي اعداد نوشته شده  نمايش عددي آن
اين بزرگي مبنا معمولاً مقدار عددي مورد نظر را . كرد تايي را تعيين مي با دستگاه شصت

 "نقطه ويرگول"براي حل اين نقيصه اجازه دهيد از اين پس از يك . كرد مشخص مي
هاي مكاني  ن اعداد صحيح از كسرها استفاده كرده و بقيه جايگاهبراي جدا كرد

 و 3,0,25;30 با اين توافق. از يكديگر جدا كنيم "ويرگول"تايي را با  شصت
  :ترتيب به شكل زير در خواهند آمد به 0,25;30,3

,× + × + + =30 1225 60 0 60 3 9000360 2  
  و

.× + + + =2
3 30 725 60 0 1500
60 12060

  
  

يرگول هيچ معادلي در خط ميخي اوليه دقت كنيد كه نه نقطه ويرگول و نه و
  .نداشتند

ها پيش مطرح شده، در طي زمان  تايي مدت اين سؤال كه چگونه دستگاه شصت
از اسكندريه كه از مفسران » 23تئون«به قول . في به آن داده شده استهاي مختل جواب

ي بود ترين عدد در ميان اعداد ترين گزينه بود زيرا كوچك مناسب 60قرن چهارم بود، 
 نظر به. ها را داشت و بنابراين كار كردن با آن راحت بود كه بيشترين تعداد مقسوم عليه

، 3، 2تعداد زيادي مقسوم عليه مناسب يعني  60رسد منظور تئون اين باشد كه چون  مي
شد به  كمك آن بسياري از كسرها را مي داشت، به 30و  20، 15، 12، 10، 6، 5، 4

1ثلاَ م. راحتي نمايش داد
1و  2

1و  3
  .15و  20، 30وسيله اعداد صحيح  هب 4

                                                 
23. Theon 
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=0; 30و  =1 30
2 60  

=0;20و  =1 20
3 60  

.15;0= =1 15
4 60  

  
ت اعداد متناهي صور مانده داشت به باقي، 60ها بر  تقسيم آن كسرهايي كه حاصل

نتيجه اين كار . آمد مي شدند، بنابراين هر عدد به شكل يك عدد صحيح در گرد مي
ها تمام كسرها  آن. رسيدن به سهولتي در محاسبه بود كه از دست مصريان در رفته بود

  .دادند تقليل مي 1را به مجموع كسرهايي با صورت 
گرفتند؛ نظريه  ي در نظر ميتاي را براي دستگاه شصت "طبيعي"اي  ديگران ريشه

 360روز در نظر گرفته و ابتدا مبناي بالايي از  360ها اين بود كه بابليان اوليه سال را  آن
ترين توجيه اين باشد كه  اما شايد قانع كننده. تقليل يافت 60را برگزيدند كه بعدها به 

با (تايي را  6دهي و ديگري دستگاه  از تركيب دو ملت كه يكي دستگاه ده 60عدد 
دهي منطقي  ريشه دستگاه ده. (آورده بود، حاصل شده) 3و  2امتياز قابل تقسيم بودن بر 

يعني انگشتان دست و  –ها از يك چرتكه طبيعي نيست بلكه تشريحي است؛ انسان
  .)برخوردارند –پايشان

مزاياي دستگاه ارزش مكاني بابليان بر دستگاه محاسباتي جمعي مصريان با 
واحد چنان آشكار بود كه اين شيوه به ابزار اصلي محاسبه در ميان كسرهاي 

كاربرد كامل اين نمادهاي عددي را در اثر برجسته بطلميوس . شناسان بدل شد ستاره
بعدها اعراب اين دستگاه را . كنيم مشاهده مي 24مگال سينتاكسيس» مجموعه بزرگ«بنام 

آنچنان  المجست. قل كردندبه غرب منت 25المجست»  ترين بزرگ«با نام عجيب 
الشعاع قرار داد كه تا زمان كوپرنيك، كتاب اصلي  هاي پيش از خود را تحت دستگاه
 هاي اوليه اعلام كرد كه به بطلميوس در يكي از فصل. شد شناسي محسوب مي ستاره

منظور پرهيز از دردسرهاي كسرهاي مصري، تمام محاسبات خود را با دستگاه 
  .اهد دادتايي انجام خو شصت

                                                 
24. Megal Syntaxis 
25. Almagest 
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  مسائل 5- 1
 .هريك از اعداد زير را با نماد خط ميخي بابلي بيان كنيد

  1000) الف
  10000,) ب
  100000,) ج
  1234) د
12,) ه 345  
123,) و 456  
 .هريك از نمادهاي زير را به عددي در دستگاه خودمان تبديل كنيد. 2

  ) الف

  
   )ب
  
  ) ج
 
1كسرهاي . 3

6 ،1
9 ،1

5 ،1
24 ،1

5و  40
 .تايي بيان كنيد شصت را در نماد 12

  .تبديل كنيد تايي به دستگاه خودمان اين اعداد را از نماد شصت. 4
  45,23,1) الف
  45,3,12 )ب
  45,3,12,0 )ج
  45,23,1 )د

تايي در  قانوني ساده براي ضرب هر عدد شصت. ضرب كنيد 60را در  6,45,3,12 عدد
 .بيان كنيد 602 و در 60
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  فصل دوم

  
  

  هاي نخستين رياضيات در تمدن

  
  

  دومهاي آموزشي فصل  هدف
  كلي  هدف) الف

هاي نخستين از جمله مصر  هدف كلي از ارائه اين فصل آشنايي با رياضيات در تمدن
  .باشد مي
  هاي آموزشي هدف) ب

  :دانشجو پس از مطالعه و فراگيري اين فصل بايد
روس رايند ثبت شده است، آشنا شده و اي كه در پاپي با عمل ضرب به طريقه •

 .قادر به ضرب دو عدد به آن روش باشد

 .قادر به تقسيم دو عدد به روش ضرب مصري باشد •

مطابق با آنچه در پاپيروس رايند آمده بتواند كسري را به كسرهاي واحد  •
 .تجربه كند

 .قادر به حل برخي از مسائل هندسي پاپيروس رايند باشد •

 .پاپيروس رايند را بداند چهار مسأله معروف •

با هندسه مصري جهت تخمين مساحت دايره و حجم هرم بريده آشنا شده  •
 .باشد

 .كاربرد بابليان از قضيه فيثاغورس را بداند •

  .قادر به حل مسائل آخر هر بخش باشد •
  26پاپيروس رايند 1- 2

                                                 
26. The Rhind Papyrus 
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 پاپيروس رياضيات مصري 1-1- 2

ترين علوم محض است كه دائماً  ديميشناسي، رياضيات جزء ق ستاره ءجزه احتمالاً ب
ايم كه در رياضيات  خيلي اوقات شنيده. سرچشمه آن نامشخص است. دنبال شده است

اما خود يونانيان نظر ديگري راجع به مكان آغاز . شوند ها به يونان ختم مي تمام راه
ها توسط ارسطو مطرح شده كه در كتاب فلسفه  يكي از نظريه. رياضيات دارند

علوم رياضي از همسايگي مصر سرچشمه گرفته زيرا ": است  الطبيعه خود نوشته اءماور
اين حرف تا حدي صحت دارد زيرا  ".طبقه كشيشان، رفاه و فراغت داشتند آنجادر 

هاي رياضي در عصري رخ دادند كه يك طبقه فارغ و مرفه زمان  پيشرفت چشمگيرترين
تر آن است كه رياضيات  اي معمولي ظريهن. دادند خود را به جستجوي علم اختصاص مي

مصريان براي معاملات و تجارت . است به خاطر نيازهاي عملي و كاربردي پديد آمده
ها، حساب كردن  روزمره، و همچنين دولت براي تعيين ماليات، محاسبه بهره وام

قوانين ساده . تهيه كردن يك تقويم مناسب، به محاسبه احتياج داشت دستمزدها، و
. شدند كار گرفته مي هدسه براي تعيين مرزهاي مزارع و محتواي انبارهاي غله بهن

 نيل توانيم هندسه را هديه دوم همانطور كه هرودوت، مصر را هديه نيل ناميد، ما مي
شد كه محاسبان ماليات ميزان زمين  هاي ساليانه دره نيل، لازم مي چرا كه با طغيان. بناميم

 27اين ديدگاه مفسر يوناني با نام پروكلوس. رفته را معين كنند آمده يا از دست دست  به
» تفسيري بر اولين كتاب عناصر اقليدس«است كه كتابش با نام ) ميلادي 410- 485(

  :منبع ارزشمند اطلاعات ما در مورد هندسه پيش از اقليدس است
گيري  براساس بيشتر نظرات، هندسه ابتدا در ميان مصريان و براي اندازه

هاي نيل به  ها لازم بود زيرا طغيان اين كار براي آن. هايشان پيدا شد مينز
  .شد نابودي مرزهاي ميان املاك شان منجر مي

بيشتر دانش ما از نظام رياضيات در مصر از دو منبع بزرگ پاپيروس كه هركدام        
 – 28شكفپاپيروس رايند و پاپيروس گولني –شوند با نام مالك پيشين خود شناخته مي

شود زيرا در موزه  مورد دوم گاهي با نام پاپيروس مسكو شناخته مي. آمده دست به
توسط يك  1858پاپيروس رايند در سال . شود هنرهاي زيباي مسكو نگهداري مي

مصر خريداري شد كه او بعداً طي وصيت  30در لوكسور 29هنري رايند. اسكاتلندي بنام ا
                                                 

27. Proclus  
28. Golenischev 
29. A. Henry Rhind 
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با تضعيف وضع سلامتي اين وكيل جوان، او . واگذار كرداش آن را به موزه بريتانيا  نامه
شناس شد و در حفاري  باستان آنجاتر مصر نقل مكان كرد و در  به اقليم معتدل

هاي  در ويرانه 31گويند اين پاپيروس در شهر تبس مي. هاي بتان تخصص يافت مقبره
  .است  پيدا شده 32ساختمان كوچكي در نزديكي رامسيوم

با » 33اهمس«پيش از ميلاد توسط كاتبي بنام  1650رايند در حدود سال  پاپيروس       
رسيد با قلم  نظر مي نوعي نگارش شكسته هيروگليفي كه به(خط مقدس نوشته شده بود 

 18اگرچه اين پاپيروس در اصل يك طومار با طول تقريبي ). و جوهر نوشته شده بود
ا رسيد دو قسمت شده و بخش مركزي آن اينچ بود، اما وقتي به موزه بريتاني 13فوت و 

دو نقل قول وجود دارد، يكي اينكه احتمالاً اين طومار در موقع باز كردن . ناپديد شد
توسط شخصي كه از مهارت كار كردن با چنين اسناد حساسي برخوردار نبوده پاره شده 

در . دو يا آنكه اين سند توسط دو نفر پيدا شده بوده كه آن را با هم قسمت كردن
رسيد كه بخش كليدي پاپيروس مذكور براي هميشه از دست رفته، تا  نظر مي هرحال به

حدود . دهند اتفاق افتاد شناسي رخ مي آنكه يكي از اتفاقات شانسي كه گاهي در باستان
چهار سال پس از آنكه پاپيروس توسط رايند خريداري شد، مصرشناس آمريكايي، 

بعداً . كرد يك پاپيروس پزشكي است فروخت مي ادوين اسميت، چيزي را كه فكر
هاي  هايي از پاپيروس معلوم شد كه اين پاپيروس تقلبي است زيرا از چسباندن قسمت

) 1906در سال (با مرگ اسميت . ديگر بر روي يك طومار قلابي درست شده بود
د و سپرده ش "جامعه تاريخي نيويورك"كلكسيون او متشكل از آثار باستاني مصر، به 

هاي چسبانده شده بر روي طومار قلابي در واقع به  معلوم شد كه تكه 1922در سال 
هاي  رمزگشايي اين پاپيروس زماني كامل شد كه تكه. است پاپيروس رايند تعلق داشته

رايند در زمان . گم شده به موزه بريتانيا آورده شده و در جاي مناسب خود قرار گرفتند
ت نوشته چرمي كوچك، طومار چرمي رياضيات مصر، را خريد پاپيروس خود يك دس

سال بعد از  60خاطر شرايط بسيار شكننده اين سند، تا بيش از ه نيز خريداري كرد؛ اما ب
  .آن، هيچ كس قادر به بررسي آن نبود

                                                                                                                   
30. Luxor 
31. Thebes 
32. Ramesseum 
33. Ahmes 
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  حساب مصري 2- 2
  ضرب مصري باستان 2-2-1

 85حال،   با اين. بود مانده در پاپيروس رايند چگونگي ضرب و تقسيم تنها رازهاي باقي
دانان مصري  مسأله موجود در آن به ما يك ايده شفاف و زيبايي از شخصيت رياضي

بود، يعني ضرب و تقسيم را با انجام تكرار  "جمعي"حساب مصري اساساً  .دهد مي
ضرب دو عدد با مضاعف كردن يكي از آن اعداد و سپس . دادند عمل جمع انجام مي

، فرض 71در  19براي نمونه، براي يافتن ضرب . شد د انجام ميبا جمع كردن آن اعدا
  :با مضاعف كردن داريم. باشد 71كنيم مضروب  مي

71              1  
142            2  
284            4  
568           8  

1136         16  
  

تر از  گآيد كه بزر مي دست به 71زيرا در مرحله يعدي ضريبي از . كنيم اينجا توقف مي
گذاريم تا مشخص شود كه  كنار اين ضرايب علامت مي. 19=1+2+16زيرا . است 19
  :شود صورت زير مي به 71در  19ي ضرب  مسأله. ها را بايد با هم جمع كنيم آن
  

71               1 �   
142             2 �   
284             4       
568            8       

1136          16 �  
                   19           1349مجموع  

دانان  شان علامت خورده است، رياضي با جمع اعداد ستون سمت راست كه مقابل
  :صورت به اين. آوردند مي دست به، را 1349مصري جواب مورد نظر، 
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71×19=71)16+2+1=(1136+142+71=1349  
  

  :آمد صورت زير درمي كار به كرديم، را ضريب انتخاب مي 71را مضروب و  19اگر عدد 
  

19            1 �   
38            2 �   
76            4 �   

152          8       
304          16     
608          32     
1216         64 �  

                  71         1349مجموع   
  

  .آيد مي دست به 1349، دوباره عدد 19اينك با جمع مضارب . 71=1+2+4+64زيرا 
باشد زيرا هر عدد  اين روش ضرب كردن با مضاعف كردن و جمع كردن كارا مي       

نوشت، يعني  2هاي متمايز  صورت مجموعي از توان توان به را مي) مثبت(صحيح 
, صورت مجموعي از جملات دنباله به , , , , ,...1 2 4 8 16   .نوشت 32

طوري كه  صورت ضرب در وارون توصيف شود، به بايست به تقسيم مصري مي       
، 7بر  91براي نمونه براي تقسيم . شود تا مقسوم را بدهد عليه مكرراً مضاعف مي مقسوم

 دست به 7اين عدد با دوباره مضاعف كردن . x7=91بودند كه xدنبال عددي مانند ه ب
  :صورت زير است روند كار به. حاصل گردد 91جموع كه م آيد تا جايي مي

� 7                 1  
  14                2  
� 28                4   
� 56                8     

          13               91مجموع                                 
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شده را با هم جمع    زده د علامتمتناظر با اعدا 2هاي  ، توان7+28+56=91با يافتن        
مزيتي كه . آيد مي دست بهقسمت مورد نظر  صورت خارج ، در اين1+4+8=13: كنيم مي

  .عنوان عملي جديد ظاهر نشد فرآيند تقسيم مصري دربر داشت اين بود كه تقسيم به
كه تقسيم كردن همواره به سادگي مثالي كه مطرح كرديم نبود، مجبور  آنجااز        

، را  8عليه، يعني  م ، ابتدا مقسو 8بر  35براي تقسيم مثلاً . شدند كسرها را معرفي كنند
سپس . كرد ، تجاوز مي35كه عدد بعدي از مقسوم، يعني  كردند تا جايي مضاعف مي

محاسبات . مانده كامل گردد كردند تا باقي عليه مي شروع به نصف كردن مقسوم
  :صورت زير خواهد بود به
  

8  1  
16  2  
� 32  4  

4  1
2

  
2  1

4
  

1  1
8

  
+  35   مجموع  +1 14

4 8 
  

. است 35-32=3بنابراين آنچه كم است برابر . آيد مي دست به 32، 16با مضاعف كردن 
است كه اگر يك چهارم و  1برابر  2و بالاخره نصف  2برابر  4، نصف 4برابر  8نصف 

لذا خارج قسمت . آيد مي دست به، 3يك هشتم را جمع كنيم عدد مورد نيازمان، يعني 

+نظر عبارت است  مورد +1 14
4 8

.  
شد كه به خاطر  دان مصري در محاسبه با كسرها با مشكلاتي روبرو مي رياضي       

2 امتناع از به تصوير كشيدن كسرهايي شبيه به
5

ها  تنها كسرهايي كه با آن .بود 

توانستند عمليات انجام دهند كسرهاي واحد بود، يعني كسرهايي به شكل  مي
n

كه در  1
مصريان يك كسر واحد را با قرار دادن يك بيضي كشيده . يك عدد طبيعي است nآن 
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1لذا . دادند ليفي كه در مخرج بايد بيايد نشان ميروي عدد هيروگ
4

صورت  به 
|

|

|

|O و يا  

1
100

صورت  به 
O
9 2در مورد عدد . شد نوشته مي 

3
 استثناً از نماد خاصي به شكل 

نحوي به مجموع كسرهاي واحد با   بايست به كسرها مي شد و تمام ستفاده ميا

6بنابراين، براي نمونه . شدند هاي متفاوت تجزيه مي مخرج
7

  صورت به 
  

= + + +6 1 1 1 1
7 2 4 14 28

  
  

6دانيم كه  البته مي. شد نمايش داده مي
7

   صورت توان به را مي 
  

= + + + + +6 1 1 1 1 1 1
7 7 7 7 7 7 7

  
  

كردند كه اين نمايش هم پوچ است و هم متناقض با  اما مصريان فكر مي. نيز نوشت
توانست يك  در چشم آنان يك و فقط يك بخش از هر چيزي مي .ي نوشتارشان نحوه

6احتمالاً كاتبان نسخ تاريخي كسري واحد و معادل براي . هفتم آن چيز باشد
7

به  
  :يافتند مي 7بر  6لي روش تقسيم معمو

  
7  1  

�
1
2

+3  1
2

  

�
1
4

+1
2

+1  1
4

  
  

1  
1
7

  

�
1
2

  1
14

  

�
1
4

  1
28

  
  

+  6مجموع          + +1 1 1 1
2 4 14 28 
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  واحد هايجدول كسر 2-2-2
عنوان رفرنس مورد  هايي به كسرهاي واحد، جداولي به منظور تسهيل در چنين تجزيه  به

در ابتداي پاپيروس رايند چنين . ممكن بودها غير بود زيرا به خطر سپردن آننياز 
 101و  5و مخرج يك عدد فرد بين  2آن كسرهاي با مخرج جدولي وجود دارد كه در 

 فوتي طومار را اشغال كرده 18اين جدول كه در حدود يك سوم طول . اند تفكيك شده
است، يكي از با   مان رسيده دست كنون بههاي مصر باستان كه تا است در بين پاپيروس

كند كه چه  يان ميابتدا كاتب اين نسخه خطي ب. باشد ترين جداول حساب مي ارزش
كند كه  است، سپس با ضرب معمولي ثابت مي را انتخاب كرده n/2اي از  تجزيه

به اين شكل كه او عبارت مورد نظر را در عدد صحيح فرد . است انتخابش درست بوده
n ي كه بتوان در هيچ جايي هيچ اطلاع مختصر. حاصل شود 2كند تا  ضرب مي
  .وجود ندارد ،رفته براي دستيابي به اين تجزيه برد كار هآن پي به تكنيك ب وسيله هب

  :قسمت باشد از قانون كلي زير برخوردارند قابل 3هايشان بر  كه مخرج n/2كسرهاي 

k k k
= +2 1 1

3 2 6
  

  

2اي از آن كسر  نمونه
15

kدر حالتي كه (است   =   صورت كه به) است 5

= +2 1 1
15 10 30

  
  

)/صورت  اگر كسرهايي كه به .شود مي نوشته )k2 هستند را كنار بگذاريم مابقي  3
  :شود صورت زير مي به n/2جدول 

دانان سعي كردند روشي را  د رياضياز زماني كه اولين ترجمه براي پاپيروس انجام ش
مثلاً چرا در . است را دريابند كار بسته هكه كاتب اين نسخه خطي در تهيه اين جدول ب

nهاي مختلف به كسرهاي واحد، براي  بين تحويل   ، تجزيه19=

= + +2 1 1 1
19 12 76 114

  
  بجاي

= + +2 1 1 1
19 12 57 228

  
  .شخصي كه تمام نتايج جدول را شامل گردد وجود نداردانتخاب شده است؟ قانون م
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= + = + +

= + = +

= + = + +

= + + = + + +

= + + = +

= + + = + +

= + = + +

2 1 1 2 1 1 1
5 3 15 53 30 318 795
2 1 1 2 1 1
7 4 28 55 30 330
2 1 1 2 1 1 1
11 6 66 59 36 236 531
2 1 1 1 2 1 1 1 1

13 8 52 104 61 40 244 488 610
2 1 1 1 2 1 1

17 12 51 68 65 39 195
2 1 1 1 2 1 1 1

19 12 76 114 67 40 335 536
2 1 1 2 2 1 1

23 12 276 71 40 568 710

= + = + + +

= + + + = +

= + + + = + + +

= + = + + +

= + + = +

= + + = +

2 1 1 2 1 1 1 1
25 15 75 73 60 219 292 365
2 1 1 1 1 2 1 1
29 24 58 174 232 77 44 308
2 1 1 1 1 2 1 1 1 1
29 24 58 174 232 79 60 237 316 790
2 1 1 2 1 1 1 1
35 30 42 83 60 332 415 498
2 1 1 1 2 1 1
37 24 111 296 85 51 255
2 1 1 1 2 1 1
41 24 246 328 89 60 356

+ +

= + + + = +

= + + = + +

= + = + +

= + = + + +

1 1
534 890

2 1 1 1 1 2 1 1
43 42 86 129 301 91 70 130
2 1 1 1 2 1 1 1

47 30 141 470 95 60 380 570
2 1 1 2 1 1 1
49 28 196 97 56 679 776
2 1 1 2 1 1 1 1
49 28 196 101 101 202 303 606
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صورت زير نمايش داده  به ،است 101بر  2آخرين سطر در جدول كه مربوط به تقسيم 
  :شود مي

= + + +2 1 1 1 1
101 101 202 303 606

  
  

2اين تنها راه ممكن براي تجزيه 
101

هاي  حد متفاوت با مخرجبه بيش از چهار كسر وا 
  حالتي خاص از فرمول كلي  مورد اين. است 1000كمتر از 

n n n n n
= + + +2 1 1 1 1

2 3 6
  

  

ها با چهار جمله در  n/2توان جدولي جديد براي تمام  كمك فرمول بالا مي به. است
  :تجزيه توليد كرد

= + + +

= + + +

= + + +

= + + +

2 1 1 1 1
3 3 6 9 18
2 1 1 1 1
5 5 10 15 130
2 1 1 1 1
7 7 14 21 42
2 1 1 1 1
9 9 18 27 54

  

  
ها را نپذيرفته و   كاتب از اين موضوع باخبر بوده، اين تجزيههر چند كه احتمالاً       

2 در آخرين سطر مربوط به ءجزه ب(ثبت نكرده  يجا در جدول هيچ
101

، چرا كه خيلي )
، )در عصر جديد(حتي در ذهن ما . است در دسترس موجود بوده "تر ساده"هاي  تجزيه

ه خطي اصول مشخصي را در تهيه ليستش دنبال آيد كه كاتب اين نسخ نظر مي به
  :ايم كه ما متوجه شده. است كرده مي
  .استفاده شود 1000كمتر از  هاي مخرجاز شد  ترجيح داده مي .1
همچنين تعدادشان بيشتر از . تر باشند بهتر است كوچكهر چه كسرهاي واحد  .2

 .چهارتا نيست
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ي  ، بخصوص در جملههاي فرد بودند تر از مخرج هاي زوج حتي مطلوب مخرج .3
 . ابتدايي

 .برابر هم نبودند مخرجآمدند و هيچ دو ها ابتدا مي ترين مخرج كوچك .4

  .بودند، مشخص نيستكه چرا اين احكام انتخاب شده اين
  
  چهار مسأله از پاپيروس رايند 3- 2
  روش جاگذاري كاذب 2-3-1

اً با جمع كسرهاي اين مسائل غالب. است "تكميلي"پاپيروس رايند شامل تعدادي مسأله 
. شود مي 1اند كه جمعشان برابر  واحد شروع شده و بيشتر به دنبال كسرهاي واحدي

2+در مورد تكميل كردن جمع  22مثلاً مسأله  1
3 30

 گردد 1كه مجموع طوري  به ،
در واقع با نماد جديد، كاتب اين نسخه خطي محاسبات را چنين نمايش . پرسد مي
انتخاب شود و سپس كسرهاي واحد  Nه ابتدا بايد يك عدد مناسب دهد ك مي

/ ,..., / kn n11   :چنان انتخاب گردند كه در معادله زير صدق كنند 1

...
k

N N
n n

 
+ + + + = 

 1

2 1 1 1
3 30

  
  

 30ساوي م Nبا گرفتن . شود مي 1شده در بالا بايد برابر  لذا مجموع نشان داده
  شود كه ملاحظه مي) شده هاي داده مخرج مشترك مخرج(

 + = + = 
 

2 1 30 20 1 21
3 30

  
  

  اما. تا كمتر است 9، 30كه از عدد مورد نظرمان، يعني 
 + = + = 
 

1 1 30 6 3 9
5 10

  

  :آيد مي دست بهبا جمع دو معادله 
 + + + = 
 

2 1 1 1 30 30
3 30 5 10

  
  

  :و لذا مجموع تكميل شده مورد نظر عبارت است از
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+ + + =2 1 1 1 1
3 30 5 10

 
  

محبوب  يها وهياز ش يكيبه  انيياز اروپا شيپ ،يكم در حد مبتد دست انيمصر       
از اعراب،  يريگپس از فرا وهياين ش. افتندي، دست بكاذ يجاگذار يعني ،يقرون وسط

 يبوناچيف )1202( 34يآباچ بريل ي اروپاييان ازاضيبرجسته متون ر يها يژگياز و يكيبه 
قانون از آثار  ي،جبر ييبا توسعه نمادگرا. قرن شانزدهم بدل شد اتياضيته تا رگرف

. ميكن ياشاره م يآباچ بريلبرگرفته شده از  يبه مثال ريدر ز. تر رخت بر بست شرفتهيپ
 1 عدد 5 يها را با بها و آن دهيخر ناريد 1 عدد 7 متيتخم مرغ با ق يتعداد يمرد

او چقدر پول : ستا نيال اؤس. برد يم دسو ناريد 19 بيترت نيفروشد، و بد يم ناريد
  .نشان داد زير توان با معادله يله را مأمس نيا يصورت جبر هكرده؟ ب يگذار هيسرما

.x
x− =7 19

5
 

×: بجاي مجهول خواهيم داشت 5در جاگذاري كاذب با فرض         − =7 5 5 2
5

اين . 
كه   طور شود همان مربوط مي 19اين به ( "بود مي 19شبيه "، در زبان رساي فيبوناچي 2

چون ). عددي است كه دنبالش بوديم 5  = 
 

192 19
2

  ، جواب صحيح عبارت است از 
  

x
 = = 
 

19 15 47
2 2

 

صورت  همقدار مجهول ب يبرا يبوناچيكه عدد مطرح شده توسط ف ديكن توجه       
كسر باشد، عدد فرض شده  كيمقدار مجهول  بيضر يقتو ؛نشده دهيبرگز يارياخت
 .مجهول، مخرج آن كسرخواهد بود يبرا

؛ شد ميزده  يكه طبق آن حدس ملاحظه كرديمكاذب را  يقانون جاگذار نجايتا ا       
مربوط به هر  يو توجه به خطاها شيوجود داشت كه مستلزم انجام دو آزما يرياما متغ

 زيكاذب دوگانه ن يآن را جاگذار يكه گاه رينون دست و پاگقا نيا. ها بود آن از كي
 .داد حيتوض ريبه شكل ز نتوا يخوانند، را م يم

                                                 
34. Liber Abaci 
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axبراي حل معادله         b+ و  xدو حدس براي مجهول  g2و  g1، فرض كنيم 0=
f1  وf2  مقاديرag b+1  وag b+2 برابر صفر  باشد،ها درست  باشند كه اگر حدس

  داريم. شوند مي

)1                                       (ag b f+ =1 1    
  

)2          (                            ag b f+ =2 2      
  

  :با كم كردن طرفين خواهيم داشت
 

)3                                  (( )a g g f f− = −1 2 1 2                
  

  :آوريم مي دست به g1در ) 2(و معادله  g2در ) 1(با ضرب معادله 

ag g bg f g+ =1 2 2 1 2  
ag g bg f g+ =2 1 1 2 1  

  

  :شود دو معادله اخير را كه از هم كم كنيم، نتيجه مي
  

)4                                  (( )b g g f g f g− = −2 1 1 2 2 1                  
  

  :داريم) 3(بر معادله ) 4(ا تقسيم معادله ب
−− =
−

1 2 2 1

1 2

f g f gb

a f f
  

  

x/اما چون  b a=   برابر خواهد بود با x، مقدار −
f g f g

x
f f

−
=

−
1 2 2 1

1 2
  

  

axدر عبارت  xطور خلاصه، دو مقدار كاذب براي  به        b+ قرار داديم و با  0=
axآوردن جواب معادله  دست بهاين دو آزمايش قادر به  b+   .شديم 0=

  مثلاً معادله. ي مشخص شدن كار، بهتر است به يك مثال واقعي بپردازيمبرا
x

x + =19
7
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  يا معادلاً    
x

x + − =19 0
7

 
  

gزنيم، مثلاً  مي xدو حدس براي مقدار . نظر بگيريد را در =1 gو  7 =2   سپس . 14

 f+ − = − = 2
1414 19 3
7

      
  و     

  f+ − = − = 1
77 19 11
7

 

  برابر است با xدر نتيجه مقدار واقعي 
( ) ( )

( ) ( )

f g f g
x

f f

− − − −= = = = + +
− − − −

1 2 2 1

1 2

11 14 3 7 133 1 116
11 3 8 2 8

  

  
  يك مسأله كنجكاوانه 2-3-2
را ابتدا  "به يك عدد فكر كن" معروف به 28ي  مسأله. گرديم به پاپيروس رايند ميبر

با افزودن كمي جزئيات براي روشن  امروزيرا به زبان  35بيان و سپس راه حل اهمس
  .كنيم شدن مطلب مرور مي

2به يك عدد فكر كن و  :مثال
3

1. اين عدد را به خودش اضافه كن 
3

از اين مقدار را از  

1سپس . است بوده 10مجموع كم كن و بگو جوابت چيست؟ فرض كنيم جواب 
10

از  
اين همان عددي است كه از ابتدا . آيد دست مي به 9صورت  را كم كن، در اين 10

  .بوديد انتخاب كرده

2باشد،  9اگر عدد ابتدايي برابر  .حل       
3

 15شود كه پس از افزودن  مي 6آن  

1حال . گردد حاصل مي
3

در  .آيد مي دست به 10 ؛كنيم از آن كم مياست را  5كه  15از  
  .كنيد واقع شما به همين شكل عمل مي

  :دهد در اينجا كاتب واقعاً تساوي جبري زير را نشان مي

                                                 
35. Ahmes  
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n n n n
n n n n n

        + − + − + − + =        
        

2 1 2 1 2 1 2
3 3 3 10 3 3 3

 

  

nكه يك مثال ساده آن  =   .است 9
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

    
  )موزه بريتانيا( رايندقسمتي از پاپيروس 

  
ها است كه  ي جالب از داده خيلي مختصر است و شامل يك مجموعه 79مسأله        

  :ارتباط با مجموع يك سري هندسي نباشد آيد بي مي نظر به
  7                              اسب                   

  49                          گربه                      
  1                   2801                    343                         موش                     

  2                   5602                   2401                      دسته گندم                 
16,       )گيري غلات واحد اندازه( 36هكات 807               ,11 204                  4  

                                                                                            
19, : مجموع                                     19,:  مجموع    607 607  

                                                 
36. Hekat  
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در سمت . را با جمع واقعي داريم 75و  74، 73، 72، 7در سمت راست مجموع        
است كه نحوه ضرب كردن با  داده شده 7×2801صورت  چپ مجموع همان سري به

) چون. همان روش معمول تكرار است ) ( )/= − −52801 7 1 7   ، نتيجه زير1
 −× = = + + + + 
 − 

5
2 3 4 57 17 2801 7 7 7 7 7 7

7 1
  

  

جمله سري  nاز  nSع دقيقاً همان چيزي است كه با جايگذاري در فرمول مجمو
  هندسي

...
n

n
n

r
S a ar ar ar a

r
− −= + + + + =

−
2 1 1

1
  

  .آيد مي دست به
aدر بالا توجه داريم كه ( r= = nو  7 =  ايآسؤالي كه مطرح است اين است كه .) 5

 يبرا يآشنا بودند؟ مدرك محكم ،تر موارد ساده يبرا يحت ،يفرمول نيبا چن انيمصر
صورت  نيبد يزيمورد نظر، چ تيتر از ن قابل قبول ريتفس كي. مسأله وجود ندارد نيا

كه در هر كدام هفت گربه وجود دارد؛ هر گربه هفت  ميهفت خانه دار": خواهد بود
به خورد؛ و هر دسته گندم قادر  ميكشد؛ هر موش هفت دسته گندم را  يموش را م

 شده توانسته ذخيره ميچقدر غله  بيترت  نيبد. باشد ميمحصول  هكاتفت ه توليد
خانه، گربه، موش، دسته گندم، ": شكل مطرح كرد نيال را به اؤتوان س يم اي "؟باشد
  "وجود داشته؟ نهايمجموعاً چندتا از ا – )به هكات(غله  ميزان

هفت را با  يهاانتو سري ازهمان  يبوناچيمس، فهسال پس از ا 3000حدود        
 .مطرح نمود يآباچ بريلدر كتاب  عبارت بيشتر كي

 
  هفت پيرزن در راه رم هستند؛

  هر زن هفت قاطر دارد؛
  كند؛هر قاطر هفت توبره را حمل مي

  هر توبره محتوي هفت قرص نان است؛
  با هر قرص نان هفت چاقو همراه است؛

  .هر چاقو در هفت غلاف نهاده شده
 مجموع چيست؟
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 .دانداز يم يميقد يسيكودكانه انگل شعر كي اديهمراه با عدد هفت، ما را به  بيترك نيا

  

  وقتي در راه سنت ايوز بودم؛
  مردي را با هفت زن ملاقات نمودم؛

  هر زن هفت تا توبره داشت؛
  هر توبره هفت تا گربه داشت؛
  هر گربه هفت تا بچه داشت؛

  ها، ها و زن ها، توبره ها، گربه بچه گربه
 چند تا راهي سنت ايوز بودند؟

 
 يسطرها اما در .گردد محاسبه مي يهندس سري از يك يك مجموع ز،ين نجايا در       

 يدگيچيپ كه يدر حال. خورد يچشم مه ب يصورت شوخ هجمله ب كي ،اول و آخرشعر
صورت يك  كه بهاست،  37يساكسون -اختراع آنلگو كيشعر احتمالاً  نيآور ا شگفت
 .تمانده اس يها باق ول قرندر طمسأله 

 يجامعه كشاورز كيعمده  يها ينگران انگريكه ب ريز يبا دعا ديانر روسيپاپ       
  :ابدي ياست، خاتمه م

به : را نابود كن يهرز سم يها علف ر،يرا بگ يجانوران موذ ها و موش "
گرما، باد، و آب فراوان دعا كن يبرا 38را درگاه خداوند."  

  
در اساطير، ادعيه، اشعار و روايات گذشته مكرر تكرار شده و  7دد ع. پرسش فلسفي

  چرا؟... مانند هفت آسمان، هفت روز هفته و . مورد استفاده قرار گرفته است
 
  مسائل 4- 2
 :دست آوريد ههاي زير را ب ضرب به روش مصري مضاعف كردن، حاصل. 1

  18×25) الف
  26×33) ب
  85×12) ج

                                                 
37. Anglo- Saxon 
38. God Ra 
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 105×59) د

 :آوريد دست بههاي زير را  تقسيم مصري، حاصلبه روش ضرب . 2

184÷ )الف 8  

19÷ )ب 8   
47÷) ج 9  
1060÷) د 12  
61÷ )ه 81  
 .كنيدهاي زير از ضرب به روش مصري استفاده  براي محاسبه ضرب. 3

) الف + + 
 

1 111 37
2 8

  

) ب  + + + +  
  

1 1 1 11 9
2 4 2 4

  

) ج  + + +  
  

1 1 12 1
4 2 4  

1ضرب  ثابت كنيد حاصل) لفا. 4
14

+در   +1 11
2 4

1برابر است با  
18

از  12مسأله ( 
 ).پاپيروس رايند

1+ضرب  ثابت كنيد حاصل) ب 1
32 224

+در   +1 11
2 4

1برابر  
16

  .است 

2+خواهد مقداري را بيابد كه  پاپيروس رايند از خواننده مي 30مسأله . 5 1
3 10

آن برابر  
 اين كار را همانند روش مصريان انجام دهيد ابتدا با تأييد تساوي . شود 10

 + = + 
 

2 1 2913 9
3 10 30

  

2+و سپس يافتن عددي كه وقتي در  1
3 10

1شود، برابر  ضرب مي 
10

 .شود 

 نشان دهيد) الف. 6

n n n
= +2 1 2 5 1

3 3
  

كه در آن 
n

ل قاب 5بر  nهرگاه  ،صورت جمع كسرهاي واحد است قابل بيان به 2
  .قسمت باشد
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2استفاده كرده و تجزيه ) الف(سمت از ق) ب
25

 ،2
65

2و  
85

 را به كسرهاي واحد ،
 .آوريد دست بههمانند آنچه كه در پاپيروس رايند آمده، 

   هندسه مصري 5- 2
 تخمين مساحت دايره 2-5-1

كه آب  ييكه هندسه از مصر باستان آغاز شده، جااست  نيبر ا يعموم باور
 اتيمال زانيم نييتع يمحاسبه اندازه املاك را برا ليرود ن حاصل از انهيسال يها يگرفتگ
 " نيزم " يبا معان يونانيكه از دو كلمه  39هندسهكلمه  قتيدر حق .ساخت يم يضرور

 يضرورت مساح يبرامفهوم  نيدهد كه ا يآمده، نشان م دست به " يريگ هانداز "و
 شيپ 455 تا 460 يها سال ني، كه در ب40هردوت ،يونانيمورخ . بوجود آمده است نيزم

مند را  نظام يمشاهدات هندس نيانجام اول يكرده بود، چگونگ ديبازد لياز ن لادياز م
 .كند يم حيتشر

همه  نيب يا گونه هرا ب نيزم )41سيسسوستر(پادشاه  نيند كه اا هگفت نيهمچن       
 قتعل كسانيبا مساحت  يچهار ضلع نيزم كيكرد كه به هر كدام  ميتقس انيمصر

 دست بهها  نيزم نيا يبر رو اتيخود را از راه وضع مال انهيبتواند در آمد سال و رديبگ
ارائه  يبرا او و كرد ميرا خراب  كسي نياز زم يرودخانه بخش انيطغوقتي اما . آورد

فرستاد تا  يم طيشرا يبررس يرا برا ينيناظر، پادشاه فتر يشرح ماجرا به نزد شاه م
با اندازه  سهيدر مقا ديكند كه مالك با نييرا اندازه گرفته و تع نيكوچك شدن زم زانيم

 بيترت نيرسد كه هندسه به ا يم نظر بهبنابراين  .بپردازد اتيخود چقدر مال ياصل نيزم
 .افتيظهور 

هندسه  هياول يها را در مورد گام يا هيچه نظر نكهياز ا يدر هر صورت جدا       
قطعات  نيتر كشت بردن كوچك ريز يكه حت يتوان تصور كرد در كشور يم م،يريبپذ
 كرده دايروز افزون پ يتياهم نيزم يريگ توجه بوده، اندازه مورد زيخ حاصل يها نيزم

با  ديد را باآوردن دست به اتياضير رد انيكه مصر يريچشمگ جياز نتا يبرخلذا . بود
 .هدف مرتبط دانست نيا

                                                 
39. geometry 
40. Herodotus 
41. Sesostris 

www.konkur.in

forum.konkur.in



پيش از  100، حدود 43در ادفو 42بد هروسعآمده در م دست بههاي  براساس كتيبه       
براي هر يك، . گوش اهدايي به معبد شده است-هاي چهار ميلاد، ارجاعاتي به زمين

 كمكه يعني ب. اند رو به هم محاسبه كرده همساحت را با ضرب ميانگين اضلاع روب
  فرمول

( )( )A a c b d= + +1
4

  
  

a

b

c

d

  
  

مشخصاً اين فرمول . هاي اضلاع متوالي زمين هستند طول dو  a ،b ،cكه در آن 
. كه تقريباً مستطيل است دقيق استاين فرمول تا حدودي براي زميني  .باشد درست نمي

 ،مساحت چهارضلعي برايآنچه كه جالب است اين است كه دقيقاً اين فرمول نادرست 
  .سال زودتر در بابل باستان ديده شده است 3000
تر مربوط به  در پاپيروس رايند، مسائلي هندسي هستند و بيش 60-41مسائل        

شايد بهترين دليل . باشد اي شكل مي ستوانهميزان غلات انبار شده در سيلوهاي ا
يابي مصريان در محاسبات هندسه دوبعدي، روش يافتن مساحت دايره بوده باشد  دست

  :آمده است 50مسأله كه در 
1مساحتش چقدر است؟ . است 44خت 9يك زمين گرد با قطر 

9
قطر را  

بار در خود ضرب  8را  8. تاس 8مانده  ، باقي1از قطر برداريد، مثلاً 
  .است 45ستات 64بنابراين . 64شود  مي. كنيد

                                                 
42. Horus 
43. Edfu 
44. khet 
45. setat 

www.konkur.in

forum.konkur.in



از : توان چنين بيان كرد كاتب در يافتن مساحت دايره را با زبان ساده مي فرآيند       

1قطر 
9

با نمادهاي جديد، اين روش ما را به . حاصل را مربع كنيد. آن را كم كنيد 
  ساندر فرمول زير مي

   = − = =   
   

2 2
28 64

9 9 81
d d

A d d  
  

اگر اين فرمول را با فرمول واقعي مساحت دايره  .طول قطر دايره است dكه در آن 
dπ/مقايسه نماييم، يعني  2    آنگاه، 4

d dπ  =  
 

22 8
4 9

  

  :آيد مي دست به آنجااز 

. ...π  = = 
 

284 3 1605
9

  
 

بسيار  مقدار اين. راي مصريان، اين مقدار نسبت محيط دايره بر قطرش استكه ب       

13نزديك به 
7

چنانكه در محاسبات براي دانشجويان بقدر كافي مفيد واقع  ،است 
  .شود مي

dدانيم كه فرمول  ما هنوز نمي      
A

 =  
 

28
9

 دست بهبراي مساحت دايره از كجا  

در اين . آمده باشد لازم پاپيروس رايند راهنمايي 48مسأله ، اما ممكن است در آمده
مسأله بجاي آوردن عباراتي كه نشان دهنده صوت مسأله باشد، يك شكل ناهموار، كه 

همراه توان گفت يك مربع است، رسم شده كه چهار مثلث در چهار رأسش به قطعاً مي
  . است 9دد علامتي كه به خط هيروگليفي نماينده ع
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واحد با  9به ابعاد  را رسد كه كاتب يك شش ضلعي از يك مربع مي نظر بهبنابراين        

الزاويه  هاي قائم تقسيم كردن اضلاع به سه قسمت و بريدن چهار گوشه كه به شكل مثلث

9هر مثلث داراي مساحتي مساوي با (اند، تشكيل داده است  الساقين متساوي
2

مربع واحد  
اي محاط در  احتمالاً كاتب مساحت شش ضلعي را تقرايباً برابر با مساحت دايره). است
هايي از دايره محاطي كه در خارج شش ضلعي قرار دارد و  آورده، زيرا قسمت دست بهمربع 

  .رسند مي نظر بههايي كه در داخل قرار دارد، تقريباً با هم مساوي  قسمت
  

  
  

كنون مساحت شش ضلعي برابر با مساحت مربع اوليه منهاي مساحت چهار ا       
  شوند؛ يعني الساقيني است كه از چهار گوشه بريده مي مثلث متساوي

A
 = − = 
 

2 99 4 63
2

  

dاين مقدار نزديك به مقداري است كه با قرار دادن         = dدر عبارت  9 
 
 

28
9

 

لذا يك توضيح محتمل براي منشأ پيدايش فرمول مساحت . آيد مي دست به
d

A
 =  
 

28
9

عنوان اولين  ، اين است كه اين فرمول با در نظر گرفتن شش ضلعي به

  .آمده است دست بهتقريب دايره محاطي مربع 
  
 بريدههرم  حجم 2-5-2

ها شاهكار هندسه باستان  از آن يكياما  ،له وجود داردأمس 25مسكو تنها  روسيدر پاپ
، فرمول لادياز م شيپ 1850حدود سال از  انيمصركه دهد  ينشان م 14مسأله . است
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با نمادهاي خودمان، اين  .دانستند مي را )يا ناقص(صحيح محاسبه حجم هرم بريده 
  مقدار برابر است با

( )
h

V a ab b= + +2 2
3

  
هاي قاعده و  هاي اضلاع مربع ترتيب، طول ، بهbو  aو  هرم عارتفا hكه در آن 

  .هستند هرم فوقاني

  
  

  ،الساقين است شبيه به ذوزنقه متساوي 14مسأله شكل متناظر با 
  

  
  

  .اما محاسبات دال بر اين است كه هرم مربع ناقص در نظر گرفته شده است
 
  بزرگها در مورد هرم  و گمان سحد 5-3- 2

به  زين يجاع مختصررا ديبا رديگ يم مجانا انيمصر اتياضيكه در مورد ر يهر بررس
توسط  لادياز م شيپ 2600كه در حدود سال  ،داشته باشد 46زهيواقع در گ بزرگهرم 
از درك  يبنا گواه ارزشمند نيا. ا شدنب -نامند يم 48اپسياو را چ انيونانيكه  -47خوفو

به  ديبا انيم نيالبته در ا. باشد يوتوسعه قابل توجه مهندس سازه م يهندساشكال 
 به گفته هرودوت. اشاره كرد زيموجود ن يو دولت ياجتماع ريچشمگ دهي سازمان

چهار گروه  ، دربنا كار كردند نيساخت ا يسال برا 30كارگر به مدت  000,400

                                                 
46

. Gizeh 
47

. Khufu 
48. Cheops 
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محاسبات . (داشتند غالماه به كار اشتمدت سه  يكه هركدام برا ينفر 000,100 يمجزا
هرم كار  يطور همزمان بر رو هتوانستند ب يكارگر نم 000,36 از شيدهند كه ب ينشان م

صرف ساختن فقط ده سال  ).رنديرا بگ گريكدي يدست و پا يكنند بدون آنكه جلو
. شد يم يمنته جاآن يليمعدن سنگ آهك در فاصله چند ما كيشد كه به  يا جاده

12 يبيقرقطعه سنگ با وزن ت 000,300,2
2

جاده  نيا يفوت بر رو 30تن و با ابعاد  
 غهيشدند كه ت ينصب م گريكديها چنان با دقت در كنار  بلوك نيا. شدند يم دهيكش

 .افتي يها راه نم آن نيدر شكاف ب زيچاقو ن

هرم بزرگ  ييبايز و تيفيه كقرار داد ريثأها مردم را تحت ت سال يآنچه در ط       
 نيتر از بزرگ يكيباستان و اميساختمان ا نيتر بنا بزرگ نيا .نبود، بلكه اندازه آن بود

فوت  2/481بنا در زمان ساخته شدن  نيا. است است كه تاكنون ساخته شده ييبناها
، چهار طرف آن )رفته است نيآن از ب يفوت بالا 31 ردر حال حاض(ارتفاع داشت 

هر آكر ( 49آكر 13دادند، و قاعده آن  يم ليتشك نيبا زم 51° , 51´در حدود  يا  هيزاو
 يساهايبرابر با مجموع مساحت كل يمساحت –كرد  يرا اشغال م) متر مربع است 046,4

. در لندن سترينيم وستسنت پل و  يسايو كل در رم، تريسنت پ لان،يفلورانس و م
بنا  ي قاعده. بنا بود نيا ييفته در برپامسأله شگفت آورتر صحت و دقت صورت گر

755/متوسط به طول مربع كامل  كي باًيتقر  چيه طوري كه در مقايسه، به فوت بود 78

14از  شياز چهار ضلع آن ب كي
2

سازندگان اهل . تفاوت نداشت اضلاع ديگربا  نچيا 
با چهار  قاًيدق راقادر بودند اضلاع هرم  يمانسم آاجرا يكي از از يريگ با بهره اپسيچ

 .بود 1°از  يتنها كسر شانيخطا كه يطور هدهند، ب قيقطب نما تطب يجهت اصل

را با حدس و  يمتعدد يماجراجو يها ذهن يمتماد انيسال يهرم بزرگ در ط       
و  عهيءالطبماورا اتيهرم همه نوع ن انِيصوف نيا. كرده است جييگوناگون ته يها گمان

 يادعاها تمام نيدر ب. اند بنا نسبت داده نيا يرا به سازندگان باستان زيعلوم اسرارآم
 طيتا نصف مح هساخته شد يكه هرم طور، يك ادعا عبارت است از اينالعاده خارق

  قداردو م نيبا آنكه تفاوت ب. باشد πبرابر با  قاًيبر ارتفاعش دق ميقاعده آن تقس

/ ...= 3 1415926π       و    ( . )
/ ...

/
=2 755 78 3 14123

481 2
  

  

                                                 
49. acre 

www.konkur.in

forum.konkur.in



/تنها         ...0  يا هيپا چيبوده و ه يصرفاً تصادف اين دو عدد يكيباشد، نزد يم 00036
  .ندارد ياضير نيدر قوان
به  يمصر ونيروحان افته،يراه  ديجد اتيكه به ادب ييها از افسانه يكيبراساس        

اند كه مساحت هر  انتخاب شده يا گونه گفتند كه ابعاد هرم به )مورخ باستان( هرودوت
. است كه اضلاع آن با ارتفاع هرم برابر يمساحت مربع برابر است بااز سطوح آن  كي

 h و ارتفاع هرم را، a از سطوح را يكيمثلث  ع، ارتفاb2 ضلع قاعده را كياگر طول 
 :شود يم انيب ريهرودوت با معادله ز منقول از كه رابطه ميابي يدر م م،يريدر نظر بگ

( . )h b a ab= =2 1 2
2

 

  

  
  

است،  hو  bالزاويه با اضلاع  وتر يك مثلث قائم aبنا به قضيه فيثاغورس، چون        
h b a+ =2 2 hعبارتي  ، يا به2 a b= −2 2   :آوريم ست ميد ه، بh2با برابر قرار دادن دو مقدار . 2

a b ab− =2 2  
  

b، معادله a2با تقسيم طرفين بر         b

a a
 − = 
 

2
bيا معادلاً  1 b

a a
   + =   
   

2
1 

xي مثبت معادله درجه دوم  اكنون مقدار ريشه. آيد مي دست به x+ =2 برابر است با  1

( )x = −1 5 1
2

  :آيد مي دست بهي زير  لذا ريشه. 

( ) / ...= − =1 5 1 0 6180339
2

b

a
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هي را در رياضيات و كاربردهاي آن كه به كرار نكات قابل توج "طلايينسبت "متقابل 
  .است ثابت كرده

البته اگر واقعاً ( طلاييسؤال اين است كه سازندگان هرم براي نائل شدن به نسبت        
هاي واقعي كه از هرم  گيري ، چگونه موفق شدند؟ با اندازه)است هدفشان اين بوده

  گردد كه عمل آمده است، ملاحظه مي هبزرگ ب
  

( / ) ( / ) /= + = + =2 2 2 2481 2 377 89 611 85a h b  
  

  گردد مقدار زير حاصل مي آنجاكه از 

/ ...=0 61762b

a
  

  

ساخت  يعنوان شالوده نظر هب طلاييقصد داشتند از نسبت  انيكه مصر هينظر نيا       
مطرح  50لوريبنام جان ت يبار توسط شخص نياول يهرم بزرگ استفاده كنند، ظاهراً برا

ساخته  يهرم بزرگ، چرا و توسط چه كس«نوان را با ع يكتاب 1859در سال  او. شد
و  يآور سال را صرف جمع 30آماتور بود،  دان ياضير كيكه  لوريت. منتشر كرد» 51شد؟

اگرچه او چند ماكت از . كنندگان هرم ارائه كرده بودنددينمود كه بازد يريمقاد سهيمقا
كه در كتاب  ينها متنت. بود دهيرا ند اما هرگز به چشم خود آن ،هرم را درست كرده بود

قاعده آن مربع بوده و هر ": شرح است نيپردازد بد يهرودوت به اندازه هرم م "خيتار"
 هيتوج بيترت نيبد ".همانقدر است زيفوت طول دارد و ارتفاع آن ن 800ضلع آن 

خود  ز،يعلاوه ابعاد ثبت شده توسط هرودوت ن هب. خواهد بود يقو باوري لوريت يادعا
 .دارند ياديفاصله ز تيبا واقع

هرم را كل شود آن است كه مساحت  يگرفته م يجد اريكه غالباً بس يگريد هينظر       
مساحت قاعده نسبت  يعنيشود؛  يمنته طلاييكرد كه به نسبت  انيب ينوع هب توان يم

هاي وجوه  ، برابر است با مجموع مساحتشكل يمثلث وجوه يها به مجموع مساحت
مجموع مساحت  رايز. و قاعده وجوه يها به مجموع مساحتنسبت  مثلثي شكل

                                                 
50. John Taylor 
51. The Great Pyramid, Why Was It Built and Who Built It? 
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)برابر  وجهچهار  يها مثلث )ab× 14 2
2 

)و مساحت قاعده  )b لذا ادعاي فوق  ، واست 22
  آيد مي صورت زير در به

b ab

ab ab b
=

+

2

2
4 4
4 4 4

 

  يا معادلاً
b a

a a b
=

+
  

 

  آوريم مي دست بهكه قبلاً محاسبه گرديد،  aكارگيري مقدار  هبا ب
/

/ ...
/

= =
+

611 85 0 61819
989 74

a

a b
  

  

هاي  رو نسبت از اين       
a

b  و
ba

a

+
اينكه آيا اين موضوعي . تقريباً مساوي هستند 
  .اي باز مطرح است ن مسألهعنوا است، هنوز به تصادفي بوده يا اينكه از قبل طراحي شده

 زانيمتناسب سازندگان هرم از هندسه مطمئن بود، اما تنها م يتوان از آگاه يچند م هر
 ياصل ياضير روسيدو پاپگويند  مي. ما مانده است ياز آن دوران برا اتياضير يزيناچ

 يها سال نيمربوطه را ب طياحتمالاً شرا ،متفاوتند گريكديموجود ، با آنكه از نظر عمر با 
 ميرس يم جهينت نيتمام موارد به ا يبا بررس. دهند ينشان م لادياز م شيپ 2000تا  1750

 ءاياش يريگ آن اندازه يكه هدف اصل يسطح شهود كيگاه از  چيه انيكه هندسه مصر
گونه  چيهو  بود ياسيهندسه آن زمان فاقد ساختار ق. قابل لمس بود فراتر نرفته است

گرفت  يكه صورت م يتنها كار. وجود نداشت از فرآيند كار ين كلينو قوا ينظر جينتا
در  يعمل يبود كه نقش يمسائل يبرا زدن بيتقر يگاهو  ،م محاسباتجانا

 .داشتند يو مساح سازي ساختمان

 
  مسائل 6- 2
 .مسائل هندسي زير از پاپيروس رايند را حل كنيد .1
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مقدار . كيوبيت 10و ارتفاع  52كيوبيت 9اي به قطر  يك انبار غله استوانه .41مسأله ) الف

π ،مقدار مصري : راهنمايي(گيرد چقدر است؟  غلاتي كه در آن جاي مي 
 
 

284
9

، را 

  .)آوريد دست بهكار برده تا جواب نگارنده نسخه خطي را  هب
اند كه مساحت  گفته فرض كنيد به شما. ي شكلمثلثزمين مثالي از يك  .51مسأله ) ب

 كار رفته بهشكل : راهنمايي(خت چقدر است؟  4و قاعده  خت 10يك مثلث با ضلع 
  .)در پاپيروس ظاهراً مثلثي با يك زاويه قائمه است

1ها عموماً مساحت دايره را با  بابلي) الف .2
12

. كردند مربع محيط دايره تعيين مي 
πادل است با فرض اينكه نشان دهيد كه اين كار مع =  .است 3

تر مساحت  كند كه هرگاه تعيين دقيق ادعا مي 1936يك لوح بابلي حفر شده در ) ب

1بايست  است، مي مورد نياز بوده
12

24عني در ي، 0;36,57 را در 
25

. كردند ضرب مي 
  با اين عامل ضربي چيست؟ πمقدار حاصله براي 

بيان  گيري يك دايره اندازهدر كتابش ) پيش از ميلاد 287-212 حدود(ارشميدس   .3

11نسبت مساحت يك دايره بر مربع قطرش برابر : دارد مي
14

نشان دهيد اين قانون . است 

22هندسي به ما مقدار 
7

 .دهد مي πي را برا 

روش زير را براي يافتن مساحت يك  53دان هندويي بنام آرياب هاتا يك رياضي  .4
اين . نصف محيط ضرب در نصف قطر برابر مساحت يك دايره است: دايره داشت

 قاعده چقدر دقيق است؟

 دانستند ها نيز فرمولي را براي حجم هرم مربع بريده مي بابلي .5

  

a b a b
V h

 + −   
 = +   
     

2 21
2 3 2

 

  

نشان دهيد  .هستند) بالايي و پاييني(اضلاع مربع قاعده  bو  a و ارتفاع h كه در آن
  .اين فرمول به فرمول پاپيروس مسكو قابل تحويل است

                                                 
52. cubit 
53. Aryabhata 
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زير ارائه ) اشتباه(در يك لوح بابلي كشف شده حجم يك مخروط ناقص با فرمول  .6
 :شده است

( )V h r R= +2 23
2

  
  

hقرار دهيد . شعاع مقاطع هستند Rو  r و ارتفاع h كه در آن = 6 ،r = Rو  4 = 2 
  ها را با نتيجه حاصله از فرمول صحيح  ز فرمول بابليو نتيجه حاصله ا

( )V h R rR rπ= + +2 21
3

  
 .مقايسه كنيد

حجم يك مخروط ناقص را با ) دبعد از ميلا 75در حدود (اسكندريه  54هرون .7
 :محاسباتي معادل با كمك فرمول زير يافت

( )V h r Rπ= + 21
4

  
  

22اگر . شعاع مقاطع هستند Rو  r و ارتفاع h كه در آن
7

 πعنوان مقدار را به 
hازاي آمده توسط فرمول هرون به دست بهبگيريم، مقدار حجم  = 6 ،r = R و 4 = 2 

 چقدر است؟

  
 يبابل اتياضير 7- 2

كه ابتدا توسط  نيالنهر نيدر ب ياضير يها شرفتيما در مورد پ يها دانسته تر شيب
 نيا. وجود آمد، نسبتاً تازه است هاقوام ب ريو سا 55انيداو سپس توسط آك انيسومر

آورده  ديرا پد خص آنقوم مش كي ييچنانكه گو ،نامند يم يبابل اتياضيمبحث را ر
دانستند  يدانشمندان م يمدت. شد يم ديكأت انيمصر يتاكنون عمدتاً بر دستاوردها. باشد

 ل،يي يها در دانشگاه كايو لوور، و در آمر ايتانيدر موزه بر يبزرگ بابل يها مجموعه
كه هنوز  يخياز خطوط م يبيشامل جداول عج وجود دارند كه ايلوانيو پنس ا،يكلمب
56وگباوريناپذير اوتو ن يمطالعات خستگ. بودند نشده ييشارمزگ

به  1930كه در دهه  ، 
                                                 

54. Heron 
55. Akkadian 
56. Otto Neugebaver 
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 ديكل ور نيبوده و از ا ياضيها متون و جداول ر نوشته نيمشخص كرد كه ا ،ديرس جهينت
مطالب،  نيا ريترجمه و تفس ،ييعمدتاً با رمزگشا. آمد دست بهها  آن يخواندن محتوا

 .باستان مشخص شد تاياضير شرفتيدر پ انينقش بابل

 انيمصر اتياضينسبت به ر يتر كم اريبس شانس انيبابل اتياضير يدر بررس ما       
 هيها را از ته ن آ ،يرس يها لوحه يدر نوشتن بر رو انيسبك بابل كه يئجاآناز . ميدار
 روسيبا پاپ انيبابل يها از مطالب موجود در لوح كي چيداشت، ه يباز م يطولان يها متن

از  ياريشده كه بس افتهي ياضيحال، چند صد لوح ر نيبا ا. ستين سهيقابل مقا نديرا
 "كهن يبابل") ها حدود دو سوم آن(ها   لوح نيا تياكثر. هستند يمطلوب طيها در شرا آن

 نيا قياكنون از طر. تعلق دارند لادياز م شيپ 1600تا  1800 به دوره باًيتقر يعنيهستند 
خاص،  يقواعد هندس يبرخ ءجزه ب حتمالاًا ان،يكه بابل ميا  افتهيراطلاعات د ميمعدن عظ

 زين يبابل اتياضيهرچند ر. بودند تر شيپ اريبس انياز مصر ياضيموارد از نظر ر ريدر سا
وضوح ه ترجمه شده ب يها لوح تر شيكه در ب هداشت يقدرتمند يتجرب يها شهير

داشته  ينظر انيبه ب يشتريب شيها گرا ن آ اتياضيرسد كه ر ينظر م موجود است، اما به
اند،  بوده تر شيپ نيرياز اكتشافات از سا ياريتوانند ادعا كنند كه در بس يم انيبابل. (باشد

نسبت داده  يبعد ياضير يها كه معمولاً به مكتب سياغوريثف يخصوصاً در تئور
ها نهفته  عداد آنآسان ا اريبس ستميدر س انيبابل شرفتيپ ديرسد كل ينظر م به.) شود يم

به  زيها را قادر ساخت تا با كسرها ن آن يي،تا شصت يگذار شانهن يعال ستميس. باشد
 انيمصر يامر برا نيا. ابنديدست  شرفتهيمحاسبه كرده و به جبر پ ،حياعداد صح يراحت

از  يانبوه يريكارگ هم محاسبه با كسرها مستلزم بجاناها  آن يبرا رايممكن بود زريغ
 .كرد يدشوار مبدل م يا را به مسأله ميهر تقس جهيواحد بوده و در نت يكسرها

 
 با معادله درجه دوم انيبابل برخورد 2-7-1

 نيا. پردازند يهستند كه به مسائل جبر و هندسه م ييها لوح ،يجدول يها از لوح يجدا
متناسب را  يها همراه با محاسبات و پاسخ ،مرتبط ياز مسائل عدد يا الواح معمولاً سلسله

. "شكل است نيحل بد  راه": ابدي يعبارت خاتمه م نيعموماً با ا ها آن كنند؛ و متن يارائه م
 نيهماهنگ برخورد با ا وهيدهند اما ش يرا نشان نم يكل يقانون ها آناز  كي چياگرچه ه
 اتياضينسبت به ر ينظر كرديرو ينوع) انيبرخلاف مصر( انيكه بابل دهد نشان ميمسائل 
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و  يدر مورد مساح يا آنكه رساله يها بجا رسد كه مسأله ينظر م به نيغالباً چن. اند شتهدا
 .دهند يرا نشان م يبه روابط عدد يانتزاع يا بوده، و علاقه يفكر ناتيباشند، تمر يكتابدار

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
 

  
مسأله به همراه راه  16متني به خط ميخي از بابليان باستان مشتمل بر 

  )انياعكس از موزه بريت.(حل
  

از  شيسال پ 2000 انيدهند بابل يوجود دارند كه نشان م يمتعدد يرس يها لوح       
كهن  ياز متون بابل يكيامر در  نيا. اند با فرمول حل معادله درجه دوم آشنا بوده لاديم

  :وضوح مشهود استه ب افتيتوان  يرا در آن م ريكه مسأله ز
0;ام و مقدار آن  ردهمساحت و دو سوم ضلع مربعم را جمع ك من . است 35

  ضلع مربع من چقدر است؟
 ينيگزيبا جا ماًيمستق يكنون ينماد ستميها به س گونه مسأله نيترجمه ا غالباً       
اه در دستگ. است ريپذ امكان y وx با حروف عرضو ) ضلع اي( طولمثل  يكلمات

 :شود يداده م شينما ريمسأله فوق به شكل ز ديعلائم جد

x x+ =2 2 35
3 60

 
  

  :آمده است ريبه شكل ز يشفاه حاتيبا توض لوح حل مسأله در متن اتيجزئ
xضريب [يبعنوان ضر را به 1 0;شود  يم 1دو سوم . ميريگ يدر نظر م]  نصف آن  .40
0;شود  يم 0;در  ،20 ; شود يم) نتيجه(كه  م،يكن يضرب م 20 ,0 6 0;سپس آن را با . 40 35 
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; جهيو نت ميكن يجمع م ,0 41 0;آن  دوم شهيشود كه ر يم 40 0;. است 50 را كه در خود  20
0;از  م،يضرب كرده بود 0; يعنيكرده و عدد حاصل  مك 50  .ضلع مربع خواهد بود 30

  :شود صورت زير بيان مي با برگرداندن آن به نمادهاي جديد جبري، اين مراحل به

; ;
( ) ;

; , ; ;

; , ;

; ; ;

x = + −

= + −

= −
= − =

20 40 0 400 35
2 2

0 6 40 0 35 0 20
0 41 40 0 20

0 50 0 20 0 30

 

  

  ادل با فرمول آشناي خودمان كه عبارت است ازها از فرمولي مع بنابراين بابلي

a a
x b

 = + − 
 

2

2 2
  

  

xبراي حل معادله درجه دوم         ax b+  دانان ياضير اگرچه. كردند استفاده مي 2=
حل تمام معادلات درجه دوم نداشتند، اما  يبرا ي"درجه دوم فرمول" يبابل

 ميمطمئن باش ميتوان يم باًيمندند كه تقر چنان نظام يواقع يها مثال نيا يها دستورالعمل
 .بوده است يراه حل كل كي شيهدفشان نما

 يليمعادله درجه دوم از معادله مستط يتر باشد تا بجا مناسب يخياز نظر تار ديشا       
 يايدر دن. شد يمعادلات منته نيها بود كه به ا ليمستط ي مسأله رايز م،يصحبت كن

شكل مسطح كاملاً به  كيوجود داشت كه مساحت  جيصورت را شتباه بها نيباستان ا
مشخص به همان مساحت  طيمح كيبود كه  نيبر ا داعتقا .دارد يآن بستگ طيمح

  .شود يمحدود م
در  رايز. نيمزبحدس  يمتوان يتنها مما ؟ يافتند ميمسأله را راه حل چگونه  ها آن       

به  دنيرس وهياز ش ينشانه آشكار چيه ،جا چيدر ه ،دوران نيمربوط به ا ياضيمتون ر
 يبوده و با جداول يگر گرا و مشاهده افراد تجربه يبابل دانان ياضير. شود ينم دهيد جهينت

ها  آن ،به احتمال زياد. نمود يارائه م منظم يها را به شكل تيكردند كه واقع يكار م
هايي  ر، مساحت مستطيلآن مقاديكه ممكن بود  يمختلف ريمقاد يجداول را برا

كه  يليمستط يبرا نيبنابرا. داشتند يرا ثابت نگه م طيكرده و مح هيتهباشند، ) هايي مربع(
xآن  طينصف مح y a+ = =   هايريبا متغ يبود، مساحت حاصله به شكل جدول 20
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a
x z= +

2
aو        

y z= −
2

  
  

 .بود ميقابل محاسبه است،  9تا  0يكي از اعداد  zكه در آن 

  
a

b
  − 
 

2

2
  xyb =  a

y z= −
2

  a
x z= +

2
    

2

2

2

2

2

2

2

2

2

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

  

100
99
96
91
84
75
64
51
36
19

  

10
9
8
7
6
5
4
3
2
1

  

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

  

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z

=
=
=
=
=
=
=
=
=
=

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

  

  
گردد اين است كه  آنچه از اعداد نمايش داده شده در اين جدول برداشت مي       

aكاهش پيدا كرده و تفاضل  zمقدار مساحت با رشد 
b

  − 
 

2

2
 zهمواره برابر مربع  

  يعني. است
a

b z
  − = 
 

2
2

2
  

  :شود با برابر مي zمقدار  اآنجاز 

a
z b

 = − 
 

2

2
  

  
  :آيندمي دست بهنتيجه مقادير مجهول  در
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a a
x b

 = + − 
 

2

2 2
  

  

a a
y b

 = − − 
 

2

2 2
  

  

 .شدند يم نييتع مقيد يققاحبا مشاهده  يبه شكل تجرب جينتا نيدر ابتدا ا       
م جاناثابت شده  يها يبراساس تئور ياسياستدلال ق اي يمل منطقأگونه ت چيه
 نيتوان گفت آن است كه ا يم يباستان كرديكه در مورد رو يزيچ نيبهتر. گرفت ينم
كه اگر  افتنديبدون شك بعدها در انيبابل. ردك يمهارت م نيگزيصبر را جا كرد،يرو

ayx مجموع aاز  z ، با نسبت مشخصx تر، مثلاً عدد بزرگ م،ياشرا داشته ب +=

2
 

yx واضح است كه چون مجموع. فراتر خواهد رفت + فقط  xثابت است،  يمقدار 
 بنابراين .از دست بدهد y را به دست خواهد آورد كه يمقدار

a
x z= +

2
aو        

y z= −
2

  
  

bxyبا قرار دادن اين مقادير در معادله . شود مي aكه مجموعشان برابر  خواهيم  =
  :داشت

a a
z z b

  + − =  
  2 2

  

  لذا

a
z b

  − = 
 

2
2

2
 

  نتيجه آنكه

a
z b

 = − 
 

2
2 2

2
 

  نتيجه و در

a
z b

 = − 
 

2

2
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ها  نظر گرفته نشده است، و تا مدت شود ريشه منفي در كه مشاهده مي  طور همان        
  :آيند مي دست به yو  x، مقادير zبا داشتن مقدار . است مرسوم بوده

a a
x b

 = + − 
 

2

2 2
    

  و

a a
y b

 = − − 
 

2

2 2
  

  

در لوح خط ميخي در . توان نشان داد عنوان نمونه مي اين مطلب را با يك مثال به       
  در خصوص جواب دو معادله  57كلكسيون بابلي ييل

xy = 15
2

xو        y+ = 13
2

  
  

  ها  به روش بابلي. است سؤال شده) اعداد مشخصي با(

x z= +13
4

yو         z= −13
4

  
  

  كنند زيرا صورت اين مقادير در اولين معادله صدق مي در اين

x y z z
     + = + + − = =     
     

13 13 13 132
4 4 4 2

  
 

xyو دومين معادله  = 15
2

  :آيد صورت زير در مي به 

z z
  + − =  
  

13 13 15
4 4 2

  

   آنجااز 

z− =2169 15
16 2

  
  يا

z = − =2 169 15 49
16 2 16

  
  

                                                 
57. Yale 
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zبنابراين  = 7
4

  :شود ، و مقادير زير حاصل مي

x = + =13 7 5
4 4

yو         = − =13 7 3
4 4 2

  
  

yxروش مشابه براي زماني كه تفاضل  yxان بجاي تو باشد را مي داده شده − + 
  ها دستگاه  مشابهاً بابلي. برد كار هب

xy b=        وx y a− =  
  

  با قرار دادن . كردند را حل مي
a

x z= +
2

aو        
y z= −

2
  

  

  :آمد مي دست بهجواب به شرح زير  آنجاكه از 

a a
x b

 = + + 
 

2

2 2
aو         a

y b
 = + − 
 

2

2 2
  

  

  هاي مقدماتي  هاي متنوعي به دستگاه تر جبري با روش مسائل پيچيده
bxy ayxو        = =±  

  

  براي نمونه، لوحي شامل اعداد معادلي براي مسأله. شد تبديل مي

x y xy+ + xو        14= y+ = 35
6

  
  

7صورت  ترتيب، به ، بهyو  xدر اين لوح مقادير . است
2

7و  
3

داده شده است، اما  
ادله با تفريق معجواب مسأله احتمالاً . اند نيامده است روندي كه در آن به جواب رسيده

  :آيد مي دست بهاول از معادله دوم 

( )xy x y xy x y= + + − − = − =35 4914
6 6

  
  

  مسأله به حل دستگاه 

xy = 49
6

xو         y+ = 35
6

  
  

www.konkur.in

forum.konkur.in



  :آيد مي دست بهگردد و با روشي كه قبلاً بحث شد،  مبدل مي

x = + =35 7 7
12 12 2

yو         = − =35 7 7
12 12 3

  
  
  مسائل 8- 2

19كسرهاي  .1
5

 ،5
3

10و  
9

 :آوريد دست بههاي زير  را با نماد شصت شصتي با روش 

  كارگيري روش بابليان با يافتن عكس مخرج و سپس ضرب در صورت، و هبا ب) الف
  .و ساده كردن 60ضرب صورت و مخرج در ) ب
 :شود مي ون بابليان در ييل خواندهروي يك لوح در كلكسي .2

1. يك سنگ پيدا كردم اما آن را وزن نكردم
7 

1به آن افزودم و سپس 
11

به آن اضافه  
وزن ابتدايي سنگ چقدر بوده است؟ وزن اوليه . 58مينا 1) نتيجه: (آن را وزن كردم .كردم

2سنگ 
3

1و  59شكل 8ينا ، م 
2

  .بوده است 60سه 
  .برده و حل اشاره شده را بررسي نماييد كار هسه را ب 180=شكل 1شكل و  60=مينا 1تساوي 

  بناميد، بنابراين xوزن ابتدايي سنگ را  :راهنمايي(
x x

x x
   + + + =   
   

1 60
7 11 7

   

  )شكل
 .بابليان باستان را پيدا كنيد ر اززي حل مسأله راه .3

1. دو حلقه نقره وجود دارد
7

1از حلقه اولي و  
11

وزن . از حلقه دومي شكسته است 

1 به اندازهوزن تقليل يافته . شكل است 1آنچه كه شكسته برابر 
7

از اولي برابر با وزن  

1 به اندازهيافته تقليل 
11

  است؟ هاي نقره چقدر بوده وزن ابتدايي حلقه. از دومي است 
  :دستگاه معادلات زير را در نظر بگيريد :راهنمايي(

x y=6 10
7 11

x   و      y+ =1
7 11

  
  

                                                 
58. mina 
59. sheqel 
60. se 
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  .)هاي دو حلقه هستند وزن yو  xكه در آن 
 

گويد اضلاع مستطيلي را با داشتن  قبل از ميلاد مي 1700يك مسأله بابلي نمونه از   .4
هاي معادلات از نوع  عبارت معادل، دستگاه به. آوريد دست بهمحيط و مساحت آن 

xy b=  وx y a+ xyدر حالت خاص، جواب معادله . را حل كنيد = و  16=
x y+ )بابليان احتمالاً از اتحاد : راهنمايي. (را بيابيد 10= ) ( )x y x y xy− = + −2 2 4 

yxآوردن  دست بهبراي   .)اند استفاده كرده −
 

 .هاي زير را حل كنيد به روش بابليان هر يك از دستگاه  .5

xy) الف xو  16= y− = 6  
xy )ب = xو  21 y− = 4  
xy) ج xو  15= y+ = 8  
 

 :است روي يك لوح بابلي اين مسأله حل شده .6

( )xy x y+ − =183    
x y+ = 27 

  

zابتدا با قرار دادن  y= +   آوريد دست بهدستگاه زير را  2

xz = 210   
x z+ = 29  

  
 سثاغوريف قضيهاز  انيبابل كاربرد 9- 2

. اند كشف شده، 62لاماي تختي، پا61در شوش انيبابل يها نهيگنج نيرتريچشمگاز  يبرخ
گفت شوش  ديبا شيكم و ب. هم مرز با بابل و غالباً با آن در جنگ بوده يايلام كشور
 پهت. قرار گرفته است يمورد حفار نيالنهر نيدر جنوب ب گرياز مناطق د شيهمواره و ب

كه در سال  63ت لوفتوسنك اميليو ،يسيشناس انگل باستانشكل آن توسط  يب يها ماهور
 شناسايي، اعزام كرده بودمنطقه  نيها در ا يحفار نيم اولجاناكارگران خود را به  1854

                                                 
61. Susa 
62. Elam 
63. William Kennett Loftus 
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 يكه گروه باستان شناسان فرانسو ،1884ها در سطوح گسترده تا سال  يحفار اما. شد
شوش  64سيگروه در آكروپول نيا 1902 سالدر . آغاز نشد ،دست گرفت كارها را به

پادشاه  نيقوان رمز: بشر را كشف كرد خيعطف تار يها نقطه نيتر از برجسته يكي
   ).لادياز م شيپ 1750به سال  كينزد( I 65ي مورابح

عنوان نشان  شده و به يرنگ حكاك اهيس يستون سنگ كي يبر رو رمز نيا       
 نيا از ماده 285 ،يامروز يبا استانداردها. جنگ از بابل به شوش برده شده بود يروزيپ

بر  انآن. هاست هيتنب نيتر انهياحكام با وحش نيتر نانهيب از روشن يبيعج بيترك ،قانون
: با عمل خطا برابر باشد ديبا هيتنب ،كردند كه براساس آن يم ديكأت "مقابله به مثل"اصل 

 شتريهر چند پ ".كنند ورچشم او را ك ديزاده را كور كند با بينج كيچشم  ياگر مرد"
 نيكه چند است نشان داده ديدانستند، اما اكتشافات جد يقانونگذار م نيرا اول يمورابح

  .وجود داشته است انيسومر نيدر ب يقانون نيمجموعه از فرام
 

 
از  انيتوسط فرانسو )1936در سال (شده در شوش  افتهي يها از لوح يگروه       
موارد  نيتر يمياز قد ييها ها مثال لوح نيا. برخور دارند يشتريب ياضير يها جاذبه

ها شعاع  لوح نياز ا يكي. دهند يرا نشان م انيفيثاغورس توسط بابل قضيهكاربرد 
را  60و  50، 50با اضلاع  نيالساق يمثلث متساو كيكند كه  يحاسبه مرا م يا رهيدا

 .احاطه كرده است

  :صورت زير است جواب به .حل       

                                                 
64. Acropolis 
65. King Hammurabi I  
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آوريم  مي دست بهاستفاده كرده و  ADBرا براي مثلث  فيثاغورس ابتدا قضيه       
AD = rچون . 40 AE= داريم ،ED r= ، فيثاغورس دومين كاربرد از قضيه. 40−

  آوردن معادله  دست بهو  EDBكارگيري آن بر مثلث  هب

( )r r= + −2 2 230 40  
rاست، كه بعد از حل مقادير  = 2500

80
r;يا   = 31   .آيد مي دست به 15

  :بابلي شامل مسأله زير استديمي قيك لوح ديگر 
0;يك لوبيا به طول  نقطه بالايي پس . داريم) ايستاده از پشت به ديوار( 30

0;ي  از سر خوردن با فاصله ترين انتهاي آن  اي پايين با چه فاصله. افتد مي 6
  كند؟ حركت مي) از ديوار(

  .ه استطور صحيح محاسبه شد به رسفيثاغو جواب با كمك قضيه
  
  مسائل 10- 2
واحد  60محيط يك دايره  كنيدفرض . در يك لوح بابلي، مسأله زير يافت شد .1

در نظر بگيريد و اگر فاصله پاي عمود بر وتر  است و عمودي از مركز بر وتري از دايره
πدهيد در حل اين مسأله قرار . واحد باشد، طول وتر را بيابيد 2 دايره تا محيط = 3. 

  

  
الساقين است كه  يك لوح قديمي بابلي در خصوص يافتن مساحت ذوزنقه متساوي .2

اين مسأله را حل . باشد مي 50و  14هايش  واحد و طول قاعده 30هايش برابر  ساق
 .كنيد
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يك خط به . واحداست 50الزاويه  در يك لوح ديگر، يك ضلع از يك مثلث قائم .3

كه يك ذوزنقه  طوري واحد از آن رسم شده است به 20ازات ضلع ديگر به فاصله مو
,به مساحت  =5 20 . هاي ذوزنقه را بيابيد طول قاعده. واحد ايجاد كرده است 320

yصورت  اين مساحت مثلث اوليه باشد، در Aاگر  :راهنمايي( A x+ = =320 15 ، و 25

( )x y+ =1 20 320
2

(. 

  
 

واحد است توسط يك  30اش  الزاويه كه قاعده له مشابه، يك مثلث قائمدر يك مسأ .4
گفته شده مساحت ذوزنقه ايجاد شده . خط به دو قسمت تقسيم گرديده است

, =7 0 از  yه تفاضل بين ارتفاع از مساحت مثلث بالايي است و اينك تر احد بزرگ 420
طول قاعده بالايي ذوزنقه  xاگر . است 20از ذوزنقه برابر  zمثلث بالايي و ارتفاع 

 آيد مي دست بهباشد، از اين عبارات روابط زير 

 

( ) ,z x xy y z+ = + − =1 130 420 20
2 2

  
  

14

30

50

30
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كمك خواص  به :راهنمايي. (خواهد را مي zو  x، yمسأله از ما مقادير مجهول 

yهاي متشابه  مثلث x

y z
=

+ 30
(. 

بابلي ديگر در خصوص يافتن طول اضلاع يك ذوزنقه قديمي يك مسأله  .5
يش ها است و اينكه تفاضل قاعده 150الساقين است، با فرض اينكه مساحتش  متساوي

bيعني (است  5برابر  b− =1 2 تا بيشتر از دوسوم مجموع  10اش  و اضلاع مساوي) 5

)يعني (هايش است  قاعده )s s b b= = + +1 2 1 2
2 10
3

.( 

 

  
  

  اين مسأله را با كمك يك فرمول نادرست بابليان براي محاسبه مساحت ذوزنقه، يعني
b b s s

A
+ += 1 2 1 2
2 2

 

 .حل كنيد
 
 

  

  

 فصل سوم
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 يوناني اتياضير آغاز
 
  

  سومهاي آموزشي فصل  هدف
  كلي  هدف) الف

هدف كلي ازارائه اين فصل مطالعه رياضيات يوناني و نيز بررسي مسائل تربيع دايره، 
  .باشد تضعيف مكعب و تثليث زاويه مي

  هاي آموزشي هدف) ب
  :دانشجو پس ازمطالعه و فراگيري اين فصل بايد

ها نسبت داده شده  طور سنتي به آن را كه كشفيات رياضي بهاولين افرادي  •
 .است را بشناسد

 .پدر هندسه را بشناسد •

 .را بداندرس واثبات هندسي قضيه فيثاغ •

 .هاي اوليه معادله فيثاغورس را بداند راه حل •

 .با اولين بحران رياضيات آشنا شده باشد •

 .بتواند سه مسأله ساختني دنياي باستان را بيان كند •

 .دانان را در حل سه مسأله ساختني بداند هاي بقراط و ديگر رياضي تلاش •

  .قادر به حل مسائل آخر هر بخش باشد •
  
 
 تالس يهندس يها افتهي 1- 3

  يونان و منطقه اژه 1-1- 3
و  منظم ستميس كيبه  اتيمحاسب يتجرب عداز قوا يمجموعه متنوع ليبا تبد انيوناني

به وضوح وارثان  انيونانيهر چند . تقل بدل كردندرشته مس كيرا به  اتياضي، رمرتب
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تر،  قيعم يرا به علم اتياضيبودند، اما با تلاش خود، ر يمجموعه دانش شرق
 تر شيتر از آنچه پ ي، و منطق)روزمره يزندگ يازهاياز نظر فاصله گرفتن از ن(تر  يانتزاع

برطرف  يبرا ينوان ابزارع عمدتاً به اتياضيدر بابل و مصر باستان، ر. بود، مبدل كردند
 ي طبقهبه نفع از دانش خاص  يدر حكم بخش ايو  يو كاربرد يعمل يازهايكردن ن
 ،يوناني اتياضيكه ر سدر ينظر م به گر،ياز طرف د .افتيپرورش  از كاتبان يا برجسته

 ،انيوناني يانتزاع دنيشيت انداعاد. خبرگان بوده باشد يبرا ناپيوسته يمبحث فكر كي
شكل  يمثلث يها نگران كشتزارها آن در واقع كرد؛ يجدا م نيشيپ نيرا از متفكر ها آن

 حيترج نيا. پرداختند يها م مربوط به مثلث يها يژگيو و "مثلث"كه به لغلات نبودند ب
 2مختلف نسبت به عدد  يها فرهنگ دگاهيتوان در د يرا م يانتزاع ميدادن مفاه

آن را با دقت فراوان محاسبه كرده بودند، اما  بيتقر انيبابلكه  ر حاليدمشاهده كرد؛ 
با هدف صرف علم به خاطر  ي،علم اتقيتحق. بودن آن را اثبات كردند اصم انيوناني

 يبرا انيوناني بنابراينگانه بود، يطور كامل ب به باًيتقر يشرق پيشين يها تمدن يبرا ،علم
كه افلاطون بر  يا نوشته. دادند رييت آن را كاملاً تغذا ات،ياضيمنطق در ر يريكارگ به

در  نيآگاه از هندسه از امرد نا چيكه ه دينگذار" يعنيخود نوشته بود،  يسر در آكادم
محكم  دهين عقياز ا شينبود، بلكه در واقع ستا بيشخص عج كي، اخطار "وارد شود

مند  نظام يايخص را در دنش گاهيتوان جا يم يو منطق جد قيبود كه با روح تحق يوناني
 .درك كرد

مربوط به  اغلب با آنكه مستندات. اسناد مكتوب قرار دارد يبر مبنا خيتمام تار       
 ريتوانند تصو يكه م يا هيهستند، اما منابع اول قيدق اريبس يونانيو  يمصر اتياضير

نه مثل  ونانيدر . ندا ناقص اريارائه دهند بس ي راوناني اتياضير هياول شرفتياز پ يروشن
 ارينوشته شده، بس يها كتاب. و نه مثل بابل خاك رس داشتوجود  روسيمصر پاپ

 يحاصل از عناصر گوناگون مطالب چندان يها ياندك بودند؛ و با گذشت زمان و خراب
 اتيها و حكا ها، داستان از افسانه يطلاق با هياول وناني خيتار جهيدر نت. بجا نمانده است

 يها پس از رخدادها شده كه قرن هيته يسندگانياست كه توسط نو نانيطمقابل اريغ
جدا  يكه از اسناد اصل ميا وابسته ييها يها و كپ ما به تكه. مورد نظر متولد شده بودند

 هيمبهم متون اول يها كننده در انتقال نوشتهي با آنكه ممكن است شخص كپ. اند شده
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 هيتك ودخ ليچقدر بر تخ يكه و شد مينخواهجه متوهرگز  امابوده باشد،  قيدق اريبس
 .را درك كرده است يتا چه حد متن اصل ايكرده و 

در مصر و بابل كنترل . داد ليرا تشك انيوناني ياسيس يزندگ يالگو ،ايجغراف       
هر  كشوري بود كه ونان،يبود، اما در  يا حكمران كار ساده كيتوسط  بزرگ يتيجمع

توسط  يمركز مطلق شد، كنترل يم جدا گرياز مناطق د ايدر ياها  كوه لهيوس هب اش منطقه
از هجوم اقوام  يريجلوگ يبرا يانكوهست يحصارها. ممكن بودريغ ،سلطان كي

 يوفادار. كردند يم يريشگيپ گريكديها با  التينبودند، اما از ادغام ا يگوناگون كاف
 ايتبس،  ت،ينن، كورآت –زادگاه شخص بود در خدمت شهرِفقط پرستانه  هنيم

 ياضطرار طيدر شرا. اريكشور تمام ع كيصورت  به ونانيو نه در خدمت  –اسپارت
 ديبا ايدانستند كه  يكردند، چون م يعمل م يبه صورت اشتراك وناني يها التيخاص، ا

قرن پنجم  ليدر اواخر قرن ششم و اوا رانيحملات ا يط. نابود شوند ايمتحد شوند و 
 66را در ماراتن وشيجنگنده خود را متحد كردند تا دار يروهايها ن آن لاد،ياز م شيپ
شكست ) لادياز م شيپ 480( 67سيشاه را در سالام اري، و خشا)لادياز م شيپ 490(

رخ  68لايدر ترموپ ياسپارت 300توسط  ،پس قراول اتيعمل كيپس از  عيوقا نيا. دهند
 رايمدت نبود ز يطولان ايو  زيآم تيموارد موفق نياز ا كي چياتحاد حاصله در ه. داد

كننده  و خسته يطولان يمحل يها جنگ ريبلافاصله درگ يروزيبا هر پ يالتيا يها دولت
به  يزمان ،طيشرا نيا. ساخت يم ريرا ناگز جهينت نيا ،ياسيفقدان وحدت س. شدند يم
بر  69ايوندر نبرد چار لادياز م شيپ 338در سال  هيدوم از مقدون پيليكه ف ديرس انيپا
به  يوناني يها التيعنوان پادشاه تمام ا هو خود را ب افتهي يبرتر يونانيمشترك  يروهاين

دو سال بعد در گذشت و قدرت را به پسرش اسكندر  پيليف. كرد نييجز اسپارت تع
 ونانياو . بود دهياز او نرس شيپ ييفرمانروا چيكه ه ديرس يياو به دستاوردها. سپرد ريكب

 323در سال . شناخته شده برد يايدن يرا به مرزها يونانيخت و تمدن را متحد سا
 ونيليم 2از  شيب يبر مساحت شت،درگذ يسالگ 32اسكندر در سن  يوقت لاد،ياز م شيپ
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 انيفرمانروا رييبا تغ كي چيه يونانيو فرهنگ  انيونانياما . كرد يمربع حكومت م ليما
 –لادياز م شيتا قرن اول پ ريان اسكندر كباز زم –بعد از آن يها سال. نشدند ديناپد

 .شناسند يم 70ينلرا شكل داد كه محققان آن را با نام عصر ه خياز تار يدوره درخشان

 
 71لتوسيتالس م: يطلوع هندسه اثبات 3-1-2

از  شيدر قرن ششم پ ونانيتمدن  ييبا شكوفا ياز نظر زمان ونانيدر  اتياضيظهور ر
شود كه در عصر آهن آغاز  يگفته م يمعمولاً به تمدن " وناني تمدن("همزمان بود  لاديم

با  يروند كه به آرام نيا.) شكوفا شد لادياز م شيشده و در قرون پنجم و چهارم پ
. افتياعداد و هندسه توسعه  هيفيثاغورس آغاز شد، به سرعت با نظر روانيپ تيفعال

 دسيارشم دس،ياقل –سان باستانشنا هندسه يبا كارها ميقد وناني اتياضير هك يطور هب
از آن به بعد اكتشافات انجام شده چندان قابل . ديبه اوج خود رس – 72وسيو آپولون

 74فانتوسوي، و د73وس، پاپوسيهمچون بطلم انيبزرگ يتوجه نبودند، هر چند اسام

 اتياضيچنان ر ،شرويدانشمندان پ نيا. گاه هستند به گاه ي جالبشاهد دستاوردها
 اتياضيكه ما ر يزيمورد استفاده قرار دادند كه تا قرن ششم نسبت به چ را مقدماتي

 باًينكته قابل توجه آن است كه تقر. صورت نگرفت يچندان شرفتيپ مينام يم يوناني
 لادياز م شيپ 200تا  350 نينسبتاً كوتاه ب يزمان مدتواقعاً سودمند در  يهمه كارها
كهن، بلكه توسط مهاجران ساكن  وناني يايدن لهيوس هم نه به آن رفتيصورت پذ

 .قرار داشتند انيوسيكه تحت حكومت بطلم هياسكندر

تالس  ،شود يها نسبت داده م به آن يطور سنت به ياضير اتيكه كشف يافراد نياول       
تا  580 حدود( 75و فيثاغورس از ساموس) لادياز م شيپ 547تا  625 حدود( لتوسيماز 

 76ايوني كينزد يشهر لتوسيداشت در م يقيتالس كه تبار فن. ندبود) لادياز م شيپ 500
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 ريصغ يايدر سواحل آس وناني اي از كه مستعمره يدر زمان درست بودمتولد شده 
عمرش را به تجارت مشغول  نينخست يها رسد كه او سال ينظر م به .شد يشكوفا م

فرا گرفته  انيرا از بابل يشناس و ستاره انيهندسه را از مصر يشود كه و يبوده، و گفته م
 .بود

 يها ظاهراً در زمان. شود يمربوط م 77پسويمحبوب به آ يها از داستان گريد يكي       
صورت  كرد، به يتجارت حمل م يس كه بار نمك را برالاز قاطران تا يكي ميقد

بارش حل خواهد شد؛ از  اتيرودخانه غلت بزند محتو كيكه اگر در  افتيدر يتصادف
عادت را با پر كردن  نيتالس ا. كرد يكار را تكرار م نهما وانيدر هر سفر، ح آن پس

داستان، اگر هم درست نباشد،  نيا. نمك از سر قاطر انداخت يبار قاطر با اسفنج بجا
افلاطون . بهتر است اريدرست شده و از داستان سرگرم كننده افلاطون بس يقطعاً به خوب

او چنان مشتاقانه به . بود گانستار يم زدن و تماشاشب تالس در حال قد كي ديگو يم
تو ": و گفت ديبه او رس يرزنيحال پ نيدر ا. افتاد يكه در گودال ستينگر يستارگان م

 شيدر پ ينيبب يتوان ينم كه يدر حال ييآسمان سخن بگو ياز رخدادها يتوان يچطور م
 تيشد تا ماه يمگفته  ميقد اميمعمولاً در ا تيحكا نيا "گذرد؟ يچه م تيپا
 .محققان را نشان دهد يها تيفعالبودن  يكاربردريغ

كارگيري اثبات منطقي را بر  هعنوان اولين فردي شناخته شده است كه ب تالس به       
ها و شهودات براي تصديق يك بحث معرفي  اساس استدلال استقرائي، بجاي آزمايش

، بيان "ب اول عناصر اقليدستفسير كتا"، در كتابش )450حدود (پروكلوس . كرد
  :دارد مي

. را به يونان آورد) هندسه(تالس اولين فردي بود كه به مصر رفت و اين بصيرت        
هاي بسياري را كشف كرد و اصول زير را از بين تعداد زيادي از اصول  او خودش گزاره

ر كلي بود ت در برخي از حالات روش او بيش. ديگر براي جانشينان خودش افشاء نمود
  .تر تجربي و در مورد بقيه بيش

  .هاي زير معتبر شد او با گزاره
 .اي قائمه است دايره زاويه يك زاويه محاط در يك نيم •

 .شود يك دايره با قطرش به دو نيم مي •
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 .هاي متقابل با هم برابرند اگر دو خط مستقيم يكديگر را قطع نمايند، زاويه •

 .دان هاي متشابه متناسب اضلاع مثلث •

 .ترتيب، داراي يك ضلع و دو زاويه مجاور مساوي باشند ها، به اگر آن اند مساويدو مثلث  •

د، احتمالاً نك يوصل م ونانيرا به  يمصر اتياضير ،خط ممتد كي كه يئجاآناز        
عبارات نامربوط محسوب  نيا انآن يبرا. دانستند  يم ميقد انيرا مصر بالا قيتمام حقا

. العاده در هندسه بود فوق ييها شرفتيآغاز پ ميمفاه نيا انيوناني يراشدند، اما ب يم
را به او نسبت  "معجزه"گردد تا  يم يبه دنبال شخص يموارد نيمتعارف در چن خيتار

. شناخته شد دان ياضير نياول اي پدر هندسهعنوان  به يطور سنت رو تالس به نياز ا. دهد
به او نسبت داد، اما  ماًيتوان مستق يرا م ياتكه چه موضوع ميستياگر چه ما مطمئن ن

نقش  – روش استقرائي ديشا –هندسه  يمنطق دهي واضح است كه تالس در سازمان
بوده و از  ديكاملاً جد يامر هاي سخت كمك اثباته ب قضايامنظم  شرفتيپ رايز. داشت

 .بدل شد يوناني اتياضيمشخصه ر يژگيآن پس به و

 
 اده از هندسهبا استف محاسبات 3-1-3

، ي نقل شدهها افسانه بنا به. نديگو ياز علاقه تالس به مصر سخن م يمتعدد يها داستان
 ميمستقريغ يريگ كه در مصر حضور داشت، اندازه يدستاورد تالس در زمان نيارزشمندتر

 يا وهيش يكيشده،  انيداستان به دو صورت ب نيا. ها بود هيكمك سا هارتفاع هرم بزرگ ب
 ت،يروا نيطبق اول. كند يم فيرا توص يتر دهيچيمحاسبه پ وهيش يگريساده و د اريبس

انسان به اندازه قد  هياز روز اندازه گرفت كه طول سا يهرم را در ساعت هيتالس طول سا
 :ديداستان را بهبود بخش نيخود ا 79وميويكانودر كتاب  78پلوتارك. اوست

 ستود، اما علاقه يمختلف م ليرا به دلا] تالس[تو ] پادشاه مصر[اگرچه او 

 ايزحمت  چيبود كه تو طول هرم را بدون ه يا وهيش خاطر خاص او به
هرم،  هيسا ييدر نقطه انتها شاگردتبا قرار دادن  رايز ؛يگرفت اندازه يابزار

نشان  بيترت  نيداده و بد ليدو مثلث تشك ديخورش ياه هتو با كمك اشع
 كساني شانيها هيرد با نسبت طول سابه قد م كه نسبت ارتفاع هرم يداد
 .بود

                                                 
78

. Plutarch 

79
. Convivium 

www.konkur.in

forum.konkur.in



يي ها اضلاع مثلث ي،عن
 تالس كه دو مثلث مشابه را درك كرده

 هيسا برابر بود با طول

فوت و قد  756دانست كه طول هر ضلع هرم بزرگ 
) تا مركز قاعده هرم هيفاصله نوك سا

 هيفوت، و سا 342هرم تا لبه قاعده 

  

با داشتن سه مقدار، بنا به 
  ارتفاع هرم بزرگ برابر بود با

 

 انيبا فيثاغورس و فيثاغورس
در آن  ياديز زيتوان چ ينم

 وجود آوردن هب دراست كه 

عنيدارند،  يبستگ يهندس هيقض كيداستان به  تيدو روا
تالس كه دو مثلث مشابه را درك كرده ن،يبنابرا. متناسبند گريكديبا  با زواياي مساوي

′hشاگرد به قد  h هرم بحث كرد كه نسبت ارتفاعچنين   
 :ستادهيدر حالت ا ′s شاگرد هيبه طول سا

s

s

h

h
′

=
′

 

دانست كه طول هر ضلع هرم بزرگ  يم نياز ا شيپ تالس
فاصله نوك سا(هرم  هيتنها لازم بود كه سا. ودفوت ب 6كارمندش 

هرم تا لبه قاعده  هيفاصله نوك سا. كارمند اندازه گرفته شود
  .فوت بود

با داشتن سه مقدار، بنا به . اكنون تالس تمام ابعاد مورد نياز را در دست داشت
ارتفاع هرم بزرگ برابر بود با. آيد دست مي هور مقدار چهارم بقضيه مذك

( )sh
h

s

′ += = = =
′
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 يفيثاغورس اتياض

 روانشيفيثاغورس و پ

با فيثاغورس و فيثاغورس ونانيدر  لادياز م شيدر قرن ششم پ يصورت انتزاع مطالعه اعداد به
نم نانياست و با اطم زيناچ اريفيثاغورس بس يدانش ما از زندگ

است كه  قديمي سندگانياز نو ده،يكه به ما رس يخرده اطلاعات. مورد گفت

دو روا هر       
با زواياي مساوي

چنين بود، 
به طول سا s هرم

         

تالس       
كارمندش 

كارمند اندازه گرفته شود هيو سا
فوت بود 9كارمند 

 

  
اكنون تالس تمام ابعاد مورد نياز را در دست داشت       

ور مقدار چهارم بقضيه مذك
  

  
اضير 2- 3
فيثاغورس و پ 1- 2- 3

مطالعه اعداد به
دانش ما از زندگ. آغاز شد

مورد گفت
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. كردند يبا هم رقابت م شيها آسا و آموزه معجزه يها ، قدرتي اوراجع به سفرها ييها داستان
 ساموس رهيدر جز لادياز م شيپ 569و   580يها سال نيها، فيثاغورس ب نيتخم نيبراساس بهتر

 يراه ليتحص يترك كرده و برا شهيهم يساموس را برا يظاهراً او در هجده سالگ. متولد شد
منابع نه  يبرخ. ادامه داده باشد زيرا به سمت شرق تا بابل ن شيسفرها ديو مصر شد، و شا هيقيفن

مصر را  لادياز م شيپ 525در سال  ه،يكمبوج ران،يشاه اپاد يدارند كه وقت ياظهار م ،چندان مطمئن
 گريد منابع ياما برخ. به بابل برده شد يمصر ياسرا ريتصرف كرد، فيثاغورس به همراه سا

 باًيتقر( يها سرگردان فيثاغورس پس از سال يوقت. رفت هيمعتقدند كه او داوطلبانه به دنبال كمبوج
پس از . مدرسه گشت كيساختن  يبرا ينبال محل مناسببازگشت به د ونانيبه ) يسالگ 50در 

 حركتبه سمت غرب به  يشهر منع كرد، و نيآنكه حاكم مستبد ساموس او را از ورود به ا
 .بود مستقر شد ايتاليدر جنوب ا يمستعمره مترق كيكه  80درآمده و سرانجام در كروتونا

مدرسه فيثاغورس  زيمتما يويژگ. نبود يمعمولريكار غ ونانيمدرسه در  سيسأت       
 .بود يو مذهب يفلسف ،ياسيس ،بود كه هدفش در آن واحد نيا

 اتياضير: متمركز بودند يآموزان بر چهار موضوع درس دانشي او،  سهردر مد       
ژئومتري  ،)يقيموس(هارموني ، )انباحس مقابلاعداد در  ي نظريه معناي به ،اتياضير(
 يچهارگانه علم در قرون وسط ميتقس نيا. )يشناس هستار(آسترولوژي ، و )هندسه(
81وميويكوادر"

مباحث مربوط به  – انينام گرفت كه بعداً منطق، دستور زبان، و علم ب "
و  يآزاد به صورت دروس ضرور هنرهفت  نيا. به آن افزوده شدند –زبان  بردكار

 .درآمدند ليتحص يمناسب برا

: كرد ميكردند به دو طبقه تقس يشركت م شيها را كه در كلاس يفيثاغورس كسان       
 يپس از سه سال گوش دادن در سكوت فرمانبردارانه به صدا. دانان ياضيشنوندگان و ر

 كه يجائ ،افتندي يرا م يآموزان اجازه ورود به حلقه داخل پرده، دانش كيفيثاغورس از پشت 
شركت زنان  ،د بر طبق قانونهر چن. گرفت يها قرار م آن اريمدرسه در اخت ماتياصول تعل

استاد را  يها  حضور در كلاس ي اجازه انآن آنجادر ممنوع بود، اما  يدر جلسات عموم
 .وجود داشتند دانان ياضيزن در طبقه منتخب ر 28كم  دست منابع، از يكبراساس ي. داشتند
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و خود يك طيان. ازدواج كرد 82سالگي با يكي از شاگردانش بنام طيانو 60فيثاغورس در سن 
هاي آخر عمر به فيثاغورس در علوم كمك  دان برجسته بود كه نه تنها در سال رياضي

در برخي . (كرد كرد، بلكه پس مرگ او نيز سيستم فكري به روش منطقي را ترويج مي مي
دارند كه او  منابع آمده است كه طيانو دختر فيثاغورس بوده است؛ ديگر منابع اظهار مي

  ).ورس نبوده بلكه تنها يك شاگرد با استعداد او بوده استهرگز همسر فيثاغ
 يفيثاغورس مسأله 3- 3

 فيثاغورس قضيه يهندس يها اثبات 3-3-1

فيثاغورس استفاده  قضيهاثبات  يبرا يدر ابتدا از چه روش انيونانيكه  ميستينوز مطمئن نا هم
ند، احتمالاً وكار گرفته ش هب "اقليدس عناصر" يعني دسياقل IIكتاب  يها وهياگر ش. كردند يم

 به طول يمربع بزرگ با اضلاع كي :بود يم ريبه شكل ز يا هيتجز ياثبات صورت به كار شيوه
ba + و  a با اضلاع مساوي لي، و دو مستطbو  aترتيب  به تر با اضلاع به دو مربع كوچك 
b به دو مثلث  c قطر ميتوان با ترس يرا م ليدو مستط نياز ا كيشود؛ هر  يم ميتقس 
ba با اضلاع يگريتوان در مربع د يچهار مثلث را م نيا. كرد ميتقسمساوي  هيالزاو قائم + 

  .داد يجاشان داده شده، صورتي كه در شكل زير ن به
  

ab

c

b

b

b

a

a

a

      

a b

cb

b

b

a

a

a

  
  

  :اكنون مساحت مربع به دو روش قابل محاسبه است
  هاي دو مربع و دو مستطيل، صورت مجموع مساحت به

( )+ = + +2 2 2 2a b a b ab  
 

  هاي يك مربع و چهار مثلث، صورت مجموع مساحت و به
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( )
ab

a b c
 + = +  
 

2 2 4
2

  
  

تر كسر كنيم، مساحت حاصله با هم برابر  رگاه چهار مثلث را از مربع بزرگه       
cباشند؛ معادلاً،  مي a b= +2 2   .است bو  aبرابر مجموع مربعات  cبنابراين مربع . 2

طور مستقل  تر و بهها چنان ساده است كه خيلي پيش ي با جمع مساحتچنين اثبات       
  .شد هاي ديگر بيان مي توانست توسط فرهنگ  مي
 
 معادله فيثاغورس هياول يها حل راه 3-3-2

 انيكه با اعداد قابل ب يبا قانون هيالزاو مثلث قائم كيكه اضلاع  ياكتشاف هندس نيا
 مسأله فيثاغورسمنجر شد كه ما آن را  ياضيمسأله ر كيند، طبعاً به ا باشد به هم مرتبط

مربوط شود،  ياعداد محسوب م هيمسائل در نظر نياز اول يكيمسأله، كه  نيا. مينام يم
  مثبت معادله فيثاغورس حيصح يها جوابتمام  يافتن به

x y z+ =2 2 2 
  

),,(تايي  يك سه. است zyx كه در اين معادله صدق كند را يك  از اعداد صحيح مثبت
ها به اين مسأله را، كه به  اي از جواب روايات باستان پاره. نامند مي تايي فيثاغورسي سه

  :دارد صورت اعدادي به شكل زير بيان مي شود، به خود فيثاغورس نسبت داده مي
, ,x n y n n z n n= + = + = + +2 22 1 2 2 2 2 1  

  

nكه در آن  اي كه  كمك رابطه احتمالاً فيثاغورس به. لخواه استعددي صحيح و د 1≤
  است، يعني سازد به جوابش رسيده تر بعدي مي مربع يك عدد از مربع عدد كوچك

  

)1                                    (( ) ( )k k k− + − =2 22 1 1                          
  

kاستراتژي چنين بوده كه فرض شده         −2 نهايت بار  اين بي. (مربع كامل است 1
kافتد، مثلاً، اگر  اتفاق مي = k، آنگاه 5 − = 22 1 kپس فرض كنيم .) 3 m− = 22  kو  1

  داريم. كنيم را پيدا مي
m

k
+=

2 1
2

mو        
k

−− =
2 11
2
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  جاگذاري كنيم، خواهيم داشت) 1(اگر اين مقادير را در 

m m
m

   − ++ =   
   
   

2 22 2
2 1 1

2 2
  

  

  اعداد رو اين از

)2                        (
, ,

m m
x m y z

− += = =
2 21 1
2 2 

      

mبه ازاي هر عدد صحيح فرد  ،در معادله فيثاغورس        بايد  m(كند  صدق مي، 1<
mفرد باشد، زيرا  k= −2 2 mهرگاه ). فرد است 1 n= +2 n، كه در آن 1  ، اعداد1≤

  شوند با برابر مي) 2(در  تايي سه
  

)3                      (, ,x n y n n z n n= + = + = + +2 22 1 2 2 2 2 1    
  

توان از  هاي فيثاغورس را كه مي تايي برخي از سه. كه همان نتيجه فيثاغورس است       
 .آورد در جدول زير آمده است دست به) 3(
  

z  y  x  n  
5  
13  
25  
41  
61  

4  
12  
24  
40  
60  

3  
5  
7  
9  
11  

1  
2  
3  
4  
5  

 
اي است  ب فيثاغورس داراي خصوصيت ويژهشود، جوا طور كه ملاحظه مي همان       

شوند كه طول وتر  اي با اين مشخصه حاصل مي الزاويه هاي قائم كه به توسط آن مثلث
  .تر بيشتر است واحد از طول ضلع بزرگ 1ها  آن

باشد، به  2جواب بخصوص ديگري كه در آن تفاوت وتر و ضلع عمود برابر        
  :ده شده استنسبت دا 83فيلسوف يوناني افلاطون
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)4                            (, ,x n y n z n= = − = +2 22 1 1                          
  

z  y  x  n  
5  
10  
17  

⋮  

3  
8  
15  

⋮  

4  
6  
8  

⋮  

2  
3  
4  

⋮  
  

آورد؛ اما در اينجا آن را  دست به) 1(كمك رابطه  توان همانند بقيه به اين فرمول را مي
  :گيريم كار مي هدو بار ب

  

( ) ( )

[( ) ( )] ( )

k k k

k k k k k

+ = + +

= − + − + + = − +

2 2

2 2
1 2 1

1 2 1 2 1 1 4
  

  

  مربع شود، فرمول افلاطوني  k4، كه kبجاي  n2با جاگذاري 

( ) ( ) ( )n n n+ − = +2 2 2 2 22 1 1  
  

  .شود حاصل مي
)تايي فيثاغورسي  ساختن سه) 4(گردد كه از معادلات  ملاحظه مي        , , )8 15 17 
  . قابل حصول نبود) 3(كه از فرمول فيثاغورسي  پذير است در حالي امكان
كرد؛ تا اينكه  هاي فيثاغورس را محاسبه نمي تايي يك از قوانين مزبور تمام سه هيچ       

در كتاب . خود يك جواب كامل براي مسأله فيثاغورس نوشت عناصراقليدس در كتاب 
X  آمده است دست بهعناصر از:  

  

)5                          (, ,x mn y m n z m n= = − = +2 2 2 22                    
  

nmاعداد صحيح مثبتي هستند كه  nو  mكه در آن  >.  
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  قبل از ميلاد) 429- 348(فيثاغورس 
  مسائل 4- 3
 فرمول زير را بسازيد) الف .1

a b a b
ab

− +   + =   
   

2 2

2 2
  

  

aنشان دهيد ) ب n= bو  22 = تايي فيثاغورس وسعت  فرمول افلاطون را براي سه 2
)كه به ازاي  دهد، در حالي مي )a n= + 22 bو  1  دست بهخود فرمول فيثاغورس را  1=
 .آيد مي

nبه ازاي عددي صحيح مانند  .2 ≥ يكي از  nتايي فيثاغورسي بيابيد كه  ، يك سه3
 تايي  ، سهnبراي عدد صحيح فرد  :راهنمايي. (ها باشد آن

( , ( ), ( ))n n n− +2 21 11 1
2 2

 
  

)تايي  ، سهnو براي عدد صحيح زوج  , ( / ) , ( / ) )n n n− +2 24 1 4   .)نظر بگيريد را در 1
)نشان دهيد كه  .3 , , )3 4 تايي فيثاغورسي است كه متشكل از سه عدد صحيح  تنها سه 5

)تايي فيثاغورسي  سه :راهنمايي. (مثبت متوالي است , , )x x x+ +1 نظر بگيريد و  را در 2
xنشان دهيد  =  .)است 3

),,(نهايت سه تايي فيثاغورسي  نشان دهيد كه بي) الف .4 zyx د كه در آن وجود دار
x  وy اگر : راهنمايي. (اعداد صحيح مثبت متوالي هستند( , , )x x z+1 تايي  يك سه

) آنگاهفيثاغورسي باشد،  , , )x z x z x z+ + + + + +3 2 1 3 2 2 4 3  .)نيز چنين است 2

)تايي فيثاغورسي به فرم  پنج سه) ب , , )x x z+1 بيدبيا. 

، Cبا زاويه قائمه  ABCدر يك اثبات استاندارد از قضيه فيثاغورس، در مثلث  .5
 .كنند را رسم مي ABبر وتر  Cاز  CDارتفاع 
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A

c

D

C Bb

a

  
  .اند مشابه ABCهر دو با مثلث  CBDو  ACDهاي  مثلث ثابت كنيد) الف
، با استفاده از تناسب اضلاع cو وتر  bو  aالزاويه با اضلاع  براي يك مثلث قائم) ب

aهاي متشابه ثابت كنيد  ز مثلثمتناظر ا b c+ =2 2 2.  
 Cبا زاويه قائمه  ABCالزاويه  براي اثبات ديگري از قضيه فيثاغورس، مثلث قائم  .6

در امتداد . باشند cو وتر  bو  aهاي  فرض كنيد اضلاع آن به طول. را در نظر بگيريد
 .الزاويه باشد يك مثلث قائم BADرا چنان انتخاب نماييد كه  Dنقطه  BCضلع 

  

a

b

2

ac

b

D

A

BC

c
a

b

 
  

bacADجه بگيريد كه ينت DBAو  ABCهاي  از تشابه مثلث) الف و  =/
/DB a b= 2.  
و  ABCهاي  و مساحت مثلث ABDي بين مساحت مثلث  كمك رابطه به) ب

ACD ثابت كنيد ،a b c+ =2 2 2 . 

 
 داد گنگ و اولين بحران مباني رياضياتكشف اع 5- 3

  84كرونكر.ل. خداوند اعداد صحيح را آفريد و بشر مابقي اعداد را
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هايي هستند كه بشر از روند شمارش  اعداد صحيح و به ويژه اعداد طبيعي نتيجه تجربه
ما را  ،علاوه بر اين نيازهاي زندگي روزمره. دست آورده است اشياء به متناهيهاي  دسته

پيوسته مختلفي از قبيل  هاي كميت ،شمارش اشياء منفردسازند كه علاوه بر  م ميملز
گيري،  براي برآوردن اين احتياجات ساده اندازه. گيري كنيم طول، وزن، و زمان را اندازه

آيد كه طولي شامل عده  ندرت پيش مي عنوان مثال، به كسرها را لازم داريم؛ زيرا، به
. گيري بوده باشد عنوان واحد اندازه تر به خطي كوچك دقيقاً صحيحي از واحدهاي
 مانند ،صورت خارج قسمت دو عدد صحيح تعريف كنيم بنابراين، اگر عدد گويا را به

p q كه در آن ،q ، اين دستگاه اعداد گويا، از آنجا كه شامل همه اعداد صحيح و 0≠
  .كند گيري ظاهراً كفايت مي ، براي مقاصد علمي اندازهكسرها است

ر به اعداد گويا و اعداد صحيح بود نزد صحنم ي كهمطالعه رياضيات عدد       
دان برجسته  فيثاغورس رياضي. فيثاغورس و شاگردانش از اهميت اساسي برخوردار بود

خصيتي اساطيري مند بود كه از وي ش يوناني نزد شاگردانش از چنان احترامي بهره
ر ميزان قطعيت، ها بساختند و از اين جهت درباره زندگي و نقش وي در رياضيات، 

در جزيره  بل از ميلادق 572رس ظاهراً در حدود وفيثاغ. اطلاع بسيار كمي وجود دارد
طور موقت در مصر  رسد كه بعداً به نظر مي به. ساموس در درياي اژه تولد يافته است

در . تري در پيش گرفته است ، و حتي شايد سفرهاي گستردهرحل اقامت افكند
 ا را تحتنيو يو 85كراتس حكومت ظالمانه پوليمراجعت به وطن، وي ساموس را تحت 

ي يونان واقع در ايتالياي 86بندر كروتوناو  ي ايرانيان يافت، از اين رو به دريا سلطه
كرد كه بنام مدرسه  اي تأسيس فيثاغورس در كروتونا مدرسه. جنوبي مهاجرت كرد

مدرسه فيثاغورسي علاوه بر اينكه مكاني بود براي مطالعه . فيثاغورسي شهرت يافت
فلسفه، رياضيات و علوم طبيعي، در واقع امر به يك انجمن برادري شديداً متحدي 

پس از مدتي تأثير . گرفت تبديل گرديد كه در آن شعائر و مماسك سري انجام مي
لات اشرافي آنچنان شدت گرفت كه نيروهاي آزاديخواه ايتالياي انجمن برادري و تماي

هاي مدرسه را ويران كردند و سبب پراكنده شدن اعضاي انجمن  جنوبي ساختمان
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جا در  گريخت و در همان) عراق فعلي(النهرين  بنابر روايتي، فيثاغورس به بين. گرديدند
پراكنده حداقل تا دو قرن صورت  انجمن برادري به. سالگي درگذشت 80تا  75سنين 
  .فيثاغورس به موجوديت خود ادامه داد فوتبعد از 
فلسفه فيثاغورسي بر اين فرض متكي بود كه اعداد طبيعي سبب كيفيات مختلف        

اين نگرش منجر به تعالي و مطالعه خواص اعداد گرديد و علم . انسان و ماده است
علوم انساني اساس برنامه تحصيلي  و اسيشن حساب همراه با هندسه، موسيقي و ستاره

اين گروه موضوعات در قرون وسطي به علوم . داد مدرسه فيثاغورسي را تشكيل مي
گانه دستورزبان، منطق و معاني بيان افزوده  چهارگانه شهرت يافت، كه به آن علوم سه

ب گانه، تجهيزات مورد نياز يك فرد تحصيل كرده محسو اين علوم انساني هفت. شد
چون تعليمات فيثاغورسي همه شفاهي بود و از آنجا كه رسم انجمن برادري . شدند مي

توان  آن منسوب كنند، به دشواري مي مؤسس عاليقدربر آن بود كه همه كشفيات را به 
يك از كشفيات رياضي را بايد به خود فيثاغورس نسبت داد و  فهميد كه دقيقاً كدام

  .تعلق دارديك به ساير اعضاي انجمن  كدام
عقيده عمومي بر اين است كه فيثاغورس و پيروانش، همراه با فلسفه انجمن        

اند و در عين حال قسمت اعظم  ها را در رشد نظريه اعداد برداشته دمقبرادري، اولين 
، فيلسوف 87امبليخوساز اين منظر ي. اند شالوده رازگرايي عددي آينده را ايجاد كرده

را به فيثاغورسيان  متحابهكشف اعداد  عد از ميلادب 320طوني حدود صاحب نفوذ نوافلا
  .نسبت داده است

و  bهاي حقيقي  عليه برابر مجموع مقسوم aناميم هرگاه متحابه را  bو  aدو عدد        
  .باشد aهاي حقيقي  عليه برابر مجموع مقسوم bهمچنين 

      

  :عبارتند از 220هاي  عليه اند؛ زيرا مقسوم متحابه b= 220و  a =284: مثال
110, 55, 44, 22, 20, 11, 10, 5, 4, 2, 1  

  .است 284ها برابر  جمع آن كه حاصل
  :عبارتند از 284هاي  عليه مقسوم
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142, 71, 4, 2, 1  
  همچنين

220=142+71+4+2+1  
  

اي عرفاني  دهند، در هاله اين زوج اعداد، كه كشف آن را به فيثاغورس نسبت مي       
طلسم حاوي اين اعداد در  اگر ه خرافي پديد آمد كهدشدند و بعدها اين عقي پوشيده

اين ! ها ايجاد خواهد كرد بازوبند دو فرد بسته شود دوستي تمام عياري بين حاملين آن
  .اعداد نقش مهمي در سحر و جادو، احكام نجوم و طالع بيني پيدا كردند

اعداددان  88جديدي تا زمان پيرودفرماه متحابد اعدارسد كه هيچ زوج  نظر مي به       
و  17296متحابه پيرودفرما دو عدد . كشف نشده باشد 1636مشهور فرانسوي در سال 

معهذا، در همين اواخر ثابت شده است كه اين كشف، كشف . را كشف كرد 18416
در اواخر قرن سيزدهم ) مغربي(مجددي بوده و اين زوج عدد را قبلاً ابن البناي مراكشي 

رسد كه ابن البنا اين دو عدد  نظر مي به. يا اوايل قرن چهاردهم ميلادي كشف كرده است
ه يزدي قبل از رن 89ملا محمدباقر. ثابت بن قره كشف كرده باشدرا به كمك فرمولي از 

را  9437056و  9363584متحابه دان و فيلسوف فرانسوي دو عدد  ، رياضي90دكارت
اي براي يافتن اعداد  دان آلماني جستجوي سازمان يافته لئونارد اويلر، رياضي. ارائه داد

زوج از اين اعداد را عرضه كرد  30، ليستي مشتمل بر 1747عمل آورد و در  به متحابه
امر عجيب ديگر در تاريخ اين اعداد، كشف اعداد . زوج توسعه يافت 60كه بعداً به 

وسيله پسرك شانزده ساله  به 1210و  1184دور از نظر مانده و نسبتاً كوچك متحابه 
حابه متزوج عدد  1000امروزه بيش از . بود 1866در سال  91ايتاليايي، نيكولو پاگانيني

  .اند شناخته شده
اند، و  شناسي اساسي اعداد ديگري با روابط جادويي كه در تحقيقات نظري عدد       

يك عدد را . ، ناقص و زايد هستندتامشود اعداد  گاهي به فيثاغورسيان نسبت داده مي
                                                 

88
. Pier De Fermat 

٨٩
كه رنه  در اصفهان درگذشته است، در حالي 1056ر سال ملا محمدباقر در قرن يازدهم قمري زيسته و د .

  .زيسته است دكارت فيلسوف نامدار فرانسوي در قرن هفدهم ميلادي، بعد ازمحمدباقر مي

90 Rene Descartes 

91
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هاي حقيقي خود باشد، ناقص گوييم هرگاه از  عليه ناميم هرگاه برابر مجموع مقسوم تام
تر از مجموع  اش تجاوز نمايد و زايد است اگر كوچك هاي حقيقي عليه موع مقسوممج

جهان را در شش روز   جلاله بنابراين، خداوند جل. اش باشد هاي حقيقي عليه مقسوم
شناخته  تامعدد  12، تنها 1952تا سال  .6=1+2+3يك عدد تام است، زيرا  6 آفريد كه

  .496و  28، 6: تاي اول عبارتند از ها سه از بين آن ها زوج بودند و شده بود كه همه آن
 كند كه اگر  خود ثابت مي اصولمقاله نهم كتاب  آخرين قضيه اقليدس در       

) يك عدد اول باشد آنگاه )− −12 2 1n n يك عدد تام است.  
  اويلر ثابت كرده است كه هرگاه عدد تامي زوج باشد بايد به شكل        

( )− −12 2 1n n  2−باشد كه در آن 1n  وجود و ). عكس تقريبي قضيه اقليدس(اول است
ثابت شده . هاي حل نشده نظريه اعداد است يا عدم وجود اعداد تام فرد يكي از مسأله

  .رقم وجود ندارد 100تر از  است كه هيچ عدد فردتام با كم
ها اعداد تام ديگري  با استفاده از انجام محاسبات سريع به كمك رايانه امروزه       

عدد  BESKبا استفاده از رايانه سوئدي  ،1957در سال  براي نمونه. كشف شده است
 كشف گرديد، بدين لحاظ عدد  n= 3217تامي از نوع اقليدسي آن به ازاي 

( )−3216 32172 2   .عددي تام است 1
اند و تحقيق در اين  هايي از مفهوم عدد تام ارائه كرده دانان مؤخر تعميم اضيري       

  .ادامه دارد

ناميم هرگاه كميت سومي  متوافقدو كميت يا دو طول را  :متوافقهاي  كميت       
دو . بتوان يافت كه در هر دو طول به مقدار صحيح بگنجد) گيري عنوان واحد اندازه به(

1/براي مثال برابر  ABهرگاه طول . گيريم ميرا در نظر  CDو  ABخط  پاره متر و  5
CD  0/برابر كرده تا اندازه هر دو تر  گيري را كوچك توانيم واحد اندازه باشد، مي 5

0.گيري را برابر  مثلاً اگر بجاي متر واحد اندازه. طول با اعداد طبيعي نمايش شود متر  5
  بگيريم خواهيم داشت

,AB CD= =3 1  
  

  متر اختيار كنيم گيري را سانتي هو يا هرگاه واحد انداز
,AB CD= =150 50  

n −2 1

www.konkur.in

forum.konkur.in



  

  .متر خواهد شد گيري، يعني سانتي رابر واحد اندازهب
كند كه اين وضعيت براي هر دو طول  تصور شهودي به ما اين ايده را القاء مي       

  .اند صادق است، يعني هر دو طول با هر اندازه متوافق
  

A B C D
  

  

بالاخره طول واحد ) يگير واحد اندازه(تر كردن واحد مقايسه  شود با كوچك تصور مي
  صورت هرگاه در اين .نشستبا اعدادي صحيح خواهد  CDو  ABدر هر دوي 

ABواحد  m=  واحد ،CD n=  
  آنگاه 

AB m

nCD
=  

  

فيثاغورسيان را عقيده بر . دو طول برابر عددي گويا خواهد شدبنابراين نسبت هر        
. اند، يعني نسبت هر دو كميت دلخواه عددي گويا است اين بود كه هر دو كميت متوافق

  . گيريم را در نظر مي aحال مربعي به طول ضلع 
  

A B

CD a

a

  
  

  بنابراين طبق قضيه فيثاغورس

BD a a a

BD a

= + =

=

2 2 2 22
2

  

  در نتيجه
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BD a

BC a
= =2 2  

        
. خواهد شد 2 ابرو هرگاه طول ضلع مربع را برابر واحد اختيار كنيم، طول قطر مربع بر

كه نسبت دو طول قطر و ضلع مربع  2هاي متوافق فيثاغورسيان عدد  طبق نظريه كميت
  .گويا نيست 2توان نشان داد كه  اما به آساني مي. عددي گويا بوده باشداست بايد 

pگويا باشد،  2 هرگاه ازير       

q
در . نسبت به هم اولند q و pكه در آن  2=

pصورت  اين q= pو يا  2 q=2 22.  
، بايد عددي زوج p و در نتيجه p2دو برابر يك عدد طبيعي است،  p2چون        
pفرض كنيم . باشد c=   در اين صورت . 2

c q=2 24 2  
  ا و ي

q c=2 22  
  

بايد زوج باشد؛ و اين غيرممكن  q رو، و از اين q2گيريم  كه از اين نتيجه مي       
در نتيجه كه هر دو عامل دو دارند  در حالي. فرض شده بودند متباين q و p است زيرا

  .با اين تناقض بايد كنار گذاشته شود 2فرض گويا بودن 
گرچه كشف اعداد گنگ توسط فيثاغورسان انجام گرفت، لكن اين كشف براي        

 هقبل از هر چيز اين كشف ضربه مهلكي بر فلسف. آور و نگران كننده بود آنان حيرت
  .شد دانست، تلقي مي يثاغورسي كه همه چيز را با اعداد صحيح وابسته ميف

طور  آمد، زيرا به نظر مي ديگر آنكه اين مطلب مغاير با عقل سليم متعارف آنان به       
  .شد كه هر كميتي با يك عدد گويا قابل توصيف است شهودي حس مي

مبني بر طور خلاصه كشف اعداد گويا با نظريه فيثاغورسيان  به
  .اند در تضاد آشكار بود اينكه هر دو كميت متوافق

  در اين خصوص اشاره دارد كه 92زويو، ايلهاوارد دب
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اين امر . را در صفوف فيثاغورسيان باعث شد بهتي 2اين كشف گنگ بودن 
م زد، نه تنها فرض اساسي وابسته بودن همه چيز را به اعداد درست ظاهراً بر ه

اند  بلكه چون برطبق تعريف فيثاغورسي تناسب، هر دو كميت همجنس متوافق
هاي متوافق  همه قضاياي نظريه فيثاغورسي در باب تناسب بايد به كميت

اين . ها از اعتبار افتاد و لذا نظريه عمومي اشكال متشابه آن گرديد  محدود مي
 مخفيشد موضوع  ي ميآنچنان عظيم بود كه براي مدتي سع» رسوايي منطقي«

 93اي با اين مضمون وجود دارد كه هيپاسوس داشته شود و افسانه نگه
در افشاي اين راز نزد اجانب، در دريا به  تقوايشخاطر عدم  فيثاغورسي به

هلاكت رسيد و يا مطابق روايت ديگري از جامعه برادري فيثاغورسيان طرد 
  .كه گويي مرده است شد و قبري نمادي براي وي بر پا گرديد آنچنان

برخي نيز بر اين باورند كه . شناخته شده بودگنگ  تنها عدد  2ها،  تا مدت       
−5 1

2
ظم به قطرآن است اولين عدد گنگ شناخته تكه نسبت ضلعي يك پنج ضلعي من 

عنوان اولين گنگ شناخته شده  به 2 اما اين احتمال كمتر از احتمال وجود .شده باشد
، 5، 3نشان داد كه  95يي ، كورنه94بعدها، به گفته افلاطون، تئودوروس. باشد مي
  .نيز گنگ هستند 17، 15، 14، 13، 12، 11، 10، 8، 7، 6

شود توسط  ياد مي بحران اول مباني رياضينوان ع بعدها، اين رسوايي كه از آن به       
اس كه خود نيز از فيثاغورسيان بود، با از شاگردان افلاطوني و آرخوت 96ائودوكسوس

بحران اول مباني رياضيات  ترتيب  و بدين ارائه تعريف جديدي از تناسب مرتفع گرديد
  .پايان يافت قبل از ميلاد 370در حدود 

 تمامبايست در وابستگي تام و  ران اول مباني رياضيات را مياز منظر فلسفي، بح       
شهود بعدي، گرچه . نظريه اعداد به هندسه و تفكر شهودي مرتبط با آن به حساب آورد

هندسه مقدماتي نقشي اساسي دارد، لكن محدوديت خاص خود را  در توصيف و تبين
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طول تكامل و تعالي در . داراست؛ محدوديتي كه تفكر جبري و منطقي فاقد آن است
بسياري از  صرفها تفكر شهودي  رياضيات، موارد ديگري وجود دارد كه تا مدت

  .دانان را به اشتباه واداشته است رياضي
نيستند  پذير مشتقاند ولي در هيچ نقطه  جا پيوسته داستان پيدايش توابعي كه همه       

براي ملاحظه وجود ( .باشد ينتيجه تقابل منطق و استدلال منطقي با شهود متعارف م
  .)مراجعه كنيد 97چنين تابعي به كتاب اصول آناليز رياضي تاليف والتر رودين

  
 مسائل 6- 3

  .توانيد از كتب مربوط به مباني علوم رياضي استفاده نمائيد در مسائل زير مي
  پذير است، يعني ثابت كنيد مجموعه اعداد گويا شمارش. 1

Q N≅  
كمك  1از نتيجه مسأله (پذير نامتناهي است  ثابت كنيد مجموعه اعداد گنگ شمارش. 2

  ).بگيريد
  .گنگ است pعددي اول باشد،  p ثابت كنيد هرگاه. 3
  .جمع هر عدد گنگ با يك عدد گويا عددي گنگ است نشان دهيد حاصل. 4
  .اي روي خط حقيقي مشخص كنيد را متناظر نقطه 5. 5
ه نشان دهيد كه بسط اعشاري هر عدد گنگ، نامتناهي و فاقد دوره تناوب است؛ ب. 6

  .عكس هر كسر اعشاري با دوره تناوب مشخص نشانگر يك عدد گويا است
  
 باستان يايدن يسه مسأله ساختار 7- 3

 رهيدا عيو ترب 98بقراط 3-7-1

 380تا  460( 99اسيچ اهل ،بقراط ،لادياز م شيدوم قرن پنجم پ مهيبرجسته ن دان ياضير
كه هم عصر او بود  ونان،يپدر طب  ،)100از كاس( او را از بقراط ديبود، كه با) لادياز م شيپ
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 امابرد؛  انيبه پا سيرا با تجارت آغاز كرده و با تدر شيبقراط مانند تالس زندگ. جدا كرد
 .تالس نبود، مورد سرقت قرار گرفته و اموالش را از دست داد يركيكه به ز بقراط

مكعب و  فيتضع ره،يدا عيترب –سه مسأله خاص شد، آتن  واردبقراط  كه زماني       
ل ائمس نيا. دانان را به خود جلب كرده بود بود كه توجه هندسه يمدت –هيزاو ثيتثل
آماتورها و  يجاذبه براپرو  جالبمنبع  كو ي اتياضير خيعنوان نقطه عطف تار به

 .اند مانده يباقي اعصار متماد طولمحققان به 

خاطر آن بقراط شهرت يافت، عمدتاً كاري بود كه او در رابطه با اولين  آنچه كه به       
. نامند مي "تطبيق دايره"گاهي اين مسأله را . مسأله از اين مسائل، تربيع دايره، انجام داد

توان مربعي را  آيا مي: صورت بيان نمود اين طور ساده به توان به ن مسأله را ميصورت اي
تر از  ساخت كه مساحتش با مساحت دايره داده شده برابر باشد؟ اين مسأله خيلي عميق

رسد، زيرا فاكتور مهم اين است كه اين مربع چگونه بايد  مي نظر بهابتدا امر كه ن است آ
اصرار داشت كه اين كار تنها بايد با ) پيش از ميلاد 348تا  429(افلاطون . ساخته شود

در اين روش فرض بر اين است كه هريك از اين وسائل . كش و پرگار انجام پذيرد خط
  :صورت زير بايد استفاده شوند بار، با خصوصيت خاص به براي يك

  .توان از روي دو نقطه داده شده رسم كرد كش، يك خط را مي با خط .1
  .توان با داشتن يك مركز و يك شعاع رسم كرد ار، يك دايره را ميبا پرگ .2

كه در بالا قيد شد مجاز  آنچه ءجزه يك از اين دو وسيله به روشي باستفاده از هر       
. كار برد هتوان براي انتقال فواصل ب يك از اين وسائل را نمي براي مثال، هيچ. باشد نمي

گذاري كرد و پرگار  يچ طريقي مدرج يا حتي علامتتوان به ه كش را نمي بنابراين خط
يك نقطه يا يك خط را . پاشد محض برداشتن از روي كاغذ از هم فرو مي نيز به

 - آن را با اين دو ابزار  بتوان نامند هرگاهكش و پرگار  توسط خط) پذير ساخت(ساختني 
كارگيري از اين  هبه بتنها در تعداد متناهي مرت -با رعايت اصول قيد شده در مورد آنان 

 . طور هندسي رسم كرد ابزار، به

و  انيونانيفراوان  يها تلاش رغم يعل )عيمسأله ترب( پذيري مفهوم ساخت وناندر ي       
در قرن  آنان يها تلاش يهودگيب. ماند يدانان، حل نشده باق و بعدها هندسه گران،يد

كش  با خطصرفاً  رهيد مربع كردن داثابت كردن دانان ياضيسرانجام ر كه يزمان ،نوزدهم
 يها تيمحدود نيبا ا يريپذ ساخت محك. ممكن است، نشان داده شدريغ و پرگار
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 دوران(آن دوران كه در  يميو مفاه )يو نه هندس( يجبر يها دهيا توسطه ب يابزار
معادل  رهيمربع كردن دا. ، به اثبات رسيده استشناخته بودندنا يو قرون وسط )باستان

عدم  نيبنابرا. باشد رهيشعاع دا برابرِ π كه طول آن يبا ساختن قطعه خط تاس
قابل  يدر صورت انيونانيشده توسط  هيته هايبا ابزار يقطعه خط نيامكان ساختن چن

مبحث حول  نيا. ستين ميقابل ترس π مينشان ده ميتوانست يبود كه م ياثبات م
با  يا جملهندمعادله چ چيه شهير π يعنيزند؛  يدور م π عدد متعالي بودن تيماه

π بودن متعالي. (ستين گويا بيضرا  يبا برهان 101ندمانيتوسط ل 1882در سال  
  .)ديبه اثبات رس فيو ظر يطولان
كرد كه  تيامر هدا نياو را به كشف ا ره،يبقراط در مربع كردن دا يها تلاش       
او . وجود دارند كه قابل مربع شدن هستند يمنحن يبا مرزها يمسطح خاص نواحي

گونه كه مرزهاي آن  شكلي است هلال ماه هلاليك ( 102دو هلالخصوصاً نشان داد كه 
رسم كرد كه مجموع  يا گونه را به) تهاي نامساوي اس هايي با شعاع دو كمان از دايره

 ريز شرحدستاورد به  نيا. برابر باشد هيالزاو مثلث قائم كيشان با مساحت  يها مساحت
شروع ABC بنام نيالساق يمتساو هيالزاو مثلث قائم كياو كه كار را با  :حاصل شد
  .داد ليشكتمطابق شكل زير در سه طرف  ييها رهيدا ميكرده بود، ن

  

  
  

هاي دو دايره برابر با نسبت مربع طول  دانست كه نسبت مساحت مي بقراطظاهراً 
  .قطرهايشان است

=
2

2
AB

AC
             

                                                 
101

. Lindemann 

102
. lune 

 ACدايره با قطر  مساحت نيم

 ABدايره با قطر  مساحت نيم
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باشد، زيرا بنابر قضيه فيثاغورس، با در نظر گرفتن مثلث  2اين نسبت بايد برابر با        
ABC داريم ،AB AC CB AC= + =2 2 2 داراي  ABدايره با قطر  بنابراين نيم. 22

كمك اين مطلب، بقراط به  به. است ACدايره با قطر  مساحتي دو برابر با مساحت نيم
دايره كوچك برابر است با مساحت  هاي دو نيم اين نتيجه رسيد كه مجموع مساحت

كه شكل   طور همان. است IVو  IIIهاي  قدم بعد تفاضل مساحت. تر گدايره بزر نيم
از  II و I) مساوي(هاي  مانده، يعني مجموع مساحت هاي باقي دهد كه مساحت نشان مي

برابر  ABCاما مساحت مثلث . با هم برابر هستند ABCدو هلال، و مساحت مثلث 

)است با  . )AC BC AC= 21 1
2 2

  ، لذا 

AC21
2

 Iمساحت هلال +  IIمساحت هلال =  
  

 ،ABCمعادل است با نصف مساحت مثلث  Iبه نحوي ديگر، مساحت هلال 

AC
AC

   =   
   

2
21 1

2 2 2
  Iمساحت هلال = 

  

بقراط اولين مثال را در رياضيات ارائه داد كه بنابراين . پيدا شده است "مربع هلال"و 
   .پذيرد ها تربيع دقيق را مي يك ناحيه محدود شده به منحني

توان مربع كرد، سعي در مربع كردن  بقراط پس از نشان دادن اينكه هلال را مي       
 الساقيني كه بر قطر براي اين منظور او يك ذوزنقه متساوي. دايره با روش مشابه نمود

اي كه سه ضلع متوالي آن تشكيل نصف  گونه هيك دايره بنا نهاده شده را در نظر گرفت ب
سپس با بحثي مشابه آنچه در . دهد يك شش ضلعي منتظم محاط شده در دايره را مي

  .بالا آمد را نشان داد
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 ،103وسيسيمپليمفسر قرن ششم، س يها نوشته قيها از طر اثر بقراط در مورد هلال       
از  شيپ( وناني كيكلاس اتياضيتنها بخش قابل توجه از ر قتيحفظ شده و در حق

بقراط معتقد بود  وس،يسيمپليبه گفته س. است دهيبه ما رس ريياست كه بدون تغ) اسكندر
به گفتن  يازياما ن. موفق شده است رهيدا عيتربدر عملاً كه  )ماديد شرحكه  يطبق بحث(
 !مسأله حل نشد نيكه ا ستين

 كه ي؛ در حال"توان مربع كرد يرا م يهر هلال"فرض نهفته است كه  نياشتباه در ا       
 نشان دادهكرده بود  يكه بقراط بررس يخاص طيفقط در شرا مطلب نيبودن ا درست

ثابت محاط شده  نيالساق يمثلث متساويك ضلع  يهلال رو يآنچه او برا. ه بودشد
. كرد يمحاط شده صدق نم يشش ضلع مهين كيع ضل يهلال رو ي، لزوماً براكرده بود

اشتباه  نيقابل است مرتكب چن اريدان بس هندسه كيرسد بقراط كه  ينظر م به ديالبته بع
در طول  يهلال يها عيترب نيبوده كه استفاده از ا دوارياو ام ديشا. شده باشد يفاحش

بقراط  هدكر ميه كه فكر بود سينورياشتباه تفس نياما ا. منتج شود رهيدا عيزمان به ترب
  .نكرده بود نيچن كه ي، در حالهرا نمود رهيمربع كردن دا يادعا

 
 مكعب فيتضع 7-2- 3

دانان آن زمان را به خود مشغول كرده بود،  كه هندسه ياز مسائل معروف گريد يكي
 كيكه حجم آن دو برابر  يمكعب اليكردن  دايپ گر،يعبارت د مكعب بود؛ به فيتضع

. ستيمشخص ن يبدرست فيمسأله تضع شيداينحوه پ. باشد گريد مكعب مشخص

                                                 
103

. Simplicius 
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 كيگردد كه موفق شده بودند با بنا كردن  يبرم هيلاو انيامر به دوران فيثاغورس نيا ديشا
 قاًيدق ديمربع جد كه يطور اندازه آن را دو برابر كنند به گر،يد يقطر مربع يمربع بر رو

مسأله به  نيدستاورد، بسط دادن ا نيپس از ا. اشدرا داشته ب هيدو برابر مساحت مربع اول
 .ديرس يبه نظر م يعيكاملاً طب يبعد سهحالت 

توسط بقراط انجام  فيدر حل مسأله تضع يواقع شرفتيپ نيهم اول نجايدر ا       
خط  كي انيم يدو واسطه هندس افتني يسادگ  كار به نياو نشان داد كه ا. گرفت

خطوط  نيب يدو خط به نوع يعني. (دو برابر آن استبا طول  يگريو خط د مفروض
با نمادهاي ) .رنديقرار بگ يندسشوند كه چهار خط در تناسب ه قرار دادهمفروض 
باشند  يهندس ياه واسطه y و x دو خط مورد نظر بوده، و a2 و a اگر امروزي،

در تصاعد  a2و  a ،x ،yهاي  طول گاهآن ،گيرندها قرار  آن نيب ندتوانبكه  طوري به
  ، يعنيرنديگ يقرار م يهندس

a x y

x y a
= =

2
 

  

xكنند كه  دو نسبت اول ايجاب مي ay=2 .آيد  مي دست بهها  از دومين نسبت
y ax=2   از تركيب اين معادلات خواهيم داشت. 2

x a y a x= =4 2 2 32  
  لذا و

x a=3 32  
  

 aداراي حجمي دوبرابر با مكعبي به ضلع  xمكعبي با ضلع به طول  ،عبارت ديگر به
  .است
 ،پرگاركش و  خطتنها با كمك  ساختناز راه  يهندس يها  كردن واسطه دايبقراط در پ       
يك  ليحال تقل نيبا ا. ها محدود كرده بود، موفق نشد كه افلاطون هندسه را به آن هاييابزار

 نياز ا. بود ريچشمگ يخود دستاورد يخود به هندسه مسطح به ييمسأله در هندسه فضا
مورد حمله كرده بود  انيكه بقراط ب يمكعب با روش فيبه بعد همواره مسأله تضع نزما

 كرد؟ دايپ ميدو خط مستق نيرا ب يتوان دو واسطه هندس يچگونه م: واقع گرديد

 
 يك زاويه ثيلتث 3-7-3
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ما ا ،حاصل نمود نسبي
كش  خطتنها با  هيزاو ث
وجود نداشت كه  يل

تواند  يمشابه م طيبا شرا
در حالت خاص زاويه قائمه 
اي با شعاع دلخواه رسم 

 Bه مركز اي ب اكنون دايره
كنند، يكي از  دو دايره در دو نقطه همديگر را قطع مي

∠COBاند و داريم  = 60�

 .زاويه قائمه را به سه قسمت مساوي تقسيم كرده است

را  يارياخت هيزاو كيكردند تا 
 104وانتزل ري، پ1837در سال 

104
. Pierre Wantzel 

نسبي شرفتيمهم پ يدو مورد از سه مسأله ساختاردر اگرچه بقراط 
ثيتثل. حاصل ننمود يقيتوف يبه سه بخش مساو هيزاو 
لياست، و دل يهندس يها نيساخت نيتر از ساده يكي 

با شرا يمساو شبه سه بخ هيزاو ميشك كنند تقس هيمحققان اول
در حالت خاص زاويه قائمه  .اند ثيتثلل وضوح قاب چند زاويه به .ممكن باشد

اي با شعاع دلخواه رسم  دايره Oبه مركز : ، روش ساختن به شرح زير است
اكنون دايره .بناميد Bو  Aنقاط تلاقي آن با دو ضلع مثلث را 

دو دايره در دو نقطه همديگر را قطع مي. بگذرد Oچنان رسم كنيد كه از 
  .است POQدر داخل زاويه  Cها نقطه 

  
BOC اند و داريم  لذا تمام اضلاع مساوي الاضلاع است، متساوي

  صورت اما در اين

( )COA∠ = − = = 190 60 30 90
3

� � � �  

OCزاويه قائمه را به سه قسمت مساوي تقسيم كرده است
كردند تا بيهوده  يسع دانان ياضيسال، ر 2000مدت  ي

در سال . افتندين يقيكنند، اما توف ميتقس يه قسمت مساو

                                         

اگرچه بقراط 
 ميدر تقس

 پرگارو 
محققان اول

ممكن باشدريغ
POQروش ساختن به شرح زير است ،

نقاط تلاقي آن با دو ضلع مثلث را . كنيد
چنان رسم كنيد كه از 

ها نقطه  آن
  

BOCمثلث 

اما در اين. 
  

  
OCو خط 

يبرا       
ه قسمت مساوبه س
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ممكن بودن ريرا از غ ق
انتزل در همان مقاله كه در 

نيز مكعب را  فيتضع
 نظريهدر  مسائليبه  

معادله  كيدست آورد كه حل 
طور  پرگار بهكش و  خط

در  يهندس كيمسائل كلاس
 انتزلو در محكشوند كه 

 .قابل اجرا نخواهند بود

توان به مساحت يك  يك هلال را مي
دايره روي قطرش رسم 

C  مطابق با شكل زير
 ABCثابت كنيد كه مساحت هلال هاشور خورده برابر با مساحت مثلث 

105
. Lioville’s Journal de Mathematiques 

قيشواهد دق نياول س،يپار كيتكن ياز مدرسه پل) 1848
انتزل در همان مقاله كه در  و. پرگار ارائه نمودكش و  خطتنها با كمك  هيزاو

تضع يهودگيب نيهمچن چاپ شده بود، 105ليوويل اتياض
ي فوقدو مسأله هندس ليتبد يريگ جهينت نيا ديكل. 

دست آورد كه حل  را به يا ساده يجبر محكوانتزل . معادلات بود
خط لهيوس  هكه بگوياي متناظر با آنچه  بيبا ضرا يا چندجمله

مسائل كلاسدر واقع . ساخت يم سريساخته شده باشند را م
شوند كه  يم يمنته اي درجه سهبه معادلات  فيو تضع ث
قابل اجرا نخواهند بود هاي مورد نظر پذيري ساخت نيكنند، و بنابرا ي

  مسائل
يك هلال را مي براي تغييري در استدلال بقراط كه مساحت

دايره روي قطرش رسم  شروع كرده و يك نيم ABCDدايره تقليل داد، با يك مربع 
Cبه  Aو كماني از  ADو شعاع  Dاي به مركز  دايره

ثابت كنيد كه مساحت هلال هاشور خورده برابر با مساحت مثلث . رسم كنيد

  
  

                                         
Journal de Mathematiques  

)1814 - 1848
زاو تثليث
اضير مجله

. نشان داد
معادلات بود

چندجمله
ساخته شده باشند را م يهندس

ثيمورد تثل
ينم صدق

  

مسائل 8- 3
براي تغييري در استدلال بقراط كه مساحت .1

دايره تقليل داد، با يك مربع 
دايره. كنيد

رسم كنيد
 .است
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. راه حل زير در ادامه مسأله واسطه هندسي اغلب به افلاطون نسبت داده شده است
 BCدر نظر بگيريد طوري كه بر ضلع مشترك 

طوري بر  Dدر نقطه  
BPx CPyو  = = 

هرگاه دو خط موازي توسط خط سومي قطع گردد، زواياي داخلي ايجاد 
APB ،CPB  وDPC 

مسأله قرار دادن دو واسطه هندسي بين 
را با اضلاع  ABCDاو ابتدا مستطيل 
اي  دايره Eبه مركز . را محل تلاقي قطرها ناميد
اي قطع  گونه هترتيب، ب به

شود  گفته مي. (هر سه بر يك خط مستقيم قرار بگيرند
توسط آن اين مرحله آخر 

راه حل زير در ادامه مسأله واسطه هندسي اغلب به افلاطون نسبت داده شده است
در نظر بگيريد طوري كه بر ضلع مشترك  BCDو  ABCالزاويه  دو مثلث قائم

 BDو  ACفرض كنيد كه وترهاي . اند مطابق شكل قرار گرفته
aAPيكديگر عمود شوند كه  DPو  = a= ثابت كنيد كه . 2

 هستند، يعني a2و  aهاي هندسي مطلوب بين 

a x y

x y a
= =

2
  

  

  
  

هرگاه دو خط موازي توسط خط سومي قطع گردد، زواياي داخلي ايجاد : راهنمايي
APBهاي  بنابراين نتيجه بگيريد كه مثلث. هم برابرند

(.  
مسأله قرار دادن دو واسطه هندسي بين ) پيش از ميلاد 225حدود (آپولونيوس 

او ابتدا مستطيل . را حل كرد a2و  aهايي به طول  قطعه خط
ADو   a= را محل تلاقي قطرها ناميد E. رسم كرد 2

به ،Qو  Pرا در نقاطي مانند  ADو  ABرسم كرد تا امتداد 
هر سه بر يك خط مستقيم قرار بگيرند Qو  P ،Cنمايد كه نقاط 

توسط آن اين مرحله آخر ه آپولونيوس مخترع دستگاهي مكانيكي بوده است كه ب
 براي يك چنين شكلي ثابت كنيد.) پذير بوده است

  اند و از آنجا متشابه CDQو  PAQ ،PBCهاي  مثلث

راه حل زير در ادامه مسأله واسطه هندسي اغلب به افلاطون نسبت داده شده است .2
دو مثلث قائم

مطابق شكل قرار گرفته
يكديگر عمود شوند كه 

هاي هندسي مطلوب بين  واسطه

راهنمايي(
هم برابرند شده با
.)اند مشابه

آپولونيوس  .3
قطعه خط

aAB =
رسم كرد تا امتداد 

نمايد كه نقاط 
آپولونيوس مخترع دستگاهي مكانيكي بوده است كه ب

پذير بوده است امكان
مثلث) الف
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a2

a y a y

x a a x

+= =
+2 2

  
  

E

D Q

B C

A

y

G

x

F
a

P

  
  

  اند و از آنجا الزاويه با وترهاي مساوي قائم EGPو  EFQهاي  مثلث) ب

( )
a a

a x a y
   + + = + +   
   

2
2 2

2 2
  

  يا

( ) ( )a x x a y y+ = +2  
  

xDQقطعات ) ج yBPو  =  .هستند a2و  aدو واسطه هندسي بين  =

پيش از  240حدود ( 106توان به روش ساختن نيكومدس تثليث يك زاويه را نيز مي .4
دو خط، يكي عمود  Bاز نقطه . مفروض باشد ∠AOBفرض كنيد . انجام داد) ميلاد

اكنون اندازه . رسم كنيد OAو ديگري به موازات  Cدر  ∠AOB از OAبر ضلع 
a OB=  Oكش علامت زده و خط كش را طوري بلغزانيد كه از نقطه  را روي خط 2
ترتيب در  به( BDو  BCروي  aكه دو سر انتهايي اين قطعه به طول  طوري بگذرد به

P  وQ و لذا ،aPQ در  Qو  Pو  Oتوجه داشته باشيد كه ( .قرار داشته باشد) =
 )روي يك خط قرار دارند
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M

Q

a

P

DB

O A

/a 2

  
  

  :زير را ثابت كنيدهريك از ادعاهاي 
BMOMOBباشد، آنگاه  PQنقطه مياني  Mاگر ) الف نقطه : راهنمايي( ∠=∠

  .)الزاويه از دو سر اضلاعش به يك فاصله است مياني وتر يك مثلث قائم
، خواهيم داشت BMQبه استفاده از قضيه زاويه خارجي، در مثلث ) ب

BMP MBQ MQB∠ = ∠ + ∠.  
BQOAOQ) ج ∠=∠.  
AOB) د AOQ QOB BQO∠ = ∠ + ∠ = ∠3.  
او ابتدا . نيكومدس مسأله تضعيف مكعب را با بحثي شبيه به آپولونيوس حل كرد .5

aABرا با اضلاع  ABCDمستطيل  ADو  = a=   .رسم كرد 2
و  CMگرفت و فرض كرد امتداد  ABرا وسط  Nو  ADرا وسط  Mنقطه        
BA  همديگر را در نقطهG نقطه . قطع كنندF  را بر عمودFN  چنان بگيريد كه

aFB را رسم كنيد تا امتداد  FPرسم كرده و  GFرا به موازات  BHاكنون . =
AB  را درP  چنان قطع كند كهaHP براي انجام مرحله اخير نيكومدس يك . (=

كه  107وار سطح خميده بخصوصي را اختراع كرد و حتي يك دستگاهي بنام صدف
قطع  Qگر را در را امتداد داده تا يكدي ADو  PCخط .) توانست آن را رسم كند مي

  .كنند
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D Q

B C

A

y

G

x

F

P

a

a
H

z

M

a

N

a2

  
  

  ثابت كنيد كه
  اند و از آنجا متشابه CDQو  PAQ ،PBCهاي  مثلث) الف

a y a y

x a a x

+= =
+2 2

  
  

  اند و لذا متشابه PGFو  PBHهاي  مثلث) ب
a z a

y y a

+=
+ 2

  
  

/يا  /a z y a= xz، و بنابراين 2 =.  
  مشترك هستند و لذا FNدر ضلع  FNPو  FNBهاي  مثلث) ج

( )
a a

a x a y
   − = + − +   
   

2 2
2 2

2 2
 

  يا 
x y a

y x a

+=
+ 2

  

DQقطعات ) د x=  وyBP   هستند a2و  aدو واسطه هندسي بين  =
a x y

x y a
= =

2
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 فصل چهارم

 
  

 دسياقل :هياسكندر مكتب

 
  

  سومهاي آموزشي فصل  هدف
  كلي  هدف) الف

هاي اقليدس و مباني هندسه و سپس  هدف كلي از ارائه اين فصل ارائه و معرفي نوشته
  .باشد از ديدگاه فلسفه رياضي مينقد و بررسي اصول اقليدس 

  هاي آموزشي هدف) ب
  :ن فصل بايدمطالعه و فراگيري اي دانشجو پس از

 .بتواند اصول متعارفي و اصول موضوعه را بيان كند •

 .بتواند چند نمونه از تعاريفي كه در اولين مقاله اقليدس آمده، را ارائه دهد •

 .برهان چند قضيه از مقالات كتاب عناصر اقليدس را بداند •

 .پذيري اقليدسي آشنا باشد با خواص بخش •

 .تاريخچه الگوريتم اقليدس را بشناسد •

 .تاريخچه قضيه اساسي حساب را بداند •

 .ها آشنا شده باشد گيري با كارهاي ارشميدس در زمينه اندازه •

 .قادر به حل مسائل آخر هر بخش باشد •

  
  108و عناصر دسياقل 1- 4
 موزه: يريمركز فراگ 4-1-1
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از  اتياضيمربوط به ر يها تيصحنه فعال لاد،ياز م شيبه اواخر قرن چهارم پ كينزد
 338در سال  يمقدون پيليف يروزيكه با پ 109اينبرد شارون. مكان داد رييمصر تغبه  وناني
 نيا يرفتن استعداد بوم ليتحل زيو ن وناني يآزاد انيشد، با پا يمنته لادياز م شيپ

به قتل  ياز اشراف زادگان ناراض يكيبه دست  پيليدو سال بعد ف. همراه بود نيسرزم
 يعنيدوازده سال،  ياسكندر ط. او شد نيجانش ر،يباش، اسكندر ك ساله 20و پسر  ديرس

 ياياز دن يميبخش عظ لاد،ياز م شيپ 323تا زمان مرگش در  لادياز م شيپ 334از سال 
 يونانيبودند، او فرهنگ  يونانيعمدتاً  انشيسپاه كه يئجاآناز . دشناخته شده را فتح كر

پس از آن رخ داد، فصل آنچه . انتشار داد كياز خاور نزد يعيوس يها را در بخش
 نيا. شود يشناخته م) يونانيشبه  اي( 110يلنبود كه با نام عصر ه خيدر تار يديجد

بزرگ  ادگاري .شد سيسأت رم يتا آنكه امپراطور ديسال به طول انجام صديدوران س
  .را بر خود دارد يبود كه هنوز هم نام و ياسكندر در مصر، شهر

حكمران مصر  ،111وسيسپاهش، بطلم يها از ژنرال يكيدر هنگام مرگ اسكندر،        
 تيفربا ظ يبندرگاه عال كي تيشهر از مز نيا. نمود ليرا تكم هياسكندر سيسأشد و ت
 يزمان ممكن به مركز تجار نيتر رو در كوتاه نيبرخوردار بوده و از ا يكشت 1200

 .و اروپا بدل شد قا،يآفر ا،يجهان، و نقطه اتصال آس

  
  
  
  
  

  )بعد از ميلاد 145حدود (لميوس كلاديدس بط
كل  يفكر اتيبه مركز ح هياسكندر ليخود را وقف تبد وسيبطلم هياول روانيپ       

 112موزهبنام  يدر محل يبزرگ يمركز آموزش نجايها در ا آن. نمودند يشرق ترانهيمد هيناح
 .رن بودمد يها دانشگاه يبنا كردند كه سنگ بنا) بايز يشهر و هنرها يها الهه مقرِّ(

                                                 
109. Chaeronea 
110. Hellenistic Age 
111. Ptolemy 
112

. museum  
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 زيعلم و ن خيدر تار زين يبود، نقطه عطف انيوسيشكوه بطلم ادگاريموزه كه        
 يو جستجو قاتيتحق يبرا يعنوان نهاد مركز به نيا. شد يمحسوب م يسلطنت يبانيپشت

مدت دو قرن  يبرا دليل،به اين . و آموزش ميتعل يدانش ساخته شده بود، نه برا
 .مصر روان شدند يمحققان و دانشمندان به سو

 از،ين نياول نيكار خود ادامه دهند، بنابرا توانستند بدون كتاب به يمحققان نم       
 يساختمان افتندي يفزون يمكتوبات به حد كاف نيا يها بود؛ وقت دست نوشته يآور جمع

در مجاورت آن ، همزمان با ساختن موزه باًيتقر. لازم شدنيز شان  نگه داشتن يبرا
موجود را در خود  يونانيمجموعه آثار  نيتر شد كه بزرگ ناب ياسكندر ميه عظكتابخان

كدام منابع متعلق به  چيوجود داشتند، اما ه ييها كتابخانه زياز آن ن شيالبته پ. داد يم يجا
  .را در خود نداشتند انيوسيبطلم

  
  زندگي و مكتوبات اقليدس 1-2- 4

سپرده شود، محققان برجسته  يفراموشبه  يلاديم 641از آنكه در سال  شيموزه، پ
ه كرد نييمتعدد تع يها قرن يرا برا اتياضير ريرا پرورش داده بود كه مس ياريبس
 وسي، كلاد117پاپوس ،116وسي، آپولون115اراتستن ،114دسيارشم ،113دسياقل: ندبود

 شيپ 300به سال  كينزد(  دسيلافراد، اق نيا انيدر م. 119فانتوس ويو د ،118وسيبطلم
عناصر «لف كتاب ؤاو را به عنوان م ندهيآ يها نسل. قرار دارد يدر طبقه خاص)  لادياز م

طور  است كه به اتياضير نهيدر زم يونانيرساله  نيتر يميشناختند كه قد» 120هندسه
 انموجود در آن زم ياضير قيحقا نيتر از مهم يا مجموعه» عناصر«. دهيكامل به ما رس

 .دهش ميتنظ مقاله، اي ،بخش 13است كه در 

                                                 
113

. Euclid 

114
. Archimedes 

115
. Eratosthenes 

116
. Apollonius 

117
. Pappus 

118
. Claudius Ptolemy 

119
. Diophantus 

120
. Elements of Geometry 
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 اريبس يمنطق بياستخراج شده، اما ترت نيشيمطالب از منابع پ تر شياگرچه ب       
از  يا مجموعه دسياقل. لف آن استؤدهنده نبوغ م ، نشانها برهانو توسعه  قضاياخوب 

اصول  اي از مجموعهبر  يمبتناستنتاجي  ستميس كيمجزا را در قالب  يها افتهي
  .قرار داد گريكديدر كنار را  يو اصول متعارف فيتعار ،موضوعه

  
  
  
  
  
  
  
  

  )پيش از ميلاد 300حدود (اقليدس 
  

 يشخص يدرباره زندگ ياديز زيباستان، ما چ ونانيبزرگ  دانان ياضير ريمثل سا       
محتمل است . كرد يم تيفعال لادياز م شياول قرن سوم پ مهيدر ن او .ميدان ينم دسياقل

او در زمان  .و از شاگردان افلاطون گرفته باشدخود را در آتن  ياضير ماتيكه او تعل
هاي  او غير از هندسه، مقالاتي در باب برش. زيسته سلطنت بطلميوس در اسكندريه مي

 .مخروطي، هندسه كروي و نظريه اعداد نيز نوشته است

 
 يدسيهندسه اقل 2- 4

 هندسه يبرا دسياقل اصول 4-2-1

 نيتر درخشان يعني ،يونانيار هندسه پر افتخ ياز دو هزار سال سخنگو شيب دسياقل
از آن، به لازمه  ييها بخش اي» عناصر«از زمان او، مطالعه . بوده است ،يونانيمخلوق ذهن 

 طقاثر را در حكم قله و تاج من نيا يپ در يپ يها نسل. آزاد بدل شده است ماتيتعل ياصل
 .اند دانسته قيتدلال دقاس امكان پيشرفت در وهيش نيدر نظر گرفته و مطالعه آن را بهتر
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خود او هستند؛  اتي، از كشفعناصراثبات شده در كتاب  قضاياياز  يزيتعداد ناچ       
است كه  ينقص يدر مهارت ب شتريبلكه ب ست،ين ديمطالب جد افتنيدر  دسيعظمت اقل

 .و نظريه اعداد ارائه نمود يونانيصورت هندسه  را به قياز حقا ميآن مجموعه عظ يو

 كيوجود آوردن  و بهگشتن دور خود  از به زيپره يدانست كه برا يم دسياقل       
موضوع مورد نظر، بدون اثبات  تيرا در مورد ماه قيحقا يبرخ دينقطه شروع، با

ها استنباط  از آن يمنطق نتايجدر قالب  ديبا زيعبارات مفروض كه همه چ نيا. رديبپذ
121اصول متعارفي"شود، 

122اصول موضوعه" اي "
 .شوند يم دهينام "

را كه از زمان تالس جمع شده  وناني يدانش هندس يتا كل بنا ديكوش دسياقل       
و پنج اصول متعارفي كه  ،يمشخصاً هندس يتيبا ماه موضوعصورت پنج اصل  بود، به

  .صدق كنند، ارائه دهد ياضير ميتمام مفاه يبرا

از  يستيبا ل يو بدون عبارات مقدمات يانطور ناگه به عناصرمقاله از كتاب  نياول       
 چيكه ه"( نقطه فيتعر :عنوان مثال عبارتند از به فيتعار نيا. شود يآغاز م فيتعر 23

 يگريموارد د فيتعار ستيل). "ندارد ييپهنا چيكه ه"( خط فيو تعر) "ندارد يبخش
 صفحه كي يهستند كه بر رو يميمستق يها خط يخطوط مواز ": شود يم ملشا زيرا ن

را  گريكدي يجهت چيشده و در هداده امتداد طور نامحدود از دو جهت  بهو قرار دارند 
شوند بلكه  ينم رفتهيپذ فيعنوان تعر به ديجد طيموارد در شرا نيا ".كنند يقطع نم

مفاهيم تعريف "موسوم به  كار رفته در كلام به مفاهيماز  يا شانهيساده اند يها فيتوص
123نشده

 اما كرده بود فيرا تعر يخطوط مواز دسياست كه اقل بيجع .هستند " 
 .الاضلاع ارائه نداد ياز متواز يرسم يفيتعر

ها  براساس آن» عناصر«كتاب  يها اصل استدلال را كه برهان 10 دسياقلدر ابتدا        
  :ارائه نمود ريز بيترت بهبنا شده بودند، 

  
 :اصول موضوعه

 :يمگير اصول موضوعه زير را فرض مي

                                                 
121

. axioms 

122
. postulats 

123
. Nondefined primitive 
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 .رسم كرد ميخط مستق كي توان يم گرياز هر نقطه به نقطه د .1

 .دنامحدود امتداد داطور  هبروي همان خط توان  يرا م ميخط مستقپاره  كي .2

  .كرد ميترس يا توان با هر مركز و فاصله يرا م رهيدا كي .3

  .برابرند گريكديقائمه با  يايتمام زوا .4

 كيِ يداخل هيدو زاوكه  طوري به رديگقرار  ميدوخط مستقبر  ميخط مستق كياگر  .5
 امتداد نامحدودصورت  اگر به ميدو خط مستق گاهآنند، تر باش كمقائمه  هياز دو زاو طرف آن،

 .كردخواهند  قطع را گريدهماند،  قائمه هيزاو دو كمتر از ايكه زوا يدر آن طرف ابند،ي

  .، اصل نيست بلكه قضيه است4البته بعدها ثابت شد كه اصل 
 
  :صول متعارفيا
 .برابرند زين گريكديسوم، با  زيچ كيبرابر با  زيدو چ .1

 ياضافه شوند، مجموع دو طرف مساو يتساو كي نيبه طرف يمساو چيزهاي اگر .2
 .خواهند بود

 يمانده دو طرف مساو يكم شوند، باق يتساو كي نياز طرف يمساو چيزهاياگر  .3
 .خواهند بود

 .برابرند گريكديبا  ،شوند ميمنطبق  گريكديبر  يي كهزهايچ .4

 .تر است بزرگ جزءاز  كل  .5

از  يكيمعروف است، به  دسياقل يوازت، كه به اصل 5موضوع شماره  اصل       
اصل اگر دو  نيطبق ا. بدل شد ياضير خيعبارات تار نيزتريو بحث برانگ نيتر معروف

t اطعخط متق لهيوس به ′l و l خط  a حاصله هيقطع شوند كه مجموع دو زاو يطور 
 هيدو زاو نيكه ا t در همان طرف ′l و l گاهآنقائمه باشد،  هيتر از دو زاو كم b و

  .را قطع خواهند كرد گريكديند، قرار دار
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l

l ′

t

a

b

  
 نبود؛ ياز اصل پنجم خود كاملاً راض دسيوجود دارد كه اقل زين دهيعق نيا يحت       

 يتر شيب شرفتيپ يانداخت كه بدون آن جا ريخأبه ت يئجاآناو كاربرد آن را تا 
  .دينما ليها را تسه نبرها يتوانست برخ يآن م هيهر چند استفاده اول ،نداشت

 .اي از كاربرد اصول موضوعه و اصول متعارفي است قضيه زير نمونه

 
، يك مثلث ABبه ازاي هر پاره خط مانند . عناصركتاب  1از مقاله  1قضيه 

  .يكي از اضلاعش باشد ABالاضلاع وجود دارد كه  متساوي
 Bكه از  ABو به شعاع  A، يك دايره به مركز 3ل موضوع بنا به اص :برهان

 Aكه از  ABو به شعاع  Bاي ديگر به مركز  اينك دايره. گذرد را رسم كنيد مي
 CBو  CAهاي  ، محل تلاقي دو دايره، پاره خطCاز نقطه . رسم كنيد گذرد را مي

را  ABCسپس مثلث ). پذير است امكان 1با مجوز اصل موضوع (را رسم كنيد 
ABACداريم . تشكيل دهيد ABBCو  = . اند هاي يك دايره ، زيرا همگي شعاع=

ACBCABخواهيم داشت  1حال از اصل متعارفي   ABCنتيجه مثلث  ، و در==
  � .الاضلاع است متساوي

 

A B

C

  
  

آيد  ن سؤال پيش ميبا ديد سه بعدي، اي. تنها يك مشكل در اين بين وجود دارد       
قطع كنند و ممكن است اصلاً نقطه  Cكه دو دايره ممكن است همديگر را در نقطه 
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پاشد زيرا  در صورت نداشتن نقطه اشتراك كل قضيه از هم مي. اشتراكي نداشته باشند
يد براي رفع اين مشكل با. كند هيچ اصل موضوع اقليدس چنين چيزي را ضمانت نمي

طور مؤثر اين خلأ را با  دانان توانستند به بعدها رياضي. يك اصل موضوع ديگري افزود
  :اصل زير پر كنند

اي  اي در خارج از دايره اي در داخل و نقطه داراي نقطه) خط(اگر يك دايره 
 .حتماً داراي دو نقطه مشترك با آن دايره خواهد بود آنگاهديگر باشد، 

ها كه در توسعه از هندسه اقليدسي خيلي مفيد واقع شد،  ه مثلثيك نتيجه دربار       
اين قضيه يك كاربرد ديگر از اصول متعارفي اقليدس است كه . قضيه زاويه خارجي بود

 .ها استفاده شده است م آناتقريباً از تم

 
زاويه  آنگاهاگر يك ضلع از مثلثي ادامه داده شود، . عناصركتاب  1از مقاله  16قضيه 

  .تر است جي از هر يك از زواياي داخلي متقابل بزرگخار
در طرف  BCبر امتداد ضلع  Dنقطه . مثلثي دلخواه باشد ABCفرض كنيد  :برهان

C وسط . انتخاب كنيدAC  راE بناميد .BE  را به اندازه خودش ادامه دهيد تا  
EFBE(آيد  دست به Fنقطه  ECAEچون ). = = ،EFBE و  =

FECAED ∠=∠ به رأس با هم  از مقاله اول، زواياي متقابل 15طبق قضيه ( 
در . ضلع -زاويه -اند، بنا به قضيه ضلع متشابه FECو  AEDهاي  ، مثلث)اند مساوي
FCEBAEنتيجه  تر  ، كل از هر يك از اجزاء بزرگ5اما بنا به اصل متعارفي . ∠=∠

FCEDCAاست، خواهيم داشت  تر  بزرگ ∠DCAرو زاويه خارجي  ايناز . ∠<∠
  . ، كه يكي از زواياي داخلي متقابل اين زاويه است∠BAEاست از 

  
A

B c

E

D

F
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توان نشان  مي بر آن، Gو گرفتن نقطه  AC، با ادامه دادن ضلعطور مشابه به       
ABCGCBداد كه  و لذا (متقابل به رأس  ∠DCAو  ∠GCBچون . ∠<∠
، زاويه داخلي متقابل ∠ABCتر از  بزرگ ∠DCAگيريم كه  اند، نتيجه مي) مساوي

  � .ديگر، است
. آوريم را بدون اثبات مي عناصرقضيه ديگر از مقاله اول كتاب در زير چند        

عنوان تمرين  ها را به تواند به كمك اصول موضوعه و متعارفي اقليدس آن خواننده مي
  .ثابت كند

   

اگر دو خط توسط خط موربي قطع گردند . عناصركتاب  1از مقاله  27قضيه 
  .اند آن دو خط موازي آنگاهد آورند، كه زواياي داخلي متناوب يكساني را پدي طوري به
 

دو خط كه هر يك با يك خط مفروض موازي . عناصركتاب  1از مقاله  30قضيه 
  .اند باشند، خود نيز با يكديگر موازي

 

در هر مثلث، مجموع زواياي داخلي برابر با دو . عناصركتاب  1از مقاله  32قضيه 
 .قائمه است

رساند كه  به پايان مي 48و  47را با قضاياي  عناصر اقليدس مقاله اول از كتاب       
گونه كه اشاره  چند همان هر. دهد اي از قضيه فيثاغورس را ارائه مي برهان بسيار زيركانه

شد برهان تعداد اندكي از قضايا از خود اقليدس است، اما اثبات قضيه فيثاغورس توسط 
  .آمده استعناصر خود اقليدس در كتاب 

  
  يدسياعداد اقلنظريه  3- 4

 يدسياقل يريخواص بخشپذ 4-3-1

عنوان  نام دارد، موضوع آن از آنچه ما به» عناصر هندسه« دسياگرچه اثر بزرگ اقل
 يعني(» عناصر«از كتاب  مقالهسه . رود يفراتر م اريبس ميشناس يم يرستانيهندسه دب

 )يونانيمفهوم با (باشند، به علم حساب  يم هيقض 102كه شامل ) 9و  8و  7 مقالات
 اي "يعياعداد طب"و خواص  تيعمدتاً با ماه ايقضا نيا يعني. اند داده شده صيتخص

 .در ارتباطند "مثبت حياعداد صح"
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قابل توجه  قضايايپردازد  يكه به نظريه اعداد م اي مقاله نيآخر يعنيدر مقاله نهم        
تر بوده و به شرح  از همه معروف 20 هيقض ها، آن انيم نيدر ا. افتيتوان  يرا م ياريبس
همان  نيا ".شناسيم ي هستند كه ميد اولاعدااز اندازه  ترشياعداد اول ب": است ريز

 14 هيقض. ندا نامتناهياول از نظر تعداد  اداعد ديگو ياست كه م يمعروف يادعا
 حيهر عدد صح -در خود دارد مينام يحساب م قضيه اساسيآنچه ما امروزه  ي هجوهر

از اعداد اول  يحاصل ضربشكل  بفرد به منحصرصورت  توان به يرا م 1تر از  گبزر
ارائه  يتصاعد هندس يك مجموع اعداد در افتني ي جهتفرمول 35 هيقض. نوشت

اعداد " ليتشك يبرا ياريدر مقاله نهم مع ين قضيهآخر بعد از آن و هيقض .دهد يم
 .دهد يارائه م "كامل

هر سه مقاله  ارتباط باشود كه در  يآغاز م فياز تعار يا با مجموعه 7مقاله        
موارد را به  نيا دسياقل آنجادر . هستنداعداد مركب اعداد اول و  متشكل ازحساب 

  .خواهيم كرداستفاده را  جديدا و عبارات ما نماده .هكرد انيبهايي  خط برحسب پاره
 

aبر عدد صحيح  پذير بخشرا  bعدد صحيح . تعريف baنويسيم  ناميم و مي 0≠ | ،
acbكه  طوري موجود باشد به cهرگاه عددي صحيح مانند   aبر  bاگر . =

baنويسيم  پذير نباشد، مي بخش |/.  
baطرق مختلف  دانيم به كه مي طور همان        كند،  را عاد مي a ،b: كنند را بيان مي |

a عليه  مقسومb  ،استa  عاملb  است، ياb  مضربي ازa البته اين نكته در . است
baگوييم  تعريف قابل توجه است كه وقتي مي مخالف صفر  a، بايد دقت شود كه |

مقسوم "ت اكرد، از عبار يم انيبخط  ارهپاعداد را با  شهيهم دسياقل كه يئجاآناز  .است
و  "اندازه"با  بيترت عبارات را به نيدر عوض او ا. استفاده نكرد "مضرب" اي "هيعل
 a مثل يگريعدد دتوسط  b عدد دسياقل يبرا. نمود نيگزيجا "يريگ قابل اندازه"

acb: داشته باشيم، c ي ماننددد سومع يبرا اگرشد  يمگيري  اندازه =. 

اما در . را در نظر نگرفت يهرگز اعداد منف ،خط پارهصورت  اعداد به شيبا نما دسياقل       
ظاهر  مثبت و منفي، هر دو،صورت  همواره به حيعدد صح كي يها هيعل مقسوم د،يجد دگاهيد
هاي مثبت  عليه هاي يك عدد، كافي است تمام مقسوم عليه اي يافتن كليه مقسوملذا بر .شوند يم

به اين خاطر است كه ما معمولاً خود را به . ها را نيز لحاظ كنيد آن را يافته و سپس منفي آن
  .كنيم محدود مي -  كه اقليدس انجام داد  طور همان –هاي مثبت  عليه مقسوم
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به اعداد اول يا مركب در نظريه اعداد بسيار  1تر از  زرگبندي اعداد مثبت ب دسته       
توان از روي  زيرا براساس قضيه اساسي حساب خيلي از خواص اعداد را مي. مهم است

aدانيم براي هر عدد صحيح  مي. خواص اعداد اول نتيجه گرفت a|: داريم 1< 0 ،| a1 
aaو  ) شوند ناميده مي ناسرههايي كه  عليه مقسوم( ±aو  1±بر  aبنابراين همواره . |

را يك عدد اول  a آنگاهباشند،  aهاي  عليه اگر اينها تنها مقسوم. پذير است بخش
  .توان بيان نمود اين تعريف را به روش ديگر نيز مي. ناميم مي
 

pصحيح  عدد. تعريف 124عدد اول"يك  را 1<
ناميم هرگاه تنها  "اول"تر  يا ساده "

د و اول باش 1تر از  عدد صحيحي كه بزرگ. باشند pو  1هاي مثبت آن  عليه مقسوم
125مركب"نباشد را 

  .ناميم "
يك عدد اول عبارت است از عددي كه ": تعريف اقليدس از عدد اول چنين بود       

   ".گيري باشد قابل اندازه) 1يعني توسط (تنها توسط يك واحد 
اين مطلب كه آيا دو عدد داراي يك عامل مشترك هستند يا خير و اگر چنين        

 .ها كدامند، نيز همواره مورد توجه بوده است ارند، آنعوامل مشتركي وجود د

 را يك dعدد صحيح  آنگاهدو عدد صحيح دلخواه باشند،  bو  aاگر  .تعريف
ad ناميم هرگاه bو  aعليه مشترك  مقسوم bdو  | |.  
عليه مشترك هر دو عدد  مقسوم 1كند،  هر عدد صحيح را عاد مي 1كه  آنجااز        

در . باشند عليه مشترك مي بنابراين هر دو عدد صحيح داراي حداقل يك مقسوم. باشد مي
عليه مشترك مثبت  تعداد متناهي مقسوم آنگاهدو عدد نا صفر باشند  bو  aواقع، اگر 

عليه  مقسوم ترين بزرگترين است، كه آن را  ها، يكي بزرگ در بين آن. وجود دارد
)gcd,(ناميم و با نماد  مي bو  a مشترك ba دهيم نشان مي.  

 
 30هاي مثبت  عليه و مقسوم 12و  4، 3، 2، 1 عبارتند از 12هاي مثبت  عليه مقسوم. مثال

 30و  12هاي مشترك مثبت  عليه لذا مقسوم. 30و  15، 10، 6، 5، 3، 2، 1عبارتند از 

                                                 
124

. Prime number  

125
. composite  
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ترين اين اعداد است، خواهيم داشت  بزرگ 6چون . 6و  3، 2، 1عبارتند از 
gcd( , ) =12 30 6.  

  
 يدسياقل تميرالگو 4-3-2

توان،  يهمواره م ح،يمشترك دو عدد صح هيعل مقسوم ينتر دست آوردن بزرگ به يبرا
عدد  نيتر ها را فهرست كرده و بزرگ مثبت آن يها هيعل ، تمام مقسوماخيرمانند مثال 

 كي. دشوار خواهد بود ارياعداد بزرگ بس يكار برا نيمشترك را انتخاب نمود؛ اما ا
اگرچه طبق مدارك . آورده شده است عناصرل مقاله هفتم يدر اوا گريروش كارآمد د

كشف شده بود، امروزه ما آن را با  دسياز اقل شيقرن پ كيروش حداقل  نيا ،يخيتار
 .ميشناس يم "يدسياقل تميالگور"نام 

 قضيهعنوان  به به آناست كه اغلب  يمبتن اساسيچنان  يا جهيبر نت روند الگوريتم       
را  aمثبت  حيكه عدد صحدارد  بيان مي قضيه نيا يطور كل به. شود شاره ميا ميتقس

 b تر از كوچك مانده، يكرد كه باق ميتقس b مثبت حيبر عدد صح يا گونه توان به يم
  .باشد

b كه، bو  aازاي هر دو عدد   به .قضيه تقسيم و  q، اعداد صحيح يكتايي مانند 0<
r كه    طوري وجود دارند به  

,a qb r r b= + ≤ <0  
  
 حساب اساسي قضيه 4-3-3

هر عدد  ديگو يت، ماس "تجزيه يكتا قضيه" گرشيحساب كه نام د اساسي قضيه
 نياز اعداد اول ارائه نمود و ا يضرب صورت حاصل توان به يرا م 1تر از  بزرگ حيصح

به  يگاه قضيه نياگرچه ا. است كتايها،  ظهور عامل بياز ترت يضرب جدا حاصل
آن را در كتاب خود  126كه گاوس 1801از سال  شياما پ د،شو ينسبت داده م دسياقل

127سابرساله علم ح"با نام 
كه  ييجا نيتر كينزد. نشده بود انيوضوح ب ارائه كرد، به "

                                                 
126

. Gauss 

127
. Disquisitiones Arithmeticae 
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ترين  ي كوچكاگر عدد": در مقاله نهم بود 14 هيقض د،يرس جهينت نيبه ا دسيخود اقل
عدد  چيعدد با ه ناي آنگاهباشد، شده عددي باشد كه توسط اعداد اول اندازه گرفته 

نخواهد  اندازه گرفته ،اند اندازه گرفته را آن در ابتداكه  اولي اعداد ءبه جز يگرياول د
 قضيه اساسي "كشف"در  دسياقل ينظران معتقدند كه ناتوان صاحب يبرخ ".شد

ها  عاملتعداد كه  وقتي ها دارد ضرب حاصل ليدر تشك يو يدر ناتوان شهير
دارد، و  ديكأت يمشخص شيبر وجود نما قضيهمعتقدند كه  نيريسا. ندنامشخص بود

 تصورقادر به ساخت آن نبود  يكه هندسه مقدمات وجود چيزي رار نبودند قاد انيوناني
 .كنند

توان آن را به  يطبق قضيه اساسي م اياول است و  ايهر عدد  كه يئجاآناز        
كنند كه  يعمل م "يا عناصر سازنده"عنوان  كرد، اعداد اول به تجزيه كتاياول  يها عامل

را  دانان ياضياساس، اعداد اول، ر نيبر هم. هستند حيقادر به ساختن تمام اعداد صح
 عيدر ارتباط با توز ياديقابل توجه ز قضاياي اند، و اگرچه اعصار به شگفت آورده يط

تر مسائلي هستند كه  موارد قابل توجهمثبت اثبات شده،  حياعداد صح رشتهها در  آن
مسائل برجسته حل  انيدر م توان يپاسخ را م يب يها الؤس. اند اثبات نشده باقي مانده

 .برشمرد اتياضينشده در كل ر

 
nهر عدد صحيح مثبت . حساب اساسي قضيه توان آن را  يم اياول است و  اي 1<

؛ اين نمايش بدون در نظر كرد تجزيهاول  اعداد تعداد متناهي از ضرب صورت حاصل به
  .د استفر ههاي ظاهر شده منحصرب گرفتن ترتيب عامل

  
 ز اعداد اولي نامتناهي ا مجموعه 4-3-4

اعداد  ايباشد،  نيتر وجود دارد كه بزرگ يعدد اول ايآ ديپرس يشما احتمالاً م نجايدر ا
حال كاملاً  نيو در ع ركانهيز اريبس يدر راه حل ديپاسخ را با ابند؟ي ياول تا ابد ادامه م

. مطرح شد عناصردر كتاب ) 9ه ، مقال20 هيقض( دسيساده جستجو كرد كه توسط اقل
 ديگر و عدد اول كياست كه بعد از هر عدد اول،  نيآنچه او نشان داد ا ي،لطور ك به

 دسيبحث به اقل نيباشد؛ ا يم ريمطلب به شرح ز اتيجزئ. افتيتوان  يتر را م بزرگ
 .ستندياو ن از آن جديد نمادهايتعلق دارد، هر چند كلمات و 
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 .ي عدد اول وجود داردتعداد نامتناه. قضيه

 براي اثبات حكم، .ترتيب صعودي بنويسيد را به... ، 11، 7، 5، 3، 2اول اعداد .برهان
  عدد .سازيم را مي pتري از  عدد اول بزرگ، pمانند  اولي براي عدد دلخواه

( ... )N p= × × × × × × +2 3 5 7 11 1  
  

Nچون . را در نظر بگيريد  qبر عدد اولي مانند  N ، بنا به قضيه اساسي حساب،1<
زيرا . كنند را عاد نمي N، عدد p،... ، 5، 3، 2يك از اعداد  اما هيچ .است پذير بخش

از دو رابطه  آنگاهيكي از اين اعداد اول باشد،  qاگر صورت،  در غير اين
| ...q p× × × ×2 3 Nqو  5 )شود  نتيجه مي | )| ( ... )− × × × ×2 3 5q N p  ًيا معادلا

|q qاست و  1خود  1عليه مثبت  كه تنها مقسوم آنجااز . 1 در  .رسيم ، به تناقض مي1<
  �. يافتيم pتر از  را بزرگ qعدد اول جديد  نتيجه

  
  مسائل 4- 4

ره ادر هر يك نتيجه اش. است عناصرشامل قضايايي از مقاله اول كتاب  8الي  1مسائل 
  .شده را ثابت كنيد

ع متقابل به اين اضلا آنگاهاگر دو زاويه از يك مثلث با هم مساوي باشند،  .6قضيه   .1
 ABCفرض كنيد در مثلث : راهنمايي. (اند زوايا نيز با يكديگر مساوي

CBACAB BCACاگر . ∠=∠ BCAC، مثلاً اگر ≠ بر  Dنقطه  آنگاهباشد  <
AC اختيار كنيد كه  را چنانBCAD =(. 

  
C

D

A B
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زواياي متقابل به رأس ايجاد  آنگاهاگر دو خط يكديگر را قطع كنند،  .15قضيه  .2
اگر از يك نقطه روي يك خط : كار بگيريد هرا ب 13قضيه  :راهنمايي. (شده با هم برابرند

 .)ويه پديد آمده برابر با دو قائمه خواهد بودمجموع دو زا آنگاهخط رسم شود،  يك نيم

  

P

A

B C

D

α
β

γ

  
در  :راهنمايي. (تر است در يك مثلث مجموع هر دو زاويه از دو قائمه كم .17قضيه  .3

ABC∆ نقطه ،D  را بر امتداد ضلعBC كار گيريد هاويه خارجي را بانتخاب كنيد و قضيه ز(. 
  

A

B

C
D

  
  

زاويه  آنگاهتر باشد،  اگر يك ضلع از يك مثلث از ضلع دومي بزرگ .18قضيه  .4
كه  ∆ABCدر  :راهنمايي. (تر از زاويه مقابل به دومي است مقابل به اولي بزرگ

ABAC ABADرا طوري انتخاب كنيد كه  ACبر  D، نقطه < سپس از اين . =
 .)است ∆BCDيك زاويه خارجي از  ∠ADBحقيقت استفاده كنيد كه 

  

D

A

C
B  

يك ضلع و دو زاويه مجاور از اند هرگاه داراي  دو مثلث با هم مساوي .26قضيه  .5
فرض كنيد  :راهنمايي. (يكي با يك ضلع و دو زاويه مجاور از ديگري مساوي باشند

ABC∆  وDEF∆  چنان باشند كهEB ∠=∠ ،FC EFBC، و ∠=∠ اگر . =
DEAB DEAB، مثلاً اگر ≠ را چنان انتخاب كنيد كه  ABروي  G، نقطه <
EDBG =(. 
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B

A

C

G

α β
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د هرگاه ان اند، با هم موازي دو خط كه توسط خط سومي قطع گرديده .28قضيه  .6
با  :راهنمايي. (مجموع دو زاويه داخلي در يك طرف خط سوم برابر با دو قائمه باشند

αعلامات شكل اين مسأله،  β+  .)كار گيريد هرا ب 13قضيه . �180=
  

Q
β

α
P

t

  
  

 آنگاهاگر دو ضلع مقابل از يك چهارضلعي با هم برابر و موازي باشند،  .33قضيه  .7
الاضلاع  رو اين چهارضلعي يك متوازي از اين. اند دو ضلع ديگر نيز با هم برابر و موازي

DCABدر چهار ضلعي نشان داده شده، فرض كنيد  :راهنمايي. (است با  ABو  =
DC نشان دهيد . موازي باشندABC∆  باADC∆ متشابه است(. 

 
A

CD

B
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اند و بين خطوط موازي 

  

الاضلاع باشند و  متوازي
نشان . است قرار داشته باشند

( ) | ( )− −a b. 

 a توان نشان داد كه يك عدد صحيح زوج
حالت مختلف  nصورت مجموع دو عدد اول فرد به 

، 66د صحيح نشان دهيد كه اعدا
ترتيب، در شش، هفت و هشت حالت 

gcd( , ) ،gcd( , ) =1 1a  و

اند و بين خطوط موازي  الاضلاع كه داراي قاعده مشترك دو متوازي .35قضيه 
 . اند هاي مساوي اند داراي مساحت مشتركي قرار گرفته

متوازي BCFEو  ABCDمطابق با شكل، فرض كنيد  :
است قرار داشته باشند BCروي يك خط كه موازي  EFو  AD فرض كنيد

∆ABE  و∆DCF اند متشابه(. 

 :نشان دهيد cو  a  ،b براي اعداد صحيح دلخواه

|a b آنگاه |a bc.  
ba caو  | 2a| آنگاه، | bc.  

ac|اگر و فقط اگر  bc  0≠برايc.  
| ( )+a a b ،آنگاه |a b.  

a b  و|c d ،آنگاه |ac bd.  

a|نشان دهيد كه اگر  b ،آنگاه ( ) |−a b ،| ( )−a b  و( ) | ( )− −a b

توان نشان داد كه يك عدد صحيح زوج ، ميnبه ازاي هر عدد صحيح مثبت 
صورت مجموع دو عدد اول فرد به  وجود دارد كه قابل نمايش به

نشان دهيد كه اعدا .)را در نظر بگيريد a=6و  n=2عنوان مثال 
ترتيب، در شش، هفت و هشت حالت  صورت مجموع دو عدد اول، به ، به108

 . توان نوشت

)gcd، نشان دهيد aبراي هر عدد صحيح مثبت  , ) =0a a

gcd( , ). 

قضيه  .8
مشتركي قرار گرفته

  

  
:راهنمايي(

فرض كنيد
ABEدهيد 

براي اعداد صحيح دلخواه .9
aاگر ) الف b

bاگر ) ب

a|) ج b 
|اگر ) د ( )+a a b

a|اگر ) ه b
 

نشان دهيد كه اگر  .10
به ازاي هر عدد صحيح مثبت  .11

وجود دارد كه قابل نمايش به
عنوان مثال  به( .است

108و  96
توان نوشت مي
براي هر عدد صحيح مثبت   .12

gcd( , ) =a a a
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نسبت به هم اولند، يعني، براي هر عدد نشان دهيد هر دو عدد صحيح متوالي  .13
  aصحيح 

.gcd( , )+ =1 1a a  
 

يك سؤال كه هنوز بدون پاسخ مانده است اين است كه آيا تعداد نامتناهي ) الف .14
=، مثل 2علاوه تواني از  به 1صورت  عدد اول وجود دارد كه به +25 2 دو تا . باشد 1

 .اول ديگر به اين شكل بيابيدعدد 

 1صورت  سؤال ديگر آن است كه آيا تعداد نامتناهي عدد اول وجود دارد كه به) ب .15
=، مثل 2منهاي تواني از  −23 2  .چهار تا عدد اول ديگر به اين شكل بيابيد. باشد 1

  
  ارزيابي اصول 5- 4

شمار آورد كه در آن به روشي  بي بهي كتا توان اولين رساله اقليدس را ميكتاب مباني 
اقليدس در واقع . از آن به رشته تحرير در آمده است منتجهاي  علمي مباني و قضيه

عنوان تئوري رياضي،  دانش پيشينيان قبل از خود را به شكل اصل موضوعي كه از آن به
  .هاي جديدي بدان افزوده است بندي كرده و البته نتايج و قضيه شود جمع ياد مي
هاي رياضي خالي از اشكال  بندي تئوري با اين حال با استاندارد امروزي فرمول       

ارائه پنجم بحثي ولو مختصر در خصوص ساختار تئوري رياضي در فصل ما . باشد نمي
منظور نقد و بررسي  تر و همچنين به سازي بيش اكنون براي آماده خواهيم داد، اما هم

  .پردازيم سفه رياضي به كنكاش مياصول اقليدس از ديدگاه فل
برد ذوات رياضي مشتمل بر نقطه،  ي خود از آن نام مي كه اقليدس در رقعه ذواتي       

برخي از اين ذوات را به كمك ذوات . ها است خط، صفحه، عدد طبيعي و نظاير اين
در  .شود كند همچنان كه در ساير موارد امروزي نيز چنين عمل مي قبلي تعريف مي

  كند را چنين تعريف مي "نقطه"جا  يك
  "نقطه يعني چيز بدون بعد"

عنوان شيء رياضي  پردازد آن را با خط به وقتي اقليدس به تعريف مفهوم نقطه مي       
عنوان چيزي كه  كند و لذا آن را به مقايسه مي –فضاي دوبعدي  – بعدي، و يا صفحه يك

اما لازمه وجود چنين چيز فيزيكي . كند فاقد طول، عرض و ارتفاع است معرفي مي
بنابراين اقليدس در واقع با . تواند بدون بعد بوده باشد داشتن طول، عرض بوده و نمي
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البته ممكن است گفته شود كه منظور . پردازد به تعريف نقطه مي تناقض فلسفييك 
ر اين اما د. بوده است عنوان يك ذات مجرد اقليدس از مفهوم نقطه، معنايي از آن به

صورت ساير مفاهيم مرتبط با نقطه مانند خط و صفحه نيز ذواتي مجرد خواهند بود؛ 
به مجرد بودني ذوات رياضي خود اشاره  صراحتبايست به  علاوه، اقليدس مي به

  .كه چنين نشده است كرد در حالي مي
و يا عدد برخي مفاهيم مانند نقطه  ،توان چنين انگاشت كه اقليدس در واقع امر مي       

. هيا حدود تعريف نشد –مفاهيم تعريف نشده  -عنوان ها را به آن. را تعريف نكرده است
. لكن ساير مفاهيم را به كمك اين حدود تعريف كرده است ،كرده قلمدادتئوري خود 

  .به مفهوم امروزي آن سازگاري بيشتري دارد تئوري رياضيچنين تصوري با ساختار 
اقليدس اصول هندسه خود . توانيم تحليل زير را ارائه دهيم يز ميدر مورد اصول ن       

دانيم  مي. بندي كرده است دسته "اصول موضوعه و اصول متعارفي"را به دو دسته 
شود كه ما آن را بدون  اي اطلاق مي آن به گزارهدر فرهنگ رياضيات و مباني  "اصل"

است يعني حكمي كه  "اوليه قضيه"مترادف  "اصل"در واقع واژه . پذيريم برهان مي
بنابراين به لحاظ . گردد درستي آن را قبول كرده لكن براي اين درستي دليلي اقامه نمي

  .وجود ندارد "اصل متعارفي"و  "اصل موضوع"تئوري پردازي هيچ تفاوتي بين 
  

  
  
  

  
  دارد كه بيان مي بيان شد، 1-4-2كه در بخش  اصل متعارفي 5علاوه اصل شماره  به

  تر است جزء بزرگ كل از
كه اين اصل تا حدي بر  در حالي. تر است بزرگ آنيعني كل هر چيز از هر جزء 

هاي متناوبي نكرده و به  اقليدس آن را منحصر به كميت. هاي متناوبي دلالت دارد كميت
سفه يونان البته بايد اين نكته را يادآور شويم كه فلا. شكلي كلي آن را عرضه كرده است

اند؛ يعني همه  هاي نامتناهي نبوده ارسطو و افلاطون معتقد به وجود كميت جز باستان به
. شدند هاي فيزيكي را محدود متناهي تلقي كرده و منكر وجود طول نامتناهي مي كميت
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توان تا حدي متأثر از نظر ارسطو  بنابراين اين تصور اقليدس از كل و جزء را مي
پذير نيستند و  هايي كه شمارش و مجموعه دانست؛ در واقع مفاهيم طول نامتناهي

دان آلماني  توسط رياضيها از اموري است كه در قرن هيجدهم و نوزدهم  مقايسه آن
128جرج كانتور"

حال در همين  با اين .بندي و مورد مطالعه قرار گرفته است فرمول "
توأم بوده  هايي قرن بعد از اقليدس باز هم با مشاجرات و بحران 18ها، يعني حدود  زمان

  .، آن يعني كانتور فراهم كرده استي هكنند عبراي واضاست كه در نتيجه آن مشكلاتي 
هاي متناهي توسط حداقل  كميت نيز بازگشتي مجدد به نظريه ارسطويياخيراً        

گيرد و آن ارائه تصويري از رياضيات تحت عنوان  دانان صورت مي بخشي از رياضي
باشد كه به نوبه خود مورد بحث و بررسي قرار  مي "اضياتفلسفه ساختارگرايي ري"

  .خواهد گرفت
نيز معروف است  "اصل توازي اقليدس"اصل پنجم از اصول موضوعه كه به        

  :ارز اصل موضوع زير است هم
توان به  از هر نقطه خارج يك خط راست يك و تنها يك خط مي

  .موازات آن خط رسم كرد
برخوردار بود  اي قليدس، به ويژه اصل پنجم آن از چنان جاذبهاصول موضوعه ا       

به قول يكي از  .كردند قلمداد مي تغيرعنوان اصلي مبرهن و لا ها آن را به كه تا قرن
  : كاران ايراني اين اصل چنان واضح گويا و درست است كه نيازي به اثبات ندارد رياضي

  تحكم باد چونهندسه سرتاسرش زيبا و مس                  
  خود برهان شود اصل پنجم خودبه                                                  

هاي اقليدسي  خاطر عدم آشنايي با ساختار تئوري رياضي، ساير هندسه به هم او،       
  !شمرد را مردود مي

، زيرا اصل بايد تأكيد كنيم كه مسأله درستي يا نادرستي اصل پنجم مطرح نيست       
پردازي  پذيريم و هر تئوري كه بدون برهان آن را مياست اي  گزاره ،طبق تعريف آن

. عنوان اصل يا بنداشت در آغاز تئوري خود فهرست نمايد هايي را به تواند گزاره مي
هايي ديگر تعويض و  توانند برخي از اصول يك تئوري را با گزاره همچنين كساني مي

  .بندي نمايند ا فرمولهاي مشابهي ر تئوري
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 يك اصل لاتغير كه در ساختار جهان فيزيكيعنوان  اولين كسي به اصل پنجم به       
دان و وزير دانشمند  كرد خواجه نصيرالدين طوسي رياضي "شك"واقعيت دارد 

شك خواجه نصير بعدها به دنياي اروپايي راه يافت و سرانجام . شاه سلجوقي بود ملك
با اصولي  )آلماني(و ريمان  و گوس )دان روسي رياضي( فسكيلباچتوسط كساني چون 

هاي غيراقليدسي را پردازش  هايي مشابه تحت نام هندسه ديگر تعويض شده و هندسه
  .كردند، بدون آنكه خللي به استحكام و برقراري هندسه اقليدسي وارد شود

  
 

اين با شك نسبت به آغاز راهي جديد است، آلبرت انيشتدر فلسفه علم، شك        
هاميلتون نسبت . ها موفق به وضع تئوري نسبيت در علم فيزيك گرديد همزماني حادثه

و  جايي در جبر موفق به كشف ساختارهاي جبري غيرجابه جايي به شك به اصل جابه
  .گرديدكشف در نتيجه جبر جديد 

  
 دسيارشم 6- 4

 باستان ياينابغه دن 4-6-1

را خلاصه  ياسكندر اتياضير) لادياز م شيپ 212ا ت 287حدود ( دسيكتاب ارشم
دو  يكي د،يآ يحساب م باستان به ياينابغه خلاق دن نيتر كه بزرگ دسيارشم. كند يم

از  ياندك اتيما جزئ. بود 129كرد و هم عصر اراتستن يم يزندگ دسينسل بعد از اقل
 دسيارشم .ستاز او باقي مانده ا بيداستان غر نيهر چند چند م،يدان يم وا يزندگ
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در  وناني، از مستعمرات 131وزيراكيبود و در س 130اسيديشناس بنام ف ستاره كيپسر 
 .متولد شد يليسيس يساحل جنوب

محقق  نيطور منظم با چند به كه يئجاآنكرد و از  ديقطعاً از مصر بازد دسيرشما       
را  يونانيكرد، محتمل است كه او در آن مركز علوم  يمكاتبه م هيدر موزه اسكندر

 .كرده باشد ليتحص

او را قادر ساخت تا  شيهمراه با دانش نظر دسيارشم يصنعت يها مهارت       
بود،  يدسيارشم چيها پ آن نيتر معروف. دياز اختراعات استادانه را ابداع نما يا مجموعه

 دسيظاهراً ارشم. از جهان مورد استفاده قرار دارد ييها پمپ كه هنوز در بخش ينوع
به مصر  ياريآب يها نيبه داخل زم زهايخاكر يها از رو آب كانال دنيكش براي كه يمانز

 ياختراع بعدها برا نيا. كرد عكشور اخترا نيرا در سفر خود به ا سفر كرده بود آن
 لهيوس نيا. ها به خارج مورد مصرف قرار گرفت يپمپ كردن آب از معادن و انبار كشت

قطعه  اي چيشود كه هر دو سر آن باز بوده و پ يم ليتشك يساده و سودمند از لوله دراز
 ينيپائ يانتها يوقت. درآن قرار دارد اي شكل استوانهلوله طول همان  به يچيمارپ يآهن

 د،يآ يداخل آن به گردش در م چيلوله كج شده و داخل آب ساكن قرار گرفته و مارپ
  .زدير يم رونيآن به ب يفوقان يشده و از خروج تيلوله هدا يآب به طرف بالا

هاي متعددي كه از ارشميدس به ما رسيده است مربوط به مهارت وي  داستان       
 در مورد مشهورداستان  كي .دان متخصص عنوان يك مهندس است تا يك رياضي به

از  132رونيشاه ه يوقت. دباش ميبزرگ  يكشت كيدر به آب انداختن  او داماز استخ وي
جا  اهرم، چرخ دنده، و قرقره جابه لهيوس به تتوانس يم دسيارشمكه  يبزرگ يها وزنه

ثابت  ينقطه اتكا كيلاف زدن كرد كه اگر  هشروع ب دسيكند به شگفت آمد، ارشم
 ييمن جا به": را به حركت در آورد يزيچ رتوانست ه يداشت، م ميكار خود  يبرا
ارشميدس خواست كه  هيرون از. "را حركت خواهم داد نيمن زم ،بده ستادنيا يبرا

هاي  اين مسأله را عملي كند و به او مشكل كارگرانش را در به آب انداختن كشتي
ها را طراحي كرد  ها و قرقره ارشميدس تركيبي از اهرم. بزرگ و سنگين بيان كرد

كه دور از محل قرار گرفته، بدون تلاش زياد، اما فقط  در حالي"تنهايي  كه او به طوري به
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صدا، كشتي  اي مركب در دستانش و كشيدن آن آرام و بي شتن انتهاي قرقرهدا با نگه
 ".گردد صورت هموار كشيده شده و صحيح و سالم به دريا روانه مي به

نداشت، اما  يچندان لياز دانش خود تما يبه استفاده عمل دسياگرچه ارشم       
 آنانحل مشكلات  يراخود ب بانيكننده و پشت نيتحس انمعمولاً آماده كمك به دوست

ارشميدس بسياري از كشفيات . و اراتستن از زمره دوستان او بودند 133دوسيتئوس. بود
  .رياضي خود را در خطاب به اين افراد نوشته است

 ييتاج طلا كيخلوص  نيياو در تع تيها به موفق داستان نيتر از معروف يكي       
 يفرمان داد تا تاج وزيراكيدر س دنيسر تپس از به قدر رونيظاهراً ه. شود يمربوط م

وزن تاج كامل شده، با وزن . بسازند انيكردن به خدا شكشيپ يخالص برا ياز طلا
شك داشت كه  رونيحال ه نيكرد؛ اما با ا يم يساز داده شده بود برابركه به طلا ييطلا

ز اثبات كه ا رونيه. آن نقره گذاشته باشد ياز طلا را برداشته و بجا يطلاساز مقدار
 كه يطبق داستان، دانشمند بزرگ زمان. مشاوره كرد دسيخود ناتوان بود، با ارشم يادعا

معما را حل  نيتواند ا يداد كه چگونه م صيشهر بود، ناگهان تشخ يدر حمام عموم
رود، آب  يفرو م تر شياو در هنگام وارد شدن به وان حمام متوجه شد كه هر چه ب. كند

او را به فكر انداخت كه اگر طلاساز  هيقض نيا. شود يم زيان سررو يلااز با يتر شيب
در آورده باشد، تاج، در هنگام ورود به وان،  اژيصورت آل واقعاً تاج را با افزودن نقره به

خالص باشد؛ چرا كه  يكل وزن تاج از طلا كه يكرد تا زمان يجا م را جابه يتر شيآب ب
 يمعمار روم. باشد يتر م تر نقره چگال سبك زطلا و فل اژيخالص از آل يطلا

 افتهيراه حل خود را در وهيش نيكه ارزش ا دسيكند ارشم يم فيتعر 134وسيتروويو
  بود،

خانه  يسو جسته و به رونيب برهنه از حمام...  يو سرشار از شاد ريخأت يا بدون لحظه
 كه ياست؛ او در حال افتهي هجست يزد آنچه را كه م يم اديبلند فر يبا صدا كه يدر حال. ديدو
 !)افتميرا  آن افتم،يرا  آن( "! وركاي وركا،ي": كرد يم اديفر يونانيبه زبان  ديدو يم

 وزيراكيس يها ابانيشود برهنه به خ يگفته م كه يطور واقعاً به دسيارشم نكهيا       
را  يانداست نيچن يراحت به ياما مردم عام! مل داردأت ياست كه جا يا نه مسأله اي ديدو
  .رسد ينظر م بزرگ مسخره به يداستان مرد نيدر ا رايز رفتنديپذ
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. Vitruvius 
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  )Bettmannبايگاني ( 135مرگ ارشميدس در جريان محاصره سيراكوس
 π مقدار تخمين 4-6-2

 عياست تا گستره وس يكاف دسيارشم يچند نمونه از آثار اصل يمحتوا يبررس
ها را آشكار  شگفت آور او در برخورد با آن يو استاد يموضوعات مورد مطالعه و

 136نوپليتانتسدر كن يزانسيب دانان ياضياز ر ياند را گروه دهيكه به ما رس ياقلام. سازد
پراكنده  يها رساله ريو تكث يآور ششم تا دهم جمع رونها در فاصله ق آن .اند حفظ كرده

ي ليسياز لهجه س يشكل زبان رييتغ آثار در اثر نيا. را هدف خود قرار دادند دسيارشم
. اند خود را از دست داده هيشكل اول ياديتا حدود ز 138يوناني كيبه ات 137كيدور -

را جاودانه ساختند، هرگز در دوران  دسيكه ارشم يآثار دس،ياقل» عناصر«برخلاف 
 يها صورت رساله مطالب موجود را به دسياقل كه ينداشتند؛ در حال يتيباستان محبوب

كرده قابل فهم باشد، هدف  ليتحص انيدانشجو يآورد كه برا يدر م يمند امنظ
زمان  دانان ياضير نيتر بود كه برجسته يمقالات كوچك با دامنه محدود هيته دسيارشم

 ميكه بتوان ستيممكن ن": قرن بعد نوشت نيچند 139پلوتارك. داد يرا مخاطب قرار م
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. Syracuse  

136
. Constantinople 

137
. Sicilian – Doric 

138
. Attic Greek 

139
. Plutarch 
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 يتر تر و واضح ساده حاتيتوض اير، ت دهيچيالات دشوارتر و پؤدر تمام هندسه س
 ".ميابيب

 يحاصله خود را برا جيبود كه ابتدا شرح نتا بيترت  نيبد دسيروش كار ارشم       
 رساله .نديخود اثبات نما يخواست تا آن را برا يها م فرستاده و از آن دانان ياضير ريسا

 قضايايي زين ياو گاه. شد يبعد ارائه م يكامل، همراه با مدارك و شواهد مربوطه، مدت
كه بدون  هودهيب دانان ياضيآن دسته از ر"كرد تا  ياعلام م ندا نادرستدانست  يرا كه م

كه  نديخورده و اظهار نما بياند، فر را كشف كرده زيكنند همه چ يادعا م برهانارائه 
 ".اند ممكن را كشف كردهريمسأله غ كي

خود، به موارد  ياضير يتمام دستاوردها انيدر م دسيرسد كه ارشم ينظر م به       
كتاب كه در  نيا. كرده يافتخار م هياز بق شيب "در مورد كره و استوانه"موجود در كتاب 

آغاز شده و عمده  يا باچهيد يا است، با نامه هيقض 53دو جلد نوشته شده و مشتمل بر 
بار  نينخست يها را برا اظهار داشت كه او آن دسيارشم. دارد يم علامحاصله را ا جينتا

كرده و  يارائه شده را بررس يها حل خبره بتوانند راه دانان ياضيتا ر هكرد يچاپ م
  :بود، عبارتند از آن قضايايي كه انتخاب شده .ها را مورد قضاوت قرار دهند ارزش آن

يا (مساحت يك كره برابر است با چهار برابر مساحت يك دايره عظيمه از كره  .1
Sعبارتي  به rπ= 24.(  
 آنگاهاگر يك كره در يك استوانه با ارتفاعي برابر با قطر كره محاط شده باشد،   .2

نيمه از حجم كره است؛ و مساحت استوانه محيطي به انضمام  حجم استوانه سه
 .نيمه از مساحت كره است هايش برابر سه قاعده

 شنهاديپ قضايايمسائل و  يبه برخ "نهدر مورد كره و استوا"مقاله دوم از كتاب        
 كتاب، با راهاين كره در  ي مربوط بهها بخش در دسيارشم. پردازد يشده در مقاله اول م

در  شود كه يم دهياز مقاله دوم د 4 هيمسأله در قض نيا. حل معادله درجه سه مواجه شد
كره  كي انياز م صفحه كيعبور دادن  – يوناني ههندس ياز مسائل اصل يكي آن
 .دينما يرا مطرح م –باشند  يخاص نسبت يجدا شده دارا هاي تكهكه حجم  يا گونه به

 يكرده و سپس آن را برا دايمعادله پ يبرا يقول داد تا راه حل كامل دسيارشم       
 نيا ايمربوطه حذف شده، و  حيتوض اي يول رد؛يكار گ كه در دست داشت به يا مسأله

 كياز  ييها ها بعد در تكه مطلب قرن نيا اتيجزئ. ده استها گم ش بخش از نوشته
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شود چرا كه متن آن با  ينسبت داده م دسيبه ارشم شد كه معمولاً افتهيدست نوشته 
 يحل بازساز راه. بود دسينوشته شده بود كه مورد استفاده ارشم كيدور يليسيلهجه س

 141انيبا مسأله دل 140مناچموسدان  رود كه هندسه يم شيپ يا وهيهمان ش به باًيشده تقر
 .برخورد كرد

از مشهورترين كارهاي ارشميدس در قرون وسطي و اولين كاري كه به زبان لاتين        
تر، مشتمل  بود كه قسمت كوتاهي از يك كار بزرگ رهيدا يريگ اندازهترجمه شد، كتاب 
ض مضمون اولين قضيه اين است كه مساحت يك دايره به مح. بر سه قضيه است

  .ن قابل محاسبه استآمشخص بودن محيط 
اي كه يك ضلع  الزاويه مساحت يك دايره برابر است با مساحت مثلث قائم. 1قضيه 

  �. زاويه قائمه آن مساوي با شعاع دايره و ضلع ديگر با محيط دايره برابر است

13كند كه اگر محيط يك دايره  ثابت مي) آوريم كه اثباتش را مي(قضيه بعدي 
7

قطرش  
  . است 14به  11نسبت مساحت دايره بر مجذور قطرش برابر با نسبت  آنگاهباشد، 
است،  14به  11مساحت يك دايره بر مجذور قطرش برابر با نسبت  نسبت. 2قضيه 

  .خيلي نزديك
. را محيط بر دايره رسم كنيد CDEFمربع . نظر بگيريد در ABيك دايره با قطر .برهان

يك هفتم  GHو  CDدو برابر  DGرا چنان انتخاب كنيد كه  Gنقطه  CDبر امتداد 
CD هاي  چون نسبت مساحت مثلث. باشدACG  وACD  و  21:7برابر با نسبت

است، نسبت مساحت  7:1برابر با نسبت  AGHو  ACDهاي  سبت مساحت مثلثن
چهار برابر  CDEFاما مربع . است 22:7برابر نسبت  ACDو مثلث  ACHهاي  مثلث

 11:14يا  22:28برابر  CDEFبر مربع  ACHاست و لذا نسبت مثلث  ACDمثلث 
مساوي محيط CHاع و مساوي شع ACبا دايره برابر است زيرا  ACHمثلث . است

13نشان داده خواهد شد خيلي نزديك به  3كه در قضيه (
7

بنابراين . است) قطر است 
  � .است 11:14، خيلي نزديك به، مانند CDEFنسبت دايره به مربع 

  

                                                 
140

. Menaechmus 

141
. Delian 

www.konkur.in

forum.konkur.in



  

 از مقدار عدد دسيارشم

به قطر آن توسط  رهيدا
 1706علامت در سال  

نو بر  يا مقدمه"در كتابش با عنوان 
 رهيدا طينوشته شده بود نسبت مح

 π  توسط  هاز آنكتا قبل
كار رود  به 1748به سال 

 نيبه ا π كه انتخاب ست
 .تاس

 رهيدا كي طيمح .بود ر
قرار دارد، و با  رهيبر دا
روش  نيا. شود يتر م

كه بر  يخاطر اثر نه به 
به  رهيها و دا يچند ضلع

چند حد در حكم  ره
شود، اما  يها منجر م تعداد اضلاع آن
به  نديفرآ نيهرگز به ا 

 نيكرد كه ا ي؛ او تصور م
 .خواهد رفت

142
. William Jones 

143
. Leonhard Euler 

ارشم نيتخممربوط به  "رهيدا يريگ اندازه"در كتاب  هيقض نيتر
دا طينسبت مح يبرا π نماد. خواند ينم π را او آن. 
 نيا. مورد استفاده واقع نشد يوناني دانان ياضير ريسا اي 

در كتابش با عنوان  142جونز اميليبنام و يسيگمنام انگل سندهيك نو
نوشته شده بود نسبت مح انيمبتد يكتاب كه برا نيجونز در ا. شد يمعرف "

πحرف. محاسبه كرد يرقم اعشار كاملاً به درست 100به قطر آن را تا 
به سال  "تينها يب ليدر تحل يا همقدم"در كتاب مشهور  143لريو
ستين يالبته شك. نسبت به خدمت گرفته نشد نيا يبرا يطور قطع

اس "طيمح" يبه معنا يونانيحرف كلمه  ، اولينحرف نيبود كه ا
ريز قتيحق يبر مبنا π مقدار افتنيدر  دسيارشم روش
بر دا طيو مح رهيمحاط در دا منتظم يها يضلع n يها ط

تر م كور كوچكمذ طياز دو مح رهيدا طيانحراف مح  
 -شناخته شده است "افنا روش"از آن زمان به بعد با نام 

چند ضلع انيم هيتفاوت در ناح نكهيخاطر ا بلكه به ،گذارد ي
رهيامر به در نظر گرفتن دا نياگرچه ا. رود يم ليتحل
تعداد اضلاع آن نامتناهي شيبا افزا) طيمح اي(محاط  ي

 يوناني شمنددان رايز. حد وجود ندارد نيبه ا يميگذر مستق
؛ او تصور مه بودبرود فكر نكرد شيپ يكه در حد نامتناه يندي

خواهد رفت شيتا حد دقت مورد نظر پ و يروند به دفعات متناه
                                         

  
تر مهم       

π است .
دسيارشم

ك نويتوسط 
"اتياضير

به قطر آن را تا 
والئونهارد 

طور قطع به
بود كه ا ليدل

روش       
طيمح نيب

nشيافزا

از آن زمان به بعد با نام  شينما
يم شخص

تحل جيتدر
يها يعضل

گذر مستق چيه
يعنوان فرآ

روند به دفعات متناه
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ي ها يچند ضلع يطور متوال ، بهπي برا يمناسب بيمحاسبه تقر در دسيارشم       
. كرد طيمحاط و مح ره،يرا در داخل و خارج دا يضلع 96، و 48، 24، 12، 6 منتظم

 ي، شش ضلعمنتظم ياه يتمام چند ضلع انياز م. بود يعيانتخاب تعداد اضلاع، طب
طول  يي بهوترهامحيط،  ياست از هر نقطه رو يكاف. شود يمحاط م هيتر از بق راحت

حاصل  Fو  A ،B ،C ،D ،Eمثلاً س، أتا شش ررسم كرده  رهيبرابر با شعاع دا
Fو  A ،B ،C ،D ،E در نقاط رهيخطوط مماس بر دا يوقت. شوند شوند،  دهيكش 

  .كند يم طيرا مح رهيواهد آمد كه داوجود خ به گريد منتظم يشش ضلع كي
 

  
فراگرفتـه، و بـا    يرا از هـر ضـلع شـش ضـلع     يط ـيمح رهيكه دا ينصف كردن كمان با       

خـود   منـتظم  ياز شش ضـلع  ميتوان يم ،ياصل يها سأشده و ر افتهي ياستفاده از نقاط اضاف
و تكـرار عمـل نصـف    كار  نيبا ادامه ا دسيارشم. ميياستفاده نما يدوازده ضلع ليتشك يبرا

ضـلع   96، و 48، 24، 12بـا   منـتظم  يهـا  يبه چند ضـلع  هيولا يها، از شش ضلع كردن كمان
شناسـيم   مـي  πاو در محاسبات خود به اين نتيجه رسيد كه عددي كه ما آن را . تافيدست 

>πعددي است كه  <10 13 3
71 7

 .سوم او شداين نتيجه منجر به بيان قضيه . 

1در   محيط يك دايره از سه برابر قطرش ضرب. 3قضيه 
7

كمتر و از سه برابر قطر  

10ضرب در 
71

 �. بيشتر است 

  
  مسائل 7- 4
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  .ارشميدس را حل كنيد
نظر گرفتن  ستوانه مستدير قائم، بدون در

اي كه شعاعش واسطه هندسي بين يال استوانه و قطر 

نظر گرفتن  الساقين، بدون در
ين يال مخروط و اي است كه شعاعش واسطه هندسي ب

 .اش است مساحت رويه هر كره مساوي چهار برابر مساحت دايره عظيمه

اش  حجم هر كره مساوي چهار برابر حجم مخروطي است كه قاعده

استوانه مستدير قائمي محاط شده باشد كه ارتفاعش 

 .مساحت رويه كره است

AB  وBC  وترهاي
و  ABCنقطه وسط كمان 

اي است كه در وسط وتر شكسته قرار 
چنان اختيار  BCرا بر امتداد وتر 

  .)متشابه است

ارشميدس را حل كنيد "در مورد كره و استوانه"كتاب  1از مقاله  4الي 
ستوانه مستدير قائم، بدون درمساحت رويه يك ا .13قضيه 

اي كه شعاعش واسطه هندسي بين يال استوانه و قطر  هايش، برابر مساحت دايره
 .ي استوانه است

الساقين، بدون در مساحت جانبي هر مخروط متساوي .14قضيه 
اي است كه شعاعش واسطه هندسي ب اش، برابر مساحت دايره

 .شعاع دايره قاعده مخروط است

مساحت رويه هر كره مساوي چهار برابر مساحت دايره عظيمه .33قضيه 
حجم هر كره مساوي چهار برابر حجم مخروطي است كه قاعده .34قضيه 

 .مساوي دايره عظيمه كره، و ارتفاعش مساوي شعاع كره است

استوانه مستدير قائمي محاط شده باشد كه ارتفاعش  ثابت كنيد اگر يك كره در يك
 آنگاهمساوي قطر كره است، 

3حجم استوانه 
2

  .حجم كره است 

3هايش برابر  مساحت رويه استوانه، به همراه قاعده
2

مساحت رويه كره است 
ABهرگاه : ارشميدس را ثابت كنيد "قضيه وتر شكسته

BC<كه در آن (شكسته از يك دايره باشند  AB( و ،M  نقطه وسط كمان
اي است كه در وسط وتر شكسته قرار  نقطه F آنگاهتر باشد،  عمود بر وتر بزرگ

+يعني  =AB BF FC) .نقطه : راهنماييD  را بر امتداد وتر
=FD FC .صورت  در اين∆MBA  با∆MBD متشابه است

  

  
  
  

الي  1مسائل 
قضيه  .1

هايش، برابر مساحت دايره قاعده
ي استوانه است قاعده

قضيه  .2
اش، برابر مساحت دايره قاعده

شعاع دايره قاعده مخروط است
قضيه  .3
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  پنجمفصل 

 
  

  روش جديد رياضي
  
  

  پنجهاي آموزشي فصل  هدف
  هاي كلي هدف) الف

 .گردد در اين فصل روش جديد رياضيات تبيين مي •

، »تئوري رياضي است«براساس تعريف دكترين رياضي كه مترادف  •
ها، علوم رياضيات  با اين تعريف. گردد هايي از علوم رياضيات ارائه مي تعريف

اما همه محققين و ! جربي است و نه مثل علوم انسانيت  نه مانند علوم
دانند كه هم علوم تجربي و هم علوم انساني وابسته به  خوبي مي دانشجويان به

 .اند رياضيات

هاي  عبارت«شناسي رياضي به اجزاء اصلي اين روش يعني  در متدلوژي، روش •
لاحظه كنند كه شود؛ تا دانشجويان م پرداخته مي» اوليه) اصول(اوليه و احكام 

كه اثبات همه  باشد، همچنان پذير نمي در اين علوم تعريف همه مفاهيم امكان
احكام رياضي نيز امري محال است؛ گرچه اثبات و يا برهان اساس و شاكله 

 !رود حكم و قضيه رياضي به شمار مي هربنيادي 

هاي رياضي، همانند سازگاري، تماميت و  هاي ساختاري تئوري ويژگي •
 .گردد قلال تشريح مياست

  )رفتاري(هاي آموزشي  هدف) ب
  :دانشجويان پس از مطالعه و كار روي اين فصل بايد بتوانند

را توضيح داده و نقش » حكم اوليه يا اصل«و » عبارت اوليه«هاي كليدي  واژه •
 .ها را در ساختار يك تئوري رياضي شرح دهند آن
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مفاهيم اوليه و همچنين احكام  ها و روش جديد رياضي را كه مبتني بر عبارت •
 .اوليه است شرح دهند

 .يك شاخه از رياضيات را ساخته و براي آن مدلي ملموس ارائه دهند •

ها توضيح  هاي الزامي يك تئوري بنداشتي رياضي را نام برده و آن ويژگي •
 .دهند

 .هاي مطلوب يك تئوري بنداشتي را نام برده و آن را شرح دهند ويژگي •

  .هاي پايان فصل برآيند ل تمريني ح از عهده •
هاي  بندي تئوري پس از فرمول. شويد پنج با روش جديد رياضي آشنا مي فصلدر 

سپس سه كاربرد اين . گردد اي از رياضيات محض ذكر مي منطقي، مثالي ساده از شاخه
هاي بنداشتي كه  هاي مجموعه در پايان ويژگي. شاخه از رياضيات توضيح گرديده است

لازم . اند مباني رياضيات از اهميت اساسي برخوردارند به اختصار تشريح شده از نظر
بنابراين . است هر دانشجوي رياضي با روش جديد رياضي آشنايي دقيقي داشته باشند

ي  شود مطالب فصل پنجم را به دقت مطالعه كرده و كوشش كنيد تا از عهده توصيه مي
  .تمرين اين درس برآييد

د رياضي روش قياسي و استنتاجي است كه از هندسه و جبر به مباني روش جدي       
هر شاخه از رياضيات كه با اين روش جديد رشد و گسترش . رياضي گسترش يافته است

در واقع از زماني كه روش رياضي بر . شود يافته باشد يك تئوري بنداشتي يا قياسي ناميده مي
بخشي از رياضيات كه به جزء اين روش مبناي روش جديد بنيانگذاري شده است، هر 

هاي جبر و هندسه كه بدان آشنا هستيم به ما  روش. گردد رياضي محسوب نميگذاري شود  پايه
  .روش جديد رياضي بپردازيم بيينطور خلاصه به ت كنند تا بهتر بتوانيم سريعاً و به كمك مي

  

  تبيين روش جديد رياضي 1- 5
دان انگليسي  اي را كه اهميت بنيادي آن توسط رياضي در آغاز مفهوم جديد تابع گزاره

  .كنيم مورد توجه قرار گرفت، معرفي مي 144برتراند راسل
  :گيريم سه عبارت زير را در نظر مي

 .آسيا يك قاره است )1

                                                 
  )1800 - 1972(برتراندراسل . ١٤٤
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 .آلا يك پرنده است قزل )2

3( x  يكy است. 

علاوه بر صورت ) 2(و ) 1(هاي  يكي است، عبارت  عبارتسه صورت هريك از اين 
به روشني . فقط داراي صورت است) 3(اي محتوا نيز هستند، در حالي كه عبارت دار

ولي عبارت . اند كه يكي درست و ديگري نادرست است گزاره) 2(و ) 1(هاي  عبارت
كند، و نه درست و نه نادرست است  گزاره نيست، زيرا چيز مشخصي را بيان نمي) 3(

يك ) 3(ادرست باشد، گرچه عبارت در صورتي كه بايد يك گزاره يا درست و يا ن
ناميم، زيرا  اي مي چنين عبارتي را يك تابع گزاره. گزاره نيست، صورت يك گزاره دارد

  اگر در صورت 
x  يكy است  

آوريم، و  دست مي هايي به را با اسامي مشخص تعويض كنيم، گزاره yو  xمتغيرهاي 
كنند يا صدق نكنند،  اي صدق برحسب آنكه اسامي جايگزين شده در تابع گزاره

آشكار است كه بعضي . شود هاي نادرست حاصل مي هاي درست يا گزاره گزاره
، 145كنند معني تبديل مي هاي بسيار بي اي را به عبارت تابع گزاره yو  xها براي  جايگزين

الذكر يك تابع  فوق عبارت. ناميم چنين مقاديري از متغيرها را غيرقابل پذيرش مي
  .باشد شماري مي و متغير است، و معلوم است كه داراي مقادير صدق بياي با د گزاره

عنوان مثال از يك  به. تواند هر تعداد از متغيرها را شامل شود اي مي يك تابع گزاره
» شهري در استان خوزستان است x«اي كه فقط شامل يك متغير است عبارت  تابع گزاره
، xاي حتماً با نمادهايي مانند  يك تابع گزاره لزومي ندارد كه متغيرهاي. كنيم را ذكر مي

y ، ...لذا، هرگاه . نشان داده شوند، اين متغيرها ممكن است كلماتي معمولي باشند
اند در مبحثي چنان ذكر گردد كه معلوم نباشد كلمات آن  عبارتي كه الفاظ آن معمولي

اي  يك تابع گزاره چه معنايي دارند، در آن صورت چنين عبارتي در آن مبحث در واقع
براي تصريح كلام و جلوگيري از سوء تفاهمات بهتر است كه الفاظ . است نه يك گزاره
در مواردي از گفتمان و . جايگزين گردند... ، x ،yبا نمادهايي چون  ،تعريف نشده كلام
مباحث نوشته شده يا گفته شده شامل چنين عبارتي است، و گرچه  جدال بين آدميان،

                                                 
آيد كه  دست مي به» كتاب يك عدد است«مقدار عدد را بدهيم، عبارت  yمقدار كتاب و به  xمثلاً اگر به  .145
  .معني است بي
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اند و مدعي درستي يا نادرستي  گونه عبارات گزاره اند كه اين مدعيها  هاي آن نويسنده
 ،اي در تابع گزاره. بلكه تابع گزاره بوده و فاقد محتوا هستند هگزاره نبودآنند، در واقع 

گفته است، شايد اين  146زر كي. آيد دست مي يا نادرستي با جايگزيني متغيرها بهدرستي 
  .ها و سوء تفاهمات در ميان مردمان است واقعيت مسبب بيشتر بحث

. پردازيم اي تفهيم گرديد به بحث روش جديد رياضي مي حال كه مفهوم تابع گزاره
آوريم كه هر مبحث كوشش دارد تا اشياء مورد بحث خود را تعريف كند،  ميبه خاطر 

ا اين حال ب ،ها جاري شود تعريف كند روابط بين اين اشياء و نيز اعمالي را كه بر آنو 
اشياء، روابط و اعمال ديگري است كه  ،كارگيري الفاظ هايي مستلزم به چنين تعريف

در تعريف اين اشياء، باز بايد به اشياء، . ي خود بايد تعريف گردند ها نيز به نوبه اين
ها بايد  ي تعريف يا آنكه زنجيره: دو راه وجود دارد. روابط و اعمال ديگر توسل جست

  .اي دوري باشد گردد، يا آنكه بايد چنين زنجيره در جايي قطع
ها را در جايي  قابل تحمل نيست، بايد تعريف» دور«چون در يك بحث منطقي 

كاملاً تعريف نشده  ،ختم كرد، فلذا لازم است كه يك يا چند تا از اشياء، روابط و اعمال
باز به . ناميم ميمبحث آن  هاي اوليه عبارتيا  حدود تعريف نشدهها را  اين. باقي بمانند

بايد كاملاً بدون برهان  يا قضايا منظور جلوگيري از دور باطل، يك يا چند تا از احكام
بنابراين . ناميم آن مبحث مي احكام اوليهيا  147ها بنداشتگونه احكام را  اين. باقي بمانند

  .صورت الگوي زير باشد واضح است كه هر چنين مبحث منطقي بايد به
  

  148هاي منطقي ي تئوريالگو 2- 5
اشياء، روابط بين اشياء (اي از اصلاحات فني  يك تئوري مشتمل است بر مجموعه) الف

هاي  عنوان اصلاحات يا عبارت كه عمداً به) شوند و اعمالي كه بر اين اشياء جاري مي
  .ناميم آن نظريه مي هاي اوليه عبارتها را  اين عبارت. شوند تعريف نشده انتخاب مي

هاي اوليه تعريف  ي عبارت وسيله يك تئوري به ديگر ي اصطلاحات فني ههم) ب
  .شوند مي

                                                 
146. Keyser 
147. axioms  

دكتر  د، اما ما آن را به پيروي از استاد فقياند انگاشته» فرضيه«را برخي متخصصين معادل  Theoryژه وا .١٤٨
ايم، زيرا تئوري رياضي داراي  غلامحسيني مصاحب، پدر رياضيات نوين ايران، تئوري با تلفظ فارسي گفته

  .هاي خاص خودش است كه با فرضيه به معني عادي آن تطابق ندارد ويژگي
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هاي اوليه كه عمداً  اي از احكام در باب عبارت يك تئوري مشتمل است بر مجموعه) ج
يا احكام اوليه  149ها بنداشتاين احكام را . شوند عنوان احكام اثبات نشده انتخاب مي به

و  شوند اي هستند كه بدون برهان پذيرفته مي قع احكام اوليهناميم كه در وا آن تئوري مي
  .دهيم نشان مي iPها را با  آن
ي تئوري  هاي تعريف شده هاي اوليه و عبارت ي ديگر احكام در باب عبارت همه) د

گيري شده  گونه احكام نتيجه اين. گيري شوند ها نتيجه اي منطقي از بنداشت گونه بايد به
  .دهيم نشان مي iTو با  ناميم هاي آن تئوري مي را قضيه

اين عبارت ممكن است (از يك تئوري، عبارتي وجود دارد  iTمتناظر هر قضيه مانند ) ه
 هاي بنداشتاز منطقاً  iTكه مدعي است كه قضيه ) رسماً بيان شود يا اينكه بيان نشود

iP شود،  در پايان برهان آن قضيه ظاهر مي "عبارت متناظر"غالباً اين . گردد نتيجه مي
اين برهان قضيه را كامل «يا » رو قضيه برقرار است از اين«هايي نظير  همچون عبارت

يك تئوري منطقي به الگوي تفكر بنداشتي فوق در باب الگوي . و قس عليهذا» كند مي
اولين موضوعي كه بايد مورد توجه قرار گيرد اين است كه . سوم استونيز م

فرض . جايگزين شوند... ، x ،yتوانند با نمادهايي چون  هاي اوليه به خوبي مي عبارت
صورت واضح است كه   در اين. هايي انجام شده باشد كنيم چنين جايگريني مي

  . هاي اوليه متغيرهايي بيش نيستند عبارت
اند،  هاي اوليه ، كه احكامي در باب عبارتiP هاي دومين نكته آنكه بنداشت       

و سومين موضوعي كه بايد مورد توجه قرار . اي نيستند تر از توابع گزاره چيزي بيش
اند، توابعي  iPهاي  نيز، چون نتايج منطقي بنداشت iTهاي  گيرد اين است كه قضيه

هاي  شويم كه وقتي عبارت لذا ما به اين واقعيت ممتاز رهنمون مي. باشند اي مي گزاره
هاي يك تئوري منطقي  ها و قضيه اوليه همچون متغيرهايي در نظر گرفته شوند، بنداشت

  .باشند اي مي گزارهگزاره نبوده بلكه توابع 
اي  توابعي گزاره) ي علمي نظريه(هاي يك تئوري منطقي  ها و قضيه چون بنداشت       

اند و فاقد محتوايند، ممكن است چنين  هستند، يعني احكامي كه فقط داراي صورت
. تصور شود كه كل مبحث علمي خالي از واقعيت و مبري از درستي و نادرستي است

و يا شايد بهتر است بگوييم همين خصوصيت  تصوري درست نيست با اين حال، چنين

                                                 
  .شود گفته مي Axiomنداشت يا اصل موضوع در مقابل واژه انگليسي ب. 149
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الگوي بنداشتي، حكم بسيار مهم ) ه(، زيرا بنابر بند ويژگي بارز و مجرد اين الگو است
  .زير را خواهيم داشت

  .دهند را نتيجه مي iTهاي  قضيه iPهاي  بنداشت) و
دارد؛ و اين ممكن است درست يا نادرست  چيز مشخصي را بيان مي) و(اينك        

از  iTهاي  هرگاه قضيه است اي درست گزاره. باشد و بنابراين يك گزاره است
 )و(حكم . هرگاه چنين نباشد است اي نادرست نتيجه شود، و گزاره iPهاي  بنداشت

ي نظير  دقيقاً همان چيزي است كه تئوري منطقي براي آن طراحي شده است؛ هر گزاره
  :صورت معادل زير بيان كرد توان به را مي) و(ي  گزاره

  »iT، آنگاه بنابر استلزام منطقي iPهرگاه «
  

. ناميم اي مي ي فرضيه را يك گزاره» iT، آنگاه بنابر استلزام منطقي iPهرگاه «       
اي  دهد كه يك تابع دكترين فرضيه مي يك ماهيت منطقي مهمي را تشكيل) و(گزاره 

شود كه تابعي است كه براي  گفته مي» تابع دكترين«از اين حيث . شود ناميده مي
اي  ي فرضيه به خاطر آنكه در واقع يك گزاره» اي فرضيه«و مقاديرش دكترين دارد 

  .باشد مي
ها  دان و بعضي رياضي» نامند   يك شاخه رياضيات محض مي«هر تابع دكترين را        

رو است كه  نامند، از اين اي موجود را رياضيات محض مي ي توابع دكترين فرضيه همه
. شوند ضي و تفكر بنداشتي غالباً يكي تلقي ميها تفكر ريا دان از ديدگاه بعضي از رياضي

دار  هاي معني يك نظريه بنداشتي را با عبارت) هاي اوليه عبارت( يهرگاه متغيرها
هاي درست تبديل شوند، يك  ها به گزاره گونه كه بنداشت آن ،مشخص جايگزين كنيم

هاي اين  ضيهچنين تعبيري ق. آوريم دست مي ها به تعبير يا يك مدل از سيستم بنداشت
، و لذا به يك ارزيابي از تابع دكترين 150كند هاي درست تبديل مي نظريه را نيز به گزاره

اي موجود را  هاي فرضيه ي دكترين همه. ناميم اي را رياضيات كاربردي مي فرضيه
ي  عنوان مطالعه ي اقليدسي چنانچه به صورت هندسه در اين. ناميم رياضيات كاربردي مي

ها و  عبارتند از نقطه ،فيزيكي تلقي گردد، كه در آن اشياء مورد بحث ساختار فضاي
روي، بين، و مشابه كه عبارتي با معني مشخص منظور  ها و روابط عبارتند از خط

                                                 
گونه كه بايد  آن» درستي آن«ها و  براي الگوهاي بنداشتي نظريه گروه. ها، مدلي است شايد بهتر باشد بگوييم معتبر، مثلاً مدل نظريه گروه. 150

  !ايم نه صحت اعتبار بخشيده –به آن الگو . ها است يه گروهظرگوييم اعداد حقيقي مدلي براي ن مثلاً وقتي مي! هنوز ثابت نشده است
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به طريق مشابه، جبر . ، كاربردي از يك شاخه از رياضيات محض استگردند مي
اربردي از شاخه خاصي از عنوان حساب نمادي تلقي گردد، ك معمولي هرگاه صرفاً به

  .هاي مرتب نام دارد رياضيات محض است كه ميدان
اي به اين گفته  ي توابع دكترين فرضيه ي همه عنوان گردابه علوم رياضيات به       

توان  رياضيات را مي"گويد  بخشد، آنجا كه راسل مي اي مي برتراند راسل معني عمده
كنيم و  ي چه چيزي صحبت مي دانيم درباره يموضوعي تلقي كرد كه در آن ما هرگز نم

همچنين اين تعبير از رياضيات . "گوييم درست است يا نادرست دانيم آنچه كه مي نمي
رياضيات عبارت است از «دارد  كند كه بيان مي تطبيق مي 151پوانكارهي هنري  با گفته

  .»كه به چيزهاي مختلف نام يكسان بدهيماين
  

اي منطقي از  گونه ته شد كه همه ديگر احكام بايد بهگف) د(در قسمت  :1 تبصره
هاي تئوري يا احكام ثانويه آن  اين احكام حاصله را قضيه. گيري شوند ها نتيجه بنداشت

و  »يك منطق«بايست در چارچوب  ها مي گيري گونه نتيجه اساس اين. ناميم تئوري مي
مجموعه قواعد «دانيم كه  ا لازم ميذكر اين نكته را در اينج. گيردسامان  »قواعد اين منطق«

، »قواعد استنتاج«شوند نظير  ها به كمك آن استنتاج مي كه احكام از بنداشت» منطقي
ها اشاره شود يا اثبات  ها، بدون آنكه به صحت آن ، و نظاير اين»قياس«، »برهان خلف«

اكنون ثابت نشده مثال تبراي . گردد ها استفاده مي  ها از آن شوند در مسير استدلال قضيه
pاگر "است كه  q→  وq r→  آنگاهp r→" كار  حكم معتبري است ولي بارها به

اولين بار توسط ارسطو  "بنداشت"صورت  به "قواعد منطقي اوليه"در واقع خود . رود مي
هاي ديگري از  بندي اند، لكن در قرون اخير صورت شدهفيلسوف يونان باستان عرضه 

هاي فازي عرضه گرديده است كه در چارچوب اين  قواعد منطقي تحت عنوان منطق
  .هاي رياضي رشد و توسعه چشمگيري يافته است ها نيز تئوري منطق

  .بندي تئوري رياضي خواهيم پرداخت در فصل بعدي به نقش منطق در فرمول
  

  .ي زير بپردازيم توانيم به مثال ساده ص گفته راسل ميدرخصو :2نكته 

                                                 
151. Henry Poincare 
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دانشگاهي معمولاً از  ويژه رياضيات پيش ما در آموزش و يادگيري رياضيات، به
مسأله به  تجريدو  تعميملكن بلافاصله با . كنيم استفاده مي) فيزيكي(هاي واقعي  مسأله

هاي زير توجه  به مثال. تندرسيم كه فاقد معني و محتوا هس هايي مي ها و وضعيت سيستم
  :كنيم مي

پنج برابر پول خواهرش زهرا برابر يكصد هزار اضافه  چهار برابر پول احمد به) الف
هاي احمد و زهرا چقدر  هرگاه پول احمد پنج برابر پول زهرا باشد، پول. تومان است

  هستند؟
و سپس آن را به يك توانيم با نماد گذاري، فوراً معادلات مسأله را نوشته  مي       

  :ذست بياوريم تبديل كرده و پاسخ لازم را به مجهوليمعادله يك 

     / ,

,

4 5 100 000
5

x y x

x y y

+ = =
 = =

  
/

/
100 00025 100 000 4000

25
y y= ⇒ = =  

  
  سپس صورت كلي معادله درجه اول را نوشته

( )+ = ≠ax b a� �  
  پردازيم و به حل آن مي

b
x

a
= −  

  
  :كنيم تر و با درجه بالاتر مطرح مي در مرحله بعد، معادله را كلي

( )2ax by c a+ + = ≠� �  
  

  رسيم ها، به جواب مي ها و بازگشتي آن و با كمك روابط جبري حاكم بر تساوي
2 4

2
b b ac

x
a

− ± −=  
  

  نويسيم جه بالاتر مياي با در به اين هم اكتفا نكرده، معادله
  

)1                          (( )3 2ax bx cx d a+ + + = ≠� �  

  

  پول احمد
  

 پول زهرا
  

 تومان
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  حالت خاص آن
3ax bx d+ + = �  

  و با استفاده از اتحاد جبري

( )( )3 3 2 2A B A B A AB B− = − + +  
  

دست  كند جواب را به آموزان، جادوگونه جلوه مي با اعمالي، كه براي برخي دانش
  :ها اعدادي غيرحقيقي و موهومي باشند و آنكه جوابولآوريم، 

  

)2(  
  

گاه  كنيم كه هيچ از قواعد منطقي استفاده مي) 2(به ) 1(جالب است براي رسيدن از 
  !اند اثبات نشده

آموزان  در پايان درس انبوهي از معادلات درجه دوم و درجه سوم به دانش       
آموزان  اما دانش. ها را حل كنند ايم آن بردهكار  بهاز اعمالي كه ما دهيم تا با استفاده  مي

گونه معادلات ندارند و اصولاً اينكه اين معادلات  ديگر توجهي به معني و مفهوم اين
در واقع با حروف و متغيرهايي . شوند برايشان اهميتي ندارد براي چه منظوري مطرح مي

  .معني هستند كنند كه برايشان بي كار مي
البته كار ! هاي احمد و زهرا ندارند ديگر شباهتي به مسأله پول  ها و مثال عميماين ت       
طور كلي معادله  ي پنجم، و به شود، معادله درجه چهارم، معادله درجه جا ختم نمي بدين

  .ها اقدام شود ناپذيري آن پذيري يا حا بايست مطرح شده و براي حل ام مي nدرجه 
  
  اي از رياضيات شاخه) رييك تئو(مثالي ساده از  3- 5

سپس سه كاربرد . كنيم اي از رياضيات محض ذكر مي ثالي ساده از شاخهمدر اين بخش 
كنيم  اي تأسيس مي عبارت ديگر، ابتدا يك تابع دكترين فرضيه به. كنيم مي شرحاز آن را 

فرض جهت  بدين. از اين تابع را ذكر خواهيم كرد تعبيريا سه  مقدارو متعاقباً سه 
رابطه دوتايي باشد كه  Rو ... ، a ،b ،cي  اي از اشياء تعريف نشده مجموعه Kكنيم  يم

توسط  bبا عضو  aدهد هرگاه عضو  را به هم نسبت مي Kهاي اعضاي  بعضي از زوج
؛ »دارد bبا  Rي  رابطه a«خوانيم  و آن را مي aRbنويسيم  منصوب باشد مي Rي  رابطه
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 Rي  رابطه a«خوانيم  و آن را مي aRb نويسيم نداشته باشد مي bبا  Rي  رابطه aه هرگا
متمايز  كه و در صورتي؛ a=bنويسيم  يكسان باشند مي bو  aهرگاه اعضاي . »ندارد bبا 

aنويسيم  باشند مي b≠ .اشت را كه در ارتباط با اكنون چهار حكم اثبات نشده يا بند
هاي  عنوان قضيه از اين چهار حكم به. كنيم هستند فهرست مي R ي بطهاو ر Kاعضاي 

  :گردد اوليه نيز ياد مي
P1 : اگرa b≠ ،نگاه آaRb  ياbRa.  
P2 : اگرaRb آنگاه ،a b≠.  
P3 : اگرaRb  وbRc آنگاه ،aRc.  
P4 :K دقيقاً از چهار عضو تشكيل شده است.  

كنيم كه  گيري مي ها با استدلال منطقي احكام ديگري را نتيجه اكنون از اين بنداشت       
نشان ... ، 2، ت1ها را با ت و تعريف... ، 2، ق1قها را با  قضيه. در واقع قضيه هستند

  .دهيم مي
  
  .bRa، آنگاه  aRbاگر : 1ق

 P2اما اين حكم بنابر .  P3 ،aRaبرقرار باشند، در اين صورت بنابر  bRaو  aRbاگر 
  .رض خلف باطل و برهان كامل استرو ف از اين. غيرممكن است

  
cاگر : 2ق a≠  وc b≠  وaRb آنگاه يا ،aRc  ياcRb .  

cچون  a≠ بنابر ،P1 يا ،aRc  ياcRa . اگرcRa  چونaRb بنابر ،P3 داريم ،cRb . از
  .رو قضيه برقرار است اين
  
  .ندارد Rنسبت  kهست كه با هيچ عضو  Kحداقل يك عضو در : 3ق

در . باشد Kعضو دلخواهي از  aو ) فرض خلف(برقرار نباشد  حكم فرض كنيم اين
 bو  P2 ،a، بنابر aRcطوري  هست به Kدر  bاين صورت بنابر فرض، عضوي چون 

هست به قسمي كه  Kاز  cبنابر فرض عضوي چون  .هستند Kاعضاي متمايزي از 
bRc بنابر ،P2 ،b c≠  همچنين بنابرP3 ،cRd  وbRd . بنابرP2 ،b d≠  وa d≠  لذا

a  ،b  ،c  ،d  اعضاي متمايز ازK هستند.  
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P2 ،dبنابر . dR ههست به قسمي ك Kبنابر فرض عضوي چون در         e≠ . بنابر
P3 ،cRe ،bRe ،aRe . بنابرP2  ،c e≠  ،b e≠  ،a e≠  . لذاa  ،b  ،c  ،d  ،e  اعضاي

  .هستند Kمتمايز از 
  .لذا قضيه برقرار است. ايم به تناقض رسيده P4اكنون بنابر 

  

  .ندارد Rنسبت  Kهست كه با هيچ عضو  K فقط يك عضو در: 4ق
همچنين  . باشد aگيريم اين عضو . ، حداقل يك چنين عضوي وجود دارد3بنابر ق

bفرض كنيم  a≠  عضو ديگر دلخواهي ازK بنابر . باشدP1 يا ،aRb  ياbRa  اما بنابر ،
  .، و قضيه اثبات شده استbRaنابراين بايد داشته باشيم ب. برقرار نيست aRbفرض، 

a، گوييم bRaهرگاه  :1ت D b.  
  . aDc، آنگاه  aDb  ،bDcهرگاه  :5ق

  . aDc، 1يا بنابر ت P3 ،cRa، در اين صورت بنابر cRaو  bRa، 1بنابر ت
  

، گوييم  cRbو  aRcطوري كه  موجود نباشد به Kدر  cهيچ عضو و  aRbهرگاه  :2ت
aFb .  

  

a، آنگاه  bFcو  aFcهرگاه  :6ق b= .  
bفرض كنيم  a≠ .صورت بنابر  در اينP1  ياaRb  ياbRa. .  

اما اين ناممكن است .  bRc، 2، بنابر ت bFc، چون  aRbنيم فرض ك :حالت اول       
  . aFcزيرا 

 اما اين غيرممكن.  aRc، 2، بنابر ت aFcچون  bRaفرض كنيم  :حالت دوم       
  . bFcزيرا است 

  .شود رو قضيه به برهان خلف اثبات مي از اين. رسيم در هر حالت به تناقض مي
  
  . aFc آنگاه ، bRcو  aRbهرگاه  :7ق

  aFc، 2رو باز بنابر ت از اين.  bRcو  aRb، 2بنابر ت
 aGc، آنگاه گوييم  bFcو  aFbاگر : 3ت
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هاي  البته قضيه. دهيم اي خود خاتمه مي در اينجا به بررسي تابع دكترين فرضيه       
رسد كه  نظر مي ليكن به. تم اثبات شوندتوانند در اين سيس بسيار ديگري هست كه مي

  .كند اي از رياضيات محض كفايت مي همين قدر براي توضيح مفهوم شاخه
مثالي از يك قضيه يكتايي  4اي از يك قضيه وجودي و قضيه ق نمونه 2قضيه ق       
ي مهمترين  هايي در هر شاخه از رياضيات وجود دارد و در زمره چنين قضيه. است
  .آيند شمار مي هر تئوري بههاي  قضيه
سه شاخه . دهيم ي فوق از رياضيات محض را ارائه مي اكنون سه كاربرد از شاخه       

  .از رياضيات كاربردي عايدمان خواهد شد
  
  )152شناسي در شجره( 1كاربرد  5-3-1

يك مرد، پدر آن مرد، پـدر پـدر آن   . از چهار نفر تشكيل شده است Kكنيم عناصر  فرض مي
153سلف"به معني  Rپدر پدر پدر او، و  مرد،

كنـيم كـه بـا ايـن      به آساني ملاحظه مي. باشد "
لذا ما بـه يـك   . شوند ها به احكام درست تبديل مي ، بنداشتRدر رابطه  Kتفسير از اعضاي 

اي از  عبارت ديگـر، بـه شـاخه    به. شويم مدل، يا يك تعبير، از تابع دكترين علمي رهنمون مي
. يـابيم  مـي شـود دسـت    اي از رياضيات محـض حاصـل مـي    كه از شاخهرياضيات كاربردي 

  :گردند باشند چنين بيان مي هاي فوق كه اينك احكامي درست مي ها و تعريف قضيه
  . نيست aسلف   bباشد، آنگاه bيك سلف  aاگر : 1ق ) 1
 c  سلف aباشد، آنگاه يا  bيك سلف  aباشد و  bو  aفردي متمايز از   cاگر : 2ق ) 2

  . است bسلف  cاست و يا 
  .نيست Kهست كه سلف هيچ فردي در  Kحداقل يك مرد در : ق) 3
  . نيست Kهست كه سلف هيچ فردي در  Kفقط يك مرد در : ق) 4
  
  . است bخلف  aباشد، گوييم  aسلف  bاگر : 1ت ) 1
  . است cخلف  aباشد، آنگاه  cخلف  bو  bخلف  aاگر : 5ت ) 1

                                                 
  .باشد ت از اشكال اوليه و ساده مياشناسي، علم مربوط به تكامل گياهان و حيوان شجره. ١٥٢
گفتـه  ... بزرگ، مـادر بـزرگ، و   به معني گذشته است و در اصطلاح علم اشخاص به پدر، مادر، پدر "سلف". 153
  .است "اجداد"و آن مترادف با  رود كار مي به "اسلاف  "صورت جمع  به معمولاً .شود مي
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 cو  cسـلف   aموجود نباشد كه  cباشد و هيچ فردي چون  سلف bيك  aاكر: 2ت ) 1
  .است bپدر  aباشد، گوييم  bسلف 

  . هر مرد حداكثر يك پدر دارد: 6ق )1
  .نيست cپدر  aباشد،  cپدر  bو  bپدر  aهرگاه : 7ق ) 1(
  .است cپدر بزرگ  aباشد، گوييم  cپدر  bو  bپدر  aهرگاه : 3ت ) 1(
  
  ) هندسي( 2كاربرد  5-3-2

از چهار نقطه متمايز واقع بر يك خط افقي مستقيم تشـكيل شـده    Kفرض كنيم اعضاي 
  .باشد "سمت چپ"به معني  Rو 

هايمان برقرار است و شاخه دومي از رياضيات كاربردي كه از يك  باز هم پنداشت       
سـمت  «بـه معنـي    Dرابطـه  . در دسـت داريـم   ،شود شاخه رياضيات محض حاصل مي

دومـين  «بـه معنـي    Gو رابطـه   »سمت چپ Kنقطه بعدي «به معني  Fطه و راب »راست
  .باشد مي »سمت چپ Kنقطه سمت 

  
  )حسابي( 3كاربرد  5-3-3

بـه    Rباشد و رابطـه   4، 3، 2، 1مشتمل بر چهار عدد صحيح  Kكنيم اعضاي  فرض مي
  .باشد "كوچك تر از"معني 
سومي از رياضيات كاربردي داريم كه  ها برقرار بوده و ما شاخه نداشتببار ديگر،        

بـه معنـي    Dدر اينجـا، رابطـه   . شـود  الـذكر حاصـل مـي    از شاخه رياضيات محض فوق
دو "بـه معنـي    Gو رابطـه   "تـر از  يك واحد كوچك"به معني  F ي رابطه "تر از بزرگ"

  .باشند مي "تر از  واحد كوچك
هـاي رياضـيات كـاربردي آن،     شـاخه  اي از رياضـيات محـض، بـا    مثال فوق از شـاخه        

قضـيه رياضـيات محـض     هر. روش جديد رياضيات است "اقتصادي"نمايانگر خصوصيت 
هاي اخير نيـازي بـه برهـان نـدارد      و قضيه. آيد دست مي يك از كاربردها به قضيه نظير در هر

مجموعـه  . زيرا كه قضيه همتاي آن در سيستم مجرد رياضـيات محـض اثبـات شـده اسـت     
بـراي   نداشـتي بمجردي كه در اينجا مورد مطالعه قـرار گرفـت يـك مجموعـه     هاي  نداشتب

اي كه تعبيري از سه بنداشت نخستين باشـد   هر رابطه. ترتيبي ساده در ميان چهار عضو است
سـمت  "، "تـر از  بـزرگ "، "تـر از  كوچـك "هريك از . شود يك رابطه ترتيبي ساده ناميده مي

   .اشندب هاي ترتيبي ساده مي ، همگي رابطه"زبعد ا"، "قبل از" "، "سمت راست"، "چپ
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  هاي بنداشتي هاي مجموعه ويژگي 5-4
را اي از نمادهـا   تـوانيم گردايـه   نبايد چنين تصور شود كه در وضع يك تئوري علمي مي

عنوان اصطلاحات اوليه مشخص كرده و سيستمي دلخـواه از احكـام را دربـاب اينهـا      به
بايـد داراي   –هـا   بنداشـت  -سيستم احكـام مفـروض   .ها فهرست كنيم عنوان بنداشت به

ايـن  . هـاي مشـخص و مطلـوب باشـند     هاي مشخص و مورد لزوم و نيز ويژگي ويژگي
هـاي   هـاي مجموعـه   بخش و بخش بعدي بـه بررسـي مختصـري از بعضـي از ويژگـي     

مشـهور اسـت كـه     متارياضـي اي از نظر فني بـه   چنين مطالعه. بنداشتي اختصاص دارند
  .عرضه گرديده است154در كتاب مباني هندسه توسط هيلبرت اولين بار 

  
  
  
  
  
  
  

  ديويد هيلبرت
  

هاي مختلـف رياضـيات    دان آلماني در رشد و گسترش شاخه ويد هيلبرت رياضييد
استاد دانشگاه گـوتينگن گرديـد و تـا آخـر      1895در سال . تاثير عظيمي داشته است

عمومـاً هيلبـرت را    1912 عمر در آنجا ماند پس از وفات هانري پوانكـاره درسـال  
شاگردان بسيار از اطراف و اكنـاف جهـان   . شمردند دان جهان مي ترين رياضي بزرگ

وي فلسـفه  . بخـش بـود   هـا الهـام   آمدنـد و دروس وي بـراي آن   دور او گـرد مـي   به
ها پيشنهاد كرد ولـي   گرايي رياضيات را براي رهانيدن اين علم از ناسازگاري صورت

عمـل آمـد    هـا بـه   دان وسيله منطقيون و رياضـي  به بعد به 1930 تحقيقاتي كه از سال
زمان بـا آلبـرت انيشـتاين در     هيلبرت هم .رسد ثابت كرد كه اين برنامه به سامان نمي

گوتينگن كار كرده است و در سمينارهاي انيشتاين در باب نظريـه معـروف نسـبيت    
  .شركت كرده است

هـا كـه بـه     داشتي، ما بـه چهارتـاي آن  هاي بن هاي مجموعه از جمله ويژگي       
اولين ويژگي به يك . پردازيم مشهورند مي ارزي، سازگاري، استقلال و تماميت هم

                                                 
1. D. Hillbert 
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كه سه ويژگـي ديگـر بـه     گردد، در حالي هاي بنداشتي اعمال مي زوج از مجموعه
  .گردند هاي بنداشتي منفرد اعمال مي مجموعه

  

  ارزي هم 5-4-1
بـه  . ناميم، هرگاه هركدام ديگري را نتيجـه دهـد   ارز همرا  2pو  1p دو سيستم بنداشتي

ديگري قابل تعريف  ي عبارات اوليه ي هريك وسيله ي عبارت ديگر، هرگاه عبارات اوليه
 هرگاه دو سيسـتم . هاي ديگري قابل اثبات باشد هاي هريك به توسط بنداشت و بنداشت

مجردي كه از آن نتيجـه گـردد يكـي خواهنـد بـود،       ي ارز باشند، دو مطالعه بنداشتي هم
هـاي بنداشـتي    سيسـتم  ي فكر اوليـه  ".گردد هاي مختلف بيان مي گونه يك چيز به"يعني 

هـايي كـه از بنداشـت     دان هاي پيشين مطرح بوده است، زماني كه هندسـه  ارز از زمان هم
تـري بـراي آن    ارز قابـل قبـول   كوشش كردنـد تـا هـم    توازي اقليدس رضايت نداشتند،

  .جايگزين كنند
يك  ارز مطالعه كدام آيد كه از ميان دو سيستم بنداشتي هم ال پيش ميؤاكنون اين س       

هاي بنداشـتي را   اي كه بر طبق آن يك زوج از سيستم بهتر است؟ شايد هيچ ضابطه ساده
نظـر   يك بهتر اسـت وجـود نداشـته باشـد، بـه      بتوان مقايسه كرده و تعيين نمود كه كدام

برمبنـاي رعايـت   . رسد كه تا حد زيادي اين امر به اعمال سليقه بستگي داشته باشـد  مي
هـاي   نظر آيد آن سيستمي كه تعـداد عبـارت   اقتصاد در مطالعه و بررسي، ممكن است به

تعـداد عبـارات   طور يقـين تقليـل    به. هاي كمتري دارد برتري دارد اوليه و تعداد بنداشت
توان دريافـت كـه كـاهش تعـداد      ليكن به آساني مي. اوليه به حداقل امري مطلوب است

زيرا، چنانچه بخواهيم، مـي تـوانيم همـه    . ها به يك حداقل قدري تصنعي است بنداشت
هاي يك مجموعه را در يك بنداشت بزرگ اما پيچيده، با استفاده از علائم ربـط   بنداشت

از طرف ديگر، ممكن است چنـين تصـور كـرد كـه يـك مجموعـه       . مناسب، جمع كنيم
باشد هرگاه هر بنداشت آن را به  تر مي بنداشتي از ديگري بهتر است به اين دليل كه ساده

اما اين امر نيز اهميـت چنـداني   . هاي مجزا بتوان تجزيه كرد هر تعداد ممكني از بنداشت
يك "حكم ساده . باشد اين واقعيت ميكه مثال سرگرم كننده زير نشانگر  ندارد، همچنان

توان با پـنج حكـم زيـر تعـويض      را مي. "كند صدق مي x(g(است كه در  xو فقط يك 
      .  كرد

  .كنند فرد است صدق مي g(x)هايي كه در xتعداد ) 1
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  .است 8كنندكمتر از  صدق مي x(g(هايي كه درxتعداد ) 2
  .نيست 7كنند برابر  صدق مي x(g(هايي كه درxتعداد ) 3
  .نيست 5كنند برابر  صدق مي x(g(هايي كه درxتعداد ) 4
  .نيست 3كنند برابر  صدق مي x (g(هايي كه درxتعداد ) 5

در . اي نامحدود گسـترش داد  گونه توان به به روشني پيداست كه چنين كاري را مي       
ديگـري بـه   پايان ذكر اين نكته نيز لازم است كه يك مجموعه بنداشتي ممكن است بـر  

. گيـري كـرد   تر بتوان نتيجه هاي كليدي آن تئوري را سريع اين دليل ارجح باشد كه قضيه
هاي كليدي را در مجموعه بنداشـتي قـرار داده    در اين راستا نيز ممكن است چنين نتيجه

  .ها دست يافت هيچ اتلاف وقتي بدان و بي
ارز  هـم  3-5رسـي در بخـش   عنوان يك مجموعه بنداشتي كه بـا مثـال مـورد بر    به       

 P1 ،P2 ،P3 قبلا از 1از آنجا كه ق. را نام ببريم P4 و P3 ،1ق ،P1 توانيم باشد، مي مي
نتيجـه   P4 و P1، T1، P3 از P2 ، نتيجه شده است، كافي است نشـان دهـيم كـه   P4و 
  :داد توان چنين انجام اين را نيز مي. شود مي
P2 : هرگاهaRb  آنگاه ،a b≠  

 1، اما اين بنـابر ق  bRaصورت داريم  در اين.  b  =aو  aRb،)فرض خلف(فرض كنيم 
  .برقرار است P2 غيرممكن است از اين رو

  
  سازگاري 5-4-2

ايـن  . هاي متنـاقض از آن نتيجـه نشـود    ناميم اگر گزاره گارسازيك مجموعه بنداشتي را 
اسـت، هـر مجموعـه     ترين ويژگـي يـك مجموعـه بنداشـتي     ترين و اساسي ويژگي مهم

هاي ديگـر آن بـدون اسـتفاده     ارزش بوده و مطالعه ويژگي بدون اين ويژگي بي بنداشتي
  .است

آميزترين روشي كه تاكنون براي برقراري سازگاري يك مجموعه بنداشـتي   موفقيت       
خاطر داريم كه يـك مـدل از يـك مجموعـه      به. باشد ها مي اختراع شده است روش مدل

هـاي اوليـه آن معنـايي متنـاظر كنـيم       شود كه بتوانيم به عبارت بنداشتي وقتي حاصل مي
  .از يك مفهوم تبديل كند معتبرهاي  هاي آن مجموعه را به گزاره بنداشت هك طوري به

www.konkur.in

forum.konkur.in



يـك مـدل را در   . آل هـاي ايـده   هاي ملموس و مدل مدل -دو نوع مدل وجود دارد       
گـردد عبـارت    هاي اوليه آن متناظر مي صورتي ملموس ناميم هرگاه معنايي كه به عبارت

ي را در كـه مـدل   از اشياء و روابطي باشد كه از جهان واقعي اقتباس شده باشد، در حـالي 
گـردد   هـاي اوليـه آن متنـاظر مـي     ناميم، هرگاه معنايي كه بـه عبـارت   آل مي صورتي ايده

   .كه از سيستم بنداشتي ديگري اقتباس شده باشداست عبارت از اشياء و روابطي 
ها  كنيم كه سازگاري مطلق بنداشت وقتي يك مدل ملموس ارائه داديم احساس مي       

هاي  ها نتيجه گردد، آنگاه گزاره هاي متناقض از بنداشت را اگر قضيهزي. ايم را برقرار كرده
كنيم كـه   اما در جهان واقعي قبول مي. شود متناظر متناقض در مدل ملموس نيز نتيجه مي

اي ظريـف   عنوان توضيح، مجموعه بنداشتي را كه براي شاخه به. تناقض غيرممكن است
در كـاربرد اقتبـاس   . دهيم بررسي قرار مي از رياضيات در بخش قبلي توسعه داديم مورد

را چنين تفسير كـرديم كـه عبارتنـد از يـك      Kشده كه عرضه گرديد، چهار عضو اوليه 
 "سـلف "عنـوان   رابطـه اوليـه را بـه    Rمرد، پدر وي، پدر پدر وي، پدر پدر پدر وي، و 

ت در بـاب  هاي درس ها به گزاره متذكر شديم كه با اين تفسيرها، بنداشت. تفسير نموديم
ليكن معنـايي كـه بـه ايـن چهـار شـيء و رابطـه        . شوند اي تبديل مي مفهوم ساده شجره

مربوطه متناظر شده است از جهان واقعي اقتباس گرديده است، بنـابراين مـا يـك مـدل     
هـر ناسـازگاري از ايـن شـاخه از     . ملموس منتج از اين سيستم بنداشتي در دست داريم

شناسي در مورد اين چهـار مـرد    ظر مربوط به رابطه شجرهرياضيات يك ناسازگاري منتنا
اما از آنجا كه عقيده داريم جهان واقعي اجـازه وجـود تنـاقض را در درون    . خواهد بود

هايمان برقـرار   خود نمي دهد، به اين باوريم كه سازگاري مطلق را در مجموعه بنداشت
تـوان   اشـتي بـه آسـاني مـي    هاي ملموس ديگري نيز از همان مجموعه بند مدل. كرده ايم

  .عرضه كرد
چنين نيست كه هميشه بتوان يك مدل ملموس از يك مجموعـه بنداشـتي عرضـه           

طـور   لذا، هرگاه مجموعه بنداشتي شامل تعدادي نامتناهي از عناصر اوليه باشـد، بـه  . كرد
يقين عرضه مدلي ملمـوس از آن غيـرممكن اسـت، زيـرا جهـان واقعـي شـامل تعـداد         

    155.هي از اشيا نيستنامتنا

                                                 
شمار  وجود اشيا به تعداد بي متفكران بسيار از جمله فيلسوفان عاليقدر چون ارسطو و كانت معتقدند كه عملاً .155

خواهيم ديد وقتي كه با اعداد  6ل نظريه همچنان كه در فص اين). باركر. ك. ر(در جهان واقعي مقدور نيست 
 . اصلي نامتناهي كانتور مربوط گردد با حدت خاصي جلوه مي كند
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اين امر بـدين  . آل از آن سرهم كنيم كنيم تا مدلي ايده در چنين مواردي كوشش مي       
، مفـاهيم سيسـتم   Aگيرد كه به عبارات اوليه يك سيستم بنداشتي ماننـد   نحو صورت مي

 A هـاي سيسـتم   اي كه تفسير بنداشت گونه به. كنيم را متناظر مي Bبنداشتي ديگري چون 
تـوان ادعـا داشـت كـه      اما در اين حالت نمي. باشند Bهاي سيستم  ايج منطقي بنداشتنت

. يك آزمون مطلق است، بلكه آزموني نسبي اسـت  Aآزمون سازگاري مجموعه بنداشتي 
سـازگار اسـت هرگـاه     Aبنداشـتي   ي توان ادعا كرد اين است كـه مجموعـه   آنچه كه مي

 Bرا به سازگاري سيسـتم   Aزگاري سيستم سازگار باشد و ما سا Bبنداشتي  ي مجموعه
    .ايم تبديل كرده

زنـيم،   هـاي رياضـيات محـك مـي     ها را به بسـياري از شـاخه   وقتي كه روش مدل       
توان بدان اميدوار بود، چـه آنكـه بسـياري از     سازگاري نسبي بهترين چيزي است كه مي

بـراي توضـيح بيشـتر،    . تندهاي رياضيات شامل تعداد نامتناهي از عناصر اوليه هس شاخه
P بــا P4 را در آن 3-5 مجموعــه بنداشــتي بخــش شــامل تعــداد  K: بــدين مضــمون ′4

عنوان تفسـيري   به. گيريم نامتناهي از اعضاي متمايز است، تعويض شده است در نظر مي
مجموعه همه اعداد صحيح مثبـت   Kاي كنيم كه اعض اين مجموعه بنداشتي فرض مي از

آل است كه  در اينجا مدل حاصل يك مدل ايده. باشد "از تر كوچك"به معني  Rو رابطه 
توانيم بيان داريم اين است كـه   شود و آنچه مي از حساب اعداد صحيح مثبت اقتباس مي

    .مجموعه بنداشتي سازگار است هرگاه حساب اعداد صحيح مثبت سازگار باشد
براي اثبات سازگاري هندسه مسطحه لباچفسكي از ايده سازگاري نسـبي اسـتفاده          

گيرد كه مفاهيم خاصي را از هندسه  نحو صورت مي اين امر بدين). ايوز. ك. ر(گردد  مي
آلـي از هندسـه لباچفسـكي را كـه بـه مـدل        كار گرفته و مـدل ايـده   مسطحه اقليدسي به

 شـود كـه هندسـه    سـپس نشـان داده مـي   . آوريـم  دست مـي  مشهور است به 156پوانكاره 
از  157.مسطحه لباچفسكي سازگار است، هرگاه هندسه مسطحه اقليـدس سـازگار باشـد   

آل از هندسه مسـطحه اقليدسـي    سوي ديگر تئوري هندسه تحليلي يك مدل حسابي ايده
اسـت، هرگـاه سيسـتم     دهد كه هندسه مسطحه اقليدسـي سـازگار   است و اين نشان مي

شود كه هندسه لباچفسكي سـازگار اسـت،    يقي سازگار باشد، از اينجا نتيجه مياعداد حق

                                                 
156 Poincare 

قدر سازگارند كه  هاي غيراقليدسي همان دانند كه هندسه اند مي دانشجوياني كه درس مباني هندسه را گذرانده .١٥٧
 ).ها شفيعي به گرينبرگ ترجمه دكتر. ك. ر(هندسه اقليدسي سازگار است 
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هـاي   به اين طريق سازگاري بسياري از شـاخه . هرگاه سيستم اعداد حقيقي سازگار باشد
اي اساسي و بنيادي از رياضيات، كه براي بخش  توان به سازگاري شاخه رياضيات را مي

ستم اعداد حقيقي است، تحويل گردد اين ايـده  بزرگي از رياضيات و تمامي فيزيك، سي
  .  مهم، موضوع اصلي فصل بعدي است

رود  گمـان مـي  . ها يك اثبات غيرمستقيم است وسيله روش مدل اثبات سازگاري به       
نحو كـه كوشـش    وسيله فرآيندي مستقيم برقرار كرد، بدين كه سازگاري مطلق را بتوان به
اي را كه متضـاد هـم باشـند     ل قواعد استنتاج هيچ دو قضيهكنيم تا نشان دهيم كه با اعما

 ـ  نمي در چنـين فرآينـدي البتـه،    . دسـت آورد  هتوان از يك مجموعه بنداشتي مفـروض ب
له اثبـات  أهيلبرت مس. بندي كامل قواعد استنتاجي پذيرفته شده منطق ضروري است رده

د، ليكن موفقيت چنداني سازگاري اعداد حقيقي را به روش مستقيم مورد مطالعه قرار دا
چون اين روش به قواعد استنتاج منطقـي بسـتگي دارد، هـر تغييـري در     . دست نياورد هب

هـا   مزيت روش مـدل . اين قواعد مي تواند اثبات سازگاري از اين نوع را دگرگون سازد
158قواعد طبيعي"در اين است كه مستقل از 

    .است "
بات سازگاري بسي پيچيده است و در ايـن  با وجودي كه توضيح روش مستقيم اث       

. كنـيم  گنجد، ما ايده اين روش را با تشابهي كه با شطرنج دارد تشـريح مـي   مختصر نمي
نظر از اينكه حـدي بـراي تعـداد     خواهيم نشان دهيم كه در يك بازي شطرنج، صرف مي

 10تواند بـه وضـعي برسـد كـه در آن      وقت يك بازيكن نمي ها قائل باشيم، هيچ حركت
 در. ملكه از يك رنگ را بر صفحه داشته باشد مشروط بر آنكه برطبق قواعد بـازي كنـد  

توانيم ثابت كنـيم   اينجا روش مستقيم قابل اعمال است، زيرا با استفاده از قواعد بازي مي
توانـد افـزون    ها و سربازها از يك رنگ را نمـي  جمع تعداد ملكه كه هيچ حركتي حاصل

  . باقي بماند 9است، پس بايد نابيشتر از  9مع در آغاز برابر ج چون اين حاصل. دهد
  
    استقلال و تماميت 5-4-3

                                                 
اي مختصـر شـده    هـاي مختلـف اشـاره    به منطـق  6فصل  در. با قواعد بازي مترادف است قواعد منطقي غالباً ١٥٨.
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اين بخـش دو ويژگـي ديگـر از مجموعـه بنداشـتي را كـه بـه اسـتقلال و تماميـت           در
اين دو ويژگـي سـازگاري، كـه در بخـش پيشـين      . دهيم مشهورند مورد بررسي قرار مي

هاي ضروري  ها در اين است كه ويژگي تفاوت آن. اند مورد بررسي قرار گرفت، متفاوت
هايي هستند كه بعضي اوقات مطلوب و در بعضي حـالات مطلـوب    بلكه ويژگي. نيستند
كنيم كـه مجموعـه بنداشـتي مـورد بررسـي يـك مجموعـه         از اين رو فرض مي. نيستند

 ـ   ت سازگار است، زيرا بررسي استقلال و تماميت يك مجموعه بنداشـتي ناسـازگار اهمي
يك بنداشت از اين مجموعـه بنداشـتي را مسـتقل نـاميم، هرگـاه نتيجـه       . چنداني ندارد

هاي آن مجموعه نباشد، و يك مجموعه بنداشتي را مسـتقل نـاميم    منطقي ديگر بنداشت
  . هاي آن مستقل باشد هرگاه هريك از بنداشت

نداشـت تـوازي   بهترين مثال در تاريخ رياضيات از استقلال يك بنداشت مطالعـه ب        
توانسـتند بـاور كننـد بنداشـت      دانان نمي اقليدس است كه در طي قرون متمادي، رياضي

هاي بسـيار نمودنـد تـا     هاي ديگر اقليدس است، و لذا كوشش توازي مستقل از بنداشت
سـرانجام بـا كشـف    . ثابت كنند كه اين بنداشت نتيجه منطقـي سـاير مفروضـات اسـت    

در  159.استقلال بنداشت توازي اقليدس بـه اثبـات رسـيد   هندسه غيراقليدسي لباچفسكي 
واقع اين سخن اغراق نيسـت كـه بگـوييم بررسـي تـاريخي اسـتقلال بنداشـت تـوازي         

هـاي بنداشـتي و از ايـن رو     هاي مجموعه اقليدس منجر به مطالعه كلي و اساسي ويژگي
    .منجر به كشف بخش مهمي از روش جديد رياضي شده است

رطبق آن نشان داده شده كـه بنداشـت تـوازي اقليـدس مسـتقل اسـت       روشي كه ب       
اين آزمون از اين قـرار اسـت   . دارد آزموني كلي براي استقلال يك اصل به ما عرضه مي

كه تعبيري از عبارات اوليه تئوري بيابيم كه در بنداشت مورد نظر صدق نكـرده ولـي در   
ري موفق باشيم، بنداشت مـورد نظـر   هرگاه يافتن چنين تعبي. ها صدق كنند بقيه بنداشت

كـه   بود، آنگاه اين تعبير ها باشد، زيرا اگر چنين مي تواند نتيجه منطقي ساير بنداشت نمي
كند بايد آن بنداشـت را نيـز بـه يـك      را به احكام راست تبديل مي ها همه ديگر بنداشت

ي يـك  هـا  آزموني كـه در ايـن راسـتا بـراي همـه بنداشـت      . كرد حكم راست تبديل مي
 nالظـاهر كـاري طـولاني اسـت، زيـرا اگـر تعـداد         گيرد علي مجموعه بنداشتي انجام مي
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بايـد  ) يك آزمون براي هـر بنداشـت  (آزمون جداگانه  nبنداشت در اين مجموعه باشد، 
  .  سازمان يابد

يـك مجموعـه    3-5 دهيم كه مجموعه بنداشـتي مـورد بحـث در بخـش     نشان مي :مثال
  .  مستقل است

عنـوان   را بـه  Kتـوانيم   مسـتقل اسـت، مـي    P1 راي آنكـه نشـان دهـيم بنداشـت    ب       
را  Rرابطـه  . كنـيم  ها تعبير مـي  ها، و پدر پدر آن متشكل از دو برادر، پدر آن اي مجموعه

درسـت   P4و  P2 ،P3 با ايـن تعبيـر  . كنيم به معني عرفي آن تلقي مي "خلف"عنوان  به
  .  نادرست است P1ولي 

عنوان مجموعه  را به Kتوانيم  مستقل است، مي P2 براي آنكه نشان دهيم بنداشت        
بـا ايـن   . كنـيم  تلقي مـي  "نابيشتر از"عنوان  را به Rو اختيار و 4و3و2و1متشكل از اعدد 

براي آنكه نشان دهـيم  . د بودن، درست خواهP2ء جزه ها، ب يك از اين بنداشت تعبير هر
 R اي متشكل از چهار عضو متمـايز و  عنوان مجموعه را به Kمستقل است،  P3 بنداشت

  .  برقرارند P3 ءها، به جز كنيم، همه بنداشت تلقي مي "است باتمايز م"عنوان  را به
عنـوان   تـوانيم بـه   را مي Kمستقل است،  P4 بالاخره براي آنكه نشان دهيم بنداشت      

. تلقي كنيم "تر است از كوچك"عنوان  Rو 5و 4و 3و 2و 1پنج عدد صحيح  ي مجموعه
   . ، برقرار خواهند بودP4 ها، به جز صورت همه بنداشت در اين

  
   تبصره 5-4-4

معني كه يك مجموعه بنداشتي  الزامي نيست بدين استقلال يك مجموعه بنداشتي عموماً
  .  تنها به خاطر عدم استقلال آن فاقد ارزش نخواهد بود

دهـد كـه    بنداشتي مستقل را به اين خاطر ترجيح مي ي كه مجموعهدان  يك رياضي       
خواهد تئوري خود را به حداقل مفروضات بنانهد، يك مجموعه بنداشتي كه مسـتقل   مي

عنـوان   عنوان بنداشت بلكـه بـه   توانند نه به نباشد شامل يك يا چند بنداشت است كه مي
اشـتن يـك مجموعـه بنداشـتي     از سوي ديگـر، گهگـاه، د  . هاي تئوري ظاهر شوند قضيه

براي مثال، در آموزش رياضيات، به دلايل علمي امكـان دارد كـه   . غيرمستقل مفيد است
كه در  با اين حال، همچنان. ريزي كنيم بخواهيم موضوعي را بر پايه روش بنداشتي برنامه

افتد، ممكن اسـت كـه يـك قضـيه در آغـاز يـك تئـوري بـراي          بعضي اوقات اتفاق مي
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عنوان يـك بنداشـت بيـان     توان به اي را مي چنين قضيه. سيار دشوار جلوه كندمحصلين ب
كرد، در ادامه موضوع وقتي كه محصلين به بلوغ رياضي مطلوب رسـيده و بـا موضـوع    

يك بنداشـت مسـتقل نيسـت و     توان متذكر شد كه آن بنداشت واقعاً  آشنا شده باشند مي
    .ردد و عنداللزوم برهاني از آن ارائه گرددگيري گ ها نتيجه تواند از ساير بنداشت مي

توان نام برد كه، در آغـاز، ناخواسـته شـامل     هاي بنداشتي مشهوري را مي مجموعه       
عنـوان نمونـه مجموعـه اوليـه هيلبـرت از       بـه . هايي بودند كـه مسـتقل نبودنـد    بنداشت
شـد كـه ايـن مجموعـه     نشـان داده   بعداً. توان نام برد هاي هنديه اقليدسي را مي بنداشت

كشـف ايـن دو بنداشـت    . شوند ها نتيجه مي شامل دو بنداشت است كه از ديگر بنداشت
هـا   كاهد، در متون بعدي، اين بنداشت وجه از اعتبار سيستم هيلبرت نمي نامستقل به هيچ

  .  ها ارائه گرديد هايي براي آن به قضيه تغيير نام يافت و برهان صرفاً
متشكل از  161 مور .ال. توانست نشان دهد كه مجموعه مشهور آر 160درويل. ال. آر       

توانـد بـه    اي مدين را بنـا نهـاد، مـي    هشت بنداشت كه اساس توپولوژي نظريه مجموعه
    .هفت بنداشت تقليل يابد و ويلدر بنداشت ششم مور را حذف كرد

هاي يـك   بنداشتكه در بحث فوق اشاره كرديم، تعداد واقعي  با اين حال همچنان       
هر مجموعه بنداشتي، مستقل يا . تئوري در رابطه با ويژگي استقلال اهميت كمتري دارد

اي به يـك مجموعـه مسـتقل     هاي گزاره توان با استفاده از رابط نامستقل، را به آساني مي
  .متشكل از تنها يك بنداشت تبديل كرد

  
  تماميت 5-4-5

از . اند كمتـر مشـهور اسـت    كنون توصيف شدهويژگي تماميت از سه ويژگي ديگر كه تا
. اي بـراي طـرح آن ارائـه دهـيم     اين رو بجاسـت كـه قبـل از ارائـه تعريـف آن انگيـزه      

. خواهيم ساختار يك مجموعه بنداشتي را براي هندسه اقليدسي مسطحه ارائـه دهـيم   مي
بايـد  هـا   ايـن عبـارت  . هاي اوليـه اسـت   اولين كاري كه بايد انجام دهيم انتخاب عبارت

هـاي   اي از اصطلاحات فني هندسي باشد، به قسمي كه ديگـر عبـارت   مشتمل بر گردايه
كـار بعـدي كـه    . ها تعريف كرد وسيله آن را بتوان به) هاي ثانويه عبارت(فني اين تئوري 

يـك از   هـايي اسـت كـه در بـاب هـر      بنـدي فهرسـتي از گـزاره    بايد انجام گيرد فرمـول 
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هـاي تئـوري را تشـكيل     ن فهرست رو به افزايش بنداشـت باشند اي هاي اوليه مي عبارت
هـا را كوتـاه    توان فهرسـت بنداشـت   چگونه مي. كند اي بروز مي در اينجا مسئله. دهند مي

قـدر كـافي بـزرگ باشـند كـه       كرد؟ انتظار ما از اين مجموعه بنداشتي اين است كـه بـه  
مسـطحه را روشـن   هر گزاره ممكن در باب هندسـه اقليدسـي    "نادرستي"يا  "درستي"

كـه   طـوري  ها داشته باشيم بـه  خواهيم تعدادي كافي از بنداشت عبارت ديگر، مي به. سازد
، S Tو يـا نقـيض آن،    Sهاي اوليه باشد، آنگاه يا  گزاره دلخواهي در مورد عبارت Sاگر 

 قدر كافي بزرگ نباشد، قطعاً اگر مجموعه بنداشتي به. ها نتيجه گردد از مجموعه بنداشت
  .  هايي از هندسه وجود خواهند داشت كه از مجموعه بنداشتي منتج نخواهند شد ازهگر

هــاي اوليــه انتخــاب شــده توســط هيلبــرت و همــه  بــراي مثــال، هرگــاه عبــارت       
بنداشت تـوازي را انتخـاب كـرده باشـيم چنـين وضـعي        ءهاي هيلبرت، به جز بنداشت

يافته نخواهد توانست روشن سازد  اين مجموعه بنداشتي تقليل 162.وجود خواهد داشت
اسـت يـا خيـر؟ زيـرا مجموعـه       �180 هاي يك مثلث همواره برابـر  كه آيا مجموع زاويه

هـاي مسـطحه    بنداشتي كاهش يافته مورد بحـث در هـر دو مجموعـه بنداشـتي هندسـه     
قدر  ها وقتي به ظاهرا فهرست مورد نظر از بنداشت. اقليدسي و لباچفسكي مشترك است

ها و هـم   كافي بزرگ خواهد بود كه نتوانيم بدان گزاره ديگري كه هم مستقل از بنداشت
اي رسيده باشـيم، گـوييم بـه يـك      هرگاه به چنين نقطه. سازگار با آنهاست بدان بيفزاييم

    .ايم مجموعه بنداشتي تمام براي هندسه دست يافته
  .  را عرضه كنيمتوانيم تعريف زير از تماميت  اكنون مي

ناميم هرگاه نتوانيم به آن، بـدون توسـعه    يك مجموعه بنداشتي سازگار را تمام مي       
هـاي   بنداشـت ) و نيز سازگار با(هاي اوليه، بنداشت ديگري كه مستقل از  گردايه عبارت

     .مفروض باشد بيفزاييم
و سرراسـت نيسـت كـه    چنان ساده  تعريف تماميت، همانند تعريف سازگاري، آن       

آزمـون  . بتوان اين ويژگي را براي يك مجموعه بنداشتي مفروض به آساني امتحان كـرد 
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و تعبيرهــاي  163تماميــت بــا اســتفاده از مفــاهيم فنــي ديگــري چــون كــاتگوري كــردن
  .گردد يك مجموعه بنداشتي برگزار مي 164يكريخت

  
  مطالب فصل پنجم خلاصه 5-5
استنتاجي است كه از هندسـه و جبـر بـه ديگـر      روش جديد رياضي روش قياسي و. 1

شاخه از رياضـيات را كـه بـدين روش     هر. هاي علوم رياضي گسترش يافته است شاخه
تئـوري   در هـر . نـاميم  گذاري شده باشد يك تئوري منطقي يا يك تئوري علمي مـي  پايه

عنـوان   شـوند بـه   اي از اصطلاحات فني كه تعريـف نشـده پذيرفتـه مـي     منطقي مجموعه
همه ديگر اصطلاحات تئوري . شوند هاي اوليه يا حدود تعريف نشده انتخاب مي عبارت

    .هاي تعريف نشده تئوري بايد تعريف گردند وسيله عبارت به
هاي اوليـه كـه    باب عبارت اي از احكام در تئوري منطقي، مجموعه همچنين در هر       
عنوان اصول موضوعه يـا   شوند به ه ميعنوان احكام اثبات نشده انتخاب و پذيرفت به عملاً

هـاي اوليـه و    بـاب عبـارت   همه ديگر احكام در. شوند هاي آن تئوري تلقي مي بنداشت
گيـري   هـا نتيجـه   اي منطقي از بنداشت گونه بايست به هاي تعريف شده تئوري مي عبارت
  .  ناميم هاي آن تئوري مي قضيه گيري شده را گونه احكام نتيجه اين. شوند

 گرچـه منطـق اعمـال شـده در    . هر تئوري منطقي، منطق خاص خود را دارا است       
. ويـل شـده اسـت   أهاي علمي، منطق دوارزشي است كه از زبـان ارسـطو ت   بيشتر تئوري
   .باشد هاي چند ارزش ديگري نيز ممكن مي معهذا منطق

ري، مجموعـه بنداشـتي، چهـار تـاي آن، يعنـي سـازگا       هاي مهم هر از جمله ويژگي. 2
از ايـن ميـان،   . ارزي، در اين فصـل بـه اختصـار تشـريح گرديـد      استقلال، تماميت و هم

ترين ويژگي آن است، هر مجموعـه   ترين و اساسي سازگاري يك مجموعه بنداشتي مهم
اثبـات سـازگاري يـك    . بنداشتي كه فاقد اين ويژگي باشد ارزش مطالعه و بررسي ندارد

هـاي   بدين طريق، كه به عبارت. گيرد ها انجام مي دلبه روش م مجموعه بنداشتي معمولاً
اي كـه   گونـه  بـه . آوريـم  دسـت مـي   اوليه آن معنايي متناظر كرده و مدلي از آن تئوري بـه 

چنانچـه مـدلي ملمـوس از يـك     . هاي درسـت تبـديل گردنـد    هاي آن به گزاره بنداشت
  .  شود يمجموعه بنداشتي بتوان ارائد داد سازگاري مطلق آن مجموعه اثبات م
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هاي استقلال و تماميت، گاهي اوقات مطلوب و در بعضي اوقات مطلـوب   ويژگي       
كنكاش . گردند هاي مهم تلقي مي معهذا از نظر مباني رياضيات ويژگي. آيند به شمار نمي

در هندسه منجـر بـه كشـف    ) بنداشت پنجم اقليدس(در چگونگي استقلال اصل توازي 
اولين كسي كه به استقلال بنداشـت تـوازي شـك    . رديده استهاي نا اقليدسي گ هندسه

دان ايرانـي   كرد و آن را مورد مطالعه علمي قرارداد خواجه نصـيرالدين طوسـي رياضـي   
يك مجموعه بنداشتي سازگار را تمام ناميم، هرگـاه نتـوانيم بـه آن، بـدون توسـعه      . بود

هـاي   يز سازگار، بـا بنداشـت  هاي اوليه، بنداشت ديگري كه مستقل از، و ن گردايه عبارت
  .مفروض باشد بيفزاييم

  
  مسائل 5-6

  .اي ارائه دهيد كه شامل سه متغير باشد مثالي از يك تابع گزاره) الف
) الـف (اي سـاخته شـده در    با جايگزيني مناسب، سه گزاره درسـت از تـابع گـزاره   ) ب
  .دست آوريد به
  . دست آوريد اي ساخته شده به ارهبا جايگزيني مناسب، سه گزاره نادرست از تابع گز) ج
هـا را در   اين تعريـف . زير از رياضيات ارائه گرديده است ي)ها يا توصيف(ها  تعريف. 2

اي دكتـرين   اي از توابـع گـزاره   عنوان گردآيـه  چارچوب مفهومي از اين شاخه از علوم به
  .مورد بحث قرار دهيد) كه در اين فصل بحث شده است(شده 
محض، يعني رياضيات و منطق، با روابطي سروكار دارند كه مسـتقل  علوم صوري ) الف

  .)هرمان هانكل(از محتوي خاص و تماميت اشيا ملموس مي باشند 
كـه آن را   -شايد حداقل توصيفي ناكافي كه بتوان از كل رياضـيات نـوين ارائـه داد   ) ب

صـورت   بـه از اين قرار است كه بگوييم رياضيات موضوعي است كـه   -ناميم تعريف مي
  .به معني عام آن سروكار دارد) فرم(

هـاي   ترين اهميت آن عبارت است از توسعه همه انواع استدلال رياضيات در گسترده) ج
  .)وايتهد. ان. آ(قياسي، لازم و صوري 

بنـدي   يك علم رياضي ساختاري از احكام است كه به گونه اي منظم و مجرد فرمـول ) د
اين مجموعه نتيجه منطقـي و صـوري بعضـي و يـا      شده است به قسمي كه هر حكم از
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. رياضـيات از همـه چنـين علـوم رياضـي تشـكيل مـي شـود        . همه احكام قبلـي اسـت  
  .)يونگ. دبليو.جي(
اي اسـت كـه هريـك از يـك      هاي قياسي فرضيه اي از تئوري رياضيات محض گردايه) ه

اثبـات نشـده    سيستم مشخص از مفاهيم با نمادهاي اوليه تعريف نشده فرضـيات اوليـه  
اند كه نتايج قياسي منطقي خود را كه از فرآينـد   تشكيل شده) ها بنداشت(وليكن سازگار 

  .شوند نيز دربردارند استنتاجي مجرد و بدون توسل به مشهود نتيجه مي
كـارگيري   كه غالباً قابل بـه (آل  رياضيات عبارت است از علم مطالعه ساختارهاي ايده) و

  .هاي اين ساختارها و كشف روابط موجود بين بخش) در مسائل واقعي است
شـود و ايـن گسـترش تنهـا بـه       رياضيات در گسـترش خـود ترجيحـاً آزاد انگاشـته مـي     ) ز

گردد، بدين قرار كه مفاهيم آن بايد خالي از تناقض بـوده و نيـز    ملاحظات بديهي محدود مي
  ).جرج كانتور(باط باشند مشخصاً و منظماً به توسط تعاريف با مفاهيم قبلي موجود در ارت

ايـن  . انگارنـد  هايي براي خود مفروض مـي  دانان حق انتخاب را با محدوديت رياضي) ح
هـا را بيشـتر خشـنود     ها شامل تناقض منطقي و انتخاب مسيري است كـه آن  محدوديت

  .رساند كرده و به نتايج مي
اً در ارتبـاط  در رياضيات محض، كه در آن همه حقايق گونـاگون بـا يكـديگر لزوم ـ   ) ط

، يـك  )باشند اند الزاماً در ارتباط مي هايي كه اصول اين علم زيرا همگي با فرضيه(هستند 
تواند زيبـا باشـد زيـرا اصـول آن تعـداد انـدكي بـيش         مبحث علمي به نسبت اندكي مي

نيستند؛ و چيزي كه به طرز شايان توجهي در اين شاخه از معرفت ملحـوظ اسـت ايـن    
وع و بديع بسياري وجود دارد كه تنها بـا اسـتفاده از تعـداد انـدكي از     است كه نتايج متن

  .ها قابل ارائه و اثبات هستند داده
عرضـه شـد    3-5اي از رياضيات كـه در بخـش    هاي زير را در باره شاخه ساده قضيه. 3

  .اثبات كنيد
  .c  =aآنگاه  bGcو  aGcاگر : 8ق) الف
  .aGcآنگاه  bGcو  aGbاگر: 9ق) ب
   bRa(و يـا  ) aRbو  bRc(انگاريم كه يا  را بدين معني مي B)abc(تايي  ي سه رابطه) ج
  .ثابت كنيد) cRbو
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  .برقرار نيست acb(B(برقرار باشد، آنگاه  B)abc(اگر : 10ق
 5-5و  4-5 هـاي  تئـوري كـه در بخـش    يك از كاربردهاي اين در هر abc(B(معني ) د

  ؟عرضه گرديد چيست
را بـراي كـاربرد هندسـي     3-5 هاي شاخه رياضيات بخش ها و تعريف صورت قضيه. 4

  .اين شاخه بنويسيد
را بـراي كـاربرد حسـابي     3-5 هاي شاخه رياضيات بخش ها و تعريف صورت قضيه. 5

  .اين شاخه بنويسيد
ارزي به معنـي عـام آن    هم ي بنداشتي يك رابطه هاي ارزي مجموعه نشان دهيد كه هم. 6
  .ستا

اي چـون بـا دو    شوند يك ميـدان مجموعـه   هاي يك ميدان چنين تعريف مي بنداشت. 7
جمـع و ضـرب    كـه لزومـاً   طـوري  دهيم بـه  نشان مي ⊗و  ⊕عمل دوتايي است كه به 

ي همـاني اسـت؛   متساوي به معنـا . كنند هاي زير صدق مي معمولي نيستند و در بنداشت
  .يك عنصر هستند bو aبه معني آن است كه  b =aلذا 
P1 : هرگاهa  وb در c  ،باشندa b b a⊕ = ⊕ .  
P2 : هرگاهa وb  درc  ،باشند a b b a⊗ = ⊗   
P3 :گاه هرa  وb  وc  درS  ،باشند( ) ( )a b c a b c⊕ ⊕ = ⊕ ⊕   
P4 : هرگاهa  وb  وc  درS  ،باشند ( ) ( )a b c a b c⊗ ⊗ = ⊗ ⊗  
P5 : ــاه ــاه   Sدر  cو  bو  aهرگـ ــند، آنگـ )باشـ ) ( ) ( )a b c a b a c⊗ ⊕ = ⊗ ⊕  و ⊗

( ) ( ) ( )b c a b a c a⊕ ⊗ = ⊗ ⊕ ⊗   
P6 :S  شــامل عضــوي چــونz )اســت بــه قســمي كــه بــراي هرعضــو) صــفرa  ازS ،

a z a⊕ =  
P7 :S  شامل عضوي چونu )است كه متمايز از) واحدz   بوده و براي هر عضـوa  ازS، 

a u a⊗ =.  
P8 :براي هرعضوa  درS  در   ◊عضوي چونS  هست به قسمي كهa z⊕ ◊ =.  
P9 : هرگاهa وb  وc  درS باشند و c z≠  وc a c b⊗ = cيـا   ⊗ a b c⊗ =   آنگـاه  ⊗
b  =a.   
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P10 : ــراي هرعضــو ــه  Sدر  a−1 ، عضــوي چــونSدر  z ≠ aب ــه قســمي ك  هســت ب
a a u−⊕ آن  هاي همين مجموعه كـه در  ثابت كنيد كه ده بنداشت فوق با بنداشت. 1=

P5 9 وP ارز است گردند هم و با دو بنداشت ذيل تعويض مي.   
P′5 : ــاه ــاه  Sدر  cو  bو  aهرگ )باشــند، آنگ ) ( ) ( )a b c a b a c⊗ ⊕ = ⊗ ⊕ : ′Pو ⊗

c باشند،  Sدر  cو  bو  aهرگاه  z≠  وc a c b⊗ =    .b  =aآنگاه  ⊗
  . مجموعه بنداشتي يك ميدان را ثابت كنيد) مطلق(سازگاري . 8
  هاي بنداشتي ذيل سازگارند؟  يك از مجموعه كدام. 9

S، aاز  aده بنداشت ميدان به اضافه اين گزاره براي هر ) الف a z⊕ =   
) ،S در aه اضافه اين گزاره براي هرعضو ده بنداشت ميدان ب) ب )a a a z⊕ ⊕ =.  
a, در aده بنداشت ميدان به اضافه اين گزاره براي هرعضو ) ج a a S⊗ = ⇑.  
  .شامل تعداد نامتناهي عضو است S: ده بنداشت ميدان به اضافه اين گزاره) د
 هست به قسمي كه Sدر  bو  aاعضايي چون " ده بنداشت ميدان به اضافه اين گزاره) ه

a z≠  وb z≠  وa b z⊗ =."  
در  aبراي هـر عضـو   : جايگزين شده است P⇑10 با P10 ده بنداشت ميدان كه درآن) و
S  چون عضويa−1  درS  هست به قسمي استa a a−⊗ =1 .  

زيـر متشـكل از    ي نمايش سه حكم باشند، نشان دهيـد كـه مجموعـه    r و p ،q اگر. 10
  .چهار گزاره سازگار نيست

  .نادرست است rدرست باشد،  qاگر ) 1(
  .درست است Pنادرست باشد،   qاگر) 2(
)3 (r رست استد .  
)4 (P نادرست است.  

مفـاهيم سـازگاري و ناســازگاري يـك دسـتگاه معادلــه را بـا مفـاهيم ســازگاري و       . 11
   .بنداشتي مقايسه كنيد ي ناسازگاري يك مجموعه

باشـد كـه در    Sيـك رابطـه دوتـايي در     Fاي از اعضا و  مجموعه Sكنيم  فرض مي. 12
   .كند هاي ذيل صدق مي بنداشت

P1 :اگر a و b اعضايي ازS  باشند وbFa آنگاه aFb.  
P2 : اگرa عضوي از S  باشد، آنگاه حداقل يك عضوb  درS هست به قسمي كهbFa .  
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P3 :اگر a  عضوي ازS باشد، آنگاه حداقل يك عضوb در S هست بـه قسـمي كـه     ⇑
aFb .  

P4 : اگرa  وb  وc  اعضايي ازS  باشند به قسمي كهbFa  وcFb  آنگاهcFa.   
P5 : هرگاهa  وb اعضايي از S  باشند به قسمي كهbFa آنگاه حداقل يك عضـو در ، S    

  . bFaو  cFaهست به قسمي كه 
   bباشد، آنگاه حداقل يك عضو چـون   Sعضوي از  a، اگر ي نشان دهيد كه گزاره       

 .هاي فوق سازگار اسـت  با بنداشت aFbو  bFa هست به قسمي كه Sدر  aمتمايز از 
قرار گرفته است، در اين تئـوري   مجموعه بنداشتي فوق در تئوري نسبيت مورد استفاده(

Sاعضاي    .165)اند تفسير شده "كند تعقيب مي"به معني  Fعنوان حوادث و  به ′
در اين مجموعه بنداشتي زنبـور و كنـدو    . گيريم مجموعه بنداشتي زير را در نظر مي. 13

   .جزء عبارات اوليه هستند
P1 :ركندو گردايه اي از زنبور استه.  
P2 :دو كندو متمايز يك و تنها يك زنبور مشترك دارند هر.   
P3 :هر زنبور به دو و فقط دو كندو تعلق دارد.   
P4 :ًچهار كندو وجود دارد دقيقا.   

  .عه بنداشتي سازگاري مطلق داردنشان دهيد كه اين مجمو
  .نتيجه بگيريد 13هاي زير را از مجموعه بنداشتي مسئله  قضيه. 14

  .شش زنبور وجود دارد دقيقاً) الف
  . سه زنبور وجود دارد در هر كندو دقيقاً) ب
  .كند براي هر زنبور يك زنبور ديگري هست كه با وي در يك كندو زندگي نمي) ج

  .مستقلند 13از مجموعه بنداشتي مسأله  P2، P3، P4هاي  نداشتنشان دهيد كه ب. 15
هـا را نقـد و    هاي زير در هندسه مسـطحه اقليدسـي را در نظـر گرفتـه و آن     تعريف. 16

  . بررسي كنيد
يم در صورتي كه سه ضلع آن متساوي و سه نام الاضلاع مي مثلثي را وقتي متساوي) الف

  .زاويه آن نيز برابر باشند

                                                 
165. A. A. Robb, A Theory of time and space, New York, Cambridje University Press, 1914. 
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ناميم در صورتي كه دو ضلع آن و نيز دو زاويه متقابـل   الساقين مي مثلث را متساوي) ب
  . به اين دو ضلع برابر باشند

  .ناميم در صورتي كه هر چهار زاويه آن قائمه باشند الاضلاع مي مستطيلي را متوازي) ج
دايره خط مستقيمي است كه از مركز دايره گذشته، دو سرآن به محيط محدود و  قطر) د

  .دايره را نصف كند
  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
  

  فصل ششم
  
  

  منطق نمادي
  
  

  هاي آموزشي فصل شش هدف
  هاي كلي هدف) الف
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در اين فصل دانشجويان بـا تاريخچـه مختصـري از پيـدايش و تكامـل منطـق        •
 .شوند نمادي آشنا مي

 .گردد عنوان ابزاري براي استنتاج و استدلال تشريح مي نقش منطق به •

درآمـد بـه معرفـي    عنـوان يـك پـيش     ابتدا منطق دوارزشي ارسطو و سپس بـه  •
 .شود هاي چندارزشي پرداخته مي منطق

هاي رياضـي نقشـي    عنوان يك مؤلفه تئوري يابند كه منطق به دانشجويان در مي •
 .اساسي در طراحي هر شاخه از رياضيات دارد

  )رفتاري(يي زهاي ج هدف) ب
  :دانشجويان پس از مطالعه و كار روي اين فصل بايد بتوانند

 .هاي چندارزشي را توضيح دهند رزشي معمولي و منطقتفاوت بين منطق دوا •

اتحاد منطقي را با اتحاد جبري مقايسـه كننـد و متوجـه باشـند كـه هـر اتحـاد         •
 .هاي سازنده آن، همواره درست به مؤلفه دهي نظر از هر ارزش منطقي، صرف

 .ارزشي بسازند حداقل سه منطق سه •

 .ول را توضيح دهندبجبر ها، در منطق دوارزشي، و  گزارهتشابه بين حساب  •

 .را تعريف كنند "قانون منطقي" •

 .هاي پايان فصل برآيند ي حل تمرين از عهده •

  
ي مختصري از اين علم كه بـه   ابتدا تاريخچه. شويد در اين فصل با منطق نمادي آشنا مي

فصـل   گرچه اغلب دانشجويان با مطالب اين. منطق رياضي مشهور است ذكر شده است
هـا و   اختصـار حسـاب گـزاره    ي دارند، معهذا به جهت خودكفايي كتاب، بهاز قبل آشناي

  .قواعد استنتاج منطقي تشريح شده است
از دانشـجويان  . هاي چنـد ارزشـي اسـت    قسمت جالب اين فصل، آشنايي با منطق

ارزشي ديگـر بسـازند و    شود تا ضمن مطالعه دقيق اين بخش، چند منطق سه خواسته مي
  .ها را بفهمند اين منطق بههاي مربوط  تمرين

  
  تاريخچه مختصر منطق نمادي 1- 6
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فقط از زبان عادي استفاده گردد امري مأيوس كننـده  بحث و بررسي از منطق كه در آن 
به جهت بررسي دقيق و علمي اين موضـوع و نقشـي    ،يك زبان نمادي يا علامتي. است

ي حاصـل، بـه    مطالعـه نمادگرايي، بررسـي  خاطر وجود چنين  به. كه دارد ضروري است
در منطـق نمـادي، روابـط متنـوع بـين      . منطق نمادي يا منطق رياضي شهرت يافته است

شوند كـه   هايي نمايش داده مي ي فرمول وسيله ها، به ها و نظاير آن ها، رده احكام، مجموعه
. هايي است كه در زبـان معمـولي بسـيار مشـهود اسـت      ها عاري از سوء تفاهم معاني آن

هاي اوليه و بـر طبـق قواعـد     اي از فرمول ي مجموعه سعه اين موضوع، بر پايهبسط و تو
ي جبـر   توسـعه  گيرد و اين به بسـط و  تبديلات صوري واضحي انجام مي تعيين شده و

 ،همچنين همانند جبر، برتري زبان نمادي بر زبان معمـولي . مقدماتي شباهتي بسيار دارد
  .ار ارزشمند استباشد كه بسي فشردگي و سهولت درك آن مي

كار بـردن   طور جدي خواستار به برند كه به عنوان اولين كسي نام مي ، به166از لايبنيتز
اي اسـت تحـت عنـوان، هنـر      يكي از اولين كارهاي وي مقالـه . منطق نمادي بوده است

اين مقاله اعتقادش را به لايبنيتز در . ميلادي منتشر شده است 1666تركيبات كه در سال 
امـر   ،صورتي اقتصادي بـراي راهنمـايي   شمول، كه به يك زبان علمي جهانوين تدامكان 

بنيتز در بين در باب اين تفكر، لاي. دارد كار گرفته باشد، ابراز مي استدلال نمادگرايي را به
رهاي شايان توجهي انجـام  در راستاي خلق يك منطق نمادي كا 1690و  1679هاي  سال
ي كــرد كــه در مطالعــات مــدرن امــروزي از اهميــت بنــد وي مفــاهيمي را فرمــول. داد

  .اي برخوردارند العاده فوق
كه در واقع  "آناليز رياضي منطق"ي خود را تحت عنوان  وقتي كه جرج بول رساله

علايق جديدي به منطق نمادي  ،اي است در باب حساب استنتاج منطقي منتشر كرد مقاله
منتشر كرد  1854و  1848هاي  در سال هاي ديگري كه وي در مقاله. مجدداً شكل گرفت

هـا تحـت عنـوان     اين مقاله. توصيف مهمي از افكارش را پيرامون اين موضوع ارائه كرد
هـاي رياضـي منطـق و احتمـال      باشـند كـه در آن تئـوري    مي "تحقيقي در قوانين فكر"

  .اند گذاري شده پايه
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عنـوان منطـق    اي تحـت  رساله 1847اگوست دمورگان كه معاصر بول بود در سال 
همچنـين بـول و   . تر بـود  صوري منتشر كرد كه از بعضي جهات از كارهاي بول پيشرفته

اي را در باب منطق روابط كه پيش از ايـن ناديـده    پس از او دمورگان، مطالعات گسترده
ي ارنست شـرودر   وسيله مفاهيم عرضه شده توسط بول به. انگاشته شده بود، انجام دادند

اي  به كمـال قابـل ملاحظـه    "پيش درآمدي بر جبر منطق"تحت عنوان در كتاب قطوري 
در واقــع، . منتشــر يافــت 1895و  1890هــاي  ايــن كتــاب در بــين ســال. ارتقــاء يافــت

ت بـول بـا اصـطلاح    انديشند كه منطق نمادي را به سنّ دانان مدرن در اين راستا مي منطق
اي در جبر بول در شـرف   لاحظههنوز هم كارهاي قابل م. شرودر پيوند دهند - جبر بول

هـاي تحقيقـي امـروزي     هاي بسـياري را در ايـن موضـوع در مجلـه     انجام است و مقاله
  .توان يافت مي

دان  تـري بـه منطـق نمـادي بـا كـار منطـق        گرايش مدرن 1879- 1903هاي  در بين سال
و با اين انگيزه آغـاز  كار پئان. دان ايتاليايي آغاز گرديد نام گوتلبُ فرگه و پئانو رياضي آلماني به

كه كار فرگـه از   در حالي. شد كه بتوان كل علوم رياضي را برحسب حسابان منطقي بيان كرد
ي فرگـه تحـت    رسـاله . تري براي رياضيات نياز بود ي مستحكم پايه رشد كه ب اينجا ناشي مي

حـت  ظاهر شد؛ همچنين كتاب مهم تاريخي وي ت 1879در سال  "Bergriffsschrift"عنوان 
. منتشـر گرديـد   1893- 1903هـاي   در بـين سـال   "Grundgesetze der Arithmetik"عنوان 

بندي رياضـيات نـام    فرمول. منتشر گرديد 1894كتاب پئانو كه به ياري محققان همكارش در 
167كاري كه با فرگه و پئانو آغاز شده بود مستقيماً وايتهد. يافت

را رهنمـون كـرد    168و راسل 
سـازي   ي اساسي اين كتاب همانا يكسان ايده. ل رياضيات را تدوين كنندتا كتاب مشهور اصو

تـوان   هاي رياضيات را مي بخش اعظمي از رياضيات با منطق بود، بدين معني كه ديگر شاخه
در نهايـت، رياضـيات يـا بخـش اعظمـي از آن را       گيري كـرد و  ازسيستم اعداد طبيعي نتيجه

در . دسـت آورد  هاي منطقـي بـه   ي از بنداشتيها  هوعاز مجم ،توان به روش بنداشتي كردن مي
. جامع مباني رياضيات ديويد هيلبرت و پاول برنايز منتشـر شـد  كتاب  1934- 1939هاي  سال

ها و دروس دانشگاهي ارائه شده بـود، توسـط هيلبـرت     اين كتاب كه بر پايه يك سري مقاله
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بـه  اسـتفاده از منطـق نمـادي     كوشش هيلبرت بر اين بود تـا رياضـيات را بـا   . تدوين گرديد
  .روشي جديد سامان دهد كه در آن سازگاري برقرار باشد

ي منطق نمادي توسط بسياري از  هاي تخصصي در حوزه در حال حاضر مطالعه و پژوهش
  .ويژه انتشار كتاب اصول رياضيات در اين راستا نقش اساسي دارد هب. گيرد دانان انجام مي رياضي

منتشـر   1935اري تحت عنوان مجلـه منطـق نمـادي از سـال     اي ادو همچنين مجله
در اين . كند دانان را منعكس مي دست آمده توسط اين گروه از رياضي شود و نتايج به مي

از ماهيت منطق نمـادي را ارائـه دهـيم و در    هاي مقدماتي  كنيم تا ايده بخش كوشش مي
و راسـل توسـعه يافتـه اسـت      وسيله وايتهـد  اي كه به اين راستا خود را به حساب گزاره

در اين بخش مفاهيم و نمادهاي لازم را معرفي و در بخش بعـدي ايـن   . كنيم محدود مي
  .موضوع را به روش بنداشتي استوار خواهيم كرد

  
  اي تركيبات گزاره 6-2

شـود؛   ناميده مـي  گزارهباشد اي كه محتواي آن داراي اعتبار درستي يا نادرستي  هر جمله
آن در مـورد  ) درسـتي يـا نادرسـتي   (يك از اين دو اعتبـار   نكه بدانيم كدامنظر از آ صرف

يـك عـدد اول    8«، »بهـار يـك فصـل اسـت    «ها،  عنوان مثال از گزاره به. 169صادق است
اولـين گـزاره   . بـريم  را نـام مـي  » اسـت  7برابـر   πام عدد 000/000/900رقم « و »است

در منطق . درستي يا نادرستي سومي تاكنون بر ما معلوم نيستدرست، دومي نادرست و 
  .شوند نشان داده مي... و  m ،n ،p ،q ،rها با حروف كوچك  نمادي گزاره

بـراي مثـال   . آيد دست مي هاي جديدي به ها به طرق مختلف گزاره از تركيب گزاره
سـعدي  «يد گزاره جد»يك عدد اول است  8«و » سعدي يك شاعر است«ي  از دو گزاره

يـك عـدد    8سعدي يك شاعر است يـا  «و نيز » يك عدد اول است 8يك شاعر است و 
. شـوند  ، حاصـل مـي  »عـدد اول اسـت   8اگر سعدي شاعر اسـت، آنگـاه   «، و »اول است
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را داشـته باشـد، ايـن     "درسـتي يـا نادرسـتي   "تواند يكي از دو ارزش  گوييم كه يك گزاره فقط مي وقتي مي .
منطـق  . ارسطو انجام شده است و چنين منطقي را كه فعلاً منطق معمولي استدلال اسـت  بار توسط دهي اولين ارزش

هـاي   بنـدي  دانان، اين منطق را با اسـتفاده از نمادهـا و فرمـول    بعدها رياضي. نامند منطق ارسطو نيز مي دوارزشي يا
انـد   نيز ناميـده  "منطق علامتي"و يا  "منطق رياضي"مشخص و معيني به شكل منطق امروزي درآورده و لذا آن را 

اي ولـو   اشـاره  4-6در بخش . ين كرده استاي همان است كه ارسطو تبي ها و تركيبات گزاره دهي گزاره ولي ارزش
.هاي چندارزشي نيز خواهيم داشت مختصر به منطق  
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سـعدي يـك   «ي جديـد   گـزاره » سعدي يك شاعر است«اي چون  همچنين از يك گزاره
ي  اي بسازيم كـه گـزاره   توانيم گزاره مي يعني، همواره. توانيم بسازيم را مي» شاعر نيست

  .اول را نفي كند
نـه، ارائـه    و يا، اگـر آنگـاه، اگـر و فقـط اگـر      ،تركيبات فوق با استفاده از الفاظ، و

ها در منطق نمـادي بـا اسـتفاده از نمادهـاي مناسـب       اين تركيبات اساسي گزاره. اند شده
  .كنيم ي ميمنظور پنج نماد ذيل را معرف بدين. گردند ارائه مي

)1 (p q∧ ) بخوانيد»p  وq«( اي است كه وقتي راست است كه هـر دوي   گزارهp  وq 
  .ناميم مي» ي عطفي گزاره«از اين نوع را يك   هر گزاره. راست باشند

)2 (p q∨ ) بخوانيد»p  ياq« (داقل يكي از كه وقتي درست است كه ح است اي گزاره
يـك  ( »ي فصـلي  گـزاره «هر گزاره از ايـن نـوع را يـك    . درست باشند q و pهاي  گزاره

  .ناميم مي) تركيب فصلي
)3 (p q→ ) بخوانيد»p  آنگاهq« ( اي اسـت كـه وقتـي نادرسـت اسـت كـه        گـزارهp 

  .ناميم مي »رطيي ش گزاره«هر گزاره از اين نوع را يك . نادرست باشد qو درست 
)4 (p q↔ ) بخوانيد»p  اگر و فقط اگرq« (اي است كه وقتي درست است كـه   گزارهp  و
q    يـا   ارزي هـم «هـر گـزاره از ايـن نـوع را يـك      . هر دو درست يا هـر دو نادرسـت باشـند

   .ناميم مي »دوشرطي
)5 (p∼ ) ست كه چنين ني«بخوانيدp«( ست است كـه  راي است كه وقتي د گزارهp   نادرسـت

ملاحظـه  . نـاميم  مـي  »نفـي «هر گزاره از اين نـوع را  . باشد سترد pو وقتي نادرست است كه 
،كنيم كه  مي ،→ ∨  ∽ كـه  كنند، در حـالي  نمادهايي هستند كه بر دو گزاره عمل مي ↔و  ∧

  .170كند عمل مي ها دهد كه بر گزاره نمادي است كه يك عمل يكتايي را نشان مي
، كمـي بـا   )اگر و فقـط اگـر  (و ) آنگاه -اگر(بايد خاطر نشان كنيم كه معاني و، يا، 

  .اند ها در زبان عادي متفاوت معاني معمولي اين رابطه
  :مانند. رود كار مي براي عطف دو گزاره به» و«لفظ براي مثال، در زبان معمولي غالباً 

                                                 
170 وايتهـد و راسـل از نمادهـاي    . وجـه اسـتاندارد نيسـتند    اين علامت به هيچ.  p  ، p q∧  ، p q∨  ، p q⊃  ،
p q≡ و   p∼ كه هيلبرت نمادهاي  كردند در حالي استفاده مي  p q∧  ، p q∨  ، p q→ . بـرد  كـار مـي   بـه  را 
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  .او سوار قطار شد و وارد تبريز گرديد
  

نظر از اينكه  ي دلخواه صرف براي عطف هر دو گزاره» و«با اين حال در منطق لفظ 
ي  بـراي مثـال گـزاره   . رود كار مي با هم در ارتباط باشند و يا وابسته به يكديگر باشند، به

  : كنيم نقل مي تركيبي ذيل را
  .يك عدد اول است 8فروردين يك ماه است و 

  

  :شود به دو معني ظاهر مي» يا«اي  در زبان معمولي، رابط گزاره
  ).يا هر دو qيا  p(و ياي شمول ) ولي نه هر دو qيا  p(» ياي مانع جمع«

رود؛ يعني ياي منطقي همان ياي شمول است و  كار مي فقط ياي آخري در منطق به
نظر از اينكه اين دو گزاره با هم در ارتباط  كند، صرف ي دلخواه عمل مي ر دو گزارهبر ه

  .با معني باشند يا نباشند
در زبـان  . نيـز شـايان توجـه اسـت    » اگـر، آنگـاه  «اي  از رابط گـزاره استفاده منطقي 

اي بـين شـرط و جـواب شـرط      نشانگر رابطه» q، آنگاه pاگر «ي مركب،  معمولي، گزاره
  :هاي مانند گزاره. 171باشد ي آن مي جهيا سبب و نتاست و ي

  اگر باران ببارد نخواهيم رفت
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.ناميدند نيز مي» مسبب«  
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  بعضي قوانين منطقي
  

  نام قانون  قانون
p p∨   قانون طرد  ∽
( )p p∧∼   قانون نقض  ∽

( ) ( ) ( )p q q r p r → ∧ → → → 
  قانون تعدي شرطي  

( )p p↔∼   قانون نفي ثاني ∽
( ) ( )p q q p→ ↔ →∼   قانون عكس نقيض  ∽

  
p→هـاي   هرگاه جداول ارزش گـزاره  q و → →∼ ∼q p    را تشـكيل دهـيم در

هـر دو  . يابيم كه اين دو جدول با يكديگر از حيث درستي و نادرستي تطـابق دارنـد   مي
mي  ناميم و در نتيجه گزاره ارز منطقي مي از اين نوع را هم nو  m ي گزاره n↔   يـك

) قانون منطقي يا يك اتحاد منطقـي اسـت، لـذا    )( )→ ↔ →∼ ∼p q q p    يـك قـانون
اهميـت  . منطقي است، همچنان كه در فهرست فوق از قوانين منطقي منظور شـده اسـت  

تـوانيم   ارز منطقي هستند مـي  ي هم اين است كه هرگاه بدانيم دو گزارهدر قوانين منطقي 
ارز آن تغيير داده و مطمئن باشيم كه بـا ايـن    ي هم ساختار يك گزاره را به ساختار گزاره

ــأثيري ــزاره در عمــل ت ــه ارزش درســتي گ ــه ب ــد وجــود نمــي ي اولي ــزاره. آي ــذا گ  ي ل
( )→∼ ∼q p هر شود با را هر جا كه ظاp q→ عنوان تمرين ثابـت   به. تعويض كنيم

  :باشند ارز منطقي يكديگر مي ي زير هم)در يك سطر(ها  كنيد كه هر زوج از گزاره
  

( )p q∧∼ ∼ ∼  
( )p q∧∼ ∼  

( ) ( )p q q p∧ ∧ ∧∼ ∼ ∼ ∼  

p q∨  
p q→  
p q↔  

( )∨∼ ∼ ∼p q  
p q∨∼  

( ) ( )p q q p ∧ ∨ ∨ ∼ ∼ ∼ 

p q∧  
p q→  
p q↔  

( )p q→∼ ∼  
p q→∼  

( ) ( ) → ∧ → p q q p  

p q∧  
p q∨  

p q↔  
  

ي  دهنـده  زيـرا نشـان  . باشند هاي منطقي جالبي مي ارزي ها از جمله هم ارزي اين هم
ارزي و نفي به اعتباري قابل  هاي عاطف، فاصل، شرطي، هم اين واقعيت هستند كه رابط
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نخسـت ايـن   هـاي   كنيم كه جفت گزاره فلذا ملاحظه مي. تعريف و تحويل به يكديگرند
تـوان برحسـب    ارزي را مي هاي فاصل، شرطي و هم  جدول نشانگر آنند كه چگونه رابط

دهـد كـه    هـاي وسـطي نشـان مـي     سه جفت گزاره. هاي عاطف و نفي تعريف كرد رابط
تـوان برحسـب رابـط فاصـل و نفـي       ارزي را مي هاي عاطف، شرطي و هم چگونه رابط

تـوان   هاي آخري جدول نشانگر آنند كه چگونه مي تعريف كرد؛ بالاخره سه جفت گزاره
در . ارزي را برحسب رابـط شـرطي و نفـي تحويـل كـرد      هاي عاطف، فاصل و هم ابطر

]صورت تمايل به جزئيات امر به مرجع    .مراجعه كنيد 7[
توان تنها برحسب رابط شـرطي بيـان    اين نكته قابل ذكر است كه رابط فاصل را مي

)كرد، زيرا  ) ,p q q p q→ → تـوان بـراي    اين كار را نمي. ارزند ظر منطقي هماز ن ∨
  .رابط عاطف انجام داد

  
  ها حساب گزاره 6-3

هـا را از   ، قضـيه يـادآور شـديم   قبـل  در اجراي روش رياضـي، همچنـان كـه در فصـل    
براي انجام ايـن كـار از مفروضـات    . كنيم گيري مي هاي قبلي نتيجه ها و يا قضيه بنداشت

گيرد كـه   يم و در اين راستا استدلال به اين صورت انجام ميكن شروع و به نتايج ختم مي
اينكـه درسـتي يـا نادرسـتي     . »اگر چنين و چنان باشد، آنگاه چنين و چنان خواهد شد«

ليكن تنها به برقـراري و  . ربطي به استدلال منطقي ندارد ،مفروضات و نتايج برقرار باشد
شروع و به نتيجه و فـرض ديگـر   كه از فرض  ،دهيم اهميت مي) استدلال(درستي بحث 

عبـارت   درست باشد، بـه  172يعني اصرار داريم كه بحث ما از نظر صوري. گردد ختم مي
نتـايج،   نظـر از درسـتي يـا نادرسـتي مفروضـات و      گيري اعمال شده، صرف ديگر نتيجه

. حاصـل يـك اتحـاد منطقـي اسـت      ،گيـري  شود كه كـل نتيجـه   نتيجه مي .درست باشد
گيري يك اتحاد منطقي باشد، بحث و استدلال برقرار خواهـد   نتيجهبرعكس، هرگاه اين 
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لذا كل آنچه كه براي آزمون استدلال از حيث درستي مورد حاجت است آن اسـت  . بود
  . 173گيري شرطي مورد بحث يك اتحاد منطقي است يا خير كه نتيجه

دهـاي  ي منطق آن اسـت كـه اتحا   آشكار است كه كار اوليهبنابر آنچه كه گفته شد، 
، pاي  گـزاره  يهـا  اي از مؤلفه يعني، آن دسته از تركيبات گزاره. منطقي را مشخص سازد

q ،r ، ...احكـامي   همـواره  ها هاي درستي اين مؤلفه نظر از ارزش را تعيين كند كه صرف
قوانين سيستم منطقي بوده و سـاختار آنچـه را كـه     ،اين اتحادهاي منطقي. درست باشند

هاي ارزش، وسـايل   در روش جدول. 174دهند شود تشكيل مي ده ميصوري نامياستدلال 
اي يك اتحاد است يا خيـر در دسـت    كافي و مطمئن براي آنكه بدانيم يك تركيب گزاره

اي از  كارگيري اين روش منجر به حصول تصادفي و نامنظم گردايه هبا اين حال، ب. داريم
كه روشي را بيان كنيم كـه   هدف از بخش حاضر آن است. خواهد شداتحادهاي منطقي 

ملاحظـه  . دسـت آينـد   صورتي منظم و در ارتباط با هم به بر طبق آن اتحادهاي منطقي به
 مشـخص ها بر طبق قواعد  كنيم كه به استناد تعداد اندكي از اتحادهاي منطقي، بقيه آن مي

شـوند و   در اين روش فقط اتحادهاي منطقي حاصـل مـي  . آيند دست مي قواعد منطقي به
كـاري كـه در روش جـداول    . نيازي به جداسازي اتحادها از غيراتحادهـا نخواهـد بـود   

ي محاسـبات نمـادي    وسـيله  از آنجا كه در اين روش، اتحادها به. ارزش بايد انجام گيرد
  .نامند مي »ها حساب گزاره«آيند، روش جديد را  دست مي به

اساساً همان اسـت كـه    گيرد انجام ميها در اين بخش  گرايشي كه به حساب گزاره
  .اند نام اصول رياضيات ذكر كرده وايتهد و راسل در كتاب خود به

در اين روش، . گيرد كار مي وجه مهم اين گسترش آن است كه روش بنداشتي را به
عنوان بنداشـت انتخـاب شـده و سـپس بـر       ي اتحادها به ي همه تعداد اندكي از مجموعه

                                                 
173 نقشي كه اتحادهاي منطقي در رياضيات و علم منطق دارند مانند نقشي است كـه اتحادهـاي جبـري در جبـر      .

هرگاه حل معادله . مقدماتي دارند x x− + =2 5 6 0 مورد نظر باشد، بجاي آن   ( )( )x x− − =2 3 0 كنيم زيرا  را حل مي 
دانيم كه  مي ( )( )− + = − −2 5 6 2 3x x x x .يك اتحاد جبري است   

174 بـراي مثـال   . ي شرطي است گيري و استدلال منطقي در واقع اين است كه هر قضيه رياضي يك گزاره نتيجه. 
اگر ـــ «معني است كه  در واقع بدين» در هر مثلث مجموع سه زاويه دو قائمه است« ABC نمايش يك مثلث باشد  

A B C∠ + ∠ + ∠ =180� كنيم كه  ملاحظه مي. » p a→ شـود از   در برهان قضيه نيز مراحلي طـي مـي  . درگير هستيم 
هـاي شـرطي    نوع گـزاره  (a) , , , ... , np p p p p p p q−→ → → →1 1 2 2 3 1 آنچـه كـه اهميـت دارد درسـتي      

(a)استدلال آن است كه  .يك اتحاد منطقي است   
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. آينـد  دست مـي  ردند ديگر اتحادهاي منطقي بهگ قواعد صوري كه عرضه ميبرخي طبق 
گيري منطقي  ها دارند كه نتيجه اين قواعد دقيقاً همان نقشي را در گسترش حساب گزاره

گيري منطقي، به معنـي عـادي آن، را    البته نتيجه. در گسترش هر تئوري رياضي داراست
كه اينك هدف بحـث  گيري منطقي است  توان در اينجا اعمال كرد، زيرا همين نتيجه نمي

هـاي   طـور خلاصـه اصـلاحات اوليـه و بنداشـت      اكنون به. 175دهد حاضر را تشكيل مي
هاي حسـاب   همچنين قواعدي را كه بر طبق آن قضيه. كنيم ها را عرضه مي حساب گزاره

  .كنيم شوند ذكر مي حاصل مي) تئوري منطق(ها  گزاره
  

  )يا مفاهيم تعريف نشده( هاي اوليه عبارت 6-3-1
هـاي   انتخـاب  ،هـا  ي حساب گزاره اصلاحات تعريف نشدهيعني  هاي اوليه، اي عبارتبر

  :دهيم زير را انجام مي
  .شوند ناميده مي» گزاره«كه ... ، p،q ،rمتشكل از  P اي چون مجموعه )1(
 .شوند نشان داده مي ∨اثر كرده و به  Pعملي دوتايي كه بر اعضاي  )2(

 .شود نشان داده مي» ∽«اثر كرده و به  Pيي كه بر اعضاي يك عمل يكتا )3(

نيـازي   داده شـد هاي منطقي كه در بخش پيش توضيح  پذيري رابط به سبب تعريف
,به انتخاب ديگر اعمال دوتايي  ,↔ → كنيم كه در واقع آنچه  يادآوري مي. باشد نمي ∧

است نه اينكه ساير خواص آن  Pدر » بودن«شود  عمال دوتايي حاصل ميكهاز خواص ا
عناصري از  qو  pهرگاه  .ام انجام گيرد كه نشان داده ها در جايي و بهتر است تأكيد بر آن

p  باشندp q∨ و p∼  اعضايي از براساس خواص اعمال دوتايي و يكتاييp هستند. 

  
  ها يا اتحادهاي اوليه بنداشت 6-3-2

                                                 
175 هاي متنوع آن را شاخه هاي مختلف  اند كه طبقات و بلوك ظيم تصور كردهعنوان بنايي ع بعضي رياضيات را به. 

ي ملات اين ساختمان تعبير نموده كه در  در اين مقام، منطق و قواعد منطقي را به منزله. دهند رياضيات تشكيل مي
به هم ...) آجر، سنگ و چوب و (ي آن را  هاي متفاوت تشكيل دهنده همه جاي ساختمان حضور دارد و قسمت

.ي اين قواعد منطقي است علم منطق همانا مطالعه. دهد پيوند مي  
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شـماري   از ميـان تعـداد بـي   . باشد نمي اتحاد اي ليكن هر گزاره. اند ي اتحادها گزاره همه
اين اتحادهـاي اوليـه   . اند عنوان بنداشت انتخاب شده ها به اتحادهاي منطقي چهارتاي آن

  .آوريم ها تعريف زير را مي آندهيم و قبل از بيان  نشان مي 4Lو  1L  ،2L  ،3Lرا با 
p .1تعريف  q→  به معنيp q∨∼ باشد مي.  

1L :( )p p p∨ →  
2L :( )q p q→ ∨  
3L :( ) ( )p q q p∨ → ∨  
4L :( ) ( ) ( )q r p q p r → → ∨ → ∨   

شود كه يك تركيب فصلي وقتي درست اسـت   واقعيت ناشي مياز اين  2Lبنداشت 
اصـل  «اين بنداشـت  » اصول رياضيات«در كتاب . هاي آن درست باشد كه يكي از مؤلفه

  .ناميده شده است» جمع
جـايي فاصـل    اين بنداشت از ماهيت جابـه . ناميم جايي مي جابهرا اصل  3Lبنداشت 

ارزي در اين اصل عرضه كرد،  ن يك همتوا ي شرطي مي بجاي يك گزاره. شود ناشي مي
  .ليكن در آن صورت بيش از آنچه كه لازم است فرض خواهد شد

شـود   اين بنداشت از اين واقعيت ناشي مـي . ناميم مي» اصل افزايش«را  4Lبنداشت 
تـوان بـه مقـدم و     صورت فصلي مي يك گزاره را به) استلزام(ي شرطي  كه در يك گزاره

بين اين بنداشت و قانون مأنوس حساب . برقرار خواهد بود هم باز تالي افزود و استلزام
aاگر : اعداد شباهت وجود دارد b< . آنگاه+ < +a c b c  

  
  ها يا اتحادهاي ثانويه قواعد استنتاج قضيه 6-3-3

را از اتحادهـاي   176نويـه توانيم اتحادهـاي ثا  ها مي چهار قاعده وجود دارد كه بر طبق آن
  : ها عبارتند از اين قاعده. دست آوريم مفروض به

1R )ي  توانيم در يك اتحاد هر جا كه گزاره مي ):قاعده جايگزينيq   نمـود دارد آن
  .دست آوريم را بهجايگزين سازيم و يك اتحاد ثانويه  pي  را با گزاره

pرا با  2L  ،qمثلاً هرگاه در  q∨ شود جايگزين كنيم اتحاد جديد زير حاصل مي  
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( ) ( ) ∨ → ∨ ∨ p q p p q  
  

2R )تـوانيم بـا    هر عبـارت را در يـك اتحـاد مفـروض مـي      ):جايگزيني تعريفي قاعده
اي  عبارت ديگر كه از نظر تعريف با آن يكـي اسـت جـايگزين سـازيم و اتحـاد ثانويـه      

qبراي مثال، جايگزيني . دست آوريم به r→  باq r∨∼  4را درL  اتحاد ثانويه جديدي
  : دهد دست مي به

( ) ( ) ( ) ∨ → ∨ → ∨ ∼q r p q p r  
3R )هرگاه  ):قاعده استلزامm  وm n→  ،برقرار باشندn برقرار است.  

  .كنيم رضه ميقبل از بيان چهارمين قاعده تعريف ذيل را ع
p .2تعريف  q∧ به معني ( )p q∨∼ ∼   .است ∽

  
4R ) ي درسـت   از دو گـزاره  :)قاعده عطـفm  وn    اتحـاد ثانويـهm n∧  تـوان   را مـي

  .دست آورد به
هـاي   عضـي از قضـيه  هاي استنتاجي فوق، اينك به اثبات ب ها و قاعده با اين بنداشت

براي آنكه تصوري . پردازيم در آغاز كار به برهان مربوط مي. پردازيم ها مي حساب گزاره
  .ها اكتفا شده است صرفاً به بيان قضيهي كار،  از كار با اين حساب ارائه گردد؛ در دنباله

  
) .1قضيه  ) ( ) ( )q r p q p r → → → → →   
): برهان ) ( ) ( )p r p q p r → → ∨ → →  )4نابر بنداشت ب(  
        ( ) ( ) ( )q r p q p r → → ∨ → ∨ ∼ )p با p∼ جايگزين شده است(  

  ( ) ( ) ( )p r p q p r → → → → →  ) 1بنابر تعريف(  
  
). 2قضيه  )p p p→ ∨  
): برهان )q p q→   )2Lبنابر بنداشت ( ∨
       ( )p p p→   )pبا  qجايگزين ( ∨

  
p .3قضيه  p→  
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): برهان ) ( ) ( )q r p q p r → → → → →  ) 1بنابر قضيه(  
       ( ) ( ){ } ( )p p p p p p p p  ∨ → → → ∨ → →      

)با  qجايگزيني (         )p p∨  وr  باp(  
p p p∨   )1Lاشت بنابر بند( →

( ){ } ( )p p p p p→ ∨ →   )3Rي  بنابر قاعده( →
( )p p p→   )2بنابر قضيه ( ∨

p p→ )3ي  بنابر قاعدهR(  
اين قضيه مبين آن است كه هر گزاره مسـتلزم خـودش اسـت، بـه عبـارت ديگـر       (

  )ي انعكاسي است استلزام يك رابطه
  

p .4قضيه  p∨∼  
p: برهان p→ ) 3بنابر قضيه(  

        p p∨∼ ) 1بنابر تعريف(  
  
p .5قضيه  p∨∼  
): برهان ) ( )p q q p∨ →   )3Lبنابر بنداشت ( →
        ( ) ( )p p p p∨ → ∨∼   )pبا  qو  ∽pبا  pزيني جايگ( ∽

       p p∨∼ ) 4بنابر قضيه(  
        p p∨   )3ي  بنابر قاعده( ∽
  

درسـت   pيـا  «ي رد شق وسط است كه مبـين آن اسـت كـه     همان قاعدهاين قضيه 
 pدرست است و يا آنكـه چنـين نيسـت كـه      pيا «يا آنكه . »نادرست است pاست و يا 

  .»درست است
  

) .6قضيه  )→ →∼ ∼p p p  
): برهان )p p p∨   )1Lبنابر بنداشت ( →

        ( )p p p∨ →∼ ∼   )∽pبا  pجايگزيني ( ∽
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        ( )p p p→ →∼   )1بر تعريف بنا( ∽
  ).اين قضيه مبين آن است كه هر گزاره كه مستلزم نفي خودش باشد نادرست است(
  

) .7قضيه  )p p→∼ ∼  
p :برهان p∨   )5بنابر قضيه ( ∽
       ( )p p∨∼ ∼   )∽p با pجايگزيني ( ∽
       ( )p p→∼   )1تعريف ( ∽
) .8قضيه  ){ }p p∨ ∼ ∼   
): برهان ) ( ) ( )q r p q q r → → ∨ → ∨  ) 4بنابر بنداشتL(  
        ( ){ } ( ) ( ){ }( )p p p p q p  → → ∨ → ∨   

∼ ∼ ∼ ∼ ∼ ∼ ∼ ∼   
)با  rو  ∽pبا  qجايگزيني  ){ }p∼ ∼ ∼   

       ( )p p→∼   )7قضيه ( ∽
      ( )( ){ }→ ∼ ∼ ∼p p ) جايگزينيp با p∼(  
      ( ) ( ){ }( )p p p p∨ → ∨∼ ∼ ∼   )R3بنابر ( ∽

       p p∨   )5قضيه ( ∽
( ){ }p p∨ ∼ ∼   )R3ي  هقاعد( ∽

  
) .9قضيه  )p p→∼ ∼  
): برهان ) ( )p q q p∨ →   )L3بنابر بنداشت ( ∨

       ( ){ }( ) ( ){ }( ){ }p p p p∨ → ∨∼ ∼ ∼ ∼ ∼ ) با qجايگزيني ( ∽ ){ }p∼ ∼ ∼(  
       ( ){ }p p∨ ∼ ∼   )8ي  بنابر قضيه( ∽
       ( ){ }p p∨∼ ∼   )R3ي  بنابر قاعده( ∽
       ( )p p→∼   )1بنابر تعريف ( ∽

  
) .10قضيه  ) ( )p p p p   → ∧ →   ∼ ∼ ∼  
): برهان )p p→∼   ) 7قضيه ( ∽

        ( )p p→∼   )9قضيه ( ∽
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        ( ) ( )p p p p   → ∧ →   ∼ ∼ ∼   )R4ي  قاعده( ∽
  

p .3تعريف  q↔  به معني( ) ( )p q q p→ ∧   .است →
  

) .11قضيه  )p p↔∼ ∼  
) :برهان ) ( )p p p p   → ∧ →   ∼ ∼   )10 قضيه( ∽
       ( )p p↔∼   )3تعريف ( ∽

  ).اين همان قانون نفي ثاني است(
اي از طبيعـت و ماهيـت حسـاب     از آنجا كه هدف از بحث فوق صرفاً ارائـه ايـده         
گنجد، مـا در اينجـا بـه     ها است و بحث كاملي از اين حساب در اين مختصر نمي گزاره

  .كنيم حساب بسنده مي بيان چند قضيه ديگر از اين
  

).12قضيه  ) ( ) ( )p q p q p q∨ ↔ ∧ ∧ →∼ ∼ ∼ ∼   

  

). 13قضيه  ) ( ) ( )p q p q p q→ ↔ ∨ ↔ ∧∼ ∼  
  

) .14قضيه  ) ( ) ( )p q p q p q∧ ↔ ∨ ↔ →∼ ∼ ∼ ∼ ∼  
  

هاي عـاطف، فاصـل و شـرطي را     ارزي منطقي بين رابط هم 14، 13، 12هاي  قضيه       
  .دهند نشان مي

  
) .15قضيه  )p p p→ →∼  
شـود كـه    بدين نحـو اثبـات مـي    pاين قضيه نوعي از استدلال را، كه در آن حكم        

  .كند است، تأييد مي pمستلزم  pنادرستي 
  

) .16قضيه  ) ( )p q q p→ ↔ →∼ ∼  
كنـد تـا    اين قانون مـا را مجـاز مـي   . كند اين قضيه قانون عكس نقيض را تأييد مي       

pبجاي اثبات  q→  حكمq p→∼   .بكنيمرا ثابت  ∽
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) .17قضيه  ) → ∧ → ∼ ∼p q q p  
نادرسـت   pنادرست باشـد،   qبوده و  qمستلزم  pكند كه هرگاه  اين قضيه بيان مي       
  .است

  
) .18قضيه  )∨ ∧ →∼p q q p  

درسـت   pنادرست باشد، آنگاه  qدرست بوده و  qيا  pاين قضيه مدعي است كه هرگاه 
  .است

) .19قضيه  ) ( ) ( )p q q r p r → ∧ → → →   
  

) .20قضيه  )q p q→ →  
  

) .21قضيه  )→ →∼ p p q  
شـود و   نتيجـه مـي   pي  كند كه يك گزاره درسـت از هـر گـزاره    ميبيان  20قضيه        
را نتيجـه   q ديگـر  ي هـر گـزاره   pي نادرسـت   مبين آن است كه يك گـزاره  21ي  قضيه

  .دهد مي
  

) .22قضيه  )∧∼ ∼p p  
∽ و pاين قضيه همان قانون تناقض است كه مبين نادرستي اين بيان است كـه          p 
  .باشنددرست  توانند نمي هر دو
بـا ايـن حـال    . ها كافي اسـت  فوق براي توضيح ماهيت كلي حساب گزارههاي  قضيه       

هـا   گرچه اين حساب براي بيـان دقيـق آن دسـته از اسـتدلالات منطقـي كـه در آن گـزاره       
كند، روشن اسـت كـه ايـن حسـاب      اند كفايت مي عنوان كليات تحليل نشده مورد بحث به

زيرا نوعي استنتاج منطقـي وجـود دارد كـه نـه تنهـا      . ي استبراي مقاصد كلي منطق ناكاف
ها نيز بسـتگي   ها به عنوان يك كل استوار است، بلكه به محتواي دروني خود گزاره برگزاره

  :كلاسيك ذيل را بيان كند 177قادر نيست رابطه منطقي قياس ها دارد، مثلاً حساب گزاره
  .ها فناپذير هستند ي انسان همه
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  .تسقراط انسان اس
  .بنابراين سقراط فناپذير است

گيرد به روابط  قياس انجام مي دليل اين امر واضح است؛ استنتاجي كه در اين       
هاي مورد  نه آنكه تنها به گزاره. موضوع با قيد در جملات مختلف قياس بستگي دارد

  .عنوان كليات تحليل نشده بحث به
اين است كه اين حساب در واقع  ها در خصوصيت شايان توجه حساب گزاره :تبصره

از يك جبر بولي ... و  a ،b ،cبراي توضيح اين امر، عناصر . باشد مي 178مثالي از جبر بولي
...همچنين . كنيم را به معني گزاره تعبير مي , ,∩ ∧,ترتيب به معني  به ∪ و نيز  ∨

 zو صفر  uكنيم عضو واحد  به علاوه فرض مي. ي باشدارزي منطق تساوي به معني هم
متعلق به اين جبر به ترتيب نمايشگر يك گزاره اتحاد منطقي و نيز نفي يك اتحاد منطقي 

  :ها هستند هاي زير را حساب گزاره هاي جبر بولي قضيه با اين تعبيرها، بنداشت. باشند

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

:

: ,

:

: ,

∨ ↔ ∨ ∧ ↔ ∧

∨ ↔ ∧ ↔

   ∨ ∧ ↔ ∨ ∧ ∨   

   ∧ ∨ ↔ ∧ ∨ ∧   

∨ ↔ ∧ ↔

1

2

3

4 ∼ ∼

B a b b a a b b a

B a z a a u a

B a b c a b a c

a b c a b a c

B a a u a a z

  

  
هاي ارزش، تحقيق كنند كه آيا  توانند با استفاده از جدول آساني مي دانشجويان به       

هستند، ) اتحاد منطقي(هاي جبر بولي قضيه  اين روابط در واقع برقرارند؟ چون بنداشت
عنوان مثالي از يك جبر بولي در نظر  توان به ها را مي گيريم كه حساب گزاره نتيجه مي

نمادهاي جبر بولي از اهميت زيادي  عنوان ها به نمايش حساب گزاره. گرفت
ي جبر بولي منجر به يك قضيه متناظر از  معني است كه قضيه  برخوردارند اين امر بدين

  :هاي دمورگان جبر بولي، يعني براي مثال، قانون. شود ها مي حساب گزاره
  

( )∩ = ∪∼ ∼ ∼a b a b و ( )∪ = ∩∼ ∼ ∼a b a b  
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  :ها هستند يل از حساب گزارههاي ذ متناظر قضيه
  

( ) ( )∧ ↔ ∨a b a b∼ ∼ )و  ∽ ) ( )a b a b∨ ↔ ∧∼ ∼ ∼  
  

يك اصل دوگاني متناظر در . وجود دارد 179در جبر بولي اصل دوگانيچون        
هرگاه در هر اتحاد منطقي : برقرار است؛ اين اصل بدين صورت است ها حساب گزاره

m n↔  كه در آنm  وn هاي عطفي،  اي هستند كه فقط شامل رابط تركيبات گزاره
عاطف و فاصل را با يكديگر تعويض كنيم، باز يك اتحاد . باشند فصلي و نفي مي

  .آوريم دست مي منطقي به
)رابطه به عنوان مثال         )∧ ↔ ∧a b b a  از رابطه( ) ( )∨ ↔ ∨a b b a  1درB  با

. لذا گوييم كه اين دو اتحاد دوگان هم هستند. حاصل شده است ∨با  ∧تعويض 
در سرتاسر آن تعويض كنيم  ∨را به  ∧و  ∧را به  ∨، 3Bهمچنين هرگاه در 

  آيد دست مي به
( ) ( ) ( ):′  ∧ ∨ ↔ ∧ ∨ ∧ 3B a b c a b a c  

  
  .است 3Bدوگان  B′لذا 

هاي  آيند در بيشتر شاخهصورت فر عنولن مفهوم و هم به سازي هم به دوگان       
  .ويژه در جبر و هندسه نقشي اساسي در توسعه و تكوين علمي دارد رياضيات به

  
  هاي چندارزشي منطق 4- 6

F,الاضلاع در باب تركيب نيروها مبين آن است كه برآيند دو نيروي  قانون متوازي F2 1
��� ��

شود  لاعي است كه بر اين دو نيرو ساخته ميالاض ، كه هم مبدأ باشند، برابر قطر متوازي
  .ها است و هم مبدأ با آن

  

F
���

2

F
���

1
0

F F+
��� ���

1 2
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همچنان كه . الاضلاع و روش رياضي وجود دارد تشابه جالبي بين قانون متوازي       
گردد، يك تئوري رياضي نيز با يك  برآيند با دو نيرو مؤلفه اوليه تعيين مي ينيرو

ي  يعني، مجموعه احكامي كه سازنده. شود ي و يك منطق مشخص ميمجموعه بنداشت
و ) ها بنداشت(ها  يك تئوري رياضي هستند، از تأثير متقابل يك مجموعه اوليه از گزاره

شود، نتيجه  ي اوليه ديگري از گزاره ها كه منطق يا قواعد عمل ناميده مي مجموعه
ها،  ا از تغييرپذيري اولين مجموعه از گزارهه دان هاي نسبتاً دور، رياضي از زمان. شوند مي

در واقع براي عامه مردم و حتي . نگريستند عنوان امري مطلق و ثابت مي يعني منطق، به
ديگري از قوانين منطقي، به جزء آنچه ارسطو در  دانشجويان باور كردني تيست كه شقّ

س عمومي بر اين احسا. قرن چهارم قبل از ميلاد بيان كرده است وجود داشته باشد
اي با ساختار جهان در ارتباط بوده است و لذا با   هگون است كه قوانين منطق ارسطو به

 1921گرايي منطقي سرانجام در سال  اين مطلق. اند ها در آميخته طبيعت استدلال انسان
 .كنيم را ذكر مي 180دانان معاصر، آلونزوچرچ در اينجا نظر يكي از منطق. فرو ريخت

 

   
  

با تغييرپذيري هر . هر تئوري رياضي نتيجه يك منطق و يك مجموعه بنداشتي است[
  ]يك از اين دو، تئوري رياضي نيز تغيير خواهد يافت

  
يك از  مطلق را به هيچما هيچ وجهي از يكتايي يا درستي        
ردات هاي صوري مج ذوات منطق. كنيم هاي منطقي اطلاق نمي سيستم

ها در توصيف و سازماندهي به حقايق  ي آن استفادهخاطر  هستند كه به
اي  گونه هاي اين ذوات به ويژگي .اند تجربي يا مشاهدات اختراع شده

شوند، اين  براي استفاده مورد نظر مشخص ميروح و خشك  بي
در اين مقام . ها به انتخاب دلخواه مخترع نيز بستگي دارند ويژگي

بعدي در توصيف فضاي  ضع را با شباهتي كه با هندسه سهتوانيم و مي
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 هبعدي واقعيتي است كه به عقيد فيزيكي دارد روشن سازيم، هندسه سه
وضوح از  ذوات اين هندسه به. پذير است بسياري وجود آن توجيه
هاي بدون ضخامت و نقاطي كه هيچ  صفحه ؛ويژگي تجربه برخوردارند

هاي با طول نامتناهي، و  خط ؛كنند ياي را در صفحه اشغال نم ناحيه
با اين وجود، اين هندسه . گنجد چيزهاي ديگر كه در تجربه فيزيك نمي

العاده  به فضاي فيزيكي قابل اعمال است به اين طريق كه تناظر فوق
هاي هندسه و حقايق شهودي در مورد اجسام مادي  مفيدي بين قضيه
مورد نظر آن به فضاي در ساختن هندسه، كاربرد . فضا برقرار است

هايي كه ذوات  فيزيكي همچون راهنمايي ناخودآگاه در تعيين ويژگي
طور  ها را به ليكن اين ويژگي. كند به ما كمك مي ،مجرد خواهند داشت

در نتيجه ممكن است، و در واقع چنين است، كه . كند كامل وابسته نمي
عنوان  ا بهه بيش از يك سيستم صوري وجود دارد كه استفاده از آن

ها ممكن است  و در بين اين سيستم. كارگيري دارند قابليت به ،منطق
توان  يكي بيش از ديگري خرسند كننده يا مناسب جلوه كند ليكن نمي

  .باشند درست و ديگري غلط مي ادعا داشت كه يكي
 جديد در ابتدا از طريق رد بنداشت توازي اقليدسهاي  به خاطر داريم كه هندسه       

به . جايي ضرب پديد آمد عرضه شدند؛ همچنين جبر جديد در آغاز از راه رد قانون جابه
هاي چندارزشي مشهورند، در آغاز از طريق رد  هاي جديد، كه به منطق طريق مشابه، منطق

pي فصلي  برطبق اين قانون گزاره. قانون طرد شقّ وسط ارسطوپديد آمدند p∨∼  يك
يا درست است يا نادرست و  pعبارت ديگر، در منطق ارسطويي  اد منطقي است؛ بهاتح

مثل اين است كه گفته شود بين (ا شقّ ثاني براي درستي آن متصور نيست يشقّ وسط 
گذاري اين منطق، كه در بخش  زيرا در پايه). درستي و نادرستي شقّ ثاني وجود ندارد

فقط يكي از دو مقدار درستي، يعني درستي يا  هر گزاره اي داشتيم، پيش بدان اشاره
در سال . اين منطق به منطق دوارزشي نيز مشهور است از اين حيث .نادرستي را داراست

ارزشي را مورد  يك منطق سه 181جي لوكازيويچاي،  ، در يك مقاله كوتاه دوصفحه1921
هاي  مكن ارزشتواند يكي از سه ارزش م مي pي  در اين منطق گزاره. بررسي قرار داد
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يك منطق  182ال پست.كمي بعد از لوكازيويچ و مستقل از او، اي. درستي را داشته باشد
ارزش  mيكي از  تواند مي pي  ارزشي را مورد مطالعه و بررسي قرار داد كه در آن گزاره

 mهرگاه . باشد مي 1تر از  عددي صحيح و بزرگ mهاي درستي را بگيرد كه  ممكن ارزش
مطالعه . ناميم باشد، اين منطق را منطق چندارزشي يا منطق چند مقداري مي 2ز تر ا بزرگ

 1930در سال  183ارزشي توسط لوكازيويچ و تارسكي mهاي  و تحقيق ديگري از منطق
به منطق  184غايچن باخ.ارزشي توسط اچmهاي  سيستم 1932سپس در سال . انجام گرفت

نهايت ارزش  تواند يكي از بي مي pي  رهنهايت ارزشي تعميم داده شد كه در آن گزا بي
هاي جديد از آن نوعي هستند كه در بالا  ي منطق نبايد تصور كرد كه همه. ممكن را بگيرد

يك منطق نمادي دوارزشي را بنا نهاد تا بتواند به  185هيتينگ.براي مثال، اي. ذكر شد
يي در اين نكته اين منطق با منطق ارسطو. دانان شهودگرا اعمال كند ي رياضي فلسفه

. قبول نداردرا  جا قانون طرد شق وسط يا قانون نفي ثاني اختلاف دارد كه در همه
در واقع، منطق نمادي دو مقداري . نامند هاي غيرارسطويي مي ها را منطق گونه منطق اين

اين : طويي استساعمال شده در كتاب اصول رياضيات راسل و وايتهد يك منطق غيرار
  .ارسطويي در تعبير و معيني استلزام منطقي تفاوت داردمنطق با منطق 

هاي غيرارسطويي نيز  هاي غيراقليدسي، ثابت شده است كه منطق همانند هندسه       
اي  عنوان پايه نهايت ارزشي خود را به غايچن باخ در واقع منطق بي. داراي كاربرد هستند

دريافت كه  186يسويسك. اف 1933در سال . براي تئوري رياضي احتمالات وضع نمود
تفصيل و . كار گرفت در تئوري كوانتوم فيزيك مدرن بهتوان  هاي چندارزشي را مي منطق

غايچن . و اچ 188فون نويمان.، جي187هوف جزئيات چنين كاربردي به توسط گرت بيرك
هاي غيرارسطويي در گسترش آتي رياضيات  نقشي كه منطق. باخ عرضه شده است
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كارگيري منطق  مندي است؛ به شند معين نيست؛ ليكن حائز علاقهتوانند داشته با مي
هاي جديد از نظر رياضي با  دهد كه منطق نمادي هيتينگ به رياضيات شهودي نشان مي

هاي چندارزشي در اين مختصر ممكن  بررسي و مطالعه كامل منطق. ارزش هستند
ونه منطقي است ارائه يك منطق چندارزشي چگاي از اينكه  توانيم ايده نيست ليكن مي

دهيم و در اين راستا سعي  ارزشي را توضيح مي براي سهولت يك منطق سه. كنيم
كنيم با تعميم بعضي از مفاهيم منطق دوارزشي مأنوس كه در بخش پيش شرح داده  مي

  .ارزشي را بسازيم هاي سه شد منطق
جدول ارزش رابط  گيريم و لذا كار را با كار مي هاي ارزشي را به روش جدول       

قبل از هر چيز جدول ارزش عاطف را براي منطق دوارزشي تكرار . كنيم عاطف آغاز مي
  .دهيم صورت جدول ضربي شكل نمايش مي كنيم، اين جدول را به مي
  

F  T ∧  
F  T  T  

 

F  F  F  
  

  1-6 جدول
در سطر فوقاني  pي  گزاره درستي ممكن برايهاي  سمت چپ ارزشدر ستون        

به اين جدول با توجه اينك . اند نوشته شده qي  درستي ممكن براي گزارههاي  جدول ارزش
pباشد ارزش  qكه زير خانه ارزش  pدر هر خانه از سمت راست ارزش  q∧  مشخص

pبنابر تعريف، ارزش درستي . شده است q∧  فقط در حالتي درست است كهp  وq 
قابل . درج گرديده است Fو بقيه جاها  Tلذا در خانه سمت چپ و فوقاني . درست باشند

pذكر است اين جدول به طريق منحصر به فردي به استناد تعريف  q∧ شود مشخص مي.  
pگذاريم كه تركيب عطفي  پردازيم و قرار مي ارزشي مي اكنون به منطق سه        q∧ 

سه مقدار ارزشي ممكن . درست باشند qو  pرا فقط وقتي درست انگاريم كه هر دوي 
  جدولنشان داده و به ساختن جدول ارزش همچون  F، ؟ و Tبراي يك گزاره را به 

  .پردازيم مي 6-2
pبنابر توافق انجام شده در مورد معني         q∧ در خانه سمت چپ فوقاني بايد ،T 

چون . داشته باشد Tتواند مقدار  ي ديگري از اين جدول نمي درج گردد و هيچ خانه
و يا با ؟،  Fتوان با دو راه ممكن، يعني يا با  مانده و هر يك را مي هشت خانه باقي

82=كلاً . تكميل كرد . مانده وجود دارد ي باقي مكن براي تكميل هشت خانهراه م 256

q 

    p 
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راه مختلف براي ساختن جدول ارزش عاطف در يك  256گيريم كه به تعداد  نتيجه مي
   .منطق سه مقداري وجود دارد

ر يك جدول ارزش عاطف را د 256دو تا از اين ) الف و ب( 3-6 هاي جدول       
  .دهد ارزشي نمايش مي منطق سه

  
F  ؟  T ∧  
    T  T  
 ؟      

      F 
  

  2-6 جدول
  

  
    
  
  

 )الف( 3-6 جدول                   )            ب( 3-6 جدول                        

. بي.است كه لوكازيويچ، پست و جيطقي همان من) الف(جدول ارزش شكل        
از ؟  Fو  Tشود كه قرار بگذاريم كه ؟ از  روسر طرفدار آن بودند و چنين ساخته مي

pتر باشند و  نادرست q∧ قدر نادرست باشد كه دو عامل آن نادرست باشند  همان
pارزش  q∧  جدول ارزش . گردد دو عامل آن مشخص ميبرحسب ارزش نادرستي
گونه تشكيل  اين. طرفدار آنند 189بوخوار.اي.همان منطقي است كه دي) ب( جدول

 qتفسير كرده و قرار بگذاريم كه هرگاه يكي از » ناپذير تصميم«شود كه ؟ را به معني  مي
pناپذير باشد،  تصميم pيا  q∧ ناپذير است تصميم.  
تنها محدوديت كار از . دهيم اكنون جدول ارزش رابط نفي را مورد مطالعه قرار مي       

نادرست باشد،  pدرست نيست و وقتي  ∽pدرست باشد،  pاين قرار است كه وقتي 
p∼  كه همين   يدر حال). انتظار است مورد اين از تعريف نفي(نادرست نيست

دو جدول ) الف و ب( 4-6 هاي جدول. دارد ارزشي مجاز مي محدوديت، در منطق سه
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F ؟ T ∧ 
F ؟ T T 
 ؟ ؟ ؟ ؟

F ؟  F F 

F ؟ T ∧ 
F ؟ T T 

F ؟ ؟ ؟ 
F F F F 

q 

              p 
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بر اين فرض استوار ) الف( 4-6جدول ارزش، جدول. دده ارزش ممكن را نشان مي
)است كه چون در منطق دوارزشي  )p∼ ارزشي بايد  است، در منطق سه pهمان  ∽

( ){ }p∼ ∼ بر اين فرض ) ب( 4-6 جدول ،جدول ارزش. اختيار كنيم pرا برابر  ∽
)استوار است كه  )p∼   .است pهمان  ∽

  
               

                  
                                                                                                                                 

  )ب( 4-6 جدول               )   الف( 4-6 جدول                            

  
توان تشكيل داد  يمانده را م هاي منطقي باقي اينك جدول ارزش هر يك از رابط       
توانيم برحسب رابط عاطف و نفي تعريف كنيم چون  ها را مي گونه كه اين رابط بدين

ايم،  كه، همچنان كه ملاحظه كرده عاطف و نفي اعمالي مستقل از هم هستند، در حالي
)گيريم كه در مجموع  اعمال ديگر به اين دو بستگي دارند، نتيجه مي )( ) =256 12 3072 

الظاهر يك منطق چندارزشي تعداد زيادي  علي. ارزشي ممكن وجود دارد منطق سه
  .ساختار ممكن را خواهد داشت

، عددي حقيقي چون  pهاي چندارزشي به گزاره  در بعضي از مطالعات منطق       
( )t p در . اميمن گردد كه بين صفر و يك است و آن را ارزش درستي مي متناظر مي

ي احتمال آنكه اين گزاره  توان به مثابه را ميچنين شرايطي ارزش درستي يك گزاره 
ارز منطقي  درست باشد تعبير نمود، و دو گزاره كه داراي يك ارزش درستي باشد هم

 به معني نادرست oارزش درستي  و به معني درست 1ارزش درستي . شوند ناميده مي
  :توان برحسب ارزش درستي تعريف كرد نفي را مي. باشد مي

  

( ) ( )t p t p= −1∼  
  

,توان  هاي درستي را مي ارزشي، ارزش لذا، در يك منطق سه        / , o1 1 . اختيار كرد 2
با  pاست و  2/1زش درستي نيز داراي ار ∽pباشد  2/1داراي ارزش درستي  pهرگاه 

p∼  p  
F  T 
  ؟  ؟
T F  

p∼  p 
 T  ؟

F ؟  
T  F  
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شود كه ارتباط نزديكي بين  لحاظ ملاحظه مي بدين. ارز منطقي است نفي خود هم
  .هاي چندارزشي و تئوري احتمال وجود دارد منطق
هاي  از ماهيت منطقاي  قدر كافي ايده  ي مختصر فوق به شايد بحث و مطالعه       

ه ماحصل آن است، اين اصل شايان چيزي ك. غيرارسطويي را به خواننده روشن كند
توجه در باب كشف و پيشرفت علمي است كه شك سازنده در باب دانش سنتي اساس 

وقتي از انيشتين سؤال شد كه چگونه تئوري نسبيت را . از كشفيات علمي استبسياري 
. »ام يك اصل علمي را مورد سؤال و كاوش قرار داده«: اختراع كرده است پاسخ داد

خواجه . جايي ضرب را مورد ترديد قرار دادند بنداشت جابه 190و كيلي هاميلتون
ي نيز اصل توازي اقليدس را مورد سؤال قرار وئنصيرالدين طوسي، لباچوفسكي و بوي

كه آن دو توانستند  خواجه نصيرالدين طوسي همتايي براي آن نيافت در حالي. (دادند
كپرنيك اين اصل را كه زمين  ،ي علوم مشابهاً، در حوزه). هايي جانشين آن سازند اصل

تر  مركز منظومه شمسي است مورد ترديد قرار داد؛ گاليله اين اصل را كه اجسام سنگين
كنند، مورد نفي قرار داد؛ انيشتين اين اصل را كه از دو حادثه متفاوت  تر سقوط مي سريع

ها و  بنداشت اين روش نفي و ترديد. يكي مقدم بر ديگري است مورد ترديد قرار داد
اين پديده در . هاي پيشرفت رياضيات تبديل شده است ترين راه اصول به يكي از متداول

ي رياضيات در آزادي آن نهفته  جوهره«: ي جرج كانتور قرار داد ي قصارگونه بطن گفته
  .191»است

  
  فصل ششم مطالب خلاصه 5- 6
شوند كه عاري  ان داده ميهاي اوليه با نمادها و علايمي نش در منطق نمادي، عبارت. 1

همچنين در منطق . هايي است كه در زبان معمولي معمولاً مشهود است تفاهم از سوء
هايي  وسيله فرمول ها، به ها و نظاير آن ها، رده نمادي، روابط متنوع بين احكام، مجموعه

ار بردن ك طور جدي در پي به اولين كسي كه بهعنوان  از لايبنتيز به .شوند نمايش داده مي

                                                 
190 .Hamilton و   Cayley .هاي معروف هستند از جبريست   
191 . ك.ر(مباحث فلسفه رياضي بدان پرداخته ميشود هايي دارد كه در  البته، آزادي خلق رياضيات محدوديت.  ]2[. 
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آگوست دمورگان و گوتلُب فرِگهاز  جرج بول،. برند منطق نمادي بوده است نام مي
  .آيند ديگر پيشروان بسط منطق رياضي به شمار مي

دهي به متغيرهاي گزاري  نظر از هر نوع ارزش قانون منطقي، تركيبي است كه صرف. 2
mي  ز باشند، گزارهار ي هم دو گزاره nو  mلذا هرگاه . آن، همواره درست باشد n↔ 
هاي  قانون) منطق معمولي دوارزشي(هاي منطقي  از جمله قانون. يك قانون منطقي است

( )p p↔∼ )، و )قانون نفي ثاني( ∽ ) ( )p q q p→ ↔ →∼ ، )قانون عكس نقيض( ∽
pو  p∨   .توان نام برد ، را مي)شق وسطقانون طرد ( ∽
  
  مسائل 6- 6
را ثابت  168صفحه منطقي ارائه شده در تابلوهاي با استفاده از جدول ارزش، قوانين . 1

  .كنيد
يك از احكام زير اتحاد منطقي  استفاده از جدول ارزش، تعيين كنيد كه كدام با. 2

  :هستند
)) الف )p q p∧ →                            
)) ب )p q p∨ →  
)) ج )p p p→ ↔∼                          
)) د ) ( )p q q p∧ ↔ ∧  

)) هـ ) ( ) ( )p q r p q p r   → ∧ ↔ → ∧ →     
)) و ) ( ) ( )p q r p q q r   ∧ ∨ → ∧ ∨ ∧     
)) ز ) ( )p q p p q ∧ → ↔ → ∼ ∼  
)) ح ) ( )p q r p q r   → → → → →     
  .احكام زير را برحسب نهادهاي عاطف و نفي بيان كنيد. 3

)) الف )p q p∨ →                         
)) ب )q p q→ ∨  
ارز منطقي  هاي ارزش نشان دهيد كه هر زوج از احكام زير هم با استفاده از جدول. 4

  .باشند مي
p) الف q∨∼ )و  ∽ )p q∧∼          
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)) ب )p q∨∼  وp q∧∼ ∼  
)) ج )p q↔∼  وp q∧ ∼               
)) د )p q↔∼  وp q↔∼  

)) هـ )p q↔∼  وp q↔∼  
نفي هر يك از احكام زير را تشكيل داده و آن را به نحوي تحويل كنيد كه در آن . 5

  .عمل كند p  ،q  ،rاي  علامت نفي فقط بر متغيرهاي گزاره
p) الف q→∼  
)) ب )p q r↔ ∧  
)) ج )p q r∧ ∨  
p) د q→∼  

)) هـ )p p q↔ ∧∼ ∼  
)) و )p q p∨ ∧  
6 .p q  را به معنيp q∨∼   .اتخاذ كنيم ∽

pارزي منطقي  هم) الف p  وp∼ را نشان دهيد.  
)ارزي منطقي  هم) ب ) ( )p p q q  وp q∨ را ثابت كنيد.  
  .بيان كنيدرا برحسب ∧) ج
  .كنيد بيانرا برحسب →) د

  .بيان كنيدرا برحسب ↔) هـ
مفيد زير را كه در آن اتحادهاي جديدي از اتحادهاي مفروض استخراج قواعد . 7

  .شود، ثابت كنيد مي
5R : اگرm m∨  ،يك اتحاد منطقي باشدm يك اتحاد منطقي است.  
6R : اگرm  يك اتحاد منطقي وp اي دلخواهي باشد، آنگاه  عبارت گزارهp m∨  يك

  .اتحاد منطقي است
7R : هرگاهm n∨  ،يك اتحاد منطقي باشدn m∨ يك اتحاد منطقي است.  
8R : هرگاهm n→ ك اتحاد منطقي و يp اي دلخواهي باشد، آنگاه  يك عبارت گزاره

( ) ( )p m p n∨ →   .يك اتحاد منطقي است ∨
  :اين اتحاد منطقي زير را ثابت كنيد) الف. 8
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( ) ( )p q q p→ → →∼ ∼  
  :ها تبديل كنيد منطقي در حساب گزاره روابط زير از جبر بولي را به اتحادهاي. 9

)) الف ) ( )a b c a b c∩ ∩ = ∩ ∩  
a) ب b b a∩ = ∩  
a) ج a a∩ =  
)) د )a a b a∩ ∪ =  

aهمتاي رابطه شرطي . 10 b→ ها در جبر بولي چيست؟ از حساب گزاره  
صل دوگاني يك اتحاد منطقي براي هر يك از اتحادهاي منطقي زير، با استفاده از ا. 11

  .ديگر پيدا كنيد
)) الف )p p q q ∧ ∨ ↔ ∼  
)) ب ) ( )p q p q∨ → ∧∼ ∼ ∼  
جدول ارزش ممكن است براي رابط  12ارزشي  سه تحقيق كنيد كه در يك منطق. 12

  .نفي وجود دارد
pفرض كنيم كه بخواهيم رابط شرطي . 13 q→ ا اين محدوديت تعريف كنيم كه را ب

pو  pوقتي  q→  هر دو درست باشند، آنگاهq چه تعداد از چنين . نيز درست است
  هاي شرطي در رابط
  منطق دوارزشي) الف
  ارزشي وجود خواهد داشت؟ منطق سه) ب
  :نشان دهيد كه عبارت. 14

  .اقض خودش استمتن» هر بيان كلي استثنائات خود را داراست«
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