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، معادلات دیفرانسیل حاکم )FSDT( ي اولتغییر شکل برشی مرتبه نظریه از با استفادهدر این مقاله  - چکیده

در حالت کلیّ استخراج شده و  FGاز مواد ناهمگن  ساخته شده متقارن محوري ضخیمهاي جدار استوانهبر 
آمده  دستبهصورت تحلیلی مقید، بهو  دو سر بسته با اياستوانهبراي  و تنش بیشینه جایی شعاعیسپس جابه
همگن  ضخیمي جدار تغییرات ضرایب ناهمگنی بررسی و با حالت استوانه ه ازايب و تنش جاییاست. جابه

است. ها نشان داده شده تشباهمقایسه و  )PET( ي مستويالاستیسیته نظریهبا نتایج  آنو نتایج  شده مقایسه
صورت توانی و یسیته در راستاي شعاعی بهي ناهمگن و همسانگرد با تغییرات مدول الاستنس استوانه، مادهج

  .استبا نسبت پواسون ثابت 
  تغییر شکل برشی نظریه،  FGي ناهمگن ، مادهضخیمي جدار : استوانهکلید واژگان
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.Abstract- In this paper, an analytical formulation of FGM axisymmetric thick-walled cylinders based on 
the first shear deformation theory (FSDT) is presented. The displacements and maximum stresses in thick 
cylindrical shells are calculated. Solutions are obtained under generalized plane strain assumptions. It is 
assumed that the material is isotropic heterogeneous with constant Poisson's ratio and radially varying 
elastic modulus. The results obtained in the present paper have been compared with findings of plane 
elasticity theory (PET).  
Keywords: Thick-walled cylinder, FGM, Shear deformation. 

  
  



 
    مهدي قناّد و همکاران                                                                     هاي جدار ضخیم متقارن محوري ...حل کلی استوانه 

  

 14

 مقدمه - 1
هاي خمیده هستند که در برابر ها به طور کلّی، سازهپوسته

اي مطلوب ویژهمقاومت ، ي وارد شدهنیروها و لنگرها
از  هاي مختلفنظریهکارگیري هو ب ي رفتارمطالعه .دارند

قرار  انپژوهشگري چندان دور مورد توجهي نهگذشته
چنان ادامه هماین توجه فراوان، کاربرد دلیل و به گرفته
اهمیت  اي،استوانهي هاپوسته، هاپوسته. از میان انواع دارد
تغییرات  اعمال در پی پژوهشگراني دارند و همواره اویژه

 تااند بوده هاپوستهي این دسته از و ماده جداربر روي 
ها افزایش و وزن آنها را در برابر بارگذاري بتوانند مقاومت

  آنها را کاهش دهند.
با استفاده از نظریه  ]1[ 1852نخستین بار در سال  1لامه

متقـارن   ضخیم هايحلّ دقیق استوانه ،2ي مستويالاستیسیته
ي همگن و همسانگرد تحت از مادهبا جدار ثابت  محوري

را  جـایی و جابه توزیع تنش و کرد ارائهفشار یکنواخت را 
مسایل  حلّ آن درکه  آورد دستبهي توخالی هادر استوانه

و در مـتن کتـب درسـی     شـده  مختلف مهندسـی اسـتفاده  
اثـر  در نظـر گـرفتن   با  ]2[ 1956در  3. نقديگنجانیده شد

د. کـر گـذاري  تغییر شکل برشی را پایه نظریهبرش عرضی، 
تغییـر   نظریهکارگیري هبا ب ]3[ 1958در  4میرسکی و هرمان
 خیمضاي استوانههاي حلّ پوسته ،5ي اولشکل برشی مرتبه

در  6پـن گـرینس کـرد.   ارائهاز مواد همگن و همسانگرد را 
هاي مختلـف تحلیـل   اي بین نتایج روش] مقایسه4[ 1960
در  7زیـو و پـرل  انجـام داده اسـت.   اي هاي اسـتوانه پوسته
هرمـان و روش   -میرزسـکی  نظریهکارگیري ه] با ب5[ 1973
 ايهاي استوانهپوستهپاسخ ارتعاشی ، تفاضل محدود عددي

در  8سـوزوکی و تاکاهاشـی   وردنـد. آدسـت  هبرا  نیمه بلند
 1986دایـروي و در  هـاي  اسـتوانه ] ارتعاش آزاد 6[ 1981

از مـواد همگـن و    هـاي مخروطـی  ارتعاش آزاد پوسته ]7[
                                                        
1. Lamé  
2. Plane Elasticity Theory (PET)  
3  . Naghdi 

Mirsky & Hermann .4 
5. First-Order Shear Deformation Theory(FSDT)  
6. Greenspon   
7. Ziv & Perl 
8. Suzuki & Takahashi 

بـه کمـک سـري     بررسی و FSDTهمسانگرد را با استفاده 
 2003در  همکارانو چی ند. ایپکآن را حلّ کرد فربینیوس

ي همگـن و همسـانگرد بـا جـدار     هـا استوانهلات معاد ]8[
 نظریـه استخراج و بـه کمـک    FSDT متغیر را با استفاده از

  حلّ کردند. 9یاغتشاش
ي اجسام الاستیسیته نظریه] 9[ 1950در  10لخنیتسکی

ي ساخته شده از هاپوستهبندي کرد. در را فرمول 11مرکّب
و یا ترکیب  مواد مرکّب به دلیل تغییر ناگهانی ساختار ماده

ي ناهمساز در کنار یکدیگر و درنتیجه تغییر دو ماده
ناگهانی در رفتار مواد، تمرکز تنش و گسستگی در مرز 

 يپیوسته اتبا تغییر پیشرفته شود. موادمیایجاد ها لایه
توسط  FGM12(مکانیکی، حرارتی، مغناطیسی) یا  خواص

ل آن دنبابه و ]10[مطرح  1984و همکاران در  13نینو
هاي نخستین قرن مطالعات تحلیلی قابل توجهی در سال

هاي ساخته شده از این مواد در نقاط جدید بر روي سازه
  .شدمختلف جهان انجام 

] روابط الاستیک 11[ 1992در  14فوکویی و یاماناکا
تحت فشار داخلی را  FGM ضخیمهاي جدار حاکم بر لوله

ا به روش عددي استخراج و آنها ر هبه کمک معادلات لام
] 12[ 1999در  15ند. هورگان و چانکردکوتا حلّ -نگار

را در  FGMي توخالی استوانهمعادلات حاکم بر یک 
اي با توزیع توانی مدول الاستیسیته در حالت کرنش صفحه

استخراج و توزیع  هراستاي شعاعی به کمک معادلات لام
 2001در  16آوردند. توتونچو و ازُترك دستبهتنش را 

اي و کروي استوانه] حلّ دقیق مخازن تحت فشار 13[
ي ایشان رابطه و کردند. در مقاله ارائهرا  FGM جدار ثابت

دجار  و نمودار تنش شعاعی نمودار مربوط به تنش محیطی
-] تنش14[ 2002در  همکارانجباري و است.  شده اشتباه

ي توخالی تحت استوانههاي مکانیکی و حرارتی در یک 
                                                        
9. Perturbation Theory 
10. Lekhnitskii 
11. Composite Bodies 
12. Functionally Graded  Materials  
13. Niino  
14. Fukui & Yamanaka  
15. Horgan & Chan  
16. Tutuncu & Ozturk  
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پایدار  ] تحت بارهاي15[ 2003در  ي متقارن وبارها
مکانیکی و  نامتقارن محوري را با توزیع توانی خواص

] 16[ 2006در  1جونژیفاي و هونگکردند.  ارائه حرارتی
هاي توخالی با تغییرات خطی خواص استوانهحلّ دقیق 

 ارائههمگن اي همکانیکی در راستاي شعاعی را با لایه
] با در نظر گرفتن تغییرات 17[ 2007ند. ایشان در کرد

ي استوانهبه صورت خطی و توانی،  الاستیسیتهمدول 
FGM استوانه، تحلیل و با اي کردن را با روش چند لایه

 2007توتونچو در د. نکرد) مقایسه 2001( حلّ توتونچو
پیشین ولی با در نظر گرفتن تغییرات  ي] مشابه مقاله18[

ها را در ت نمایی، توزیع تنشمدول الاستیسیته به صور
   آورد. دستبهي ناهمگن استوانهیک 

هاي استوانه کلیّحلّ  ]19[ 2010در  همکارانو قنّاد 
 نظریهمبناي  را بر FGMمتقارن محوري  ضخیمجدار 

هاي حقیقی، مضاعف و ازاي ریشهي مستوي بهالاستیسیته
اي و اي، کرنش صفحهدر شرایط تنش صفحه مختلط

] را تصحیح 13[ يو اشتباه مقاله ارائهي بسته نهاستوا
 کلیّ، حلّ FSDTي حاضر با استفاده از ند. در مقالهکرد

متقارن محوري تحت فشار  FGM ضخیمجدار  هاياستوانه
  شود.می ارائهیکنواخت داخلی 

  
 روابط اساسی - 2

شود که مقاطع ي مستوي، فرض میالاستیسیته نظریهدر 
استوانه، پس از اعمال محور مرکزي عمود بر  و مستوي

چنان مستوي و عمود بر محور فشار و تغییر شکل، هم
حقیقت کرنش برشی و تنش مانند. در استوانه باقی می

کلاسیک  نظریهشود. در در نظر گرفته میصفر برشی 
شود که خطوط راست و عمود هاي نازك، فرض میپوسته

چنان راست و ي میانی، پس از تغییر شکل، همبر صفحه
-جایی هر نقطه از پوسته، جابهجابهمانند و باقی می عمود

 نظریهشود. در این ي میانی در نظر گرفته میجایی صفحه

                                                        
1. Zhifei & Hongjun 

شود. در پوشی مینیز از کرنش برشی و تنش برشی چشم
راست و ي اول، خطوط تغییر شکل برشی مرتبه نظریه

ت باقی ي میانی، پس از تغییر شکل، راسعمود بر صفحه
کرنش برشی و تنش ستند، یعنی یعمود ن ولی الزاماًمانند می

  .شودمی در نظر گرفتهبرشی 
محور  ازي هر نقطه از پوسته ، فاصله1مطابق شکل 

 )R( ي میانیبرابر است با مجموع شعاع صفحه ،)r( تقارن
  .)z( ي میانیي آن نقطه از صفحهفاصلهو 
-    و     )1( 2 2

h hr R z z      

  
h  ضخامت وL .طول استوانه است  

o    و    0 )2( ih r r x L     

  
جایی شعاعی جابهي مستوي، الاستیسیته نظریهبر اساس 

  استوانه برابر است با:
)3(  r

C C
u C r C R z

r R z
    


2 2

1 1  

  

z شرط توجه به با
R

 -جابهو به کمک بسط تیلور،  1

  :نه برابر است بااستواجایی شعاعی 
  

)4( 
  ...

...

r
C z z zu C R z
R R R R

CCC z zCC R
R RR

      

   

 
 
 

  
      

2 3
2

1 2 3

2222
11 32

1
 

  
  توان نوشت:درنتیجه می

)5( 0 ...ru u u z u z   2
1 2  

  
جایی شعاعی استوانه جابه توانمی ،)5براساس رابطه (

zنوشت. اگر   zاي بر حسب صورت چندجملهرا به 0 
  .آیددست میبه ي میانیجایی صفحهجابه، شود
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 ي جدار ثابتپروفیل استوانه 1شکل 

 - میرسکی نظریه( یکي در این مقاله از تقریب مرتبه
ها براي جاییشود. جابهي اول) استفاده میهرمان مرتبه

  :]3[ عبارتند از 1ي متقارن محورياستوانه

)6( 
( ) ( )

0

( ) ( )

x

z

U u x x z

U

U w x x z






 



 







 

  
ها بر اساس روابط سینماتیک در حالت تقارن شو کرن
  :عبارتند از محوري

)7( 

x
x

z

z
z

x z
xz

U du d
z

x dx dx
U w

z
r R z R z
U
z
U U ddw z
z x dxdx









 


 


  



  
 


 


 

   
 









      

 

  
صورت تابعی از شعاع استوانه به  مدول الاستیسیته

  شود:توانی و نسبت پواسون ثابت فرض می

 )8( ( )     و  
n

n
i i

i i

r rE r E r E r
r r

 
   

 
 

  

iE  مدول یانگ وir  سطح داخلی استوانه و در شعاع
n ه می ناهمگنی ثابتباشد که مادn 0  ه همگنیعنی ماد

                                                        
1. Axisymmetric 

rاست.  R z   دهیمقرار می )8ي (در رابطهرا.  

)9(    
n

ni
i n

i i

z
R z E

E E R z
r r
 

  
 

+  

  

براي مواد ناهمگن و  2ها بر اساس روابط رفتاريتنش
  :عبارتند از همسانگرد

)10( 

 
  

 
 

x x

z z

xz xz

z

z

E

E

 

   
   

 
   

 


     
                    

 
 

1
11 1 2 1

                                             2 1

 

  تر:خلاصهشکل بهو 

)11( 

     
    

i i

xz xz

j kE z

E z

   


   

  

 

 


 

    



 

1 2 1   ,   
2

1

1 1 2
 

  هاي تنش برابرند با:بر حسب منتجه ي محورينیروها

 )الف - 12(

x
x h

h
z

z

z
N R

dzN
N z

R

 








              
           


2

2

1

1

 

  

  با:هاي تنش برابرند لنگرهاي خمشی بر حسب منتجه

 ب) - 12(

x
x h

h
z

z

z
M R

zdzM
M z

R

 








              
           


2

2

1

1

 

  

 با: است برابربرشی نیروي برشی بر حسب تنش 

 پ) - 12(
h

x xz
h

zQ dz
R




   
 

2

2
1  

  

 با: است برابر برشی لنگر پیچشی بر حسب تنشو 

 ت) - 12(
h

xz xz
h

zM zdz
R




   
 

2

2
1  

                                                        
2.  Constitutive Equations 
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با  کرنشی، تغییرات انرژي 1بر اساس اصل کار مجازي
  ، یعنی:نیروهاي خارجی برابر است تغییرات کار

)13( U W   
  

  :انرژي کرنشی

)14( 
 

 
V

x x z z xz xz

U dV dV rdrd dx R z dxd dz

U

U

 

 

       

   






   


  و

1
2

 

  

  و کار نیروهاي خارجی:

)15(   i

z

S

W dS dS rd dx R d dx

f u PU

h
f u     

 

  
    







 
2 و  

  

  شود:زیر انجام می يگیري در محدودهانتگرال
)16( h h0 x L z     و   - 2 2  

  

  انرژي کرنشی برابر است با: تغییرات
/

0 0 /

2 2

2
1

L h

h

zU R U dzdxd
R



  



  
 
     

)17( 




/

0 /

2

22

1

L h

x x
h

z z xz xz

U
R

z dzdx
R

 


   



   



  

    
 

 
 

  و تغییرات کار نیروهاي خارجی برابر است با:

)18( 

0 0

0 2

L

z

L

z

hW P U dxdR

W hPR U dx
R



  






 

  

 
 
 

 
 
 

 



2

2

12

 

  
و ) 17ابط (و) در ر7ي (هاي رابطهبا جایگذاري کرنش

ل کار و اص 2اصول حساب وردشی کارگیريهب نیز و) 18(
  مجازي خواهیم داشت:

U W 
 

2 2  

                                                        
1. Virtual Work Principle 
2. Variational Calculus 

)19 -1( 

0

0

x

x
x

x

xz
z

dN
R

dx
dM

R RQ
dx

dQ hR N P R
dx

dM h hR M RN P R
dx





 

  
         


        

2

2 2

 

)19 -2(  L
x x x xz 0

R 0N u M Q w M        
  

باید در دو ) شرایط مرزي هستند که می2-19ي (رابطه
انتهاي استوانه صفر باشند. براي حلّ دستگاه معادلات 

لنگرها را با استفاده از ) باید نیروها و1-19دیفرانسیل (
) 11هاي تنش و با استفاده از روابط () به منتجه12روابط (
) بر حسب 7به کمک روابط (هاي کرنش و سپس به مؤلفه

معادله  4ها نوشت. درنتیجه یک دستگاه جاییجابه
ید آمی دستبههمگن خطی با ضرایب ثابت دیفرانسیل نا

  شود.مینوشته  صورت زیربه طور خلاصهکه به

)20( 

            

   

   0 0

2

1 2 32

1 2
2

T

n
Ti

i

d dA A Ay y y Fdxdx
u wy

Pr h hRF E

 




  

 


      

 

هاي ماتریس A
1 4 و  4 A

3 4 متقارن و  4 A
2 4 4 

) داراي 20دستگاه معادلات دیفرانسیل ( پادمتقارن هستند.
  حلّ عمومی و حلّ خصوصی است.

)21( 
       

     g p

A A Ay y y F
y y y
   

  
1 2 3  

  
مقدار ،)21عمومی دستگاه ( براي حلّ    mxey v 

  گذاریم.را در معادلات آن می
)22(    0mxe m A mA A v    

2
1 2 3  

0mxe   
)23( 0m A mA A  2

1 2 3  
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1ویـژه  )، مقادیر23( يحلّ معادله از
im  مـی  بهمحاس ـ-

)، بردارهـاي  22ي (شوند که با قـرار دادن آنهـا در معادلـه   
2ویژه iv عبـارت   در نتیجه حلّ عمومی آیند.می دستبه

  :است از

)24(     im x
iig

i
C ey v




6

1
 

ه به اینکهبراي حلّ خصوصی با توج  F  ،ثابت است
  شود.نمی x ی ازبعلذا جواب تا

)25(    0p Ky   

  در نتیجه جواب کلّی:

)26(          0
im x

iip g
i

K C ey y y v


   
6

1
 

  

 متقارن محوري با دو سر بسـته  ضخیمي در یک استوانه
، اگـر ضـخامت ثابـت و فشـار     اي)(کرنش صـفحه  مقیدو 

در نقاط دور از مرز بـه   شعاعی جایییکنواخت باشد، جابه
x شود:می ساده) 20ي (تگی ندارد. بنابراین معادلهبس  
)27(           A Ay yF F


  

1
3 3  

  

کـه   شـود نتیجه مـی ) 7و روابط () 27ي (از حلّ معادله
کرنش برشی و تنش برشی صفر هسـتند و ایـن نتیجـه بـا     

خــوانی دارد. ي مســتوي هــمالاستیســیته نظریــهفرضــیات 
درنتیجــه مــاتریس 3 2 2

A


ــراي محاســبه  ــهب جــایی ي جاب
  شود.شعاعی استفاده می

)28(    
n

i

i

w P rR h
A

hE 




   
   

   

1
3 2 2

12
2  

  

  جایی شعاعی عبارت است از:جابه
)29(  z rU w z u w R r         

  
  :عبارتند از ها بر اساس روابط سینماتیککرنش

)30( 
r

r

r

du
dr

u w R
r r

 


 

  
    


 

  :اساس روابط رفتاري بر و تنش بیشینه در استوانه
                                                        
1. Eigenvalues 
2. Eigenvectors 

)31(  max (1 )n
i rE r             

  
  هاي همگنحلّ استوانه - ۳

و نسـبت   یانـگ ي همگن و همسانگرد، مـدول  در استوانه
0nمقـدار   پواسون هر دو ثابت هستند. با قرار دادن   در

  شود.ي همگن نتیجه می)، ماده9( يرابطه
)32( .iE E const   

) قـرار  10) را در روابـط رفتـاري (  7روابط سینماتیک (
گـذاریم و  مـی ) 12هاي تـنش را در معـادلات (  داده، منتجه

  کنیم.گیري میانتگرال

  )الف - 33(

 

 

  

 

x

z

du h dN Eh
dx R dx

w
R

duN E h w
dx

h R

du h dN Eh
dx R dx

w
R



 

 

   

  

 

  

   
    

  
      


    
    
         
    

2

2

1
12

1

1

12

1

 

 )ب - 33(

 

 

    

x
h du dM E R

R dx dx

h dM E
dx

h R w R Rh



  

  

 

          
      
    

3

3

2

1 212

112

 

 )پ - 33( x
h dw h dQ K E

dx R dx
  

 
    

 

2
1 2 2 12

 

 )ت - 33( xz
h dw dM K E R

R dx dx
        

3
1 2 24  

K ي است که بسـته بـه هندسـه    3ضریب تصحیح برشی

                                                        
3. Shear Correction Factor 
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شود. این ضـریب در  در عبارت تنش برشی وارد میپوسته 

K حالت استاتیک براي استوانه 
5
شـده  در نظر گرفتـه   6

  ].20[ است

)34( 

 

ln ln o

i

R h rk k
R h r

K



 

  
      

  

2 2           و  

1 22

 

 
ــاي روا ــا و لنگرهـ ــط (نیروهـ ــادلات 33بـ ) را در معـ

) 20ي (هاي رابطهگذاریم و ماتریس) می1-19دیفرانسیل (
 آوریم.می دستبهرا 

  

  
 

   

   
1

0 0

0 0

0 0

0 0

hRh

h Rh

A
hRh

h Rh

 

 

 

 

 
  

 
 

  
 
 
 
 
 
  

3

3 3

3

3 3

1 1 12
1 112 12

12

12 12

 

 

 
)35-1( 

 

 

 

2

0 0

0 0

0 0

0 0

h Rh

h
Rh

A
h Rh

h
Rh

 



 



 

 

 






 
 
 
 
 
 
 

  

3

3

12

12

2

2

 

)35-2( 
  

 )35-3(  


 


 
 

3

0 0 0 0

0 0 0

0 0

0 0

Rh

A

R

h

R

h

R








 


 









 
 
 
 
 

  
 

 
 

   

2

1
1

1
1

 

)35 -4( 

 

   0 0 TP h hRF E
   
 

1 2
2

 

 

و فشار یکنواخـت  جدار ثابت  با ضخیمي هبراي استوان
اي در نقاط دور از مرز و با استفاده در حالت کرنش صفحه

  ) داریم:27ي (از معادله

)36( 
0 0

0 0xz xz

Rh
dw d z
dx dx

  


  

  



     

 

ي صفر شدن کرنش برشی و تنش برشی براي  اسـتوانه 
خـوانی  ي مسـتوي هـم  الاستیسیته نظریهمذکور با فرضیات 

 :داریم )28ي (رابطهدارد. براساس 
  

)37( 

   
   

 

h Rw
h R R

P R h
hE

   
   




    

        
  

   

1

2
1 1
1 1

12
2

 

 

  :شودنتیجه می )29( يرابطهمطابق جایی شعاعی جابهو 

)38(  
 

 

Pr
r

i

i

Eh
u h

r r hk

h R




 
    

 

 

 

2
1

2 1  

  
  PETو   FSDTنتایج  يمقایسه - 4

جایی شعاعی در ي مستوي، جابهالاستیسیته نظریهبراساس 
  ]:19[ شوده میاي به صورت زیر نوشتحالت کرنش صفحه

)39( 
 

   
PriP

r
r ku

rE k




 
   

   

2

22
1 1 2

1
 

ي براي مقایسه و بررسی نتایج دو روش، یک استوانه
irبا مشخصات: شعاع داخلی   را ضخیمجدار  mm و   40
or خارجی شعاع mm تحت فشار یکنواخت داخلی   60

P MPa E یانگدول با م  80 GPa و نسبت   200
پواسون     .شودمیگرفته در نظر  0/3

جایی شعاعی ناشی از دو دهد که جابهنشان می 2شکل 
یکسان است و در  اًي میانی، تقریبي لایهروش در محدوده

شـود ولـیکن در مجمـوع    سطح داخلی اختلاف بیشتر مـی 
. براي بررسی تأثیر %)4(کمتر از  اختلاف اندکی وجود دارد
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) و 38جایی شعاعی، روابـط ( ضخامت جدار بر روي جابه

hh) را برحسب39(
R

  داخلی که منشـأ بـروز    جداردر
  نویسیم.بیشترین اختلاف است، می

 )40( 

  
   2

P 1P
r

R h
u k

E

h
k

h

k





 






 
   






22

  
2
2

1 1 2
1  

  

)41( 

 
 

  

 

P 1

1

ln

F
r

R

Eh

h
u h

h

h
h

h






 
 

 
 

   
   
    

 

 
2

2

2 1
2

 2
2
2

1

 

 ي همگنجایی شعاعی در استوانهتوزیع جابه 2شکل 

  

-بـه جایی شـعاعی  درصد اختلاف مقادیر جابه 3شکل 

دهــد. هرچــه را نشــان مـی  PETو  FSDTآمــده از  دسـت 
ف نتایج دو رود، اختلااستوانه به سمت توپر شدن پیش می

ي شـود. بیشـینه اخـتلاف در محـدوده    نیز بیشتر مـی  نظریه
h
R

 
1 16
20  تحلیـل  رسـد، کـه بـراي   % می15به حدود  20

در  باشـد. دقّت قابـل قبـولی مـی    ضخیمهاي جدار استوانه
ي میـانی برابـر   با شـعاع صـفحه   جدارکه ضخامت  یحالت

hباشد (    شود.% می25اختلاف حدود ) 1

)42( 100
P F
r r

P
r

u uDiff
u

 
  
 

 

 ضخامتا تغییر جایی بدرصد اختلاف جابهتغییر  3شکل 

  
  هاي ناهمگنحلّ استوانه - 5

و توزیع مدول الاستیک در  )9و ( )10(با استفاده از روابط 
2يمحدوده 2n  ها، ها را بر حسب کرنش، تنش

ها را بر حسب )، کرنش7گیري از روابط (سپس با بهره
روابط  از گیريانتگرالبا  جایی و سرانجامي جابهپارامترها

. با قرار دادن وریمآمی دستبهرا )، نیروها و لنگرها 12(
 و در) 20ي (معادلههاي )، ماتریس1-19آنها در معادلات (

و  شعاعی جایی)، جابه29) و (28نهایت بر اساس روابط (
به صورت پارامتري را  )، تنش بیشینه31ي (هبا رابط
  :عبارتند از )20ي (هاي معادلهماتریس نماییم.می محاسبه

)43( 
   
 

ij ij

ij

a b&A A

cA
1 24 4 4 4

3 4 4

       
   

 



         


    
 

  هاي بکار رفته در روابط عبارتند از:ثابتکه در آن 

)44( 
 

   

lno

i

i

r Kk k
r

h k
krR h R h

  



    

   
  

   ,       ,    1 22
1

2 2

 

 
  =1n ثابت ناهمگنی - 5-1

  ) عبارت است از:9ي (الاستیک بر اساس رابطه مدول

)45(     i

i

z
E

E R z
r

 +  

هاي غیر صفر ماتریس متقارندرایه A
1 4 4: 

  ha R h     
 

3
2

11 1
12
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  R h ha

ha R h





    
 

   
 

2 3 5

22

3
2

33

1
12 80

12

  

)46 -1(  

R h ha

Rha a

Rha a







   
 

  

 

2 3 5

44

3

12 21

3

34 43

12 80

1 6
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متقارنهاي غیر صفر ماتریس پاددرایه A
2 4 4:  

)46 -2( 

 

b b Rh

hb b R h

hhb b R h

Rhb b

13 31
3

2
14 41

33
2

23 32

3

24 42
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1212
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هاي غیر صفر ماتریس متقارندرایه A
3 4 4:  

)46 -3( 
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و بردار  F 4 1:  

)46 -4(     0 0 Ti

i

Pr h hRF E
   
 

1 2
2

 

  

  شود:) می29ي (بر اساس رابطهجایی شعاعی جابه

)47(    

Pri
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i

iii

E
u
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2
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   =n-1 ثابت ناهمگنی - 5-2

  ) عبارت است از:9ي (مدول الاستیک بر اساس رابطه

)48(  
 

i iz
E r

E
R z

 +  

هاي غیر صفر ماتریس متقارندرایه A
1 4 4:  

)49 -1( 
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هاي غیر صفر ماتریس پادمتقارندرایه A
2 4 4:  

)49 -2( 
 
 
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b b
b b h R
b b hh R
b b R Rh

13 31
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هاي غیر صفر ماتریس متقارندرایه A
3 4 4:  
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و بردار  F 4 1:  

)49 -4(     0 0 T

i i

P h hRF E r
   
 

1 2
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  شود:) می29ي (جایی شعاعی بر اساس رابطهجابه

)50( 
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  =2n ناهمگنی ثابت - 5-3

  :عبارت است از )9ي (مدول الاستیک بر اساس رابطه

)51(    i

i

z
EE R z
r

 2
2 +  

 
متقارن ماتریسهاي غیر صفر درایه A

1 4 4:  
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هاي غیر صفر ماتریس پادمتقارندرایه A
2 4 4:  
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 و بردار F 4 1:  
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  :شودمی )29ي (جایی شعاعی بر اساس رابطهجابه
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    =n-2 ناهمگنی ثابت - 5-4

  :از عبارت است )9ي (مدول الاستیک بر اساس رابطه

)54(  
 

i iz
E rE
R z


2

2+
 

 

هاي غیر صفر ماتریس متقارندرایه A
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اتریس متقارنهاي غیر صفر مدرایه A
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  بررسی نتایج - 6

آمده  دستبهي موردي و بررسی نمودارهاي براي مطالعه
با مشخصات  ضخیمي جدار از نتایج عددي، یک استوانه

 جدار راستايزیر را با توزیع متفاوت مدول الاستیک در 
ي جدار ثابت به شعاع داخلی گیریم. استوانهدر نظر می
ir mm orو شعاع خارجی  40 mm تحت فشار   60

Pیکنواخت داخلی  MPa قرار گرفته است. مدول   80
iEالاستیک سطح داخلی استوانه  GPa و نسبت   200

پواسون  0/3 توزیع مدول الاستیک را  4شکل  باشد.می

نسبت به شعاع n

i iE E r r ي ناهمگن و در استوانه
 دهد.نشان می nهمسانگرد به ازاي مقادیر صحیح 

  

 

 توزیع مدول الاستیک در راستاي شعاعی 4شکل 
 

ي ناهمگن جایی شعاعی استوانهتوزیع نرمال جابه 5شکل 
دهد. هاي مختلف نشان میn به ازاي  جداررا در راستاي 

 ي همگنه نسبت به مادهجایی استوانجابه 0nبه ازاي 
شود، ولیکن این کمتر می 0nازاي بیشتر است و به
ماند، یعنی تغییرات تقریباً ثابت می جدارنسبت در طول 

جایی در ي ناهمگن مشابه تغییرات جابهجایی مادهجابه

بستگی  nي همگن است و میزان تغییرات به مقدار ماده
  دارد.

  
 ي ناهمگنجایی شعاعی در استوانهتوزیع جابه 5شکل 

 

ي ناهمگن را توزیع نرمال تنش محیطی استوانه 6شکل 
دهد. (در هاي مختلف نشان میn به ازاي  جداردر راستاي 

] این نمودار اشتباه رسم شده است). تنش 13[ مرجع
0nمحیطی به ازاي  بیشتر از جداري داخلی در نیمه ،

ي ، کمتر از مادهجداري خارجی ي همگن و در نیمهماده
0nازايباشد و برعکس بههمگن می  ي داخلی در نیمه

، جداري خارجی ي همگن و در نیمه، کمتر از مادهجدار
 ي میانییهي لاي همگن است. در محدودهبیشتر از ماده

ي همگن ي ناهمگن همانند رفتار مادهاستوانه، رفتار ماده
  شود.می

 
 ي ناهمگنتوزیع تنش بیشینه در استوانه 6شکل 

  
 گیرينتیجه - 7

 دستبههاي جاییدهد که جابهنشان می 1نتایج جدول 
کاملاٌ  PETمیانی با روش  در سطح FSDTآمده از روش 
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% اختلاف 4ح داخلی، کمتر از در سط خوانی دارند وهم
ها جاییبا دقّت قابل قبولی، جابه FSDTدارند، یعنی روش 

  دهد.را نتیجه می
دست آمده هاي بهدهد که تنشنشان می 2نتایج جدول 

-تقریباٌ هم PETمیانی با روش  در سطح FSDTاز روش 

مقادیر  FSDTروش خوانی دارند ولیکن در سطح داخلی، 
دهد. البته در نشان می PETروش بیشتري نسبت به 

شود  طرّاحی مهندسی، موجب افزایش ضریب اطمینان می
بینی تنش بحرانی (تنش  رو مشکلی براي پیش و ازاین

هاي بالاتر، یابی به دقّتکند. براي دست تسلیم) ایجاد نمی
ي دو یا بالاتر  توان از نظریه تغییر شکل برشی مرتبه می

کرد.ـاستفاده

هاي مثبت یا nتوان نتیجه گرفت که به ازاي میدرمجموع 
، کاهش و استوانه جداري  منفی، تنش بیشینه در یک نیمه

هاي nیابد. به ازاي ، افزایش میجداري دیگر در نیمه
استوانه، کاهش و به  جدارجایی شعاعی در مثبت، جابه

بزرگتر  nیابد و هر چقدر هاي منفی، افزایش میnازاي 
ي  جایی استوانه جابه باشد، کاهش یا افزایش تنش یا

شود. بنابراین ي همگن بیشتر می ناهمگن نسبت به استوانه
هاي مثبت موجب کاهش n .بزرگ نباشد nبهتر است 

شود که براي  جایی و تنش در سطح داخلی می جابه
nه ازاي ب .اهمیت داردبسیاري از صنایع   1  20حدود %

-ي همگن ایجاد میمادهتغییرات در رفتار ماده نسبت به 

  .شود
  
  

  
  
  

  FSDTو   PETبیشینه محاسبه شده با  ي نتایج تنشمقایسه 2جدول 

n  2  n 1  0n   n  1  n  2  [ ]MPa  

51/129  11/166  208  13/255  27/307  ]19[ PET  داخلی سطح 

ir r  85/156  63/193  78/235  23/283  72/335  FSDT  

81/159  12/159  16/156  08/151  15/144  ]19[ PET  میانی سطح  
r R  25/162  00/160  62/155  30/149  35/141  FSDT  

  

  FSDTو   PETجایی شعاعی محاسبه شده با جابهي نتایج مقایسه 1جدول 

n  2  n 1  0n   n  1  n  2  [ ]ru mm  

029811/0  036471/0  044096/0  052673/0  062163/0  ]19[PET   سطح داخلی 

ir r  028124/0  034764/0  042388/0  050984/0  060512/0  FSDT  
025458/0  031426/0  038272/0  045989/0  054541/0  ]19[PET   سطح میانی  

r R  025312/0  031266/0  038096/0  045790/0  054309/0  FSDT  



   

 
  1389 زمستان/ 4دوره دهم، شماره                                                  مکانیک -فنی و مهندسی مدرس  
 

 25

  بعانم - 8
[1] Timoshenko S.P.; Strength of Materials: Part II 

(Advanced Theory and Problems), 3rd ed., New 
York, Van Nostrand Reinhold Co.; 1976. 

[2] Naghdi P.M. & Cooper R.M.; Propagation of 
elastic waves in cylindrical shells including the 
effects of transverse shear and rotary inertia, J. 
Acoustical Sc. America; 28(1), 1956, 56-63. 

[3] Mirsky I. & Hermann G.; Axially motions of 
thick cylindrical shells, J. Appl. Mech.; 25, 
1958, 97-102. 

[4] Greenspon J.E.; Vibration of a thick-walled 
cylindrical shell-camparison of the exact theory 
with approximate theories, J. Acous. Sc. 
America; 32(5), 1960, 571-578. 

[5] Ziv M. & Perl M.; Impulsive deformation of 
Mirsky-Hermann’s thick cylindrical shells by a 
numerical method, J. Appl. Mech.; 1973, 1009-
1016. 

[6] Suzuki K. & Konno M. & Takahashi S.; 
Axisymmetric Vibrations of a cylindrical shell 
with variable thickness, JSME; 24(198), 1981, 
2122-2132. 

[7] Takahashi S. & Suzuki K. & Kosawada T.; 
Vibrations of conical shells with variable 
thickness, JSME; 29(285), 1986, 4306-4311. 

[8] Eipakchi H.R. & Rahimi G.H. & Esmaeilzadeh 
Khadem S.; Closed form solution for 
displacements of thick cylindrs with varying 
thickness subjected to non-uniform internal 
pressure, J. Struc. Eng. and Mech.; 16(6), 2003, 
731-748. 

[9] Lekhnitskii S.G.; Theory of Elasticity of an 
Anisotropic Body, Moscow, Mir Pub., 1981. 
[10] Koizumi M.; FGM activities in Japan, 

Composites: Part B (Eng.); 28, 1997, 1-4. 
[11] Fukui Y., Yamanaka N.; Elastic analysis for 

thick-walled tubes of functionally graded 

material subjected to internal pressure, JSME, 
Ser. I: Solid Mech.; 35(4),1992, 379-385. 

[12] Horgan C.O., Chan A.M.; The pressurized 
hollow cylinder or disk problem for functionally 
graded isotropic linearly elastic materials, J. 
Elasticity; 55,1999, 43-59. 

[13] Tutuncu N., Ozturk M.; Exact solution for 
stresses in functionally graded pressure vessels, 
composites: Part B (Eng.); 32, 2001, 683-686. 

[14] Jabbari M., Sohrabpour S., Eslami M.R.; 
Mechanical and thermal stresses in a 
functionally graded hollow cylinder due to 
radially symmetric loads, Int. J. Pressure Vessel 
and Piping; 79, 2002, 493-497. 

[15] Jabbari M., Sohrabpour S., Eslami M.R.; 
General solution for mechanical and thermal 
stresses in a functionally graded hollow 
cylinder due to nonaxisymmeteic steady-state 
loads, J. App. Mech.; 70, 2003, 111-118. 

[16] Hongjun X., Zhifei S., Taotao Z.; Elastic 
analyses of heterogeneous hollow cylinders, 
Mech. Res. Comm.; 33, 2006, 681-691. 

[17] Zhifei S., Taotao Z., Hongjun X.; Exact 
solutions of heterogeneous elastic hollow 
cylinders, J. Composite Struc.; 79, 2007, 140-
147. 

[18] Tutuncu N.; Stresses in thick-walled FGM 
cylinders with exponentially-varying properties, 
J. Eng. Struc.; 29, 2007, 2032-2035. 

زاده ] قنّاد مهدي و رحیمی غلامحسین و اسماعیل19[
متقارن  ضخیمهاي جدار استوانه کلیخادم سیامک؛ حلّ 

 با استفاده از FGاز مواد ناهمگن ساخته شده محوري 
دوره مدرس،  مکانیکي مستوي، مجلهّ الاستیسیته نظریه

  .41-31، صص 1389، 3، شماره 10
[20] Vlachoutsis S., Shear correction factors for 

plates and shells, Int. J. Num. Math. in Eng.; 33, 
1992, 1537-1552. 

 


