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م قد
م، ما را ی تاد ا ی، د ز و چ ت و آ ن ا عا درم

م ا ودش و و ود ج ر ه ش ا ودم و ق و کاری دا ان ی یای م، ما و
، ه

م. ود ید ا و م ت ناه م، د ز وره ا رم، و

ز





... اری پاس

ند. وا اردن را او ق ندگان، و و ند دا او ی ت دن دگان، مار و ند ما او ودن وران، را ی دا پاس
نان د ه ن و ت؛ ا ودشان و ر دا وا ودمان و ن آ م وم، ان طا او، پاک ن دا خا و مّد دورد و سلام و

ز... تا ر روز شان ا
ھا آ ه ر از و م یاسا ودشان و بار ت سا ه سا م کار دا ی ما و در م، روی از م شا ی را ی دا
رم ت ا خاری ا ج شان ود ی د وا م. ما تلاش ش دا و م ع ب راه ودشان و سا از و رم گ و شاخ
؛ لّ” و ّ االلهَّ ش م ن و خ ا ن م ا ش م ن ” باب از و ه و ب م. ود ت ا ی ی د شان و
از ما و یده و م ق ن، ی و ی و واره وارم... ر م ع دو ن ا م... ما و در از ت ا ه شا
ی ام، د ز بان از د؛ ا وده ن ای ت دا م ی یاوری و یار ی د ز ی مام و د ا ه ذ م ف نار
او ی مد و یاری سا د م ا م ا ا و ت سلا از رشار ی و ق از نده آ ی ق با واد، ید
ن با صدر، ه ل ن آبادی ن ر د ی آ ناب ام؛ زا و ه تاد ا واز دم، ی ل ور ن ا
ی دردا و ش ل ، ھده را رسا ن ا ی ما را ت ز و د ود غ ن ن ا ی م از ی، و و ق خ

وید. پاس را ن آ مات ز از ی ن، د ن ا د با م، با ه دا را

مظفری السادات فاطمه
١٣٩۶ آبان

ط





نامه تعهد
ده دانش هسته ای فیزی رشته ارشد کارشناس مظفریدانشجوی السادات فاطمه اینجانب
سیستم های بررس عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، اه دانش هسته ای مهندس و فیزی
حسن آبادی حسن دکتر راهنمایی تحت کسری مشتقات گرفتن نظر در با غیرنسبیت و نسبیت
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرج به پژوهش گران، ر دی پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای ری دی فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعت اه دانش به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعت اه دانش “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصل نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

م گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاق اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخص اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسان اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترس

است.
مظفری السادات فاطمه
١٣٩۶ آبان

نشر حق و نتایج یت مال
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعت اه دانش به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علم تولیدات در ، مقتض نحو به باید مطلب این م باشد.
نم باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ک





یده چ
خلاقانه ترین از ی م توان را کوانتوم انی م در کسری مشتق ایده ی اخیر، سال های در

تعریف به صورت را شرودینگر معادله  م توان ایده، این به توجه با دانست. فیزی در ایده ها
در توجه قابل کاربردهای کوانتوم انی م از فرمول بندی چنین کرد. بازنویس جدید

دارد. علوم شاخه های ر دی و فیزی و ریاضیات
و کردند بازنویس را هسته ها رفتارجمع مدل های فرمول بندی، این از استفاده با هرمن آقای
مشتق مرتبه ی تغییر با ایشان همچنین کنند. بیان بهتر را هسته ها پیچیده ی رفتار توانستند

کنند. توجیه به خوبی را هسته ای متفاوت حالات توانستند
م کنند بیان را آن به نوع هرکدام که دارد وجود کسری مشتق های برای متعددی تعریف های
از دقیق تعریف ی به عنوان م توان آن ها از که ٢ کاپوتو و ١ ریمان‐لیوویل تعاریف جمله از
مشتقات مدل آن براساس که کرده اند ارائه را مدل محققان اخیراً کرد. یاد کسری مشتق
این در جالب نتایج به منجر و م شود ارائه انطباق فرم با و جدید تعریف ی به صورت کسری

م گردد. زمینه
نسبیت سیستم های بررس به کسری مشتق کامل معرف ضمن که داریم قصد پایان نامه این در

بپردازیم. خاص پتانسیل های حضور در کسری مشتقات از استفاده با غیرنسبیت و

کسری. هماهنگ ،نوسانگر انطباق کسری مشتق کسری، مشتقات کلیدی: کلمات

1Riemann-Liouville
2Caputo

م





پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

1. ” On The Conformable Fractional Quantum Mechanics” accepted for publishing in J. Ko-

rean phys. Soc. (2017) .

2. ” Investigation of Dirac equation using conformable fractional derivative” , accepted for

publishing in J. Korean phys. Soc (2017).

س
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١ فصل
اولیه مفاهیم

کسری مشتق تاریخچه ١ . ١
از محققان اکثر اخیر، سال های تا که چرا نامید قدیم و جدید علم ی م توان را ١ کسری حساب
مدنظر خود تحقیقات در را علم این تازگ به دانشمندان اغلب و نبودند آگاه علم چنین وجود
در ٢ هوپیتال سال این در م باشد. میلادی ١۶٩۵ سال زاییده  حقیقت در علم این گرفته اند.

نزدی رابطه  ، پاس در ٣ لایب نیتز و شد باشد، n = ١٢ وقت dny
dtn معنای توجیه خواستار نامه ای

سری های نوشت:«اگرچه و کرد مطرح را واگرا نامتناه سری های و کسری مشتقات بین
توان های از استفاده به مجاز تنها واگرا سری های در دارند، باهم دوری رابطه  هندسه و واگرا
ادامه او نداشتیم.» را کسری توان های آن از استفاده تا به حال و هستیم منف و مثبت صحیح
از است ار آش پارادکس ی میدارد:«این اظهار باشد.»و م x

√
dx
x مساوی d

١٢x میدهد:«
[۴–١] داشت.» خواهد  مفیدی نتایج روزی که چیزی

کسری حسابان گسترش و بسط در سع زیادی ریاضیدانان موضوع این شدن مطرح از پس
١٨١٢ سال در ۵ لاپلاس و ١٧٣٠ سال در ۴ اویلر تحقیقات به م توان جمله این از که نمودند

1Fractional calculus
2Hopital
3Leibniz
4Euler
5Laplace



اولیه مفاهیم ٢
مرتبه از مشتق مبحث به را صفحه دو خود، کتاب در ، ۶ لاکروا ،١٨١٩ سال در کرد. اشاره
این و d

١٢
dx

١٢
y = Γ(a+١)

Γ(a+ ١٢ )
xa−

١٢ آنگاه باشد، y = xa اگر که داد نشان او داد. اختصاص دلخواه
ریمان بعدی تعاریف از حاصل نتایج با نتیجه این که d

١٢
dx

١٢
y = ٢√x

π که آورد به دست را نتیجه
مسائل در را کسری دیفرانسیل حساب کاربرد اولین ٧ ، آبل ،١٨٢٣ سال در دارد. مطابقت نیز

جسم اگر که قسم به است منحن ی تعیین مساله که ٨ ، همزمان مسائل (در فیزی
شروع نقطه از مستقل آن حرکت زمان بلغزد، آن روی اک اصط بدون جاذبه نیروی تاثیر تحت

[۵] نکرد. حل را مساله این که داد. ارائه باشد) حرکت
و کرد منتشر را حقیق ν با Dν یافته تعمیم رهای عمل نظریه ی ٩ ، لوران ،١٨٨۴ سال در
١٠ هوی ساید نیز ١٩٨٢ سال در شد. مواجه دلخواه مرتبه از مشتق گیری و انتگرال گیری با
جمانت ،١٩٣۶ سال در برد. کار به خود انتقال خط نظریه توسعه در را کسری مرتبه مشتقات
استفاده  کشسان خاصیت در کسری مرتبه مشتقات از و داد ادامه را هوی ساید انتقال نظریه ١١

[۶] کرد.
آن  کاربرد های و کسری مرتبه از انتگرال و دیفرانسیل کنفرانس اولین ، ١٢ راس ،١٩٧۴ سال در
در و١٩٨٩ و گلاس در ١٩٨۴ سال در زمینه این در کنفرانس سومین و دومین و کرد برگزار را
انتگرال و دیفرانسیل بر مقدمه ای کتاب راس و ١٣ کنت میلر ،١٩٩٣ سال در شد. برگزار توکیو
را خوبی مطالب کتاب این که رساندند چاپ به را کسری مرتبه ی از دیفرانسیل معادلات و
ارائه هستند، جذاب موضوع این بر مقدمه ای جستجوی در که ریاضیدانان و دانشمندان برای

م دهد.
معادلات حل کتاب این ]در

D
n
q + a١D

n−١
q + ...+ an−١D

١
q + anD

٠
]
x(t) = y(t) (١ . ١)

سال در هستند. ثابت ها ai و مثبت صحیح اعداد q و n که هنگام شده است. ارائه
و فراکتال ها بین ارتباط مورد در مطالعه به خود دکترای پایان نامه در ١۴ کولوانکر ،١٩٩٧
با کتابی ١۵ هیلفر سال٢٠٠٠، در پرداخت. کسری مرتبه از انتگرال و دیفرانسیل حساب
٩ بخش در و رسانید چاپ به را کسری مرتبه از انتگرال و دیفرانسیل از کاربردهایی عنوان

علم نشست اولین ،٢٠٠٣ سال در م پردازد. فیزی علم در موضوع این ویژه کاربردهای به
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٣ مقدمات
کنفرانس از بخش علم نشست این برگزارگردید. اگو شی در کسری حساب موضوعیت با
به کسری حساب مورد در قبل برگزارشده ی کنفرانس سه بود. مهندس طراح تکنی
نشست اما بودند، ریاض کنفرانس هایی حقیقت در و توجه داشته موضوع ریاض جنبه های
نشست این از پس برگزارگردید. علم این کاربردهای به بیشتر توجه هدف با اگو شی علم
آن کاربردهای و کسری دیفرانسیل زمینه در متعددی علم نشست های و کنفرانس ها ، علم
آن کاربردهای و کسری دیفرانسیل زمینه در کنفرانس به م توان میان این از که برگزارگردیده،
اشاره کرد. (٢٠٠۵) آیندهوون شهر در و هلند در علم نشست و (٢٠٠۴) فرانسه بوردو شهر در
تیم های اکنون هم و قراردارد خود مسیر ابتدای در کسری حساب کاربرد مورد در تحقیقات
با نوظهور شاخه این گسترش و بسط برای تحقیق و مطالعه مشغول دنیا در متفاوت کاری

[٧–٩] ادامه دارد. همچنان ٣١٠ساله قدمت

مقدمات ١ . ٢
برای ضروری ابزاری حرفه ای، فناوری اصل بخش ی عنوان به ، سنت انتگرال و مشتقات

ریاض رشته های از ی کسری حساب م باشد. مصنوع و طبیع سیستم های با کار و درک
کسری توان شیوه به معمول انتگرال و مشتق رهای عمل تعاریف از که بوده مطالعه مورد

م شود. نوشته
اصل در که آنچه برای کوچ نماد عنوان به را توان تحصیل، دوران ابتدای آموزه های بنابر
و درک قابل خود نوع در مفهوم این آموختیم. م باشد، عددی مقدار ی از رر م ضرب ی
گرفته  نظر در صحیح غیر مقادیر با توان هایی که وقت ، ریاض تعریف این اما بردن است؛ به کار
به را x٣ = x× x× x رابطه تواند م هرکس که حال در باشد. پیچیده کاملا م تواند شود،
این اما داشته باشد؛ را xπ یا x

٣۴ از درست درک که است کس کمتر ول کند، درک  وضوح
ماشین از استفاده با عمل تر به طور یا و بی نهایت سری های بسط طریق از م توان را عبارات

محاسبه کرد. حساب
م توان هم باز اما هستند، توان به نسبت   پیچیده تری تعاریف دارای مشتق و انتگرال اگرچه
با شد. متصور انتگرال یا و مشتق ر عمل برای را ساده ای نسبتا و درک قابل فیزی معان
را انتگرل گیری بار)عمل n) متناه تعداد تابع) پیوستگ محدودیت ها(مانند برخ پذیرش
اگر که است آن  م شود ایجاد او کنج ذهن ی در که سوال اما انجام داد، آسان به م توان

انجام داد؟ انتگرال گیری n م توان ونه چ نباشد، محدود صحیح اعداد به n
در اما داد، اختصاص  موضوع این به را خاص ریاض یا فیزی مفهوم نم توان نگاه، اولین در
م شود. حاصل ریاضیات سنت تعاریف همان از کسری محاسبات که داد خواهیم  نشان ادامه
میتاگ‐ تابع و گاما تابع از ابتدایی تعریف چند به لازم است کسری مشتق بحث به ورود از قبل

بررس به ادامه در و پرداخته ١۶ کسری مشتق و انتگرال تعریف به سپس …بپردازیم. لفلرو
16Fractional derivative



اولیه مفاهیم ۴
[١٠–١٢] پرداخت. خواهیم  کسری دیفرانسیل معادلات در رها عمل این کاربردهای

گاما تابع ١ . ٣
، طبیع اعداد برای که م دانیم دارد. فراوان اهمیت کسری مرتبه ی محاسبات در ١٧ گاما تابع

[١٣] م شود: تعریف زیر به صورت
n! = ١ × ٢ × ٣ × ۴ × ...× n =

n∏
j=١

j (١ . ٢)

اشاره کرد: زیر موارد به م توان فاکتوریل تابع ویژگ های از که
١! = ١ (١ . ٣)

n! = n(n− ١)! (۴ . ١)
کنیم: تعریف زیر به صورت Z صحیح اعداد مجموعه روی م توانیم را گاما تابع

Γ(z) = lim
n→∞

n!nz

z(z + ١)(z + ٢)...(z + n)
(۵ . ١)

ری دی به صورت م توانیم را تابع این همچنین م باشد. z ̸= ٣−,٢−,١−,٠, ... اینجا در که
کنیم: تعریف نیز

١
Γ(z)

= zeγz
∞∏
n=١

(١ +
z

n

)
e−

z
n (۶ . ١)

تعریف دو هر وسعت م کند. مشخص را اویلر ثابت که م باشد γ = ٠٫٠۵٧٧٢١ اینجا در که
زیر شده ارائه انتگرال Re(z) > ٠ موارد برای اما م کند. پیدا عمومیت Z صحیح اعداد روی

است: معتبر
Γ(z) =

∫ ∞

٠ tz−١e−tdt (١ . ٧)
داشت: خواهیم (١ . ٧) رابطه از انتگرال گیری با

Γ(z + ١) = zΓ(z) (١ . ٨)
(١ . ٨) رابطه دادن ادامه با داریم. را Γ(١) = ١ مستقیم انتگرال گیری با همچنین

داشت: خواهیم مختلف های Z برای
Γ(١ + n) = n! (١ . ٩)

17Gamma function



۵ میتاگ‐لفلر تابع
جبر چارچوب در همچنین باشد. نیز فاکتوریل تابع کننده توصیف م تواند گاما تابع این رو از

است: زیر به صورت z = −n برای گاما تابع معکوس کسری،
١

Γ(z)
= ٠ (١ . ١٠)

را جمله ای دو ضرایب تعریف م توانیم ما همچنین م باشد. n = ٠, ١,٢,٣,۴, ... اینجا در که
دهیم: گسترش زیر به صورت z

v

 =
z!

v! (z − v)!
=

Γ(١ + z)

Γ(١ + v)Γ(١ + z − v)
(١ . ١١)

م گیرد. قرار استفاده مورد زیاد بسیار که بنویسیم زیر ل به ش را گاما توابع م توانیم ادامه در
Γ(z)Γ(١ − z) =

π

sin(πz)
(١ . ١٢)

میتاگ‐لفلر تابع ۴ . ١
که م شود معرف زیر در شده ارائه سری توسط α > ٠ برای Eα نماد با ١٨ میتاگ‐لفلر تابع

است: معتبر فضا کل در
Eα(z) =

∞∑
n=٠

zn

Γ(αn+ ١) (١ . ١٣)
مشتق زمینه در تابع این بررس شد. میتاگ‐لفلر توسط ١٩٠٣ سال در تابع این ویژگ های
م توانیم تابع این خاص موارد از است. ریاضیات در نمائ تابع به شبیه اهمیت دارای کسری

کنیم: اشاره زیر موارد به
E٢(+z٢) = cosh z;E٢(−z٢) = cos z (١۴ . ١)

E ١٢

(
±z

١٢
)
= ez

[١ + erf
(
±z

١٢
)]

= ezerf
(
∓z

١٢
) (١۵ . ١)

م شود: تعریف زیر به صورت و دارد نام خطا تابع erf(z) اینجا در
erf(z) =

٢√
π

∫ z

٠ e−t٢dt (١۶ . ١)
م شود: داده زیر به صورت نیز میتاگ‐لفلر تابع یافته تعمیم فرم

Eα,β(z) =

∞∑
n=٠

zn

Γ(αn+ β)
(١ . ١٧)

داریم: خاص موارد برای همچنین

E١,٢(z) =
ez − ١

z
E٢,٢(z) =

sinh
(
z

١٢
)

z
١٢

(١ . ١٨)
18Mittag-Leffler



اولیه مفاهیم ۶

کسری انتگرال ۵ . ١
ادامه در و بیان را ١٩ کسری انتگرال که است لازم ابتدا کسری مشتق مبحث به ورود برای
استفاده کسری انتگرال ر عمل برای aI اختصاری علامت از ما کنیم. بررس را کسری مشتق

داشت: خواهیم صورت دراین م کنیم،
aIf(x) =

∫ x

a
f(ξ)dξ (١ . ١٩)

م شود. گرفته درنظر مشتق گیری عمل معکوس ر عمل عنوان به تابع ی از )انتگرال گیری
d

dx

)
(aI) f(x) = f(x) (١ . ٢٠)

م کنیم: ضرب هم در را انتگرال n ابتدا شروع برای
aI

nf(x) =

∫ xn

a

∫ xn−١

a
...

∫ x١

a
f(x٠)dx٠...dxn−١ (١ . ٢١)

رابطه به صورت ریمان‐لیوویل کسری انتگرال مجدد، انتگرال گیری کوش فرمول از استفاده با
م آید: به دست (١ . ٢٢)

aI
nf(x) =

١
(n− ١)!

∫ x

a
(x− ξ)n−١f(ξ)dξ (١ . ٢٢)

پس Γ(n + ١) = n! که م دانیم شود؛ تبدیل کسری حالت به م تواند به  آسان رابطه این
داشت: خواهیم

aI
α
+f(x) =

١
Γ(α)

∫ x

a
(x− ξ)α−١f(ξ)dξ (١ . ٢٣)

aI
α
−f(x) =

١
Γ(α)

∫ b

x
(ξ − x)α−١f(ξ)dξ (٢۴ . ١)

ثابتهای همچنین است. معتبر x < b برای (٢۴ . ١) رابطه و x > a برای (١ . ٢٣) رابطه اینجا در
دلخواه به صورت م توانند که م کنند تعیین را انتگرال گیری ناحیه پایین و بالا حدود b و a

موارد آنها به و دهیم تمییز هم از را رابطه دو این م توانیم ما هندس از نظر شوند. انتخاب
همان که ξ < x برای را انتگرال مقادیر ، ٢٠ چپ دست انتگرال وئیم. ب راست دست و چپ دست
ξ > x برای را انتگرال مقادیر ، ٢١ راست دست انتگرال و م کند بیان است x چپ سمت مقادیر
به انتگرال حقیق مقدار م دانیم که همانطور م کند. بیان را x راست سمت مقادیر همان که
استفاده متفاوت تعریف دو برای تفاوت این واق در است. وابسته b و a ثابت دو خاص انتخاب

19Fractional integral
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٧ کسری انتگرال
بود. خواهد توجه قابل کسری انتگرال ی برای شده

شده است. محاسبه مختلف توابع برای (١ . ٢٢) ریمان‐لیوویل کسری انتگرال ، جدول١ . ١ در

مختلف توابع برای ریمان‐لیوویل کسری انتگرال محاسبه :١ . ١ جدول
f(x) aI

α
+f(x) ریمان‐لیوویل کسری انتگرال

const c
Γ(α+١)(x− a)α a ∈ R;α > ٠

(x− a)β Γ(β+١)
Γ(α+β+١)(x− a)α+β a ∈ C;α > ٠; Re(β > −١)

eλx λ−αeλx a = −∞;α > ٠; Re(λ > ٠)

لیوویل کسری انتگرال ١ . ۵ . ١
م شود: تعریف زیر به صورت b = +∞ و a = −∞ برای لیوویل کسری انتگرال

LI
α
+f(x) =

١
Γ(α)

∫ x

−∞
(x− ξ)α−١f(ξ)dξ (٢۵ . ١)

LI
α
−f(x) =

١
Γ(α)

∫ +∞

x
(ξ − x)α−١f(ξ)dξ (٢۶ . ١)

ریمان کسری انتگرال ٢ . ۵ . ١
م شود: تعریف زیر به صورت b = ٠ و a = ٠ برای نیز ریمان کسری انتگرال

RI
α
+f(x) =

١
Γ(α)

∫ x

٠ (x− ξ)α−١f(ξ)dξ (١ . ٢٧)

RI
α
−f(x) =

١
Γ(α)

∫ ٠
x

(ξ − x)α−١f(ξ)dξ (١ . ٢٨)
f(x) = ekx خاص تابع برای را (١ . ٢٨) تا (٢۵ . ١) روابط کسری، انتگرال های از مثال عنوان به

م آوریم: به دست
LI

α
+e

kx = k−αekx k, x > ٠ (١ . ٢٩)

LI
α
−e

kx = (−k)−αekx k < ٠ (١ . ٣٠)

RI
α
+e

kx = k−αekx
(

١ − Γ(α, kx)

Γ(α)

)
x > ٠ (١ . ٣١)

RI
α
−e

kx = (−k)−αekx
(

١ − Γ(α, kx)

Γ(α)

)
x < ٠ (١ . ٣٢)

لیوویل کسری انتگرال تعریف از استفاده با همچنین است. ناکامل گاما تابع Γ(α, x) اینجا در
م رسد. صفر به پایین کران در k > ٠ برای ekx تابع



اولیه مفاهیم ٨

کسری مشتق ۶ . ١
کسری مرتبه مشتق معرف به اکنون ارائه شد. لیوویل و ریمان کسری انتگرال قبل بخش در

[١۶–١٣] داشت: خواهیم یریم ب Dα با برابر اختصار به را مشتق ر عمل اگر م پردازیم.
dα

dxα
= Dα (١ . ٣٣)

هستند. وابسته به هم صریحاً کسری مشتق گیری و کسری انتگرال گیری مفهوم که م دانیم
کنیم: تقسیم دونیم به را Dα کسری مشتق ر عمل م توانیم حقیقت این اثبات برای

Dα = DmDα−m =
dm

dxm
aI

m−α m ∈ N (٣۴ . ١)
است معن بدان (٣۴ . ١) رابطه یریم. ب نتیجه dα

dxα = I−α رابطه از م توانیم را (٣۴ . ١) رابطه
معمول استاندارد مشتق ی با انتگرال کسری ی به عنوان است ن مم کسری مشتق که

باشیم: داشته م توانیم رها عمل متوال کردن برعکس با همچنین شود. تفسیر
Dα = Dα−mDm = aI

m−α dm

dxm
m ∈ N (٣۵ . ١)

تجزیه کسری انتگرال ی و معمول استاندارد مشتق ی به کسری مشتق هم اینجا در
م دانیم م شود. منجر مختلف نتایج به (٣۵ . ١) و (٣۴ . ١) روابط تجزیه دو هر م شود.
کسری مشتق نیست. اینطور کسری انتگرال اما است ان م ر  عمل ی استاندارد مشتق که
است. ان غیرم ر عمل ی این که شده باشد، شناخته کسری انتگرال معکوس عنوان به باید
مشتق ٢٢ ریمان‐لیوویل، کسری مشتق به نام های را متفاوت کسری مشتق نوع سه ما اکنون

م دهیم. ارائه ٢٣ ف گرانولد‐لتنی کسری مشتق و کاپوتو کسری

ریمان‐لیوویل کسری مشتق ١ . ۶ . ١
تابع ی کسری مشتق  توانستند ریمان‐لیوویل انتگرال ر عمل از استفاده با لیوویل و ریمان

[١۵ ،١۴] [١٢] بیاورند: به دست α > ٠ حالت برای را

(Jαf)(x) =
١

Γ(α)

x∫
٠

(x− t)α−١f(t)dt α > ٠, x > ٠ (٣۶ . ١)

است: زیر به صورت ریمان‐لیوویل کسری مشتق

Dαf(x) = DmJm−αf(x) =
dm

dxm

 ١
Γ(m− α)

x∫
٠

(x− t)m−α−١f(t)dt
 (١ . ٣٧)

22Riemann-Liouville fractional derivative
23Grunwald-Letnikove



٩ کسری مشتق
این به Dn یعن n مرتبه مشتق برای همچنین م باشد. m − ١ < α < m;m ∈ N درآن که

که: داریم توجه نکته
DnJn = I; JnDn ̸= I n ∈ N (١ . ٣٨)

معکوس Dα ر دی عبارت به م باشد. α مرتبه از کسری مشتقات به تعمیم قابل رابطه این
: یعن م باشد. Jα راست) معکوس (نه چپ

DαJα = I; JαDα ̸= I (١ . ٣٩)
که: کنیم فرض م توانیم ریمان‐لیوویل کسری مشتق برای مثال عنوان به

آنگاه: باشد α = ١٢ و m = ١; f(t) = t اگر مثال١:

Dαf(x) =
d

dx

[ ١
Γ( ١٢)

∫ x

٠ (x− t)−
١٢ tdt

]
=

٢√x√
π

(۴١ . ٠)

آنگاه: باشد α = ١٢ و m = ١ ، f(t) = et اگر مثال٢:
Dαf(x) =

١
Γ( ١٢)

d

dx

∫ x

٠ (x− t)−
١٢ etdt = ١√

πx
+ exerf [

√
x] (۴١ . ١)

توابع ازجمله مختلف توابع برای ریمان‐لیوویل کسری مشتق ، جدول١ . ٢ در همچنین
شده است. محاسبه مثلثات

مختلف توابع برای ریمان‐لیوویل کسری مشتق محاسبه :١ . ٢ جدول
f(x) Dαf(x) ریمان‐لیوویل کسری مشتق
xβ−١ Γ(β)

Γ(β−α)
xβ−α−١ β > ٠

eλx (x)−αE١,١−α(λx)

xβ−١eλx Γ(β)
Γ(β−α)

xβ−α−١١F١(β; β − α;λx)

xβ−١Eµ,β(λx
µ) xβ−α−١Eµ,β−α(λx

µ) β, µ > ٠
xβ−١٢F١(µ, ν; β;λx) Γ(β)

Γ(β−α)
xβ−α+١٢F١(µ, ν; β − α;λx) β > ٠

cos(λx) x−αE ١٢ ,١−α(−λ٢x٢)
sin(λx) x١−αλE ١٢ ,٢−α(−λ٢x٢)

گرانوالد‐لتنی کسری مشتق ٢ . ۶ . ١
به دست تابع ی از رر م انتگرال گیری ایده با ریمان‐لیوویل فرمول های اینکه به توجه با
که است مشتق فرمول آوردن به دست برای مشابه دیدگاه نیز رر م مشتق گیری ایده م آید،



اولیه مفاهیم ١٠
برای بودند. ایده این پیشتازان از ف لتنی و گرانوالد کرد. جلب را ریاضیدانان از برخ توجه
[١۴–١٢] م کنیم. شروع اول مرتبه مشتق تعریف از کسری، مشتق برای تعریف آوردن به دست

f ′(x) = lim
h→٠

f(x+ h)− f(x)

h
(۴١ . ٢)

داشت: خواهیم  را (۴١ . ٣) رابطه دوباره مشتق گیری با

f ′′(x) = lim
h→٠

f ′(x+h)−f ′(x)
h = lim

h٠→١
lim

h٠→٢
f(x+h٢+h١)−f(x+h١)

h٢ − lim
h٠→٢

f(x+h٢)−f(x)

h٢
h١

(۴١ . ٣)

داریم: باشد، h = h١ = h٢ اگر که
f ′′(x) = lim

h→٠
f(x+ ٢h)− ٢f(x+ h) + f(x)

h٢ (۴۴ . ١)
آورد: به دست رر م مشتقات برای را زیر رابطه ی م توان روند این ادامه با و

Dnf(x) = lim
h→٠

١
hn

n∑
m=٠

(−١)m
 n

m

 f(x+mh) n ∈ N (۴۵ . ١)

به جای
 n

m

 آنکه شرط به استفاده کرد نیز n غیرصحیح مقادیر برای م توان را عبارات این
مشتق بنابراین شود. تعریف گاما تابع از استفاده با فاکتوریل، تابع طریق از شدن تعریف

کرد: تعریف زیر به صورت م توان را کسری

Dαf(x) = lim
h→٠

١
hα

x−a
h∑

m=٠
(−١)m Γ(α+ ١)

m!Γ(α−m+ ١)f(x−mh) (۴۶ . ١)

خصوصیت این x−a
h عبارت و میل کند بی نهایت به باید فوق رابطه در ، جم حاصل بالای کران

کسری مشتق تعریف در کسری انتگرال گیری برای ریمان‐لیوویل فرمول که همانطور دارد. را
انتگرال گیری برای م توان نیز را ف گرانوالد‐لتنی مشتق فرمول قرارگرفت، استفاده مورد نیز
انتگرال گیری، در فرمول این از استفاده برای تغییر ساده ترین داد. قرار استفاده مورد کسری
(۴۶ . ١) رابطه در که

 −α

m

 عبارت باید حالت این در م باشد. α < ٠ برای آن از استفاده
کنیم. تعریف گاما تابع از استفاده با را م آید به وجود −α

m

 = (−١)mΓ(α+m)

m!Γ(α)
(۴١ . ٧)

شد. خواهد حاصل زیر به فرم ف گرانوالد‐لتنی فرمول توسط کسری مشتق بنابراین

Dαf(x) = lim
h→٠h

α

x−a
h∑

m=٠
Γ(α+m)

m!Γ(α)
f(x−mh) (۴١ . ٨)



١١ کسری مشتق

کاپوتو کسری مشتق ٣ . ۶ . ١
تعریف زیر ل به ش f(x) تابع ٢۴ کاپوتو کسری مشتقات صورت این در ، m ∈ N فرض کنید

م شود:
(۴١ . ٩)

Dα
∗ f(x) =


Jm−αDmf(x) =

[
١

Γ(m−α)

x∫
٠ (x− t)m−α−١f (m)(t)dt

]
m− ١ < α < m

dmf(x)
dxm α = m

داشته باشیم. را زیر روابط م توانیم کاپوتو کسری مشتق تعریف به توجه با
در این صورت: ، f ∈ Cm

µ ، m ≥ −١ و m ∈ N,m− ١ < α < m اگر
Dα

∗ J
αf(x) = f(x) (۵١ . ٠)

JαDα
∗ f(x) = f(x)−

m−١∑
k=٠

f (k)(٠+)xk
k!

x > ٠ (۵١ . ١)
کنیم: اثبات زیر به صورت Jα و Dα

∗ تعریف بنابر م توان را (۵١ . ١) رابطه
JαDα

∗ f(x) = JαJm−αDmf(x) = ١
Γ(m)

x∫
٠ (x− t)m−١f (m)(t)dt

= f (m)(t)
(m−١)!

x∫
٠ (x− t)m−١dt = f (m)(٠)(x−t)m

(m−١)!m
∣∣∣٠
x
= f (m)(٠)

m! xm
(۵١ . ٢)

است: زیر به صورت f(x) تابع ٢۵ لوران م بسط طرف از
f(x) =

m−١∑
k=٠

f (k)(٠)xk
k!

+
f (m)(٠)

m!
xm (۵١ . ٣)

خواهیم داشت: (۵١ . ٣) رابطه ی در (۵١ . ٢) رابطه ذاری جای با حال
JαDα

∗ f(x) = f(x)−
m−١∑
k=٠

f (k)(٠)xk
k!

(۵۴ . ١)
م کنیم: بیان آن را نتایج و زیر قضیه ریمان‐لیوویل، و کاپوتو تعریف دو با مقایسه در حال

صورت: این در ، m− ١ < α < m ، m ∈ N و α ∈ R ، x > ٠ اگر قضیه:
Dα

∗ f(x) = Dαf(x)−
m−١∑
k=٠

xk−α

Γ(k − α+ ١)f (k)(٠) (۵۵ . ١)
اثبات زیر به صورت صفر نقطه ی حول f(x) تابع ٢۶ تیلور بسط طبق قضیه این اثبات:

م شود.
f(x) = f(٠) + xf ′(٠) + x٢

٢! f ′′(٠) + x٣
٣! f ′′′(٠) + ...+ f (n−١)(٠) +Rm−١

=
m−١∑
k=٠

xk

Γ(k+١)f (k)(٠) +Rm−١
(۵۶ . ١)

24Caputo fractional derivative
25Mac Laurin series
26Taylor series



اولیه مفاهیم ١٢
داریم: (۵١ . ٢) رابطه بنابر

Rm−١ =

x∫
٠

f (m)(τ)(x− τ)m−١
(m− ١)! dτ =

١
Γ(m)

x∫
٠

f (m)(τ)(x− τ)m−١dτ = Jmf (m)(x) (۵١ . ٧)

کسری مشتق فرمول ریمان‐لیوویل، کسری مشتق ر عمل بودن خط خاصیت بنابر حال
م آوریم: به دست مختلف توان توابع برای را ریمان‐لیوویل

Dαf(x) = Dα

(
m−١∑
k=٠

xk

Γ(k+١)f (k)(٠) +Rm−١
)

=
m−١∑
k=٠

Dαxk

Γ(k+١)f (k)(٠) +DαRm−١

=
m−١∑
k=٠

Γ(k+١)
Γ(k−α+١) xk−α

Γ(k+١)f (k)(٠) +DαJmf (m)(x)

=
m−١∑
k=٠

xk−α

Γ(k−α+١)f (k)(٠) + Jm−αf (m)(x)

=
m−١∑
k=٠

xk−α

Γ(k−α+١)f (k)(٠) +Dα
∗ f(x)

(۵١ . ٨)

که: است معن بدان این و

Dα
∗ f(x) = Dαf(x)−

m−١∑
k=٠

xk−α

Γ(k − α+ ١)f (k)(٠) (۵١ . ٩)

داریم: لیوویل ریمان و کاپوتو تعریف دو با مقایسه در :١ نتیجه 

Dα
∗ f(x) = Dα

f(x)−
m−١∑
k=٠

f (k)(٠+)xk
k!

 Dα
∗ ١ ≡ ٠;α > ٠ (۶١ . ٠)

توان توابع ریمان‐لیوویل کسری مشتق ، (۵۵ . ١) رابطه به توجه با نتیجه این اثبات برای
را (۶١ . ١) رابطه ریمان‐لیویل کسری مشتق ر عمل بودن خط خاصیت همچنین و مختلف

خواهیم داشت:
Dα

∗ f(x) = Dαf(x)−
m−١∑
k=٠

xk−α

Γ(k−α+١)f (k)(٠)
= Dαf(x)−

m−١∑
k=٠

Dαxk

Γ(k+١)f (k)(٠)
= Dα(f(x)−

m−١∑
k=٠

xk

Γ(k+١)f (k)(٠))
(۶١ . ١)

داریم: ، x > ٠,m− ١ < α < m هر برای کل طور به :٢ نتیجه 
Dαf(x) = DmJm−αf(x) ̸= Jm−αDmf(x) = Dα

∗ f(x) (۶١ . ٢)
م باشد توان توابع کسری، جبری دیفرانسیل معادلات حل بحث در توابع پرکاربرد ترین از ی

م کند. تعریف توابع این برای را کسری مشتق زیر قضیه که



١٣ کسری مشتق
م کند. صدق زیر رابطه در توان توابع برای کاپوتو کسری مشتق :١ قضیه

Dα
∗ t

p =


Γ(p+١)

Γ(p−α+١) tp−α = Dαtp m− ١ ≺ α ≺ m; p ≻ m− ١; p ∈

٠ m− ١ ≺ α ≺ m; p ≤ m− ١; p ∈
(۶١ . ٣)

م پردازیم: کاپوتو کسری مشتق برای مثال ذکر به اکنون
آنگاه: باشد α = ١٢ و m = ١ ، f(t) = t اگر مثال١:

Dα
∗ f(x) =

١
Γ( ١٢)

∫ x

٠ (x− t)−
١٢ f ′(t)dt =

٢√x√
π

(۶۴ . ١)

آنگاه: باشد α = ١٢ و m = ١ ، f(t) = et اگر مثال٢:

Dα
∗ f(x) =

١
Γ( ١٢)

∫ x

٠ (x− t)−
١٢ f ′(t)dt =

٢√x√
π

+ exerf [
√
x] (۶۵ . ١)

شده است. محاسبه مختلف توابع برای کاپوتو کسری مشتق ، جدول١ . ٣ در

مختلف توابع برای کاپوتو کسری مشتق محاسبه :١ . ٣ جدول
f(x) Dα

∗ f(x) کاپوتو کسری مشتق
const ٠
xp


Γ(p+١)

Γ(p−α+١)xp−α = Dαtp n− ١ < α < n; p > n− ١; p ∈ R

٠ n− ١ < α < n; p ≤ n− ١; p ∈ N

eλx
∞∑
k=٠

λk+nxk+n−α

Γ(k+١+n−α)
= λnxn−αE١,n−α+١(λx)

sin(λx) − ١٢i(iλ)nxn−α
(
E١,n−α+١(iλx)− (−١)nE١,n−α+١(−iλx)

)
cos(λx) ١٢(iλ)nxn−α

(
E١,n−α+١(iλx) + (−١)nE١,n−α+١(−iλx)

)

آمده است. جدول١ . ۴ در مختلف های α با توابع برخ برای کاپوتو کسری مشتق عددی حل
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مختلف توابع برای کاپوتو کسری مشتق محاسبه :۴ . ١ جدول
Dα

∗ f(x) D
١٢
∗ f(x) D

١٢
∗ D

١٢
∗ f(x) D

١٢
∗ D

١٢
∗ D

١٢
∗ f(x) D

١٢
∗ D

١٢
∗ D

١٢
∗ D

١٢
∗ f(x)

const ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
x ١

Γ(٢−α)
x١−α ١٫١٢٨۴x ١٢ ١ ٠ ٠

x٢ ٢
Γ(٣−α)

x٢−α ١٫۵٠۴۵x ٣٢ ٢t ٢٫٢۵۶٨x ١٢ ٢
x٣ ۶

Γ(۴−α)
x٣−α ١٫٨٠۵۴x ۵٢ ٣t٢ ۴٫۵١٣۵x ٣٢ ۶t

x۴ ٢۴
Γ(۵−α)

x۴−α ٢٫٠۶٣٣x ٧٢ ۴x٣ ٧٫٢٢١۶x ۵٢ ١٢x٢

x۵ ١٢٠
Γ(۶−α)

x۵−α ٢٫٢٩٢۶x ٩٢ ۵x۴ ١٠٫٣١۶۶x ٧٢ ٢٠x٣

x
١٢

√
π

٢Γ( ٣٢−α)
x

١٢−α ٠٫٨٨۶٢ ٠ ٠ ٠
x

٣٢ ١٫٣٢٩٢x ١٫۵x ١٢ ١٫٣٢٩٣ ٠ ٠
ex xn−αE١,n−α+١(x) x

١٢E١, ٣٢ (x) ex x
١٢E١, ٣٢ (x) ex

که شده اند معرف مختلف تابع چهار اول ستون در ، جدول١ . ۵ در مقایسه، برای همچنین
سوم ستون در ریمان‐لیوویل کسری مشتق و دوم ستون در کاپوتو کسری مشتق آن ها برای

شده است. محاسبه

ریمان‐لیوویل کسری مشتق و کاپوتو کسری مشتق مقایسه :۵ . ١ جدول
f(x) Dα

∗ f(x) کاپوتو کسری مشتق Dαf(x) ریمان‐لیوول کسری مشتق
١ ٠ ١√

πx

x ٢√x√
π

٢√x√
π

x٢ ٨x ٣٢
٣√π

۴√x√
π

ex ٢√x√
π
+ exerf [

√
x] ١√

πx
+ exerf [

√
x]

لاپلاس تبدیلات ١ . ٧
معرف را م آید حساب به ریاضیات در مهم ابزار عنوان به که لاپلاس تبدیلات بخش این در

لاپلاس، تبدیلات به وسیله آن کسری نوع جمله از معادلات دیفرانسیل حل مسیر در م کنیم.
م توان جبری معادلات حل با سپس و شده تبدیل جبری معادلات به کسری معادله دیفرانسیل

معرف به قسمت این در آورد. به دست معکوس لاپلاس تبدیل از استفاده با را مجهول معادلات
[١٢] م پردازیم. لاپلاس تبدیلات در موجود روابط و



١۵ لاپلاس تبدیلات

لاپلاس ر عمل ١ . ٧ . ١
برای لاپلاس تبدیل دراین صورت شده باشد، تعریف ٠ < x < ∞ برای f(x) تابع کنید فرض

است: تعریف قابل زیر به صورت کند، متناه را زیر انتگرال که s از مقادیری
F (s) = L [f(x)] =

∫ ∞

٠ f(x)e−sxdx (۶۶ . ١)
م توانیم را فوق انتگرال که داشته باشید توجه باشد. مختلط یا حقیق متغیر ی م تواند s که

بنویسیم: هم زیر ل ∫به ش ∞

٠ f(x)e−sxdx = lim
b→∞

∫ b

٠ f(x)e−sxdx (۶١ . ٧)
قسمت این در م گیرد، قرار استفاده مورد فصل این در که مهم لاپلاس تبدیلات از برخ

م شود. معرف
داریم: L [g(x)] = G(s) و L [f(x)] = F (s) برای

L[f(x) + g(x)] = F (s) +G(s)

L[xβ] = Γ(β+١)
sβ+١ β > −١

L[f (n)(x)] = snF (s)− sn−١f(٠)− sn−٢f ′(٠)− ...− f (n−١)(٠)
L[xnf(x)] = (−١)nF (n)(s)

L[
∫ x٠ f(x)dx] = F (s)

s

L[
∫ x٠ f(x− t)g(t)dt] = F (s)G(s)

(۶١ . ٨)

کسری مرتبه انتگرال و مشتق لاپلاس تبدیل ١ . ٧ . ٢
م آید: به دست زیر رابطه از α > ٠ مرتبه از ریمان‐لیوویل کسری انتگرال لاپلاس تبدیل

L[Iαf(x)] =
F (s)

sα
(۶١ . ٩)

اثبات زیر به صورت α > ٠ مرتبه از ریمان‐لیوویل کسری انتگرال از استفاده با رابطه این
م شود:

L[Iαf(x)] = L
[ ١
Γ(α)

∫ x٠ (x− t)α−١f(t)dt
]
= L

[ ١
Γ(α)

∫ x٠ g(x− t)f(t)dt
]

= ١
Γ(α)L[f ∗ g] = ١

Γ(α)F (s)G(s)
(١ . ٧٠)

بنابراین م باشد. g(x) = xα−١ اینجا در که
G(s) = L

[
xα−١] = Γ(α)

sα
(١ . ٧١)

م شود. ثابت (۶١ . ٩) رابطه (١ . ٧٠) در (١ . ٧١) ذاری جای با



اولیه مفاهیم ١۶
m−١ < ، m ∈ N برای را ریمان‐لیوویل کسری مشتق لاپلاس تبدیل م توانیم همچنین

آوریم: به دست زیر رابطه از α ≤ m

L[Dαf(t)] = sαF (s)−
m−١∑
k=٠

sk[Dα−k−١f(٠)] (١ . ٧٢)
به دست زیر به صورت ریمان‐لیوویل کسری مشتق رابطه از م توانیم را تعریف این اثبات

بیاوریم:
L[Dαf(t)] = L

[
dm

dtm
Im−αf(t)

]
(١ . ٧٣)

داریم: m صحیح مرتبه مشتق لاپلاس تبدیل فرمول بنابر حال
L[Dαf(x)] = smL[Im−αf(x)]−

m−١∑
k=٠

sk dm−k−١
dtm−k−١ Im−αf(٠)

= smF (s)
sm−α −

m−١∑
k=٠

skDα−k−١f(٠) =sαF (s)−
m−١∑
k=٠

sk[Dα−k−١f(٠)]
(٧۴ . ١)

م شود. ثابت رابطه لذا
رابطه در m− ١ < α ≤ m ، m ∈ N برای نیز کاپوتو کسری مشتق لاپلاس تبدیل همچنین

م کند: صدق زیر
L[Dα

∗ f(x)] = sαF (s)−
m−١∑
k=٠

sα−k−١f (k)(٠) (٧۵ . ١)
داریم: α > ٠ مرتبه از کاپوتو کسری مشتقات ر عمل تعریف بنابر نیز رابطه این اثبات برای

Dα
∗ f(x) = Im−αf (m)(x) (٧۶ . ١)

بنابراین: م گیریم، نظر در را g(x) = Dmf(x) اینجا در
Dα

∗ f(x) = Im−αg(x) (١ . ٧٧)
به صورت: g(x) تابع برای m− α مرتبه از کسری انتگرال لاپلاس ر عمل بنابر

L[Dα
∗ f(x)] = L[Im−αg(x)] = s−(m−α)G(s) (١ . ٧٨)

m صحیح مرتبه مشتق لاپلاس تبدیل فرمول از استفاده با . G(s) = L[g(x)] که م باشد
داریم:

G(s) = smF (s)−
m−١∑
k=٠

sm−k−١f (k)(٠) (١ . ٧٩)
داریم: (١ . ٧٨) در (١ . ٧٩) ذاری جای با بنابراین

(١ . ٨٠)
L[Dα

∗ f(x)] = s−(m−α)(smF (s)−
m−١∑
k=٠

sm−k−١f (k)(٠)) = sαF (s)−
m−١∑
k=٠

sα−k−١f (k)(٠)



١٧ لاپلاس تبدیلات
بنابراین:

L[Dα
∗ f(x)] =

smF (s)− sm−١f(٠)− sm−٢f ′(٠)− ...− f (m−١)(٠)
sm−α

(١ . ٨١)

معکوس لاپلاس ر عمل ١ . ٧ . ٣
م شود: تعریف زیر به صورت و نامیده F (s) معکوس لاپلاس تبدیل ، f(x) تابع

f(x) = L−١[F (s)] =
١

٢πi lim
T→∞

∫ σ+iT

σ−iT
esxF (s)ds (١ . ٨٢)

به اینجا در م شود. تعریف s ≥ σ حقیق قسمت برای F (s) و است بزرگ کاف اندازه به σ که
م پردازیم: لاپلاس تبدیل طریق از f(x) یافتن برای تعریف چند معرف

معرف زیر ل به ش را معکوس لاپلاس تبدیل فرمول sα > |a| و α, β > ٠ ، a ∈ R برای
کنیم:

L−١
[
sα−β

sα + a

]
= xβ−١Eα,β(−axα) (١ . ٨٣)

داریم: را (٨۴ . ١) رابطه sα−β > |a| و α ≥ β > ٠ ، a ∈ R برای همچنین

L−١
[ ١
(sα + asβ)

n+١
]
= xα(n+١)−١ ∞∑

k=٠

(−a)k

 n+ k

k


Γ(k(α− β) + (n+ ١)α)xk(α−β) (٨۴ . ١)

م پردازیم. لاپلاس روش به کسری معادلات دیفرانسیل حل از مثال ارائه به حال
یرید: ب درنظر را زیر ن ناهم اولیه مقدار مساله مثال: D٢

∗y(x) +D
٣٢
∗ y(x) + y(x) = ١ + x

y(٠) = y′(٠) = ١ (٨۵ . ١)

داریم: بنابراین م گیریم، لاپلاس عمل معادله طرفین از ، L[y(x)] = F (s) اینکه فرض با
L

[
D٢

∗y(x) +D
٣٢
∗ y(x) + y(x)

]
= [١ + x]

s٢F (s)− sy(٠)− y′(٠) + s٢F (s)−sy(٠)−y′(٠)
s

١٢
+ F (s) = ١

s +
١
s٢

s٢F (s)− s− ١ + s٢F (s)−s−١
s

١٢
+ F (s) = ١

s +
١
s٢

F (s)
(
s٢ + s

٣٢ + ١) =
(١
s +

١
s٢
)(

s٢ + s
٣٢ + ١)

F (s) = ١
s +

١
s٢

(٨۶ . ١)

داریم: F (s) = ١
s +

١
s٢ رابطه طرفین از معکوس لاپلاس گرفتن با حال

y(x) = ١ + x (١ . ٨٧)
تبدیلات از آن در که م پردازیم کلاسی انی م در کسری مشتق کاربرد بیان به بعد فصل در

شده است. استفاده دیفرانسیل معادلات حل برای لاپلاس





٢ فصل
انی م در کسری مشتق های کاربرد

کلاسی

وزیته ویس از ناش مقاوم نیروی حضور در ذره حرکت ٢ . ١
سیال

سیال وزیته ویس از ناش مقاوم نیروی حضور در ذره ی دینامی بررس هدف بخش این در
ابتدا م شود. انرژی رفتن هدر باعث که دارد را اتلاف نیروی نقش مقاوم نیروی این م باشد.
[١٧] م گیریم. نظر در را سیال وزیته ویس از ناش مقاوم نیروی حضور در ذره ی افق حرکت

م شود: گرفته درنظر زیر ل ش به کسری نیروی
Fα = −CDα

t x(t) ٠ < α < ١ (٢ . ١)
م سازد: مقدر ما برای را ذره حرکت معادله نیوتن، معادله اینجا در

mD٢
t x(t) = −CDα

t x(t) (٢ . ٢)
است: زیر به صورت اینجا در اولیه شرایط که

x′(٠) = V٠ x(٠) = ٠ (٢ . ٣)



کلاسی انی م در کسری مشتق های کاربرد ٢٠
بنابراین: ، F (s) = L[x(t)] که م دانیم ما ر دی عبارت به

L[mD٢
t x(t)] = −L[CDα

t x(t)] (۴ . ٢)
داشت: خواهیم زیر به صورت را (۴ . ٢) معادله (١ . ٨١) معادله به توجه با

m{s٢F (s)− sx(٠)− x′(٠)} = −C{sαF (s)− sα−١x(٠)} (۵ . ٢)
: (٢ . ٣) رابطه به توجه با

m{s٢F (s)− V٠} = −CsαF (s) (۶ . ٢)
آن در که

F (s) =
mV٠

ms٢ + Csα
(٢ . ٧)

ر دی عبارت به
x(t) = L−١[F (s)] = V٠L−١

[ ١
s٢ + C

msα

]
(٢ . ٨)

: (١ . ٨٣) و (٢ . ٨) معادله مقایسه با
α′ = ٢ − α β′ = ٢ a =

C

m
(٢ . ٩)

بنابراین
x(t) = V٠tE٢−α,٢

(
−C

m t٢−α
)

= V٠t
{

١
Γ(٢) +

− C
m
t٢−α

Γ(۴−α)
+

(− C
m
t٢−α)

٢
Γ(۶−٢α) +

(− C
m
t٢−α)

٣
Γ(٣−٨α) + ...

} (٢ . ١٠)

بنویسیم: زیر به صورت را سرعت م توانیم بالا رابطه از استفاده با
V (t) = ١

mV٠t−α
(
mtαE٢−α,٢

(
−C

m t٢−α
)
− Ct٢

(
E٢−α,٣−α

(
−C

m t٢−α
)

.− E٢−α,۴−α

(
−C

m t٢−α
))) (٢ . ١١)

م شود: نوشته (٢ . ١٢) رابطه به صورت نیز شتاب همچنین
(٢ . ١٢)

a(t) = ١
m٢Ct٢−١α (V٠Ct٢E٢−α,۴−٢α

(
−C

m t٢−α
)
+
(٣ + α

) (
Ct٢E٢−α,۵−٢α

(
−C

m t٢−α
)

−Ct٢E٢−α,۶−٢α
(
−C

m t٢−α
)
+ mtα

(
E٢−α,٣−α

(
−C

m t٢−α
)
− E٢−α,۴−α

(
−C

m t٢−α
))))

(٢ . ١٠) رابطه در و فرام خوانیم را (٢ . ٩) و (١ . ١٧) معادلات ، α = ١٢ برای خاص: موارد
م کنیم: ذاری جای

(٢ . ١٣)
x(t) = V٠tE ٣٢ ,٢

(
−C

m
t

٣٢
)

= V٠t

 ١
Γ(٢) +

−C
m t

٣٢

Γ
(٧٢
) +

(
−C

m t
٣٢
)٢

Γ(۵) +

(
−C

m t
٣٢
)٣

Γ
(١٣٢

) + ...





٢١ کسری مقاوم نیروی با محیط ی در ذره ی قائم راستای در حرکت
V (t) =

١
m
V٠
(
mE ٣٢ ,٢

(
−C

m
t

٣٢
)
− Ct

٣٢
(
E ٣٢ , ۵٢

(
−C

m
t

٣٢
)
− E ٣٢ , ٧٢

(
−C

m
t

٣٢
)))

(١۴ . ٢)
(١۵ . ٢)

a(t) = ١٢m٢C
√
tV٠
(
−۵mE ٣٢ , ۵٢

(
−C

m t
٣٢
)
+ ٢Ct

٣٢E ٣٢ ,٣
(
−C

m t
٣٢
)
+ ۵mE ٣٢ , ٧٢

(
−C

m t
٣٢
)

−۵Ct
٣٢E ٣٢ ,۴

(
−C

m t
٣٢
)
+ ۵Ct

٣٢E ٣٢ ,۵
(
−C

m t
٣٢
))

این رو: از
به: م شود منجر (٢ . ١٠) رابطه C = ٠ برای

x(t) = V٠t (١۶ . ٢)
به: م شود منجر (٢ . ١٠) رابطه α = ١ برای

x(t) = V٠tE١,٢(−
C

m
t) (٢ . ١٧)

با محیط ی در ذره ی قائم راستای در حرکت ٢ . ٢
کسری مقاوم نیروی

آن در که گیریم م نظر در را کسری مقاوم نیروی ی حضور در قائم راستای در حرکت اکنون
گرانش میدان ی در را ذره اینجا در دارد. وجود کسری سرعت با متناسب بازگشت نیروی

م گیریم. درنظر است حرکت در V (٠) = ٠ صفر اولیه سرعت با پایین سمت به که نواخت ی
است: زیر به صورت حرکت معادله

mD٢
t y(t) = mg − CDα

t y(t) ٠ < α ≤ ١ (٢ . ١٨)
دارد: را زیر اولیه شرایط رابطه این که

y(٠) = y٠ y′(٠) = ٠ (٢ . ١٩)
داشت: خواهیم  (٢ . ١٨) معادله دوطرف لاپلاس تبدیل به توجه با

m[s٢F (s)− sy(٠)− y′(٠)] = mg

s
− C

[
sF (s)− y(٠)

s١−α

]
(٢ . ٢٠)

داشت: خواهیم  ، f(s) به توجه با و (٢ . ٢٠) معادله حل با
F (s) =

g[
s٣ + C

msα+١] + y٠[
s+ C

msα−١] + C
my٠[

s٣−α + C
ms
] (٢ . ٢١)

بنویسیم: م توانیم بالا معادلات به توجه با پس
g

[s٣+ C
m
sα+١]

β′ = ٣;α′ = ٢ − α
;


y٠

[s+ C
m
sα−١]

β′ = ١;α′ = ٢ − α
;


C
m
y٠

[s٣−α+ C
m
s]

β′ = ٣ − α;α′ = ٢ − α
(٢ . ٢٢)



کلاسی انی م در کسری مشتق های کاربرد ٢٢
داشت: خواهیم  ما y(t) = L−١[F (s)] لاپلاس معکوس تبدیل از استفاده با

(٢ . ٢٣)
y(t) = y٠E٢−α,١

(
−C

m
t٢−α

)
+ gt٢E٢−α,٣

(
−C

m
t٢−α

)
+

C

m
y٠t٢−αE٢−α,٣−α

(
−C

m
t٢−α

)
: α = ١ خاص مورد برای

y(t) = y٠E١,١
(
−C

m
t

)
+ gt٢E١,٣

(
−C

m
t

)
+

C

m
y٠tE٢−α,٣−α

(
−C

m
t

)
(٢۴ . ٢)

داشت: خواهیم  ادامه در

y(t) = y٠ + ١
٢!gt٢ +

١
٣!
(
−C

m

)
gt٣ +

١
۴!
(
C

m

)٢
gt۴ + ... (٢۵ . ٢)

: C → ٠ ازای به
y(t) = y٠ + ١

٢!gt٢ (٢۶ . ٢)
داشت: خواهیم  α = ١٢ برای پس

y(t) = y٠E ٣٢ ,١
(
−C

m
t

٣٢
)
+ gt٢E ٣٢ ,٣

(
−C

m
t

٣٢
)
+

C

m
y٠t ٣٢E ٣٢ , ۵٢

(
−C

m
t

٣٢
)

(٢ . ٢٧)
بنویسیم: م توانیم سادگ برای همچنین

y(t) = y٠ ١
Γ(١) + gt٢

 ١
Γ(٣) +

−C
m t

٣٢

Γ
(٩٢
) +

C٢
m٢ t٣
Γ(۶) + ...

 (٢ . ٢٨)

داریم: است Γ(٣) = ٢! اینکه به توجه با

y(t) = y٠ + ١
٢gt٢ +

C
mgt

٧٢

Γ
(٩٢
) + ... (٢ . ٢٩)

کسری مقاوم نیروی گرفتن نظر در با پرتابه ی حرکت ٢ . ٣
نیروی آن در که م گیریم نظر در متوسط مقاومت ی در را ١ پرتابه ی حرکت اینجا در

داشت: خواهیم را زیر روابط صورت این در دارد. وجود کسری سرعت با متناسب بازگشت
mD٢

t x(t) = −CDα
t x(t) mD٢

t y(t) = −mg − CDα
t y(t) ٠ < α < ١ (٢ . ٣٠)

دارند: را زیر اولیه شرایط روابط این
x(٠) = ٠ y(٠) = ٠ x′(٠) = V٠ cos θ y′(٠) = V٠ sin θ (٢ . ٣١)

1Projectile



٢٣ کسری مقاوم نیروی گرفتن نظر در با پرتابه ی حرکت
داشت: خواهیم (٢ . ٣٠) معادله طرف دو برای لاپلاس تبدیلات اعمال با

F (s) =
V٠ cos θ

ms٢ + Csα
(٢ . ٣٢)

G(s) = − mg

ms٣ + Csα+١ +
V٠ sin θ

ms٢ + Csα
(٢ . ٣٣)

تابع و لاپلاس تبدیلات از استفاده با هستند. y(t) و x(t) لاپلاس تبدیلات G(s) و F (s) که
داشت: خواهیم میتاگ‐لفلر

x(t) = V٠ cos θtE٢−α,٢
(
−C

m
t٢−α

)
(٣۴ . ٢)

y(t) = −gt٢E٢−α,٣
(
−C

m
t٢−α

)
+ V٠ sin θtE٢−α,٢

(
−C

m
t٢−α

)
(٣۵ . ٢)

شده رسم α = ١ و α = ٠٫۵ ، α = ٠٫٢ حالت برای t برحسب x(t) نمودار ، ل٢ . ١ ش در
است:

α = ١ و α = ٠٫۵ ، α = ٠٫٢ حالت های برای t برحسب x(t) نمودار :٢ . ١ ل ش

t = ١٢٫۵ زمان در پرتابه برد است، α = ٠٫٢ که هنگام م کنید، ملاحظه که همانطور
پیدا افزایش دو هر زمان و پرتابه برد α = ١ و α = ٠٫۵ به ، α افزایش با ول م شود ط ثانیه

م کنند.
شده رسم C = ٠٫٩ و C = ٠٫۵ ، C = ٠٫٠ حالت برای t برحسب x(t) نمودار ، ل٢ . ٢ ش در

است:



کلاسی انی م در کسری مشتق های کاربرد ٢۴

C = ٠٫٩ و C = ٠٫۵ ، C = ٠٫٠ حالت های برای t برحسب x(t) نمودار :٢ . ٢ ل ش

به نسبت و م باشد خط به صورت پرتابه برد است C = ٠٫٠ که هنگام م کنید ملاحظه
م کنند. پیدا کاهش زمان و پرتابه برد ، C افزایش با و م کند تغییر مستقیم به طور زمان

شده رسم α = ١ و α = ٠٫۵ ، α = ٠٫٢ حالت برای t برحسب y(t) نمودار ، ل٢ . ٣ ش در
است:

α = ١ و α = ٠٫۵ ، α = ٠٫٢ حالت های برای t برحسب y(t) نمودار :٢ . ٣ ل ش

ماکزیمم ثانیه t = ۴ زمان در است، α = ٠٫٢ که هنگام م کنید، ملاحظه که همانطور
دو هر آن زمان و ارتفاع ماکزیمم α = ١ و α = ٠٫۵ به ، α افزایش با و م آید به دست ارتفاع

م کنند. پیدا افزایش
شده رسم C = ٠٫٩ و C = ٠٫۵ ، C = ٠٫٠ حالت برای t برحسب y(t) نمودار ، ل٢ . ۴ ش در

است:



٢۵ کسری مقاوم نیروی گرفتن نظر در با پرتابه ی حرکت

C = ٠٫٩ و C = ٠٫۵ ، C = ٠٫٠ حالت های برای t برحسب y(t) نمودار :۴ . ٢ ل ش

م افتد اتفاق ثانیه t = ٧ زمان در ارتفاع ماکزیمم است C = ٠٫٠ که زمان م کنید ملاحظه
م کنند. پیدا کاهش آن زمان و ارتفاع ماکزیمم ، C افزایش با که صورت در

داشت: خواهیم زیر به صورت را سرعت زمان نسبت به y(t) و x(t) از مشتق گیری با
x′(t) = ١

m t−αV٠ cos θ
(
mtαE٢−α,٢

(
−C

m t٢−α
)
− Ct٢

(
E٢−α,٣−α

(
−C

m t٢−α
)

−E٢−α,۴−α

(
−C

m t٢−α
))) (٣۶ . ٢)

y′(t) = ١
m t−α

(
−٢gmt١+αE٢−α,٣

(
−C

m t٢−α
)
− ٢Cgt٣E٢−α,۵−α

(
−C

m t٢−α
)

+mtαV٠ sin θE٢−α,٢
(
−C

m t٢−α
)
− Ct٢V٠ sin θE٢−α,٣−α

(
−C

m t٢−α
)

+Ct٢ (gt+ V٠ sin θ)E٢−α,۴−α

(
−C

m t٢−α
)) (٢ . ٣٧)

خواهیم کنیم، مشخص به ترتیب T ′ و R′ توسط را مسیر کل برای نیاز مورد زمان و برد اگر
داشت:

y(t = T ′) = ٠ (٢ . ٣٨)
این در است. کوچ ضریب ی ε و α = ١ − ε آن در که م گیریم نظر در را موردی اکنون

داریم: مورد

E٢−α,l ∼ ١
(− C

m
t)

l−١

[
e−

C
m
t −

l−٢∑
n=٠

(
−C

m t
)n]

+ ε
∞∑
n=٠

n
Γ(n+l)F (n+ l − ١)(−C

m t
)n

+εLnt
∞∑
n=٠

n
Γ(n+l)

(
−C

m t
)n (٢ . ٣٩)

داشت: خواهیم ε در مرتبه اولین برای (٢ . ٣٩) معادله و (٢ . ٣٨) معادله از استفاده با

T ′ =
٢V٠ sin θ

g

(
١ − CV٠ sin θ٣mg

)
+ ε

٢CV ٢٠ sin٢θ
٣mg٢

(
−γ +

١٣
۶ + Ln

٢V٠ sin θ
g

)
(۴٢ . ٠)



کلاسی انی م در کسری مشتق های کاربرد ٢۶
یریم: ب نظر در را α = ١ اگر

T ′ → T =
٢V٠ sin θ

g

(
١ − CV٠ sin θ٣mg

)
(۴٢ . ١)

م آید: به دست زیر به صورت برد رابطه از همچنین
R′ =

V ٢٠ sin٢θ
g

(
١ − ۴CV٠ sin θ٣mg

)
+ ε

٢V ٣٠ Csin٢θ cos θ
٩mg٢ (۴٢ . ٢)

داشت: خواهیم یریم ب نظر در را α = ١ اگر
R′ → R =

V ٢٠ sin٢θ
g

(
١ − ۴CV٠ sin θ٣mg

)
(۴٢ . ٣)

بنابراین:
∆R = R′ −R = ε

٢CV٠٣sin٢θ cos θ
٩mg٢ > ٠ (۴۴ . ٢)

م باشد. شده داده کسری مقاومت به توجه با برد تغییرات ∆R



٣ فصل
روش با کوانتوم انی م به ای مقدمه

کسری مشتقات انطباق

انطباق روش در کسری مشتق ٣ . ١
[١٨] بپردازیم. کسری مشتقات با شرودینگر معادله بررس به  که است آن هدف بخش این در

م شود: تعریف زیر به صورت ١ چپ انطباق مشتق ، ٠ < α ≤ ١ برای
Dα

a|xf(x) = lim
ε→٠

f(x+ ε(x− a)١−α)− f(x)

ε
(٣ . ١)

است: زیر به صورت نیز ٢ راست انطباق مشتق همچنین
Dα

x|bf(x) = − lim
ε→٠

f(x+ ε(b− x)١−α)− f(x)

ε
(٣ . ٢)

تعریف زیر به صورت نیز را چپ ٣ انطباق انتگرال ، ٠ < α ≤ ١ برای م توانیم ترتیب همین به
کنیم:

Iαa|xf(x) =

∫ x

a
(ξ − a)α−١f(ξ)dξ (٣ . ٣)

1Left conformable derivative
2Right conformable derivative
3Left conformable integral



کسری مشتقات انطباق روش با کوانتوم انی م به ای مقدمه ٢٨
است: زیر به صورت نیز ۴ راست انطباق انتگرال همچنین

Iαx|bf(x) =

∫ x

a
(b− ξ)α−١f(ξ)dξ (۴ . ٣)

م کنند: حاصل را زیر روابط ۶ CFI و ۵ CFD همچنین
Dα

a|xI
α
a|xf(x) = f(x)

Iαa|xD
α
a|xf(x) = f(x)− f(a)

(۵ . ٣)

م توانیم پس داشت. خواهیم را Dα٠|x = Dα
x رابطه بنابراین م گیریم، نظر در را a = ٠ مورد

کنیم: تعریف زیر به صورت را CFD
Dα

xf(x) = lim
ε→٠

f(x+ εx١−α)− f(x)

ε
(۶ . ٣)

م توانیم ما ٧ هوپیتال نقش از استفاده با است. راست CFD ی Dα
x و ٠ < α ≤ ١ نیز اینجا در

کنیم: بازنویس زیر به صورت را CFD
Dα

xf(x) = x١−αf ′(x) (٣ . ٧)
خواهدبود: کاپوتو کسری مشتق همان ، (٣ . ٧) رابطه خروج ضرایب، از کردن نظر صرف با

Dα,C٠|x f(x) =
١

Γ(n− α)

∫ x

٠ (x− ξ)n−α−١ dn

dξn
f(ξ)dξ (٣ . ٨)

م کنند. ایجاد x با معادل یا تر کوچ صحیح عدد ی [x] و n = [α] + ١ اینجا در
کاپوتو کسری مشتق و انطباق کسری مشتق بین م دهد انجام را مقایسه ای جدول٣ . ١

م دهند. انجام نش برهم ١, x, x٢ توابع روی دو هر که هنگام

١, x, x٢ توابع برای انطباق کسری مشتق و کاپوتو کسری مشتق مقایسه :٣ . ١ جدول
f(x) Dα

x انطباق کسری مشتق Dα
∗,x کاپوتو کسری مشتق

١ ٠ ٠
x

√
x ٢√x√

π

x٢ ٢x ٣٢ ٨٣√π
x

٣٢

کنیم: اشاره زیر موارد به م توانیم انطباق مشتق ویژگ های از
٨ بودن خط (١

Dα
x (af(x) + bg(x)) = aDα

xf(x) + bDα
xg(x) (٣ . ٩)

4Right conformable integral
5Conformable Fractional Derivative
6Conformable Fractional Integral
7Hopital
8Linearity



٢٩ کسری مشتقات با شرودینگر معادله
٩ نیتز لایب روش (٢

Dα
x (f(x)g(x)) = [Dα

xf(x)]g(x) + f(x)Dα
xg(x) (٣ . ١٠)

١٠ زنجیره ای روش (٣
Dα

xf(g(x)) = [Dα
g(x)f(g(x))][D

α
xg(x)]g(x)

α−١ (٣ . ١١)
[٢٠] کنیم: تعریف زیر به صورت را Xα(x) م توانیم ما اکنون

Xα(x) =

∫ x

٠ |t|α−١dt (٣ . ١٢)
باشد: x > ٠ اگر

Xα(x) =
xα

α
(٣ . ١٣)

باشد: x < ٠ اگر
Xα(x) = −(−x)α

α
(١۴ . ٣)

که: یریم ب نتیجه م توانیم نیز (١۴ . ٣) و (٣ . ١٣) رابطه از
Xα(x) =

|x|α−١x
α

(١۵ . ٣)
که

Xα(−∞) = −∞ Xα(∞) = ∞ (١۶ . ٣)
م شود: تعریف زیر به صورت نیز رابطه این معکوس

X−١
α (x) = α

١
α |x|

١
α
−١x (٣ . ١٧)

از: عبارتست Xα(x) تابع روی کسری مشتق نتیجه ی
Dα

xXα = ١ Dα
xX

n
α = nXn−١

α (٣ . ١٨)

کسری مشتقات با شرودینگر معادله ٣ . ٢
[٢٣ ،٢١] است: زیر به صورت زمان به وابسته شرودینگر معادله کسری، کوانتوم انی م در

iℏααDα
t Ψ(x, t) = Hα(x̂α, p̂α)Ψ(x, t) =

(
p̂٢
α٢mα

+ Vα(x̂α)

)
Ψ(x, t) (٣ . ١٩)

9Leibniz rule
10Chain rule



کسری مشتقات انطباق روش با کوانتوم انی م به ای مقدمه ٣٠
است: زیر به صورت کسری موج تابع اینجا در که

Ψ(x, t) = u(x)ei(
kα

α
|x|α−١−ωα

α
|t|α−١t) (٣ . ٢٠)

از: عبارتند p̂α و x̂α یافته تعمیم مختصات و م باشد u(x) = Aeiϕ که است صورت در این
p̂α =

ℏαα
i
Dα

x x̂α = x (٣ . ٢١)
م شود: تعریف زیر به صورت انطباق کسری مشتق ، x در ساده تابع ی با
Dα

xf(x) = lim
ε→٠

f(x+ εx١−α)− f(x)

ε
= |x|١−α∂xf(x) (٣ . ٢٢)

زیر به صورت ضرب داخل بعدی، ی کسری کوانتوم انی م به مربوط هیلبرت فضای در
م شود: داده

⟨f | g⟩ =
∫ ∞

−∞
g∗(x)f(x)|x|α−١dx (٣ . ٢٣)

تعریف زیر به صورت Ψ(x, t) حالت به توجه با O فیزی ر عمل ی برای داشت مقدارچشم
م شود:

⟨O⟩ = ⟨Ψ|O |Ψ⟩ =
∫ ∞

−∞
Ψ∗(x, t)OΨ(x, t)|x|α−١dx (٢۴ . ٣)

: یعن باشد، هرمیت ر عمل ی O اگر
⟨OΨ| Ψ⟩ = ⟨Ψ| OΨ⟩ (٢۵ . ٣)

کنیم. بررس را تکانه ر عمل و ان م ر عمل بودن هرمیت براحت م توانیم ما (٣) ویژگ از
زیر به صورت (Tα), α دوره و (λα), α موج طول جملات با را (٣ . ٢٠) رابطه م توان همچنین

کرد: بازنویس
Ψ(x, t) = u(x)e

٢πi( ١
λα

x− ١
Tα

t
)

(٢۶ . ٣)
که: داریم ما E = h

T پلانک رابطه و p = h
λ رابطه از

x̂αΨ(x, t) = xΨ(x, t) p̂αΨ(x, t) = pαΨ(x, t) (٣ . ٢٧)
م شوند: داده نمایش زیر به صورت که

x̂α → x p̂α → ℏαα
i

∂

∂x
Ĥα → iℏα

∂

∂t
(٣ . ٢٨)

م دانیم ما (٣ . ٢٧) معادله از است. ١١ هامیلتون ر عمل ی Ĥα و ℏα = h

(٢π) ١
α

اینجا در که
هامیلتون ر عمل و (حرکت) بعد دارای p̂α تکانه، ر عمل طول، بعد دارای x̂α ان، م ر عمل که
11Hamiltonian operator



٣١ کسری مشتقات با شرودینگر معادله
م باشد. (انرژی) بعد دارای

م باشد: زیر به صورت کسری شرودینگر معادله (٣ . ٢٨) رهای عمل از استفاده با
iℏααDα

t Ψ(x, t) =

[
− ℏ٢α

α٢mα
(Dα

x )
٢ + Vα(x)

]
Ψ(x, t) (٣ . ٢٩)

کوانتوم انی م در م باشد. (انرژی) بعد دارای فضا این در پتانسیل انرژی نیز اینجا در که
م شود: مشخص زیر به صورت ١٣ تکانه ر عمل و ١٢ ان م ر عمل دو جابجایی ر عمل کسری،

[x̂α, p̂α] = iℏαα|x̂|
١−α (٣ . ٣٠)

شرودینگر معادله یریم، ب نظر در Ψ(x, t) = e−
i

ℏαEα tα

α u(x) به صورت را موج تابع t > ٠ برای اگر
داشت: خواهیم زیر به صورت را زمان از ]مستقل

− ℏ٢α
α٢mα

(Dα
x )

٢ + Vα(x)

]
u(x) = Eαu(x) (٣ . ٣١)

به دست آورد: زیر به صورت را پیوستگ معادله م توان (٣ . ٣١) ازمعادله
Dα

t ρα(x, t) +Dα
x jα(x, t) = ٠ (٣ . ٣٢)

م شود: داده زیر رابطه توسط ρα(x, t) یعن فضا، این در ١۴ احتمال ال چ اینجا در که
ρα(x, t) = Ψ∗(x, t)Ψ(x, t) (٣ . ٣٣)

م شود: تعریف زیر صورت به نیز jα(x, t) یعن ١۵ احتمال شار و
jα(x, t) =

ℏαα٢mαi
(Ψ∗(x, t)Dα

xΨ(x, t)−Ψ(x, t)Dα
xΨ

∗(x, t)) (٣۴ . ٣)
به صورت را زمان از مستقل شرودینگر معادله م توانیم ، انطباق کسری مشتق در همچنین

بنویسیم: نیز ]زیر
− ℏ٢α

٢mα
(Dα

X)٢ + V (X)

]
U(X) = EαU(X) (٣۵ . ٣)

اینجا در که
Dα

X = x١−α∂x =
١

X ′(x)
∂x =

d

dX
(٣۶ . ٣)

داشت: خواهیم ]بنابراین
− ℏ٢α

٢mα

d٢
dx٢ + V (X)

]
U(X) = EαU(X) (٣ . ٣٧)

12Position operator
13Momentum operator
14Probability density
15Probability flux



کسری مشتقات انطباق روش با کوانتوم انی م به ای مقدمه ٣٢

بعد سه در انطباق کسری مشتق های مولفه ٣ . ٣
کنیم: معرف زیر به صورت را بعدی سه حالت در انطباق کسری مشتق م توانیم ما

Dα
xf(x, y, z) = lim

ε→٠
f(x+ εx١−α, y, z)− f(x, y, z)

ε
= x١−α∂xf(x, y, z) (٣ . ٣٨)

Dα
y f(x, y, z) = lim

ε→٠
f(x, y + εy١−α, z)− f(x, y, z)

ε
= y١−α∂yf(x, y, z) (٣ . ٣٩)

Dα
z f(x, y, z) = lim

ε→٠
f(x, y, z + εz١−α)− f(x, y, z)

ε
= z١−α∂zf(x, y, z) (۴٣ . ٠)

م شود: معرف زیر به صورت انطباق کسری مشتق گرادیان ر عمل
D⃗α = êxD

α
x + êyD

α
y + êzD

α
z (۴٣ . ١)

زیر به صورت A⃗ = Axêx + Ay êy + Az êz بردار هر برای نیز انطباق کسری مشتق دیورژانس و
است:

D⃗α.A⃗ = Dα
xAx +Dα

yAy +Dα
zAz (۴٣ . ٢)

م گردد: معرف زیر صورت به نیز انطباق کسری مشتق کرل ر عمل همچنین

D⃗α × A⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
êx êy êz

Dα
x Dα

y Dα
z

Ax Ay Az

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (۴٣ . ٣)

م شود: داده زیر به صورت انطباق کسری مشتق لاپلاسین ر عمل نهایت در و
(Dα)٢ = D⃗α.D⃗α = x٢−٢α∂٢

x + y٢−٢α∂٢
y + z٢−٢α∂٢

z

+(١ − α)[x٢−١α∂x + y٢−١α∂y + z٢−١α∂z]
(۴۴ . ٣)

کروی مختصات در کسری مشتقات با شرودینگر معادله ٣ . ٣ . ١
م شود: داده زیر ل ش به  انطباق کسر در بعدی سه ان م بردار

R⃗ =
xα

α
êx +

yα

α
êy +

zα

α
êz (۴۵ . ٣)

D⃗α.R⃗ = ١ D⃗α × R⃗ = ٠ (۴۶ . ٣)
با: است برابر کسری ان م بردار اندازه همچنین

R =
∣∣∣R⃗∣∣∣ =

√(
xα

α

)٢
+

(
yα

α

)٢
+

(
zα

α

)٢
=
√

X٢ + Y ٢ + Z٢ (۴٣ . ٧)



٣٣ بعد سه در انطباق کسری مشتق های مولفه
داشت: خواهیم کروی مختصات برای

X =
xα

α
= R sin θ cosϕ (۴٣ . ٨)

Y =
yα

α
= R sin θ sinϕ (۴٣ . ٩)

Z =
zα

α
= R cos θ (۵٣ . ٠)

R =
rα

α
=

(x٢ + y٢ + z٢)
α٢

α
(۵٣ . ١)

داشت: خواهیم کروی مختصات در کسری مشتق برای نهایت در و
∇٢α =

١
R٢

∂

∂R

(
R٢ ∂

∂R

)
+

١
R٢ sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂R

)
+

١
R٢sin٢θ

∂

∂ϕ٢ (۵٣ . ٢)
م پردازیم خاص پتانسیل های برای انطباق روش با کسری شرودینگر معادله حل به فصل۴، در

م کنیم. استفاده (۵٣ . ٢) رابطه از آنجا در که





۴ فصل
برخ برای شرودینگر معادله

روش از استفاده با خاص پتانسیل های
انطباق کسر

برای انطباق روش در کسری شرودینگر معادله حل ١ . ۴
خاص های پتانسیل از برخ

خاص پتانسیل های از برخ برای کسری مشتقات با شرودینگر معادله به حل فصل این در
م پردازیم:

نوسانگر پتانسیل برای کسری مشتقات شرودینگربا معادله حل ١ . ١ . ۴
هماهنگ

م گیریم: نظر در زیر به صورت را کسری هماهنگ نوسانگر پتانسیل

V =
١
٢mαω٢αR٢ (١ . ۴)



انطباق کسر روش از استفاده با خاص پتانسیل های برخ برای شرودینگر معادله ٣۶
معادله در را نوسانگر پتانسیل م باشد. R = rα

α و R٢ = X٢ + Y ٢ + Z٢ اینجا در که م دانیم
بازنویس زیر به صورت کروی مختصات برحسب را آن و کرده ذاری جای کسری شرودینگر

)م کنیم:
− ℏ٢α

٢mα
(Dα)٢ + V

)
Ψ(R, θ, φ) = EαΨ(R, θ, φ) (٢ . ۴)

− ℏ٢α
٢mα

[ ١
R٢ ∂

∂R

(
R٢ ∂Ψ(R,θ,ϕ)

∂R

)
+ ١

R٢ sin θ
∂
∂θ

(
sin θ ∂Ψ(R,θ,ϕ)

∂R

)
+ ١

R٢sin٢θ
∂٢Ψ(R,θ,ϕ)

∂ϕ٢
]

+ ١٢mαω٢αR٢Ψ(R, θ, ϕ) = EαΨ(R, θ, ϕ)
(٣ . ۴)

زیر رابطه به تبدیل به سادگ (٣ . ۴) معادله Ψ(R, θ, ϕ) = Ψ(R)YLM (θ, ϕ) گرفتن نظر در با
}م شود:

∂٢
∂R٢ +

٢
R

∂

∂R
+

١
R٢
[
−L(L+ ١)− m٢αω٢α

ℏ٢α R۴ +
٢mαEα

ℏ٢α R٢
]}

Ψ(R) = ٠ (۴ . ۴)

(۴ . ۴) رابطه م توانیم و م آید بدست زیر آشنای معادله R٢ = s متغیر تغییر گرفتن نظر در با
کنیم: حل وروف‐اووارف نی روش به }را

d٢
ds٢ +

٣٢
s

d

ds
+

١
s٢
[
−m٢αω٢α

۴ℏ٢α s٢ +
٢mαEα

٢ℏ٢α s− L(L+ ١)
۴

]}
Ψ(s) = ٠ (۵ . ۴)

معرف زیر درابطه که وروف‐اووارف نی روش در دیفرانسیل معادله و (۵ . ۴) رابطه مقایسه با
م آوریم: به دست (۶ . ۴) موارد است، }شده

d٢
ds٢ +

α١ − α٢s
s (١ − α٣s)

d

ds
+

١
[s (١ − α٣s)]٢

[
−ξ١s٢ + ξ٢s− ξ٣

]}
Ψ(s) = ٠

α١ = ٣٢ ;α٢ = ٠;α٣ = ٠; ξ١ =
(
mαωα

٢ℏα
)٢

; ξ٢ = mαEα

٢ℏ٢α ; ξ٣ = L(L+١)
۴

α۴ = − ١۴ ;α۵ = ٠;α۶ =
(
mαωα

٢ℏα
)٢

;α٧ = −mαEα

٢ℏ٢α ;α٨ =
(
L٢ + ١۴

)٢

α٩ =
(
mαωα

٢ℏα
)٢

;α١٠ = ١ + ٢(L٢ + ١۴
)
;α١١ = mαωα

ℏα ;α١٢ = L٢ ;α١٣ = −mαωα

٢ℏα

(۶ . ۴)

م آید: به دست زیر رابطه از موج تابع باشد α٣ = ٠ اگر که م دانیم
Ψ(s) = sα١٢eα١٣sLα١−١٠

n (α١١s) (٧ . ۴)
خواهدشد: زیر به صورت Ψ(s) موج تابع ، (۵ . ۴) رابطه شرودینگر معادله برای پس

Ψ(s) = s
L٢ e−

mαωα

٢ℏα sL
L+ ١٢
n

(
mαωα

ℏα
s

)
(٨ . ۴)

بیاوریم: بدست r برحسب را موج تابع م توانیم ، s = r٢α
α٢ متغیر تغییر با همچنین

Ψ(r) =

(
r٢α
α٢
)L٢

e
−mαωα

٢ℏα r٢α
α٢ L

L+ ١٢
n

(
mαωα

ℏα
r٢α
α٢
)

(٩ . ۴)



٣٧ خاص های پتانسیل از برخ برای انطباق روش در کسری شرودینگر معادله حل
داشت: خواهیم زیر به صورت نیز را انرژی مقدار ویژه همچنین

En = ℏω
(

٢n+ L+
٣
٢
) ١

α (١٠ . ۴)

آورده ایم. به دست α, n, L مختلف مقادیر برای را انرژی مقدار ویژه جدول۴ . ١ در

مشتقات با هماهنگ نوسانگر مختلف های حالت برای انرژی مقادیر ویژه :١ . ۴ جدول
کسری

|n, l⟩ α = ٠٫٢ α = ٠٫۵ α = ٠٫٧ α = ١
|٠, ٠⟩ ٧٫۵٩٣٧۵ ٢٫٢۵ ١٫٧٨۴۶۴ ١٫۵
|١, ٠⟩ ۵٢۵٫٢١٩ ١٢٫٢۵ ۵٫٩٨٧۴٢ ٣٫۵∣∣٢, ٠⟩ ۵٠٣٢٫٨۴ ٣٠٫٢۵ ١١٫۴١٩٩ ۵٫۵∣∣٣, ٠⟩ ٢٣٧٣٠٫۵ ۵۶٫٢۵ ١٧٫٧٨۶۴ ٧٫۵∣∣۴, ٠⟩ ٧٧٣٧٨٫١ ٩٠٫٢۵ ٢۴٫٩٣١۵ ٩٫۵
|٠, ١⟩ ٩٧٫۶۵۶٣ ۶٫٢۵ ٣٫٧٠٢۴٢ ٢٫۵
|١, ١⟩ ١٨۴۵٫٢٨ ٢٠٫٢۵ ٨٫۵٧٣۵۵ ۴٫۵∣∣٢, ١⟩ ١١۶٠٢٫٩ ۴٢٫٢۵ ١۴٫۴٩٧٩ ۶٫۵∣∣٣, ١⟩ ۴۴٧٣٠٫۵ ٧٢٫٢۵ ٢١٫٢۶٨٧ ٨٫۵∣∣۴, ١⟩ ١٢٧۶٢٨٫٠ ١١٠٫٢۵ ٢٨٫٧۶٣۵ ١٠٫۵∣∣٠,٢⟩ ۵٢۵٫٢١٩ ١٢٫٢۵ ۵٫٩٨٧۴٢ ٣٫۵∣∣١,٢⟩ ۵٠٣٢٫٨۴ ٣٠٫٢۵ ١١٫۴١٩٩ ۵٫۵∣∣٢,٢⟩ ٢٣٧٣٠٫۵ ۵۶٫٢۵ ١٧٫٧٨۶۴ ٧٫۵∣∣٣,٢⟩ ٧٧٣٧٨٫١ ٩٠٫٢۵ ٢۴٫٩٣١۵ ٩٫۵∣∣۴,٢⟩ ٢٠١١٣۶٫٠ ١٣٢٫٢۵ ٣٢٫٧۵۵۴ ١١٫۵∣∣٠,٣⟩ ١٨۴۵٫٢٨ ٢٠٫٢۵ ٨٫۵٧٣۵۵ ۴٫۵∣∣١,٣⟩ ١١۶٠٢٫٩ ۴٢٫٢۵ ١۴٫۴٩٧٩ ۶٫۵∣∣٢,٣⟩ ۴۴٣٧٠٫۵ ٧٢٫٢۵ ٢١٫٢۶٨٧ ٨٫۵∣∣٣,٣⟩ ١٢٧۶٢٨٫٠ ١١٠٫٢۵ ٢٨٫٧۶٣۵ ١٠٫۵∣∣۴,٣⟩ ٣٠۵١٧۶٫٠ ١۵۶٫٢۵ ٣۶٫٨٩٩ ١٢٫۵

رسم α, n, L مختلف مقادیر برای α حسب بر انرژی مقادیر ویژه ، ل۴ . ١ ش در همچنین
شده است.



انطباق کسر روش از استفاده با خاص پتانسیل های برخ برای شرودینگر معادله ٣٨

کسری مشتقات با نوسانگرکروی برای α حسب بر انرژی نمودار :١ . ۴ ل ش

آورد: به دست زیر به صورت را r داشت چشم مقدار م توان

⟨r⟩ = α
١
α

∫ ∞

٠ R٢l+٢+ ١
α e−

mαωα

ℏα R٢
(
L
l+ ١٢
n

(
mαωα

ℏα
R٢
))٢

dR (١١ . ۴)

شده است. رسم α, n, L مختلف مقادیر برای α برحسب ⟨r⟩ ، ل۴ . ٢ ش در



٣٩ خاص های پتانسیل از برخ برای انطباق روش در کسری شرودینگر معادله حل

کسری مشتقات با کروی نوسانگر برای α حسب بر ⟨r⟩ نمودار :٢ . ۴ ل ش

م شود: محاسبه زیر به صورت نیز r٢ داشت چشم مقدار همچنین

⟨
r٢⟩ = α

٢
α

∫ ∞

٠ R٢l+٢+ ٢
α e−

mαωα

ℏα R٢
(
L
l+ ١٢
n (

(
mαωα

ℏα
R٢
))٢

dR (١٢ . ۴)

شده است. رسم α, n, L مختلف مقادیر برای α حسب بر ⟨r٢⟩ نمودار ، ل۴ . ٣ ش در



انطباق کسر روش از استفاده با خاص پتانسیل های برخ برای شرودینگر معادله ۴٠

کسری مشتقات با کروی نوسانگر برای α حسب بر ⟨r٢⟩ نمودار :٣ . ۴ ل ش

م آید. بدست زیر به صورت نیز ١
r٢ داشت چشم مقدار همچنین

⟨ ١
r٢
⟩

= α− ٢
α

∫ ∞

٠ R٢l+٢− ٢
α e−

mαωα

ℏα R٢
(
L
l+ ١٢
n (

(
mαωα

ℏα
R٢
))٢

dR (١٣ . ۴)

شده است. رسم α حسب بر ⟨ ١
r٢
⟩ نمودار ل۴ . ۴ ش در



۴١ خاص های پتانسیل از برخ برای انطباق روش در کسری شرودینگر معادله حل

کسری مشتقات با کروی نوسانگر برای α حسب بر ⟨ ١
r٢
⟩ نمودار :۴ . ۴ ل ش

م شود: محاسبه زیر رابطه به صورت نیز pr٢ داشت چشم مقدار نهایت در

⟨
pr

٢⟩ = −ℏ٢α ∫∞٠ (R)le−
mαωα

٢ℏα R٢
L
l+ ١٢
n

(
mαωα

ℏα R٢) ∂٢
∂R٢[

Rl+٢e−mαωα

٢ℏα R٢
L
l+ ١٢
n

(
mαωα

ℏα R٢)] dR (١۴ . ۴)

. شده است رسم α حسب بر ⟨pr٢⟩ نمودار ل۴ . ۵ ش در



انطباق کسر روش از استفاده با خاص پتانسیل های برخ برای شرودینگر معادله ۴٢

کسری مشتقات با کروی نوسانگر برای α حسب بر ⟨pr٢⟩ نمودار :۵ . ۴ ل ش

کلین پتانسیل برای کسری مشتقات با شرودینگر معادله حل ١ . ٢ . ۴
‐بی

[٢٢] م شود: تعریف زیر به صورت ١ بی کلین‐ پتانسیل
V (X) = α′X٢ + β′X − γ′

X
+

η′

X٢ (١۵ . ۴)
1Killingbeck potential



۴٣ خاص های پتانسیل از برخ برای انطباق روش در کسری شرودینگر معادله حل
شده است: رسم X برحسب بی کلین‐ پتانسیل نمودار ، ل۴ . ۶ ش در

X برحسب بی کلین‐ پتانسیل نمودار :۶ . ۴ ل ش

پتانسیل و گرفته نظر در زیر به صورت را زمان از مستقل کسری شرودینگر معادله اینجا در
م کنیم: ذاری جای آن در را نظر ]مورد

− ℏ٢α
٢mα

d٢
dX٢ + V (X)

]
U(X) = EαU(X)[

− ℏ٢α
٢mα

d٢
dX٢ +

(
α′X٢ + β′X − γ′

X + η′

X٢
)]

U(X) = EαU(X)
(١۶ . ۴)

به دست زیر به صورت را (١۶ . ۴) معادله یریم ب نظر در را U(X) = XAe−BXe−CX٢
f(X) اگر

آورد: خواهیم
f ′′(X) +

{
−۴CX − ٢B + ٢A

X

}
f ′(X)

+

{
B٢ − ٢C − ۴AC + ٢Eαmα

ℏ٢α +
−٢AB+ ٢γ′mα

ℏ٢α
X

}
f(X) = ٠ (١٧ . ۴)

م نویسیم: زیر ساده به صورت را بالا رابطه و م کنیم استفاده s = √٢CX تغییرمتغیر از
d٢f(s)
ds٢ +

(
−٢s− √٢B√

C
+ ٢A

s

)
df(s)
ds +(

B٢−٢C−۴AC+ ٢mαEα

ℏ٢α٢C + ٢√١C
−AB+ ٢γ′mα

ℏ٢α
s

)
f(X) = ٠ (١٨ . ۴)

اینجا در که
C = ±

√
α′mα

√٢ℏα B = ± β′√mα

√٢α′ℏα
A =

ℏ٢α ±
√٨η′mαℏ٢α + ℏ۴α

٢ℏ٢α (١٩ . ۴)
داریم: مرزی شرایط به توجه با که

C =

√
α′mα

√٢ℏα B =
β′√mα

√٢α′ℏα
A =

ℏ٢α +
√٨η′mαℏ٢α + ℏ۴α

٢ℏ٢α (٢٠ . ۴)



انطباق کسر روش از استفاده با خاص پتانسیل های برخ برای شرودینگر معادله ۴۴
d و c،b،a ، (١٨ . ۴) رابطه با آن مقایسه و زیر به صورت ٢ هیون معادله از استفاده با اکنون

م آید: به دست
H ′′(z) +

(
−٢z − b+

١ + a

z

)
H ′(z) +

(
−٢ − a+ c+

−b(a+١)٢ − d٢
z

)
H(z) = ٠ (٢١ . ۴)

a = ٢A− ١ (٢٢ . ۴)

b =
B√٢C . (٢٣ . ۴)

c =
B٢ − ٢C − ۴AC + ٢Eα

mαℏ٢α
٢C + ٢A+ ١ (٢۴ . ۴)

d =
−۴γ′mα

ℏ٢α√٢C (٢۵ . ۴)
زیر به صورت سری ها روش طریق از و یریم ب نظر در را D = −b(a+١)٢ − d٢ م توانیم همچنین

م کنیم: حل را معادله
H(s) =

∞∑
n=٠

cns
n H ′(s) =

∞∑
n=٠

ncns
n−١ H ′′(s) =

∞∑
n=٠

n(n− ١)cnsn−٢ (٢۶ . ۴)
کنیم: بازنویس زیر ل به ش م توانیم را (٢١ . ۴) معادله ر دی عبارت به

(٢٧ . ۴)
[(١ + a)c١ +Dc٠]z−١ + [٢c٢ − bc١ + (١ + a)٢c٢ + (−٢ − a+ c)c٠ +Dc١]
×

∞∑
N=١

[(N + ٢)(N + ١)cN + ٢ − ٢NcN − b(N + ١)cN + ١ + (١ + a)(N + ٢)cN
+٢−)٢ − a+ c)cN +DcN+١]zN = ٠

م آوریم: به دست زیر به صورت سری ها ضرایب برای را بازگشت روابط ما بنابراین
c١ = − D

(١+α)
c٠

c٢ =
(٢+a−c)c٠+(b−D)c١

(a+٢)٢

cn+١ =
(٢n+a−c)cn−١+(−D+bn)cn

(n+١)(a+n+١) n = ٢,٣,۴, ...,+١
(٢٨ . ۴)

داشت: خواهیم زیر به صورت را تابع موج نهایت در و
U(X) = XAe−BXe−CX٢

H(
√٢CX) (٢٩ . ۴)

آن در که
٢n+ a− c = ٠ (٣٠ . ۴)

−D + bn = ٠ (٣١ . ۴)
2Heun equation



۴۵ خاص های پتانسیل از برخ برای انطباق روش در کسری شرودینگر معادله حل

هایپربولی پتانسیل برای کسری مشتقات با شرودینگر معادله حل ١ . ٣ . ۴
تعریف δ و V٠ فیزی پارامتر دو توسط که م گیریم نظر در را زیر ٣ هایپربولی پتانسیل
p = −٢, ٠, ..., q و q = −٢, ٠,٢,۴,۶ پارامتر دو با پتانسیل پهنای و عمق همچنین م شود.

م شوند: تعریف
V (X) = −V٠ sinh

p(δX)

coshq(δX)
(٣٢ . ۴)

داشت: خواهیم یریم، ب نظر در بالا پتانسیل برای را (p, q) = (۶,۴) رفتار خوش مقدار دو اگر

V (X) = −V٠ sinh
۴(δX)

cosh۶(δX)
(٣٣ . ۴)

است: شده  رسم X برحسب (٣٣ . ۴) هایپربولی پتانسیل نمودار ، ل۴ . ٧ ش در

X برحسب بی کلین‐ پتانسیل نمودار :٧ . ۴ ل ش

از مستقل شده ی منطبق کسری معادله شرودینگر رابطه در (٣٣ . ۴) رابطه ذاری جای با
داشت: خواهیم ]زمان

d٢
dz٢ +

ε

δ٢ +
ξ

δ٢
sinh۴(z)
cosh۶(z)

]
U(z) = ٠ (٣۴ . ۴)

م باشد. δX = z و ξ = ٢mαV٠
ℏ٢α ، ε = ٢mαEα

ℏ٢α اینجا در که
رابطه به ٠ < s < ١ و −∞ < X < ∞ محدوده در s = sech٢z متغیر تغییر ساختن مجرد به

رسید: خواهیم زیر

s١)٢ − s)
d٢
ds٢Ψ(s) + s

(
١ − ٣

٢s

)
d

ds
Ψ(s) +

١
۴
(

ε

δ٢ +
ξ

δ٢ s(١ − s)
٢)

Ψ(s) = ٠ (٣۵ . ۴)
3Hyperbolic potetial



انطباق کسر روش از استفاده با خاص پتانسیل های برخ برای شرودینگر معادله ۴۶
خواهیم کنیم ذاری جای (٣۵ . ۴) رابطه در را آن و Ψ(s) = e(

ω٢ )sf(s) که کنیم فرض اگر
داشت:

s١)٢ − s) d٢
ds٢ f(s) +

(
ωs١)٢ − s) + s

(١ − ٣٢s
))

d
dsf(s)

+
(
s١)٢ + s)ω

٢
۴ + ω٢ s

(١ − ٣٢s
)
+ ω٢

۴ s(١ − s)٢ − β٢
۴
)
f(s) = ٠ (٣۶ . ۴)

داشت: خواهیم f(s) = s
β٢ y(s) گرفتن نظر در با

d٢
ds٢ y(s) +

(
ω +

β + ١
s

+
γ + ١
s− ١

)
d

ds
y(s) +

(
λ

s
+

ν

s− ١
)
y(s) = ٠ (٣٧ . ۴)

اینجا در که
ω = −

√
ξ
δ β = −i

√
ε
δ γ = − ١٢

λ = ١۴(ω(ω + ٢) + ٢ωβ − β(β + ١)) ν = ١۴(ω + β(β + ١)) (٣٨ . ۴)

کنیم. حل هیون تابع طریق از م توانیم را دیفرانسیل معادله این
HC(ω, β, γ, τ, η, s) =

∞∑
n=٠

cn(ω, β, γ, τ, η, s)s
n |s| ≺ ١ (٣٩ . ۴)

انتخاب با بنابراین
y(s) =

∞∑
n=٠

cns
n y′(s) =

∞∑
n=٠

ncns
n−١ y′′(s) =

∞∑
n=٠

n(n− ١)cnsn−٢ (۴٠ . ۴)

داشت: خواهیم زیر به صورت را (٣٧ . ۴) معادله
(۴١ . ۴)

s(s− ١) ∞∑
n=٠n(n− ١)cnsn−٢ + ωs(s− ١) ∞∑

n=٠ cns
n−١ + (β + ١)(s− ١) ∞∑

n=٠ncns
n−١

+(γ + ١)s ∞∑
n=٠ cns

n−١µ(s− ١) ∞∑
n=٠ cns

n + νs
∞∑
n=٠ cns

n = ٠
داشت: خواهیم بیشتر محاسبات با

(۴٢ . ۴)
∞∑
n=٠ s

n+١[n(n+ ١)cn+١ − (n+ ٢)(n+ ١)cn+١ + ωncn − ω(n+ ١)cn+١(β + ١)(n+ ١)cn+١
−(β + ١)(n+ ١)cn+٢ + (γ + ١)(n+ ١)cn+١λcn+١ + νcn]− (β + ١)c١ − λc٠ = ٠

اینجا در که
τ = λ+ ν − ω٢ (β + γ + ٢) = ١۴ ξ

δ٢
η = ω٢ (β + ١)− µ− ١٢(β + γ + βγ) = ١۴(١ − (ε+ξ)

δ٢ )
(۴٣ . ۴)

م دهد: نتیجه را بازگشت رابطه ی سه ، cn ضریب همچنین
Ancn = Bncn−١ +Dncn−٢ c−١ = ٠ c٠ = ١ (۴۴ . ۴)



۴٧ ای ذره دو سیستم برای انطباق روش با شرودینگرکسری معادله حل
داشت: خواهیم n → n− ٢ تغییرمتغیر با

An = ١ +
β

n
(۴۵ . ۴)

Bn = ١ +
١
n
(β + γ − ω − ١) + ١

n٢
{
η − ١

٢(β + γ − ω)− ωβ

٢ +
βγ

٢
}

(۴۶ . ۴)

Dn =
α

n٢
(
λ

ω
+

β + γ

٢ + n− ١
)

(۴٧ . ۴)
شد: خواهد زیر به صورت (٣۵ . ۴) شرودینگررابطه معادله تابع موج محاسبات انجام با

Ψ(x)s = sechβ
(
δ xα

α

)
exp

[
ω٢ sech٢ (δ xα

α

)]
Hc

(
α, β, γ, λ, η, sech٢ (δ xα

α

))
Ψ(x)a = tanh

(
δ xα

α

) (١ − tanh٢ (δ xα

α

))β٢
exp

[
−ω٢ tanh٢ (δ xα

α

)]
×Hc

(
−ω,−γ, β,−λ, η, ω

٢
۴ , tanh٢ (δ xα

α

)) (۴٨ . ۴)

برای انطباق روش با شرودینگرکسری معادله حل ٢ . ۴
ای ذره دو سیستم

است: زیر به صورت کسری شرودینگر معادله سان ی جرم های با ذره دو ]برای
− ℏ٢α

٢mα

(
d٢
dX٢١

+
d٢
dX٢٢

)
+ V (X١, X٢)

]
U(X١, X٢) = EαU(X١, X٢) (۴٩ . ۴)

هستند. X١ =
xα١
α ;X٢ =

xα٢
α همان X٢ و X١ اینجا در که

کنیم: استفاده زیر تعاریف از م توانیم اکنون
Xr =

X١ −X٢√٢ Xc =
X١ +X٢٢ (۵٠ . ۴)

داشت: خواهیم Xc و Xr برحسب را X١ و X١ نوشتن با
X١ = Xc +

√٢
٢ Xr X٢ = Xc −

√٢
٢ Xr (۵١ . ۴)

داشت: خواهیم (۴٩ . ۴) رابطه در (۵١ . ۴) رابطه ذاری جای ]با
− ℏ٢α

٢mα

(
d٢
dx٢

c

+ ٢ d٢
dx٢

r

)
+ V (Xc, Xr)

]
U(Xc, Xr) = EαU(Xc, Xr) (۵٢ . ۴)

کنیم: تقسیم Xc و Xr به وابسته بخش دو به را (۵٢ . ۴) معادله م توانیم ]اکنون
−ℏ٢α
mα

d٢
dXr

٢ + V (Xr)

]
U(Xr) = Eα

r U(Xr) (۵٣ . ۴)

− ℏ٢α
٢mα

d٢
dXc

٢U(Xc) = Eα
c U(Xc) (۵۴ . ۴)

م پردازیم: مختلف پتانسیل های حضور در کسری شرودینگر معادله حل به مثال، عنوان به اکنون



انطباق کسر روش از استفاده با خاص پتانسیل های برخ برای شرودینگر معادله ۴٨

ای دوذره سیستم در کسری هماهنگ نوسانگر پتانسیل ٢ . ١ . ۴
که: کنیم فرض اگر

V (Xc, Xr) =
١
٢k|X١ −X٢|٢ (۵۵ . ۴)

داشت: خواهیم آنگاه
V (Xr) = kX٢

r (۵۶ . ۴)
داریم: کروی مختصات از استفاده و (۵٣ . ۴) رابطه در (۵۵ . ۴) رابطه ذاری جای با

− ℏ٢α
٢mα

[
١
X٢

r

∂
∂Xr

(
X٢

r
∂U(Xr)
∂Xr

)
+ ١

X٢
r sin θ

∂
∂θ

(
sin θ ∂U(Xr)

∂Xr

)
+ ١

X٢
r sin

٢θ
∂U(Xr)

∂φ٢
]

+kX٢
r U(Xr) = Eα

r U(Xr)

(۵٧ . ۴)

داشت: خواهیم X٢
r = s تغییرمتغیر از استفاده و ساده سازی }با

d٢
ds٢ +

٣
٢s

d

ds
+

١
s٢
[
−mαk

۴ℏ٢α s٢ +
mαEα

r۴ℏ٢α s− L(L+ ١)
۴

]}
U(Xr) = ٠ (۵٨ . ۴)

به دست زیر به صورت کسری هماهنگ نوسانگر تابع موج وروف‐اووارف، نی روش از استفاده با
م آید:

U(s) = s
L٢ e−

√
mαk٢ℏα sL

L+ ١٢
n

(√
mαk

ℏα
s

)
(۵٩ . ۴)

بنویسیم: نیز Xr برحسب را (۵٩ . ۴) رابطه توانیم م

U(Xr) =

(
x

٢α
r

α٢
)L٢

e
−

√
mαk٢ℏα

x
٢α
r

α٢ L
L+ ١٢
n

(√
mαk

ℏα
x

٢α
r

α٢
)

(۶٠ . ۴)

م پردازیم. (۵۴ . ۴) رابطه در آزاد ذره معادله دیفرانسیل حل به حال
− ℏ٢α

٢mα

d٢
dXc

٢U(Xc) = Eα
c U(Xc) ١ < α ≤ ٢ (۶١ . ۴)

م آوریم: به دست زیر به صورت را Xc برحسب تابع موج محاسبات از اندک انجام با
U(Xc) = eik

xαc
α (۶٢ . ۴)

با: است برابر کل تابع موج نهایت در م باشد. k٢ = ٢mαEα
c

ℏ٢α اینجا در که
U(X) = U(Xc)U(Xr) = eikXc(X٢

r )
L٢ e

−
√
mαk٢ℏα X٢

rL
L+ ١٢
n

(√
mαk

ℏα
X٢

r

)
(۶٣ . ۴)

U(x) = eik
xαc
α

(
x٢α
r

α٢
)L٢

e
−
√
mαk٢ℏα

x٢α
r

α٢ L
L+ ١٢
n

(√
mαk

ℏα
x٢α
r

α٢
)

(۶۴ . ۴)



۴٩ ای ذره دو سیستم برای انطباق روش با شرودینگرکسری معادله حل

ای ذره دو سیستم در کراتزر پتانسیل ٢ . ٢ . ۴
است: زیر به صورت ۴ کراتزر پتانسیل م کنیم فرض

V (X١, X٢) =
a

|X١ −X٢|
+

b

|X١ −X٢|٢
(۶۵ . ۴)

بنویسیم: (۶۶ . ۴) رابطه به صورت Xr برحسب را پتانسیل م توانیم
V (Xr) =

a√٢Xr

+
b

٢X٢
r

(۶۶ . ۴)
به صورت را رابطه کروی مختصات از استفاده و (۵٣ . ۴) رابطه در (۶۶ . ۴) رابطه ذاری جای با

م کنیم: بازنویس زیر
− ℏ٢α

٢mα

[
١
X٢

r

∂
∂Xr

(
X٢

r
∂U(Xr)
∂Xr

)
+ ١

X٢
r sin θ

∂
∂θ

(
sin θ ∂U(Xr)

∂Xr

)
+ ١

X٢
r sin

٢θ
∂U(Xr)

∂φ٢
]

+

(
a√٢Xr

+ b
٢X٢

r

)
U(Xr) = Eα

r U(Xr)
(۶٧ . ۴)

داشت: خواهیم ساده سازی و محاسبات انجام با
(۶٨ . ۴){

d٢
dXr

٢ +
٢
Xr

d

dXr
+

١
Xr

٢
[
mαEα

r

ℏ٢α Xr
٢ − amα

√٢ℏ٢αXr −
(

bmα

٢ℏ٢α + L(L+ ١)
)]}

U(Xr) = ٠
برحسب را موج تابع وروف‐اووارف نی روش در معادله دیفرانسیل با (۶٨ . ۴) رابطه مقایسه با

آوریم: م به دست Xr

(۶٩ . ۴)
U(Xr) =

(
xαr
α

)− ١٢+
√

bmα

ℏ٢α +
(
L+ ١٢

)٢

e
−
√

−mαEα

ℏ٢α
xαr
α L

٢
√

bmα

ℏ٢α +
(
L+ ١٢

)٢
n

(
٢
√
−mαEα

ℏ٢α
xαr
α

)

م آید: به دست زیر به صورت Xc حسب بر موج تابع نیز آزاد ذره ی برای همچنین
U(Xc) = eik

xαc
α (٧٠ . ۴)

با: شد خواهد برابر کل موج تابع نهایت در و
(٧١ . ۴)

U(X) = U(Xc)U(Xr)

= eikXc(Xr)
− ١٢+

√
bmα

ℏ٢α +
(
l+ ١٢

)٢
e
−
√

−mαEα

ℏ٢α Xr
L

٢
√

bmα

ℏ٢α +
(
l+ ١٢

)٢
n

(٢√−mαEα

ℏ٢α Xr

)
(٧٢ . ۴)

U(x) = eik
xαc
α

(
xαr
α

)− ١٢+
√

bmα

ℏ٢α +
(
l+ ١٢

)٢

e
−
√

−mαEα

ℏ٢α
xαr
α L

٢
√

bmα

ℏ٢α +
(
l+ ١٢

)٢
n

(
٢
√

−mαEα

ℏ٢α
xαr
α

)

م باشد. لاگر توابع از تابع ، U(x) م شود ملاحظه که همانطور
4Crozzer potential





۵ فصل
کسری مشتقات با دیراک معادله

کسری مشتقات با دیراک معادله حل ١ . ۵
[٢۵ ،٢۴] م شود: تعریف زیر به صورت ١ کسری مشتقات با دیراک معادله

[γµ∂α
µ +mα]Ψ(x, t) = ٠ (١ . ۵)

م کنیم. ضرب γ۴ در را طرفین و کرده جدا را فضایی بخش و زمان بخش ، (١ . ۵) معادله در
داشت: خواهیم کسری دیراک معادله برای پس م باشد، (γ۴)٢ = ١ که م دانیم

[(γ۴)٢∂α۴ + γ۴γk∂α
k + γ۴mα]Ψ(x, t) = ٠ (٢ . ۵)

م دهیم: نمایش زیر به صورت صریحاً را γk و γ۴ که

γ۴ =

 I ٠
٠ −I

 (٣ . ۵)

γk =

 ٠ −iσk

iσk ٠
 (۴ . ۵)

1Fractional Dirac equation



کسری مشتقات با دیراک معادله ۵٢
که هستند پائول ٢ × ٢ ماتریس های ها σk و م باشد واحد ٢ × ٢ ماتریس ی I اینجا در و

م شوند: تعریف زیر به صورت

σ١ =

 ٠ ١
١ ٠

 ;σ٢ =

 ٠ −i

i ٠
 ;σ٣ =

 ١ ٠
٠ −١

 (۵ . ۵)

داشت: خواهیم ببریم، به کار م توانیم را متغیرها جداسازی روش اینکه فرض با
Ψ(x, t) = F (t)U(x) (۶ . ۵)

پس هستند، E با معادل دو هر که م کنیم فرض زمان بخش و فضایی بخش جداسازی با
که: م آوریم به دست

(∂α۴ )F (t) = −EαF (t) ∂١ = x١−α ∂

∂x
(٧ . ۵)

کنیم: بازنویس زیر به صورت م توانیم را (٢ . ۵) معادله ]بنابراین،
−EαI + γ۴γ١x١−α ∂

∂x
+ γ۴mα

]
U(x) = ٠ (٨ . ۵)

داشت: خواهیم رابطه در ماتریس ها به کاربردن با


−Eα +mα ٠ ٠ −ix١−α ∂

∂x

٠ −Eα +mα −ix١−α ∂
∂x ٠

٠ −ix١−α ∂
∂x −Eα −mα ٠

−ix١−α ∂
∂x ٠ ٠ −Eα −mα





U١

U٢

U٣

U۴


= ٠ (٩ . ۵)

بنابراین:
(−Eα +mα)U١ − ix١−α ∂

∂xU۴
(−Eα +mα)U٢ − ix١−α ∂

∂xU٣
(−ix١−α ∂

∂x)U٢ − (Eα +mα)U٣
(−x١−α ∂

∂x)U١ − (Eα +mα)U۴

 = ٠
(a′)

(b′)

(c′)

(d′)

(١٠ . ۵)

U١ = U٢;U٣ = U۴ که یریم ب نتیجه م توانیم (d′) با (c′) و (b′) با (a′) رابطه مقایسه با
به کار را U١ و U۴ ، U٢ و U٣ به جای و م کنیم استفاده (c′) معادله از ما بنابراین، م باشد.

از: عبارتست U۴ بنابراین م بریم.
U۴ =

−ix١−α

(Eα +mα)

∂

∂x
U١ (١١ . ۵)



۵٣ کسری مشتقات با دیراک معادله حل
م کنیم: ذاری جای (a′) در را (١١ . ۵) رابطه ]اکنون

−EαI + γ۴γ١x١−α ∂

∂x
+ γ۴mα

]
U(x) = ٠ (١٢ . ۵)

خواهیم (١٢ . ۵) رابطه در آن ذاری جای با و م کنیم استفاده X = xα

α تغییرمتغیر از حال
]داشت:

∂٢
∂X٢ + (E٢α −m٢α)

]
U١(X) = ٠ (١٣ . ۵)

داشت: خواهیم آنگاه باشد، sα = aX + b
X و mα → mα + sα که کنیم فرض ]اگر

∂٢
∂X٢ + E٢α −m٢α − a٢X٢ − b٢

X٢ − ٢ab− ٢amαX − ٢bmα

X

]
U١(X) = ٠ (١۴ . ۵)

را زیر معادله دیفرانسیل است، U١(X) = XAe−X(B+DX)φ(X) که کنیم فرض اگر همچنین
م باشد. هیون معادله شبیه به که داشت خواهیم

φ′′(X) +
[٢A

X − ٢B − ۴DX
]
φ′(X) +

[
− ١

X (٢AB + ٢bmα)− ٢D(٢A+ ١)
+B٢ + E٢α −m٢α − ٢ab]φ(X) = ٠ (١۵ . ۵)

م آید: به دست زیر نتایج هیون تابع و (١۵ . ۵) رابطه مقایسه با
A = ١٢ +

√١+۴b٢
٢

B = mα

D = a٢

(١۶ . ۵)

و
a = ١ (١٧ . ۵)

م آوریم: به دست زیر به صورت نیز را هیون تابع جملات همچنین
φ(X) = Hb(α

′, β′, γ′, δ′, X) (١٨ . ۵)

α′ =
√١ + ۴b٢

β′ = ٢mα

γ′ = (٢ +
√١ + ۴b١)(٢ − a) + E٢α − ٢ab

δ′ = ۴bmα

(١٩ . ۵)

م گیریم: کم سری ها از انرژی آوردن به دست برای
(٢٠ . ۵)

U١(X) =

∞∑
n=٠

cnX
n ;U ′١(X) =

∞∑
n=٠

ncnX
n−١ ;U ′′١ (X) =

∞∑
n=٠

n(n− ١)cnXn−٢



کسری مشتقات با دیراک معادله ۵۴
که: م آید به دست به راحت (١۴ . ۵) در (٢٠ . ۵) رابطه ذاری جای با

∞∑
n=٠ {[(n+ ٢)(n+ ١) + (n+ ١)(٢ + α′)]cn+٢ +

[
−β′(n+ ١)− δ′+(١+α′)β′

٢
]
cn+١

+[γ′ − α′ − ٢ − ٢n]cn}Xn = ٠
(٢١ . ۵)

یعن پتانسیل ر دی ضریب و انرژی ویژه مقدار م توانیم (٢١ . ۵) رابطه معادله دیفرانسیل حل با
بیابیم. را b

E =
(٢n−

(٢ +
√١ + ۴b٢)) ١٢α (٢٢ . ۵)

b =

√
(n+ ٢(٢

۴ − ١
۴ (٢٣ . ۵)

E نمودار م توان همچنین نوشت. n کوانتوم عدد برحسب را sα م توان ، b و a داشتن با
کرد: رسم زیر به صورت n مختلف مقادیر برحسب را b نمودار و α مختلف مقادر حسب بر را

α مختلف مقادیر حسب بر انرژی نمودار :١ . ۵ ل ش

n مختلف مقادیر حسب بر b نمودار :٢ . ۵ ل ش



۵۵ کسری مشتقات با دیراک معادله حل
انرژی در ن تبه α افزایش شود،با م مشاهده ل۵ . ١ ش انرژی نمودار در که همانطور

م آید. به وجود





۶ فصل
نتیجه گیری

غیرنسبیت و نسبیت ذرات کسری، مشتق برای جدیدی تعریف از استفاده با پایان نامه این در
مشتق اولیه مفاهیم ابتدا در دادیم. قرار بررس مورد متفاوت برهم کنش های حضور در را
مشتق کاربردهای سپس پرداختیم. آن گوناگون ال اش تعریف به و کردیم بیان را کسری
روش با کسری مشتقات درباره ی را مقدمات و کرده بررس را کلاسی انی م در کسری
را انطباق کسری شرودینگر معادله توانستیم ما کردیم. بیان کوانتوم انی م در انطباق
نوسانگرهماهنگ پتانسیل به م توان جمله آن ها از که کنیم حل خاص پتانسیل های حضور در

بررس تحت سیستم از مفیدی اطلاعات م توانیم تابع موج داشتن با کرد. اشاره کسری
آمده به دست موج توابع روی از توانستیم و شد محقق امر این اینجا در که بیاوریم، به دست
شرودینگر معادله دوذره ای سیستم ی برای همچنین کنیم. رسم را متعددی نمودارهای
معادله معرف به نیز آخر در کردیم، بررس پتانسیل چند برای را آن و آوردیم به دست را کسری

پرداختیم. آن بررس و کسری مشتقات با دیراک
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Aabstract

In recent years, the idea of fractional derivative in quantummechanics can be considered as one

of the most creative ideas in physics. Given this idea, the Schrödinger equation can be rewritten in

a new form. Such a formulation of quantummechanics has significant applications in mathematics,

physics, and other fields of science.

Mr. Hermann rewrote the collective behavior patterns of the nuclei and could describe the

complex behavior of the nuclei by using this formulation. Also he was able to justify different

nuclear states by changing the order of the derivative.

There are several definitions for the fractional derivatives, that each of them expresses it in a

different way, including the definitions of Riemann-Liouvile and Caputo, which can be described

as an exact definition of fractional derivative.

Recently, researchers found a model from the fractional derivative model that presents a new

definition with an adaptive form and leads to interesting results in this field.

In the thesis, we want to introduce the fractional derivative and as well as to describe the rel-

ativistic and non-relativistic systems by using the fractional derivatives in the presence of specific

potentials.

Key Words: Fractional derivative, Conformable fractional derivative, Fractional harmonic oscil-

lator.
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