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 تقدیر وتشکر
او قدمي هر چند  گرفت تا در راهربکرانش اینجانب را نیز درسپاس پروردگار یکتا را که لطف بيحمد و 

را مدیون نظر لطف او  ر زمینه کسب و درک علوم لایتناهيبه این سبب توفیقات خود د دارم وکوچک بر

دانم به رسم ادب و احترام از استاد راهنمای ارجمندم جناب آقای دکتر  حسن ميبر خود لازم  دانم.مي

فراوان، که نقش مهمي در به ثمر  شان و صبر و حوصلههای ارزشمندآبادی به خاطر راهنمایيحسن

اند صمیمانه تشکر و قدرداني نمایم. همچنین از اساتید ارجمندم جناب آقای دکتر رسیدن این کار داشته

علي اکبر رجبي و جناب آقای دکتر محمد رضا شجاعي که علاوه بر اینکه اینجانب افتخار شاگردی این دو 

و داوری کار را بر عهده داشتند نهایت تشکر و قدرداني را دارم. ام، زحمت مطالعه، نقد بزرگوار را داشته

اساتید بزرگوارم در  خواهر عزیزم و ام، به خصوص پدر، مادر وهمچنین زحمات تمامي اعضای خانواده

دوران کارشناسي و کارشناسي ارشد، کلیه معلمان و دوستان دوران تحصیلم را ارج نهاده و کمال تشکر را 

ها مقصودی، ممتازی و خانم ایاساتید بزرگوارم، آقای دکتر صابر زرین کمر، آق ن دوستان ودارم.  همچنی

یازرلو ، مولایي، رحماني و حسیني که همواره مایه دلگرمي اینجانب در این مدت بوده و متحمل زحمات 

 گذاری را دارم.   زیادی شدند نهایت سپاس
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 چکیده

به  برای ذره با اسپین دلخواه )قراردادی(نسبیتي مرتبه اول  معادله از خاصي نوع پي -کي -دیمعادله 

در  که پردازدمي اسپین صفر و یکبه بررسي بوزونهای  کهاین معادله دیراک گونه است  رود.شمار مي

هسته و طیف سنجي مزونها -های فیزیک از جمله کیهان شناسي، برهمکنشهای هادرونبسیاری از شاخه

 -کي -دیی د فوتونها ، گلوئونها، مزونها ، اکسیتونها را توسط معادلهتوان ذراتي ماننکاربرد دارد. از اینرومي

 مورد مطالعه قرار داد. پي

به خصوصیات  جبری سپس  .ه استشدبیان  پي -کي -دیای در رابطه با معادله مقدمه نامه در این پایان

 پي -کي -دی یمعادلهدر ادامه  ،ها پرداخته شده استو اثبات برخي از روابط آن پي -کي -دیماتریسهای 

ویژه مقادیر انرژی و و  بررسي شددر حضور پتانسیلهای مختلف اعم از پتانسیلهای مرکزی و غیر مرکزی 

آورده شد. سپس به بررسي پراکندگي بوزونهای بدست  بر حسب توابع فوق هندسي ویژه توابع انرژی

این راستا ضرایب عبور و بازتاب برای حالت پراکندگي و  دراسپین صفر و یک در یک بعد پرداخته شد و 

همچنین با استفاده از شرایط پیوستگي، حالتهای مقید برای بوزونهای اسپین صفر و یک بدست آورده 

به بررسي پراکندگي بوزونهای اسپین یک در سه بعد و معرفي انتقال فاز پرداخته شده   ونهایتا شده است.

 است.

 

، پتانسیلهای مرکزی و غیر مرکزی ، ویژه توابع و ویژه مقادیر،  پي -کي -دیی معادله: های کلیدیواژه

 ،ضرایب عبور و بازتاب، حل حالتهای مقید. NUروش 
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  پی -کی -دیمروری بر معادله  -2-2

و  1لوباسکيبرای اولین بار توسط معادله موج نسبیتي مرتبه اول برای ذره با اسپین دلخواه )قراردادی(  

ترین شود. سادهشناخته مي بها بهابه دست آورده شد که به عنوان معادلات موج  3بها بهاو  2مدهاواراو

توان به معادله دیراک برای ذره با اسپین موارد خاص از این معادلات را مي
1

2
برای  پي -کي -دیو معادله  

 ]1[رات با اسپین صفر و یک اشاره کرد.ذ

در توصیف ذرات با اسپین ]2 [پیروی از موفقیت معادله دیراک  
1

2
شروع تحقیق برای معادله موج مرتبه  ،

اول مشابه برای ذرات با اسپین صفر و یک بود. در حقیقت با الهام گرفتن از معادله دیراک برای ذرات با 

اسپین 
1

2
راهي برای پیدا کردن یک معادله موج مرتبه اول مشابه با همان معادله دیراک اما برای توصیف  

 ]3[.بود پي -کي -دی . که این معادله مرتبه اول همان معادلهذرات با اسپین صفر و یک ایجاد شد

و  گرددبر مي 1935به دهه باشد که معادله نسبیتي مرتبه اول دیراک گونه ميیک  پي -کي -دیمعادله 

 در یک پایهاسپین یک )بوزونهای برداری( بوزونهای  اسپین صفر )بوزونهای اسکالر( وبه بررسي بوزونهای 

های فیزیکي شامل کیهان شناسي، طیف سنجي این قبیل بوزونها در بسیاری از عرصه پردازد.مي واحد

 ]6-4 [هادرون حضور دارند.-مزوني و برهمکنشهای هسته

را با ضرب مستقیم ماتریسهای  پي -کي -دی 16*16که دانشجوی دوبروی بود برای اولین بار جبر  4پتي

توانند به سه نمایش غیر قابل کاهش یک و پنج وده دیراک بسط داد ونشان داد که این ماتریسها مي

به طور جداگانه از معادله پروکا  0کمرشناخته ماندتا اینکه نا پتيدر هر صورت کار  ای تجزیه شوند.مولفه

                                                           
1 Lubaski 
2 Madhavarao 
3 Bhabha 
4 petiau 

5 kemmer 
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و  0*0فرم ماتریسي  این دستگاه معادلات به آورد. را بدستی مرتبه اول دستگاهي از معادلات جفت شده

توانست  6دافیناند اما روابط جبری واضحي بین این ماتریسها وجود نداشت تا آنجا که نوشته شده 15*15

 -دیتوانست معادله موج  کمر ه کند و با استفاده از این نتایجا ارائروابط جبری حاکم بر این ماتریسها ر

 را به طور کامل برای ذرات با اسپین صفرو یک بدست آورد. پي -کي

 ی متفاوت قرار گرفت:بعد از این سالها این نظریه در سه دوره

 پي -کي -دیدر این دوره اکثر مقالات در مورد معادله  است. 1975تا تقریبا سال  1939دوره اول از سال 

 -کي -دیبه بررسي برهمکنش ذرات باردار  د ورا توسعه دهن پي -کي -دیعلاقمند بودند که فرمولهای 

ارزی معادلات ی همبا میدان الکترومغناطیسي بپردازند و همچنین در این دوره محاسباتي بر پایه پي

او نشان داد که  نوشته شد. 7ای که توسط وایتمنمانند مقاله انجام شد پي -کي -دی گوردن و-کلاین

شدگي و میدان الکترومغناطیسي  دیراک در حضور حداقل جفتنند معادله اهم پي -کي -دی معادله

)منظور از حداقل جفت شدگي به مولفه چهارم در چار  .ماندمي بدون حضور هیچ بخش غیر عادی پایسته

 .گردد(بردارها که همان انرژی باشد بر مي

 نقض -1 ام شد:شود.در این دوره دو کشف بزرگ انجتقسیم بندی مي 1925تا  1975دوره دوم از سال 

 سلام(-ایجاد نظریه وحدت  برهمکنش الکتروضعیف.)مدل استاندارد یا نظریه واینبرگ -2پاریته 

باعث شد تا دوباره تلاشهایي  پي -کي -دی وگوردن -ارزی دو نظریه کلایندر این دوره سوال در مورد هم

مزونهای دیگر  و Kبسیاری از کارهایي که در مورد واپاشي  برای توصیف فرایندهای جدید صورت گیرد.

 دهد.نتایج متفاوتي از فرمول مرتبه دوم ارایه مي پي -کي -دیفرمول انجام شد نشان داد که  ناپایدار

-ارزی بین معادلات کلاینگردد هنوز این عدم اطمینان به همبه بعد برمي 1925سال  به در دوره سوم که

های گذشته به در دوره پي -کي -دییکي از کمبود علاقه به فرمول  وجود دارد. پي -کي -دی گوردن و

                                                           
6 duffin 

7A.Wightman 
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همچنین علت بزرگتر کمبود علاقه  ]4.[گرددگوردون برمي-وکلاین پي -کي -دیهمین ناهم ارزی بین 

-نسبت به این معادلات پروکا و کلاین پي -کي -دیپیچیدگي جبری فرمول  پي -کي -دیبه معادله 

 باشد.گوردن مي

منحصر به فرد  یک و اسپین صفر با ذرات برای پروکا و گوردون-کلاین معادلات مرتبه دوماین باور که 

ی عمومي پیدا کرده بود اما بعد از مدتي با معادله نسبیتي مرتبه اول دیراک گونه )همان هستند جنبه

  .ه شدگیرد به این باور پایان دادرا در بر مي یک و صفراسپین  ( که هردو ذرات باپي -کي -دیمعادله 

این  کنند.گوردون به ترتیب ذرات اسپین یک و صفر را توصیف مي-پروکا وکلاین معادلات مرتبه دوم

نتایج این معادلات در  معادل هستند. پي -کي -دیبا معادله  های آزادمیداندر  تنها معادلات

در هر حال استفاده از معادلات مرتبه  با یکدیگر متفاوت هستند. شکست تقارنيبرهمکنشهای هادروني و 

فیزیک از پس آنها خیلي مشکل است. به همین دلیل در سالهای اخیر از   دوم به صورت ریاضي و استنتاج

-برای بر همکنشهای هادرونهای با اسپین صفر و یک با هسته استفاده مي پي -کي -دیمعادله نسبیتي 

گوردون است به -کلاین بسیار غني تر از معادلات پروکا و پي -کي -دیالبته فرمالیزم معادله  کنیم.

-دهد در معادلات پروکا وکلاینرخ مي پي -کي -دیهایي که در معادله طوریکه وجود جفت شدگي

 .افتدگوردون اتفاق نمي

ک بدست آمده است در نتیجه از ضرب مستقیم دو معادله دیرا پي -کي -دیهمانطور که گفتیم  معادله 

به  16*16که این ماتریس  رسیم.مي 16*16گاما به یک ماتریس  (4*4با ضرب مستقیم دو ماتریس )

شود که ای تقسیم ميای و ده مولفهای و پنج مولفهغیر قابل کاهش )مستقل( تک مولفه نمایشسه 

معروف است.که  پي -کي -دیکند که به جبر عنصر مستقل ماتریسها را تولید مي 126دستگاهي از 

-ای برای بوزونهای با اسپین یک مينمایش ده مولفه و ای برای بوزونهای اسپین صفرنمایش پنج مولفه

در سالهای اخیر رویکردهای نسبیتي کاملا  کنند.که این ماتریسها از قوانین جابجایي تبعیت مي باشد.
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های بررسي این یکي از برتری .پروتون ارایه شده است-هستههای پراکندگي موفقي در توصیف داده

بهترین کاندیدا برای  باشد.ای ميمعادلات نسبیتي با روشهای غیر نسبیتي استاندارد در تحقیقات هسته

هسته آزاد -تواند به عنوان پراکندگي هستههسته مي-مثلا پراکندگي دوترون باشد.این منظور دوترون مي

شود( از اینرو برای مطالعه رفتار پیشنهاد مي ساختار دوترونتوصیف شود )به علت قید کمي که در 

به طوریکه بخش اسپین یک آن از  استفاده کرد. پي -کي -دیتوان از فرمالیزم هسته مي-نسبیتي دوترون

-ضرب مستقیم میدانهای دیراک اسپین
1

2
 -دیمعادله  ،همچنین برای بخش اسپین صفر شود.یشنهاد ميپ 

 ]6-4 .[خواهد بود هسته موفق-هسته و پایون-توصیف پراکندگیهای کایوندر  پي -کي
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 فصل دوم

 وخصوصیات آن پی -کی -دی معادله
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  پی -کی -دی خصوصیات جبری معادله -1-2

با اسپین  mبه جرم زمان مینکوفسکي در غیاب پتانسیل برای بوزونهایي-در فضا پي -کي -دیمعادله 

 ]6-4 [صفر و یک عبارت است از

  

  (2-1)
                                                            

( ) 0i m

   
                                                                                

 

 باشد.مشتق مي که 

کند:در این روابط جبری صدق مي 

                 (2-2)                                                  ,g g                   

g 7[باشد و به صورت زیر استتانسور متریک فضا مي[ 

(2-3  )
                                             

 
2

(1, 1, 1, 1), 1g diag g     
   

1با استفاده از رابطه حال 
( ) ( )

2

  

          جبری رابطه خواهیممي

g g                   .را اثبات کنیم 

1رابطه 
( ) ( )

2

  

          1توانیم با رابطه را مي
( )

2

        جایگزین کنیم و

همچنین داریم   , 2 ,g           و, 0    
 

 . 

 پس:

(2-4  )

                                                                          

1
( )

2

1
( )

2

1
( )

2
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(2-0)

1
( )

4

1
(

8

)

         

                    

     

         

                    

     

      

             

  

 

عبارتحال      کنیم و داریم:را با رابطه بالا جمع مي 

(2-6)    

1
(

8

)

                    

                    

           

                    

                    

           

         

                

          

 

,ی با استفاده از رابطه از طرفي 0    
 

یعني          داریم: 

(2-7)
         ,                                                           

 به همین ترتیب داریم:

 ,                    

 ,                    

(2-2)
                                                   

 ,                       

 ,                    

 ,                       
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 با جاگذاری روابط بالا در رابطه اصلي داریم:

(2-9)

          

 
         

1
( ,

8

, , , , , )

                    

              

                    

              

            

          

 

 داریم:و

(2-15)
                    

     , , ,                 

                    

                 

                    

     

     
 

برایو       این چهار رابطه داریم جاگذاری کنیم. بعد ازنیز به همین ترتیب عمل می: 

(2-11)

       

       

         

     

1
( , , , ,

8

, , , , ,

, , , )

                 

              

        

                 

              

        

      

              

     

 

 رسیم به:در نهایت از رابطه بالا می

(2-12)                              

1
(4 ( ) 4 ( ))

8
g g

g g

         

 

   

         

 

      

 

 

 پی -کی -دیبررسی روابط جابجایی ماتریسهای  - 1-2-2

 هستند.برای ذراتي با اسپین صفر داریم: پي -کي -دیها ماتریسهای 
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0 1

0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

P 

     
     
     
       
     
     
     
     

 

(2-00 )

                              

2 3

0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

 

    
   
   
    
   
   
   
   

 

 و

(2-06)
       

1 2 3
0 1 1 0 0 0 1 0 0 0 1

, , ,
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

   
       

             
       

 

 داریم: 1برای ذراتي با اسپین 

(2-07)

          

3 3 3 3 3 30 3 3 3 3

3 3 3 3 3 33 3 3 3 3 3

3 3 3 33 3 3 3 3 3

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
,

0 0 00 0 0

0 0 00 0 0 0

i

T T

i i

T T

i

TT

i

e

I iS

eI

iS

 
    

    

   

   
   
   
    

   
   
    

 

iS هستند  3*3ها ماتریسهای( )i jk ijkS i   و
ie  به این صورت تعریف هستند و 3*1ماتریسهای 

)1شوند.مي )i j ije   

(2-02 )                                            1 2 3(1,0,0) (0,1,0) (0,0,1)e e e   



11 
 

3به طوریکه  3I   3و 30   مي 3*1ماتریسهای صفر  0هستند و 3*3به ترتیب ماتریسهای واحد وصفر-

 باشند.

 

-سه مثال مي ارائه به برای ذرات اسپین یک پي -کي -دیحال به بررسي رابطه جابجایي ماتریسهای 

برای این منظور در  دهد یا خیر.نتایج یکساني مي (12-2)ی خواهیم ببینیم دو طرف رابطهپردازیم و مي

)گیریمها را برابر ميی شاخصمثال اول همه 0)    گیریم. در مثال دوم دو شاخص را برابر مي

( 1, 2)     گیریمها را متفاوت از هم ميی شاخصو در مثال سوم همه( 0, 2, 3)    . 

 داریم: (12-2)ی در مثال اول برای طرف اول رابطه

(2-13 )

      

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 30 0

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

T T T

T T T

T T T

I I I

I I I
 

        

        

        

    
    
    
     
    
    
    
    

  

(2-14)

              

 
2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 30 0

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 0

3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

T T

T T

T T

T

T

T

I I

I I

I

I

 



     

     

     

  

  

  

  
  
  
   
  
  
  
  

 
 
 
  
 
 
 
 

 

-ای ميطرف دوم چه نتیجهخواهیم ببینیم . حال مي02ت است از عبار (12-2)ی که طرف اول رابطه

00یعني آیا  دهد. 0 00 0g g  دهد یا خیر. را مي پي -کي -دیی ماتریسي همان نتیجه 
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gدانیم ماتریس متریک همانطور که مي  :عبارت است از 

(2-10  )

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

g 

 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

00که   1g باشد یعني:مي 

(2-16   )                                           
00 0 00 0 00 0 02 2g g g      

 باشد.طرف اول ميی فوق برابر با که رابطه

 در مورد مثال دوم داریم:

(2-17)

     

2 1

2 1 3 3 3 3 2 3 3 3 3 1

2 3 3 3 3 3 3 1 3 3 3 3 3 3

2 3 3 3 3 1 3 3 3 3

2 1 3 3 3 3

3 3 1 2 3 3

3 3 3 3 2 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

T T

T T

T T

T

T

T

e e

iS iS

e e

iS iS

iS iS

S S

iS iS

     

     

   

 

 

 

  
  
   

   
   
  

   

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 از چپ داریم: 1با ضرب
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(2-12)

        

1

2 1 3 3 3 31 2 1 3 3 3 3 1

1 3 3 3 3 3 3 3 3 1 2 3 3

1 3 3 3 3 3 3 3 3 2 1

3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3

0 0 0 00 0 0

0 0 00 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

TT

TT

T T

T

T

T

e

iS iSiS

e S S

iS iS iS

  
  

    

   

  

  

  

  
  
  
   

   
  
   

 
 
 
 
 
 
 
 

 

1پس 2 1 1 2 1 0       12باشد اما طرف دوم رابطه مي 1 12 1 0g g   2)باشد که رابطه مي-

 باشد.برای این حالت نیز برقرار مي (12

 رای سه شاخص متفاوت داریم:باما در مورد مثال سوم 

(2-19)

         

3 2

3 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 2

3 3 3 3 3 3 3 2 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 2 3 3 3 3

3 2 3 3 3 3

3 3 2 3 3 3

3 3 3 3 3 2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

T T

T T

T T

T

T

T

e e

iS iS

e e

iS iS

iS iS

S S

iS iS

     

     

   

 

 

 

  
  
   

   
   
  

   

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 از چپ داریم: 0با ضرب
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(2-25)

       

3 3 3 3 3 3 3 2 3 3 3 30 3 2

3 3 3 3 3 3 3 3 2 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 2

3 3 2 3 3 3

3 2 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

T T

T T

T T

T

T

T

I iS iS

I S S

iS iS

S S

iS iS

  
    

    

    

 

 

  

  
  
  
  
  
  
  
  

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

2و برای 3 0   :داریم 

(2-21)

           

2 3

2 3 3 3 3 3 2 3 3 3 3 3

2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

2 3 3 3 3 3 3 3 3 3

2 3 3 3 3 3

3 3 3 2 3 3

3 3 3 3 2 3

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

T T

T T

T T

T

T

T

e e

iS iS

e e

iS iS

iS iS

S S

iS iS
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(2-22)

          

2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 32 3 0

3 3 3 2 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 2 3 3 3 3 3 3 3

3 3 2 3 3 3

3 2 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

T T

T T

T T

T

T

T

iS iS I

S S I

iS iS

iS iS

S S

  
    

    

    

 

 

  

  
  
  
  
  
  
  
  

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 ی بالا داریم:با جمع دو رابطه

(2-23)

  

3 3 2 3 3 30 3 2 2 3 0

3 2 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3

3 3 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

T

T

T

T T

T T

T T

S S

iS iS

iS iS

S S

     
 

 

  

    

    

     

 
 
 
   
 
 
 
 

   
  
  
  
  
  
  
   








 

02که عبارت  2 20 3g g   15 ×15نیز برابر است با یک ماتریس صفر . 

 ی بحث، همانطور که از قبل داشتیم:در ادامه

 

 (2-24)                                                       
3( ) g    

 کنیم:را تعریف مي عبارت زیر
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(2-20)

      

2 4 2

2 2 4 2 3 2

2 2

2

( ) (2 )(2 ) 4( ) 2( )

2( ) ( ) 4( ) 4( ) 1 4 ( ) 4( ) 1

4( ) 4( ) 1 1

g

g g g

g g g g

g g

   

         

         

   

  

      

     

 

 

     

      

   

 

 گیریم:را در نظر ميروابط جبری زیر 

(2-26  )
                                          

22( ) g          

 

(2-27  )
                        

2 2( ) ( ) g g               

 شود:روابط زیر حاصل مي

(2-22 )

                        

2

2 2

2[ ( ) ]

2 2 ( ) 2 [ 2( ) ]

2

g g g

g g g g

g

         

          

   

      

      

  

    

      



 

 داریم: (22-2) و(27-2)و (26-2)اده از با استف

(2-29)                                                  2g           

 در مورد روابط پاد جابجایي داریم:

(2-35  )             , 2g               
 

( برای35-2عبارت)که   :برابر است با  

(2-31 )                           , 0,     
 

برای  و  
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(2-32 )                                      , 2 ,g        
 

 بنابراین داریم:

(2-33)         
2 32( ) 2( ) 2g g g g g                              

 در نتیجه:

(2-34                             )

2 2( ) ( )

, 0

g g       

 

     

 

  

   

 

                                                

(2-30)

   

2 2[2( ) ] 2 ( )

2( ) 2(2 )

4 2 ( ) 4 2 (2 )

4 4 2

4 ( ) (2 ) 4 ,

g g

g g g

g g g g

g g g g

g g g

        

           

               

            

          

      

        

           

        

       

    

    

    

    

            

 

 

 در نتیجه داریم:

(2-36 )                                                   4 ,g                

 همچنین:

(2-37 )
                        

† 2† † † 2 2

2 2 2

2( ) 2( ) 2( )

2( ) ( ) 2( )

g g g g

g g g

       

     

   

  

      

    

بنابراین:
 

(2-32 )                                                
† g    
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 کنیم که بتوانیم روابط زیر را بدست آوریم:ای تعریف ميرا به گونه Dماتریس 

(2-39 )
                                           

† 2, 1

,

D D D

D g D D g D

 

     

 

   

 

 

 

 رسیم:به رابطه زیر مي  (39-2) رابطهحال با جاگذاری 

(2-45)
                             

† †

†

D D g DD

g

    

  

   

 

  



 

 (  داریم:39-2) با استفاده از روابط

(2-41 )
                                   

,

( ) ,

D D D g D g D

g D D g D

      

    

    

  

       

     

:داریم بنابراین
 

(2-42                                           )

, ,

, , 0

D g D

D g D

  

  

 

 

      

       
 

 و

(2-43                                     )

( 1) , 0

, 0

g D D D D D

D

     



    



       

   

 

(2-44) 

                             

†

2

2

2

( )

( )

( ) ( )

( ) ( ), 1

D D Dg D g D D g

g

D D g D D g

D D D D D
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(2-40  )

                                                                     

( ) 0

0

, 0

D D D

D D

D

  

 



  

 



 

 

   

 

با توجه به اینکه        توانیم بدست آوریم:مي 

(2-46 )                                                            , 0      

(2-47 )                                        
2 2, ( ) 1D D     

 بنابراین:

(2-42)
                                     

† D D g

g

      

    

     

   

  


 

 اثبات:

(2-49)                                                           g        

رادر هر دو طرف از چپ در کنیم.داریمضرب مي: 

(2-05 )        
2( )g g g                                    

0اگر   برایg    :داریم 

(2-01)
                                                       

† 0 0

(1 ) 0g

g

 

   



    

 

 
 

های تقلیل ناپذیر مستقل ممکن جبری ابتدا باید تعداد کمیتهای مستقل به منظور پیدا کردن نمایش

 پیدا کنیم. برای  خطي را
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(2-02 )

                                                      

2

3 2

2 1

, 1

0

0

 

  

   

   

    

 

  

   

     

    

 

 

 

   

 

 

 آوریم:لیستي کامل از عناصر مستقل خطي را بدست مي 20از روابط 

(2-03 )

                                

1

4

12

12

6

4

12

24

12

6

12

I



 

  

   



 

  

   

 

  



 

  

   



 

  

   

 

  

 

 آید.ها بدست ميعنصر مستقل از حاصلضرب  126که 

1تعداد کل عناصر با جمع مربعات سه نمایش کاهش ناپذیر از این درجات  2 3, ,n n nآوریم:را بدست مي 

(2-04)                                          
2 2 2

1 2 3 126n n n   

1در نتیجه به ترتیب  2 3, ,n n n  1بعدی به معادله پروکا برای اسپین  15. که نمایش  15و0و1عبارتند از 

باشد مولفه دیگر که تانسور مي 6باشد وبردار( مي-4مولفه که) 4شود که تابع موج شامل رهنمون مي

 شود.يگوردون برای اسپین صفر رهنمون م-بعدی به معادله کلاین 0شود و نمایش منجر مي
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  پی -کی -دی معادله پیوستگی در نظریه -1-1

 را بدست آوریم: پي -کي -دیبرای بدست آوردن معادله پیوستگي نیاز داریم که مزدوج مختلط معادله 

(2-09 )

                                                             

†

† † †

† 0 0 †

( ) 0

0

0

i m

i m

i m













 

  

    

    

   

  

 

 داریم:( 09-2)در معادله  0با ضرب 

(2-65)

                                                 

† 0 0 0 † 0

† 0 † 0

0

0

i m

i m









      

    

  

   

 کنیم:اسپینور الحاقي را به صورت زیر تعریف مي

(2-61)                                                                         
† 0   

 عبارت است از: پي -کي -دیبنابراین معادله مزدوج 

(2-62)                                                          0i m

    

 کنیم:ضرب مي (62-2)و (1-2) را به ترتیب در معادلات  و  برای بدست آوردن معادله پیوستگي 

(2-63)
                                                   

0i m

     

 

(2-64)
                                                    

0i m

     

 کنیم:دو رابطه بالا را با هم جمع مي
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(2-60)                                                         0i i 

        

 یا

(2-66)                                                                          ( ) 0

    

 که چگالي چار جریان عبارت است از:

(2-67 )
                                                

1
( )

2
J     

                                                  
 

 توانیم بنویسیم:مي (66-2)که از رابطه 

(2-62   )                                                   0J 

  

 شکل پایستگي معادله را دارد.که 

 باشد.آنگاه داریم: vحال اگر ذره آزاد نباشد یعني دارای پتانسیل حقیقي 

(2-69)                                   ( ) 0 0i m V i m V 

                

 
(2-75)                           

†
† † † †( ) 0 0i m V i m V 

                 

(2-17 )                                                            
† 0 0 † † 0i m V

         

 داریم:( 17-2)در معادله  0با ضرب 

(2-27 )                                                  
† 0 0 0 † 0 † 0 0i m V

            

 داریم:

(2-37)                                                                 0i m V
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  و  کنیم:ضرب مي (37-2) و (69-2)را به ترتیب در معادلات 

(2-47)                                                           0i m V

        

(2-07)                                                          0i m V

       

 کنیم:دو رابطه بالا را با هم جمع مي

(2-67)                                                                0 

       

(2-77)                                                                              ( ) 0

    

 عبارت است از:در این حالت که چگالي چار جریان 

(2-27)
                                                                            

1
( )

2
J   

                                                                             
 

 توانیم بنویسیم:مي (72-2)که از رابطه 

(2-79)                                                                                 0J 

 
 

 .کندقانون پایستگي تغییر نمي پي -کي -دیدرمعادله  Vشود که با حضور پتانسیل حقیقي مشاهده مي
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  پی -کی -دی بر همکنشها در نظریه (1-9

  ]2:[در حضور برهمکنش عبارت است از پي -کي -دیمعادله 

(2-25)                                                        ( ) 0i m V

     

V تواند دارای بخشهایي مطابق با تبدیلات لورنتس باشد به طوریکه ميV 2شامل  ،برای بخش اسکالر 

 بخش 2شامل ، برای بخش برداری  Vبخش تانسوری است. همچنین  2و بخش برداری2 ،بخش اسکالر

بخش تانسوری است که این  2وبخش شبه برداری  2بخش برداری و2 ،بخش شبه اسکالر یک ،اسکالر

 شود.بخش به علت وجود اثرات غیر عادی نادیده گرفته مي

 در حضور برهمکنش عبارت است از: پي -کي -دیمزدوج مختلط معادله 

(2-21 )

                                                           

†

† † † † †

† 0 0 † † †

† 0 † 0 † 0 0 †

( ) 0

0

0

0

i m V

i m V

i m V

i m V

















 

   

     

       

     

    

   

   

 

 یبا استفاده از رابطه
† 0   :داریم 

(2-22)                                                   
0 † 0 0i m V

       

-کنیم و دو معادله را با هم جمع ميضرب مي و  را به ترتیب در  (22-2) و  (25-2)حال معادله 

 کنیم.

(2-23)
                                                  

0 † 0

0

0

i m V

i m V
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(2-24 )                                  
0 † 0 0i i V V 

              
 

 یا به عبارتي:

(2-20)                                 
0 † 0( ) 0i i V V 

              
 

 بنابراین:

(2-26  )
                                                         

0 † 0( ) 0
2

i
J V V

        

بر  پي -کي -دیبه طوریکه چار جریان بقادار است. در این حالت برای بخشهای اسپین صفر و یک معادله 

 ]9[ومینیمم برداری وغیر مینیمم برداری بررسي خواهد شد 2و1همکنشهای اسکالر نوع 

(2-27 )                                           
(1) (2) (1) (2),s sV V PV A i P A 

         

 که:

(1)

sV: اسکالر نوع یک 

(2)

sVاسکالر نوع دو : 

(1)A: مینیمم برداری 

(2)A: غیر مینیمم برداری 

 عبارت است از: پي -کي -دیدر این حالت معادله 

(2-22 )                         
(1) (2) (1) (2)( , ) 0s si m V PV A i P A  

              

و  برای ذرات با اسپین  diag(1,0,0,0,0)باشد که برای ذرات با اسپین صفر همان عملگر تصویر مي Pکه 

 مي باشد.  diag(1,1,1,1,0,0,0,0,0,0)یک 
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 باشد:در مقالات قدیمي به صورت زیر مي پي -کي -دیفرم بر همکنشهای عمومي معادله 

(2-29 )                
1 1 1 2

1 2 1 2 1 2( ) 0s si m U S S S U V U V U T U T    

              

 داریم: ( 29-2) و (22-2)با مقایسه دو معادله 

(2-95  )

                                                      

1

2

1

2

1

2

1

S I

S P

V

V P

T

T
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 فصل سوم

 

از  بعضی به ازای پی -کی -دی یحل معادله

 پتانسیلها
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 پتانسیلهای مرکزی بعضی از در حضور پی -کی -دیی معادله حل(9-2

ی اطلاعات ضروری در مورد بررسي سیستمها و ویژه مقادیر انرژی و ویژه توابع انرژی بین توابع موج همه

شود. از اینرو در کوانتوم سیستمهای برهمکنشي در مکانیک کوانتومي نسبیتي و غیر نسبیتي را شامل مي

-های دقیق تابع موج خیلي مهم هستند زیرا ما را در فهم فیزیکي که توسط این حلنسبیتي حلمکانیک 

گوردن و پروکا برای ذره -با معادلات کلاین پي -کي -دی همچنین معادله کند.شود یاری ميها آورده مي

بنابراین بر آن شدیم  شوند لزوما هم ارز نیستند.آزاد هم ارز است اما هنگامي که این بر همکنشها وارد مي

 را در حضور تعدادی پتانسیل بررسي کنیم.  پي -کي -دیتا معادله 

در فیزیک انرژی بالا و فیزیک ذرات این  های فیزیکي حضور دارند.پتانسیلهای مرکزی در همه شاخه

باعث  ها ای این پتانسیل[. در فیزیک هسته01کنند ]بین کوارکي را توصیف ميپتانسیلها برهمکنشهای 

ها انرژی بستگي و توزیع تکانه را [. در فیزیک اتمي این پتانسیل11شوند ]سنجي مينتایج خوبي در طیف

های بین کنشدربررسي برهمها این پتانسیل در فیزیک مولکولي]. 31-21 [کنندبه خوبي توصیف مي

 [.41-31ند ]شودو اتم استفاده مي وابستهمولکولي و درون مولکولي و توابع 

 کنیم:زی اشاره مختصری ميهای مرکنمونه از مهمترین پتانسیلبه چند 

باشد در هردو مکانیک کوانتومي نسبیتي و غیر [ که یک پتانسیل کوتاه برد مي51( پتانسیل هولسن ]1

ني وشبیه یک پتانسیل کول rگیرد. این پتانسیل برای یک مقدار کوچک نسبیتي مورد مطالعه قرار مي

اتمي  کتلف فیزیکي از جمله فیزیلسن کاربردهای بسیاری در نواحي مخکند. پتانسیل هورفتار مي

[ دارد. 20[ و شیمي فیزیک ]19[، فیزیک حالت جامد ]18های بالا ]ای و انرژی[ فیزیک هسته71و16]

 فرم کلي آن به صورت
0( )
1

x

x

e
V r V

qe











باشد.مي 
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بخش اصلي مدل پوسته  در و باشدمي پتانسیل یک پتانسیل کوتاه برد: این ( پتانسیل وودساکسون1

ها ها و هستههسته و خصوصیات توزیع الکتروني در اتم ی در به دست آوردن ترازهای انرژیاهسته

سنگین نیز  یهاهکنش نوکلئون با هست. از این پتانسیل در توصیف برهم[21-24] شودمياستفاده 

ها با گي کشسان بعضي از یونو همچنین برای مدل پتانسیل اپتیکي در پراکند[ 25شود ]استفاده مي

باشد:                 مي زیرفرم کلي این پتانسیل به شکل  .ودشاستفاده مي پایینی هانگین در محدوده انرژیهدف س

0

0

( )

1 exp( )

V
V r

r a

r






 

دارد. این پتانسیل به طور  2در پدیدارشناختي ای: این پتانسیل نتایج برجستهRosen-Maningپتانسیل ( 3

[. این پتانسیل مورد 28-26رود ]های دو اتمي به کار ميهای ارتعاشي مولکولمدل یخاص در مطالعه

های مقید مورد استفاده باشد. از این پتانسیل برای خواص پراکندگي و حالتتر پتانسیل هولسن ميکلي

 باشد.نسیل به شکل زیر ميگیرد. فرم کلي این پتاقرار مي

2

2

22

( 1)
( )

11

r r

b b

rr
bb

e Ae
V r

b eb e

 
 




 

  
   

  

 

 پردازیم.های مرکزی ميدر حضور پتانسیل پي -کي -دیبه بررسي معادله حال 

 برای بوزونهای اسپین یک در حضور پتانسیل کولونی پی -کی -دیمعادله  -3-1-1

 در حضور بر همکنش عبارت است از: پي -کي -دیمعادله 

(3-1 )                                                           ( ) 0.i m U

     

                                                           
8phenomenological  
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 که:

(3-2)                                                
0 0

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ),U s r Ps r v r Pv r     

 بنابراین:

(3-3)                            
0 0

1 2 1 2( ( ) ( ) ( ) ( )) 0,i m S r PS r V r PV r

          

 تواند به صورت زیر نوشته شودتابع موج مي

(3-4 )                                          1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , , , .
T

i F F F W W W X X X  

 به صورت ماتریسي داریم: (3-3)در  (4-3)با جاگذاری 

 (3-0)

1 2 3

0 3 2

0 3 1

0 2 1

1 0 2

2 0 2

3 0 2

3 2

3 1

2 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

m i i i

m i i i

m i i i

m i i i

i i V m

i i V m

i i V m

i i m

i i m

i i m

    
 

     
     
 

     
     

    

    
    


   


    

1 2

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1 1

1 1

1 1

1

1

1

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

S S

S S V

S S V

S S V

V S

V S

V S

S

S

S

  
  

  
  
  

  
  
   
   
   
   
   
   
   
   

  

1

2

3

1

2

3

1

2

3

0,

i

F

F

F

W

W

W

X

X

X

 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
  

 کنیم:مامعادلات ماکسول گونه را استخراج مي (0-3)از معادله 

1                                                         آ(-3-6) 2. ( ) ,W m S S     

1                                 ب(-3-6)                           1 2( ) ( ) ( ) ,E V W i X m S S F      

1                                         پ(-3-6) 2 1( ) ( ) ,E V V F m S W      

)1                                                          ت(-3-6) ) ( ) .i F m S X   

 رسیم:مي (7-3)با ترکیب معادلات ماکسول گونه بالا به معادله 
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1 2 1 2

1 1

1 2 2

1 1 1 1

( ) ( )
. .

( ) ( )1

( )
. ( ( ). ) ( ( ). ) ( . )

( )

m S S m S S
F F

E V E V

m S S i i i i
F F F F

E V m S m S m S

     
     

     
                      

         

 

1 2 1 2

1 1

1 2 2

1 1 1 1

( ) ( )
. .

( ) ( )1

( )
. ( ( ). ) ( ( ). ) ( . )

( )

m S S m S S
F F

E V E V

m S S i i i i
F F F F

E V m S m S m S

     
     

   
 

      
            

         

(3-7   )
 

1 2

1 1 1

1 2 1

2

1 1 1 1

( )
( ( ). )

( ) ( )
( ) ( ) ,

1
( ( ). ) ( . )

( ) ( )( )

m S S i i
F F

E V E V m S
E V V F m S

i i
F F F

E V m S m S E V

  
     

     
 
           

 

در حالت خاص 
1 2 1 2 0S S V V   :بنابراین داریم. 

(3-2 )                                                      
2 2 2

, ,( ) 0 ,n lE m p F    

 باشد.که مربوط به یک ذره آزاد مي

 بررسيمورد  حالتدر
1 2 1 0S S V   باشد وداریم:مي 

(3-9 )                              
2 2

, , , , 2( ( ) ) 0 .n l n lE E V m F F      

 دانیم:همانطور که مي

(3-15)
                                                                       

2
2

2 2

2 ( 1)d d l l

dr r dr r


  

 

 کنیم.ی زیر را تعریف ميحال برای تابع موج، رابطه
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(3-11)                                                                                      F R r 

Aو جاگذاری پتانسیل کولوني  (9-3)در رابطه  (11-3) و (15-3) با جاگذاری روابط

r
 رسیم به:مي 

(3-12)
                                

2
2 2

, , , ,2 2

2 ( 1)
( ) 0.n l n l

d d l l A
F E F E m F

dr r dr r r
 

 
      

 
 

 رسیم:با جداسازی متغییر به رابطه شعاعي زیر مي

(3-13)
              

   
 

2 22

2

2

,

2

,( ) ( 1)2
0

nn l m r E Ar l ld R r dR r
R r

dr r dr

E

r


    

   
 

 

 آوریم که عبارتند از:را بدست مي NUپارامترهای  ،NUروش  استفاده ازبا 

2 2

1 2 3 1 , , 2 , , 3 4 5

1
2, 0, 0, , , ( 1), , 0

2
n l n lm E E A l l                    

2 2 2 2

6 , , 7 , , 8 9 , , 10

1 1
, , ( 1), , 1 2 ( 1)

4 4
n l n l n lm E E A l l m E l l                  

(3-14)                      
2 2 2 2

11 , , 12 13 , ,

1 1
2 , ( 1), .

2 4
n l n lm E l l m E             

(13-3) با حل معادله
 

 :رسیمبه معادله ویژه مقداری زیر مي U-Nبا روش  

(3-10 )

                                                 

2

2 ( 1)

, 2 4( 1)

m n l
E

n l
A n l
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 و معادله ویژه تابع عبارت است از:

(3-16)
                                   

   
2 2

1 1
( 1)

1 4 ( 1)2 4 ( ) 2

,

2( ) (2 )n

l l
l lr

l n

E

n

m

nR r r e L m E r

 
            

-1/2

-1

-0/8

-0/6

-0/4

-0/2

0

0 0/5 1 1/5

n=0,l=0

n=1,l=0

n=2.l=0

n=1,l=1

  A انرژی برحسب مقادیر مختلف. ویژه مقادیر 1-3شکل 
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حال با اضافه کردن 
2

B

r
  

 ویژه مقداری عبارت است از:معادله 

  (3-17             )2 2 2 2 2

, , , , , , , ,

1
(2 1) 2 ( ( ) )( ) 0

2
n l n l n l n ln m E E A E B l m E           

 برای پتانسیل کولوني r  مختلف تابع موج برحسب مقادیر. 2-3شکل 
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 و تابع موج عبارت است از :

 

 

 

0/986

0/988

0/99

0/992

0/994

0/996

0/998

1

1 1/2 1/4 1/6 1/8 2 2/2 2/4 2/6

n=0,l=0 n=1,l=0 n=2,l=0 n=3,l=0

 B ویژه مقادیر انرژی برحسب مقادیر مختلف 3-3شکل 

 
2

,

2 2
, ,2

1 1 1
( ) 2 ( )

( )2 2 2 22

, ,( ) (2 )n l
n l n lE

E B l E B l
m r

n l n n lR r r e L m E r

   
                 

 برای پتانسیل کراتزر r . تابع موج برحسب مقادیر مختلف 4-3شکل 
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 در حضور پتانسیهای غیر مرکزی پی -کی -دیحل معادله  -9-1

روند. برای کوانتومي به کار ميپتانسیلهای غیر مرکزی برای توصیف ذرات، مولکولها و سیستمهای مکانیک 

  ]03-29 .[روندمانند بنزن به کار مي 9تغییر شکل یافتهمثال بعضي از آنها در توصیف مولکولهای آلي 

همچنین پتانسیلهای غیر مرکزی نتایج بهتری از پتانسیلهای مرکزی در مورد خواص دینامیکي ساختار 

های جبری معادله را به یعني اینکه این پتانسیلها امکان اینکه حل ] 3[1دهد.مولکولها و برهمکنشها مي

 د.ندهدست آورند مي

 باشند:ای هستند که شامل دو قسمت ميپتانسیلهای غیر مرکزی تغییر شکل یافتهپتانسیلهای مولکولي 

 (پتانسیل وابسته به زاویه.2( پتانسیلهای نوسانگر هماهنگ کروی 1

های بر همکنش بین هسته و تغییر شکل یافتهتوانند برای توصیف مدل مولکولي اینگونه پتانسیلها مي

 باشد.یافته استفاده شوند.فرم کلي به صورت زیر ميتغییر شکل 

2 2 2 2

cos
( , )

sin sin
V r

r r

  


 
  

در  زماني-فضا بعد (1+3)برای ذرات با اسپین یک در پي -کي -دیبه حل معادله  که حال بر آن شدیم

 به 11شبه هماهنگ چرا که پتانسیل بپردازیم.  15شبه نوساني هماهنگ تغییر شکل یافته حضور پتانسیل

داتها و کوانتوم  ، خصوصیات کوانتوممولکولهای دو اتمي 12ارتعاشي-دوراني طور موفقیت آمیزی حالتهای

 35] -32 [دهد. ارتعاش و چرخش هسته را شرح ميپاد داتها و 

                                                           
9

 ring-shaped 

10 Pseudo-Harmonic Oscillatory Ring-Shaped 

11
 Pseudo-Harmonic 

12
 roto-vibrational 
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 باشدبه صورت زیر مي تغییر شکل یافتهشبه نوساني هماهنگ فرم پتانسیل 

(3-12) 
                                        

2 4
2

2 2 2 2 2

cos cos
( , ) ( ),

2 sin cos

A B
V r r

r r

    


 

 
   

 رسیممي (25-3به معادله ) (9-3)در  ( 19-3)و   (12-3)به صورت زیر وجاگذاری  Fبا انتخاب 

(3-19 )                                                       , , ( ) .iF F r R r Q e     

(3-25)

                   

2
2

2 2 2 2 2

2 4
2 2 2

, , , ,2 2 2 2

1 1 1 1
( ) ( (sin ))

sin sin

cos cos
( ) ( ) 0,

2 sin cos
n l n l

d d d d d
r F

r dr dr r d d r d

A B
E r F E m F

r r
 


    

    

 

 
  

 

 
     

 

 شودبعد از جدا سازی متغیرها تابع شعاعي به فرم زیر مي

(3-21)

   

     
 

4 2 2
2

, ,

2

, , , ,

2 2

1
( ) ( 1)

2 2 0,
n l l n lnEE Ar m r E B l ld R r dR r

R r
dr r dr r



 
      

   
 
 

 

2sبا انتخاب تغییر متغیر  r شودمعادله شعاعي به فرم زیر تبدیل مي 

(3-22)

     

 2 2
2 , , ,, ,

2

2

,

2

1 1 13
( ) ( 1)

( ) ( ) 8 4 42 ( ) 0,
n l nl lnE As m s E B l l

d R s dR s
R s

ds s d s

E

s

 

 
      

   
 
 

 

 عبارتند از: NU، پارامترهای  NUکه با استفاده از روش 
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2 2

1 2 3 1 , , 2 , , 3 , ,

2 2

4 5 6 , , 7 , , 8 , ,

3 1 1 1
, 0, 0, , ( ), ( 1) ,

2 8 4 4

1 1 1 1 1
, 0, , ( ), ( 1) ,

4 8 4 16 4

n l n l n l

n l n l n l

E A E m E B l l

E A E m E B l l

  

  

     

    

        

          

 

 9 , , 10 , , 11 , ,

1 1 1
, 1 ( 1) , ,

8 4 2
n l n l n lE A E B l l E A           

(3-23)
    

 12 , , 13 , ,

1 1 1 1
( 1) , .

4 16 4 8
n l n lE B l l E A          

 رابطه ویژه مقداری عبارت است از:بنابراین 

(3-24)
                  

2 2 2

, , , , , , , ,

1
(2 1) 2 2 ( ) 0.

2
n l n l n l n lE n E A E A l E B m   

 
       

 
 

 ای داریم:برای بخش زاویه

(3-20)

   

 

2

2

4 2 2

, , , , , ,

2 2

cos

sin

( ( 1))cos ( 1) cos

cos (1 c s
0

)
( ,

o
)

n l n l n l

d d

d d

E l l l l E

Q

Q
E

Q

  



  

     






 

     




 
 

cosy با استفاده از تغییر متغیر  شود به:معادله بالا تبدیل مي 

(3-26)

      

2

2 2

4 2 2

, , , , , ,

2 2 2

( ) 2 ( )

1

( ( 1)) ( ( 1) )
( ) 0,

(1 )

n l n l n l

d Q y y dQ y

dy y dy

E l l y l l E y E
Q y

y y

     


 



       




 

2zبا استفاده از تغییر متغیر دوم  y :داریم 
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(3-27)

   

2

2

2 2

, , , , , ,

2

1 3
( ) ( )2 2

(1 )

1 1 1
( ( 1)) ( ( 1) )

4 4 4 ( ) 0.
(1 )

n l n l n l

z
d Q z dQ z

dz z z dz

E l l z l l E z E

Q z
z z

     



 


       




 

 عبارتند از: NUپارامترهای 

2

1 2 3 1 , , 2 , ,

3 , , 4 5 6 , ,

1 3 1 1
, , 1, ( ( 1)), ( ( 1) ),

2 2 4 4

1 1 1 1 1
, , , ( ( 1)),

4 4 4 16 4

n l n l

n l n l

E l l l l E

E E l l

 

 

       

     

         

       

 

 

2

7 , , 8 , ,

2

9 , , 10 , ,

1 1 1 1
( ( 1) ), ,

8 4 16 4

1 1
( ) , 1 ,

4 4

n l n l

n l n l

l l E E

E E

 

 

    

      

       

      

 

2

11 , , , , 12 , ,

1 1 1 1
2 ( ) , ,

4 4 16 4
n l n l n lE E E                   

(3-22 )                          2

13 , , , ,

1 1 1 1
( ) .

4 4 16 4
n l n lE E              

 :ای عبارت است ازبنابر این ویژه مقدار انرژی برای بخش زاویه

(3-29 )

       

 
 

 

2 2

, , , ,

2

, , , ,

2 2

, , , , , , , ,

( 1) 4 4 16( ( ) ) 4 16

4 ( ) 4 1 4

1
4 16 ( ( ) ) 2 1

4

n l n l

n l n l

n l n l n l n l

l l n E E n

E E

E E E E

 

 

   

    

    

       

         

     

 
        

 

 

 در نهایت تابع موج کل عبارت است از:



40 
 

(3-35  )

                     

 

 

 

 
 

2
, , , ,

, ,
, ,

2
, ,

2
, ,

1 1 1
( 1)

2 4 8

, ,

1 1 1 1( 1)
4 2 2 4 16 4

, ,

1
( )

2 4

1
,

4

( , , )

1
cos

2

1 cos

n l n l

n l
n l

n l

n l

E B l l E A r

n l

E B l l E

n n l

E

E

n

F r r e

L E A r

P

 














   

 

 





   
           
   

               

 
    

 





  
    

  

  

 
 

, ,( )
21 2cos

n lE
ie

  


 
    

  

 

0Bنتایج به ازای        که به طور گسترده در بسیاری از  یابدبه نتایج ترم درجه دوم کاهش مي

توانند آنها مي پس از حل )بدست آوردن ویژه توابع و ویژه مقادیر انرژی( .رودهای فیزیکي به کار ميشاخه

طرحهای تداخلي، انتقال بار ، اثرات برانگیخته و انتقال تابع انرژی در طیف سنجي مزوني،  در مطالعه 

به شرطي  ی غیر مرکزی همچنین طیف انرژی برای این پتانسیلها خواص استاتیکي مزونها استفاده شوند.

 قابل مطالعه است که این پتانسیلها قابل جداسازی باشند. 

 13یافته هارتمن تغییر شکلبا پتانسیل  پي -کي -دی حل معادلهبه همین ترتیب با 
2 2

( )
sin

A B

r r 
  در

 رسیم:مطابق با مراحل بالا به نتایج زیر مي زماني-( بعد فضا3+1)

 معادله ویژه مقداری برای بخش شعاعي:

(3-31)

                                           

2

2 ( 1)

, 2 4( 1)

m n l
E

n l
A n l

 
 

  

 

 ای:و برای بخش زاویه

(3-32 )
                       2 2 2 2

, , , , , ,( 1) 2 ( )n l n l n ll l n E B n n E B E B               

                                                           
13

 Hartmann ring-shaped 
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 بنابراین

(3-33)                              
2

, ,n ll n E B   

 که تابع موج کلي عبارت است از:

(3-34 )

    

 

 
 

2

2 2
, , , , 2 2

, , ,

2
, ,

,

1 1 1
( 1) 2 ( 1)

( )2 4 4 2

, ,

1 1
( ) ( )

2 2 ( )

2

,

, )

,

(

( , , ) (2 )

1 cos 1 cos
cos .

2 2

n l n l

n l n l

n lE

n l

l l l l
m r

n l n

E B E B
E B E B

i

n

F r r e L m r

P e

E

 









 







 

 


   
               

   
    

    

  

    
   

   

 

 

 تغییر شکل یک پتانسیلی به اضافه 14روسن-منینگبا پتانسیل  پي -کي -دیدر حل معادله همچنین 

مانند یافته

2

2 2 2 2 2

22

( 1) cos

sin sin
11

r r

b b

rr
bb

e Ae

r r
b eb e

    

 

 



 
 

 
             

به  زماني-( بعد فضا1+3)در  

 رسیم:نتایج زیر مي

 معادله ویژه مقداری برای بخش شعاعي:

(3-30               )

 2 2 2 2

, , 0 , ,

2 2 2

, , 0 , ,

2 2 2

0 , , , ,

, ,

4 ( 1) 4 ( 1) 1 4 ( 1) 4 ( ) 1

1
( 1) ( 1) ( 1) ( )

4

1
2 ( ( 1) ( ))( ( 1) ( 1) )

4

1
( 1) 0

2

n l n l

n l n l

n l n l

n l

n n l l E l l C b E m

l l E l l C b E m

l l C b E m l l E

E A l l

 

 

 



 

 

 

          

        

       

   

 

                                                           
14

 Manning-Rosen 
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 ای:و برای بخش زاویه

(3-36)

                            

 2 2 2

, , , , , , , ,

2 2

, , , , , , , ,

2 2 2 2

, , , , , ,

( 1) 1

1
(

2

( ) ( ) )

n l n l n l n l

n l n l n l n l

n l n l n l

l l n E E E E n

E E E E

E E E

   

   

  

     

     

    

            

      

    

 

 بنابراین داریم:

(3-37                       )
2 2

, , , , , , , ,

1 1

2 2
n l n l n l n ll n E E E E                 

 که تابع موج کلي عبارت است از:

(3-32)

           

  2 2 2
0 , ,

, ,

2 2 2
20 , , , ,

, , , ,

2
, , ,

( 1) ( ) 1 1
( 1) ( 1)

2 4
, ,

1 12 ( 1) ( ) ,2 ( 1) ( 1)
4 2

1

2

( , , ) (1 )

1 cos
(1 2 ) ( )

2

1 cos
( )

2

n l
n l

n l n l
n l n l

n l n l

l l C b E m r
l l Er

b b
n l

rl l C b E m l l E E E
b

n

E E

F r e e

P e




 
 



 



    

 

 





  
     

 
           

 

 

 


 




 
 

2 2
, , , , , , , , ,,

cos
n l n l n l n lE E E E

i

nP e
          


    



 

با این  پي -کي -دیای حل معادله با توجه به کاربرد این پتانسیل در شیمي کوانتومي و فیزیک هسته

 باشد.پتانسیل مهم مي
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    n  n   l  
, ,n lE   

1.130159911 0 0 0 1 0.9329668149 

4.172264852 0 0 0 2 0.9621789569 

9.211534011 0 0 0 3 0.9777566835 

1.095299167 0 1 0 1 0.9662701347 

3.080097395 1 1 0 2 0.9788558097 

8.114470346 1 1 0 3 0.9867263012 

0.06117848810 1 1 1 2 0.9788558097 

3.055774379 1 1 1 3 0.9867263012 

0.06013618481 1 0 1 2 0.9621789569 

 

ی یک به اضافه 10qساکسون تغییر شکل یافته با پارامتر -وودبا پتانسیل  پي -کي -دیحل معادله با 

عمومي تغییر شکل یافتهپتانسیل 
2

0

2 2
0

cos
( )

sin
1 exp( )

V

r R r
q

a

  



 





به  زماني-( بعد فضا1+3)در  

 رسیم:نتایج زیر مي

 ویژه مقداری برای بخش شعاعي:معادله 

(3-39          )

2 2 2 2

, , , , , , 00 0 1 2

2 2 2 2 2 2

0 0

2 2

, , 0 , ,01

2 2 2 2 2 2

0 0

2 2 2

, ,0 0 1 2

2 2 2 2 2

0 0

( 1) ( 1)( )
2 (2 1)( )

( 1)( 1)
( 1) 2( )

( 1) ( 1)( )
2 ( )(

n l n l n l

n l n l

n l

m E m E E Vl l c l l c c c
n n

R R

E V m El l cl l c
n n

R R

m E m El l c l l c c c

R R

  

 



   

   

  

     
    


     

    
  

2

, , , , 0

2
) 0.

n l n lE V 






 

                                                           
15 q-deformed Woods-Saxon 

 . انرژی حالتهای مقید برحسب اعداد کوانتومي مختلف1-3جدول 
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 ای:و برای بخش زاویه

(3-45)
  2 2 2 2

, , , , , , , , , ,( 1) 2 1 ,n l n l n l n l n ll l n n E E E E E                       

 که تابع موج کلي عبارت است از:

(3-41)

 
2 2 2 2

, , , , , , 00 0 1 2

2 2 2 2 2 20 0 0 0
0 0

2 2 2
, ,0 0 1 2

2 2 2 2 20 0 0
0 0

( 1) ( 1)( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

( 1) ( 1)( )
(2 ,2

( ) ( ) ( )

, ,

1 1 1
{( ) (1 )

1 exp( ) 1 exp( )

n l n l n l

n l n

m E m E E Vl l c l l c c c

R R R R
R R

a a a a

m E m El l c l l c c c

R R R
R R

a a a
n

F r

r R r Rr
q q

a a

P

  



 

     
 

    
 




 

 

 

2
, , , , 0

20

1 2
, , , ,

2 2
, , , ,

2 2
, , , , , , , ,

)

( )

0

1

2

,2

2
(1 )}

1 exp( )

1 cos 1 cos
{ 1

2 2

1 cos
1 2 } ,

2

l n l

E En l n l

n l n l

n l n l n l n l

E V

R

a

E E

E E E E
i

n

r R
q

a

P e

 

   

 

   

  

     


 



 



 

   






      
    

    

   
   

  

 

16ی غیر مرکزی جدیدنوساني هماهنگ تغییر شکل یافته برای پتانسیل

2

2 2 2 2 2

cos
( )

2 sin sin

pG A B C
r

r r r



 
   0,1,2 ازای بهp  :داریم 

 معادله ویژه مقداری برای بخش شعاعي:

(3-42)
              

2 2 2

, , , , , , , ,

1
(2 1) 2 2 ( ) 0

2
n l n l n l n lE n E G E G l E A m   

 
       

 
 

  :ایو برای بخش زاویه

                                                           
16 new ring-shaped non-central harmonic oscillator 
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0pبه ازای  

(3-43)
  

 2 2 2 2

, , , , , , , ,

, , , ,

( 1) 2 1n l n l n l n l

n l n l

l l n n E B E C E B E C

E B E C

   

 

            

 

 

 به عبارت دیگر:

2

, , , ,n l n ll n E B E C                                          )44-3( 

 

0pنهایتا تابع موج کلي به ازای  : 

(3-40 )

                           

 

 

2
, , , ,

, ,

2 2
, , , , , , , ,

1 1 1
( 1)

2 4 8

, ,

1
( 1)

4 2

, ,

1 1

2 2

( , , )

1

2

1 cos 1 cos

2 2

n l n l

n l

n l n l n l n l

E A l l E G r

n l

E A l l

n n l

E B E C E B E C

F r r e

L E G r

 



   





 

 

 

   
           
   

 
    

 

   
     

   

 

  
    
  

    
    
   

 
 

2 2
, , , , , , , ,,

cos .
n l n l n l n lE B E C E B E C

i

nP e
    





   



 

1pبه ازای  

(3-46)

           

 2 2 2

, , , , , , , ,

2 2 2

, , , , , , , , , ,

2 2 2 2

, , , ,

( 1) 1

1 1 1
( )

2 2 2

1
( )

2

n l n l n l n l

n l n l n l n l n l

n l n l

l l n n E B E C E B E C

E B E C E B E C E B

E B E C

   

    

 

 

  



         

       

  

 

 به عبارت دیگر:
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(3-47 )
               

2 2

, , , , , , , ,

1 1
( )

2 2
n l n l n l n ll n E B E C E B E C          

       
 

1pنهایتا تابع موج کلي به ازای  : 

(3-42)

                          

 

 

2
, , , ,

, ,

2 2
, , , , , , , ,

1 1 1
( 1)

2 4 8
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1
( 1)

4 2
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2 2
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2 2
, , , , , , , ,,

cos .
n l n l n l n lE B E C E B E C

i

nP e
    





   



 

2pبه ازای  

(3-49)
       

 2 2 2

, , , , , , , ,

2

, ,

( 1) 2 1n l n l n l n l

n l

l l n n E B E C E B E C

E B

   



 



         

 

 

2pنهایتا تابع موج کلي به ازای  : 

(3-05 )

                        

 

 

2
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2 2
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1 1 1
( 1)
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1
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پی در حضور میدان مغناطیسی برای ذرات  -کی -نوسانگر دی   -9-9

 اسپین یک

پي در حضور میدان مغناطیسي در غیاب پتانسیل ودر حضور  -کي -ی دیدر این مبحث به بررسي معادله

 پردازیم.پتانسیل برای ذرات اسپین یک در دوبعد مي

)( به 9-3ی )در رابطه pدر حضور میدان مغناطیسي عبارت  )p qA شود.تبدیل مي 

 صورت زیر داریم:به  Fبا انتخاب 

(3-01  )                                                           ( , ) ( ) imF R e    

 شود:به شکل زیر مي 2حالت در این 

(3-02                                  )
2 2 2 2

2 2

2 2 2

1 1

4 2

q B mqB


     

   
     

   
 

 رسیم:ی زیر ميبه رابطه (9-3)ی ( در رابطه67-3و ) (66-3)با جاگذاری روابط 

(3-03     )
2 2 2 2

2 2

, , 22 2 2

1 1
( ) ( ( ) ) 0

4 2
n m n m

q B mqB
F E E V m F
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 در غیاب پتانسیل (9-9-2

)2غیاب پتانسیل  حضور میدان مغناطیسي و در( در03-3)ی در این قسمت به بررسي معادله 0)V  

 پردازیم:ميباشد بوهم مي -آهارونفکه همان اثر  برای ذره بار دار

(3-04                       )
2 2 2 2

2 2 2

,2 2 2

1 1
( ) ( ) 0

4 2
n m

q B mqB
F E m F

     

   
      

   
  

 رسیم:ی زیر مي( و انجام عملیات جبری به رابطه04-3)ی در رابطه (01-3)ی با قرار دادن رابطه

        (3-00)       
 

2 2
2 2 4 2

2
0

2

,

2

2( )
2 2 4 0

n m

qBm q B
m md R dR

R
d

E

d

  


   

 
    

   
 
  

 

2sبا استفاده از تغییر متغیر   رسیم.( مي06-3ی )به رابطه 

(3-06     )   
 

2 2
2 22 2

,
2

0

2 2

1
( )

2 16 2 4 0
n m

q B qBm
s m s md R s dR s

R s
ds s

E

s ds

 
     

   
 
  

  

 رسیم:ميی ویژه مقداری زیر به معادله NUی با استفاده از رابطه

(3-07                                                             )2

, 0

1
(2 1)

2
n mE n qB qBm m    
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|𝒏,𝒎〉 𝑬𝒏,𝒎 |𝒏,𝒎〉 𝑬𝒏,𝒎 

|𝟎, 𝟎〉 1.024695077 |1,1〉 1.083974169 

|𝟏, 𝟎〉 1.072380529 |2,1〉 1.129158979 

|𝟐, 𝟎〉 1.118033989 |3,1〉 1.172603940 

|𝟑, 𝟎〉 1.161895004 |3,2〉 1.183215957 

|𝟒, 𝟎〉 1.204159458 |4,1〉 1.214495780 

|𝟓, 𝟎〉 1.244989960 |4,2〉 1.224744871 

 

 

 

 که تابع موج برای این حالت عبارت است از:

(3-02                                                              )
2

24
,

1
( ) ( )

2

qB

m m

n m nR e L qB


  



 

0

0/2

0/4

0/6

0/8

1

1/2

1/4

0/1 0/3 0/5 0/7 0/9 1/1

n=0,l=0

n=1,l=0

n=2,l=0

n=1,l=1

 میدان . ویژه مقادیر انرژی برحسب مقادیر مختلف0-3شکل 

 مغناطیسي

 . انرژی برحسب اعداد کوانتومي مختلف2-3جدول 
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 در حضور پتانسیل(  9-9-1

2( با پتانسیل شبه نوساني هماهنگ 03-3)ی در این قسمت به بررسي معادله

22

A G
r

r
 پردازیم:مي 

(3-09 )

2 2 2 2
2 2 2 2

,2 2 2 2

1 1
( ) ( ) ( ) 0

4 2 2
n m

q B mqB A G
F r F E m F

r


     

   
        

    

 رسیم:مقداری زیر ميی ویژه با انجام عملیات جبری همانند روابط بالا به معادله

(3-65  )2 2 2 2 2 2 2

, , , , 0(2 1) 2 ( )( 2 ) 0
2

n m n m n m n m

qBm
E n q B E A m E G q B E A m         

 

 

 

 ρ. نمودار تابع موج بر حسب 6-3شکل 
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|𝒏,𝒎〉 𝑬𝒏,𝒎 |𝒏,𝒎〉 𝑬𝒏,𝒎 

|𝟎, 𝟎〉 3.121392645 |1,1〉 4.365837235 

|𝟏, 𝟎〉 4.283859068 |2,1〉 5.336020106 

|𝟐, 𝟎〉 5.270422542 |3,1〉 6.209337941 

|𝟑, 𝟎〉 6.153754521 |3,2〉 6.366101520 

|𝟒, 𝟎〉 6.966435103 |4,1〉 7.015150010 

|𝟓, 𝟎〉 7.726526256 |4,2〉 7.154291853 

 

 و ویژه تابع عبارت است از 

(3-61                      )
2 2 22 2

,, ,

1
2

2 24
, ,

1
( ) ( 2 )

2

n mn m n m
q B E Am E G m E G

n m n n mR e L q B E A


 
  

  

 

 

 

 

 

 

 . انرژی برحسب اعداد کوانتومي مختلف در حضور پتانسیل3-3جدول 
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 فصل چهارم

 پراکندگی و حالتهای مقید
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 در یک بعدصفر   های اسپینبوزون  پراکندگی -4-2

-زماني مي –( بعد فضا 1+1در این بخش به پراکندگي ذرات اسپین صفر در حضور پتانسیل هولسن در )

 پردازیم.

 عبارت است از: Uدر حضور برهمکنش  پي -کي -دیدانیم معادله همانطور که مي

(4-1)                                                    
0 1

0 1( ) 0i i m U        

هایي نوشته شود که هر کدام از این بخشها یک مشخصه به صورت مجموع بخشتواند مي Uبرهمکنش 

اسپین صفر یک برهمکنش اسکالر و یک برهمکنش  پي -کي -دیلورنتس خاص را دارد. در معادله 

 برداری به صورت زیر وجود دارد:

(4-2 )                                             
0

1( ) ( )U PS x V x  

 داریم:  (1-4)که با جاگذاری در معادله 

(4-3  )                                    
0 1 0

0 1 1( ( ) ( )) ( ) 0ni i m PS x V x x          

 شود:باشد که به صورت زیر نمایش داده ميمي پي -کي -دیای معادله یک تابع موج پنج مولفه 

(4-4  )                                                           (1) (2) (3) (4) (5), , , ,
T

n n n n n      

 (3-4)در معادله  و همچنین ماتریس تصویر برای حالت اسپین صفر 1و  0ماتریسهای جاگذاری با 

 :ی زیرپنج معادله  رسیم بهمي
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(4-0  )

                                   

(1) (2) (3)

0 1 1

(1) (2)

0 1

(1) (3)

1

(4)

(5)

( ) ( ) 0 ,

( ) 0,

0,

0,

0.

n n n

n n

n n

n

n

m S i V i

i V m

i m

m

m

  

 

 





       

   

  

 

 

 

 رسیم:از ترکیب این معادلات به نتایج زیر مي

(4-6 )
                          

(1)
(4) (5) (3) (2) (1)1( )

0, 0 , , .n n
n n n n n

E Vi

m x m


    

 
   


 

 رسیم:به معادله زیر مي (0-4)با جاگذاری این نتایج در معادله 

(4-7 )
                              

(1)
(1) (1)1 1( )( )

( ) 0n n n
n n

E V E V i
m S i

m x m x


 

   
     

  
 

 این:بنابر

(4-2 )
                                   

2 (1)
(1) (1)1 1

2

( )( ) 1
( ) 0n n n

n n

E V E V
m S

m m x


 

   
     

 
 

 آوریم:دست مي ی زیر را بهدر نهایت رابطه

(4-9 )
                                           

2 (1)
2 2 2 (1)

1 12
2 0.n

n n n

d
m mS E E V V

dx
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 ( ضرایب عبور و بازتاب4-2-2

 پردازیم:حالتهای پراکندگي در حضور پتانسیل هولسن ميی در این بخش ما به مطالعه

 باشد:حالت اسکالر و برداری به شکل زیر ميهمانگونه که در بالا اشاره شد فرم کلي پتانسیل هولسن برای 

آ(-4-15)
                   

0 ( ) ( )
1 1

x x

x x

e e
S S x x

qe qe

 

 
 





 
   

  
 

ب(-4-15)
                

1 01 ( ) ( )
1 1

x x

x x

e e
V V x x

qe qe

 

 
 





 
   

  
 

0که  01, ,S V   وq باشند.پارامترهای ثابت پتانسیل هولسن مي 

 

 

 

 

و  آ(-15-4)پردازیم که با جاگذاری پتانسیلهای مي >x 0 به ازای پي -کي -دیما ابتدا به حل معادله 

 رسیم به:مي ( 9-4)ی در معادله ب(-4-15)

,0.09 . نمودار پتانسیل برای1-4شکل  0.9q   
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(4-12 )

                   

2 22 (1)
2 2 (1)0 01 01

22

2
0,

1 1

x x xL
Lnn

n nx x

mS e E V e V ed
E m

dx qe qe

  

 




 
     

  
 

 

xzبا تغییر متغیر  qe  شود:به فرم زیر تبدیل مي ( 12-4)معادله 

(4-13)                     
 

 

22 (1) (1) 2
201 0

22 2

2 2

2 2 (1)0 01

2 2

(1 ) 1
{

(1 ) (1 )

2 } 0,
2

L L

n n
n

n L

n n

V mSd dz z
E m

dz z z dz q qz z

E mmS EV z
E m

q q

 




 

    
         

       

 
     

  

 باشد:بنابر این تابع موج بدست آمده به شکل زیر مي

 

(4-14)

2 2 2
22 2 01

01
2 22 2 2 2

2 2 2
22 2 01

01
2 22 2 2 2

2 ( ) 41 1( ) , 1
2 4(1)

2 ( ) 41 1( ) , 1
2 4

(1 ) (1 2 )

(1 ) (1 2 ),

n
n

n

n
n

n

m E VVm E
qi m E x qL x x

n n

m E VVm E
qi m E x qx x

n

Cq e qe P qe

Dq e qe P qe

  

  



 
     

   

 
       

    

   

 

L(1)که 

n  به همراه تابع موج بازتابي  کند()که به سمت راست حرکت ميتابع موج فرودی عبارت است از

را به این صورت نشان  x<0توان تابع موج برای کند(. به طور خلاصه مي)که به سمت چپ حرکت مي

 داد:

(4-10  )                                            
(1) (1) ( ) (1) ( ) ,L L inc L ref

n n nC D    

0با فرم پتانسیلي   پي -کي -دیحل معادله  بهحال 
1

x

x

e
S S

qe











1و   0 1

1

x

x

e
V V

qe











رای ب 

x>0 پردازیم.مي 

 آید:به صورت زیر در مي ( 9-4)در این مورد معادله 
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(4-16 )

                 

   

 

2 22 (1)
010 012 2 (1)

22

2
0,

1 1

xxR
n Rn

n nx x

V emS E V ed
E m

dx qe qe



 






 

 
     
  
 

 

xyبا تغییر متغیر  qe   شود:به فرم زیر تبدیل مي ( 16-4)معادله 

(4-17)

            

 

 

22 (1) (1) 2
201 0

22 2

2 2

2 2 (1)0 01

2 2

(1 ) 1
{

(1 ) (1 )

2
2 } 0,

2

R R

n n
n

n Rn
n n

V mSd dy y
E m

dy y y dy q qy y

E mmS E V y
E m

q

 




 

    
         

       

 
    

 

 

 باشد:بنابر این تابع موج بدست آمده به شکل زیر مي

(4-12)

2 2
2 201 01

2 2
2 2 2 2

2 2
2 201 01

2 2
2 2 2 2

4( )1 1 2
1 ( ) , 1

( ) 2 4(1)

4( )1 1 2
1 , 1

( ) 2 4

( ) (1 ) (1 2 )

( ) (1 )

n
n

n
n

V V
m E

m E q qR x x x

n n

V V
m E

m E q qx x

n

A qe qe P qe

B qe qe P

   

  



   
        

            

  
       

         

 
 

   
 
 
 

 (1 2 ) ,xqe 


 
  

 
 

 
 
 

بنابراین   را تعیین کنیم از اینرو باید ضرایب عبور و بازتاب را پیدا کنیم.فرم مجانبي تابع موج بالا  بایدما 

→xشکل تابع موج در   باشدبه صورت زیر مي  ∞

(4-19)                                                  
2 2( )(1) ( ) ,ni m E xR

n x Be
 

   

 باشد که از چپ به راست در حرکت است.یک موج عبوری مي (19-4)در حقیقت معادله 

 x=0ضرایب عبور و بازتاب ابتدا شرایط پیوستگي تابع موج و مشتق تابع موج را در برای بدست آوردن 

 یعني:  کنیم.بررسي مي
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(4-25 )

                                          

( 0) ( 0),

( 0) ( 0)

R L

R L

x x

x x

 

 

  

   

 

 رسیم:به نتایج زیر مي x=0بررسي شرایط پیوستگي تابع موج و مشتق تابع موج در از 

(4-21)                                     
(1) ( ) (1) ( ) (1) (Re )

0( ) ,R T L inc L f

n n n xB C D     

 و

(4-22)                                    
(1) ( ) (1) ( ) (1) (Re )

0( ) ,R T L inc L f

n n n xB C D    

  

Bحال 

C
Dو  

C
 آوریم. را بدست مي 

 داریم:   (21-4)از معادله 

(4-23  )
                                                   

(1) ( ) (1) (Re )

(1) ( )

0

L inc L f

n n

R T

n x

C D
B

 




 
  
 

 

 .(24-4)رسیم به رابطه و انجام کمي عملیات جبری مي (22-4)ی در معادله  (23-4)با جاگذاری رابطه 

(4-24 )        
(1) ( ) (1) ( ) (1) ( ) (1) ( ) (1) (Re ) (1) ( ) (1) (Re ) (1) ( )

0 0( ) ( )L inc R T L inc R T L f R T L f R T

n n n n x n n n n xC D       
   

    

Bبرای  ( 24-4)از رابطه 

C
 داریم: 

(4-20)
                                   

(1) (Re ) (1) ( ) (1) (Re ) (1) ( )

(1) ( ) (1) (Re ) (1) ( ) (1) (Re )

(0) (0) (0) (0)
,

(0) (0) (0) (0)

L f L inc L f L inc

n n n n

R T L f R T L f

n n n n

B

C

   

   


 



 

Dو به همین ترتیب برای 

C
 داریم: 
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(4-26)
                                       

(1) ( ) (1) ( ) (1) ( ) (1) ( )

(1) ( ) (1) (Re ) (1) ( ) (1) (Re )

(0) (0) (0) (0)
,

(0) (0) (0) (0)

R T L inc R T L inc

n n n n

R T L f R T L f

n n n n

D

C

   

   

 


 
 

 کنیم.فاده ميجریان استبرای مشخص کردن ضرایب عبور و بازتاب از چگالي شار 

(4-27 )
                                                       

1
,

2
J   

𝐽𝑖𝑛𝑐 𝐽𝑟𝑒𝑓شارهای فرودی و بازتابي و عبوری به ترتیب به شکل باشند. بنابر این چگالي سمت مي 𝐽𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠و  ,

𝐽𝐿 عبارت است از (x<0چپ ) = 𝐽𝑖𝑛𝑐 + 𝐽𝑟𝑒𝑓 ( و سمت راستx>0)  عبارت است از 𝐽𝑅 = 𝐽𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 . 

 داریم: 1و جاگذاری ( 27-4) دی با استفاده از رابطهفروشار  به دست آوردن برای 

(4-22) 

(1)

(2)

(1) (2) (3) (4) (5) (1) (3) (1) (3)(3)

(4)

(5)

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0
1 1

, , , , ( )1 0 0 0 0
2 2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

n

n

inc n n n n n n n n nn

n

n

J





        





      

   
  
  
       
  
  

  
  

 

(1)این برای شار فرودی بنابر (1) ( )L L inc

n nC  باشد. و داشتیم گیریم( مي)تنها موج فرودی را درنظر مي

(1)
(3) n
n

i

m x








 رسیم:مي (29-4)ی به رابطه (22-4)پس با جا گذاری این روابط در 

(4-29)
                         

 2 (1) ( ) (1) ( ) * (1) ( ) (1) ( )*1
( ) ,

2

L inc L inc L inc L inc

inc n n n n

i
J C

m
      

 داریم:شارهای بازتابي و عبوری به ترتیب و به همین ترتیب برای 

(4-35)
                    

 2 (1) (Re ) (1) (Re ) (1) (Re ) (1) (Re )1
( ) ,

2

L f L f L f L f

ref n n n n

i
J D

m
       

(4-31 )
                           

 2 (1) ( ) (1) ( ) (1) ( )* (1) ( )1
( ) ,

2

R T R T R T R T

trans n n n n

i
J B

m
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 آوریم:بنابراین برای ضرایب بازتابي و عبوری روابط زیر را بدست مي

(4-32 )

                             

 
 

(1) (Re ) (1) (Re ) (1) (Re ) (1) (Re )2

2
(1) ( ) (1) ( ) * (1) ( ) (1) ( )*

,

L f L f L f L f

n n n n
ref

L inc L inc L inc L inc
inc

n n n n

DJ
R

J C

   

   

  
 

 
 

(4-33 )

                                  

 
 

(1) ( ) (1) ( ) (1) ( )* (1) ( )2

2
(1) ( ) (1) ( ) * (1) ( ) (1) ( )*

,

R T R T R T R T

n n n n
trans

L inc L inc L inc L inc
inc

n n n n

BJ
T

J C

   

   

 
 

 
 

که با افزایش انرژی ذره انتظار داریم ضریب عبوری بیشتر و ضریب بازتابي کاهش یابد اما در هر حال 

 باشد.مجموع ضرایب عبوری و بازتابي برابر با یک مي

-کلاسیک و کوانتومي به ازای حالات مختلف ميحال به بررسي ضرایب عبور و بازتاب از دیدگاه مکانیک 

 پردازیم.

بر این است که به هنگامي که انرژی ذره از از ارتفاع سد پتانسیل بیشتر باشد دیدگاه مکانیک کلاسیک 

شود اما هرگز شود یعني سرعتش کم ميدلیل پایستگي انرژی، ذره در گذار از سد پتانسیل کند مي

کند که کسری از ذرات فرودی به علت خاصیت موجي مکانیک کوانتومي بیان ميشود اما بازتابیده نمي

در مورد اینکه انرژی ذره از از ارتفاع سد پتانسیل کمتر باشد طبق توصیف مکانیک شوند. بازتابیده مي ،ذره

یقت شار شود در حقکلاسیک بازتاب کلي داریم یعني اینکه سد به طور کامل مانع از عبور ذرات مي

کند که قسمتي از موج به درون ناحیه ممنوع نفوذ مکانیک کوانتومي بیان مي باشد. امابوری صفر ميع

 باشد.کند که همان پدیده تونل زني ميمي
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 ( حالتهای مقید4-2-1

 کنیم. را برای پتانسیل هولسن بررسي مي پي -کي -دین بخش حل حالت مقید معادله در ای

 

 

 

 گیریم:را به فرم زیر در نظر مي (14-4)ی معادله x<0برای مورد 

(4-34  )           

2 2 2
22 2 01

01
2 22 2 2 2

2 ( ) 41 1( ) , 1
2 4(1) ( ) (1 ) (1 2 )

n
n

n

m E VVm E
qi m E x qL inc x x

n nCq e qe P qe
  

 
     

      

 داریم:  x>0و برای  

(4-30)
2 22 22 2

01 01

2 2 2 2

2 ( ) 41 1( ) ( , 1 )
2 4(1) ( ) (1 ) (1 2 ) ,

n
n

m EV Vm E

q qR x x x

n nA qe qe P qe
   

   
  

 
   
  
 

R(1)با اعمال شرایط پیوستگي روی 

n و 
(1)L

n  درx=0 آوریم:بدست مي 

 پتانسیل برای حالت مقید. نمودار 2-4شکل 
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(4-36)                                             
(1) (1) ( )( 0) ( 0),R L inc

n nA x C x    

 و

(4-37  )                                             
(1) (1) ( )( 0) ( 0),R L inc

n nA x C x     

 رسیم:دو رابطه بالا به عبارت زیر مياز تقسیم 

(4-32)
                                                                            

(1) (1) ( )

(1) (1) ( )
0.

R L inc

n n

R L inc

n n

 

 
 
 

 

 محاسبه شود. (32-4)ی تواند از معادلهمقادیر انرژی ميکه ویژه

انرژی ذره در این حالت با افزایش عدد کوانتومي، انرژی ذره از منفي سیر صعودی پیدا کرده تا جایي که 

 رود.کند که در این صورت ذره از حالت مقید به حالت آزاد ميبه صفر میل مي
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 یک در یک بعد  های اسپینبوزون  پراکندگی -4-1

 –( بعد فضا 1+1در )  17اصلاح شده در این بخش به پراکندگي ذرات اسپین یک در حضور پتانسیل کاسپ

)0با استفاده از برهمکنش  پردازیم.زماني مي ) ( )U PS x PV x  به  (3-4)ی و جاگذاری در معادله

 رسیم.ی زیر مينتیجه

(4-39)                                          0 1 0

0 1( ( ) ( )) ( ) 0ni i m PS x PV x x          

 (39-4)و همچنین ماتریس تصویر برای حالت اسپین صفر در معادله  1و  0با جاگذاری ماتریسهای 

 ی زیر:ده معادله  رسیم بهمي

(1) (5)

1( ) 0 ,n nm S i       )4-45-آ(                                                              

(1) (5)( ) 0n n nm S E       )4-45-ب(                                                               

(3) (6) (10)

1( ) 0n n n nm S E i         )4-45-پ(                                                              

(4) (7) (9)

1( ) 0n n n nm S E i         )4-45-ت(                                                  

(5) (2) (1)

1( ) 0n n n nm E V i         )4-45-ج(                                                                 

(6) (3)( ) 0n n nm E V      )4-45-چ(                                                                

(7) (4)( ) 0n n nm E V      )4-45-ح(                                                               

(8) 0nm   )4-45-د(                                                                                     

                                                           
17 Modified Cusp 
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(9) (4)

1 0n nm i    
                                                                                 

 )4-45-ذ(

(10)                                                      م(                  -4-45) (3)

1 0n nm i     

 رسیم:از ترکیب این معادلات به نتایج زیر مي

(4-41)
(1) (5) (2) (5) (3) (6) (7) (4)

1

(8) (9) (5) (10) (3)

1 1

, , , ,

0, ,

n n
n n n n n n n n

n

n n n n n

E E Vi m

m s m s E V m

i i

m m

       

    


    

  

     

 

 رسیم.به شکل زیر مي 2معادله مشابه درجه  3به  (45-4)در معادلات  (41-4)با جا گذاری روابط 

(4-42 )

                                                 

2 (4)
2 2 (4)

2

2 (5)
2 2 (5)

2

2 (6)
2 2 (6)

2

( ) 0

( ) 0

( ) 0

n
n n n

n
n n n

n
n n n

d
E E V m mS

dx

d
E E V m mS

dx

d
E E V m mS

dx










    

    

    
 

معادله بالا باید نتایج  3معادله بالا نتایج یکساني را به همراه دارد )چون طیف انرژی برای  3بررسي 

 کنیم.را بررسي مي( 42-4)یکساني دهد یعني انرژی باید تک گانه باشد( پس معادله 

(4-42 )                                                     
2 (4)

2 2 (4)

2
( ) 0n

n n n

d
E E V m mS

dx


    

 

 پردازیممي >x 0به ازای  پي -کي -دیما ابتدا به حل معادله 
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 ضرایب عبور و بازتاب -4-1-2

پردازیم. فرم مياصلاح شده حالتهای پراکندگي در حضور پتانسیل کاسپ ی در این بخش ما به مطالعه

 باشد:برای حالت اسکالر و برداری به شکل زیر مي اصلاح شده کلي پتانسیل کاسپ

آ(-4-43)

                                

2

0

x x

a aS S e e
 

   
 

 

ب(-4-43)

                                  

2

0

x x

a aV V e e
 

   
 

 

0که  0,S V  باشند.پارامترهای ثابت پتانسیل کاسپ مي 

 

 

 

(4-44)
22 (4)

2 2 (4)

0 0 0 02
( ) ( ) 0

x xL
Ln a a

n n n n

d
E m E V mS e E V mS e

dx




 
       
 

 

/با تغییر متغیر 

0 04( ) x a

ny a E V mS e   شود:به فرم زیر تبدیل مي (44-4)معادله 

 . نمودار پتانسیل برای3-4شکل 
0 5, 2V a  

 . نمودار پتانسیل برای4-4شکل 
0 5, 2V a    برای حالت

 مقید
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(4-40 )

                          

2 (4) (4) 2 2 2 0 0
(4)

2 2

1
( )1 12 0

4

L L n
Ln n n

n

a E V mS
d d E m a

dy y dy y y

 


 
  

     
 
  

با جاگذاری 
1

(4) (4)2( ) ( )L L

n ny y y 



 

ی دیفرانسیلي ویتاکر را به صورت ، معادله( 40-4)ی در معادله

 آوریم.زیر بدست مي

(4-46)
2 2 2

2 (4) 0 0
(4)

2 2

1 1
( )

14 2 0
4

L n n
Ln

n

E m a a E V mS
d

dy y y




 
    

    
 
 

 

 باشد.صورت کلي تابع ویتاکر به فرم زیر مي

آ(-4-46)

                                                    

2 (4)
(4)

2 2

1
14 0
4

L
Ln

n

d

dy y y


 



 
 

    
 
  

با 
2 2

0 0

1
,

2
n na E V mS ia E m     

 رسیم.به جواب زیر مي (46-4)ی . که با حل معادله 

(4-47    )
                                              

1 1

(4) 2 2
1 , 2 ,( ) ( ) ( )L

n y A y M y A y M y   
 

 

 

    

 

,جایي که  ( )M y   
 است.باشد و به فرم زیر تابع ویتاکر مي

(4-42  )
                                             

1 1

2 2
,

1
( ) ( ;1 2 ; )

2

y

M y e y F y
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ضرایب عبور و بازتاب را مطالعه کنیم، ابتدا باید رفتار مجانبي تابع موج را هنگامي  اگر قصد داشته باشیم

 که در این صورت برای تابع موج سمت چپ داریم: کند تعیین کنیم.به بینهایت میل مي xکه 

(4-49 )
                   

   (4)

1 0 0 2 0 0( ) 4( ) 4( ) .
x x

L a a
n n nx A a E V mS e A a E V mS e

 
 






    
 

به فرم زیر در  ( 42-4)ی پردازیم. در این مورد معادلهمي x>0برای  پي -کي -دیحال به حل معادله 

 آید.مي

(4-05 )
                

22 (4)
2 2 (4)

0 0 0 02
( ) ( ) 0

x xR
Rn a a

n n n n

d
E m E V mS e E V mS e

dx




  
       
 

 

/با تغییر متغیر 

0 04( ) x a

nz a E V mS e    شود:به فرم زیر تبدیل مي ( 05-4)معادله 

(4-01)

                       

2 (4) (4) 2 2 2 0 0
(4)

2 2

1
( )1 12 0

4

R R n
Rn n n

n

a E V mS
d d E m a

dz z dz z z

 


 
  

     
 
 

 

با جاگذاری 
1

(4) (4)2( ) ( )R R

n nz z U z



 

صورت ی دیفرانسیلي ویتاکر را به ، معادله(01-4)ی در معادله

 آوریم.زیر بدست مي

(4-02 )

                            

2 2 2
2 (4) 0 0

(4)

2 2

1 1
( )

14 2 0
4

R n n
Rn

n

E m a a E V mS
d U

U
dz z z

 
    

    
 
 

 

که طبق تابع ویتاکر، 
2 2

0 0

1
,

2
n na E V mS ia E m     

  باشد.مي  

 باشد.به فرم زیر مي(02-4)ی بنابراین حل معادله
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(4-03  )                                                  

1 1

(4) 2 2
3 , 4 ,( ) ( ) .R

n A z M z A z M z   
 

 
 

 باشد.که فرم مجانبي تابع بالا در بینهایت به شکل زیر مي

(4-04 )                                       
 (4)

4 0 0( ) 4( ) .
x

R a
n nx A a E V mS e







  
 

 x=0برای بدست آوردن ضرایب عبور و بازتاب ابتدا شرایط پیوستگي تابع موج و مشتق تابع موج را در 

 یعني:  کنیم.بررسي مي

(4-00)                                                

( 0) ( 0),

( 0) ( 0)

R L

R L

x x

x x

 

 

  

           

 

 رسیم:به نتایج زیر مي x=0از بررسي شرایط پیوستگي تابع موج و مشتق تابع موج در 

(4-06 )
                        

1 1 1

2 2 2
1 , 2 , 4 ,

0 0

( ) ( ) ( )

x x

A y M y A y M y A z M z     

  

 

 

   
    

   
 

 و

(4-07     )
                       

1 1 1

2 2 2
1 , 2 , 4 ,

0 0

( ) ( ) ( )

x x

A y M y A y M y A z M z     

  

 

 

    
    

   
 

2ی بالا از دو معادلهحال 

1

A

A
4و  

1

A

A
 آوریم. را بدست مي 
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(4-02 )

             

1 1 1 1

2 2 2 2
, , , ,

2

1 1 1 11
2 2 2 2

, , , ,

0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

x

y M y z M z y M y z M z
A

A

y M y z M z y M y z M z

       

       

   

 

   

   



                        
        
        

        

 و

(4-09 )

               

1 1 1 1

2 2 2 2
, , , ,

4

1 1 1 11
2 2 2 2

, , , ,

0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

x

y M y y M y y M y y M y
A

A

y M y z M z y M y z M z

       

       

   

 

   

   



                        
        
        

        

آوریم:جاگذاری بدست ميکه با 

 

(4-65)
   

0 0 1 2 2 3 1 4
2

2 2 2 2
1 0 0 0 0 2 0 0 2 4

0

1 1 1
2( ) ( ) ( )

2 2 2

1 (2 ) (( ) ) ( 1)(2 ) (1 )

n

n n n

x

a E V mS
A

A a E V mS a a E V mS a a a E V mS 

          

       



 
         

  
            

 
 

(4-61)
   

0 0 1 2 2 3 1 4
4

2 2 2 2
1 0 0 0 0 2 0 0 2 4

0

1 1
(1 2 2 ) ( ) ( )

2 2

1 (2 ) (( ) ) ( 1)(2 ) (1 )

n

n n n

x

a E V mS
A

A a E V mS a a E V mS a a a E V mS 

          

       



 
          

  
            

 
 

1جایي که  2 3 4, , ,    :عبارتند از 

(4-62 )

                                   

1 0 0

2 0 0

3 0 0

4 0 0

1
( ;1 2 ;2 )
2

1
( ;1 2 ;2 )
2

1
( ;1 2 ;2 )

2

1
( ;1 2 ;2 )

2

n

n

n

n

F a E V mS

F a E V mS

F a E V mS

F a E V mS
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 کنیم.شار جریان استفاده مي برای مشخص کردن ضرایب عبور و بازتاب از چگالي

(4-63 )
                                                             

1
,

2
J  

 

,شارهای فرودی و بازتابي و عبوری به ترتیب عبارتند از ,trans ref incJ J J بنابراین چگالي شار برای سمت .

ز اچپ و راست به ترتیب عبارتند 
L inc refJ J J   و

R transJ J. 

 آوریم:رابطه کلي برای شار به صورت زیر بدست مي( 63-4)با استفاده از رابطه 

(4-64)
                                  

 1 5 3 10 4 9 5 1 9 4 10 31

2
n n n n n n n n n n n nJ                         

 چگالي شار فرودی داریم: برایپس 

(4-60  )
                            (4) ( ) (5) ( ) (6) ( )

1 0 02
x

L inc L inc L inc a
n n n nA a E V mS e




     
 

 

داریم:  (41-4)که با استفاده از معادلات   

(1) ( ) (5) ( ) (1) ( ) (5) ( ) (3) ( ) (6) ( )

(3) ( ) (6) ( ) (10) ( ) (6) ( ) (10) ( ) (6) ( )

(9) ( )

, ,

, ,

L inc L inc L inc L inc L inc L inc

n n n n n n

n

L inc L inc L inc L inc L inc L inc

n n n n n n

n n n

L inc

n

i i m

m s m s E V

m i i

E V E V E V

i

m

     

     

 



   

    
  


   

  


 (4) ( ) (9) ( ) (4) ( ), (66 4)L inc L inc L inc

n n n

i

m
  

  
 

آوریم:برای شار فرودی بدست مي (64-4)وجاگذاری در رابطه  ( 66-4)و  ( 60-4)با استفاده از روابط   
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1 0 0 1 0 0

1 0 0 1 0 02

1 0 0 1 0 0

1 0 0

1
{ 2 2

2

2 2
( )

2 2

2

x x

a a
inc n n

x x

a a
n n

n

x x

a a
n n

x

a
n

i
J A a E V mS e A a E V mS e

m S

im
A a E V mS e A a E V mS e

E V

i
A a E V mS e A a E V mS e

m

i
A a E V mS e

m S

 
 

 
 

 
 










   
       

    

   
     

    

   
       

   

 
 

  
 

   

   

1 0 0

1 0 0 1 0 0

1 0 0 1 0 02

2

2 2

2 2 }
( )

x

a
n

x x

a a
n n

x x

a a
n n

n

A a E V mS e

i
A a E V mS e A a E V mS e

m

im
A a E V mS e A a E V mS e

E V




 
 

 
 







 
  
 

   
       

   

   
     

    

)67-4(
 

منهای بینهایت  به سمت صفر وبرای شار فرودی در yکند به سمت منهای بینهایت میل مي x کههنگامي 

 داریم:

(4-62 )                                  

2

1 2

1 1
( )

( )
inc

n

i m
J x A

a m S E V m

  
    

    

 و به همین ترتیب برای شارهای بازتابي و عبوری داریم:

(4-69 )                                    

2

2 2

1 1
( )

( )
ref

n

i m
J x A

a m S E V m

  
    

   

(4-75)                                
2

4 2

1 1
( )

( )
trans

n

i m
J x A

a m S E V m

  
    

   

 در نهایت برای ضرایب عبور و بازتاب داریم:
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(4-71   )                                                     

2

2Re

2

1

f

inc

AJ
R

J A
 

 

(4-72 )                                                       

2

4

2

1

trans

inc

AJ
T

J A
 

 

 

 حالتهای مقید -4-1-1

 پردازیم.در حضور پتانسیل کاسپ برای حالت مقید مي پي -کي -دیبه حل معادله در این بخش 

>xبرای  (42-4)در این حالت معادله   شود به رابطه زیر:تبدیل مي 0

(4-73)                                                                      

1

(4) ( ) 2
1 , ( )L inc

n A y M y 


  

<xبرای  و  داریم: 0

(4-74  )
                                                         

1

(4) (Re ) 2
3 , ( )R f

n A z M z 



 

 داریم: x=0موج در  با استفاده از شرایط پیوستگي تابع موج ومشتق تابع

(4-70 )
                                         

1 1

2 2
1 , 3 ,

0 0

( ) ( )

x x

A y M y A z M z   

 

 

   
   

    

 و

(4-76)
                                      

1 1

2 2
1 , 3 ,

0 0

( ) ( )

x x

A y M y A z M z   

 

 

    
   

    

 آوریم:از دو معادله بالا بدست مي
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(4-77  )

                                       

1 1

2 2
, ,

0 0

1 1

2 2
, ,

0 0

( ) ( )

0

( ) ( )

x x

x x

y M y z M z

y M y z M z

   

   

 

 

 

 

   
   
   

 
    

   
    

 آوریم.را بدست مي ( 72-4)رابطه  ( 77-4)که با جا گذاری روابط در 

(4-72 )
                                     

0 0

1 3

1 2 2 1 2 2
0

nE V mS a

a a

  
 

      
         

 باشد.ویژه مقادیر انرژی قابل محاسبه مي ( 72-4)که از رابطه 
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 انتقال فاز  -4-9

زماني  -( بعد فضا1+3در ) 12فان-دنگدر حضور پتانسیل  پي -کي -دیدر این مورد به بررسي معادله 

 باشد.نهایت به شکل زیر مياز صفر تا بي r در فان-دنگپتانسیل   پردازیم.برای ذرات اسپین یک مي

  
  

 

و استخراج معادله ماکسول گونه برای حالت خاص مانند  ( 1-3)ی با استفاده از معادلهبرای این منظور  

 :اریمدفان -دنگو جاگذاری پتانسیل  (9-3)معادله 

(4-79)                                   2 22

, 2 ,( ) 0,n l n lF r E V r mF E F r    

 داریم:2و  Fبه طوریکه برای 

(4-25)                                                              .F F r R r  

(4-21)
                                              

2

2 2

2 2 ( 1)
.

d d l l

dr r dr r


  

                                                           
18

 Deng-Fan 

 . نمودار پتانسیل دنگ فان برای0-4شکل 
0 1 24, 0, 1, 1, 2V V V a      
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 رسیم:به معادله زیر مي (79-4)در معادله  (21-4)و  (25-4)با جاگذاری معادلات 

(4-22)
 

2
2 2

, ,
1 2

02 2 2

2 ( 1)
( )

e 1 e
) 0

1
( ,n l nr l

r

d d l l
F E F E m F

V V

dr r dr r
V

 


 
     

  
 


 

 که با جدا کردن متغیرها داریم:

(4-23)   
 

   

 
   2

,

2

, 1 , 2 2

, 0 22 2

2 ( 1)
( ) 0,

e 1 e 1

n l n l

n l r n l
r

E V R r E V R rd R r dR r l l
E V R r m R r R r

dr r dr r
E

 


       

 

1 با انتخاب تغییر متغیر
( ) ( )R r U r

r
  آوریم:روابط زیر را بدست مي 

(4-24 )

                                

2

2

2 2

2 2 2 3

1 1
( )

1 1
( )

1 2 2

dR U r dr dU
r r

dR dU
U r

dr r r dr

d R d U dU
U

dr r dr r dr r

  

  

  

 

 رسیم:در آن به معادله زیر مي rو سپس ضرب  (23-4)در معادله  (24-4)با جاگذاری روابط 

(4-20)

            

 

 
 2

,

2

, 1 , 2 2

, 0 22 2

( 1)
( ) 0,

e 1 e 1

n l n l

n l r r
n l

E V E Vd U r l l
E V m U r

dr
E

r 

 
        

  
 

 

برای رهایي از بخش مرکز گرا از تقریب 
 

2
2

0 22

1 e e

1 e 1 e

r r

r r
d

r

 

 


 

 

 
   
  
 

که با  کنیم.استفاده مي 

 رسیم:به رابطه زیر مي (20-4)استفاده از این تقریب در معادله 
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(4-26) 

 

 

 
 2

2
2

0, 1 , 2 2 2

, 0 2 , 22

1 e e
( ) ( 1)( ) 0,

e 1 e 1 1 e

r r

n l n l

n r r
n

r
ll

dE V E Vd U r
E V m l l U r

dr
E

 

  


 



  
         
   
 

 

1که با استفاده از تغییر متغیر  rs e    (22-4)و روابط زیر به معادله
  

 رسیم.مي 

(4-27 )

                                   

2 2
2 2 2

2 2

r

r

r r

ds
e

dr

dU dU dr dU
e

dr ds ds ds

d U dU d U
e e

dr ds ds





 





 





 



 

  

 

(4-22) 
                        

   
 

2

2

2

1
(1 ) 0,

(1 )

d U s du s
s s s Ms Ns P U s

ds ds s s
       

 

 داریم: Pو  Nو  Mکه برای مقادیر 

(4-29 )

                           

2 2

, 0 1 2 0

2

2

, 1 2

2

, 2

2

2

,( ) ( ) ( 1)

( 2 ) ( 1)

( 1)

n l

n l

n l

n lE V V V m d l l
M

E V V l l
N

E V l l
P

E 









      


   


  


 

 رسیم به:مي  (22-4)ی و قرار دادن در معادله (95-4)ی با قرار دادن تابع موج به شکل رابطه

(4-95)                                                                 
( ) (1 ) ( )U s s s g s  

 
                

(4-91)
                

 
2

2 2

2
(1 ) 2 (2 2 1) 2 ( ) 0

d g dg
s s s M g s

ds ds
                       

 

که معادله
 

 تواند به صورت زیر نوشته شود:مي (4-91)
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(4-92  )
                                          

 
2

2
(1 ) (1 ) ( ) 0

d g dg
s s c a b s a b g s

ds ds
           

و حل آن به صورت تابع فوق هندسي است. بنابراین  هندسي استی فوق فرم کلي معادله ( 92-4)معادله 

 داریم:

(4-93 )
                                                       2 1( ) ( , , ; )g s F a b c s   

 که:

(4-94 )

                 

1 1
(2 2 2 ) (2 2 4 )

2 2

1 1
(2 2 2 ) (2 2 4 )

2 2

2

a M i M N P M

b M i M N P M

c

  

  



            

            

 

 

 و

(4-90)
                                   

2

2

( ) ,

1
(1 1 4 )

2

M N P ik k M N P

P P

 

  

          

        
 

 بنابراین تابع موج کلي سیستم عبارت است از:

 (4-96  )
                                 2 1( ) (1 ) ( ) (1 ) ( , , ; )U s s s g s s s F a b c s             

 یا:

(4-97   )
                                           , 2 1( ) (1 ) ( , , ; )r i kr

n lU r N e e F a b c s       

 کند که:مقدار صحیح منفي باشند. این مورد ایجاب مي باید b یا aبرای بدست آوردن یک حل متناهي 
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(4-92)

 

2

,

2

,

2 2

, 0 0

2

2 2

, 0 1 2 0

2

( ) ( 1) ( 1) ( 1)
2 2

1
( 0,1,2,...)

2 4 ( ) 4( ) 4 ( 1)

n l

nn l l

n lE V m d l l l l
i

n n
E V V V dE l

E

m l










        
   
 

  
 

        
 
 

 

 تواند از معادله بالا پیدا شود.که معادله ویژه مقداری انرژی مي

 کنیم.از خواص تابع فوق هندسي زیر پیروی مي بنابر این برای بدست آوردن ثابت بهنجار و انتقال فاز

2آ(                                                             -4-99) 1( , , ;0) 1F a b c  

ب(-4-99)

                     

2 1 2 1

2 1

( ) ( )
( , , ; ) ( , , 1;1 )

( ) ( )

( ) ( )
(1 ) ( , , 1;1 )

( ) ( )

c a b

c c a b
F a b c s F a b a b c s

c a c b

c a b c
s F c a c b c a b s

a b

 

   
     
   

   
      

 

 

ب(-99-4)و  آ(-99-4)با استفاده از معادلات 

 

2و  1( , , ;1 )rF a b c e      برای→ ∞r تواند نوشته مي

 شود:

(4-155 )
              

( )

2 1

( ) ( )
( , , ;1 ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

r c a b rc a b a b c
F a b c e c e

c a c b a b

                  
                  

 

 رسیم:مي ( 152-4)، به رابطه روابط زیر در معادله بالاکردن با وارد 

(4-151  )

                                                     

2 ( )c a b ik a b c

c a b

c b a







          

   

   

  

(4-152 )
         

2

2 1

( ) ( )
( , , ;1 ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

r i krc a b c a b
F a b c e c e

c a c b c a c b
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)قرار دادن عبارت با  )

( ) ( )

ic a b
e

c a c b

     

      
)به جای   )

( ) ( )

c a b

c a c b

    

      
ی و وارد کردن در رابط 

 رسیم:ی زیر ميهبه رابط ( 4-152)

(4-153)
         

( ) ( )

2 1

( )
( , , ;1 ) ( )

( ) ( )

r i kr i kr i krc a b
F a b c e c e e e

c a c b

              
               

 

→rدر  (97-4)ی رابطهبنابراین برای حالت مجانبي   داریم: 0

(4-154 )
                       

,

( )
( ) 2 ( ) sin( )

( ) ( ) 2
n l

c a b
U s N c kr

c a c b


 

    
    

      


→با شرایط مرزی در  ( 154-4)ی معادلهی با مقایسه ∞r ،( )u   2بهsin( )
2

l

l
kr


  میل مي-

 شود.به فرم زیر داده ميکند. و روابط برای انتقال فاز و ثابت بهنجارش به ترتیب 

(4-150)
          

     arg ( ) arg ( ) arg ( )
2 2 2 2

l

l l
c a b c a c b

   
                        

(4-156                                      ) ,

1 ( ) ( )

( ) ( )
n l

c a c b
N

c c a b

      


      
 

، و زماني -( بعد فضا1+3)در که معرف انتقال فاز برای ذرات با اسپین یک (150-4)با استفاده از از رابطه 

 ی سطح مقطع پراکندگي پرداخت.توان به محاسبهميهمچنین استفاده از قضیه اپتیکي 

(4-157    )
                                             

2

2

4
(2 1)sintot l

l

l
k
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 نتیجه گیری

ی معادلهی توسعه وپیشرفت نحوهو از لحاظ تاریخي  پي -کي -دیی معادله به بررسيدر این پایان نامه 

 -کي -دیسپس به بررسي خصوصیات جبری معادله  های مختلف زماني بحث شد.در دوره پي -کي -دی

مستقل از زمان بدست آورده شد  پي -کي -دیو اثبات برخي روابط آن پرداخته شد. در ادامه معادله  پي

ی شرودینگر گونه برای ذره به یک معادله پي -کي -دیو همچنین با استفاده از حد غیر نسبیتي معادله 

ها نیز مورد مطالعه مطالعه قرار دادیم و با آزاد رسیدیم. همچنین این معادله را در حضور بر همکنش

در حضور این پتانسیلها  پي -کي -دیمعرفي مختصری از پتانسیلهای مرکزی و غیر مرکزی به حل معادله 

پي  -کي -دی یبه استخراج معادلات ماکسول پرداخته شد و معادله پي -کي -دیپرداختیم و از معادله 

 ذره آزاد و همچنین این معادله در حضور پتانسیل بدست آورده شد. برای

در حضور پتانسیل برای ذرات با اسپین صفر و یک، توابع موج به ترتیب شامل  پي -کي -دیبا حل معادله 

ی ویژه مقداری برای ذرات با مولفه معادله 15مولفه و  0از این مولفه بودند که با استفاده 15مولفه و  0

توان با استفاده از اعداد کوانتومي مختلف اسپین صفر و یک به ازای اعداد کوانتومي بدست آمد که مي

 مقادیر مختلفي برای ویژه مقدار انرژی بدست آورد.

ضور پتانسیل هولسن و کاسپ اصلاح در ادامه پراکندگي و حالتهای مقید بخش اسپین صفر و یک در ح

با حل معادلات فوق هندسي توانستیم ضرایب عبور و بازتاب  بررسي شد و زماني-بعد فضا (1+1ر )شده د

-را تعیین کنیم ونتیجه بگیریم که با افزایش انرژی ذره ضریب عبوری افزایش و ضریب بازتابي کاهش مي

که معرف بقای احتمال دانیم که در هر حال مجموع ضرایب عبور و بازتاب برابر یک خواهد بود یابد اما مي

دانیم که با افزایش عدد کوانتومي، انرژی ذره افزایش یافته ذره همچنین در مورد حالت مقید مي باشد.مي

 شود.از حالت مقید به حالت آزاد برانگیخته مي
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 زماني )انتقال فاز(-فضابعد  (1+3)در  فان-دنگدر حضور پتانسیل  يپ -کي -دیبه حل معادله در ادامه 

و ی انتقال فاز برای ذرات با اسپین یک توانیم با استفاده از رابطهبرای ذرات با اسپین یک پرداختیم که مي

 بپردازیم. پراکندگيی سطح مقطع ی اپتیکي به محاسبهقضیه

ی و به محاسبه ردمزونهای با اسپین صفر و یک به کار بتوان برای ساختار نتایج بدست آمده را مي

 خصوصیات استاتیکي ذرات پرداخت.
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 الف ضمیمه

 

  Nikiforov-Uvarov روش

ی ای که فرم استاندارد معادلهسازد به گونهمعادلات دیفرانسیلي مرتبه دوم قادر مياین روش ما را در حل 

 [36] کنیمزیر را بررسي مي

( 1-)الف
                                         

2

( ) ( )
( ) ( ) ( ) 0,

( ) ( )

s s
s s s

s s

 
  

 
    

)باشد.همچنینمي sکه پریم علامت مشتق بر حسب  )s  و( )sایهای درجه دوم هستند و چند جمله

( )s باشد.با استفاده از تبدیل زیرميای درجه اول یک چند جمله 

 W(s)F(s),= (s)                                                                     ( 2-)الف

 یابد:به فرم فوق هندسي زیر کاهش مي ( 1-)الفمعادله 

)                                    ( 3-)الف ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0s s s s s        

 و

)                                    ( 4-)الف ) ( ) 2 ( ) ( ) 0s s s s      

 کنددارد و در رابطه زیر صدق مي nی یک جواب خاص با درجه ( 1-)الفعلاوه براین معادله 

)               ( 0-)الف 1)
( ) ( ) 0,1, 2,.....

2
n

n n
n s s with n   
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 عبارتست از NUی ویژه مقداری تعاریف بیان شده در روش به جهت تعیین معادله

)2                           ( 6-)الف ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

s s s s
s s k s

   
  

  
    

( )k s   

)ثابت است. به طوریکه  )s مقادیر ای مرتبه اول است.چند جملهk  آید.بدست مي 22از 

)همانطوری که  )s شودبه صورت زیر نوشته مي 

 (7-)الف

)باشد و تابع ثابت بهنجارش مي nCبه طوریکه  )s کنددر شرط زیر صدق مي 

]                                                                  ( 2-)الف ( ) ( )] ( ) ( )s s s s     

 : NUروش 

 کنیممعادله دیفرانسیلي مرتبه دوم را به صورت زیر بررسي مي

                     ( 9-)الف
22

1 2 31 2

2 2

3 3

( ) ( ) ( ) 0.
(1 ) [ (1 )]

n n n

s ssd d
s s s

ds s s ds s s

   
  

 

  
  

 
 

 شود.معرفي مي NUدر اینجا تنها فرم استاندارد 

 داریم: ( 2-)الفو  (9-)الفی معادلات با مقایسه

                                                (15-)الف
1 2

3

2

1 2 3

( ) ,

( ) (1 ),

( ) ,

s s

s s s

s s s

  

 

   

 

 

   

 

( ) [ ( ) ( )]
( )

n
nn

n n

C d
s s s

s ds
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 خواهیم داشت(7-)الفدر معادله   (15-)الفو با جاگذاری معادلات 

)         (11-)الف  )s 
2

4 5 6 3 7 8( ) ( ) ,s k s k s           

 [37] به طوریکه

                                           (12-)الف

4 1

5 2 3

2

6 5 1

7 4 5 2

2

8 4 3

1
(1 ),

2

1
( 2 ),

2

,

2 ,

,

 

  

  

   

  

 

 

 

 

 

 

 توانیم تعیین کنیممي (7-)الفی ی جداکننده که برابر صفر است در معادلهبنابراین با بررسي جذر ریشه

                                     (13-)الف
1,2 7 3 8 8 9( 2 ) 2 ,k         

 با

2                                                (14-)الف

9 3 7 3 8 6 ,        

 را بدست آوریم kتوانیم به راحتي مقادیر مختلف مي (13-)الفی از معادله

                                     (10-)الف
7 3 8 8 9( 2 ) 2 ,k         

( )s به صورت زیر بدست خواهد آمد 

4                           (16-)الف 5 9 3 8 8( ) [( ) ),s s s           

 بنابراین



85 
 

                   (17-)الف
1 4 2 5 9 3 8 8( ) 2 ( 2 ) [( ) ],s s s               

 مقداری به آساني به صورت زیر بدست آیدمعادله ویژه 

(12-)الف
2 5 9 3 8 3 7 3 8 8 9(2 1) (2 1)( ) ( 1) 2 2 0.n n n n n                     

 [38] شوندو توابع موج به کمک روابط زیر تعیین مي

                    (19-)الف

10 11 3 10

10 11 3 10

12 13 312

12 13 3 10 11 3 1012

1 ( / ) 1

3

( 1,( / ) 1)

3

( / )

3

( / ) ( 1,( / ) 1)

3 3

( ) (1 ) ,

( ) (1 2 ),

( ) (1 ) ,

( ) (1 ) (1 2 ),

n n

n n

s s s

s P s

W s s s

s s s P s

   

   

  

      

 





 

  

  

 

    

 

  

 

   

 

10به طوریکه 11 3 10( 1,( / ) 1)

3(1 2 )nP s
      

 39[باشدایهای ژاکوبي ميچند جمله[  

 

                                    (25-)الف

10 1 4 8

11 2 5 9 3 8

12 4 8

13 5 9 3 8

2 2 ,

2 2( ),

,

( ).
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Abstract 

DKP equation is the special case of the first-order relativistic wave equations for arbitrary 

spin particles. DKP equation is a Dirac-Like equation which describes spin0 and spin-1 

particles. This equation is of great importance many areas of physics including cosmology, 

meson spectroscopy and nuclear hadron interactions. So the particles like photons, gluons, 

mesons, excitons, can be considered by DKP equation. 

In this thesis, we discussed about DKP theory. Then we have explained about the properties 

of DKP equation. Also we have studied DKP equation under of central and non-central 

potentials and investigate energy eigenvalues and eigenfunctions. Then we have considered 

the scattering of spin-zero and spin-one bosons in (1+1) dimension and obtained 

transmission and reflection coefficients and bound states of spin-zero and spin-one bosons. 

Also we have considered the scattering of spin-one bosons in (3+1) dimensions and 

introduced the phase shift. 

 

Key Words: DKP equation, central and non-central potentials, energy eigenvalues and  

 eigenfunctions, NU method, transmission and reflection coefficients, Bound state solutions. 
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