


ریاضͬ علوم دانش΄ده

ریاضͬ آمار گرایش آمار، رشته

ارشد کارشناسͬ پایان نامه
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خراباتͬ میترا نگارنده:
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سلمانͬ فاطمه دکتر
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انجام به تا اوست از نوشتن توان را دستانم که راست، خدای بی کران سپاس
برسانم.

راه این در که بزرگوارانͬ تمامͬ زحمات از شمرده، غنیمت را فرصت مجال، این در
ͬ نمایم. م قدردانͬ بودند، پشتیبانم

ارجمندم، راهنمای استاد ربیعͬ، محمدرضا دکتر آقای جناب از ͬ دانم م خود وظیفه
کمال پایان نامه مراحل تمام در ایشا شائبه بی راهنمایی های و محبت ها تمامͬ خاطر به

بنمایم. را تش΄ر
حوصله و صبر با همواره که گرامͬ مشاور استاد سلمانͬ، فاطمه دکتر خانم سرکار از

متش΄رم. بودند، بنده سؤالات پاسخ·وی
و نزاکتͬ احمد دکتر آقای جناب و آرشͬ محمد دکتر آقای جناب محترم، داوران از
متش΄رم. بسیار باغیشنͬ حسین دکتر آقای جناب تکمیلͬ، تحصیلات محترم نماینده
عزیزم دوست و بزرگوارم مادر به ویژه خود خانواده از ͬ دانم م لازم برخود انتها در
راه از چند هر دوران، این طͬ در بی دریغشان محبت های با که مسلمͬ، کتایون خانم

ͬ نمایم. م قدردانͬ دادند، قرار خودشان حمایت مورد را بنده دور،
محبت و لطف همه آن از گوشه ای جبران توان من به که خواستارم منان پروردگار از

فرماید. ارزانͬ را بزرگواران تمامͬ

خراباتͬ میترا
١٣٩٨ شهریور

ح



نامه تعهد
صنعتͬ دانش·اه ریاضͬ علوم آمار رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی خراباتͬ میترا اینجانب
آن کاربردهای و فازی محیط در ΁لجستی رگرسیون عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود،

ͬ شوم: م متعهد ربیعͬ محمدرضا راهنمایی تحت ، پزش΄ͬ علوم در
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
خراباتͬ میترا
١٣٩٨ شهریور

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط



چ΄یده
مدل های ͬ کند. م ΁کم گسسته آماری داده های مدل سازی در ،΁لجستی رگرسیون
بیماری بیماری/عدم وجود مرگ/حیات، (مانند پزش΄ͬ علوم در گسسته داده های با آماری
مانند مختلفͬ، اطلاعاتͬ منابع از پزش΄ان بیماری، تشخیص در دارند. فراوان کاربرد ( · · · و
اما ͬ کنند. م استفاده غیره و آزمایش·اهͬ تست های بدنͬ، معاینات بیماری، بالینͬ تاریخچه
مبهم مشاهدات و است ابهام از هاله ای در اصولا˟ سالم و بیمار گروه دو در افراد دادن قرار
متغیر بودن نادقیق دلیل به مواردی چنین در ͬ شود. م دیده فراوان بالینͬ، تشخیص در
فازی، دودویی ͺپاس مشاهدات مدل ساز برای نیست. مناسب ΁لجستی رگرسیون ،ͺپاس
موفقیت ام΄ان محاسبه برای است. شده ارائه پایان نامه این در فازی ΁لجستی رگرسیون مدل
تعریف · · · زیاد، متوسط، کم، ،· · · مانند زبانͬ ترم های اصطلاح فازی، ΁لجستی مدل در
براساس ام΄انͬ» بخت «نسبت لجیت تبدیل گسترش، اصل از استفاده با سپس، ͬ شود. م
برآورد برای همچنین ͬ شود. م مدل سازی دقیق تبیینͬ متغیرهای مشاهدات از مجموعه ای
ͬ کنیم. م استفاده فازی دوم توان کمترین روش و ام΄انͬ روش از پیشنهادی مدل ضرایب

ͬ دهیم. م ارائه مدل انتخاب روش دو مدل، ارزیابی برای همچنین

توان کمترین فازی، ΁لجستی رگرسیون ،΁لجستی رگرسیون فازی، رگرسیون کلیدی: کلمات
مدل انتخاب خطا، دوم

ک



پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

΁لجستی رگرسیون تحلیل در جدید ای شیوه ربیعͬ،محمدرضا،(١٣٩٨). خراباتͬ،میترا. .١
فازی،بابلسر احتمال و آمار سمینار نهمین فازی،

از برخͬ تحلیل برای fuzzyreg بسته معرفͬ .(١٣٩٨) میترا خراباتͬ، ربیعͬ،محمدرضا. .٢
فازی،بابلسر احتمال و آمار سمینار نهمین ،R در فازی رگرسیون روشهای

م
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١ فصل
΁لجستی رگرسیون مفاهیم و مقدمات

مقدمه ١ . ١
پزش΄ان ͬ طلبد. م را خاصͬ تجربه ی و تبحر که است پیچیده فرآیند ΁ی غالباً بیماری تشخیص
بیمار، بالینͬ تاریخچه ی ͬ کنند. م استفاده گوناگون اطلاعاتͬ منابع از بیماری تشخیص برای
از علائم و شرایط و اندازه گیری دستگاه های نتایج آزمایش·اهͬ، تست های بدنͬ، معاینات
،ͽمواق از بسیاری در عملا́ اما ͬ گیرند. م قرار بیماری تشخیص معیار هم·ͬ شده تعیین پیش
ذهنͬ صحبت های است. ابهام از هاله ای در هم چنان سالم و بیمار گروه دو در افراد طبقه بندی
به ویژه بدنͬ معاینات در ΁پزش اشتباه خود، بیماری سابقه ی درباره ی بیمار غلوآمیز حدی تا و
بیمار و سالم افراد بین مرز بودن نادقیق ندارند، مشترکͬ بالینͬ علائم که بیماری هایی مورد در
اندازه گیری دستگاه های از حاصل نتایج تحلیل و تجزیه در ابهام آزمایش·اهͬ، تست های در
تشخیص برای که بیماری هایی علائم تعریف در کلͬ توافق عدم بالاخره و سونوگرافͬ مانند
مشاهدات به منجر که هستند مواردی جمله از ندارند، وجود خاصͬ کلینی΄ͬ آزمایشات آن ها
روش های از استفاده با نتایج گونه این تحلیل و مدل سازی ͬ شوند. م بالینͬ مطالعات در نادقیق
در به خصوص مشاهداتͬ، چنین تحلیل و مدل سازی برای ͬ باشد. نم ام΄ان پذیر آماری معمول
راه گشا فازی مجموعه های و برمنطق مبتنͬ مدل سازی های است، کم نمونه حجم که مواردی

هست.
یافته تعمیم خطͬ رگرسیون ابتدا ͬ پردازیم. م ΁لجستی رگرسیون معرفͬ به اول، فصل در



΁لجستی رگرسیون مفاهیم و مقدمات ٢
چندگانه ΁لجستی رگرسیون و ساده ΁لجستی رگرسیون معرفͬ به سپس ͬ کنیم، م معرفͬ را
بررسͬ را ΁لجستی رگرسیون با مرتبط آزمون های و اطمینان فاصله نهایت در و ͬ پردازیم م

شده اند. گرفته [٢۶] هم΄اران و نتر جان از عمده صورت به بخش این مطالب ͬ کنیم. م

رگرسیون ١ . ٢
و وابسته متغیر ΁ی بین رابطه ی مدل سازی برای قدرتمند آماری روش ΁ی رگرسیونͬ تحلیل
بین تابعͬ رابطه ی کشف رگرسیونͬ تحلیل اصلͬ اهداف از است. مستقل متغیر چندین یا ΁ی
پیش یا و وابسته متغیر مقادیر کنترل منظور به که است مستقل متغیرهای و وابسته متغیر
متغیرهای مجموعه و ͺپاس متغیرهای بر حاکم ارتباطͬ مدل ͬ گیرد. م صورت آینده در آن بینͬ
و عینͬ قضاوت های یا دانش مبنای بر مطالعه، مورد زمینه در متخصص افراد توسط تبینͬ،
داشته بر در را زیادی نامعلوم پارامترهای ͬ تواند م که مدل این ͬ شود. م تعیین آن ها ذهنͬ
وجود تبینͬ متغیر ΁ی تنها رگرسیونͬ معادله در اگر ͬ شود. م نامیده پارامتری مدل ΁ی باشد،
بررسͬ هدف رگرسیونͬ، مدل ΁ی در ͬ نامند. م ساده خطͬ رگرسیونͬ مدل را آن باشد، داشته
متغیرهای و x با را تبینͬ متغیرهای معمولا، است. ͺپاس متغیر روی بر تبینͬ متغیرهای اثر
توجه باید باشد. غیرخطͬ یا خطͬ ͬ تواند م ضابطه این هم چنین ͬ دهند. م نمایش y با را ͺپاس
ͽواق در بل΄ه نیست، xها و y بین رابطه غیرخطͬ، یا خطͬ رابطه از منظور که باشیم داشته
مثال، به عنوان ͬ شوند. م رگرسیون معادله وارد غیرخطͬ یا خطͬ به طور رگرسیونͬ پارامترهای

نباشد: خطͬ است مم΄ن y و x بین چند ͬ اند؛هر خط زیر روابط از ΁هری
y = β٠ + β١x+ ϵ

y = β٠ + β١ex + ϵ

y = β٠ + β١logx+ ϵ

است. مشاهده قابل غیر و تصادفͬ متغیری که ͬ باشد م خطا جمله ϵ هم چنین
از: عبارتند رگرسیونͬ مدل ΁ی از مثال هایی

(ͺپاس (متغیر قلبی کرونر بیماری وجود و تبینͬ) (متغیر سن بین رابطه کشف .١
دیابت بیماری به فرد بودن مبتلا بر تبینͬ) (متغیر خون کلسیم و قند میزان تاثیر بررسͬ .٢

(ͺپاس (متغیر
تبینͬ) (متغیر قلب ضربان تعدا بر تبینͬ) (متغیر سن تاثیر بررسͬ .٣

x ͬ که حال در است، پیوسته تصادفͬ متغیر ΁ی Y ͺپاس متغیر خطͬ، رگرسیون مدل در
بنابراین ͬ شود. م اندازه گیری اغماضͬ قابل خطای با و کنترل تحلیل گر توسط و نبوده تصادفͬ
مدل از منظور ، کلͬ به طور دارد. وجود احتمال توزیع ΁ی y برای x مم΄ن مقدار هر به ازای



٣ رگرسیون
΁ی به همراه ،x از تابعͬ حسب بر را y یا ،x از تابعͬ حسب بر را E(y|x) که است این رگرسیونͬ

داریم: بنابراین بنویسیم. ͬ شود، م صفر آن ریاضͬ امید که ،ϵ خطا، جمله
y = β٠ + β١x+ ϵ , E(Y |X) = β٠ + β١x

معادل اند. دو هر

خطͬ رگرسیون مدل ١ . ٢ . ١
افراد توسط تبیینͬ، متغیرهای مجموعه و ͺپاس برمتغیر حاکم ریاضͬ) (ضابطه ارتباطͬ مدل
تعیین آن ها ذهنͬ و عینͬ قضاوت های یا دانش برمبنای مطالعه، مورد زمینه در متخصص
مدل آن گاه باشد، y = β٠ + β١x به صورت x به نسبت y رگرسیون خط که کنید فرض ͬ شود. م

به صورت را اول مرتبه خطͬ
y = β٠ + β١x+ ϵ

است عبارت آن به مربوط y شده ی مشاهده مقدار شده، داده x برای یعنͬ بنویسیم. ͬ توانیم م
قرار رگرسیون خط از خارج مشخصͬ y هر است مم΄ن که ϵ خطای مقدار به اضافه β٠+β١x از:
(غیرتصادفͬ) ریاضͬ متغیر ΁ی x و مشاهده غیرقابل تصادفͬ متغیر ΁ی y دی·ر به بیان گیرد.
بیان y و x بین ارتباط بودن خطͬ فرض و گمان براساس که است مدلͬ بالا معادله است.

شده است.
ͬ شود: م گرفته نظر در پذیره چهار خطͬ رگرسیون مدل برای

E(y|x) رگرسیون تابع ضابطه بودن خطͬ .١
خطا جمله واریانس بودن ثابت .٢

خطا مولفه های بودن ناهمبسته .٣
خطا بودن نرمال نیاز) برحسب ) .۴

مدل بودن نامناسب به منجر ͬ تواند م اول)، پذیره (به ویژه پذیره ها این از هرکدام از تخطͬ
شود. نظر مورد

یافته تعمیم خطͬ رگرسیون مدل ١ . ٢ . ٢
استفاده مورد چشم گیری به طور (GLM) یافته تعمیم خطͬ مدل های اخیر، سال های در
روند از قسمتͬ درآمده اند. تحریر رشته به زمینه این در متعددی آماری متون گرفته اندو قرار
به عنوان یافته، تعمیم خطͬ مدل های نوشت: شرح بدین ͬ توان م را مدل ها از دسته این رشد
دسته این دقیق نظری بررسͬ شد. معرفͬ [٢۵] ودربرن و نلدر توسط خطͬ، مدل های تعمیم
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برای خوبی منبع نیز [٢٢] هم΄اران و میر است. آمده [٢٣] نلدر و کالا ΁م در مدل  ها از

مدل هاست. این شهودی دیدگاه
متغیر توزیع به عنوان ͬ توانند م نیز نرمال به جز توزیع هایی یافته، تعمیم خطͬ مدل های در
شبیه یا نمایی خانواده به متعلق باید شده گرفته نظر در توزیع البته شوند. گرفته نظر در ͺپاس
از تبدیلͬ بل΄ه ͬ شود نم مدل بندی مستقیم به طور ͺپاس میانگین [٢٣] باشد. خانواده این به

ͬ گردد. م مدل بندی پیوند تابع از استفاده با آن

΁لجستی رگرسیون ١ . ٣
روش های از ͬ توان نم دی·ر است گسسته ،ͺپاس متغیر مقادیر ͬ که زمان مدل سازی، روش در
مسائل گونه این مدل سازی توانایی ΁لجستی رگرسیون روش کرد. استفاده خطͬ رگرسیون
کاکس توسط لجستی΄ͬ رگرسیون مدل داراست. گسسته و پیوسته تبینͬ متغیرهای برای را
[٧] شد. معرفͬ پیوسته متغیرهای از مجموعه ای به دوتایی متغیر ΁ی وابستگͬ توصیف برای
با یعنͬ هستند؛ خطͬ ذاتاً که دارند وجود مدل ها از دسته ای غیرخطͬ مدل های کلاس در
این از ی΄ͬ لجیت رگرسیون مدل ͬ شود. م خطͬ آن ها بین رابطه متغیرها، روی بر تبدیلͬ

ͬ شود. م خطͬ لجیت، تبدیل با که مدل هاست
است شده بندی رده داده های تحلیل برای کاربردی تکنی΁ های از ی΄ͬ ΁لجستی رگرسیون
استفاده سطحͬ دو نوع از ͺپاس متغیر ΁ی با تبینͬ متغیرهای بین رابطه بیان برای آن از که
در کنیم، معرفͬ ش΄ست و موفقیت به صورت را آزمایشͬ نتیجه اگر نمونه، به عنوان ͬ شود. م
این در بود. خواهد شده رده بندی صورت به و نبوده، پیوسته دی·ر ͺپاس متغیر حالت این
که کرد استفاده ΁لجستی رگرسیون مدل از ͬ توان م جدید، مشاهدات رده بندی برای حالت

ͬ شوند. م محسوب یافته تعمیم خطͬ مدل های رده از عضوی
ͬ شود: م بیان زیر صورت به و است ΁پارامتری تابعͬ خطͬ رگرسیون مدل

y = β٠ + β١x+ ϵ

E(Y |X) = β٠ + β١x
y = E(Y |X) + ϵ

و شده برآورد خطا مربعات مجموع کمترین روش به که هستند پارامترهایی β١ و β٠ آن در که
میانگین با نرمال توزیع دارای تصادفͬ متغیر ϵ و x شده مشاهده مقدار با مدل تبینͬ متغیر X

که دارند وجود مدل هایی خطͬ، مدل های بندی رده در شد گفته ͬ باشد. م σ٢ واریانس و صفر
رابطه  مدل، متغیرهای روی مناسب تبدیل های بعضͬ با دی·ر، به عبارت هستند. خطͬ ذاتاً
برای روش این از مدل هاست. این از ی΄ͬ ΁لجستی رگرسیون مدل ͬ شود. م خطͬ آنها بین
استفاده کیفͬ) یا (کمͬ تبینͬ متغیر چند یا ΁ی یا و رسته ای ͺپاس متغیر بین رابطه مدل سازی
است دودویی صورت به ͺپاس آن در که ب·یرید نظر در را ͺپاس داده های مجموعه حال ͬ شود. م
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رگرسیون مدل بندی از استفاده به جای این صورت در است. گسسته ͺپاس متغیر یعنͬ ،(٠, ١)

ͬ کنیم. م استفاده ΁لجستی رگرسیون مدل بندی از ساده،
ش΄ست وقوع احتمال و π(x) را y = ١ موفقیت وقوع احتمال ΁لجستی رگرسیون اگر
ش΄ست به موفقیت نسبت که لجیت) (تبدیل لجیت تابع ب·یریم نظر در ١ − π(x) را y = ٠

است: زیر به صورت است

ln
( π(x)

١ − π(x)

)
= β٠ + β١x

است. E(Y = ١|X) آوردن به دست هدف ͬ کنیم. م استفاده

E(Y = ١|X = x) = π(x) =
exp(β٠ + β١x)١ + exp(β٠ + β١x)

مقداری π̂(x∗) شده، برازش مدل از حاصل پیش·ویی ،x∗ مانند جدید مشاهده ΁ی برای
معمولا˟ باشد، مشاهده این با متناظر ͺپاس متغیر رده بندی هدف اگر است. ΁ی و صفر بین
و ΁برابری رده آنگاه π̂(x∗) اگر مثلا́ ͬ شود. م پیش گویی مشاهده رده آستانه، مقدار تعریف با
پارامترهای باید ابتدا مرحله، این انجام برای است. صفر با برابر رده ١ − π̂(x∗) با برابر اگر در
کم ترین شیوه از ی΄ͬ برآوردها این آوردن به دست برای شوند. برآورد β١ و β٠ ضرایب یعنͬ مدل

است. خطا دوم توان های

دودویی حال در زمانͬ ͺپاس تابع میانگین ١ . ٣ . ١
شود: تعریف زیر به صورت ساده خطͬ رگرسیون مدل که کنید فرض

yi = β٠ + β١xi + ϵi yi = ٠, ١ (١ . ١)
باشد E [ϵi] = ٠ که زمانͬ ͬ گیرد. م ١ یا ٠ مقادیر و است دودویی Yi ͺپاس متغیر خروجͬ وقتͬ

داریم:
E [ϵi] = β٠ + β١xi (١ . ٢)

نوشت زیر به صورت را احتمال توزیع ͬ توان م است برنولͬ تصادفͬ متغیر ΁ی Yi که چون
Yi احتمال
١ P (Yi = ١) = πi

٠ P (Yi = ٠) = ١ − πi

ریاضͬ امید تعریف از استفاده با است. Yi = ٠ احتمال ١ − πi و Yi = ١ احتمال πi بنابراین،
داریم.

E [Yi] = ١(πi) + ١)٠ − πi) = πi = P (Yi = ١) (١ . ٣)
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گرفت نتیجه ͬ توان م (١ . ٣) از

E [Yi] = β٠ + β١Xi = πi

داریم: مش΄ل ٣ کنیم استفاده ساده رگرسیون از و باشد دودویی متغیر که زمانͬ
به صورت خطا عنصر هر ، ١ و ٠ دودویی ͺپاس متغیر هر برای خطا. عناصر نبودن نرمال .١

ب·یرد. را زیر مقدار دو ͬ تواند م که لذا ϵi = Yi − (β٠ + β١Xi)

ϵi = ١ − β٠ − β١Xi :Yi = ١ ͬ که زمان
ϵi = −β٠ − β١Xi : Yi = ٠ ͬ که زمان

نرمال به طور ϵi ͬ شود م فرض ͬ که زمان ، ساده خطͬ رگرسیون مدل که، است ͹واض
نیست. مناسب است، شده توزیع

متغیر ͬ که زمان ϵi خطا واریانس که است این دی·ر مش΄ل ثابت. غیر خطای واریانس .٢
رگرسیون مدل برای V ٢ [Yi] ،(١ . ٢) فرمول به توجه با باشد. ثابت ͬ تواند نم داریم دودویی

آید. به دست زیر روش به ͬ بایست م ساده خطͬ
V ٢ [Yi] = E

[
(Yi − E [Yi])

٢] = (١ − πi)
٢πi + (٠ − πi)

١)٢ − πi)

یا
V ٢ [Yi] = πi(١ − πi) = (E [Yi])(١ − E [Yi]) (۴ . ١)

است. ثابت πi و ϵi = Yi − πi زیرا است Yi واریانس مشابه ϵi واریانس
V ٢ [ϵi] = πi(١ − πi) = E [Yi] (١ − E [Yi]) (۵ . ١)

یا
V ٢ [ϵi] = (β٠ + β١Xi)(١ − β٠ − β١Xi) (۶ . ١)

،X مختلف سطوح در خطا واریانس بنابراین است X به وابسته V ٢ [ϵi] ،۶ . ١ فرمول در
نیست. محاسبه قابل معمولͬ مربعات مجموع از و بود خواهد متفاوت

ͬ که زمان ͬ شود، م بیان احتمالͬ به صورت ͺپاس تابع چون .ͺپاس تابع روی بر محدودیت .٣
شود: محدود زیر به صورت ͬ بایست م ͺپاس متغیر این صورت در هستند دودویی Yها

٠ ≤ E [Y ] = π ≤ ١
خطͬ، ͺپاس تابع ΁ی نیستند. دارا را محدودیت این خودکار به طور زیادی ͺپاس توابع
که پیش·و متغیر محدوده در را ویژگͬ این محدودیت های است مم΄ن مثال، به طور

ͬ شود. نم بهینه معمولͬ دوم توان کمترین کند. برطرف است، مدل هدف
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΁لجستی ͺپاس تابع ١ . ٣ . ٢
زیر فرمول در اصلͬ ͺپاس متغیر برای است، نرمال خطای دارای مدل که کنید فرض

Yi = β٠ + β١Xi + ϵi (١ . ٧)
دارای ،ϕ که است این بر فرض دارد، σ٢

c واریانس و ٠ میانگین با نرمال توزیع ϵi ͬ شود م فرض که
توزیع جای به که جای·زین، خطا تابع ΁ی است. πi مدل برای استاندارد نرمال تجمعͬ تابع
را ΁لجستی چ·الͬ تابع و استاندارد نرمال چ·الͬ (١ . ١) ش΄ل است. ΁لجستی توزیع نرمال،
΁لجستی تابع دˀم ش΄ل طبق هستند. ١ واریانس و ٠ میانگین دارای دو هر ͬ دهد، م نمایش

ͬ رسد. م به نظر سنگین تر

(—) ΁لجستی چ·الͬ و (‐) نرمال چ·الͬ نمودار :١ . ١ ش΄ل
زیر به صورت σ = π√٣ واریانس و ٠ میانگین دارای ،ϵL تصادفͬ متغیر با ΁لجستی تابع

است.
fL(ϵL) =

exp(ϵL)

[١ + exp(ϵL)]
٢

است. زیر به صورت نیز تجمعͬ توزیع تابع
FL(ϵL) =

exp(ϵL)١ + exp(ϵL)

داریم. باشد، σ معیار انحراف و ٠ میانگین با ΁لجستی توزیع (١ . ٧) معادله در ϵi که کنید فرض
P (Yi = ١) = P

(ϵi
σ

≤ β∗٠ + β∗١Xi

)
نامساوی طرفین ضرب با است. ١ معیار انحراف و ٠ میانگین با لجستک توزیع دارای ϵi

σ که
داریم: π√٣ در
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P (Yi = ١) = πi = P
( π√٣

ϵi
σ

≤ π√٣β∗٠
π√٣β∗١Xi

)
= P (ϵL ≤ β٠ + β١Xi)

= FL(β٠ + β١Xi)

=
exp(β٠ + β١Xi)١ + exp(β٠ + β١Xi)

رگرسیون پارامترهای که ͬ دهد م نشان باشد β١ = (π/
√٣)β∗١ و β٠ = (π/

√٣)β∗٠ ͬ که زمان
ͬ شود. م تعریف زیر صورت به ΁لجستی میانگین توزیع تابع خلاصه، به طور است. ΁لجستی

E [Yi] = πi = FL(β٠ + β١Xi) =
exp(β٠ + β١Xi)١ + exp(β٠ + β١Xi)

نوشت ͬ توان م بالا تساوی از جبری ساده نمایش ΁ی در
E [Yi] = πi = [١ + exp(−β٠ − β١Xi)]

−١ (١ . ٨)
ͬ شود م تعریف زیر به صورت FL تجمعͬ توزیع تابع معکوس
F−١
L (πi) = β٠ + β١Xi = π

′
i (١ . ٩)

ͬ گویند. م لجیت تبدیل را F−١
L (πi)

F−١
L (πi) = ln

( πi١ − πi

) (١ . ١٠)
ͬ شود. م گفته بخت١ نسبت بالا نسبت به

ساده ΁لجستی رگرسیون ۴ . ١
کنیم. استفاده ماکزیمم درستنمایی روش از باید ،΁لجستی رگرسیون پارامترهای برآورد برای
دودویی که Yi ͺپاس متغیر به مربوط مش΄لات با مقابله برای مناسب روش ΁ی روش، این
را شده مشاهده نمونه های مشترک احتمالͬ کارکرد که داریم احتیاج ابتدا در ͬ باشد. م است،
شد، انجام قبلا́ که همانطور Y مشاهدات برای نرمال توزیع از استفاده به جای دهیم. تعمیم

کنیم. استفاده دودویی تصادفͬ متغیر برای برنولͬ توزیع از باید اکنون

ساده ΁لجستی رگرسیون مدل ١ . ۴ . ١
وقتͬ که شد گفته داریم. نیاز ساده ΁لجستی رگرسیون مدل برای فرمول ΁ی بیان به ابتدا،
متغیر Y ͬ گیرند. م را ٠ و ١ مقادیر ترتیب به ١ − π و π احتمالات باشد، دودویی ͺپاس متغیر

١ odds ratio



٩ ساده ΁لجستی رگرسیون
را ΁لجستی رگرسیون ساده مدل ͬ توانیم م که است، E [Y ] = π پارامتر با برنولͬ تصادفͬ

کرد. بیان زیر به صورت
Yi = E [Yi|Xi] + ϵi

است. Yi ͺپاس برنولͬ تابع به وابسته ϵi تابع که آن جایی از
E [Yi|Xi] = πi =

exp(β٠ + β١Xi)١ + exp(β٠ + β١Xi)
(١ . ١١)

به عنوان E [Yi] باشد، تصادفͬ x اگر دی·ر، سوی از هستند. ثابت x مشاهدات که کنید فرض
ͬ شود. م مشاهده x مقدار به توجه با شرطͬ معادله ΁ی

درستنمایی تابع ٢ . ۴ . ١
داریم است عادی برنولͬ تصادفͬ متغیر ΁ی Yi مشاهده که آنجایی از

P (Yi = ١) = πi (١ . ١٢)
P (Yi = ٠) = ١ − πi (١ . ١٣)

بنویسیم احتمال تابع صورت به خلاصه طور به یا و
fi(Yi) = πYi

i (١ − π)١−Yi Yi = ٠, ١; i = ١, · · · , n
احتمال دهنده نشان f(yi) رو این از است، fi(٠) = ١ − πi و fi(١) = πi که داشت توجه باید

است. yi = ١ یا yi = ٠
ͬ شود: م نوشته زیر صورت به توام احتمال تابع است، مستقل Yi که آن جایی از

g(Y١, · · · , Yn) =
n∏

i=١
fi(Yi) =

n∏
i=١

πYi
i (١ − π)١−Yi

کرد. محاسبه را ماکزیمم درستنمایی برآورد ͬ توان م راحتͬ به احتمال تابع از گرفتن ل·اریتم با

ln g(Yi, · · · , Yn) = Ln
n∏

i=١
πYi
i (١ − π)١−Yi

=

n∑
i=١

[Yi lnπi + (١ − Yi) ln(١ − πi)]

=
n∑

i=١

[
Yi ln

(
πi١ − πi

)]
+

n∑
i=١

ln(١ − πi).

(١۴ . ١)

داریم: (١ . ١١) رابطه از
١ − πi = [١ + exp(β٠ + β١Xi)]

−١ (١۵ . ١)
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گرفت. نتیجه ͬ توان م (١ . ١٠) از براین، علاوه

Ln

(
πi١ − πi

)
= β٠ + β١Xi (١۶ . ١)
کرد بیان (١۴ . ١) به توجه با ͬ توان م بنابراین

LnL(β٠, β١) =
n∑

i=١
Yi(β٠ + β١Xi)−

n∑
i=١

Ln [١ + exp(β٠ + β١Xi)] (١ . ١٧)

پارامترهای برآورد برای آن از ͬ توانیم م است g(Y١, · · · , Yn) جای·زین L(β٠, β١) که آن جایی از
کنیم. استفاده درستنمایی تابع

پارامتر برآورد ٣ . ۴ . ١
اما ͬ شوند. برآوردم ماکسیمم درستنمایی به روش معمولا˟ پارامترها ،΁لجستی رگرسیون در
روش های از ندارد، وجود مدل این ماکسیمم درستنمایی برآوردهای برای بسته ای صورت چون

ͬ شود. م استفاده آن ها برآورد برای عددی
کرد بیان زیر به صورت را ΁لجستی رگرسیون مدل ͬ توان م خطͬ رگرسیون روش همانند

Y = E(Y |X) + ϵ ⇒ Y = π(x) + ϵ

ͬ کنیم. م استفاده پارامترها برآورد برای ماکزیمم درستنمایی روش از ،Y |X توزیع به توجه با
داریم: لذا Y |X = x ∼ B(١, π(x)) دوجمله ای توزیع دارای Y |X = x که آن جایی از

P (Y = yi) = π(xi)
yi(١ − π(xi))

١−yi

آن: در که
π(xi) = E(Yi|Xi = xi) = P (Yi = ١, Xi = xi)

=
١

١ + exp(β٠ +∑n
i=١ β١xi)

(١ . ١٨)
از: است عبارت مستقل nتایی نمونه ΁ی براساس درستنمایی تابع این صورت در

L(β|x) =
n∏

i=١
P (Y = yi)

داریم: طرفین از گرفتن ل·اریتم با ͬ باشد. م β = (β٠, β١)⊤ آن در که

lnL(β|x) =
n∑

i=١
yi{ln(π(xi) + (١ − yi))}

داریم: (١ . ١٨) رابطه جای·ذاری با



١١ ساده ΁لجستی رگرسیون

lnL =

n∑
i=١

{yi ln(
١

١ + exp(β٠ +∑n
i=١ βixi)

)

+ (١ − yi) ln(
exp(β٠ +∑n

i=١ βixi)١ + exp(β٠ +∑n
i=١ βixi)

)}

=
n∑

i=١
{ln(

exp(β٠ +∑n
i=١ βixi)١ + exp(β٠ +∑n

i=١ βixi)
)

− yi ln(exp(β٠ +
n∑

i=١
βixi))}

=
n∑

i=١
{Ln(exp(β٠ +

n∑
i=١

βixi))

− yi ln(exp(β٠ +
n∑

i=١
βixi))

− ln(١ + exp(β٠ +
n∑

i=١
βixi))}

=

n∑
i=١

{(١ − yi)(β٠ +
n∑

i=١
βixi)

ln(١ + exp(β٠ +
n∑
i=i

βixi))}

داریم: پارامترها به نسبت بالا رابطه از مشتق گیری با حال
d lnL

dβ٠ =
∑

(yi − π(xi))

d lnL

dβ١
=
∑

xi(yi − π(xi))

و است خطͬ غیر X و Y ارتباط ΁لجستی رگرسیون مدل در که داشت توجه نکته این به باید
روش های از فوق معادلات حل برای باید لذا ͬ باشد. نم خطͬ رگرسیون مانند فوق معادلات حل
اختصاص برای ͬ توان م حال نظر، مورد پارامترهای برآورد از پس کرد. استفاده عددی حل
نظر در را P (Yi = yi|Xi = xi) احتمال بیشترین ،٠ یا ١ مقادیر از ی΄ͬ به مشاهده هر دادن
هرگاه: ͬ دهیم م نسبت صفر به را Y بنابراین ͬ باشند. م ١ یا ٠ مقادیر دارای Yiها آن در که گرفت

P (Y = ٠|x) > P (Y = ١|x)
P (Y = ٠|x)
P (Y = ١|x) > ١

داشت: خواهیم نتیجه در
exp(β٠ +

n∑
i=١

βixi) > ١
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شد: خواهد ب·یریم ل·اریتم فوق نامساوی طرفین از اگر که

β٠ +
n∑

i=١
βixi > ٠

Ln
١ − π

π
= β٠ +

n∑
i=١

βixi > ٠

΁لجستی رگرسیون روش براساس نظر مورد کلاس پیش بینͬ برای تصمیم قاعده بنابراین
ͬ باشد: م زیر به صورت

β̂٠ +
∑

β̂ixi < ٠ آنگاه Y = ١ اگر
β̂٠ +

∑
β̂ixi > ٠ آنگاه Y = ٠ اگر

و b٠ مقادیر آوردن به دست و مسائل این حل برای عددی روش های شد گفته که همان طور
روش ها از ی΄ͬ ͬ کنیم، م تکرار را عددی روش های بار چندین محاسبه، برای است. مناسب b١
به طور که معتبر آماری برنامه های بر تکیه با است. مربعات کم ترین به دادن وزن منظم به طور

کرد. برآورد را b١ و b٠ مقادیر ͬ توان م شده اند طراحͬ ΁لجستی رگرسیون برای مشخص
و b٠ مقادیر آوردن به دست و مسائل این حل برای عددی روش های شد گفته که همان طور
روش ها از ی΄ͬ ͬ کنیم، م تکرار را عددی روش های بار چندین محاسبه، برای است. مناسب b١
که معتبر آماری برنامه های بر تکیه با است. دوم های توان کمترین به دادن وزن منظم به طور
کرد. برآورد را b١ و b٠ مقادیر ͬ توان م شده اند طراحͬ ΁لجستی رگرسیون برای مشخص به طور
دادن نشان برای π١ از باید ماکزیمم، درستنمایی برآورد آوردن به دست برای دی·ر راه ΁ی

کنیم. استفاده مقدار iامین در شده برازش مقدار

π̂i =
exp(b٠ + ١Xi)١ + exp(b٠ + ١Xi)

(١ . ١٩)
است. زیر صورت به شده برازش ΁لجستی ͺپاس تابع

π̂ =
exp(b٠ + ١X)

١ + exp(b٠ + ١X)
(١ . ٢٠)

(١ . ٢٠) به توجه با ͬ توانیم م کنیم استفاده (١ . ٩) معادله در ΁لجستی رگرسیون تعریف از اگر
آوریم. به دست را شده برازش ͺپاس تابع



١٣ ساده ΁لجستی رگرسیون

π̂
′
= b٠ + b١X (١ . ٢١)

ͬ که حال در

π̂
′
= Ln

(
π̂

١ − π̂

)
(١ . ٢٢)

ͬ نامند. م شده برازش لجیت ͺپاس تابع را (١ . ٢١) معادله
امتحان و بعدی گام های از معمولا˟ که ͬ آید م به دست شده برازش ΁لجستی ͺپاس تابع ΁ی
پیش·ویی های و نتیجه گیری ها ͬ توان م باشد، خوب شده برازش ͺپاس تابع بودن مناسب کردن

باشیم. داشته متنوعͬ

b١ ضریب تعبیر ۴ . ۴ . ١
،(١ . ٢٣) معادله در شده برازش ΁لجستی ͺپاس تابع در رگرسیونͬ، برآورد در b١ ضریب تعبیر
افزایش تاثیر که است این دلیلش نیست. خطͬ رگرسیون مدل در شیب از مستقیم تعبیری
X نقطه شروع موقعیت به توجه با ΁لجستی رگرسیون مدل برای مختلف Xهای در واحد ΁ی
΁لجستی تابع ،X افزایش واحد هر به ازای گفت، این گونه ͬ توان م را b١ برای تعبیر ΁ی است.

ͬ شود. م ضرب exp(b١) در است شده π̂/(١ − π̂) بخت، تابع برآورد با که شده برازش
:X = Xj اگر (١ . ٢١) شده برازش لجیت تابع مقدار که کنید فرض

π̂
′
(Xj) = b٠ + b١Xj (١ . ٢٣)

شده است. برازش مقدرا با مرتبط X ͹سط مشخص به طور که ͬ دهد م نشان π̂(Xj) نمادگذاری
X = Xj + ١ برای شده برازش لجیت ͺپاس تابع مقدار که کنیم فرض ͬ توانیم م حال به هر

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت

π̂
′
(Xj + ١) = b٠ + b١(Xj + ١) (٢۴ . ١)

است: زیر صورت به  شده برازش مقدار دو بین تفاضل

π̂
′
(Xj + ١)− π̂

′
(Xj) = b١ (٢۵ . ١)

است odds برآورد ل·اریتم باشد، X = Xj ͬ که زمان ،π̂(Xj) معادله(١ . ٢٢)، به توجه با حال
باشد X = Xj + ١ ͬ که زمان ،π̂(Xj + ١) مشابه، صورت ͬ شود.به م مشخص Ln(odds١) با که

داریم: ͬ شود.بنابراین م داده  نشان Ln(odds٢) با که است odds برآورد ل·اریتم
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ln(odds٢)− ln(odds١) = ln

(
odds٢
odds١

)
= b١ (٢۶ . ١)

بخت نسبت آن را که آورد به دست را odds نسبت مقدار ͬ توان م طرفین، از ΃ل ͬ آنت گرفتن با
ͬ دهند. م نشان ÔR با و ͬ نامند م

ÔR =
odds٢
odds١

= exp(b١) (١ . ٢٧)

چندگانه ΁لجستی رگرسیون ۵ . ١
است. متغیر پیش گویی برای ساده بیان ΁ی شد، معرفͬ قبلا که ساده ΁لجستی رگرسیون مدل
توصیف آوردن به دست برای ΁لجستی رگرسیون به معمولا˟ پیش گو متغیر چندین حقیقت، در

دارند. نیاز مفید، ͬ های پیش بین و کافͬ
را (١ . ٨) در β٠ + β١X ͬ توانیم م سادگͬ به ساده، ΁لجستی رگرسیون مدل دادن تعمیم با
آن ͬ توان م فرمول ها، ساده سازی با کنیم. جای·زینͬ β٠ + β١X١ + · · · + β(p − ١)X(p − ١) با

ب·یرید: نظر در را زیر بردارهای درآورد. ماتریس صورت به را

βp×1 =


β٠
β١...
βp−١

 Xp×1 =



١
X١
X٢...
Xp−١


Xi
p×1

=



١
Xi١
Xi٢...

Xi.p−١


(١ . ٢٨)

داریم این صورت در
X⊤β = β٠ + β١X١ + · · ·+ βp−١Xp−١ (١ . ٢٩)

X⊤
i β = β٠ + β١Xi١ + · · ·+ βp−١Xi.p−١

داریم: چندگانه ΁لجستی رگرسیون به ساده ΁لجستی رگرسیون تعمیم با
E [Y ] =

exp(X⊤β)

١ + exp(X⊤β)
(١ . ٣٠)

ͬ شود م داده تعمیم زیر صورت به (١ . ٩) ΁لجستی ͺپاس معادله و
E [Y ] =

[١ + exp(−X⊤β)
]−١ (١ . ٣١)



١۵ چندگانه ΁لجستی رگرسیون
صورت به (١ . ١٠) لجیت تبدیل مشابه، به صورت

π′ = ln

(
π

١ − π

)
ͬ شود. م خطͬ پیش·وی یا لجیت ͺپاس تابع به منجر بنابراین است.

π′ = X⊤β (١ . ٣٢)
کرد: بیان زیر به صورت را چندگانه ΁لجستی رگرسیون مدل ͬ توان م

که هستند E[Yi] = πi انتظار مورد مقدار با تصادفͬ برنولͬ تصادفͬ متغیرهای Yiها
E[Yi] = πi =

exp(X⊤
i β)

١ + exp(X⊤
i β)

(١ . ٣٣)
E[Yi] است تصادفͬ X متغیر این که، به توجه با ͬ شوند. م فرض ثابت X مشاهدات بنابراین،

است. شده گرفته Xi١, · · · , Xi.p−١ مقادیر از که میانگین ΁ی
ی΄نواخت (١ . ٣٣) در چندگانه ΁لجستی رگرسیون ،(١ . ٨) در ساده ΁لجستی رگرسیون مانند
متغیر باشد. ٠٫٨ و ٠٫٢ بین π ͬ که زمان است خطͬ تقریبا Xβ این که به توجه با است. Sش΄ل و
را متقابل اثر یا و منحنͬ است مم΄ن بعضاً یا باشد پیش گو متغیر از متفاوت است مم΄ن X

باشند. کیفͬ یا کمͬ است مم΄ن پیش گو متغیرهای حال، به هر دهد. نشان

چندگانه ΁لجستی پارامترهای برآورد ١ . ۵ . ١
چندگانه ΁لجستی تابع در پارامترها برآورد برای ماکزیمم درستنمایی روش از ͬ خواهیم م اکنون
(١ . ١٧) رابطه در ساده ΁لجستی رگرسیون برای log‐درست نمایی تابع کنیم. استفاده ١ . ٣٣

داد. تعمیم چندگانه ΁لجستی رگرسیون برای ͬ توان م را
LnL(β) =

n∑
i=١

Yi(X
⊤
i β)−

n∑
i=١

Ln[١ + exp(X⊤
i β)] (٣۴ . ١)

روش به و است شده استفاده LnL(β) از β٠, · · · , βp−١ مقدار به جای عددی روش های در
برآوردهای از برداری b کنید فرض ͬ کند. م برآورد را bn−١, . . . , b١, b٠ ماکزیمم درستنمایی

باشد. ماکزیمم درست نمایی

bp×١ =


b٠
b١...
bp−١

 (٣۵ . ١)

کرد. بیان زیر به صورت ͬ توان م را مقادیر برازش و ΁لجستی ͺپاس تابع برازش
π̂ =

exp(X⊤b)

١ + exp(X⊤b)
= |١ + exp(−X⊤b)|−١ (٣۶ . ١)



΁لجستی رگرسیون مفاهیم و مقدمات ١۶

π̂i =
exp(X⊤

i b)١ + exp(X⊤
i b)

= |١ + exp(−X⊤
i b)|−١ (١ . ٣٧)

که زمانͬ
X⊤b = b٠ + b١X١ + · · ·+ bp−١Xp−١ (١ . ٣٨)

X⊤
i b = b٠ + b١Xi١ + · · ·+ bp−١Xi.p−١ (١ . ٣٩)



٢ فصل
فازی رگرسیون و مجموعه ها

آشنایی منظور به فازی رگرسیون و فازی مجموعه های نظریه قضایای و تعاریف فصل این در
است. شده آورده به اختصار خواننده

فازی مجموعه های ٢ . ١
و تبار ایرانͬ دانشمند ١ عس΄رزاده لطفͬ پروفسور توسط ١٩۶۵ سال در فازی مجموعه نظریه
و گسترش کنون، تا آن ارائه زمان از نظریه این است. شده ارائه آمری΄ا، برکلͬ دانش·اه استاد

است. کرده پیدا مختلف زمینه های در گوناگونͬ کاربردهای و یافته زیادی تعمیق
مشخص معین و دقیق ویژگͬ ΁ی با معمولͬ مجموعه ΁ی قطعͬ، مجموعه های نظریه در
عضو باشد، داشته را خصوصیت آن ،ͽمرج مجموعه عضو اگر که ترتیب به دین ͬ شود. م
حقیقͬ اعداد بودن اول مثلا، نیست. مجموعه عضو باشد، خصوصیت آن فاقد اگر و مجموعه
است اول عدد یا که گفت ͬ توان م حقیقͬ عدد هر برای یعنͬ است تعریف خوش خصوصیت ΁ی
معمولͬ مجموعه زیر هر برای باشد، ͽمرج مجموعه ΁ی X اینکه فرض با نیست. اول عدد یا
تابع ΁ی ͬ توان م ͬ شود، م مشخص تعریف خوش خصوصیت ΁ی با که ،ͽمرج مجموعه از A از

١L. A. Zadeh



فازی رگرسیون و مجموعه ها ١٨
یعنͬ کند، اختیار را صفر مقدار ،A به متعلق عضو هر با که کرد تعریف نشانگر

IA(x) =


١ x ∈ A

٠ x /∈ A

ͬ بریم،مفاهیمͬ م پیش را خود روزمره زندگͬ آن براساس و داریم برخورد آنها با که مفاهیمͬ اکثر اما
بزرگ اعداد مجموعه بلند، خیلͬ قد بودن، زیبا ویژگͬ سرد، خیلͬ هوای مانند نیستند، دقیق
از مثال برای کرد. تعیین ͬ توان نم را دقیقͬ و مشخص مرز خصوصیات این برای . · · · و
هوای ͬ گراد، سانت درجه ٢ هوای دی·ری فرد نظر از و ͬ گراد سانت درجه ۵ هوای فرد، ΁ی نظر
خصوصیات و مفاهیم این صورت بندی عهده از قطعͬ مجموعه های نظریه است. سرد خیلͬ

ͬ آید. برنم
مفاهیم گونه این تحلیل و تجزیه و صورت بندی برای نظریه ای فازی، مجموعه های نظریه
کنید فرض مثال، به طور است. قطعͬ مجموعه ای نظریه از طبیعͬ تعمیم نظریه این است.
خصوصیت ΁ی بودن» «بزرگ که است طبیعͬ کنیم. تعریف را بزرگ اعدا مجموعه ͬ خواهیم م
حقیقͬ، اعداد مجموعه در x هر که ͬ دهیم م اجازه زاده، پیشنهاد به بنا نیست. تعریفͬ خوش
x آن چه هر که به طوری باشد، بزرگ اعداد مجموعه عضو ،΁ی و صفر بین مقدار ΁ی اندازه به
چه هر و نزدی΁ تر، ΁ی به بزرگ اعداد مجموعه در آن عضویت به مربوط عدد باشد، بزرگ تر
است. نزدی΁ تر صفر به بزرگ اعداد مجموعه در آن عضویت به مربوط عدد باشد، کوچ΁ تر x

اساس است. بزرگ اعداد مجموعه عضو ٠٫٨ مثلا اندازه به عدد این ͬ گوییم م این صورت در
به جای [٠, ١] برد با مجموعه، ΁ی نشانگر تابع مفهوم گسترش فازی، مجموعه های نظریه کار

است. {٠, ١}
مجموعه از فازی) مجموعه کوتاهͬ: پس این (از A فازی مجموعه زیر ΁ی .٢ . ١ . ١ تعریف
هر برای آن در که ͬ شود م مشخص µA(x) : X −→ [٠, ١] عضویت تابع ΁ی توسط ،X ͽمرج

است. A فازی مجموعه در x عضویت میزان µA(x) مقدار ،x ∈ X

نباشد، عضو A در اصلا́ اگر و µA(x) = ١ باشد، عضو A در کاملا x اگر که کنید توجه
و فازی مجموعه از خاصͬ حالت آن نشانگر تابع و معمولͬ مجموعه ΁ی لذا است. µA(x) = ٠

است. آن عضویت تابع
به متداول، روش ΁ی است. رایج مختلفͬ روش های فازی، مجموعه ΁ی دادن نشان برای
پیوسته ͽمرج مجموعه که وقتͬ آن از که است، فازی مجموعه عضویت تابع مستقیم بردن  کار

ͬ شود. م استفاده باشد،
که کنیم تعریف فازی مجموعه ΁ی ͬ خواهیم م .X =

{١, · · ·٧} کنید فرض .٢ . ١ . ١ مثال
است کافͬ مجموعه این مدل سازی برای باشند. داشته را «΁کوچ» نادقیق ویژگͬ آن، اعضای
تصمیم گیرنده نظر به بستگͬ تابع این تعیین کنیم. مشخص را فازی مجموعه این عضویت تابع



١٩ فازی مجموعه های
شود تعریف زیر به صورت ͬ تواند م تابع ΁ی مثلا́ دارد.

A(x) =



١ x = ١
٠٫٩ x = ٢
٠٫٧ x = ٣
٠٫۵ x = ۴
٠٫٣ x = ۵
٠٫١ x = ۶
٠ x = ٧

مجموعه به ٠٫٧ اندازه به ٣ عدد تصمیم گیر، نظر از که است معنͬ بدین A(٣) = ٠٫٧ مثال برای
΁کوچ عددی ٣ » گزاره تصمیم گیر نظر از دی·ر، سخن به دارد. تعلق ΁کوچ اعداد فازی

است. درست ٠٫٧ به اندازه است»
این ͽواق در دارد. تصمیم گیرنده فرد نظر به بستگͬ فازی مجموعه ΁ی عضویت تابع تعریف
مجموعه ΁ی برای را مختلفͬ عصویت توابع ͬ توان م لذا دارد. شخصͬ و ذهنͬ جنبه تعریف

کرد. تصور باشد، فازی ویژگͬ ΁ی بیانگر که فازی
باشد، آن از فازی مجموعه زیر ΁ی A و ͽمرج مجموعه ΁ی X کنید فرض .٢ . ١ . ٢ تعریف

sup(A) = {x ∈ X|A(x) > ٠} .

برابر عدد این اگر ͬ شود. م نامیده فازی مجموعه ΁ی ارتفاع M = supxA(x) .٢ . ١ . ٣ تعریف
البته ͬ نامیم. م زیرنرمال را آن این صورت غیر در و نرمال را A فازی مجموعه آن گاه باشد ΁ی

کرد. نرمال A ارتفاع بر آن عضویت درجات تقسیم با ͬ توان م را زیرنرمال فازی مجموعه هر
مجموعه A فازی مجموعه همچنین .sup(A) =

{١,٢, · · · ,٧} قبل، مثال در .٢ . ١ . ٢ مثال
است. نرمال فازی

،A مجموعه در آنها عضویت درجه که را X عناصر از معمولͬ مجموعه زیر .۴ . ٢ . ١ تعریف
نشان Aα با و گوییم ( A به وابسته ام α تراز (مجموعه A برش −α باشد، α بزرگͬ به حداقل

ͬ دهیم. م
Aα = {x ∈ X|A(x) ≥ α} , ٠ < α ≤ ١

مربوط پواسن تصادفͬ متغیر ΁ی مقادیر مجموعه X = {٠, ١,٢, · · · } کنید فرض .٢ . ١ . ٣ مثال
«تعداد بیانگر A فازی مجموعه کنید فرض و باشد ناحیه ΁ی در شبانه روزی تصادفات تعداد به
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شود. تعریف زیر عضویت تابع با کم» تصادفات

A(x) =



١ x = ٠
٠٫٨ x = ١
٠٫۶ x = ٢
٠٫۴ x = ٣
٠٫٢ x = ۴

از عبارتند A برش −α چند صورت این در
A٠٫٢ = {٠, ١,٢,٣,۴} A٠٫۵ = {٠, ١,٢}

A٠٫۶ = {٠, ١,٢} A٠٫٨۵ = {٠}
نوشت ͬ توان م خلاصه به طور

Aα =



{٠, ١,٢,٣,۴} ٠ < α ≤ ٠٫٢
{٠, ١,٢,٣} ٠٫٢ < α ≤ ٠٫۴
{٠, ١,٢} ٠٫۴ < α ≤ ٠٫۶
{٠, ١} ٠٫۶ < α ≤ ٠٫٨
{٠} ٠٫٨ < α ≤ ١

A(.) عضویت تابع با R از فازی مجموعه ای A کنید فرض ( [٣۶] ٢ تجزیه (اتحاد .٢ . ١ . ١ قضیه
این صورت در باشد.

A(x) = supα∈[٠,١]αIAα(x)

است. A برش −α نشانگر تابع IAα(.) آن در که
و ͽمرج مجموعه n ،Xn, · · · , X١ کنید فرض ( [۵] ٣ گسترش یا توسیع (اصل .۵ . ٢ . ١ تعریف
به ترتیب فازی مجموعه n ،An, · · · , A١ همچنین باشد. آن دکارتͬ حاصل X = X١ × · · ·×Xn

عمل حاصل باشد. Y به X از نگاشت ΁ی y = f(x١, · · · , xn) به علاوه باشد. Xn, · · · , X١ از
تعریف زیر عضویت تابع با Y از B فازی مجموعه به صورت An, · · · , A١ فازی مجموعه n بر f

ͬ شود. م

B(y) = f(A١, · · · , An)(y) =


sup x١,··· ,xn

y=f(x١,··· ,xn)
minA١(x١), · · · , An(xn) f−١(y) ̸= ∅

٠ f−١(y) = ∅
٢Resolution Identity
٣Extension Priniciple



٢١ فازی اعداد
خیلͬ اعداد فازی مجموعه A١ حسابی، اعداد مجموعه X٢ و X١ کنید فرض .۴ . ٢ . ١ مثال

باشند زیر عضویت توابع با ٢ تقریباً اعداد فازی مجموعه A٢ و ΁کوچ
A١ = {١

٠ ,
٠٫٨
١ ,

٠٫۶
٢ ,

٠٫۴
٣ ,

٠٫٢
۴ }, A٢ = {٠٫۵

١ ,
١
٢ ,

٠٫۵
٣ }

مجموعه به صورت A٢ و A١ بر f(x١, x٢) = x١ + x٢ عمل حاصل توسیع، اصل براساس آنگاه
ͬ آید. م به دست زیر فازی

{٠٫۵
١ ,

١
٢ ,

٠٨
٣ ,

٠٫۶
۴ ,

٠٫۵
۵ ,

٠٫۴
۶ ,

٠٫٢
٧ }

fapply تابع معرفͬ ٢ . ١ . ١
امر این دارد. وجود مختلفͬ ال·وریتم های مختلف افزارهای نرم در گسترش اصل اعمال برای
توسط است، شده معرفͬ مختصر طور به آ  پیوست در که FuzzyNumber بسته در R افزار نرم در
باشد. ای قطعه نوع از باید مذکور فازی عدد که است ذکر شایان است. شده میسر fapply() تابع

[١۴] ͬ دهیم. م نشان را تابع این کار روش زیر، مثال ذکر با
اعمال برای ب·یرید. نظر در را A = (٠٫٠١, ٠٫٢, ٠٫١٨) نامتقارن مثلثͬ فازی عدد .۵ . ٢ . ١ مثال
مراجعه آ  پیوست ͬ کنیم(به م استفاده fapply() دستور از مثلثͬ عدد این بر y = ln x١−x

تابع
A′ = (−۴٫۵٩۵١٫−,١٢۵١۶٣۵,−٣٫٨٩١٨٢) تبدیل این از حاصل متقارن مثلثͬ عدد شود).

ͬ باشد. م

فازی اعداد ٢ . ٢
مسایل بیشتر در هستند، حقیقͬ اعداد مجموعه از خاصͬ مجموعه های زیر که فازی، اعداد
ارائه [۶] ͽمرج براساس فازی اعداد درباره اصلͬ نتایج و مفاهیم ادامه، در ͬ شوند. م کاربردی

ͬ شود. م
اگر گوییم، (حقیقͬ) فازی عدد ΁ی را حقیقͬ) (اعداد R از N فازی مجموعه .٢ . ٢ . ١ تعریف

باشد. نمایی تک و نرمال N .١
باشند. بسته بازه  های به صورت ،α ∈ (٠, ١] هر به ازای ،N α−برش های .٢

.A(x) = ١ به طوری که دارد وجود x ΁ی تنها که است این بودن نمایی تک از منظور
ͬ دهیم. م نشان F(R) با را فازی اعداد همه مجموعه

΁ی را L ͬ توان م است. فازی عدد ΁ی زیر عضویت تابع با L فازی مجموعه .٢ . ٢ . ١ مثال
کرد. تعبیر صفر تقریباً فازی اعداد برای مدل سازی

L(x) = ١ − |x| − ١ ≤ x ≤ ١
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عضویت تابع هرگاه ͬ شود م نامیده m مقدار با فازی) (غیر ۴ دقیق عدد ΁ی N .٢ . ٢ . ٢ تعریف

باشد زیر به صورت آن
N(x) =


١ x = m

٠ x ̸= m

ͬ دهیم. م نشان F(R) با را R از فازی اعداد همه مجموعه
نشان (N < ٠) N > ٠ نماد با را آن و گوییم (منفͬ) مثبت را N فازی عدد .٢ . ٢ . ٣ تعریف
گوییم (نامثبت) نامنفͬ را N فازی عدد .N(x) = ٠ ، (x ≥ ٠) x ≤ ٠ هر برای اگر ͬ دهیم، م

.N(x) = ٠ ،(x > ٠) x < ٠ اگر
دارند، ویژه ای ساختار اینکه بر علاوه که هستند LR فازی اعداد فازی، اعداد از خاصͬ نوع
که است شده باعث ͬ ها ویژگ این ͬ کند. م پیروی خاصͬ قواعد از آنها بر حسابی اعمال برخͬ

ͬ شود. م استفاده فازی اعداد نوع این از عمدتاً کاربردها، در
باشد زیر به صورت N فازی عدد عضویت تابع ساختار اگر ([١٧] LR فازی (عدد .۴ . ٢ . ٢ تعریف

N(x) =


L
(
m−x
α

)
x ≤ m

R
(
m−x
β

)
x > m

،L(٠) = R(٠) = ١ و هستند [٠, ١] به R+ از صعودی غیر توابعͬ ،R و L ش΄ل توابع آن در که
حقیقͬ عدد ͬ دهیم. م نشان N = (m,α, β)LR نماد با و نامیده LR فازی عدد ΁ی را N آنگاه
N راست پهنای و چپ پهنای به ترتیب را β و α مثبت اعداد و میانه) یا مرکز (یا نما مقدار را m

ͬ نامیم. م
نشان N = (m,α)LL با و نامیده متقارن را فازی عدد آنگاه ،α = β و L = R که صورتͬ در

ͬ دهیم. م
از منظور لذا ،R(m−x

β

) ͬ دهیم م قرار β = ٠ برای و L
(
m−x
α

) ͬ دهیم م قرار α = ٠ برای
است. m مقدار با دقیق عدد ΁ی ،X = (m, ٠, ٠)LR

شده  اند. معرفͬ زیر تعریف در متداول LR فازی اعداد
L = R و N = (m,α, β)LR کنید فرض .۵ . ٢ . ٢ تعریف

N = با و نامیده ۵ مثلثͬ فازی عدد ΁ی را N آنگاه ،L(x) = max{٠, ١ − |x|} اگر .١
ͬ دهیم. م نشان (m,α, β)T

نشان N = (m,α, β)N با و نامیده ۶ نرمال فازی عدد ΁ی را N آنگاه ،L(x) = e−x٢ اگر .٢
ͬ دهیم. م

۴crisp
۵Triangular
۶Normal



٢٣ فازی اعداد حساب
N = با و نامیده ٧ سهموی فازی عدد ΁ی را N آنگاه ،L(x) = max{٠, ١ − x٢} اگر .٣

ͬ دهیم. م نشان (m,α, β)P

شود، برداشته بودن تک نمایی شرط فازی عدد تعریف در اگر ( LR فازی (بازه .۶ . ٢ . ٢ تعریف
داشت خواهیم زیر عضویت تابع با و N = (m١,m٢, α, β)LR نماد با فازی بازه ΁ی آنگاه

N(x) =


L
(
m١−x

α

)
x ≤ m١

١ m١ ≤ x < m٢
R
(
x−m٢

β

)
x ≥ m٢

به ترتیب β و α مثبت اعداد و دوم نمای و اول نمای به ترتیب m٢ و m١ حقیقͬ اعداد آن در که
ͬ باشند. م N راست پهنای و چپ پهنای

ͬ نامند م نیز ٨ ذوزنقه ای فازی عدد را فازی بازه آنگاه L(x) = R(x) = max{٠, ١ − |x|} اگر
ͬ دهند. م نشان N = (m١,m٢, α, β)T٢ با و

m١ = m٢ = ͬ که زمان ͽواق در شود. تلقͬ فازی عدد از تعمیمͬ به عنوان ͬ تواند م فازی بازه
ͬ شود. م تبدیل فازی عدد به فازی بازه آنگاه m

فازی اعداد حساب ٢ . ٣
T−نُرم مفهوم نخست ͬ کنیم. م بیان فازی اعداد حساب مورد در را قضیه و تعریف چند اکنون

ͬ شویم. م یادآور را
هرگاه گویند نُرم −T ΁ی را T (x, y) : I × I → I = [٠, ١] متغیره دو تابع [۵] .٢ . ٣ . ١ تعریف

باشد. دارا را زیر ͬ های ویژگ
∀x ∈ [٠, ١], T (x, ١) = x .١

x١ ≤ x٢, y١ ≤ y٢ → T (x١, y١) ≤ T (x٢, y٢) ی΄نوایی: .٢
T (x, y) = T (y, x) جابه جایی: .٣

T (x, T (y, z)) = T (T (x, y), z) پذیری: شرکت .۴
است. شده آورده زیر در نُرم ها −T از نمونه هایی

Tm(a, b) = min(a, b)

Tp(a, b) = ab

TL(a, b) = max(٠, a+ b− ١)
٧Parabolic
٨Trapezoidal



فازی رگرسیون و مجموعه ها ٢۴
داریم دلخواه T−نُرم هر برای [۵] .٢ . ٣ . ١ گزاره

Tw(x, y) ≤ T (x, y) ≤ Tm(x, y)

همچنین .Tm(x, y) = min(x, y) که

Tw(x, y) =


x y = ١
y x = ١
٠ o.w.

ͬ شود. م نامیده نیز ΁دراستی T−نُرم نام به که است T−نُرم ضعیف ترین
دوتایی عمل·ر ΁ی ∗ : R × R → R و فازی عدد دو N و M کنید فرض [١٧] .٢ . ٣ . ٢ تعریف
به صورت توسیع، اصل براساس N و M بر ⊛ یافته تعمیم عمل حاصل باشند. حقیقͬ اعداد بر

ͬ شود م تعریف زیر عضویت تابع با R از فازی مجموعه ΁ی
(M ⊛N)(z) = sup

x,y
x∗y=z

T (M(x), N(y))

است. T−نُرم ΁ی T (., .) آن در که
داریم بالا تعریف در مینیمم T−نُرم از استفاده با و اصلͬ عمل چهار برای خاص حالت در

(M ⊕N)(z) = sup
z=x+y

min[M(x), N(y)]

(M ⊖N)(z) = sup
z=x−y

min[M(x), N(y)]

(M ⊗N)(z) = sup
z=x∗y

min[M(x), N(y)]

(M ⊘N)(z) = sup
z=x/y

min[M(x), N(y)]

.y ̸= ٠ آخر رابطه در اینکه شرط به
فازی اعداد حساب برای مینیمم عمل·ر از همواره شود، گفته که مواردی در م·ر پس، این از

ͬ کنیم. م استفاده
آنگاه λ ∈ R و M = (m,α, β)LR اگر .٢ . ٣ . ١ قضیه

λM = Mλ =


(λm, λα, λβ)LR, λ > ٠
(λm,−λβ,−λα)LR, λ < ٠

است. (−)M = (−m,β, α)LR به صورت M قرینه آنگاه ،M = (m,α, β)LR اگر .٢ . ٣ . ١ نتیجه



٢۵ فازی اعداد حساب
LR فازی عدد ΁ی M ⊕ N آنگاه ،N = (n, δ, γ)LR و M = (m,α, β)LR اگر .٢ . ٣ . ٢ قضیه

است. زیر به صورت
M ⊕N = (m+ n, α+ δ, β + γ)LR

LR فازی عدد ΁ی M ⊖ N آنگاه ،N = (n, γ, δ)RL و M = (m,α, β)LR اگر .٢ . ٣ . ٢ نتیجه
است زیر به صورت

M ⊖N = (m− n, α+ δ, β + γ)LR

وجود شده، گفته تفاضل و ͽجم برای که آنچه بر مطابق دقیق رابطه تقسیم، و ضرب درباره
در همچنین بود. نخواهد LR فازی عدد ΁ی ،LR فازی عدد دو ضرب حاصل اصولا˟ ندارد.
LR نوع از حاصل عدد ͬ شود، م فازی عدد ΁ی LR فازی عدد دو تقسیم حاصل که حالت هایی
ͬ پردازیم. م آنها بیان به ادامه در که شده پیشنهاد تقریبی روابطͬ تقسیم، و ضرب برای نیست.

ضرب برای تقریبی روابط
آنگاه N > ٠ و M > ٠ اگر الف‐

M ⊗N = (m,α, β)LR ⊗ (n, γ, δ)LR ≃ (mn,mγ + nα,mδ + nβ)LR

آنگاه N > ٠ و M < ٠ اگر ب‐
M ⊗N = (m,α, β)LR ⊗ (n, γ, δ)LR ≃ (mn,nα−mδ, nβ −mγ)LR

آنگاه N < ٠ و M > ٠ اگر ج‐
M ⊗N = (m,α, β)LR ⊗ (n, γ, δ)LR ≃ (mn,mγ + nβ,mδ + nα)LR

آنگاه N < ٠ و M < ٠ اگر د‐
M ⊗N = (m,α, β)LR ⊗ (n, γ, δ)LR ≃ (mn,−nβ −mδ,−nα−mγ)LR

تقسیم برای تقریبی روابط
آنگاه باشد، مثبت فازی عدد ΁ی M = (m,α, β)LR اگر

M−١ ≃ (m−١, βm−٢, αm−٢)RL

آنگاه باشند، مثبت فازی عدد دو N = (n, γ, δ)LR و M = (m,α, β)LR اگر
(M ⊗N) ≃

(
m

n
,
δm+ αn

n٢ ,
γm+ βn

n٢
)

LR



فازی رگرسیون و مجموعه ها ٢۶
فوق روابط باشند، ΁کوچ آنها نمای مقادیر به نسبت N و M فازی اعداد پهناهای هرچه

دارند. بیشتری دقت روابط این نما، مقادیر همسای·ͬ در همچنین دقیق ترند.
لذا کرد، خواهیم استفاده رگرسیون، مدل ضرایب برای مثلثͬ فازی اعداد از ادامه در چون

ͬ پردازیم. م اعداد این درباره نکته چند یادآوری به
آن در که داد نشان Ã = (a, sL, sR)T به صورت ͬ توان م را مثلثͬ فازی عدد هر که ͬ دانیم م
sR ̸= sLاگر هستند. Ã راست پهنای و چپ پهنای به ترتیب sR و sL و میانه) (یا نما مقدار a

مشخصه سه به توجه با را Ã تابع حالت این در گوییم. نامتقارن را A مثلثͬ فازی عدد آن گاه
نوشت زیر به صورت ͬ توان م sR sLو ،a

Ã(x) =


١ − a− x

sL
a− sL ≤ x ≤ a

١ − x− a

sR
a < x ≤ a+ sR

(٢ . ١)

حسب بر را راست پهنای یعنͬ داد. نمایش را عضویت تابع این ͬ توان م نیز دی·ر به گونه ای
،k آن در که sR = ksL دهیم قرار بالا عضویت تابع در که این  صورت به کرد. بیان چپ پهنای
مثلثͬ فازی عدد بنابراین ͬ شود. م نامیده کشیدگͬ ضریب است، مثبت و حقیقͬ عددی که
عضویت تابع حالت این کرد.در توصیف نیز Ã = (a, sL, sR)T سه تایی، با ͬ توان م را Ã نامتقارن

ͬ آید. م در زیر صورت به Ã

Ã(x) =


١ − a− x

sL
a− sL ≤ x ≤ a

١ − x− a

sR
a < x ≤ a+ ksR

(٢ . ٢)

نمایش Ã = (a, s)T با را آن  و نامیده متقارن مثلثͬ عدد را Ã آن گاه ،sR = sL = s اگر
بود. خواهد زیر به صورت s و a مشخصه به توجه با Ã عضویت تابع حالت این در ͬ دهیم. م

Ã(x) =


١ − a− x

s
a− s ≤ x ≤ a

١ − x− a

s
a < x ≤ a+ s

(٢ . ٣)

متقارن) فازی عدد عضویت تابع (یعنͬ بالا عضویت تابع k،آن گاه = ١ ،اگر (٢ . ٢) رابطه در
ͬ آید. م به دست

مثلثͬ فازی عدد دو Ã٢ = (a٢, sL٢ , sR٢ )T و Ã١ = (a١, sL١ , sR١ )T کنید فرض .٢ . ٣ . ٢ گزاره
باشد، حقیقͬ عدد ΁ی c و متقارن

cÃ١ = (ca١, csL١ , csR٢ )T آنگاه c > ٠ اگر (آ) .١
cÃ٢ = (ca١,−csR٢ ,−csL٢)T آنگاه c < ٠ اگر (ب)

Ã١ ⊕ Ã٢ = (a١ + a٢, sL١ + sL٢ , sR١ + sR٢ )T .٢



٢٧ فازی اعداد حساب

فازی عدد دو بین فاصله ٢ . ٣ . ١
B̃α = و Ãα = [a١(α), a٢(α)] و فازی، عدد دو B̃ و Ã که ͬ کنیم م فرض بخش این در

باشند. B̃ و Ã برش های −α ترتیب به [b١(α), b٢(α)]

تعریف زیر به صورت f(α) وزنͬ تابع پایه بر B̃ و Ã فازی عدد دو بین فاصله .٢ . ٣ . ٣ تعریف
ͬ شود م

d(Ã, B̃) = [

∫ ١
٠ f(α)d٢(Ãα, B̃α)dα]

١٢ (۴ . ٢)
که

d٢(Ãα, B̃α) = [a١(α)− b١(α)]٢ + [a٢(α)− b٢(α)]٢ (۵ . ٢)
∫ ١٠ f(α)dα = و f(٠) = ٠ آن برای که است [٠, ١] بازه روی صعودی تابع ΁ی f(α) آن، در که
f(α) تابع ͬ گیرد. م اندازه را B̃ و Ã فازی اعداد برش های −α بین فاصله d(Ãα, B̃α) مقدار . ١٢
فازی عدد دو بین فاصله تعیین در بیشتری اهمیت بالاتر، عضویت درجات که ͬ شود م منجر
که ͬ دهد م را اطمینان این نیز ∫ ١٠ f(α)dα = ١٢ و f(٠) = ٠ شرط های باشند. داشته B̃ و Ã

است. حقیقͬ عدد دو بین فاصله از معمولͬ تعمیم ΁ی فوق، فاصله
است. فازی عدد دو از برش −α دهنده نشان زیر نمودار .٢ . ٣ . ١ مثال

٠.٢
٠.۴
٠.۶
٠.٨
١.٠
١.٢

−٠.٢
−٠.۴

٠.٢ ٠.۴ ٠.۶ ٠.٨ ١.٠ ١.٢ ١.۴ ١.۶ ١.٨ ٢.٠ ٢.٢ ٢.۴ ٢.۶ ٢.٨ ٣.٠ ٣.٢ ٣.۴ ٣.۶−٠−٠.٢.۴

α

کنیم. بیان را زیر روابط ͬ توانیم م B̃ و Ã فازی عدد دو برای مقادیر فوق نمودار طبق
Ã = (a, lA, uA) B̃ = (b, lB, uB) (۶ . ٢)

ͬ نویسیم. م را A برای خط معادله حال

A١ =


x− a− lA

lA
a− lA < x < a

a+ uA − x

uA
a < x < a+ uA

(٢ . ٧)



فازی رگرسیون و مجموعه ها ٢٨
داریم بالا خط دو با y = α خط تلاقͬ با

x− a+ lA
lA

= α ⇒ x− αlA − lA + a = ٠ ⇒ x = a− (١ − α)lA (٢ . ٨)

a+ uA − x

uA
= α ⇒ a+ uA − x− αuA ⇒ x = a− (١ − α)uA. (٢ . ٩)

داشت. خواهیم ۴ . ٢ ژو[٣۵] توسط شده تعریف فاصله در (٢ . ٩) و (٢ . ٨) جای·ذاری با

d(Ã, B̃) =

[∫ ١
٠

f(α)d٢(Ã, B̃)dα

]٢

=

∫ ١
٠ α (a١(α)− b١(α))٢ dα+

∫ ١
٠ α (a٢(α)− b٢(α))٢ dα

=

∫ ١
٠

α [a− (١ − α)lA − b+ (١ − α)lB]
٢
dα

+

∫ ١
٠ α [a+ (١ − α)uA − b− (١ − α)uB]

٢
dα

=

∫ ١
٠ α [(a− b) + (١ − α)(lA − lB)] +

∫ ١
٠ α [(a− b)− (١ − α)(uA − uB)]

=

∫ ١
٠ α(a− b)٢dα+

∫ ١
٠ α(١ − α)٢(lB − lA)

٢dα

+

∫ ١
٠

٢α(١ − α)(a− b)(lB − lA)dα+

∫ ١
٠

α(a− b)٢dα

+

∫ ١
٠ α(١ − α)٢(uB − uA)

٢dα+

∫ ١
٠ ٢α(١ − α)(a− b)(uB − uA)dα

=(a− b)٢ +
١

١٢
[
(lB − lA)

٢ + (uB − uA)
٢]

+
١
٣(a− b) [(lB − lA)− (uB − uA)] (٢ . ١٠)

فازی رگرسیون ۴ . ٢
تعدادی و وابسته متغیر ΁ی بین ارتباط ایجاد برای رگرسیونͬ مدل های شد، گفته که همان گونه
مورد متغیرهای از مشاهداتͬ به نیاز مدل ها، این ساختن برای ͬ روند. م به کار مستقل متغیر
آنها، به مربوط مشاهدات و متغیرها این که ͬ شود م فرض ΁کلاسی رگرسیون در داریم. مطالعه
جمله ΁ی ،΁کلاسی رگرسیون در داده ها، کامل برازش عدم علت به همچنین هستند. دقیق
آن احتمالͬ توزیع و تصادفͬ خطای جمله این درباره ͬ شود. م افزوده مدل به تصادفͬ خطای
ͬ شود، م گرفته نظر در ... و واریانس ثبات بودن، ناهمبسته بودن، نرمال مانند مفروضاتͬ
پیش بینͬ پارامترها، برآورد مانند آماری استنباط های فرض ها، این پایه بر بتوان که به گونه ای



٢٩ فازی رگرسیون
به کارگیری این باره، در داد. انجام را دی·ر مواردی و فرض ها آزمون وابسته، متغیر مقدار
برقرار مدل اولیه فرض های تا کنند ΁کم است مم΄ن مشاهدات روی بر مختلفͬ تبدیلات

باشند.
اینکه یا نباشد برقرار بالا فرض های از فرض چند یا ΁ی است مم΄ن اوقات بسیاری در اما
اعتبار رایج مدل های موارد این در مسلماً کرد. حاصل اطمینان فرض ها بعضͬ درستͬ از نتوان
زمانͬ به ویژه که است نیرومند رگرسیون زمینه، این در حل ها راه از ی΄ͬ ندارند. را لازم کارایی و

دارند. کارایی کرد، برقرار را فرضیات این نتوان تبدیلات انجام با حتͬ که
نادقیق متغیر، چند یا ΁ی به مربوط مشاهدات بررسͬ، در است مم΄ن اینکه دی·ر مش΄ل
مطالعه، مورد متغیرهای که است مم΄ن همچنین باشند. شده گزارش نادقیق یا و باشند
چنین در رگرسیون جای·زین مهم شیوه های از ی΄ͬ باشند. مبهم و نادقیق ارتباطͬ دارای ذاتاً
تصادفͬ خطای به مربوط فرضیات که زمانͬ البته است. فازی رگرسیون از استفاده مواقعͬ،
نیز کرد، حاصل اطمینان آنها درستͬ از نتوان کم نمونه حجم دلیل به مثلا́ یا نباشد برقرار

کرد. استفاده فازی رگرسیون از ͬ توان م
گسترش میلادی، هشتاد دهه اوایل از زاده، توسط فازی مجموعه های نظریه معرفͬ از بعد
،΁کلاسی آمار و نظریه این بین ارتباطات کاربردی ترین و مهم ترین از ی΄ͬ شد. شروع آمار در آن

است. فازی رگرسیون
مدل، ضرایب و مستقل وابسته، متغیرهای از کدام هر اینکه به بسته کلͬ، تقسیم بندی ΁ی در
کرد. تقسیم زیر حالات به ͬ توان م را فازی رگرسیون انواع شوند، گرفته نظر در فازی یا و دقیق

[۵]
به عبارت شود. فرض فازی دقیق، متغیرهای بین ارتباط که حالتͬ در فازی رگرسیون •
مدل های به مدل ها این شوند. گرفته نظر در فازی رگرسیونͬ معادله ضرایب دی·ر،

معروفند. ام΄انͬ رگرسیون
باشند. فازی و نادقیق آنها به مربوط مشاهدات یا و متغیرها که حالتͬ در فازی رگرسیون •
نیز الزامͬ رگرسیون مدل این به فازی.( غیر ضرایب و فازی خروجͬ و ورودی با مدل •

ͬ شود.) م گفته
با ارتباط در فازی رگرسیون در شده ارائه مقالات (اکثر فازی. ضرایب و خروجͬ با مدل •

ͬ باشند.) م مدل ها گونه این
فازی. خطای ΁ی به علاوه دقیق ضرایب و فازی خروجͬ و دقیق ورودی های با مدل •

شوند. گرفته نظر در فازی مدل ضرایب هم و متغیرها هم که حالتͬ در رگرسیون •
دی·ر، جنبه های گرفتن درنظر با فازی رگرسیون انواع شده، ذکر تقسیم بندی بر علاوه

ͬ شوند:[٨] م بندی تقسیم زیر به صورت



فازی رگرسیون و مجموعه ها ٣٠
فازی اعداد نوع نظر ‐از

تابع دادن نشان برای که است توابعͬ نوع ͬ افزاید، م فازی رگرسیون تنوع به که دی·ری عامل
فازی اعداد انواع شد ذکر قبل در که همان طور ͬ شوند. م انتخاب فازی کمیت های عضویت

نرمال. فازی اعداد سهموی، فازی اعداد مثلثͬ، فازی اعداد از: عبارت اند
روش انواع نظر ‐از

انجام آن ها براساس مدل پارامترهای برآورد که اصولͬ یا اصل آماری، رگرسیون با مشابه
روش دو فازی، رگرسیون در است. فازی رگرسیون در تنوع ایجاد در عاملͬ نیز ͬ پذیرند م

است. دوم توان های کمترین رگرسیون و ام΄انͬ رگرسیون مهم،
ضرایب تعامل نظر ‐از

فازی رگرسیون نوع دو به را فازی رگرسیون مدل، فازی ضرایب بین تعامل وجود عدم یا وجود
ͬ کند. م تقسیم متقابل تاثیر بدون فازی رگرسیون و متقابل تاثیر با فازی رگرسیون

ام΄انͬ رگرسیون ۵ . ٢
مدل ΁ی آنها شد. پیشنهاد [٣٣] هم΄اران و تاناکا توسط بار نخستین ام΄انͬ رگرسیون
ارائه دقیق خروجͬ و وروردی با رگرسیونͬ مدل فازی ضرایب محاسبه برای خطͬ برنامه ریزی
فازی اعداد (که ضرایب پهناهای مجموع به صورت شود حداقل باید که آن هدف تابع که کردند
مشخصͬ مقدار ازای به که ͬ شود م باعث آن محدودیت های و است هستند) متقارن مثلثͬ
این باشد. عضو شده برآورد فازی خروجͬ در h اندازه به کم دست ͺپاس متغیر مقدار ،h از
عضویت تابع چون روی΄رد این در یافت. تعمیم نیز فازی خروجͬ با مدلͬ به سپس روش
رگرسیون را مرتبط روش ͬ شود، م توصیف ام΄انͬ توزیع های به عنوان اغلب فازی مجموعه های

ͬ نامند. م ام΄انͬ
متغیرهای مقیاس به وابسته مساله جواب که است این تاناکا اولیه روی΄رد مش΄لات جمله از
به صورت مدل فازی ضرایب از زیادی تعداد ͽمواق برخͬ در اینکه دی·ر ایراد است. xj ورودی
که کردند اصلاح صورت بدین را نقیصه این [٣٠] هم΄اران و تاناکا ͬ شوند. م برآورد دقیق
.[١٩] شوند حداقل شده برآورد ͅ های پاس پهناهای مجموع ضرایب، پهناهای مجموع به جای
xj متغیر میانگین x̄j (که (xj − x̄j) از xj به جای اگر که است این تاناکا مساله دی·ر مش΄ل
نسبت حساسیت دی·ر نقیصه بود. خواهد متفاوت بسیار شده برآورد تابع شود، استفاده است)،
استفاده ٩ عطفͬ مدل از [٣٣] هم΄اران و تاناکا مش΄ل، این حل برای است. پرت داده های به
برش های −α شامل مدل، از شده برآورد ͅ های پاس برش های −α اینکه به جای که کردند
شده، مشاهده ͺپاس برش  −α هر که دارد نیاز فقط باشند، متناظرشان شده داده ͅ های پاس

باشد. داشته اشتراک
٩Conjunctive



٣١ فازی دوم توان های کمترین رگرسیون
بین از کردند. ایجاد ام΄انͬ رگرسیون روش در توجه قابل یا اندک تغییرات دی·ر، محققان
ضرایب محاسبه در را داده ها نماهای تاناکا مدل اینکه دلیل به [٢٨] پدریچ و ΁ساوی آنها،
اهمیت از عضویت درجه داشتن دلیل به نماها این آنکه حال ͬ آورد، نم حساب به رگرسیون
را فازی ضرایب نماهای ابتدا کردند. پیشنهاد مرحله ای دو روش ΁ی برخوردارند، بیشتری
با را آنها پهناهای سپس و آوردند به دست معمولͬ مربعات کمترین رگرسیون از استفاده با
پیشنهاد [٣١] ایشیبوجͬ و تاناکا کردند. برآورد شده، برآورده مراکز استفاده با و تاناکا روش
برای اما شوند برآورد معمولͬ مربعات کمترین رگرسیون از استفاده با ضرایب نماهای که کردند
استفاده قبل مساله مشابه دویی درجه برنامه ریزی نوع ΁ی از ضرایب، پهناهای آوردن به دست
مغایرت در فازی اعدا نماهای روند که زمانͬ که کردند نشان خاطر [٢١] لͬ و چانگ ͬ شود. م
این از اجتناب برای ͬ شود. م اشتباه تفسیر به منجر اکثراً تاناکا روش باشد، پهناها روند با

کردند. حذف تاناکا روش از را ضرایب پهناهای بودن مثبت قید آنها مش΄ل،

فازی دوم توان های کمترین رگرسیون ۶ . ٢
توسط بار اولین که است فازی دوم توان های کمترین روش فازی، رگرسیون در دی·ری رهیافت
دوم توان های کمترین ازرگرسیون تعمیمͬ روش این شد. ارئه [١٠] کلمینس و [١٢] دیاموند
شیوه های است. فازی اعداد بین فاصله برای تعریف هایی پایه بر معمولا˟ که است ΁کلاسی
عوامل تنوع این که است شده پیشنهاد فازی دوم توان های کمترین روش برپایه متنوعͬ
فازی یا دقیق تبیینͬ، متغیرهای به مربوط مشاهدات بودن فازی یا دقیق مانند دارد مختلفͬ
برازش نی΄ویی معیارهای فازی، عدد دو بین فاصله تعریف نوع ،ͺپاس متغیر مشاهدات بودن

است. زیر شرح به زمینه این در گرفته صورت کارهای از نمونه هایی دی·ر. موارد برخͬ و
توان های کمترین برازش برای را مدل هایی فازی، اعداد بر فاصله ای معرفͬ با [١٢] دیاموند
پیشنهاد فازی خروجͬ و ورودی با مدل و فازی خروجͬ و دقیق ورودی با مدل برای فازی دوم
کردند. ارائه فازی تصادف متغیرهای براساس را فازی رگرسیون [١۶] کورنر و دیاموند داد.
کرد. مطرح دو درجه عضویت توابع برای را دوم توان های کمترین رگرسیون [١٠] کلمینس
از استفاده با مدل فازی ضرایب برآورد برای را دوم توان های کمترین روش ΁ی [٣۵] لͬ و ژو
را رگرسیونͬ مدل خوبی برازش، نی΄ویی معیار ΁ی با و کردند ارائه α−برش ها مبنای بر متری
خاک در رگرسیونͬ مدل های برازش برای را روش این [٢۴] طاهری و محمدی گرفتند. اندازه

بردند. به کار پدوترانسفر به موسوم شناسͬ
پیشنهاد فازی خطͬ رگرسیون مدل برآورد برای مرحله ای دو روش ΁ی [٢٠] چیو کائو
مربعات کمترین روش به و فازی مشاهدات شده فازی غیر مقادیر با اول مرحله در نمودند.
قدرت افزایش منظور به دوم مرحله در سپس و کردند برآورد را مدل دقیق ضرایب معمولͬ،
و کاپی کردند. اضافه شده برآورد مدل به فازی خطای عبارت ΁ی داده ها، دهندگͬ توضیح
از فازی ͺپاس متغیر ΁ی وابستگͬ مطالعه برای را کلͬ خطͬ رگرسیون مدل ΁ی [١١] هم΄اران



فازی رگرسیون و مجموعه ها ٣٢
توان های کمترین برآورد روند ΁ی طریق از تبیینͬ دقیق متغیرهای مجموعه ΁ی روی ،LR نوع

کردند. معرفͬ شونده، تکرار دوم

فازی ضرایب با خطͬ رگرسیون مدل ١ . ۶ . ٢
کرد: تقسیم زیر حالت سه به ͬ توان م را فازی رگرسیون انواع کلͬ، تقسیم بندی ΁ی در

دی·ر به عبارت ͬ شود. م فرض فازی متغیرها بین ارتباط که حالتͬ در فازی رگرسیون الف:
ͬ شوند. م گرفته نظر در فازی رگرسیونͬ، معادله ضرائب

فازی و نادقیق متغیرها به مربوط مشاهدات یا و متغیرها که حالتͬ در فازی رگرسیون ب:
هستند.

ͬ شوند م گرفته نظر در فازی مدل، ضرائب هم و متغیرها هم که حالتͬ در فازی رگرسیون ج:
به داده ایم. قرار مطالعه مورد را الف) (حالت فازی ضرایب با خطͬ رگرسیون مدل اینجا در
صورت ͬ شود. م گفته هم ام΄انͬ رگرسیون مدل های گاهͬ فازی، ضرایب با رگرسیون مدل  های

از است عبارت ͬ گیرد م قرار بحث مورد که مدلͬ کلͬ
Ỹ = f(x, A) = Ã٠ + Ã١x١ + Ã٢x٢ + · · ·+ Ãp−١xp−١ (٢ . ١١)

بردار x = (x١, x٢, · · · , xp−١) است، فازی خروجͬ اصطلاحاً یا وابسته متغیر Ỹ آن در که
΁ی A = {Ã٠, Ã١, . . . , Ãp−١} و حقیقͬ) مقادیر (با ورودی بردار اصطلاحاً یا ͺپاس متغیرهای
ͬ شود: م مطرح این صورت به هستیم آن حل درصدد که مسئله ای است. فازی اعداد از مجموعه
داریم. اختیار در (y١, x١), (y٢, x٢), . . . , (yn, xn) صورت به معمولͬ داده های از مجموعه ای
براساس (٢ . ١١) مدل که کنیم تعیین به گونه ای را Ã٠, Ã١, . . . , Ãp−١ فازی پارامترهای ͬ خواهیم م

باشد. داشته مذکور داده های به را برازش بهترین برازش، نی΄ویی معیارهای از برخͬ

نامتقارن ضرایب با مدل عضویت تابع
آن گاه باشند، مثبت و حقیقͬ اعداد نیز xiها و نامتقارن فازی اعداد j = ٠, ١, · · · , p−١ Ajها اگر
نامتقارن مثلثͬ فازی عدد ΁ی نیز فازی خروجͬ یعنͬ Ỹ ، (٢ . ٣ . ٢) گزاره و ٢ . ١١ رابطه به بنا
پهنای fR

s (x) و چپ پهنای fL
s (x) و نما f c(x) آن در که Ỹ = (f c(x), fL

s (x), f
R
s (x)) به صورت

ͬ آیند. م به دست زیر به صورت و ͬ باشد م Ỹ راست
f c(x) = a٠ + a١x١ + · · ·+ ap−١xp−١

fL
s (x) = sL٠ + sL١ x١ + · · ·+ sLp−١xp−١

fR
s (x) = sR٠ + sR١ x١ + · · ·+ sRp−١xp−١



٣٣ فازی دوم توان های کمترین رگرسیون
از است عبارت Ỹ عضویت تابع دی·ر بیان به

Ỹ (y) =


١ − f c(x)− y

fL
s (x)

f c(x)− fL
s (x) ≤ y ≤ f c(x)

١ − y − f c(x)

fR
s (x)

f c(x) < y ≤ f c(x) + fR
s (x)

(٢ . ١٢)

sRi = ͬ دهیم م قرار کنیم، بیان کشیدگͬ ضرایب برحسب را بالا عضویت تابع بخواهیم اگر
ͬ یابد م تغییر زیر به صورت fR

s (x) ترتیب بدین ،kisLi
fR
s (x) = k٠sL٠ + k١sL١ x١ + · · ·+ kp−١sLp−١xp−١





٣ فصل
روی΄رد با فازی ΁لجستی رگرسیون

ام΄انͬ
و مبهم ͺپاس متغیر مقادیر که حالتͬ در فازی ΁لجستی رگرسیون ͬ خواهیم م فصل این در
معرفͬ را ͬ باشند م موقعیت در موفقیت ام΄ان دهنده نشان و هستند فازی اعداد به صورت
صورت بندی را مدل سپس و ͬ کنیم م معرفͬ را زبانͬ ترم و ام΄انͬ بخت راستا همین در کنیم.

کرد. خواهیم ارائه را [١] هم΄اران و پوراحمد روش به پارامتر برآورد شیوه و

فازی ΁لجستی رگرسیون مدل معرفͬ ٣ . ١
اساسͬ فرض چند بر مبتنͬ ΁لجستی رگرسیون مدل شد، بیان اول فصل در که همان طور
وابسته متغیر به مربوط نتایج ͬ کنیم. م بیان خلاصه به طور را مفروضات این از برخͬ هستند.
است. تصادفͬ خطای ΁ی مدل خطای است، دقیق متغیرها بین رابطه است، ١ و ٠ به صورت
بعضاً دهیم انجام مدل مورد در را آماری پارامتری تحلیل های برخͬ بتوانیم آنکه برای همچنین

باشد. بزرگ کافͬ اندازه به  باید نمونه حجم
متغیر مشاهده اینکه مانند نیستند. برقرار شده بیان مفروضات عمل در موارد بعضͬ در اما
مم΄ن اینکه یا نشود، دقیق کاملا نتایج به منجر ش΄ست، یا موفقیت به مربوط تخصیص ،ͺپاس
در موارد، این بر علاوه نباشد. تصادفͬ نوع از مدل، خطای با شده بیان اطمینان عدم است



ام΄انͬ روی΄رد با فازی ΁لجستی رگرسیون ٣۶
تعداد اخذ اطلاعات، جمͽ آوری در اخلاقͬ ملاحظات و بالا هزینه های دلیل به موارد بعضͬ
تحلیل برای شدو گفته که محدودیت هایی بر غلبه برای است. دشوار یا مم΄ن غیر نمونه زیاد
ساز کار ͬ تواند م ام΄ان نظریه و فازی مجموعه های نظریه مبهم داده های مدل بندی و داده ها

باشد.
که ͬ کنیم م فرض تبیینͬ متغیرهای و دودویی ͺپاس متغیر بین رابطه مدل بندی برای
(xi٠, xi١, · · · , xin, Ỹi) به صورت متغیرها بردار و هستند فازی ͅ ها پاس و دقیق تبیینͬ متغیرهای
بنابراین ͬ شوند، م جمͽ آوری (فازی) دقیق غیر دودویی ͺپاس متغیرهای که آنجایی از باشد.
(P (Yi = احتمال لذا گرفت. نظر در داده ها این برای ͬ توان نم را برنولͬ توزیع احتمالات فرض
شود، محاسبه پیشامد اندازه آنکه به جای حل راه به عنوان کرد. محاسبه ͬ توان نم را ١) = πi)

است. ابهام از دی·ری وجه ام΄ان گرفت. نظر در ͬ توان م را آن ام΄ان اندازه
آنگاه باشد، موفقیت ام΄ان دهنده نشان µi, i = ١,٢, · · · ,m کنید فرض [۴] .٣ . ١ . ١ تعریف

ͬ گیریم: م نظر در
µi ∈ R; ٠ ≤ µi ≤ ١ به طوری که µi دقیق واقعͬ مقدار ΁ی الف

عضویت) (توابع µi ∈ {· · · , low,medium, high, · · · } مثال به عنوان توصیفͬ عبارت ΁ی ب
به عنوان µi١ − µi

نسبت برگیرند در را (٠, ١) دامنه کل که شوند بیان به نحوی باید فوق توابع
ش΄ست ام΄ان به موفقیت ام΄ان نسبت و ͬ شود م گرفته نظر در ام i فرد برای ١ ام΄انͬ بخت

ͬ کند. م بیان
یافته ها بودن نادقیق و مبهم پزش΄ͬ، داده های در ΁لجستی مدل بندی اهمیت دلیل به
مدلͬ ارائه فصل این هدف ͬ شویم. م روبرو آن با مطالعات این در عمدتاً کم نمونه حجم و
هستند بیماری به مش΄وک مطالعه مورد افراد که مواردی در را بیماری به ابتلا ام΄ان که است
مبهم ͺپاس متغیر مقادیر آن در که است فازی ΁لجستی رگرسیون مدل این کند. مدل بندی
متغیرهای مدل این در هستند. واحد بازه از فازی مجموعه های ،΁ی و صفر اعداد جای و است
بیماری به مش΄وک فرد بودن بیمار ام΄ان است قادر مذکور مدل ͬ شوند. م فرض دقیق تبیینͬ،

کند. بیان را آینده در او ابتلای یا و حال زمان در را
خطر عوامل از مجموعه ای براساس را خاص بیماری ΁ی به ابتلا ͬ خواهیم م کنید فرض
ب·یریم، نظر در (بیمار/سالم) دودویی ͺپاس متغیر را بیماری به ابتلا اگر کنیم. مدل بندی
برای ͬ گیرد. م صورت ΁لجستی رگرسیون مدل از استفاده با متغیرها این بین رابطه مدل بندی
بیمار افراد تعدادی شامل که داریم نیاز n حجم به نمونه ای به مذکور مدل پارامترهای برآورد
فرد در بیماری وجود تشخیص در ΁پزش معمولا است. خطر عوامل معلوم مقادیر با سالم و
نمونه های این آماری مدل های در است. مبهم افراد برای بیماری به ابتلا ام΄ان و دارد تردید
این ͽواق در ͬ شوند، نم داده شرکت مدل بندی در و ͬ شود م گذاشته کنار اصلͬ نمونه از مبهم

١Possibilistic odds



٣٧ فازی ΁لجستی رگرسیون مدل معرفͬ
فازی نظریه از π = P (Y = ١) احتمال محاسبه برای بنابراین ͬ شوند. م ریخته دور نمونه ها
بیماری به ابتلا ام΄ان بودن، بیمار احتمال به جای شد گفته که همان طور و ͬ گیریم. م ΁کم
نظر در زبانͬ متغیر ΁ی را ابتلا ام΄ان مدل، در ͬ کنیم. م مدل بندی را خطر عوامل براساس

ͬ کنیم. م تعریف را ٢ زبانͬ متغیر مفهوم مدل، ارائه از قبل ͬ گیریم. م
تعریف (X,T (X), U,G,M) مرتب تایی ͷپن ΁ی توسط زبانͬ متغیر ΁ی [١] .٣ . ١ . ٢ تعریف
(واژه)های ترم مجموعه T (X) است، ͽمرج مجموعه U است، متغیر نام X آن در که ͬ شود م
ͬ شود م تولید G نحوی قاعده توسط که است فازی مجموعه ΁ی ترم هر و است متغیر به مربوط
یعنͬ ͬ سازد، م مربوط را آن معنای T (X) ترم هر به که است معنایی قاعده ΁ی M سرانجام و

ͬ کند. م مشخص را ترم آن عضویت تابع
اعدادی متغیر این مقادیر ب·یرید. نظر در U = [٠,٢٠٠] مجموعه با را سن متغیر .٣ . ١ . ١ مثال
در اما است. معمولͬ متغیر ΁ی سن متغیر مقادیر، این با هستند. ١١۵ و ٧٠ ،٣۵ مانند
هستند، سن متغیر از مبهمͬ مفاهیم ͽواق در که ͬ کنیم م استفاده مفاهیمͬ از معمولͬ زبان
ͽمرج مجموعه است، سن X عنصر مثال این در . ... و پیر جوان، نوجوان، خردسال، مانند

داریم: همچنین ͬ شود، م تعریف U = [٠,٢٠٠]
برای ͬ دهد. م نسبت را آن معنای سن، زبانͬ مقدار هر به که است قواعدی مجموعه M

نوشت. ͬ توان م زیر عضویت تابع با فازی مجموعه ΁ی به صورت را «جوان» ترم مثال

A(x) =



١ ٠ ≤ x < ٣٠
١ − ٢

(
x− ٣٠

٣٠
)٢ ٣٠ ≤ x < ۴۵

٢
(۶٠ − x

٣٠
)٢ ۴۵ ≤ x < ۶٠

٠ ۶٠ ≤ x

برآورد نهایت در و مدل برازش و صورت بندی به شد بیان که تعریف هایی ΁کم به حال
ͬ پردازیم. م مدل مجهول پارامترهای

ام΄انͬ روی΄رد با ΁لجستی رگرسیون مدل برازش ٣ . ١ . ١
این معرفͬ به قسمت این در شد. معرفͬ ام΄انͬ رگرسیون مختصری تاریخچه قبل فصل در

ͬ پردازیم. م روش
بیان موقعیت هر برای را زبانͬ ترم های خود تجربه به توجه با ͬ خواهیم م خبره از ابتدا در
تعریف (٠, ١) بازه بر عضویتͬ تابع با فازی مجموعه ΁ی به صورت را زبانͬ ترم های آنگاه کند،
به عنوان را زبانͬ ترم های از ΁ی هر یافته تبدیل گسترش، اصل از استفاده با آنگاه ͬ کنیم. م

٢Linguistic Approach



ام΄انͬ روی΄رد با فازی ΁لجستی رگرسیون ٣٨
متغیر ΁ی µ̃i دی·ر به عبارت ͬ گیریم. م نظر در پیشنهادی مدل در ͺپاس متغیر ورودی های
بخت را µ̃i١−µ̃i

یعنͬ µ̃i یافته تبدیل ͬ کنیم. م تعریف را بیماری به ابتلا ام΄ان که است، زبانͬ
ͬ گیریم. م نظر در ͺپاس متغیر مشاهده به عنوان را ỹi = ln µ̃i١−µ̃i

آن، لجیت و ͬ نامیم م ام΄انͬ
نتیجه در و است ارتباط در مدل پارامترهای با خطͬ به صورت ỹi لجیت تبدیل از استفاده با
به توجه با کرد. استفاده ͬ توان م فازی خطͬ رگرسیون از مدل فازی پارمترهای برآورد برای

از است عبارت ỹi عضویت تابع گسترش، اصل از استفاده با و ỹi تعریف
ỹi(y) = sup

∀x∈R,x ̸=١;ln x

١ − x
=y

µi(x) , i = ١,٢, · · · , n (٣ . ١)

است. ام΄انͬ بخت ل·اریتم تبدیل برآورد و متقارن مثلثͬ عدد ΁ی ỹi (٣ . ١) معادله طبق
داریم بنابراین

ỹi = (f c
i (x), f

L
is(x), f

R
is (x))T (٣ . ٢)

آن در که
f c
i (x) = ac٠ + ac١xi١ + ·+ acp−١xip−١

fL
is(x) = sL٠ + sL١ xi١ + ·+ sLp−١xip−١

fR
is (x) = sR٠ + sR١ xi١ + ·+ sRp−١xip−١

فازی برآورد برای عضویت تابع هستند. فازی عدد راست پهنای و چپ پهنای مرکز، به ترتیب
[۴] است: زیر به صورت خروجͬ

Ỹi(ỹi) =


١ − f c

i (x)− yi

fL
is(x)

f c
i (x)− fL

is(x) ≤ yi ≤ f c
i (x)

١ − yi − f c
i (x)

fR
is (x)

f c
i (x) ≤ yi ≤ f c

i (x) + fR
is (x).

(٣ . ٣)

Ŷi برای این صورت در داشت. خواهیم متقارن مثلثͬ فازی عدد باشد، sLi = sRi = si اگر
داشت. خواهیم فازی عدد راست و چپ پهناهای برای را زیر شرط

fL
i (x) = fR

i (x) = fi(x).

هستند. نامتقارن مثلثͬ فازی اعداد ما، بررسͬ مورد فازی اعداد پایان نامه این در
شده تعریف ویژگͬ داشتن یا گرفتن شانس ،Ỹi ام΄انͬ بخت ل·اریتم ͬ دانیم، م که همان طور
عضویت تابع با فازی عدد ΁ی M̃ اگر گسترش اصل به توجه با ͬ باشد. م داده ها iام عضو در
زیر عضویت تابع با فازی عدد ΁ی f(M̃) = exp(M̃) صورت این در ،f(x) = exp(x) و باشد Ỹi

است

exp(M̃(x)) =


M̃(lnx) x > ٠
٠ o.w.

(۴ . ٣)



٣٩ فازی ΁لجستی رگرسیون مدل معرفͬ
کرد. تعیین را ام΄انͬ بخت عضویت تابع ͬ توان م مدل، ضرایب برآورد از پس بنابراین،

(۵ . ٣)

exp(Ỹ (x)) = Ỹi(ln(x)) =


١ − f c

i (x)− ln(x)

fL
is(x)

f c
i (x)− fL

is(x) ≤ ln(x) ≤ f c
i (x)

١ − yi − f c
i (x)

fR
is (x)

f c
i (x) ≤ ln(x) ≤ f c

i (x) + fR
is (x).

عدد ΁ی عنوان به را خود ام΄انͬ بخت ͬ تواند م مدل فازی، جدید مورد ΁ی برای رو، این از
کند. پیش بینͬ دقیق تبیینͬ) مشاهدات ) ورودی مشاهدات از برداری از استفاده با فازی

فازی ضرایب برآورد ٣ . ١ . ٢
مدل در ام΄انͬ روی΄رد از استفاده با را b̃j , j = ١, · · · , n ضرایب داریم قصد بخش این در
فازی) (غیر دقیق تبییینͬ متغیر و فازی ضرایب فازی، ͺپاس متغیر با فازی خطͬ رگرسیون
حداقل به را آمده دست به فازی مدل که است این روش این در اساسͬ ایده کنیم. برآورد
ͬ شود م فرض بنابراین ͬ شود. م مقدور فازی ضرایب رساندن حداقل به با کار این که برسانیم

که:
برآورد خروجͬ تابع در h بزرگͬ به عضویت درجه دارای yi مشاهدات، مجموعه برای .١

آن ر که Ỹi(yi) ≥ h است. فازی
yi = ln(

µi١ − µi
), h ∈ (٠, ١). (۶ . ٣)

بودن فازی که آنجایی از ͬ آیند. م دست به فازی مدل رساندن حداقل به با فازی ضرایب .٢
خروجͬ پهناهای مجموع رساندن حداقل به ͬ یابد،با م افزایش آن پهنای با فازی اعداد

ͬ شود. م حداقل مدل فازی مقدار فازی،
هدف تابع آن در که ͬ شود م خطͬ برنامه ریزی مسئله ΁ی به منجر فازی ضریب تعیین

است. فازی خروجͬ پهناهای مجموع

Z = n(sL٠ + sR٠ ) +
n∑

j=١
[(sLi + sRi )

n∑
i=١

xij ]. (٣ . ٧)

است. متغیر jامین برای شده مشاهده مقدار iامین ،xij آن در که
به ͬ توان م را Ỹi(yi) ≥ h به توجه با را ضابطه هر (۵ . ٣) معادله به توجه با دی·ر، سوی از

نوشت. زیر صورت

١ − f c
i (x)− yi

fL
is(x)

≥ h ⇒ (١ − h)sL٠ + (١ − h)

m∑
j=١

sLi xij − ac٠ −
m∑
j=١

acjxij ≥ −yi



ام΄انͬ روی΄رد با فازی ΁لجستی رگرسیون ۴٠

١ − f c
i (x)− yi

fR
is (x)

≥ h ⇒ (١ − h)sR٠ + (١ − h)

m∑
j=١

sRi xij − ac٠ −
m∑
j=١

acjxij ≥ −yi

از استفاده با را (٣ . ٧) هدف تابع رو ازاین داریم. قید ٢m بالا، نامعادلات به توجه با
چپ پهناهای و مˀد مقدار برآورد منظور به سیمپل΄س، مانند خطͬ برنامه نویسͬ ال·وریتم های

رساند. حداقل به ضریب، هر راست و

برازش نی΄ویی معیار ٣ . ١ . ٣
از برخͬ توسط باید فازی، قوانین بر مبتنͬ مدل های آماری، مدل سازی های سایر همانند
خوب روش چندین شوند. ارزیابی ͬ کند) م برازش داده ها برای را مدل بهترین (که روش ها
رگرسیون مدل های ارزیابی برای روش دو اینجا در [١۵] است شده ارائه فازی مدل های برای

ͬ کنیم. م پیشنهاد فازی ΁لجستی

MDMعضویت درجه میانگین
نظر در را است دقیق مشاهدات براساس که فازی ΁لجستی رگرسیون مدل .٣ . ١ . ٣ تعریف
برآورد عضویت تابع در شده مشاهده مقادیر برای (MDM) عضویت درجه میانگین ب·یرید.

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به شده

MDM =
١
n

n∑
i=١

Ỹ (yi) =
١
n

n∑
i=١

exp(Ỹi(
µi١ − µi

)).

است. مدل ارزیابی برای معیار ΁ی این
این از شده ساخته مدل که ͬ کند م تایید شده مشاهده مقادیر در عضویت بزرگ مقادیر
آن مقدار کمترین و ١ برابر MDM مقدار بیشترین ͬ کند. م پشتیبانͬ داده ها از خوبی به داده ها،
است. شده داده برازش مناسبی مدل که ͬ دهد م نشان ΁ی به ΁نزدی مقدار بنابراین است. ٠

بینͬ پیش خطای دوم توان های مجموع میانگین
ͺپاس و شده مشاهده ͺپاس مقدار دو بین فاصله اندازه گیری برازش، نی΄ویی برای دی·ر روشͬ
باشد، نزدی΄تر شده مشاهده مدل به شده پیش بینͬ خروجͬ مقدار چه هر است. شده پیش بینͬ
ͺپاس که آنجا از حال، این با ͬ رود. م بالاتر نمونه ها واقعͬ وضعیت پیش بینͬ برای مدل توان
به ͬ باشد، م فازی عدد ΁ی پیش بینͬ مقدار ͬ که حال در است، دقیق مقدار ΁ی شده مشاهده
مقادیر دقیق، به فازی تبدیل روش های از استفاده با ابتدا فازی عدد که است لازم علت همین

کنیم[١٣]. تبدیل دقیق اعداد به را ͺپاس



۴١ فازی ΁لجستی رگرسیون در متغیر انتخاب
مقادیر و ، µi١−µi

دقیق، ورودی مشاهدات با فازی ΁لجستی رگرسیون مدل .۴ . ٣ . ١ تعریف
به ،MSE پیش·ویی، خطای دوم توان میانگین ب·یرید. نظر در را ،exp(Ỹi) فازی، شده برآورد

ͬ آید. م دست به زیر صورت

MSPE =
١
n

n∑
i=١

[def(exp(W̃i))−
µi١ − µi

]

زیر تعریف در که است، exp(Ỹi) از ٣ دقیق به فازی شده تبدیل def(exp(W̃i)) بالا، معادله در
پرداخته ایم. آن به

فازی عدد تبدیل برای است، R مجموعه در فازی عدد ΁ی Ỹ که کنید فرض ۴ .۵ . ٣ . ١ تعریف
[٣۴] ͬ کنیم. م عمل زیر روش به دقیق، عدد به Ỹ

defCOG(Ỹ ) =

∫
x xỸ dx∫
x Ỹ dx

(٣ . ٨)

فازی ΁لجستی رگرسیون در متغیر انتخاب ٣ . ٢
دارند. دخالت متقابل معیار دو مدل، انتخاب در معمولا

مدل باشیم مایل است مم΄ن باشد، مفید پیش·ویی هدف های برای معادله که آن برای .١
باشد. پیش·و متغیرهای حداکثر شامل

مم΄ن آنها، ارائه و پیش·و متغیر زیاد تعداد درباره اطلاعات به دستیابی هزینه به علت .٢
باشد. پیش·و متغیر تعداد حداقل دارای معادله باشیم داشته تمایل است

΁ی در مدل انتخاب مختلف معیارهای حتͬ ندارد. وجود مدل انتخاب برای ی΄تایی شیوه
برای حال ͬ شود. نم منجر به فرد منحصر و ی΄تا رگرسیونͬ مدل ΁ی به لزوماً هم خاص مساله

ͬ کنیم. م معرفͬ را معیارها از برخͬ فازی ΁لجستی رگرسیون صحیح ارزیابی
مقادیر بین فاصله براساس خطا مربعات مجموع شد، بیان قبل فصل در که همان طور
در رایج فاصله ΁ی ،(۴ . ٢) ژو فاصله ͬ شود. م محاسبه شده پیش·ویی مقادیر و شده مشاهده
فاصله این از مناسب مدل انتخاب برای نیز فصل این در است. فازی رگرسیون تحلیل و تجزیه
تعریف زیر به صورت [٣۵] ژو متر براساس خطا دوم توان های میانگین ͬ کنیم. م استفاده

ͬ شود. م

MPE =

∑n
i=١ d٢(ỹi, Ỹi)

n
(٣ . ٩)

٣defuzzification
۴Center of Gravity Defuzzification Method



ام΄انͬ روی΄رد با فازی ΁لجستی رگرسیون ۴٢
که است شده تعریف ،[٩] ۵ ΁آکائی توسط فازی محیط در (AIC) ΁آکائی اطلاعات معیار
این زیر تعریف در ͬ شود. م محسوب مدل ها مقایسه برای مناسب معیار ΁ی به عنوان معمولا˟

است. شده داده تعمیم فازی ΁لجستی رگرسیون برای و فازی محیط در معیار
ͬ شود. م تعریف زیر به صورت ACI معیار فازی، محیط در .٣ . ٢ . ١ تعریف

AIC = n ln(SSE)− n ln(n)− ٢(p+ ١) (٣ . ١٠)
است. SSE =

∑n
i=١ d٢(ỹi, Ỹi) و مدل متغیرهای تعداد p و نمونه ها تعداد n که

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت Cp فازی، اعداد دامنه در .٣ . ٢ . ٢ تعریف
Cp =

SSEmodel

SSEsaturated.model
+ ٢(p+ ٣)− n (٣ . ١١)

بررسͬ مورد مدل خطای مربعات مجموع SSEmodel ضرائب، تعداد p نمونه، حجم n آن در که
ͬ باشد. م پیش·و متغیرهای همه شامل که مدل مربعات مجموع SSEsaturated.model و

هم΄اران و سلمانͬ شیوه به متغیر انتخاب برای پیشرو روش ٣ . ٢ . ١
را فازی ΁لجستی رگرسیون در متغیر بهترین انتخاب برای پیشرو روش هم΄اران و سلمانͬ
میانگین کمترین براساس پیش·و متغیرهای فازی، غیر حالت در پیشرو روش در کردند. معرفͬ
شدن اضافه روند شود ایجاد مدل در بهبود که زمانͬ تا و ͬ شوند م اضافه مدل به خطا مربعات
دارد. کمͬ تکرار تعداد که است این در روش این مزیت دارد. ادامه مدل به پیش·و متغیرهای
پیشرو روش در مدل هر ارزیابی برای معیار ΁ی به عنوان (LE) ۶ بخشͬ اثر ͹سط معیار از آنها

کردند. استفاده

LE معیار ٣ . ٢ . ٢
روش در کم΄ͬ متغیرهای ارزش مورد در قضاوت به منظور خروج و ورود ͹سط انتخاب اهمیت
عدم یا وجود مورد در تصمیم گیری برای بخشͬ اثر ͹سط معیار است. مهم پیشرو انتخاب
ͬ تواند م ͬ شود، م واردمدل که متغیری ،LE به توجه با شده است. معرفͬ مدل در متغیرها وجود
کم مدل به شده وارد متغیر کارایی ͹سط اگر بخشد. بهبود را قبلͬ مدل از LE درصد حداقل
و ͬ دهد م افزایش را مدل پیچیدگͬ این ͬ شود. م مدل به متغیرها ورود افزایش به منجر باشد
دی·ر، سوی از ͬ شود. م انجام بیشتری اطمینان عدم با پیش بینͬ لذا ͬ سازد، م دشوار را آنالیز
اطلاعات جمͽ آوری برای زیادی هزینه صرف شامل بالینͬ مطالعات در متغیرها تعداد افزایش
دارد. مطالعه شرایط به زیادی بستگͬ معیار این انتخاب بنابراین ͬ شود. م متغیرها مورد در
کردند. معرفͬ مناسب مدل انتخاب برای را پیشنهادی ال·وریتم ΁ی ، [٢٧] هم΄اران و سلمانͬ

۵Akaike
۶Level of efficacy
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پیشرو روش به متغیر انتخاب ال·وریتم ٣ . ٢ . ٣
مدل در ͬ ای تبیین متغیر هیچ که ͬ شود م آغاز فرض این با [٢٧] هم΄اران و سلمانͬ ال·وریتم
مدل وارد که فازی پیش·وی متغیر اولین دارد. وجود مبدا از عرض فقط و باشد نداشته حضور
شرایط بعدی، گام در باشد. کرده توصیف را مدل تغییرات بیشترین که است متغیری ͬ شود، م
شیوه این اساسͬ گام های است. LE حداقل کارایی ͹سط مدل، به شدن وارد برای متغیر هر

(٣ . ٢ (ش΄ل از: عبارتند
ͬ شود. م انتخاب مدل بهترین آنها بین از و ͬ شوند م داده برازش متغیره تک مدل های .١

بیشتر مدل بهبود درصد اگر ͬ شوند. م محاسبه MSE و ͬ شود م مدل وارد بعدی متغیر .٢
ͬ ماند. م مدل در متغیر باشد، درصد LE از

پیدا ادامه نشود، شاخص در تغییری باعث مدل به متغیر افزودن که جایی تا روند این .٣
ͬ کند. م

لوپوس بیماری در فازی ΁لجستی رگرسیون کاربرد ۴ . ٣ . ٢
ͬ شود، م نامیده SLE اختصار به پزش΄ͬ علم در که ٧ ΁سیستمی ارتیماتوز لوپوس بیماری
بافت های و ارگان ها علیه بدن، دفاعͬ سیستم آن در که است ایمنͬ خود بیماری گونه ای
بیشتر برابر ده بیماری این مقابل در زنان ͬ رساند. م آسیب آنها به و کرده عمل خودی پیوندی
با و ͬ کند م درگیر را داخلͬ اندام چندین و پوست اغلب بیماری این پذیرند. آسیب مردان از
بهبود و فعالیت دوره های شامل لوپوس بالینͬ سیر است. همراه خون در بادی اتوآنتͬ وجود
شناخته تاکنون آن منشأ که است داخلͬ ارگان های و پوست ایمنͬ نقص بیماری، علت است.
زندگͬ سوم دردهه و زنان در بیشتر و ͬ شود م منجر مرگ به ندرت به آن حاد نوع نیست. شده
مراحل در تشخیص ͬ گیرد. م صورت آن علائم براساس بیماری تشخیص [١٨] ͬ کند. م بروز

ͬ شود. م بیماری پیشرفت از ͽمان و درمان در تسریع باعث اولیه
از سال ١٨ − ۴٠ سنͬ بازه در لوپوس بیماری به مش΄وک زن نفر ١۵ از متش΄ل داده ها
مش΄وک افراد وصعیت ͬ خواهیم م تحقق این در است. شده جمͽ آوری شیراز درمانگاه های
گونه ای به کنیم، مدل سازی خطر، عوامل تعدادی براساس را لوپوس بیماری به (سالم/بیمار)
کند. برآورد را فرد هر در بیماری به ابتلا ام΄انͬ بخت باشد قادر شده داده برازش مدل که
Anti ،ESR آزمایش·اهͬ تست های شامل است شده استفاده مطالعه این در که خطری عوامل
برده نام که آزمایش هایی است. فرد خانوادگͬ سابقه و خورشید نور با فرد مواجه ،ANA ،DNA

هستند. خونͬ ویژه آزمایش های شد،
٧Systemic Lupus Erythematosus
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عمومͬ وضعیت زیاد)) خیلͬ زیاد، متوسط، کم، کم، ((خیلͬ زبانͬ ترم های به توجه با
زبانͬ ترم هر عضویت توابع راستا همین در است. شده بیان ΁پزش توسط فرد ١۵ از ΁ی هر

شدند. تعریف زیر به صورت

V eryLow =


١ − ٠٫٠٢ − x

٠٫٠١ ٠٫٠١ ≤ x ≤ ٠٫٠٢
١ − x− ٠٫٠٢

٠٫١۶ ٠٫٠٢ ≤ x ≤ ٠٫١٨
Low =


١ − ٠٫٢۵ − x

٠٫١۵ ٠٫١ ≤ x ≤ ٠٫٢۵
١ − x− ٠٫٠٢

٠٫١۵ ٠٫٢۵ ≤ x ≤ ٠٫۴

Medium =


١ − ٠٫٠۵ − x

٠٫١۵ ٠٫٣۵ ≤ x ≤ ٠٫۵
١ − x− ٠٫۵

٠٫١۵ ٠٫۵ ≤ x ≤ ٠٫۶۵
High =


١ − ٠٫٧۵ − x

٠٫١۵ ٠٫۶ ≤ x ≤ ٠٫٧۵
١ − x− ٠٫٧۵

٠٫١۵ ٠٫٧۵ ≤ x ≤ ٠٫٩

V eryHigh =


١ − ٠٫٩٨ − x

٠٫١٨ ٠٫٨ ≤ x ≤ ٠٫٩٨
١ − x− ٠٫٩٨

٠٫٠١ ٠٫٩٨ ≤ x ≤ ٠٫٩٩
(٣ . ١٢)

متغیرهای همه شرکت با کلͬ مدل است. آمده ٣ . ١ جدول در تحقیق این داده های
است. زیر به صورت ͺپاس و پیش پینͬ

ˆ̃Yi =b̃٠ + b̃١ESRtesti + b̃٢AntiDNAtesti + b̃٣ANAtesti + b̃۴SunExpossurei

+ b̃۵FamilyHistoryi (٣ . ١٣)
ỹi = ln µi١−µi

لجیت تبدیل و عضویت توابع از استفاده با را ỹi شده مشاهده مقادیر همچین
کدها گرفتیم. ΁کم FuzzyNumber بسته از و R افزار نرم از کار این برای آوردیم. دست به

آوردیم. ٣ . ٢ جدول در آمده دست به مقادیر و ب . ١ پیوست در R به مربوط
انتخاب را مدل بهترین LE معیار با دادیم توضیح که ال·وریتمͬ ΁کم به و پیشرو روش با

ͬ کنیم. م
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µi پیشنهادی نمودار :٣ . ١ ش΄ل
آن به مربوط خطر عوامل و لوپوس به مش΄وک موارد :٣ . ١ جدول

ام΄ان سابقه نور با مواجه ANA AntiDNA ESR شماره
µi خانوادگͬ خورشید test test test فرد

high ١ ١ ١١٢ ١٠۵ ١ ١
medium ٠ ١ ٨٠ ٢٣ ٠ ٢

high ٠ ١ ١١۵ ١۵ ٠ ٣
high ٠ ١ ١٠۵ ١٠٧ ١ ۴

medium ٠ ٠ ٨٩ ١۵٠ ١ ۵
veryhigh ١ ١ ١۶٠ ١٠ ١ ۶
medium ٠ ١ ١٠٠ ٢٣ ٠ ٧

high ٠ ٠ ١٠٠ ٨۵ ١ ٨
low ٠ ١ ۴٨ ٨٣ ٠ ٩

low very ١ ٠ ١۵ ١٩ ١ ١٠
low ٠ ٠ ۵٠ ٩١ ٠ ١١

medium ٠ ١ ۵٩ ٢٠٠ ١ ١٢
low ٠ ١ ٨٣ ٢٠ ١ ١٣
low ٠ ٠ ١۵ ٢٠٠ ٠ ١۴

medium ١ ٠ ٨۵ ١۵ ١ ١۵
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ỹi شده مشاهده مقادیر :٣ . ٢ جدول
راست پهنای چپ پهنای مرکز ردیف
١.٠٣۵٩٣۴۵ ٠.۶۵١٧۵٢١ ١.٠۶٣٧٢١ ١
٠.۶٠٩٣۴١۵ ٠.۶٠٩٣۴١۵ ٠.٠٠٠٠٠٠ ٢
١.٠٣۵٩٣۴۵ ٠.۶۵١٧۵٢١ ١.٠۶٣٧٢١ ٣
١.٠٣۵٩٣۴۵ ٠.۶۵١٧۵٢١ ١.٠۶٣٧٢١ ۴
٠.۶٠٩٣۴١۵ ٠.۶٠٩٣۴١۵ ٠.٠٠٠٠٠٠ ۵
١.٢٣٢۵۵۵٢ ٢.١۶٣٩٧٠٢ ٣.٣١٧۴٠٣ ۶
٠.۶٠٩٣۴١۵ ٠.۶٠٩٣۴١۵ ٠.٠٠٠٠٠٠ ٧
١.٠٣۵٩٣۴۵ ٠.۶۵١٧۵٢١ ١.٠۶٣٧٢١ ٨
٠.۶۵١٧۵٢١ ١.٠٣۵٩٣۴۵ −١٫٠۶٣٧٢١ ٩
٢.۵۶١٢٢٩٣ ٠.۶٩٢٣٩١٧ −٣٫٨۵٧۵۶۶ ١٠
٠.۶۵١٧۵٢١ ١.٠٣۵٩٣۴۵ −١٫٠۶٣٧٢١ ١١
٠.۶٠٩٣۴١۵ ٠.۶٠٩٣۴١۵ ٠.٠٠٠٠٠٠ ١٢
٠.۶۵١٧۵٢١ ١.٠٣۵٩٣۴۵ −١٫٠۶٣٧٢١ ١٣
٠.۶۵١٧۵٢١ ١.٠٣۵٩٣۴۵ −١٫٠۶٣٧٢١ ١۴
٠.۶٠٩٣۴١۵ ٠.۶٠٩٣۴١۵ ٠.٠٠٠٠٠٠ ١۵

مدل بهترین انتخاب اول مرحله :٣ . ٣ جدول
MSE مدل شماره

٩۵.۴٩٠٣ Ỹi = b̃٠ + b̃١ESRtesti ١
٩٨.٧٧۴٩ Ỹi = b̃٠ + b̃١AntiDNAtesti ٢
١٨.٨١۵۶ Ỹi = b̃٠ + b̃١ANAtesti ٣
٨٢.٢١٩ Ỹi = b̃٠ + b̃١SunExpossurei ۴

٩٨.٢١٩٣ Ỹi = b̃٠ + b̃١FamilyHistoryi ۵

مدل بهترین انتخاب
حساب را آنها MSE متغیر، ΁ی با مدل ها تمامͬ برای شد، گفته که ال·وریتمͬ طبق مرحله١.
مرحله این در مدل بهترین آورده ایم. ٣ . ٣ جدول در را شده محاسبه مقادیر همه ͬ کنیم. م
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مدل بهترین انتخاب دوم مرحله :۴ . ٣ جدول
MSE مدل شماره

١٨.٣٠۵۵ Ỹi = b̃٠ + b̃١ANAtesti + b̃٢ESRtesti ١
٩.۵٩۵٩ Ỹi = b̃٠ + b̃١ANAtesti + b̃٢AntiDNAtesti ٢
١٨.٧۶٧١ Ỹi = b̃٠ + b̃١ANAtesti + b̃٢SunExpossurei ٣
١٧.۵٧٠٠ Ỹi = b̃٠ + b̃١ANAtesti + b̃٢FamilyHistoryi ۴

دارد. را ١٨٫٨١۵۶ مقدار با MSE کمترین که است Ỹi = b̃٠ + b̃١ANAtesti

به ΁ی را دی·ر متغیرهای مدل، در ANAtest متغیر حفظ با بعد مرحله در .٢ مرحله
Ỹi = b̃٠ + b̃١ANAtesti + مدل بهترین ،MSE مقدار به توجه با کردیم. مدل وارد ΁ی

است. آمده ۴ . ٣ جدول در مرحله این به مربوط اطلاعات است. b̃٢AntiDNAtesti

هیچ مدل، در جدید متغیر شدن اضافه با که دادیم ادامه جایی تا را کار این مرحله٣.
در است. آمده ۶ . ٣ و ۵ . ٣ جداول در مراحل این به مربوط اطلاعات نشود. ایجاد آن در بهبود

است. زیر مدل ͬ کنیم م انتخاب LE = ٠٫٧ معیار با که مدلͬ بهترین نهایت

Ỹi = b̃٠ + b̃١ANAtesti + b̃٢AntiDNAtesti + b̃٣ESRtesti + b̃۴FamilyHistoryi (١۴ . ٣)
سابقه و ESR و AntiDNA ،ANA آزمایش·اهͬ های تست که ͬ دهد م نشان (١۴ . ٣) مدل
Ỹi بنابراین دارند. را لوپوس بیماری به افراد ابتلای ام΄ان در گذار تاثیر عوامل خانوادگͬ
از استفاده با و گسترش اصل از استفاده با است. iام فرد برای بیماری ام΄انͬ بخت ل·اریتم

کرد. محاسبه ͬ توان م را بیماری به فرد هر ابتلای ام΄ان f(Ỹi) = e(Ỹi) ل·اریتم آنتͬ تابع

مدل بهترین انتخاب سوم مرحله :۵ . ٣ جدول
MSE مدل شماره

٧.٩٩۶٣ Ỹi = b̃٠ + b̃١ANAtesti + b̃٢AntiDNAtesti ١
+b̃٣ESRtesti

٩.۵٨١٩ Ỹi = b̃٠ + b̃١ANAtesti + b̃٢AntiDNAtesti+ ٢
+b̃٣SunExpossurei

٩.٣٠۴٩ Ỹi = b̃٠ + b̃١ANAtesti + b̃٢AntiDNAtesti ٣
+b̃٣FamilyHistoryi
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مدل بهترین انتخاب چهارم مرحله :۶ . ٣ جدول
MSE مدل شماره

٩.۵٨١٩ Ỹi = b̃٠ + b̃١ANAtesti + b̃٢AntiDNAtesti ١
+b̃٣ESRtesti + b̃۴SunExpossurei

٩.٣٠۴٩ Ỹi = b̃٠ + b̃١ANAtesti + b̃٢AntiDNAtesti ٢
+b̃٣ESRtesti + b̃۴FamilyHistoryi

فازی ΁لجستی رگرسیون مدل در سلمانͬ متغیر انتخاب ال·وریتم :٣ . ٢ ش΄ل



۴ فصل
روی΄رد با فازی ΁لجستی رگرسیون

دوم توان کمترین

دو از دوم، توان کمترین روی΄رد با ΁لجستی رگرسیون پارامترهای برآورد برای فصل این در
استفاده [١١] دورسو متر و [٣٢] هم΄اران و پوراحمد مقاله از استفاده با [٣۵] ژو متر ی΄ͬ متر،
را مطلب Mathematica و R افزار نرم از استفاده با و عددی مثال ΁کم به سپس ͬ کنیم. م

ͬ دهیم. م توضیح کامل تر

فازی داده های برای دوم توان مجموع روش ١ . ۴
طور به [١٠] کلمینس و [١٢] دیاموند توسط بار اولین که فازی دوم توان کمترین روی΄رد
داده های با دوم توان کمترین روش از فازی تعمیم ΁ی ͽواق در روش این شد، پیشنهاد هم زمان
برآورد فازی مقادیر و شده مشاهده فازی مقادیر بین فاصله مفهوم ΁ی مستلزم و است دقیق
شده مشاهده مقادیر بین فاصله دوم، توان مجموع روش در شد بیان که همان طور است. شده
باقیمانده ها زیرا است، روش این مزیت که ͬ رسانیم م حداقل به را فازی شده برآورد مقادیر و

هستند. مناسب مدل دقت سنجش برای
کردن پیدا برای ١ ≤ m ≤ i ،(xi, yj) دقیق متغیر m برای خطͬ دوم توان کمترین روش

۴٩



دوم توان کمترین روی΄رد با فازی ΁لجستی رگرسیون ۵٠
است. زیر مجموع کردن حداقل با a, b ∈ R مجهول مقادیر

r(a, b) =
∑
i

(a+ bxi + yi)
٢. (١ . ۴)

هستیم آن به دنبال Ã٢ و Ã١ مانند فازی اعداد برای ما هستند فازی داده ها که مواقعͬ در
کنیم. حداقل را عدد دو این بین فاصله تا

ژو متر با پارامترها برآورد ١ . ١ . ۴
خطا دوم توان کمترین روش از مدل پارامترهای برآورد برای و بهینه مدل بهترین تعریف برای
یعنͬ کرد. حداقل باید را Ỹi و ỹi بین خطای دوم توان مجموع روش، این در ͬ کنیم. م استفاده
برای ͬ کنیم. م حداقل را شده برآورد مقادیر و شده مشاهده مقدار بین خطا دوم توان مجموع

ͬ شود م تعریف زیر به صورت SSE منظور این
SSE =

n∑
i=١

d٢(Ỹi, ỹi) (٢ . ۴)

وزنͬ تابع مناسب، فاصله تابع ΁ی است. فازی مجموعه دو بین فاصله d٢(Ỹi, ỹi) تعریف این در
است. شده معرفͬ (۴ . ٢) رابطه در [٣۵] ژو توسط که است

فازی ΁لجستی رگرسیون پیشنهادی مدل شد گفته که همان طور
Ỹi = Ã٠ + Ã١xi١ + · · ·+ Ãp−١xip−١ (٣ . ۴)

فازی مدل ضرایب همچنین و است دقیق تبیینͬ متغیر و فازی ͺپاس متغیر آن در که ͬ باشد، م
شود. حداقل (٢ . ۴) خطاها دوم توان مجموع باید ضرائب برآورد برای که شد گفته هستند.

نتیجه در باشد، (٣ . ۴) مدل ضرایب Ãj = (aj , s
L
j , s

R
j )T , j = ١, · · · , p− ١ کنید فرض حال

در که است Ỹi = (fi(a), f
L
i (s), f

R
i (s))T نامتقارن مثلثͬ فازی عدد مقدار شده، برآورد ͺپاس

ترتیب به راست پهنای و چپ پهنای مرکز، آن
fa
i (x) = ac٠ + ac١xi١ + · · ·+ acp−١xip−١

fL
i (s) = sL٠ + sL١ xi١ + · · ·+ sLp−١xip−١

fR
s (s) = sR٠ + sR١ xi١ + · · ·+ sRp−١xip−١ (۴ . ۴)

ͬ باشند. م
و شده برآورد مقادیر بین فاصله یعنͬ ،(ỹi)α و (Ỹi)α بین فاصله آوردن دست به ما هدف
به را زیر مقدار نهایت در یعنͬ است. فاصله دو این بین سازی حداقل و شده مشاهده مقادیر

: (۴ . ٢) رابطه در کرد. برآورد را مدل مجهول پارامترهای بتوان تا آورده دست
d(ỹi, Ỹi) = [

∫ ١
٠ f(α)d٢((Ỹi)α, (ỹi)α)dα] ١٢ (۵ . ۴)



۵١ فازی داده های برای دوم توان مجموع روش
صورت به (Ỹi)α α−برش مقدار هستند، نامتقارن مثلثͬ فازی اعداد ضرایب که حالتͬ برای

(Ỹi)α = [fi(a)− (١ − α)fL
i (s), fi(a) + (١ − α)fR

i (s)] (۶ . ۴)
زیر: صورت به (µ̃i)α = [b١, b٢] براساس (ỹi)α برش −α همچنین ͬ آید. م دست به

(ỹi)α = [ln
b١١ − b١

, ln
b٢١ − b٢

]

(٣ . ١٣) در شده بیان عضویت توابع براساس عصویت توابع برش −α از b٢ و b١ ͬ باشد.مقدار م
ͬ آید: م دست به زیر صورت به

(µ̃i)α = [fL
i (s) + (α− ١)fi(a), fR

i (s) + (١ − α)fi(a)]

صورت به (۵ . ٢) رابطه اساس بر (ỹi)α و (Ỹi)α بین فاصله بنابراین
(٧ . ۴)

d٢((ỹi)α, (Ỹi)α) = [ln
b١١ − b١

− fi(a) + (١− α)fL
i (s)]

٢ + [ln
b٢١ − b٢

− fi(a)− (١− α)fR
i (s)]٢

داریم: بنابراین بود. خواهد
(٨ . ۴)

SSE =

n∑
i=١

∫ ١
٠ f(α)[[ln

b١١ − b١
−fi(a)+(١−α)fL

i (s)]
٢+[ln

b٢١ − b٢
−fi(a)−(١−α)fR

i (s)]٢]dα

کردن حداقل با است. وابسته مدل ضرایب به fR
i (s) و fL

i (s) ،fi(a) طریق از تابع این
یعنͬ راست، پهناهای و چپ پهناهای بودن مثبت شرط با sRj و sLj ،aj مجهول مقادیر (٨ . ۴)

ͬ آید. م دست به sRj > ٠ و sLj > ٠
[٣٢] هم΄اران و پوراحمد باشد، sj = sLj = sRj که حالتͬ برای

است. شده گرفته مشتق sj و aj به نسبت SSE از پارامترها آوردن دست به برای
(٩ . ۴)

SSE =

n∑
i=١

∫ ١
٠ f(α)

[
[ln

b١١ − b١
−fi(a)+(١−α)fi(s)]

٢+[ln
b٢١ − b٢

−fi(a)−(١−α)fi(s)
]
dα.

و f(α) = α گرفتن نظر در با
∂SSE

∂aj
= ٠ ∂SSE

∂sj
= ٠

داریم:
n∑

i=١

(∫ ١
٠

٢αxij
[
٢fi(a)− ln

b١١ − b١
− ln

b٢١ − b٢

]
dα

)
= ٠ j = ٠, ١, · · · , p− ١

n∑
i=١

(∫ ١
٠ ٢α(١ − α)xij

[
١)٢ − α)fi(a)− ln

b١١ − b١
− ln

b٢١ − b٢

]
dα

)
= ٠ j = ٠, ١, · · · , p− ١



دوم توان کمترین روی΄رد با فازی ΁لجستی رگرسیون ۵٢
دارد. بستگͬ خبره توسط فرد هر برای (µi) موفقیت ام΄ان تعریف به فوق معادلات مقدار

ͬ شوند. م حاصل زیر معادلات مربوط، انتگرال محاسبه و مقادیر این جای·ذاری با

a٠
n∑

i=١
xi٠xij + a١

n∑
i=١

xi١xij + · · ·+ ap−١
n∑

i=١
xip−١xij =

n∑
i=١

zijxij

s٠
n∑

i=١
xi٠xij + s١

n∑
i=١

xi١xij + · · ·+ sp−١
n∑

i=١
xinxij =

n∑
i=١

kijxij

ͬ توانیم م بنابراین باشد، مورد هر برای انتگرال محاسبه نتایج kij و zij و xi٠ = ١ اگر
نوشت. ساده تر صورت به را بالا معادلات

Aa = Z , As = K

آن در که

X =


١ x١١ · · · x١p−١
١ x٢١ · · · x٢p−١... ... ...
١ xn١ · · · xnp−١

 , A = X⊤X

a = (a٠, a١, · · · , ap−١)⊤ , s = (s٠, s١, · · · , sp−١)⊤

Z =

 n∑
i=١

zixi٠,
n∑

i=١
zixi١, · · · ,

n∑
i=١

zixip−١
⊤

,

K =

 n∑
i=١

kixi٠,
n∑

i=١
kixi١, · · · ,

m∑
i=١

kixip−١
⊤

.

ͬ آید. م دست به s = A−١K و a = A−١Z صورت به مجهول مقادیر نهایت در هستند.
نامتقارن مثلثͬ فازی اعداد صورت به داده ها پایان نامه، این در شده، بیان که طور همان
،aj به نسبت یعنͬ کنیم، حداقل را (٨ . ۴) بایستͬ مجهول پارامترهای برآورد برای مفروضند.
دشواری ریاضͬ عملیات با صورت این در دهیم. قرار صفر مساوی و گرفته مشتق sRj و sLj

با ادامه در ͬ نماییم. م استفاده (٢ . ١٠) از مربعات مجموع کردن حداقل برای ͬ شویم. م مواجه
ͬ پردازیم. م آن شرح به مثال، ذکر

کاربردی مثال ١ . ٢ . ۴
مجهول پارامترهای برآورد برای ب·یرید. نظر در را ۴ . ٣ . ٢ بخش در لوپوس بیماری داده های
حداقل را (٨ . ۴) مربعات مجموع باید مثلثͬ، فازی اعداد بودن نامتقارن حالت در (٣ . ۴) مدل



۵٣ فازی داده های برای دوم توان مجموع روش
پیوست در آن کدهای که کردیم، استفاده Mathematica افزار نرم از منظور این برای کنیم.

ͬ آید. م دست به زیر صورت به شده برازش مدل است. شده آورده ب . ٢

ˆ̃Yi = ln

(
µ̃

١ − µ̃

)
= (٠٫۴٧۴, ٠٫٩٩۶, ١٫١١٣) + (٠٫٣۴٨, ١٫٠٩٩, ١٫٢٠٧)ESRtesti

+ (٠٫۵۵٩, ١٫٣٢۴, ٠٫۴۴۵)AntiDNAtesti + (٠٫۵١٧, ١٫۴٨٨, ١٫۵۴۴)ANAtesti

+ (−٠٫۵۴۵, ٠٫٨٠٧, ٠٫۶۶۶)SunExpossurei + (٠٫٣٢۴, ١٫١٧٨, ٠٫۴۶۶)FamilyHistoryi

(١٠ . ۴)

برای کرد. بینͬ پیش را فرد ΁ی در بیماری وجود ام΄ان ͬ توان م (١٠ . ۴) مدل از استفاده با
داریم: (١٠ . ۴) رابطه از هشتم، فرد برای ٣ . ١ جدول داده های به توجه با مثال

ˆ̃Y٨ = ln

(
µ̃٨١ − µ̃٨

)
= (٠٫۴٧۴, ٠٫٩٩۶, ١٫١١٣) + (٠٫٣۴٨, ١٫٠٩٩, ١٫٢٠٧)× ١

+ (٠٫۵۵٩, ١٫٣٢۴, ٠٫۴۴۵)× ٨۵ + (٠٫۵١٧, ١٫۴٨٨, ١٫۵۴۴)× ١٠٠
+ (−٠٫۵۴۵, ٠٫٨٠٧, ٠٫۶۶۶)× ٠ + (٠٫٣٢۴, ١٫١٧٨, ٠٫۴۶۶)× ٠
= (١٠٠٫٠٣٧,٢۶٣٫۴٣۵, ١٩۴٫۵۴۵)

استفاده با و ͬ شود م برآورد ١٠٠٫٠٣٧ هشتم، فرد برای بیماری ام΄انͬ بخت ل·اریتم بنابراین،
ͬ شود. م محاسبه زیر صورت به فرد برای بیماری ام΄ان ،f(x) = ex تبدیل با و گسترش اصل از

(
µ̃٨١ − µ̃٨

)
(x) = exp(Ỹ٨(x)) = Ỹ٨(lnx), x > ٠

=


١ − ١٠٠٫٠٣٧ − lnx

٢۶٣٫۴٣۵ ١۶٣٫٣٩٨ ≤ lnx ≤ ١٠٠٫٠٣٧
١ − lnx− ١٠٠٫٠٣٧

١٩۴٫۵۴۵ ١٠٠٫٠٣٧ ≤ lnx ≤ ٢٩۴٫۵٨٢

استفاده ͬ توان م نیز جدید افراد در بیماری وجود ام΄ان بینͬ پیش برای (١٠ . ۴) مدل از
کرد.

مثلثͬ فازی اعداد بودن متقارن فرض با [٣٢] هم΄اران و احمد پور در شده برازش مدل
صورت به شده برآورد ͺپاس و ضرایب

ˆ̃Yi =(−٣٫٨۵٩١, ١٫١۶١٧) + (−٠٫۶٠٨٣, ٠٫١۴۵١)ESRtesti + ٠٫٠٠٩١AntiDNAtesti

+ ٠٫٠۴٣١ANAtesti + (−٠٫١٣٠٩, ٠٫٠٣۶۶)SunExpossurei

+ (٠٫۴٢۴٨, ٠٫٣٨٣٢)FamilyHistoryi (١١ . ۴)



دوم توان کمترین روی΄رد با فازی ΁لجستی رگرسیون ۵۴
داریم: (١٠ . ۴) رابطه از سوم، فرد برای مثال طور به است.

ˆ̃Y٣ = ln

(
µ̃٣١ − µ̃٣

)
= (−٣٫٨۵٩١, ١٫١۶١٧) + (−٠٫۶٠٨٣, ٠٫١۴۵١)× ٠

+ ٠٫٠٠٩١ × ١۵ + ٠٫٠۴٣١ × ١١۵
+ (−٠٫١٣٠٩, ٠٫٠٣۶۶)× ١ + (٠٫۴٢۴٨, ٠٫٣٨٣٢)× ٠
= (١٫١٠٣٠, ١٫١٩١٣) = (١٫١٠, ١٫٢٠)

ام΄ان گسترش، اصل از استفاده با سوم، فرد برای بیماری ام΄انͬ بخت ل·اریتم بنابراین،
ͬ شود. م محاسبه زیر صورت به فرد برای بیماری

(
µ̃٣١ − µ̃٣

)
(x) = exp(Ỹ٣(x)) = Ỹ٣(lnx), x > ٠

=



١ − ١٫١٠ − lnx

١٫٢٠ −٠٫٢۴ ≤ lnx ≤ ١٫١٠
(٠٫٧٩ ≤ x ≤ ٣٫٠٠)

١ − lnx− ١٫١٠
١٫٢٠ ١٫١٠ ≤ lnx ≤ ٢٫۴۵

(٣٫٠٠ ≤ x ≤ ١١٫۵٩)

برای ͬ کنیم. م استفاده جدید فرد در بیماری وجود ام΄ان بینͬ پیش برای (١١ . ۴) مدل از حال
شده مشاهده زیر صورت به تبیینͬ، متغیرهای مقادیر جدید فرد ΁ی برای ͬ کنیم م فرض مثال

باشند.

ESRtestnew = ٠, AntiDNAtestnew = ٢٠, ANAtestnew = ١٠٠
SunExpossurenew = ١, FamilyHistorynew = ١

داریم: (١١ . ۴) مدل از استفاده با صورت این در

ˆ̃Ynew = ln

(
µ̃new١ − µ̃new

)
= (−٣٫٨۵٩١, ١٫١۶١٧) + (−٠٫۶٠٨٣, ٠٫١۴۵١)× ٠

+ ٠٫٠٠٩١ × ٢٠ + ٠٫٠۴٣١ × ١٠٠
+ (−٠٫١٣٠٩, ٠٫٠٣۶۶)× ١ + (٠٫۴٢۴٨, ٠٫٣٨٣٢)× ١
= (٠٫٩٢۶٨, ١٫۵٨١۵)

عضویت تابع ͬ شود. م برآورد ٠٫٩٣ حدوداً فرد، این برای بیماری ام΄انͬ بخت ل·اریتم بنابراین،



۵۵ پارامترها برآورد برای پیشنهادی روش
است: زیر صورت به گسترش اصل به توجه با جدید فرد )برای

µ̃new١ − µ̃new

)
(x) = exp(Ỹnew(x)) = Ỹnew(lnx), x > ٠

=



١ − ٠٫٩٢۶٨ − lnx

١٫۵٨١۵ −٠٫۶۵۴٧ ≤ lnx ≤ ٠٫٩٢۶٨
٠٫۵١٩۶ ≤ x ≤ ٢٫۵٢۶۴

١ − lnx− ٠٫٩٢۶٨
١٫۵٨١۵ ٠٫٩٢۶٨ ≤ lnx ≤ ٢٫۵٠٨٣

٢٫۵٢۶۴ ≤ x ≤ ١٢٫٢٨۴٠
دی·ر روشͬ به فازی محیط در ΁لجستی رگرسیون پارامترهای برآورد به فصل این ادامه در
فازی ΁لجستی رگرسیون پارمترهای برآورد برای قسمت فصل در شده ارائه روش ͬ پردازیم. م
را فازی ΁لجستی مدل پارامترهای ͬ خواهیم م فصل این در بود، [٣۵] ژو فاصله از استفاده با

کنیم. برآورد [١١] دورسو و کپی شیوه به شده تعریف فاصله از استفاده با

پارامترها برآورد برای پیشنهادی روش ٢ . ۴
[١١] هم΄اران و کپی شیوه به دوم توان های کمترین روش از مدل پارامترهای برآورد برای
دوم توان مجموع سازی مینیمم پارامترها، برآورد ملاک روش این در [٢] ͬ کنیم. م استفاده
بینͬ پیش زبانͬ ترم های عضویت توابع و شده مشاهده زبانͬ ترم های عضویت توابع بین فاصله

یعنͬ است، مدل توسط شده
SSE =

n∑
i=١

d٢(Ỹi, ỹi)

مربوط زبانͬ ترم های مشاهده ( ٢ . ١ . ١ بخش به کنید (رجوع یافته تبدیل مقدار ỹi آن در که
است[١]. شده تعریف (٣ . ۴) در که است ỹi با متناظر شده برآورد مقدار Ỹi و ویژگͬ هر به

است. [١١] دورسو و کپی شیوه به شده تعریف فاصله d٢(ỹi, Ỹi) همچنین
رگرسیون مدل ΁ی از استفاده با فازی ͺپاس متغیر مراکز مدل سازی اینجا در اساسͬ ایده
و شده مشاهده مراکز مدل ابتدا کرد. بیان زیر شرایط تحت ͬ توان م را ایده این است. خطͬ
و ͬ مانده ها باق به مربوط مجموعه های از استفاده با را ͺپاس متغیرهای بالای و پایین مرزهای

ͬ کنیم[١١]. م تعریف دی·ر مقادیر
m = µ+ ϵ

m− l = (µ− δL) + ϵL

m− u = (µδU ) + ϵU .

پهناهای و مراکز مقادیر بردار δU و δL ،µ و خطاها بردار ϵU و ϵL ،ϵ بالا فرمول های در
بررسͬ زیر به صورت رگرسیون مدل براساس شده معرفͬ بردارهای بنابراین است. ͺپاس متغیر
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ͬ شوند. م

µ = Xβ

L = ηLµ+ ξL1

δU = ηUµ+ ξU1. (١٢ . ۴)

(ηL, ηU , ξL, ξU ) و β پارامترهای است، xijها شده مشاهده داده های ماتریس ،X ماتریس
مشاهده پهنای بین خطͬ رابطه و Xj به مربوط توابع و مراکز بین خطͬ ضرایب به ترتیب
است. ΁ی تکراری مقدار با (n× ١) برداری دهنده نشان 1 و هستند شده برآورد مراکز و شده
است استاندارد ال·وریتم بر مبتنͬ ͬ شود م استفاده فوق پارمترهای برآورد برای که روشͬ
Ỹi شده برآورده مقادیر و ỹi متغیر شده مشاهده مقادیر بین فاصله کردن مینمم شامل که
مدل در δUi و δLi ،µi مقادیر ͬ شود، م تعریف Ỹi = (µi, δLi , δUi), i = ١, · · · , n به صورت که

است. شده تعریف (١٢ . ۴)
حداقل به با باید (١٢ . ۴) به مربوط پارامترهای دوم، توان کمترین معیار به توجه با حال
شوند. برآورد Ỹi مقادیر و ỹi ͺپاس متغیر شده مشاهده مقادیر بین دوم توان فاصله رساندن

ͬ کنیم. م استفاده [١١] هم΄اران و کپی فاصله از منظور این برای

d′
٢
(ỹi, Ỹi) = d′

٢
((m, l,u)LR, (µ, δL, δU )LR)

= ∆٢
LR = ∥m− µ∥٢ + ∥(m− λl)− (µ− λδL)∥٢ + ∥(m+ ρu)− (µ+ ρδU )∥٢

= ٣(m− µ)⊤(m− µ)− ٢λ(m− µ)⊤(l− δL) + λ٢(l− δL)
⊤(l− δL)

+ ٢ρ(m− µ)⊤(u− δU ) + ρ٢(u− δU )
⊤(u− δU ) (١٣ . ۴)

و λ =
∫ ١٠ L−١(ω)dω به صورت LR عضویت تابع به توجه با ρ و λ وزن توابع فاصله این در

پهنای مناسب تنظیم در وزن توابع این به مربوط مقادیر ͬ شوند، م تعریف ρ =
∫ ١٠ U−١(ω)dω

ͬ کند[١١]. م ΁کم Ỹi و ỹi فازی اعداد بالا و پایین مرزهای محاسبه هنگام در راست و چپ
(١٢ . ۴) مدل پارامترهای براساس را دوم توان کمترین تابع ͬ توانیم م (١٣ . ۴) فاصله در
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: کنیم جای·ذاری ξU و ξL, ηU , ηL,β

min
β,ηL,ηU ,ξL,ξU

∆٢
LR(β, ηL, ηU , ξL, ξU )

= ٣(m−Xβ)⊤(m−Xβ)− ٢λ(m−Xβ)⊤(l−XβηL − 1ξL)

+ λ٢(m−XβηL − 1ξL)⊤(l−XβηL − 1ξL)

+ ٢ρ(m−Xβ)⊤(u−XβηU − 1ξU ) + ρ٢(u−XβηU − 1ξU )⊤(u−XβηU − 1ξU )

= ٣(m⊤m− ٢m⊤Xβ + β⊤X⊤Xβ)− ٢λ(m⊤l−m⊤XβηL −m⊤1ξL

+ β⊤X⊤l+ β⊤X⊤XβηL + β⊤X⊤1ξL)

+ λ٢(l⊤l− ٢l⊤XβηL − ٢l⊤1ξL + β⊤X⊤Xβη٢
L + ٢β⊤X⊤1ηLξL + nξ٢

L)

+ ٢ρ(m⊤u−m⊤XβηU −m⊤1ξU + β⊤X⊤u+ β⊤X⊤XβηU + β⊤X⊤1ξU )

+ ρ٢(u⊤u− ٢u⊤XβηU − ٢u⊤1ξU + β⊤X⊤Xβη٢
U + ٢β⊤X⊤1ηUξU + nξ٢

U ). (١۴ . ۴)

برآوردهای ͬ دهیم م قرار صفر مساوی و گرفته مشتق مجهول پارامترهای به نسبت فوق تابع از
ͬ شود. م حاصل زیر به صورت پارامترها

ηL = λ−1(β⊤X⊤Xβ)−1
[
λ(β⊤X⊤l− β⊤X⊤1ξL)− (β⊤X⊤m− β⊤X⊤Xβ)

]
,

ηU = ρ−1(β⊤X⊤Xβ)−١ [ρ(β⊤X⊤u− β⊤X⊤1ξU )− (β⊤X⊤m− β⊤X⊤Xβ)
]
,

ξL = (nλ)−١ [λ1⊤(l−XβηL)− 1⊤(m−Xβ)
]
,

ξU = (nρ)−١ [ρ1⊤(u−XβηU )− 1⊤(m−Xβ)
]
,

β =
[٣ − ληL(٢ − ληL) + ρηU (٢ + ρηU )

]−١
(X⊤X)−١X⊤

×
[٣m− λ(mηL + l+ 1ξL) + λ٢(lηL − 1ηLξL)

+ρ(mηU + u+ 1ξU ) + ρ٢(uηU − 1ηUξU )
]
.

از ͬ کنیم م پیشنهاد فوق، برآوردهای آوردن به دست برای که داشت توجه نکته این به باید
جواب ها، پایداری ارزیابی برای مختلف شروع نقطه چندین از استفاده با تکراری ال·وریتم ΁ی

کنید. استفاده

کاربردی مثال ٢ . ١ . ۴
با مدل ضرایب آوردن بدست برای ( ۴ . ٣ . ٢ بخش به شود (رجوع لوپوس بیماری داده های در
در را آن به مربوط کدهای گرفتیم. ΁کم Mathematica افزار نرم از پیشنهادی روش از استفاده
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است. زیر صورت به آنها از استفاده با آمده دست به مدل آورده ایم. ب . ٣ پیوست

ˆ̃Yi = (−٣٫٩٩۶, ٠٫۶٩٣, ٠٫٧٣) + (−٠٫۶۴٢, ٠, ٠٫٠٢٨)ESRtest+ ٠٫٠٠٩AntiDNAtest

+ ٠٫٠۴۴ANAtest+ (٠٫١٢۴٠٫٧۴٠, ٠)SunExpossure

+ (٠٫٣۴٣, ٠٫٢۵٨, ٠٫۵٩٣)FamilyHistory

برازش نی΄ویی معیار ٢ . ٢ . ۴
را است متغیر انتخاب برای برازش نی΄ویی معیارهای از ی΄ͬ که تعیین ضریب بخش این در

ͬ کنیم. م تعریف را زیر مفاهیم ابتدا منظور این برای ͬ کنیم. م تعریف
کرد: تعریف را زیر مفاهیم ͬ توان م LR خروجͬ متغیرهای برای .٢ . ١ . ۴ تعریف

[١١] هم΄اران و کپی فاصله از کل مربعات مجموع ،LR فازی عدد خروجͬ متغیر برای ◀

به ¯̃y = (١m̄, ١l̄, ١ū)LR مشاهدات میانگین و ỹ = (m, l,u)LR شده مشاهده مقادیر بین
دی·ر عبارت به آید، دست

d′
٢
(ỹ, ¯̃y) = SST = ∥m− ١m̄∥٢ + ∥(m− λl)− (١m̄− λ١l̄)∥٢ + ∥(m+ ρu)− (١m̄+ ρ١ū)∥٢

= ٣(m− ١m̄))⊤(m− ١m̄)− ٢λ(m− ١m̄)⊤(l− ١l̄) + λ٢(l− ١l̄)⊤(l− ١l̄)
+ ٢ρ(m− ١m̄)⊤(u− ١ū) + ρ٢(u− ١ū)⊤(u− ١ū)

هستند. u و l ،m بردارهای مقادیر میانگین ū و l̄ ،m̄ آن در که
به اند، شده مطرح مدل توسط که تغییراتͬ یعنͬ ،(SSR) رگرسیونͬ مربعات مجموع ◀

ͬ شوند. م تعریف زیر صورت
d′

٢
(ˆ̃y, ¯̃y) = SSR = ∥µ̂− ١m̄∥٢ + ∥(µ̂− λδ̂L)− (١m̄− λ١l̄)∥٢

+ ∥(µ̂+ ρu)− (m̄+ ρ١δ̂U )− (١m̄+ ρ١ū)∥٢.

نشده مطرح مدل توسط که تغییراتͬ یعنͬ ،(SSE) (باقیمانده) خطا مربعات مجموع ◀

ͬ شوند. م تعریف زیر صورت به اند،
d′

٢
(ỹ, ˆ̃y) = SSE = ∥m− µ̂∥٢ + ∥(m− λl)− (µ̂− λδ̂L)∥٢ + ∥(m+ ρu)− (µ̂+ ρδ̂R)∥٢

= ٣(m− µ̂)⊤(m− µ̂)− ٢λ(m− µ̂)⊤(l− δ̂L) + λ٢(l− δ̂L)
⊤(l− δ̂L)

+ ٢ρ(m− µ̂)⊤(u− δ̂U ) + ρ٢(u− δ̂U )
⊤(u− δ̂U )

R٢ تعیین ضریب از فازی، ͺپاس با ΁لجستی رگرسیون مدل برازش نی΄ویی اندازه گیری برای
ͬ پردازیم. م آنها تعریف به منظور این برای ͬ کنیم. م استفاده R٢

adj یافته تعدیل تعیین ضریب و
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ͬ شود. م تعریف زیر صورت به ١ چندگانه تعیین ضریب .٢ . ٢ . ۴ تعریف

R٢ = ١ − SSE

SST
(١۵ . ۴)

ͬ شود. م تعریف زیر صورت به R٢
adj

٢ یافته تعمیم چندگانه تعیین ضریب .٢ . ٣ . ۴ تعریف
R٢

adj = ١ − (١ −R٢) n− ١
n− p− ۴ . (١۶ . ۴)

مرکزی، مدل در رگرسیون ضرایب تعداد مبنای بر یافته تعدیل عامل ΁ی شامل شاخص این
است. راست پهنای مدل در ضریب دو و چپ پهنای مدل در ضریب دو

هم΄اران و کپی شیوه به متغیر انتخاب برای پیشرو روش ٢ . ٣ . ۴
را مناسب رگرسیونͬ مدل ΁ی تخمین ͬ توانیم م دادیم، انجام قبل که تعریف هایی به توجه با

( ١ . ۴ (ش΄ل ͬ کنیم: م استفاده زیر ال·وریتم از مناسب مدل انتخاب برای دهیم. انجام
انتخاب دارد را MPE کمترین که مدلͬ آنها بین از ͬ سازیم، م متغیره تک مدل های ابتدا .١

ͬ کنیم. م حفظ را مدل در شده وارد متغیر و کرده
اضافه مدل به جدیدی متغیر باقیمانده، متغیرهای بقͬ ما از مدل، در متغیر حفظ با .٢
MPE که مدل های از ΁ی هر مجدداً ͬ کنیم. م محاسبه را آنها از ΁ی هر MPE و کرده
این ͬ شود. م انتخاب مدل در متغیر دو ترتیب این به ͬ شود. م انتخاب داشت کمتری

باشند. شده مدل وارد متغیرها همه که ͬ دهیم م ادامه جایی تا را کار
ͬ کنیم. م انتخاب را R٢

adj و R٢ مقدار ،MPE کمترین با مدل انتخاب از بعد مرحله هر در .٣
به را مدلͬ ،MPE کمترین با مدل های میان از شدند، مدل وارد متغیرها همه که زمانͬ

باشد. داشته را R٢
adj مقدار بیشترین که ͬ کنیم م انتخاب مناسب مدل عنوان

دودویی ͺپاس متغیر پیش بینͬ برای تبیینͬ متغیر ۵ لوپوس، بیماری مربوط داده های در
توضیح که ال·وریتمͬ به توجه با ͬ خواهیم م انجا در است. (٣ . ١٣) متغیرها همه با مدل داریم.

دهیم. انجام را دورسو متر ΁کم به مدل مناسب ترین انتخاب دادیم،
است مدل،مدلͬ بهترین که ͬ کند م بیان مقدار این است، ۴ مرحله در R٢

adj مقدار بیشترین
(FamilyHistory)x۵ و (ANAtest)x٣ ،(AntiDNAtest)x٢ ،(ESRtest)x١ متغیرهای آن در که

است. زیر صورت به روش این از استفاده با مناسب مدل باشند. داشته حضور
ˆ̃Y = b̃٠ + b̃١ESRtest+ b̃٢AntiDNAtest+ b̃٣ANAtest+ b̃۴FamilyHistory (١٧ . ۴)
١Coefficient of multiple determination
٢Adjusted coefficient of multiple determination
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مدل انتخاب مراحل :١ . ۴ جدول
شماره MPE R٢ R٢

adj تبیینͬ متغیرهای
١ ١.٢۴۵ ٠.٨١٠ ٠.٧٠۵ x٣
٢ ٠.۶٣٩ ٠.٩٠٣ ٠.٨٣٠ x٣, x٢
٣ ٠.۵٣٣ ٠.٩١٩ ٠.٨٣٨ x٣, x٢, x١
۴ ٠.۴۵۶ ٠.٩٣٠ ٠.٨٣٩ x٣, x٢, x١, x۵
۵ ٠.۴۴٧ ٠.٩٣٢ ٠.٨١٠ x٣, x٢, x١, x۵, x۶

این ͬ کنیم م انتخاب مناسب مدل انتخاب برای یافته تعدیل تعیین ضریب از اینکه دلیل
وابسته متغیر بر تبیینͬ متغیرهای همه تأثیر تعیین ضریب در شده داده نشان درصد که است
ͬ یابد. م افزایش تعیین ضریب مقدار مدل به جدید متغیر کردن اضافه با علت همین به است،
متغیرهای واقعͬ تأثیر از حاصل فقط یافته تعدیل تعیین ضریب در شده داده درصد که حالͬ در

است. ͺپاس متغیر بر مدل تبیینͬ
شده انتخاب [١١] هم΄اران و کپی متغیر مدل انتخاب روش از استفاده با که (١٧ . ۴) مدل
،LE = ٠٫٧ دادن قرار با [٢٧] هم΄اران و سلمانͬ شیوه با که (١۴ . ٣) مدل همانند است،
،ANAtest عوامل لوپوس بیماری به ابتلا ام΄ان در گفت ͬ توان م دی·ر عبارت به ͬ باشد. م

هستند. عوامل سایر از تر گذار تاثیر خانوادگͬ سابقه و ESRtest و AntiDNAtest

در ͬ دهیم، م برازش [١١] هم΄اران و کپی پیشنهادی مدل از استفاده با را (١٧ . ۴) مدل
داشت: خواهیم صورت این

ˆ̃Y = (−۴٫٠٢٣, ٠٫٧, ٠٫٧٣٣)T + (−٠٫۶١۴, ٠, ٠٫٠١٩, ٠٫٠١٩)TESRtest

+ ٠٫٠٠٩AntiDNAtest+ (٠٫٠۴٣۵, ٠٫٠٠٠٩, ٠)TANAtest

+ (٠٫٣۶١, ٠٫٢٣٧, ٠٫۶٠۶)TFamilyHistory (١٨ . ۴)
است. لوپوس بیماری به iام فرد ام΄انͬ بخت ل·اریتم دهنده نشان (١٨ . ۴) مدل
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فازی ΁لجستی رگرسیون مدل در هم΄اران و کپی متغیر انتخاب ال·وریتم :١ . ۴ ش΄ل





برای پیشنهادات و نتیجه گیری و بحث
تحقیق آینده

نتیجه گیری و بحث
رگرسیون مدل کردیم، ارائه دودویی ͺپاس با ضرایب برآورد برای که مدلͬ پایان نامه، این در
فصل در که است ΁لجستی رگرسیون همان فازی ΁لجستی رگرسیون است. فازی ΁لجستی
متغیرهای فازی ΁لجستی رگرسیون در که است این در آنها تفاوت کردیم. معرفͬ را آن ΁ی
مجموعه های صورت به ΁ی و صفر اعداد جای به ͺپاس متغیرهای اما هستند دقیق تبیینͬ
لجیت تبدیل از استفاده با نیز فازی ΁لجستی رگرسیون هستند. [٠, ١] ΁ی و صفر بین فازی
هستند. دقیق (پیش·و) تبیینͬ متغیر و فازی ضرایب و ͺپاس متغیر مدل این در ͬ شود. م خطͬ
روش فازی، ΁لجستی رگرسیون ضرایب برآورد برای پایان نامه این در شده استفاده روش دو

ͬ باشد. م خطا دوم توان کمترین روش و ام΄انͬ
عنوان به اغلب فازی مجموعه های عضویت توابع اینکه دلیل به ام΄انͬ روی΄رد با رگرسیون
فازی ضرایب برآورد برای شده اند. نام گذاری اسم این با ͬ شوند، م توصیف ام΄انͬ توزیع های
هدف تابع آن در و است خطͬ برنامه ریزی مسئله ΁ی که برسانیم، حداقل به را فازی مدل باید

ͬ کنیم. م استفاده عددی روش های از کار این برای است. فازی پهناهای مجموع
است. خطا دوم توان کمترین روش ͬ شود، م استفاده ضرایب برآورد برای که دی·ر روش
فاصله دو از ͬ شود. م حداقل شده برآورد مقادیر و شده مشاهده مقادیر بین فاصله روش این در
است، شده معرفͬ [٣۵] هم΄اران و ژو توسط که فاصله شد. استفاده منظور این برای متفاوت
چون این بر علاوه است. شده استفاده زیادی تحقیقات در فاصله این است. فواصل این از ی΄ͬ
در که وزنͬ تابع همچنین است. اهمیت حایز ͬ آید م دست به برش ها −α براساس فاصله این

است. شده فاصله این بیشتر انعطاف پذیری باعث دارد، وجود فاصله این تعریف
با مدل ضرایب برآورد برای پیشنهادی روش ΁ی عنوان به [١١] دورسو و کپی فاصله از
متغیر مراکز فاصله، این کردن حداقل برای است. شده استفاده دوم توان کمترین روی΄رد
مانند نیز فاصله این در شدند. مدل سازی خطͬ رگرسیون مدل ΁ی از استفاده با فازی ͺپاس
در راست و چپ پهنای مناسب تنظیم به که ͬ شود م استفاده وزن توابع ،از [٣۵] ژو فاصله

۶٣



دوم توان کمترین روی΄رد با فازی ΁لجستی رگرسیون ۶۴
ͬ کند. م ΁کم Ỹ و ỹ بین فاصله محاسبه

این در کردیم. انتخاب را مدل مناسب ترین دوم، توان کمترین و ام΄انͬ شیوه دو هر در
با ͬ شود. م استفاده LE معیار و یافته تعدیل تعیین ضریب و خطا دوم توان میانگین از روش
متغیر، انتخاب نظر از دوم توان کمترین و ام΄انͬ روش به انتخابی مدل LE = ٠٫٧ انتخاب

شدند. ی΄سان
در موجود ابهام مذکور، موضوع با پایان نامه این انجام اصلͬ دلیل گفت باید نهایت در
کافͬ آماری فرضیات پزش΄ͬ، داده های بین روابط مدل سازی برای زیرا است پزش΄ͬ یافته های
ام΄ان به ͽراج پزش΄ͬ ابهامات برای مفیدی جواب ͬ توانند م فازی مجموعه های نیستند.

باشد. بیماری به مش΄وک فرد ΁ی ابتلای

پیشنهادات
دقیق ضرایب و ͺپاس متغیر و فازی تبیینͬ متغیرهای با ،΁لجستی رگرسیون بررسͬ .١

فازی ضرایب و ͺپاس متغیر تبیینͬ، متغیر با ،΁لجستی رگرسیون بررسͬ .٢
فازی ΁لجستی رگرسیون در پرت داده های تشخیص .٣

فازی ΁لجستی رگرسیون برای پارامترها داری معنͬ فرض های آزمون  انجام .۴
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آ  پیوست
FuzzyNumbers بسته معرفͬ

معرفͬ قابلیت از بسته این [٣] است. Tools to Deal with Fuzzy Numbers بسته این کامل نام
دستور از افزار نرم نصب برای است. برخوردار گوناگون روش های به فازی اعداد

install.packages('FuzzyNumbers')

دستور با ͬ کنیم. م استفاده
library(FuzzyNumbers)

ͬ کنیم. م فراخوانͬ را بسته

LR فازی عدد
است: زیر عضویت تابع با R از مجموعه زیر ΁ی A فازی عدد

µA(x) =



٠ x < a١
left(

x−a١
a٢−a١ ) a١ ≤ x < a٢

١ a٢ ≤ x ≤ a٣
right( xa−٣

a۴−a٣ )

٠ a۴ < x

(آ  . ١)

۶٩



FuzzyNumbers بسته معرفͬ ٧٠
left(٠) ≥ و left : [٠, ١] −→ [٠, ١] تابع است. a١ ≤ a٢ ≤ a٣ ≤ a۴ و a١, a٢, a٣, a۴ ∈ R که
و right(٠) ≥ ١, right(١) ≤ ٠ و right : [٠, ١] −→ [٠, ١] و نزولͬ غیر تابعͬ و ٠, left(١) ≤ ١

است. صعودی غیر تابعͬ
ͬ شود: م تعریف زیر به صورت افزار نرم در است، ذوزنقه ای فازی عدد ΁ی A١ : مثال

A1 <- FuzzyNumber(1, 2, 4, 7,

left=function(x) x,

right=function(x) 1-x

)

ͬ دهند. م نمایش را فازی عدد به مربوط جزییات زیر دستورات
print(A1)

Fuzzy number with:

support=[1,7],

core=[2,4].

class(A1)

## [1] "FuzzyNumber"

## attr(,"package")

## [1] "FuzzyNumbers"

A1

## Fuzzy number with:

## support=[1,7],

## core=[2,4].

summary(A1)

Length Class Mode

1 FuzzyNumber S4

ذوزنقه ای و مثلثͬ فازی عدد
دستور با مثلثͬ فازی اعداد

TrapezoidalFuzzyNumber(a_1, a_2, a_3, a_4)



٧١
دستور با مثلثͬ فازی اعداد و

TriangularFuzzyNumbe(a_1, a_2, a_3)

.a١ < a٢ < a٣ < a۴ شرط تحت ͬ شوند م داده نمایش
اشاره آنها به زیر در که دارند وجود مثلثͬ و ذوزنقه  ای فازی اعداد برای دی·ری نمایش های

است. شده
T1 <- TrapezoidalFuzzyNumber(a_1, a_2, a_3, a_4)

T2 <- TrapezoidalFuzzyNumber(a_1,a_2,a_2,a_3)

# or T2 <- TriangularFuzzyNumber(a_1, a_2, a_3)

TrapezoidalFuzzyNumber(a_1, a_1, a_2, a_2) # crisp interval

as.TrapezoidalFuzzyNumber(c(a_1, a_2)) # is the same

TrapezoidalFuzzyNumber(a_1, a_1, a_1, a_1) # crisp real

as.TrapezoidalFuzzyNumber(a_1) # is the same

T1 <- TrapezoidalFuzzyNumber(1, 1.5, 4, 7)

خطͬ قطعه ای فازی عدد
منظور این برای کرد، تولید FuzzyNumbers بسته در ͬ توان م نیز را خطͬ قطعه ای فازی عدد

ͬ کنیم. م استفاده زیر دستور از
PiecewiseLinearFuzzyNumber(a1, a2, a3, a4, knot.n = 0,

knot.alpha = numeric(0), knot.left = numeric(0),

knot.right = numeric(0))

ابتدای knot.left ͬ کند. م مشخص را فازی عدد کننده قطعه (گره)های برش تعدا knot.n

ͬ کند. م مشخص را برش ها ارتفاع knot.alpha و برش ها انتهای knot.right برش ها،
P1 <- PiecewiseLinearFuzzyNumber(1, 2, 3, 4,

knot.n=1, knot.alpha=0.25, knot.left=1.5, knot.right=3.25)

P1

Piecewise linear fuzzy number with 1 knot(s),

support=[1,4],

core=[2,3].
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P2 <- PiecewiseLinearFuzzyNumber(1, 2, 3, 4,

knot.n=2, knot.alpha=c(0.25,0.6),

knot.left=c(1.5,1.8), knot.right=c(3.25, 3.5))

P2

Piecewise linear fuzzy number with 2 knot(s),

support=[1,4],

core=[2,3].

فازی عدد بر ی΄نوا تابع اعمال
قابل نکته ͬ شود. م استفاده fapply دستور از فازی اعداد بر ی΄نوا تابع ΁ی اعمال منظور به
√
logA تابع زیر مثال در باشد. قطعه ای نوع از باید اینجا در فازی عدد که است این توجه

است. شده اعمال
A <- as.PiecewiseLinearFuzzyNumber(

TrapezoidalFuzzyNumber(0,1,2,3), knot.n=100)

plot( fapply(A, function(x) sqrt(log(x+1))))

فازی عدد برش های و دامنه هسته، محاسبه
alphacut و supp core، دستورهای با ترتیب به فازی عدد ΁ی برش های و دامنه هسته،

محاسبه اند. قابل
A <- FuzzyNumber(-5, 3, 6, 20,

left=function(x) pbeta(x,0.4,3),

right=function(x) 1-x^(1/4),

lower=function(alpha) qbeta(alpha,0.4,3),

upper=function(alpha) (1-alpha)^4

)

supp(A)

[1] -5 20

core(A)

[1] 3 6
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alphacut(A, 0)

L U

0 -5 20

حسابی عمل·رهای
تعریف زیر به صورت α ∈ [٠, ١] هر برای متقارن فازی اعداد برای ریاضͬ ١ دوبعدی عمل·رهای

ͬ شوند: م
(A⊛B)α = Aα ⊛Bα

زیر به صورت A+B ͽجم مثال به طور هستند. متقان فازی اعداد B و A و ⊛ = +,−,×, / که
ͬ شود: م تعریف

(A+B)α = Aα +Bα = [AL(α) +BL(α), AU (α) +BU (α)]

ͬ شود: م تعریف زیر به صورت اس΄الر ضرب λ ∈ R برای همچنین

(λ.A)α = αAα =


[λAL(α), λAU (α)], λ ≥ ٠
[λAU (α), λAL(α)], λ < ٠

A <- TrapezoidalFuzzyNumber(0, 1, 1, 2)

B <- TrapezoidalFuzzyNumber(1, 2, 2, 3)

A+B

Trapezoidal fuzzy number with:

support=[1,5],

core=[3,3].

A-B

Trapezoidal fuzzy number with:

support=[-3,1],

core=[-1,-1].

3*A

Trapezoidal fuzzy number with:

support=[0,6],

core=[3,3].

١binary
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فازی عدد ΁ی قطعه ای تخمین
دارد: وجود فازی عدد ΁ی قطعه ای تخمین برای مختلف روش ٣ ،FuzzyNumbers بسته در

(NearestEuclidean) اقلیدسͬ فاصله کمترین .١
(SupportCorePreserving) دامنه و هسته محافظ .٢

(Naive) ساده .٣
ͬ کنیم: م استفاده افزار نرم در زیر دستور از فازی اعداد قطعه ای تخمین برای

piecewiseLinearApproximation(object,

method=c("NearestEuclidean", "SupportCorePreserving",

"Naive"),

knot.n=1, knot.alpha=seq(0, 1, length.out=knot.n+2)[-c(1,knot.n+2)],

..., verbose=FALSE)

ͬ پردازیم. م روش ها تعریف به اختصار به حال
فازی عدد ΁ی وسیله به فزی عدد ΁ی تخمین روش، این در اقلیدسͬ فاصله کمترین .١
داشته اصلͬ فازی عدد از را اقلیدسͬ فاصله کمترین که ͬ گیرد م انجام گونه ای به قطعه ای

باشد.
معادل روش، این به فازی عدد ΁ی قطعه ای تخمین دامنه و هسته دامنه و هسته محافظ .٢

است. اصلͬ فازی عدد همان دامنه و هسته
که: ͬ کیزد م صورت گونه ای به فازی عدد ΁ی قطعه ای تخمین روش، این در ساده .٣

تخمینͬ فازی عدد هسته با برار اصلͬ فازی عدد هسته (آ)
تخمینͬ فازی عدد دامنه با برابر اصلͬ فازی عدد دامنه (ب)

متناظر برش های با برابر اصلͬ، فازی عدد برای دستور در شده معرفͬ برش های (ج)
تخمینͬ فازی عددهای

A <- FuzzyNumber(-5, 3, 6, 20,

left=function(x) pbeta(x,0.4,3),

right=function(x) 1-x^(1/4),

lower=function(alpha) qbeta(alpha,0.4,3),

upper=function(alpha) (1-alpha)^4



٧۵
)

(T1 <- trapezoidalApproximation(A, method='Naive'))

Trapezoidal fuzzy number with:

support=[-5,20],

core=[3,6].

(T2 <- trapezoidalApproximation(A, method='NearestEuclidean'))

Trapezoidal fuzzy number with:

support=[-5.85235,14.4],

core=[-2.26529,3.2].

(T3 <- trapezoidalApproximation(A, method='ExpectedIntervalPreserving'))

Trapezoidal fuzzy number with:

support=[-5.85235,14.4],

core=[-2.26529,3.2].

فازی عدد ماکزیمم و مینیمم
به صورت برش ها برای فازی عدد مینیمم

Aα ∧Bα = [AL(α) ∧BL(α), AU (α) ∧BU (α)]

به صورت فازی عدد ماکزیمم و
Aα ∨Bα = [AL(α) ∨BL(α), AU (α) ∨BU (α)]

ͬ شود. م تعریف
برای فقط زیر است.تعریف استفاده قابل زیر به صورت فازی عدد ماکزیمم و مینیمم مقدار

است. شده تعریف قطعه ای خطͬ فازی اعداد
x = as.PiecewiseLinearFuzzyNumber(TriangularFuzzyNumber

(-4.8, -3 , -1.5), knot.n = 9)

y = as.PiecewiseLinearFuzzyNumber(TriangularFuzzyNumber

(-5.5, -2.5, -1.1), knot.n = 9)

min = min(x@a1,y@a1)

max = max(x@a4,y@a4)





ب پیوست
پایان نامه در شده استفاده کدهای

LE معیارر با مدل انتخاب کدهای ب . ١
R کدهای

library(FuzzyNumbers)

verylow<- as.PiecewiseLinearFuzzyNumber(TrapezoidalFuzzyNumber

(0.01,0.02,0.02,0.18), knot.n=100)

y1<-fapply(verylow, function(x) log(x/(1-x)))

T1 <- trapezoidalApproximation(y1, method='ExpectedIntervalPreserving')

Y1<- as.PiecewiseLinearFuzzyNumber(TrapezoidalFuzzyNumber

(supp(T1)[1],core(T1)[1],core(T1)[1],supp(T1)[2]), knot.n=100)

Y11=c(core(Y1)[1],core(Y1)[1]-supp(Y1)[1],supp(Y1)[2]-core(Y1)[2])

low<- as.PiecewiseLinearFuzzyNumber(TrapezoidalFuzzyNumber

(0.1, 0.25, 0.25, 0.4), knot.n=100)

y2<-fapply(low, function(x) log(x/(1-x)))

T2 <- trapezoidalApproximation(y2, method='ExpectedIntervalPreserving')

Y2<- as.PiecewiseLinearFuzzyNumber(TrapezoidalFuzzyNumber

٧٧



پایان نامه در شده استفاده کدهای ٧٨
(supp(T2)[1],core(T2)[1],core(T2)[1],supp(T2)[2]), knot.n=100)

Y22=c(core(Y2)[1],core(Y2)[1]-supp(Y2)[1],supp(Y2)[2]-core(Y2)[2])

medium<- as.PiecewiseLinearFuzzyNumber(TrapezoidalFuzzyNumber

(0.35, 0.5, 0.5, 0.65), knot.n=100)

y3<-fapply(medium, function(x) log(x/(1-x)))

T3 <- trapezoidalApproximation(y3, method='ExpectedIntervalPreserving')

Y3<- as.PiecewiseLinearFuzzyNumber(TrapezoidalFuzzyNumber

(supp(T3)[1],core(T3)[1],core(T3)[1],supp(T3)[2]), knot.n=100)

Y33=c(core(Y3)[1],core(Y3)[1]-supp(Y3)[1],supp(Y3)[2]-core(Y3)[2])

high<- as.PiecewiseLinearFuzzyNumber(TrapezoidalFuzzyNumber

(0.6 , 0.75, 0.75, 0.9), knot.n=100)

y4<-fapply(high, function(x) log(x/(1-x)))

T4 <- trapezoidalApproximation(y4, method='ExpectedIntervalPreserving')

Y4<- as.PiecewiseLinearFuzzyNumber(TrapezoidalFuzzyNumber

(supp(T4)[1],core(T4)[1],core(T4)[1],supp(T4)[2]), knot.n=100)

Y44=c(core(Y4)[1],core(Y4)[1]-supp(Y4)[1],supp(Y4)[2]-core(Y4)[2])

veryhigh<- as.PiecewiseLinearFuzzyNumber(TrapezoidalFuzzyNumber

(0.8, 0.98, 0.98, 0.99), knot.n=100)

y5<-fapply(veryhigh, function(x) log(x/(1-x)))

T5 <- trapezoidalApproximation(y5, method='ExpectedIntervalPreserving')

Y5<- as.PiecewiseLinearFuzzyNumber(TrapezoidalFuzzyNumber

(supp(T5)[1],core(T5)[1],core(T5)[1],supp(T5)[2]), knot.n=100)

Y55=c(core(Y5)[1],core(Y5)[1]-supp(Y5)[1],supp(Y5)[2]-core(Y5)[2])

Y=rbind(Y44,Y33,Y44,Y44,Y33,Y55,Y33,Y44,Y22,Y11,Y22,Y33,Y22,Y22,Y33)

Mathematica کدهای
Dade = Import["F:\\lopos.xlsx", {"Data", 1}];

n = Length[Transpose[Dade][[1]]];

p = Length[Dade[[1]]] - 3;

Y = Dade[[1 ;;, {p + 1, p + 2, p + 3}]];

Ybar = Mean[Y];

X = Dade[[1 ;;, Table[i, {i, p}]]];

t = Table[i, {i, 2, p}];



٧٩ LE معیارر با مدل انتخاب کدهای
LE = 0.07;

MSE = Array[mse, p - 1];

For[i = 1, i <= p - 1, i++,

X = Dade[[1 ;;, {1, i + 1}]];

j = Length[Transpose[X]];

A = Array[\[Beta], j, 0];

Al = Array[\[Sigma]l, j, 0];

Au = Array[\[Sigma]u, j, 0];

Yhat = Array[z, {n, 3}];

For[h = 1, h <= n, h++,

Yhat[[h, 1]] = X[[h]].A;

Yhat[[h, 2]] = X[[h]].Al;

Yhat[[h, 3]] = X[[h]].Au;

];

d = {};

For[k = 1, k <= j, k++,

d = Join[d, {Al[[k]] >= 0, Au[[k]] >= 0}]

];

B = Join[A, Al, Au];

\[Lambda] = 0.5;

\[Rho] = 0.5;

Q1 = NMinimize[{3*(Y[[All, 1]] - Yhat[[All, 1]]).(Y[[All, 1]] -

Yhat[[All, 1]]) -

2 \[Lambda]*(Y[[All, 1]] - Yhat[[All, 1]]).(Y[[All, 2]] -

Yhat[[All, 2]]) + \[Lambda]^2*(Y[[All, 2]] -

Yhat[[All, 2]]).(Y[[All, 2]] - Yhat[[All, 2]]) +

2 \[Rho]*(Y[[All, 1]] - Yhat[[All, 1]]).(Y[[All, 3]] -

Yhat[[All, 3]]) + \[Lambda]^2*(Y[[All, 3]] -

Yhat[[All, 3]]).(Y[[All, 3]] - Yhat[[All, 3]]), d} , B];

MSE[[i]] = Q1[[1]]];

MSE

a1 = Min[MSE]

var1 = Which[a1 == MSE[[1]], t[[1]], a1 == MSE[[2]], t[[2]],



پایان نامه در شده استفاده کدهای ٨٠
a1 == MSE[[3]], t[[3]], a1 == MSE[[4]], t[[4]], a1 == MSE[[5]], t[[5]]]

MSE = Array[mse, p - 2];

bb = Delete[t, var1 - 1]

For[i = 1, i <= p - 2, i++,

X = Dade[[1 ;;, {1, var1, bb[[i]]}]];

j = Length[Transpose[X]];

A = Array[\[Beta], j, 0];

Al = Array[\[Sigma]l, j, 0];

Au = Array[\[Sigma]u, j, 0];

Yhat = Array[z, {n, 3}];

For[h = 1, h <= n, h++,

Yhat[[h, 1]] = X[[h]].A;

Yhat[[h, 2]] = X[[h]].Al;

Yhat[[h, 3]] = X[[h]].Au;

];

d = {};

For[k = 1, k <= j, k++,

d = Join[d, {Al[[k]] >= 0, Au[[k]] >= 0}]

];

B = Join[A, Al, Au];

\[Lambda] = 0.5;

\[Rho] = 0.5;

Q1 = NMinimize[{3*(Y[[All, 1]] - Yhat[[All, 1]]).(Y[[All, 1]] -Yhat[[All, 1]]) -

2 \[Lambda]*(Y[[All, 1]] - Yhat[[All, 1]]).(Y[[All, 2]] -

Yhat[[All, 2]]) + \[Lambda]^2*(Y[[All, 2]] -

Yhat[[All, 2]]).(Y[[All, 2]] - Yhat[[All, 2]]) +

2 \[Rho]*(Y[[All, 1]] - Yhat[[All, 1]]).(Y[[All, 3]] -

Yhat[[All, 3]]) + \[Lambda]^2*(Y[[All, 3]] -

Yhat[[All, 3]]).(Y[[All, 3]] - Yhat[[All, 3]]), d} , B];

MSE[[i]] = Q1[[1]];]

MSE

a2 = Min[MSE]

var2 = Which[a2 == MSE[[1]], bb[[1]], a2 == MSE[[2]], bb[[2]],a2 == MSE[[3]], bb[[3]],



٨١ LE معیارر با مدل انتخاب کدهای
a2 == MSE[[4]],bb[[4]]]

a2 - a1 > LE

MSE = Array[mse, p - 3];

cc = Delete[t, {{var1 - 1}, {var2 - 1}}]

For[i = 1, i <= p - 3, i++,

X = Dade[[1 ;;, {1, var1, var2, cc[[i]]}]];

j = Length[Transpose[X]];

A = Array[\[Beta], j, 0];

Al = Array[\[Sigma]l, j, 0];

Au = Array[\[Sigma]u, j, 0];

Yhat = Array[z, {n, 3}];

For[h = 1, h <= n, h++,

Yhat[[h, 1]] = X[[h]].A;

Yhat[[h, 2]] = X[[h]].Al;

Yhat[[h, 3]] = X[[h]].Au;

];

d = {};

For[k = 1, k <= j, k++,

d = Join[d, {Al[[k]] >= 0, Au[[k]] >= 0}]

];

B = Join[A, Al, Au];

\[Lambda] = 0.5;

\[Rho] = 0.5;

Q1 = NMinimize[{3*(Y[[All, 1]] - Yhat[[All, 1]]).(Y[[All, 1]] -

Yhat[[All, 1]]) -

2 \[Lambda]*(Y[[All, 1]] - Yhat[[All, 1]]).(Y[[All, 2]] -

Yhat[[All, 2]]) + \[Lambda]^2*(Y[[All, 2]] -

Yhat[[All, 2]]).(Y[[All, 2]] - Yhat[[All, 2]]) +

2 \[Rho]*(Y[[All, 1]] - Yhat[[All, 1]]).(Y[[All, 3]] -

Yhat[[All, 3]]) + \[Lambda]^2*(Y[[All, 3]] -

Yhat[[All, 3]]).(Y[[All, 3]] - Yhat[[All, 3]]), d} , B];

MSE[[i]] = Q1[[1]];]

MSE



پایان نامه در شده استفاده کدهای ٨٢
a3 = Min[MSE]

var3 = Which[a3 == MSE[[1]], cc[[1]], a3 == MSE[[2]], cc[[2]],

a3 == MSE[[3]], cc[[3]]]

a3-a2>LE

MSE = Array[mse, p - 4];

dd = Delete[t, {{var1 - 1}, {var2 - 1}, {var3 - 1}}]

For[i = 1, i <= p - 4, i++,

X = Dade[[1 ;;, {1, var1, var2, var3, dd[[i]]}]];

j = Length[Transpose[X]];

A = Array[\[Beta], j, 0];

Al = Array[\[Sigma]l, j, 0];

Au = Array[\[Sigma]u, j, 0];

Yhat = Array[z, {n, 3}];

For[h = 1, h <= n, h++,

Yhat[[h, 1]] = X[[h]].A;

Yhat[[h, 2]] = X[[h]].Al;

Yhat[[h, 3]] = X[[h]].Au;

];

d = {};

For[k = 1, k <= j, k++,

d = Join[d, {Al[[k]] >= 0, Au[[k]] >= 0}]

];

B = Join[A, Al, Au];

\[Lambda] = 0.5;

\[Rho] = 0.5;

Q1 = NMinimize[{3*(Y[[All, 1]] - Yhat[[All, 1]]).(Y[[All, 1]] -

Yhat[[All, 1]]) -

2 \[Lambda]*(Y[[All, 1]] - Yhat[[All, 1]]).(Y[[All, 2]] -

Yhat[[All, 2]]) + \[Lambda]^2*(Y[[All, 2]] -

Yhat[[All, 2]]).(Y[[All, 2]] - Yhat[[All, 2]]) +

2 \[Rho]*(Y[[All, 1]] - Yhat[[All, 1]]).(Y[[All, 3]] -

Yhat[[All, 3]]) + \[Lambda]^2*(Y[[All, 3]] -

Yhat[[All, 3]]).(Y[[All, 3]] - Yhat[[All, 3]]), d} , B];



٨٣ ژو متر کدهای
MSE[[i]] = Q1[[1]];]

MSE

a4 = Min[MSE]

var4 = Which[a4 == MSE[[1]], dd[[1]], a4 == MSE[[2]], dd[[2]]]

a4-a3>LE

ژو متر کدهای ب . ٢
Dade = Import["F:\\lopos.xlsx", {"Data", 1}];

n = Length[Transpose[Dade][[1]]];

p = Length[Dade[[1]]] - 3;

X = Dade[[1 ;;, Table[i, {i, p}]]];

AA = Dade[[1 ;;, {p + 1, p + 2, p + 3}]];

A = Array[\[Beta], p, 0];

Sl = Array[\[Sigma]l, p, 0];

Sr = Array[\[Sigma]r, p, 0];

What = Array[z, {n, 3}];

For[h = 1, h <= n, h++,

What[[h, 1]] = X[[h]].A;

What[[h, 2]] = X[[h]].Sl;

What[[h, 3]] = X[[h]].Sr;

];

dis = Array[q, {n, 2}];

For[i = 1, i <= n, i++,

dis[[i, 1]] =

Log[(AA[[i, 1]] - (AA[[i, 2]]*(1 - \[Alpha])))/(

1 - AA[[i, 1]] + (AA[[i, 2]]*(1 - \[Alpha])))];

dis[[i, 2]] =

Log[(AA[[i, 1]] + (AA[[i, 3]]*(1 - \[Alpha])))/(

1 - AA[[i, 1]] - (AA[[i, 3]]*(1 - \[Alpha])))]

];

d = {};

For[k = 1, k <= p, k++,
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d = Join[d, {Sl[[k]] >= 0, Sr[[k]] >= 0}]

];

B = Join[A, Sl, Sr];

Z = \!\(

\*UnderoverscriptBox[\(\[Sum]\), \(t =

1\), \(15\)]\((\[Alpha] . \((\((dis[\([t,

1]\)] - \((\((\[Alpha] - 1)\)*What[\([t, 2]\)])\) -

What[\([t, 1]\)])\)^2 + \((dis[\([t,

2]\)] - \((\((1 - \[Alpha])\)*What[\([t, 3]\)])\) -

What[\([t, 1]\)])\)^2)\))\)\)

intt = \!\(

\*SubsuperscriptBox[\(\[Integral]\), \(0\), \(1\)]\(Z \

\[DifferentialD]\[Alpha]\)\)

NMinimize[{intt, d}, B, Method -> "DifferentialEvolution"];

هم΄اران و کپی متر کدهای ب . ٣
ضرایب برآورد

Dade = Import["F:\\lopos.xlsx", {"Data", 1}];

n = Length[Transpose[Dade][[1]]];

p = Length[Dade[[1]]] - 3;

Y1 = {{"MPE", "Beta"}};

Y = Dade[[1 ;;, {p + 1, p + 2, p + 3}]];

A = Array[\[Beta], p, 0];

Al = Array[\[Sigma]l, p, 0];

Au = Array[\[Sigma]u, p, 0];

Yhat = Array[z, {n, 3}];

X = Dade[[1 ;;, Table[i, {i, p}]]];

For[i = 1, i <= n, i++,

Yhat[[i, 1]] = X[[i]].A;



٨۵ هم΄اران و کپی متر کدهای
Yhat[[i, 2]] = X[[i]].Al;

Yhat[[i, 3]] = X[[i]].Au;

];

d = {};

For[k = 1, k <= p, k++,

d = Join[d, {Al[[k]] >= 0, Au[[k]] >= 0}]

];

B = Join[A, Al, Au];

\[Lambda] = 0.5;

\[Rho] = 0.5;

Q1 = NMinimize[{3*(Y[[All, 1]] - Yhat[[All, 1]]).(Y[[All, 1]] -

Yhat[[All, 1]]) -

2 \[Lambda]*(Y[[All, 1]] - Yhat[[All, 1]]).(Y[[All, 2]] -

Yhat[[All, 2]]) + \[Lambda]^2*(Y[[All, 2]] -

Yhat[[All, 2]]).(Y[[All, 2]] - Yhat[[All, 2]]) +

2 \[Rho]*(Y[[All, 1]] - Yhat[[All, 1]]).(Y[[All, 3]] -

Yhat[[All, 3]]) + \[Lambda]^2*(Y[[All, 3]] -

Yhat[[All, 3]]).(Y[[All, 3]] - Yhat[[All, 3]]), d} , B]



Aabstract

Logistic regression helps in the modeling of discrete statistical data. These models are very
useful in medical sciences (such as death / life, the presence of disease / non-disease, etc.). The in
diagnosis, doctors use various information sources, such as clinical history, medical examinations,
laboratory tests, and so on. But placing people in both the sick and healthy groups is basically
ambiguous, and obscure observations in clinical diagnosis are abundant. In such cases, logistic
regression is not appropriate due to the lack of accuracy of the response variable. For fuzzy binary
fuzzy response modeling, the fuzzy logistic regression model is presented in this thesis. To calcu-
late the success of a fuzzy logistic model, the term linguistic terminology such as ..., low, medium,
high, ... is defined. Then, using the principle of expansion, the transformation of the logic ”odds
ratio” is modeled on a set of observations of precise explanatory variables. also to estimate the
coefficients of the proposed model, we use the probabilistic method and the least squares fuzzy
method. We also offer two model selection methods to evaluate the model.

Keywords : Fuzzy Regression, Logistic Regression, Fuzzy Logistic Regression, Least Squares
Error, Model Selection
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